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ADMISIBILIDAD DE LA ESTIMACION EQUIVARIANTE

M.2 Dolores Diez Garcia - Sergio Quesada Rettschlag
Escuela universitaria del Profesorado

RESUMEN

En este trabajo se plantea el problema de la admisibilidad, resaltando algunos
de los principales resuitados tedricos sobre la admisibilidad cuando la funcion de
pérdida es cuadratica, y recogiendo los resultados de Katz en espacios truncados
bajo pérdida cuadratica. A continuacion nos fijamos en dos tipos particulares de
estimadores: los Equivariantes y el de Pitman, para terminar discutiendo su ad-
misibilidad.

Palabras clave: Admisibilidad, Estimadores, Pérdida Cuadratica, Espacios
Truncados.

SUMMARY

In this paper we raise the problem of admisibility emphasizing some of the most
outstanding theoretical results on admisibility when the loss function is quadratic,
according to Katz's results on truncated spaces under quadratic loss. Next we

foms our attention in two specific types of estimators: Equivariants and Pitman,
to end up discussing their admisibility.

Key words: Admisibility, Estimators, Quadratic Loss, Truncated Spaces.

0. INTRODUCCION

La nocién de admisibilidad de las funciones de decision en el contexto de la
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teoria del juego fue introducida por Newman y Morgenstern. Wald discute esta
nocion en términos de la teoria de la decisién estadistica.

En las ultimas décadas existen muchos trabajos que ocupan la parte central
de la teoria de la Inferencia Estadistica, algunos de los cuales vamos a resaltar
por la importancia de sus resultados.

Comenzamos dando la estructura basica de la admisibilidad. Partimos del
concepto de estimador admisible y nos ocupamos de aquellos estimadores que
son admisibles, discutiendo los procedimientos de estimacion calificados de ad-
misibles.

La dificultad aparece al generalizar la clase de todos los estimadores para un
problema de estimacién dado, ya que es complicado el caracterizar a todos los
estimadores admisibles. Algunas veces es dificil determinar si un estimador es
admisible o no.

Damos el concepto de clase completa, puesto que todo estimador admisible
pertenece a la menor clase completa. Ahora bien, la determinacion de una clase
completa no caracteriza a los estimadores admisibles, ya que a menudo existen
estimadores inadmisibles en ella.

Terminamos este espigrafe de conceptos generales con el concepto de semi-
separabilidad débil, debido a Wald, en el caso de un espacio paramétrico infinito.

A continuacion estudiamos la admisibilidad cuando la funcion de pérdida es
cuadratica, recogiendo finalmente, los resultados de Katz sobre la admisibilidad
en espacios truncados bajo pérdida cuadratica.

Por ultimo, estudiamos dos tipos de estimadores: los Equivariantes y el de
Pitman, para pasar a discutir su admisibilidad.

1. CONCEPTOS GENERALES

Sea (y, B) el espacio de medida de una variable aleatoria (v.a.)) X y sea
P = {P,; o € 6} la familia de medida de probabilidad en el espacio de me-
dida (y, B), siendo 8 un intervalo en un espacio k-Euclidiano.

Suponemos que queremos estimar un parametro o considerando la funcion
de pérdida L(o, d). Sea D la clase de los estimadores de un cierto parametro o y
sea R(o. d) la funcion de riesgo correspondiente a L(c, d), c €6, d € D.

Se dota a la clase D de un orden, lo que exige conocer las nociones de
dominancia.

1.1. Definicion
Un estimador d, en D es «al menos tan bueno» como d, en D si se cumple que

R(o, d)) < R(o, d,), Voeb.
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1.2. Definicion
Un estimador d, es «mejor» que d, (d, domina estrictamente a d,) si
R(c, d,) < R(o, d,), Yo €86,

siendo < para al menos un punto o, de 6.

1.3. Definicién
Si R(o, d}) = R(o. d,), Vo €6, d, es «equivalente» a d,.

La nocién de admisibilidad impone un orden parcial en la clase de todos los
estimadores relativos a una funcién de riesgo particular, ya que ciertos estima-
dores no son comparables.

Un estimador d, estrictamente dominado por otro d,, es llamado inadmisible.
Nos ocuparemos de aquelios estimadores que no son dominados por ningan
otro, que son llamados «admisibles» segun Wald (14), y de los procedimientos
calificados como admisibles. '

Se demuestra que la clase de los estimadores «no dominados o admisibles»
es Nno vacia.

Blyth (1) demuestra que si la funcion de riesgo R(c, d) es continua en c para
cada dy si £ (o) es la distribucién a priori sobre o, cuyo portador es 6, entonces el
estimador de Bayes respecto a &, d& es admisible.

Esto tiene un valor practico importante, ya que proporciona un método para
generar una subclase de estimadores que son admisibles.

A partir del concepto de & - estimador de Bayes, Stein (13) obtiene una condi-
cion suficiente para la admisibilidad de un estimador que tiene una funcién de
pérdida general.

Entre los estimadores admisibles encontramos algunos con una propiedad
fuerte ilamada admisibilidad estricta.
1.4. Definiciéon

Un estimador d, es estrictamente admisible si paracadae >0yoc,€635 >0y
un o, € 9 tal que

R(c,, d) - R(c,, dg) = 3, Wd € D: (o)

Los estimadores estrictamente admisibles son admisibles, pero no viceversa.
Introducimos ahora la nocién de compacidad débil.
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1.5.- Definicion

La clase D de los estimadores es llamada compacta débil, en sentido de Walid,
respecto a R(c, d) si para cada sucesion {d;} C D existe un d* € D tal que

lim R(o, d;) = R(c, d*) Yo e
=

A partir de ambas nociones Stein (13) demuestra que si un estimador d es
admisible y la clase D es débilmente compacta en el sentido de Wald, entonces d
es estrictamente admisible.

Algunas veces es dificil determinar si un estimador es admisible o no. Se
intenta hallar una subclase de estimadores tal que cada estimador no pertene-
ciente a ella esté dominado estrictamente por otro estimador de dicha subclase.

A tal clase, si existe, se le llama Completa. Una subclase C* sera completa
minimal si ninguna subclase propia de C* es completa.

En el caso de los Espacios paramétricos finitos
o = {0, Oy... 04}, k <, con R = {R(o,, d)... R(o,, d)}, de D

conjunto de todos los riesgos puntuales y siendo R* su frontera convexa, si esta
cerrada por abajo (cierto ya que R(o;, d) =2 0 Wde Di = 1, 2.), todos los
estimadores admisibles son de Bayes y es completa la subclase de los estimado-
res B de Bayes.

En el caso de un Espacio paramétrico infinito 8, Wald (14) introduce la nocién
de semiseparabilidad débil para probar la completitud.
1.6. Definicion

0 es llamado débilmente semiseparable en el sentido de Wald cuando exista
una sucesion de parametros puntuales {c;} C 6 tal que

)I/[Tc R(c, d) = R(o,d), ¥o.d)

Basada en la nocion de semiseparabilidad débil Wald demuestra que siendo
L(c, d) limitada en o para cada d € D, si D es débilmente compacta y 6 débilmente
semiseparable, la clase A de los estimadores admisibles es Completa y la sub-
clase de los estimadores propios y generalizados de Bayes es esencialmente
completa.

2. ADMISIBILIDAD BAJO PERDIDA CUADRATICA

Cuando la funcién de pérdida es cuadratica los resuitados mas conocidos son
debidos a Hodges y Lehman (7), Girshick y Savage (6) y a Karlin (9).
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Suponemos conocidas las condiciones de regularidad de Cramer-Rao, la cota
inferior de Cramer-Rao y la cantidad de informacion de Fisher.

Hodges y Lehman (7) establecen una condicién suficiente para la admisibili-
dad cuando el estimador alcanza la cota Cramer-Rao, es decir son eficientes en
sentido clasico.

2.1. Teorema

Supongamos que el error cuadratico medio de un estimador d, € D alcanza la .
cota inferior de Cramer-Rao Vo € 6. Si para algun estimador d, € D la relacion

Cs, (0) < Cyy(0) . Yoeb
implica
By, (0) =By, (c) , Woeb

donde B, (o) es la funcion de sesgo de 8, entonces d, es admisible respecto de la
pérdida de error cuadratico.

Estos resultados han sido extendidos a familias mas amplias por E. Moreno.

En esta misma linea Girshick y Savage (6) demuestran que, bajo ciertas con-
diciones, un estimador U con una distribucién de tipo exponencial 1-paramétrica,
es admisible minimax.

2.2. Teorema

Sea U una v.a. que tiene una funcion de-distribucion de la familia exponencial
1-paramétrica, es decir

F(du) = B(1) e""\Y(du), —oc <p<o0,1€Q

Sea

o(t) = Ex {U}, c¥(t) = Var: {U}

Si Q =R entonces U es un estimador admisible Minimax de o(t) con respecto
a la funcion de pérdida

(d - o(1)?

o¥(1)

L (o, d) =

Estos resultados pueden aplicarse para demostrar la admisibilidad y la mini-
maxibilidad bajo pérdida cuadratica de la media muestral con x,, x,, ..., X, v.a.
que son independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.).

Karlin (9) extiende los resultados de Girshick y Savage para la familia expo-
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nencial e investiga la admisibilidad en la familia de distribuciones cuya funcion
de densidad es de la forma

a(o) r(x) 0<x<o

f(x,0) =
0 en otros casos

y p(dx) = dx. Esta densidad es llamada densidad extrema ya que para
4(c) = o rx) = x"7!

f(x, o) es la densidad del maximo de n variables aleatorias i.i.d. de una distribucion
rectangular sobre [0, c].

Los trabajos de Karlin contienen resultados relacionados con la admisibilidad de
los estimadores de localizacion paramétrica, cuya

f(x, o) = p(x - o).

La primera extension de los resultados de Karlin, concerniente a la familia
exponencial 1-paramétrica, es que todos los estimadores

dy(U) = y-U con0<y<1 ,

son admisibles, demostrando que Q es todo R.

El teorema de Girshick y Savage se refiere solamente al caso en quey = 1, en el
cual se demuestra la admisibilidad. Si Q@ = R el resultado no es valido.

En el caso de un espacio paramétrico restringido Karlin da el siguiente teorema.

2.3. Teorema
Sea
F. d(x) = B(t) e* " ¥(dx) conteQ Q= (W W
es el intervalo de todos los valores de t para los cuales se verifica
B (1) = j e* " Y(dx) < o
-
Seaw < c<W.Si

"f'f;l_v B *(t)dt = + ©

b— <
y . <
'g_['& aB"‘(T)dT =+
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entonces

To7 esun estimador casi admisible de o(1) = E,{X} que tiene una pérdida de
error cuadratica.

3. ADMISIBILIDAD EN LOS ESPACIOS TRUNCADOS BAJO PERDIDA DE ERROR
CUADRATICA

Algunas veces el unico estimador admisible de o resulta inadmisible cuando
el espacio paramétrico es truncado.

Katz (10) extiende los resultados de la admisibilidad en familias exponenciales
y bajo pérdida cuadratica en los casos de espacios paramétricos truncados.

Considera la familia exponencial de funciones de densidad
f(x, o) = B(c) e?*, - <X < +x, c€b

respecto de una medida é-finita p(dx).
El espacio paramétrico natural es

Q = {o; j“e” p(dx) < =},
siendo 0 un subintervalo de Q.
0 = {0, 020, ., 0 € Q}.

Se quiere estimar la esperanza de x

___B(

%) = - 5.5

bajo pérdida cuadratica, siendo la varianza de x
g'(c) = E(g(0))* >0, Vo

Entonces, g'(c) > 0 Vo, y, sin embargo, g(c) es monotona creciente en o.
Se define, para cada x € R, la funcion convexa no decreciente

H(x) =j‘xB(c) e’ °do
]

que puede tomar el valor infinito.
En el caso general cuando o, = 0, se verifica que

H(x) = ij(c) e*°do

y tenemos el siguiente teorema. ¢
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3.1. Teorema. Katz (10)

Si b = {o; o=g,}, entonces un estimador admisible de g(c) es

B(co) e

J‘z B(t) e dt
oo

Bajo estas condiciones Katz extiende el teorema de Karlin 2.3 en el caso de
muestras de espacios truncados.

g9(x) = x +

3.2. Teorema. Katz (10)

Sea f(x, o) la funcion de densidad respecto a p(dx). Sea 6 el intervalo [a, 5]y 6 un
estimador de g(o) respecto a una funcion de riesgo limitada. Sea Q(c) una funciéon
medible positiva en 0 que satisface

b
1
x > j' do — « cuando b—a
a

Qo)
Si eﬂxiste k > 0 tal que
b
| j.lé(x) - g(o)] Qo) f(x, o) dx| < k Q(b) f(x, b)

Ybe(a,5) y ¥x, entonces & es casi admisible.

En resumen, los resultados mas importantes en el campo de la Admisibilidad
bajo Pérdida Cuadratica, se refieren a estimadores eficientes o bien a estimado-
res paramétricos del parametro A de ciertas distribuciones aigo mas generales.

4. ESTIMADORES EQUIVARIANTES Y DE PITMAN

De entre todos ios posibles estimadores seleccionados, por su importancia, dos
tipos: los Equivariantes y los de Pitman.

Comenzamos estudiando las propiedades de ios procedimientos de estimacién
equivariante, los cuales estan basados en los estadisticos suficientes invariantes.

La importancia de los estimadores equivariantes radica en que poseen funcio-
nes de riesgo que corresponden a propiedades definidas en funciones de pérdida
invariante, con valores constantes en las orbitas del grupo inducido G. Estas pro-
piedades tienen implicaciones en la Teoria de Estimacion Equivariante de Riesgo
Minimo y en la Teoria Minimal.

Empezamos con la discusion de la estructura general de los estimadores equi-
variantes para grupos especificos de transformaciones y funciones de pérdida
invariante. Vemos, a continuacion, los estimadores equivariantes de localizacion

46



paramétrica para las familias de funciones de distribucién dependiendo de un
parametro de localizacion del tipo de Ia traslacion. Con esto llegamos al estimador
de Pitman. Este estimador mantiene el estimador equivariante de riesgo minimo de
localizacion paramétrica respecto al grupo de las traslaciones cuando la funcion de
pérdida tiene un error cuadratico.

Girshick y Savage (6) prueban que el estimador de Pitman no es solamente equi-
variante de riesgo minimo para la pérdida del error cuadratico, sino también que es
un estimador minimal.

4.1. Estimadores equivariantes

Sea (X, B, P) un espacio de probabilidad; el espacio muestral X es un conjunto

abierto en un espacio Euclideo finito dimensional, B es el o-campo de Borelen X,y P

es la familia de probabilidad de medida en (X, B): P = {P,; c € 8}. 8 es el espacio
paramétrico que consideraremos un intervalo en un K-espacio euclideo.

Sea G el grupo de las transformaciones uno en uno (1:1) de X, es decir:
gX=X ‘YeGygB=8B.
Sea G el grupo de las transformaciones inducido en 6, definido por:
P,(B) =P;, (gB) WBeBycadageG.
Suponemos que Ges 1:1ygo =0 Ye G.‘
De forma general, para todo conjunto de Borel B e B, si gB es el conjunto de los

puntos imagenes de x en B, es decir

gB = {y; y = gx con x € B},
tenemos que

P(x e B) = g P(x € gB).

4.1.1. Definicion
Un estadistico invariante en (X,B), f, es una funcion B-medible en X tal que

f(x) = f(gx) WweX, WeG

4.1.2. Definicion
Un estadistico casi invariante en (X, B), es una funcion f, B-medible en X, tal que
f(x) = f(gx) a.s. wePy WgeG.
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El grupo de las tranformaciones de G induce una particién, en érbitas,en X, en la
cual la orbita x,, x, € X, relativa a G, es el conjunto

G(xo) = {X; g(X¢) = X, g € G}.

De las definiciones de estadistico invariante y de érbita se deduce inmediata-
mente que un estadistico invariante, f, toma el mismo valor ¥ perteneciente a la
misma Orbita. Si f es constante en X, es una funcion invariante que toma el mismo
valor en todas las orbitas de G.

Si un estadistico invariante toma valores distintos en cada orbita, se le llama
Maximal Invariante. Es decir, U(x) es maximal invariante cuando y sélo cuando si
U(x;) = U(x,) se verifica x, = gx, ¥g € G. El estadistico maximal invariante no es
unico. Cada estadistico invariante es una funcion del estadistico invariante maxi-
mal.

Supongamos ahora que queremos estimar el parametro o de una distribucion Z
cuya funcién de pérdida es L(o, d). Un estimador (no aleatorio) d(Z) de c conserva la
estructura del problema de la estimaciéon cuando y sélo cuando

d(gZ) = g d2) YgeG (4.1)

4.1.3. Definicion

Todos aquellos estimadores que satisfacen (4.1), para todo z, se llaman estima-
dores equivariantes. Aquellos que satisfacen la condicién (4.1) para casi todo z, son
llamados esencialmente equivariantes.

La clase de ios esencialmente equivariantes contiene a los equivariantes. Es
importante asumir el hecho de que la funcién de pérdida queda invariante bajo el
grupo G, es decir.

(o, d) = L(go. gd) vge G, Vo €0y para casi todo z.

4.1.4. Teorema

Sea G un grupo de transformacion 1:1 en Xy sea G el correspondiente grupo de
transformaciones en 6. Sea L(o, d) la funcién de pérdida invariante respecto a G.
Sea Q = {€s), s € S} las orbitas de G en 6, donde S es cierto conjunto indexado.
Entonces, para cada estimador equivariante ¢ y para cada s € S,

R(o, 6) = Rs (8) Yo € Qs).
El significado del término equivariante radica en la propiedad de tener igual
riesgo en las 6rbitas de G. Los estimadores no aleatorios que satisfacen (4.1) no son

invariantes bajo G, sus valores pueden cambiar en una transformacion de X—gX. Ei
término equivariante es mas apropiado que el de invariante.
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4.1.5. Estimadores invariantes aleatorios

Sea n(o/Z = z) una funcion de distribucion en 6, en la que dado Z = z estima-
mos ¢ segun n(c/Z); n(c/Z) es un estimador aleatorio.

Suponemos que

f { J' (o, 6) ®(d6/Z = 2)} f(z, o) W(dz) < 00, Vo
x 6

4.1.5.1. Definicion

Un estimador aleatorio n(c/Z) es llamado invariante bajo el grupo G de transfor-
maciones, cuando y s6lo cuando

n(go/gz) = n(olz), \ge G, Wz e Z, (4.2)

Si esta igualdad se mantiene para casi todo z(}1), entonces n(c/z) es un estimador
aleatorio casi invariante.

Una generalizacién del teorema anterior en el caso de estimadores aleatorios es
la siguiente:

Sea gn(o/z) = n(go/gz). Segun (4.2), si n(c/z) es casi invariante se verifica

gn(c/z) = n(o/z) a.s. (1)
Ademés, paracadage G ycomo gGé =0’

R(c.gn) = de,(Z < 2) j L(o, 6)gn(dé/z) =
= deo(Z < z) 5 L(go, 96)n(dgé6/z) =
= j‘dPg.a(Z <vy) j' L(go, o')n(do'ly) = R(go, ©)
De aqui que si n(c/z) es casi invariante,
R(c, gn) = (Rgo, m) = R(o, m), ¥geG
Los estimadores aleatorios casi invariantes tienen una funcion de riesgo que
toma valores constantes en las 6rbitas de G. Kiefer (11) demostrd que si G es un
grupo transitivo, se puede restringir la atencién a los estimadores no aleatorios.
4.2. Estimadores equivariantes de localizacion paramétrica

Empezaremos dando unos conceptos que nos llevaran al estimador de Pitman
de localizacién paramétrica.
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4.2.17. Coﬁceptos generales

Sean x,,X,,....X, v.a. i.i.d. que tienen una funcidén de densidad comun f(x-c) con

-0 <o <o/ Ea{Xz}i < o0, Vo

SeaG = {g/gX, =X, +g, Vi=1,2..,n -0 <g<ow}
el grupo de las traslaciones reales, y sea 6(X) un estimador equivariante respecto a
G. La funcion de pérdida es del tipo de pérdida de error cuadratico L(o, 6) = (6-0)’y
L(o, &) es invariante respecto a G.

Consideremos un intervalo n-dimensional

A={X/—0 <X, <a,-0 <X, < 8y, -0 <X, <a,}

La probabilidad de A bajo ¢ es:
a a, o
P,(A) =j‘ j‘ .Ttlf(xi-o) p(dx;)
. - —ol=

Seay, =x;, + g,—c < g < x ydgA el conjunto
g(A) = {x/=c <x; < a +g,i =1,2,..n}
entonces,
al +g an +g
Pt = [ [ it - oot o) = P (o

El problema de estimar un parametro de localizacién o con pérdida de error
cuadratica es invariante bajo el grupo de las traslaciones reales G.

La funcion de riesgo de un estimador equivariante (no aleatorio) es:

i=1

= 3] 0
« ~ n
R(o, &) = j j [6(X ey Xo) = 01 1 f(X—0)pdx;.
— — o0
Un estadistico maximal invariante respecto a G basado en el estadistico sufi-
ciente
X1y = Xz < .. < X, €8
UX1y s Xim) = (X2) = X1 X3y = Xeypoeees Xy = X(p)-
Consideremos la transformacion

Yoy = Xy Yooy = Xy = Xiyr s Yem = X — Xy
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y consideremos solamente los estimadores equivariantes que dependen de x,, X,,
..+ X, a través del orden estadistico x , < x; < ... < x,,. Entonces, la funcion de
riesgo de tales estimadores es

R(c, 6) = n! Io jo 552 u(dyi)j_wu(dy.)lé(vu y, +
+ Yo Yo + Y) = ol f(y,—o) ilntz fy, +y—o)

Sea z =y, — o, segun la propiedad equivariante de o

R(c, 6) = n! jw 50 u(dy) j' [8(Z, Z+y,..., Z+Y,))? f(Z).1"t2 (y;+2) u(dz)
0 - i=

Ademds 6(z, ¥, + z,.... ¥, + 2) =2z + ¥(y,,.., ¥,) Vz, debido a la equivarianza de 6.
Notemos también que la funcion de distribucién conjunta del estadistico maximal
invariante U = (y,,..., y,) no depende de c. Entonces, el minimo estimador de
media cuadratica de localizacién paramétrica es

SofX oo Xp) = Xy + YolXi2) = X 1yreeer Xy = X(1y)s (4.3)
donde ¥ (y....., yn) minimiza casi seguramente la funcién de riesgo condicional:

R(y:""' Yo \P) = j

Se obtiene de aqui que:

[«9]

Z+¥(Y e ¥ (D) T H(2+Y) w(d2)

-5 2f(z) _?rz f(z+y))n(dz)

‘Po(yzyn-vYn) = a n
5 f(2) ki f(z+y)w(dz)

-

que sustituido en (4.3) nos da el estimador de Pitman:

r 24(2). 7 f(z+y)u(d2)

-

Go(X preeaXn) = Xy —

[ GRS

—

La hipotesis de la independencia de x, x,,..., X,, NO es necesaria.
Consideremos cada familia de densidad conjunta

f(x —o, xra,..., Xx,—0c) tal que E, {x} < 0}, Vi=1,2..,n

y expresemos el estimador de Pitman en la forma:
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a
j zf(z,y,+2,....y, +Z)u(d2)

— @

6'0()(1, ey Xn) = x(l) -
: f(z.y,+2,...y,+2)u(dz)

Observemos que:

J' zf(z,y ,+2,...¥, +2)u(dz)
— = B0 /%2 =X(1yr o X ~X)

f(z.y,+z, ..., Ya+2Z)u(d2)

Puesto que el estimador de Pitman &(x,..., x,) es equivariante, es un estima-
dor insesgado de o. En efecto,

Go(Xpseens X)) = 6 = (X ~0,..., X,~0) Vo, cON —0 <0 <0 .
De aqui:
E {So(X 1es Xg) — 0} = E {X1=0 — E(X2~X 1)s-rs X=X 1y} = O.

Esto prueba que el estimador de Pitman es insesgado para . Se demuestra
también que es un estimador minimax.

5. ADMISIBILIDAD DE LOS ESTIMADORES ESTUDIADOS

Discutimos, por ultimo, la admisibiiidad de los estimadores que acabamos de
estudiar. Comenzamos estudiando la admisibilidad del estimador equivariante de
localizacion del parametro o. Farrel (3) demuestra que si dentro de las clases de
las traslaciones de los estimadores equivariantes hay dos estimadores minimal
que no son equivalentes, entonces todos los estimadores equivariantes de locali-
zacién paramétrica son inadmisibles. Asi mismo, Farrel demuestra que bajo cinco
condiciones el estimador generalizado de Bayes es casi admisible, llegando a
extender los resultados de Stein (13) concernientes a la admisibilidad de los
estimadores equivariantes éptimos de un simple parametro de localizaciéon bajo
pérdida cuadratica, y demostrando.que el estimador generalizado de Bayes es
admisible.

Finalmente, tratamos la admisibilidad del estimador de Pitman para un simple
parametro de localizacion. Stein (13) prueba la admisibilidad bajo ciertas condi-
ciones en el caso de un simple parametro de localizacién, demostrando primero
que es casi admisible para después deducir la admisibilidad con la condicion de
que la distribucién condicionada de X — &, dada Y, sea absolutamente continua.

Perng (12) demuestra que pueden debilitarse las condiciones del teorema de
Stein, solo en casos especiales. Fox y Rubin (5) estiman el Gnico parametro de
localizacion cuando la funcién de pérdida es bilineal y convexa y prueban
cuando un estimador de Pitman es admisible.
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5.1. Admisibilidad de los estimadores equivariantes de un unico parametro de
localizacion

Los resultados vistos en 4. han sido generalizados por Farrel (3) para los
casos de distribuciones de parametros de localizacién cuando la distribucidn
condicional de X — o, dado Y, es absolutamente continua. Trataremos el pro-
blema, sin embargo, con un sistema de procedimientos de muestra fija.

Sabemos que p(x/Y) es la funcion de densidad de X—o, dado Y, y que Q(dy) es
la probabilidad de medida en el espacio Y. La funcidn de pérdida se expresa de la
forma:

L(o, d) = W(d-o)
Suponemos que:

sit, = t, > 0, entonces W(t)) > W(t,)

si0=t,= t, entonces W(t) > W(t,

asi mismo:

W) =0y Wt =0 Vt, -0 <t <oo.

Sea Mdo) una medida sigma-finita en (6, 1) siendo 6 todo R y t los conjuntos
de Borel sigma-finitos en R.

5.1.1. Definicién

Un estimador &,(X, Y) se llama generalizado de Bayes frente a A, con respecto
a la funcién de pérdida W(t), si

j Mdo)WI[5i(X,Y)-o] p(X-o/Y) = qujm Mdo) W(d-o) p(X-o/Y)  as. ()

La generalizacion del estimador de Bayes 6, (X,Y) definida de esta forma no es
necesariamente Gnica.

Farrel define el maximo estimador generalizado de Bayes como el mayor valor
real d que satisface

o]

j_ 00k(dcr) W(d%o0) p(X-c/Y) = "?,f J_ Mdo) W(d-o) p(X-o'Y)

Analogamente, al minimo valor real d’ que satisface la igualdad anterior se le
llama minimo estimador generalizado de Bayes. '
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El Lema que vemos a continuacion da una condicion suficiente para la exis-
tencia de estos estimadores.

5.1.1. Lema

Si W(t) tiene la propiedad mondétona expresada anteriormente y existe un con-
junto nulo NeR'Y x R~V tal que si (X,Y) g N entonces,

Irt\!f jmk(dc) W(d-o) p(X-0/Y) <

y si se cumple cada una de las siguientes condiciones:

i) W(t) es continua

ii) A(do) es una medida c-finita monétona,

entonces, existe un maximo y un minimo estimador generalizado de Bayes.

Ademas,si W(t) es convexo y lim. W(t) = co, entonces cada estimador generali-
zado de Bayes satisface: i

j " W(6,(X.Y)=0) p(X=o/Y) Ado) = 0

Lo que nos interesa es la admisibilidad del estimador equivariante de localiza-
cion del parametro .

Dado (X, Y), cada estimador equivariante de ¢ respecto al grupo de las traslacio-
nes reales es ¢(X,Y) = X + ¥(Y). Lafuncidn deriesgo del estimador equivariante es:

R(c, ¥) = jQ(dy)I W(X+¥(y)-o0) p(X—o/Y)dx =

= j Q(dy) j W(X+¥(y) p(X/Yydx =R(0, ¥), Vo

Se sigue que un estimador equivariante X + ¥%Y) es minimal en la clase de los
estimadores equivariantes con respecto a la funcion de pérdida W(t), si es un
estimador generalizado de Bayes para la medida lineal de A(do) = do. Esto es

‘f W(o +¥4y)) p(cly) = lgfj W(o +'¥(y) p(cly)do

El estimador de Pitman es un estimador de este tipo paralafuncion depérdidade

error cuadratico W(t) = t* En este caso YY) es unico y, estableciéndolo previa-
mente, el estimador de Pitman es en general minimal y admisible.

5.1.2. Teorema. Farrel (3)

Sea D, la clase de los estimadores de localizacién del parametro o, que es una
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traslacion equivariante. Sea, ahora, la funcion de pérdida L(c, d) = W(d-o) satisfa-
ciendo la condicion W(t,) > W(t,). Supongamos que:

d(X, Y) = X + ¥(Y) dy(X, Y) = X + ¥(V)

son dos estimadores minimax no equivalentes para D,. Entonces, todo estimador
equivariante en D, es inadmisible.

Los teoremas concernientes a la admisibilidad de varias traslaciones equiva-
riantes para un simple parametro de localizacion han sido generalizados por Farrel
bajo las condiciones siguientes:

i) Para todo numero real ¢
jQ(dy)jm W(X+c)p(X/Y)dx < 20
ii) Excepto en un conjunto N de una Q medida cero
JmW(X+c) p(X/Y)dx

tiene un minimo en el unico punto Y (Y).

iii) Si la funcion W(t) esta limitada, o es uniformemente continua o convexa, o
satisface Sup. W(x) < x, W(x) es convexa en x>0.
x<0

iv) Debe existir un numero real p, 1<p<2, tal que:
J‘O(dy)‘rO X[P W(X) p(X/Y)dx <
Si W(x) es convexa, entonces:
f()(dy)jwD W (d+x)| xP p(X/Y) dx <, ¥deR
Si W(x) es en parte limitada y en parte convexa
j‘Q(dy) j: IW'(d+x)| [x[P p(X/Y)dx <, ¥d = 0

v) Existe una funcién 1(c), 0 < i(o) < k <o, tal que a = UIim. Mo) >0
ot
B = lim. i(c) > 0. Ademas, excepto en un conjunto de Q medida cero
(S ke &

j_ mW(c—x +0) p(c’y) d(x~c)do

toma el minimo valor para un anico punto finito 6(X, Y).

5.1.3. Teorema. Farrel (3)
Bajo las condiciones i)-v), si W(t) esta limitada, entonces &(X,Y) es casi admisible. Si

QYY) es una distribucion degenerada (toda concentrada en un punto simple), (X,Y)
es casi admisible. Si W(t) no esta limitada y el soporte de Q(Y) contiene mas de un
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punto, entonces, si p(X/Y) no existe fuera del conjunto compacto, &(X.,Y) es casi
admisible.

Farrel extiende los resultados de Stein concernientes a la admisibilidad de los
estimadores equivariantes 6ptimos de un simple parametro de localizacién bajo
pérdida de error cuadratico y prueba el siguiente teorema.

5.1.4. Teorema. Farrel (3)

Supongamos que A(c) es una funcion medible de Borel, no negativa, que satis-
face para las constantes ¢, ¢,, : ¢,>0, ¢,20, O0<a<1 y Vo,—00<o<w

Mo) = ¢, + 4 Jol"

Supongamos que existe un valor B, 1+a<p < 2 para €l cual:
j‘Q(dy) 5 x| 21 *Bp(X/Y) dx < oo

Sea:

o+t

Q = {o]| Ve>0, j Mo)do>0}

o -

entonces, si 6,(X,Y) es un estimador generalizado de Bayes respecto ai(c) y W(t) =
= 12, 6,(X,Y) es admisible VoeQ. .

5.2. Admisibilidad del estimador de Pitman para un simple pardmetro de localiza-
cion

Vamos a ver si el estimador de Pitman es admisible para la pérdida cuadratica.
Los resultados son algo sorprendentes. Si la distribucién de X depende alosumode
dos parametros de localizacion (donde o es un vector real de dos dimensiones), el
estimador de Pitman es admisible. Si la dimensionalidad del vector observado X es
al menos 3, el estimador de Pitman es generaimente inadmisible. Se prueba la
admisibilidad bajo condiciones benignas en el caso de un simple parametro de
localizacion.

Remitimos a Stein (8) y a los articulos de James (8) para la demostraciéon de la
admisibilidad de los estimadores de Pitman en dos dimensiones. Notemos también
que Karlin (9) suministra otra demostracién de la admisibilidad del estimador de
Pitman en el caso de un simple parametro de localizacion.

Sean x,...., X, v.a. i.i.d. teniendo una distribuciéon comuin F(x—c) donde o es un
parametro real de localizacién. Asumimos que 6 es toda la recta real. Sea f(x-c) la
funcién de densidad de F(x-c), con respecto a una medida sigma-finita p(dx) en
(X,B). Se demuestra que entre todos los estimadores que son invariantes por
traslacién, el estimador de Pitman.
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S(X 1w Xa) = Xy — E { XXX 0 oo X=X },
minimiza la funcién de riesgo para la pérdida de error cuadratico uniforme en c.
Construimos la transformacion
X=X - E{X,/y,,...,y,._ 1}, Yi=Xi+1—X1.

La distribucién condicional de Xdado Y = (y,, ..., ¥, 1) S€ supone que es absoluta-
mente continua, de funcion de densidad

P(x-cY) =~ f(x +@(y)-o) | T,y +e(y) +x-0)

siendo

a(y) = j’ “tx,-0) "z fyi+x,~o)dx,

— 0
Entonces, si (X,Y) es un vector de v.a. tal que la distribucién condicionada de
X-c, dado Y, es p(X/Y), E, {X} = o, Vo; X es un estimador de Pitman y

j' “pixy)dx =1 as. y j' xp(xy) dx = 0 as. (5.1)

- - Q0

5.2.1. Teorema. Stein (13)

Si la distribucién condicionada de X-c, dado Y, satisface (5.1) y si ademas

Iq(y) v (dy) [ szp(X/Y)de“Qc (5.2)

entonces X es un estimador admisible de ¢ para la pérdida de error cuadratico.

Surge una cuestion importante concerniente a (5.2). Puede asegurarse la admi-
sibilidad si se exige una condicidon mas débil que (5.2)? ; Puede garantizarse la
admisibilidad de X cuando (5.1) se satisface pero en cambio de (5.2) se requiere que
E{|x|* *}<a para algun 0<x<1? La respuesta es negativa; (5.2) puede justificarse
débilmente para algunas familias de distribucion, pero no para todas las familias
que satisfacen (5.1.). Esto ha sido demostrado por Perng.

5.2.2. Teorema. Perng (12)

En el caso de muestra de tamafio fijo, si la funcién de pérdida es L(c.d) =
= lo—d[|*, k = 1, entonces para cada o, 0<a <1, existe una familia de funciones de
distribucion para las cuales:

E, {IXF|X—o[}<e0, Vo,
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pero el estimador equivariante 6ptimo X es inadmisible.

La familia de distribucion para la cual este teorema se mantiene, es, para una
muestra de tamdno n=2, aquella para la que: :

cly* 2 " dy si y>1
Q(dy) =

0 otros casos

2 s X <0
p(X—o/Y) = 2by y

0 otros casos

Los parametros n, by ¢ son todos mayores que cero. Perng demuestra que dado
un o en (0,1) debe existir una distribucion en esta familia para la cual Ey|X***<oo
pero X es inadmisible.

Brown (2) prueba que si la muestra consiste en una observacion, la condicion débil
j x2p(x) dx<a

es suficiente para la admisibilidad de X bajo pérdida de error cuadratico.

Fox y Rubin (5) consideran el problema de estimar un unico parametro de
localizacion cuando la funcién de pérdida es una funcion bilineal convexa,

a(c—d) Si d<o0 O<a
Lo.d) = ‘
b(d-o) si d=0 b<oo

Se demuestra que, dado o, si X tiene una distribucion F,(X) el valor de d que

N b
minimiza E, {L(c,d)} esm.

5.2.3. Teorema. Fox y Rubin (5)

Sea p(X/Y) la densidad condicionada de X-o, dado Y, que satisface las dos
siguientes condiciones:

i) La fraccion de p(X/Y), —ai—b, es cero para cada Y.

i)
j'o(dy)ijp(wv)dKoo

entonces, X es un estimador admisible.

Notemos que si no asumimos que la distribucion condicional de X—o,dado Y, es
absolutamente continua, o tiene puntos de crecimiento en un reticulo fijo YY,
entonces podemos unicamente probar que X es casi admisible.

58



BIBLIOGRAFIA

(1) BLYTH, C. R.: On minimax statistical decision procedures and their admissibility. Ann.
Math. Statist., 22: 22-42, 1951.

(2) BROWN, L. D.: On the admissibility on invariant estimators of one or more location
parameters. Ann. Math. Statist., 37: 1.087-1.136, 1966.

- (3) FARREL, R. H.: Estimators of a location parameter in the absolutely continous case.

Ann. Math. Statist., 35: 949-998, 1964.

(4) FERGUSON, T. S.: Mathematical statistics: a decision theoretic approach. Academic
Press. New York, 1967. _

(5) FOX, M., RUBIN, H.: Admissibility of quantile estimates of a singie location parameter.
Ann. Math. Statist., 35: 1.009-1.031, 1964.

(6) GIRSHICK, M. A., SAVAGE, L. G.: Bayes and minimax estimates for quadratic loss
function. Second Berkeley Symp. Math. Statist. Prob. 1: 53-74, 1961.

(7) HODGES, J. L., LEHMANN: Some aplications of the Cramer-Rao inequality. Second
Berkeley Symp. Math. Statist. Prob. 1. 13-22, 1951.

(8) JAMES, W., STEIN, C.: Estimation with quadratic loss. Berkeley Symp. Statis. 1, Prob.
2: 361-379 (1968).

(9) KARLIN, S.: Admissibility for estimation with quadratic loss. Ann. Math. Statist., 29:
406-436, 1958.

(10) KATZ, M. V.. Admisible and minimax estimates of parameters in truncated spaces.
Ann. Math. Statist.,, 32: 136-142, 1961.

(11) KIEFER, J.: Sequential minimax estimation for the rectangular distribution with
known range. Ann. Math. Statist., 23: 586-593, 1954.

(12) PERNG, S. H.: Inadmissibility of varius good statistical procedures which are transla-
tion invariant. Tech. Rep. No. 16, Dept. of Statist. Michigan University, 1967.

(13) STEIN, C.: The admissibility of the Pitmans estimator for a single localtion parameter.
Ann. Math. Statist. 30:877-880, 1959.

(14) WALD, A.; Statistical decision functions. John Wiley, N. Y. 1950.

(15) ZACKS, S.: The Theory of Statistical inference. Wiley, New York. 1971.

59



