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T-06. SUPERFICIES SECCIONADAS

Maria Garcia Monera

Universitat de Valencia - moneraZz@uv.es

Modalitat: Taller i Taula
Nivell educatiu: Primaria, Secundaria, Batxillerat, Universitat

Paraules clau: Superficies, Cuadricas, Geometria

Resum:

En este taller presentaremos algunos modelos en 3D de superficies hechos en
cartulina y disefados con el Mathematica. Este trabajo ha servido para la
realizacién de talleres didacticos de matematicas en la Universidad de Valencia,
enfocando el nivel tanto a estudiantes universitarios comoalumnos de
secundaria y bachiller. Los asistentes podran construir algunos de los modelos

preparados.
Introduccion

La técnica de reproducir modelos de superficies con piezas de papel se remonta
a finales del siglo XIX. Durante aquellos afnos, y debido probablemente a la falta
de ordenadores, los profesores comenzaron a utilizar en sus clases superficies
construidas en diferentes materiales como papel, alambre o escayola y las cuales
ayudaban a sus alumnos a visualizar las superficies y curvas que estudiaban en
clase. Los primeros modelos construidos en papel se debieron a Felix Klein
(1849-1925) y Alexander Von Brill (1842-1935) y fueron presentados en un
congreso en Munich en 1870. Actualmente, aquellos modelos se exponen en el

Science Museum de Londres:
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Hiperboloide de una hoja Paraboloide eliptico Paraboloide hiperbdlico
Algunos de los modelos que se encuentra en el Science Musuem de Londres

Casi un siglo después, el britanico John Sharp publicé un libro donde presentaba
una nueva técnica para construir superficies que consistia en calcular la curva
interseccion entre la superficie y dos familias de planos perpendiculares de
ecuacion x = k, y = k, k £ K. Esta técnica, bien sencilla, permitia construir
cualquier superficie con una tnica condicién: debe pasar un plano por cada uno
de los maximos o minimos que tenga la superficie. Veamos algunos modelos

utilizando esta técnica:

Hiperboloide de una hoja Catenoide Esfera

1. Nueva técnica en la construccion de superficies

De forma analoga a las superficies anteriores, los modelos que se presentan en
este apartado se realizaron utilizando una misma técnica. Comencemos primero
viendo cdmo vamos a tomar las dos familias de planos. Supongamos que
tenemos un plano de la forma z = k, k € k. Ahora, en vez de calcular el resto de
planos de la familia de forma paralela lo haremos cambiando la inclinacién, esto

es, haciendo girar el plano primero sobre el eje X y luego sobre el eje Y:
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Plano inicial Familia de planos 1 Familia de planos 2

La ecuacion de estas dos familias de planos es:

i) z=tg()x+k &k €K
ii) z=tg()y + k, t) i € K
donde Kk es la altura inicial del plano y # el angulo de giro. Hemos de tener en

cuenta que, si el plano inicial es secante a la superficie que queremos construir,
no podremos sacar las piezas por lo que el valor de k dependera en cada caso de
la ecuacién de cada modelo. En otras palabras, el plano siempre debe ser

exterior o tangente a la superficie:

Ejemplo de giro de un plano secante al cono de ecuacion x2 + y?2 = 72

Veamos a continuaciéon como construir el cono y el elipsoide utilizando esta

técnica.

a) El cono

Consideremos el cono de ecuacion:
x2+y2=72, x,y,zE|-22]

En este caso tomaremos k = - 2.5, asi, trabajaremos con las familias de planos:
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i) z=tg(t)x-2.5,t € L,
ii) z = tg(t)y - 2.5, ¢ € Ik,

Como ya sabemos, la interseccion del cono con un plano nos da alguna de las
siguientes cénicas: circunferencia, elipse, hipérbola y parabola. Por tanto, para
encontrar un modelo en cartulina que las piezas incluyan a todas las cénicas (o
parte de ellas, como luego veremos), hemos de encontrar la inclinacién exacta de
cada plano que nos dé alguna de estas curvas. Comencemos por la parabola, la
ecuacion de plano cuya interseccion con el cono nos da una parabola es z =
tg{g}x - 2.5 por tanto, una inclinacion menor nos dara una elipse y una mayor
una hipérbola. Asi, teniendo en cuenta que la base es una circunferencia, en el
modelo ya tendriamos representadas las 4 coénicas. Ahora nos faltaria saber
cuantos planos vamos a considerar. Como es obvio, cudntos mas planos
tomemos, mayor serd la aproximacion de la superficie al modelo real, pero
también seran mas piezas para recortar. Si queremos construir un modelo que

contenga unas 7-9 piezas para cada familia de planos y ademdas que uno de los

angulos de inclinacion sea exactamente % tomaremos, por ejemplo, los valores
0= T keE{1,2345.67)

para que los planos estén igualmente espaciados como muestra la siguiente

\

Cono con la familia de planos z = tg(?)x -25, ke{l,2,3,4,5,6,7}

figura:
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Ademas, gracias a la simetria de la propia superficie, las curvas obtenidas para k
=1y k =7 coinciden, lo mismo ocurre para 2y 6, 3 y 5. Por tanto, si calculamos

la curva interseccion para k £ {1, 2, 3,4} ya tendriamos todas las piezas en una

de las direcciones. Por otro lado, nuevamente gracias a la simetria de la

superficie de revolucién, obtenemos las mismas curvas para los planos z =
foiT . o
tg(5)y - 2.5, esto hace que para poder construir el modelo Unicamente

necesitemos dibujar 4 curvas.

: : s _
Resolviendo el sistema x?+ y?=172,z= tg(f)y - 2.5 obtenemos las soluciones en

forma paramétrica:

S . ki I i
Ay) = {0525 - a2 +y g (1) (20 + 4y g (1)), v 25 + y g (),

3

| 3 -
B = (0525 - 4yt +y g (1) (20 + 4y g (1)), v 25 + y g (s

B

Para la otra familia de planos obtenemos:

S T l, _ . oy . 44 ) T
C(3) = {1, -05 25 4}'3+j?tg{?}( £ﬂ+4}ftg(T).—2.5+} e (),

- . K i . ki
D) = 1.05,/25 — 4y* +y g (T (-20 + 4y g (X)), —2.5 + y rg (X))

3

Asi, dibujando las curvas para k =1,2,3,4,5,6,7:

Cono con las curvas interseccién
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A continuacion, nos faltaria calcular los cortes. Para ello, para cada valor de k =
i _ , i
1,2,3,4enelplanoz= tg(f)x - 2.5, calculamos la interseccion con z = tg(f)y -

2.5 y asi obtenemos las piezas:

Pieza 1 Pieza 2 Pieza 3 Pieza 4

Dibujando los cortes hasta la mitad de cada recta obtenemos las plantillas y la

cantidad de copias que se necesitan:

Piezas A Piezas B

2 copias m 1l

2 copias

m \l/

2 copias

1 copia \ ‘ /
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Finalmente, veamos una imagen del modelo construido donde hemos dejado
parte de los planos para ver la interseccién con el cono que nos da, de pieza

menor a mayor: la elipse, la parabola y la hipérbola:

Imagen del cono una vez construido

a) El elipsoide

De la misma forma que hemos obtenido las piezas para la construccién del cono,

vamos a proceder para obtener las piezas en el caso del elipsoide.
Consideremos ahora el elipsoide de ecuacién:

HE }r}!
I+T+z=* =1,xyz €|-22]

Nuevamente, en este caso tomaremos k = - 2.5:

Elipsoide con el plano z = -2.5
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Dibujando la interseccion entre el elipsoide y las dos familias de planos

obtenemos:

Elipsoide después de intersecarlo con las dos familias de planos

Calculando la interseccién entre los planos, obtenemos las curvas y los cortes
como en el caso anterior. Finalmente, dibujando los cortes para las dos familias

de piezas, obtenemos las plantillas:

Piezas A Piezas B

™

2 copias
2 copias @ @
A

2 copias
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Veamos una imagen del modelo ya construido:

Imagen del elipsoide ya montado

2. Como construir los modelos

Existen infinidad de maneras de construir los modelos, aunque algunas son mas
sencillas que otras. Primero de todo es importante que las piezas se recorten
correctamente. Como hemos visto en las imagenes, las plantillas tienen las lineas
que indican por dénde se deben recortan las piezas, ahora bien, es importante
que por cada linea realicemos dos cortes, uno a la derecha y otro a la izquierda.
Esto es debido a que, como las piezas van encajadas, debemos dejar un pequefio

hueco para que se puedan ensamblar. Veamos una imagen de ejemplo:

Pequefio hueco

en las piezas

AN

Imagen de la plantillas antes y después de recortarla
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Una vez tenemos recortadas todas las piezas, el siguiente paso ya es montar la
figura. Como hemos visto tanto en el caso del cono como en el de la elipse,
tenemos piezas de diferente tamafio. Como comentdbamos antes, existen
diferentes formas de empezar a montar las figuras, pero una de las mas sencillas
consiste en montar la figura de dentro para fuera, es decir, comenzando por las
piezas mas grandes y acabando por las mas pequefias. Al comenzar por las
piezas de mayor tamafio lo que hacemos es dar mayor estabilidad a la figura, de
manera que nos serd mas comodo ir montando la superficie de esta forma que

comenzando, por ejemplo, por las piezas mas pequefias o cualquier otra.

Veamos, por ejemplo, la construccion del elipsoide. En este caso tenemos 5
tamanos de piezas, asi que comenzaremos por las 2 piezas mas grandes
(siempre encajar por la ranura o corte central) y seguimos con las 4 piezas del

siguiente tamafio. Asi, hasta ensamblar las 2 Gltimas mas pequeias:

Pasol Paso4

Paso?2 Paso5

Paso3
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3. Descarga de material
Las plantillas para construir estos y otros modelos pueden descargarse

gratuitamente en formato .pdf en la web:

www.uv.es/monera2
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