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Capítulo 1

Introducción

Que los puntos equinoccioales retroceden, y que el eje de la Tierra,
por una nutación en cada revolución anual, vibra dos veces hacia

la eclíptica y retorna las mismas veces a su anterior posición.
Proposición XXI. Teorema XVII.

Philosophiae Naturalis Principia Mathematica,

Sir Isaac Newton, 1687.

1.1. El movimiento de rotación de la Tierra

Desde un punto de vista geom�etrico, el problema de la rotaci�on de un
s�olido (r��gido o deformable) consiste en encontrar la ley de transformaci�on
entre dos sistemas de referencia: uno que pueda asociarse en todo instante al
s�olido, y otro inercial (o cuasi inercial). En el �ambito de la Mec�anica Celeste, y
en particular del estudio de la rotaci�on de la Tierra, al primero se le denomina
sistema de referencia terrestre y al segundo sistema de referencia celeste.
Con un enfoque newtoniano de la Mec�anica, �estos pueden describirse

mediante sistemas de referencia ortonormales y directos, en el espacio af��n
eucl��deo tridimensional. Sobre los est�andares actuales para la elecci�on de
estos sistemas y su realizaci�on puede consultarse IERS Conventions (2010)1

o So�el y Langhans (2013). Al sistema terrestre se re�ere la cartograf��a, el
posicionamiento global, las variaciones temporales de la tierra s�olida y los
oc�eanos, etc. El estudio de la rotaci�on de la Tierra se convierte entonces
en un elemento estructural de la Astronom��a y la Investigaci�on Espacial, y
est�a considerado como uno de los pilares de la Geodesia.
Cuando el s�olido es r��gido es posible de�nir un sistema terrestre de mo-

vimiento solidario con las part��culas del s�olido, de forma que la conexi�on de

1Publicación o�cial del Servicio Internacional de la Rotación de la Tierra y Sistemas
de Referencia (IERS Technical Note No. 36).
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4 1.1. El movimiento de rotación de la Tierra

�este con la referencia celeste, supuestos coincidentes en origen, viene dada
por una rotaci�on que es parametrizable, por ejemplo, mediante los conocidos
�angulos de Euler (longitud, oblicuidad y rotaci�on propia, secci�on 2.1). En el
caso de un s�olido deformable, una posible elecci�on del sistema de referencia
terrestre es el sistema de Tisserand (secci�on 4.1). En el �ambito de este traba-
jo, la Tierra se considerar�a un sistema de part��culas continuo, con simetr��a
mec�anica biaxial, formada por una �unica capa, y con ciertas caracter��sticas
el�asticas que se abordar�an en su momento, en cada caso estudiado. El modelo
de Tierra participa en el problema de su rotaci�on, como tambi�en lo hace, en
la praxis, la elecci�on de los sistemas de referencia empleados.
El movimiento de rotaci�on del sistema de referencia terrestre respecto al

sistema de referencia celeste puede darse mediante una transformaci�on de
coordenadas, expl��cita y dependiente del tiempo2. �Esta, para los �angulos de
Euler longitud (�) y oblicuidad (�), puede escribirse en la forma m�as b�asica
(Escapa 2006)

�(t) = P�(t) +N�(t) + F�(t),

�(t) = P�(t) +N�(t) + F�(t), (1.1)

donde las funciones Nl(t) llevan asocidados movimientos peri�odicos (o cuasi
peri�odicos, en forma de polinomios trigonom�etricos), que de�nen el deno-
minado movimiento de nutación, y las Pl(t) son de naturaleza secular (mo-
vimiento no acotado, en forma de polinomios), y dan lugar al denominado
movimiento de precesión. Se habla entonces de los movimientos de nutaci�on o
precesi�on en longitud u oblicuidad del sistema terrestre3. Las funciones Fl(t)
engloban movimientos residuales4 (que no se describen mediante polinomi-
nos, ni polinomios trigonom�etricos).
Como se ver�a m�as adelante, con car�acter m�as general la precesi�on englo-

bar�a tambi�en cualquier movimiento de largo periodo, comparado �este con-
vencionalmente con periodos caracter��sticos del movimiento del sistema, y de
forma que, en buena aproximaci�on, pueda seguir describi�endose matem�atica-
mente con polinomios5. Cualquier divisi�on de estas caracter��sticas en el mo-
vimiento es puramente convencional, y obedece a criterios pragm�aticos.

2En las últimas décadas la Unión Astronómica Internacional (IAU) ha adoptado dis-
tintas resoluciones a este respecto. Las más importantes pueden consultarse, por ejemplo,
en Capitaine (2012).

3Para el sistema terrestre también se emplean las denominaciones plano ecuatorial y
eje de �gura, haciendo mención al plano XY y al eje Z de la elección usual de este sistema
en el caso de la Tierra rígida.

4Algunos de estos términos son de la forma t� cos(nit + ni;0), t� sen(nit + ni;0), con
� � 1, � 2 N, y se denominan términos seculares mixtos. Su valor numérico se considera
en los estándares actuales (IERS 2010).

5La observaciones muestran que la parte principal del movimiento de precesión (sección
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Desde un punto de vista din�amico, precesi�on, nutaci�on y cualquier otro
componente del movimiento conforman una �unica entidad. Veremos que esta
conveniente descomposici�on del movimiento de rotaci�on se induce matem�ati-
camente a trav�es de la elegante uni�on del m�etodo de perturbaciones de Lie-
Hori (secci�on 2.8) y el m�etodo de los promedios.

Ilustración esquemática de las fuerzas que perturban la rotación terrestre
(Lambeck, Nature 286, p. 104, 1980).

Dentro de los m�ultiples factores que pueden intervenir en el movimiento
de rotaci�on de la Tierra, consideraremos la acci�on gravitatoria de la Luna y
el Sol (denominada lunisolar), esto es, de los astros que por su relaci�on entre
masa y distancia, tienen una mayor inuencia sobre nuestro planeta. �Esta
a su vez podr�a descomponerse convenientemente en la acci�on perturbadora
del movimiento de rotaci�on, como torce6 externo, y la acci�on deformante del

3.3) viene dada por
P�(t) � �0 + n�t, P�(t) � �0.

Es decir, la oblicuidad es aproximadamente constante, y la longitud tiene un periodo
asociado de aproximadamente 26000 años.

6Se sigue en este trabajo la denominación torce apuntada por Rañada (1990), como
sinónimo de momento de fuerza, en sustitución del anglicismo usual torque.
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sistema de part��culas. Ambas acciones est�an, empero, vinculadas por las leyes
de la Mec�anica, debido a que la deformaci�on del s�olido altera la atracci�on
gravitatoria sobre �el, lo que inserta este desacople del problema en diferentes
�ordenes del c�alculo perturbativo.
Si nos centramos en particular en el movimiento de nutaci�on, podemos se-

parar �este en funci�on de la procedencia, interna o externa, de las interacciones
que lo afectan. Dado un modelo de Tierra, que da origen a las interacciones
internas, si en las ecuaciones diferenciales del movimiento se prescinde de las
interacciones externas, el movimiento soluci�on se denomina de nutaci�on libre,
NL
l (t). La diferencia entre el movimiento de nutaci�on que incorpora todas las

interacciones y el movimiento de nutaci�on libre, se denomina forzado, NF
l (t),

es decir

Nl(t) = NL
l (t) +NF

l (t). (1.2)

Esta separaci�on no se emplea para el caso del movimiento de precesi�on, ya que
su evoluci�on temporal depende exclusivamente de las interacciones externas.
El m�etodo de perturbaciones de Lie-Hori, y la sencillez de la integraci�on

del problema del s�olido r��gido sim�etrico libre en variables de Andoyer (secci�on
2.4), son los dos motivos principales que llevan a elegir el formalismo hamil-
toniano para el planteamiento y resoluci�on de las ecuaciones de la Mec�anica.
Se sigue as�� el estudio originario de la rotaci�on de la Tierra r��gida de Kinoshi-
ta (1975 y 1977), as�� como la generalizaci�on a s�olidos el�asticos realizada por
Kubo (1991), Getino y Ferr�andiz (1995) y Escapa (2011). El car�acter instru-
mental de las variables de Andoyer induce una divisi�on en las componentes
de las contribuciones al movimiento de nutaci�on del eje de �gura, a partir de
la descomposici�on

� = �+ (�� �) ,

� = I + (� � I). (1.3)

Las contribuciones a la parte del movimiento descrito por las variables de
Andoyer � e I (esto es, al movimiento del eje del momento angular), se
denominan términos de Poisson; las correspondientes a ��� y ��I, términos
de Oppolzer.

1.2. Contexto actual de las investigaciones del
movimiento de rotación de la Tierra

Es conveniente referirse a la situaci�on presente en el estudio de la rotaci�on
de la Tierra, y los niveles de precisi�on dados por modelos semiemp��ricos, que
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justi�can el estudio de este tipo de contribuciones al movimiento, desde una
perspectiva anal��tica.

En 2003 entr�o en vigor el nuevo modelo de nutaci�on (IAU 2000), adoptado
por la Uni�on Astron�omica Internacional (IAU) y la Uni�on Internacional de
Geodesia y Geof��sica (IUGG), que permite realizar predicciones de nutaciones
con precisi�on centim�etrica (en la escala de distancias sobre la super�cie te-
rrestre). Los logros derivados de este modelo merecieron el Premio Descartes
de la Uni�on Europea, por su relevancia para la navegaci�on de sat�elites y el
posicionamiento preciso (Galileo, GPS, etc.). Otras aplicaciones importantes,
presentes y futuras, requieren alcanzar una precisi�on milim�etrica. Es el ca-
so, por ejemplo, de la determinaci�on de las variaciones del nivel del mar,
estrechamente asociadas al cambio clim�atico.

A pesar de los esfuerzos destinados a conseguir este objetivo, apenas se
ha podido mejorar la precisi�on en la �ultima d�ecada. En este escenario, la
Asociaci�on Internacional de Geodesia (IAG) est�a impulsando una iniciativa
denominada GGOS (Global Geodetic Observing System), que est�a amplia-
mente documentada tanto en su vertiente cient���ca como en la referente a la
utilidad social de sus aplicaciones.

Empleando la notaci�on de IERS (2010) para las series de nutaci�on del
modelo IAU 2000, el movimiento de nutaci�on en longitud, � � N�(t), y
oblicuidad, �� � N�(t), referido a la ecl��ptica de la fecha, con t en centurias
julianas desde J2000.0, se escribe en la forma:

� =
P
i

(Ai + A0it) sen�i + (A
00
i + A000i t) cos�i,

�� =
P
i

(Bi +B0
it) cos�i + (B

00
i +B000

i t) sen�i. (1.4)

Los argumentos �i representan ciertas combinaciones lineales de las variables
de Delaunay del movimiento orbital de la Luna y el Sol, que dependen de la
qu��ntupla de n�umeros enteros indicados en la columnas de argumento de la
tabla siguiente. �Estos se de�nir�an m�as adelante, en el desarrollo de la materia
(secci�on 2.7).

La tabla 1.1, extra��da de la Circular no. 179 del USNO (United States
Naval Observatory) (Kaplan 2005), muestra las series de nutaci�on del modelo
IAU 2000, para los argumentos principales (en la serie completa hay 1365
t�erminos). No se han incluido los coe�cientes correspondientes al t�ermino line-
al de las amplitudes (t�erminos seculares mixtos). Para longitud y oblicuidad,
la primera columna contiene los denominados términos en fase, y la segunda,
los fuera de fase.
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Tabla 1.1: Series de nutación IAU 2000A
Argumento Periodo Longitud [arcsec] Oblicuidad [arcsec]

l l0 F D 
 Días Ai A
00
i Bi B

00
i

+0 +0 +0 +0 +1 �6793.48 �17.2064161 0.0033386 9.2052331 0.0015377
+0 +0 +0 +0 +2 �3396.74 0.2074554 �0.0000698 �0.0897492 �0.0000291
+0 +1 +0 +0 +0 +365.26 0.1475877 0.0011817 0.0073871 �0.0001924
+0 �1 +2 �2 +2 +365.25 0.0215829 0.0000111 �0.0095929 0.0000132
+0 +0 +2 �2 +2 +182.63 �1.3170906 �0.0013696 0.5730336 �0.0004587
+0 +1 +2 �2 +2 +121.75 �0.0516821 �0.0000524 0.0224386 �0.0000174
+1 +0 +0 +0 +0 +27.55 0.0711159 �0.0000872 �0.000675 0.0000358
+0 +0 +2 +0 +2 +13.66 �0.2276413 0.0002796 0.0978459 0.0001374
+0 +0 +2 +0 +1 +13.63 �0.0387298 0.000038 0.0200728 0.0000318
+1 +0 +2 +0 +2 +9.13 �0.0301461 0.0000816 0.0129025 0.0000367

Se observa que los valores o�ciales de referencia de las amplitudes del
movimiento de nutaci�on se dan actualmente con una precesi�on formal de
d�ecima de microsegundo de arco (�as). Esto justi�ca que se est�en estudiando
efectos y modelos que, en la escala de amplitudes de nutaci�on, supongan
contribuciones en el orden del microsegundo de arco.
Bajo estas premisas de b�usqueda de un aumento signi�cativo de precisi�on,

se plante�o la revisi�on del problema de la rotaci�on de la Tierra, tomando co-
mo base un cuerpo sujeto a variaciones temporales y mucho m�as complejo
que el actual modelo de tres capas sometido a perturbaciones oce�anicas y at-
mosf�ericas. Nuevos elementos como variaciones del geopotencial, movimiento
del geocentro y redistribuciones de masa del agua externa y las capas internas
eran candidatos para un estudio detallado.
Desde una perspectiva metodol�ogica, la herramienta del formalismo ha-

miltoniano que aqu�� se ha se~nalado, tiene una e�cacia altamente probada, ya
que las predicciones anal��ticas realizadas durante estos a~nos por los doctores
Ferr�andiz, Getino y Escapa, proporcionan la misma precisi�on que el modelo
actual de nutaci�on (IAU 2006/2000) de la IAU, y tiene su�ciente capacidad
instrumental para abordar los nuevos efectos y obtener soluciones anal��ticas
aproximadas. Adem�as estos m�etodos pueden ser adaptados y extendidos para
describir los movimientos de otros cuerpos celestes, como Mercurio (D'Hoedt
2010), Venus (Cottereau y Souchay 2009), Europa (Henrard 2005), etc.
En los �ultimos a~nos los grupos liderados por los doctores Ferr�andiz y

Getino han identi�cado varios efectos directos o indirectos, que dan lugar a
t�erminos de nutaci�on con amplitudes de varias decenas de microsegundos de
arco, la mayor��a de los cuales no est�an incluidos en los modelos de la IAU.
Estos nuevos t�erminos no despreciables en los niveles de precisi�on actual
tienen or��genes diversos: t�erminos de segundo orden en el sentido de teor��as de
perturbaciones, efectos de variaciones temporales del geopotencial, rotaci�on
del n�ucleo interno, etc.
Estos hallazgos son de gran relevancia porque la diferencia actual entre
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predicciones te�oricas del modelo IAU 2006/2000 y observacionales (VLBI)
est�an en el orden de 0:1 mas/cent�1 (milisegundo de arco por centuria ju-
liana) en las amplitudes de los t�erminos seculares, unas pocas decenas de �as
(microsegundos de arco) en la componente de nutaci�on de periodo 18:6 a~nos,
y por debajo de 20 �as para el resto de t�erminos de nutaci�on (Capitaine
2012).
La relevancia de estos resultados condujo a que distintos integrantes

de los mencionados grupos de investigaci�on fueran invitados a participar
de modo destacado en la propuesta de un grupo de trabajo o�cial de la
Uni�on Astron�omica Internacional y de la Asociaci�on Internacional de Geo-
desia (IAU/IAG Joint Working Group on Theory of the Earth Rotation
�o WG-ThER). En abril de 2013, tanto la IAG como la IAU han aproba-
do o�cialmente la creaci�on de dicho Working Group. Resulta relevante que
Jos�e Manuel Ferr�andiz ha sido nombrado Chair delWorking Group on The-
ory of the Earth Rotation.
Este grupo de trabajo constituye el marco natural de referencia que debe

guiar la investigaci�on en rotaci�on de la Tierra durante los a~nos venideros,
como la que se presenta en esta memoria de tesis doctoral.

1.3. Objetivos de la Investigación

Esta investigaci�on se centra en la obtenci�on de expresiones anal��ticas de
las contribuciones a los movimientos forzados de precesi�on y nutaci�on por
la interacci�on gravitatoria de la Luna y el Sol. Esto se abordar�a mediante
la formulaci�on can�onica del problema de rotaci�on con modelos de Tierra de-
formable. Nos restringiremos a aquellos que describen las mareas sólidas (o
mareas terrestres) inducidas por la interacci�on lunisolar, es decir, sin con-
sideraci�on de las mareas que se producen en los oc�eanos y la atm�osfera. Las
mareas s�olidas suponen una redistribuci�on de la masa de la Tierra, que en
consecuencia origina t�erminos adicionales a las energ��as cin�etica y potencial
del sistema, que habitualmente se denominan de redistribución.
La linealidad de las ecuaciones de perturbaci�on a primer orden, permite

estudiar separadamente la contribuci�on debida a la variaci�on de la energ��a
cin�etica de rotaci�on del s�olido deformado (cap��tulo 4), y la correspondiente al
potencial de redistribuci�on (cap��tulo 5). El estudio de las f�ormulas de rotaci�on
asociadas a la energ��a cin�etica de redistribuci�on se incluye por completitud
del estudio te�orico, y debido a que posteriormente se dar�an expresiones mejo-
radas con un modelado m�as general del comportamiento el�astico de la Tierra.
Los efectos del potencial de redistribuci�on sobre la rotaci�on de la Tierra

han sido estudiados anteriormente por Escapa et al. (2004), sobre la base de
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los trabajos de Kubo (1991) y Getino y Ferr�andiz (1995), aunque sin consi-
derar el movimiento completo de nutaci�on. Este trabajo muestra, mediante
el uso del formalismo hamiltoniano, que con un modelo de Tierra el�astico y
lineal, en el que el estado no perturbado se considera esf�erico y sin rotaci�on,
no existe una contribuci�on neta en las nutaciones del eje de momento angular,
ni en la velocidad de precesi�on.
El resultado es consistente con el deducido a partir del c�alculo del torce

asociado al potencial de redistribuci�on, que es anal��ticamente nulo (Krasinsky
1999). Tal nulidad se demuestra con la expresi�on vectorial del potencial de
redistribuci�on bajo las hip�otesis del mismo modelo reol�ogico simpli�cado, o
lo que es equivalente, en el marco del formalismo newtoniano de la Mec�anica.
Otros antecedentes en el estudio de los efectos del potencial de redistribu-

ci�on los encontramos en Souchay y Folgueira (2000), Lambert y Capitaine
(2004) y Lambert y Mathews (2006). En el primero de estos trabajos se em-
plea el formalismo hamiltoniano pero restringido al caso de una interacci�on
zonal, bajo la suposici�on de que el resto de contribuciones son num�erica-
mente despreciables. Por interacci�on zonal se entiende la contribuci�on del
potencial de redistribuci�on procedente de los arm�onicos zonales en la inter-
acci�on entre los cuerpos perturbador y perturbado. Al despreciar los dem�as
t�erminos del potencial, se obtiene una contribuci�on neta en el movimiento de
nutaci�on. Como veremos este resultado es incorrecto al no incorporar todas
las contribuciones del potencial.
En los trabajos de Lambert y Capitaine (2004) y Lambert y Mathews

(2006) se aborda el estudio a trav�es de la expresi�on del torce asociado al
potencial de redistribuci�on y su inserci�on en las ecuaciones de Sasao et al.
(1980), en un modelo de Tierra de dos capas (manto y n�ucleo l��quido). En el
primero de los casos s�olo se considera la contribuci�on zonal de la interacci�on,
para los movimientos de nutaci�on y precesi�on, ofreciendo igualmente una
contribuci�on neta total en estos movimientos.
En el caso de Lambert y Mathews (2006) se considera una respuesta

el�astica de la Tierra diferente para cada contribuci�on arm�onica del poten-
cial (zonal, teseral y sectorial), lo que arroja un valor neto no nulo para las
componentes de los movimientos de precesi�on y nutaci�on. El formalismo em-
pleado no ofrece expresiones anal��ticas para las componentes del movimiento
de rotaci�on del eje de �gura.
Uno de los objetivos de esta investigaci�on consiste en obtener todos es-

tos resultados para la velocidad de precesi�on y el movimiento completo de
nutaci�on (esto es, del eje de �gura), as�� como la nulidad del torce asociado
al potencial de redistribuci�on, mediante el formalismo can�onico. En particu-
lar, se har�a uso de la expresi�on del potencial de redistribuci�on en variables
de Andoyer referidas a la ecl��ptica de la fecha y el movimiento orbital de la
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Luna y el Sol siguiendo los desarrollos de Kinoshita (1977). La nulidad de las
contribuciones al movimiento y al torce, se demostrar�a anal��ticamente para
todas las componentes (cap��tulo 6), como consecuencia de ciertas propiedades
matem�aticas satisfechas por los coe�cientes de los desarrollos orbitales, y las
caracter��sticas del modelo el�astico. Paralelamente se ver�a que el resultado es
consecuencia de la cancelaci�on de las diferentes contribuciones arm�onicas del
potencial, lo que invalida el uso de contribuciones aisladas para la correcci�on
del valor observado de la precesi�on o de la elipticidad din�amica (Lambert y
Capitaine 2004).
Como consecuencia directa se abordar�a la obtenci�on de f�ormulas generales

para todas las componentes del movimiento de rotaci�on del eje de �gura, bajo
un modelado menos restrictivo de la respuesta el�astica de la Tierra, en el que
ya no se produzca la cancelaci�on de las contribuciones arm�onicas del potencial
(cap��tulo 7). Es el caso de los modelos reol�ogicos (por ejemplo Wahr 1981
o IERS 2010) que amparan la inserci�on en las expresiones de un conjunto
de números de Love (Munk y MacDonald 1960) complejos y dependientes
de la frecuencia de excitaci�on. En esas condiciones es posible la inclusi�on de
efectos anel�asticos y de resonancia en la respuesta el�astica de la Tierra, y el
estudio de su repercusi�on en el movimiento de rotaci�on.
Por lo tanto, el prop�osito de este trabajo es el desarrollo de expresiones

anal��ticas bajo estas consideraciones de modelado, y la obtenci�on de los re-
sultados num�ericos asociados.
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Capítulo 2

Preliminares y formalismo
hamiltoniano

2.1. Conjunto canónico de Euler

Para la descripci�on din�amica de los sistemas r��gidos se utiliza con frecuen-
cia los ángulos de Euler. Cualquier referencia habitual de Mec�anica Cl�asica,
con prop�osito general, es adecuada para una introducci�on de este conjunto de
variables can�onicas (Meirovitch 1970, Goldstein 1987 o Marion 1992, entre
otros). Si consideramos (�gura 2.2) un sistema de referencia inercial de�nido
por una base ortonormal S = fs1; s2; s3g, y un sistema ligado al s�olido, con
el mismo origen, y base ortonormal B = fb1;b2;b3g, los �angulos de Euler
� 2 [0; 2�[, � 2 ]0; �[,  2 [0; 2�[ de�nen la secuencia de rotaciones respecto a
ejes coordenados que conecta las coordenadas de los vectores en ambas bases.
As��, si x es el vector de coordenadas en la base ligada al s�olido (o sistema
terrestre), y X en la base del sistema inercial (o sistema celeste), se tiene que

x = R( ;b3)R(�; l)R(�; s3)X (2.1)

donde R(�;n) es una matriz de rotaci�on del grupo SO(3) (detR(�;n) = 1,
RT (�;n)R(�;n) = I), de �angulo � y eje n. En la expresi�on anterior l es
el versor de la l��nea de nodos intersecci�on de los planos hs1; s2i y hb1;b2i,
l = s1 cos� + s2 sen�. En la secuencia de Euler anterior cada rotaci�on se
realiza respecto a un eje coordenado, no obstante se puede demostrar que la
anterior expresi�on se reduce a

x = R3( )R1(�)R3(�)X (2.2)

donde Ri(�) es la matriz de rotaci�on elemental, de �angulo � y eje coordena-
do i-�esimo. De forma equivalente, la secuencia de rotaciones (2.1) se puede

13
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describir con un vector velocidad angular, !, construido por la asociaci�on
con rotaciones in�nitesimales,

! = _ b3 + _�l+ _�s3. (2.3)

que se expresa en la base no ortonormal fs3; l;b3g. Como rotaci�on in�nitesi-
mal se escribe dR = b3d + ld� + s3d�.
Si hacemos coincidir los ejes bi con los ejes principales del s�olido, el tensor

de inercia Iij es diagonal y la energ��a cin�etica de rotaci�on toma la forma

T =
1

2

X
i;j

Ii�ij!i!j =
1

2

X
i;j

Ii!
2
i =

1

2

�
A!21 +B!22 + C!23

�
, (2.4)

donde Ii son los momentos principales de inercia, que en general denotaremos
por (I1; I2; I3) = (A;B;C), y !i son las componentes del vector velocidad
angular en el sistema coordenado ligado al cuerpo, que en funci�on de los
�angulos de Euler se escribe como

!1 = _� sen � sen + _� cos ,

!2 = _� sen � cos � _� sen ,
!3 = _� cos � + _ . (2.5)

La expresi�on (2.4), una vez consideradas las relaciones (2.5), coincide con
la funci�on lagrangiana en un sistema de coordenadas en el que el centro de
masas del s�olido est�e en reposo y en ausencia de energ��a potencial, esto nos
permite construir los momentos can�onicos mediante

p� =
@T

@ _�
=r!T �

@!

@ _�
= L � @!

@ _�
, (2.6)

donde � es cualquiera de los �angulos de Euler y L es el momento angular (o
momento cin�etico). Si determinamos el producto escalar en la base fs3; l;b3g,
es inmediato a partir de (2.3) que

p� = L � s3, p� = L � l, p = L � b3, (2.7)

es decir, que los momentos conjugados son las proyecciones del momento
angular en esta base. De forma equivalente se llega a la misma conclusi�on si
se establece una estructura simpl�ectica en el espacio de fases, exigiendo que
la 1-forma de Cartan, construida a partir de L � dR, sea

L � dR = p�d�+ p�d� + p d ,

lo que conduce a (2.7) a partir de (2.3).



2. Preliminares y formalismo hamiltoniano 15

Las identidades (2.7), junto con la relaci�on entre las bases S y B (Deprit
y Elipe 1993) permiten encontrar las componentes de L en la base ligada al
s�olido, B, en t�erminos de los momentos can�onicos:

L1 =
p� � p cos �

sen �
sen + p� cos ;

L2 =
p� � p cos �

sen �
cos � p� sen ;

L3 = p . (2.8)

Tambi�en resultar�a �util conocer la expresi�on del m�odulo del momento an-
gular

L = jjLjj =

s
p2� +

(p� � p cos �)
2

sen2 �
+ p2 . (2.9)

En consecuencia disponemos de la relaci�on de las componentes de la ve-
locidad �angular con los momentos, a partir de ! = I�1L, que en el sistema
de ejes principales de inercia se reduce a

!1 =
1

A

�
sen 

sen �
(p� � p cos �) + p� cos 

�
,

!2 =
1

B

�
cos 

sen �
(p� � p cos �)� p� sen 

�
,

!3 =
1

C
p . (2.10)

Podemos escribir entonces la energ��a cin�etica del s�olido (2.4) en t�erminos
del conjunto can�onico de Euler (�; �;  ; p�; p�; p )

T =
1

2A

�
sen 

sen �
(p� � p cos �) + p� cos 

�2
+
1

2C
p2 +

+
1

2B

�
cos 

sen �
(p� � p cos �)� p� sen 

�2
. (2.11)

Se tiene, pues, en el caso libre, un hamiltoniano con dos grados de li-
bertad, dado que la coordenada � es c��clica. El sistema es integrable porque
admite dos integrales primeras, la energ��a T , y L = jjLjj, lo que se demuestra
a partir de las ecuaciones de Euler del movimiento del s�olido (Deprit y Elipe
1993). Por lo tanto debe existir otro conjunto can�onico que reduzca el n�umero
de grados de libertad. Esto lo abordaremos en la pr�oxima secci�on, donde se
emplea el conjunto de Euler como apoyo para la construcci�on, v��a transfor-
maci�on can�onica, del conjunto can�onico denominado de Andoyer, en el que
la forma anal��tica del hamiltoniano es m�as simple (con un mayor n�umero de
variables c��clicas), y por ende su integraci�on.
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2.2. Conjunto canónico de Andoyer

Introduciremos el conjunto canónico de Andoyer (Q1; Q2; Q3; P1; P2; P3) =
(�; �; �;�;M;N) mediante una extensi�on can�onica dada una selecci�on es-
pec���ca de los momentos, P1; P2; P3, a partir del conjunto can�onico de Euler,
(q1; q2; q3; p1; p2; p3) = (�; �;  ; p�; p�; p ). Esto garantiza, por construcci�on,
la canonicidad de la transformaci�on. La elecci�on de los nuevos momentos
se puede justi�car examinando las propiedades de conmutaci�on de las com-
ponentes (Li) del momento angular del sistema y su m�odulo (L = jjLjj).
Teniendo en cuenta que (Goldstein 1987) fLi; Ljg = �ijkLk, y que el corchete
de Poisson de dos momentos can�onicos debe ser nulo, resulta que no es
posible seleccionar dos componentes del momento angular, en un mismo
sistema de referencia, como momentos can�onicos. Sin embargo, en virtud
fL2;L � ng = 0, donde n es un eje �jo cualquiera, s�� pueden tomarse co-
mo variables can�onicas el m�odulo de L y cualquiera de sus componentes.
Para seleccionar componentes del momento angular en diferentes sistemas
de referencia nos apoyamos en las variables de Euler (�gura 2.2), cuyos mo-
mentos conjugados veri�can las identidades (2.7), p� = L � s3, p� = L � l,
p = L � b3, donde fs1; s2; s3g es la base ortonormal que de�ne el sistema
inercial, fb1;b2;b3g la correspondientes al sistema �jo en el s�olido (o �gu-
ra) y l es el versor de la l��nea de nodos intersecci�on de los planos hs1; s2i y
hb1;b2i. La selecci�on que conduce al conjunto de can�onico de Andoyer es:

� = p�, M = L, N = p . (2.12)

Resulta conveniente la introducci�on de los �angulos auxiliares I y � entre
L y los ejes s3 y b3 respectivamente, es decir,

� =M cos I, N =M cos�, 0 < I < �, 0 < � < �. (2.13)

La expresi�on del m�odulo del momento angular, en funci�on de los momen-
tos conjugados de Euler (2.9) es

M =

s
p2� +

(p� � p cos �)
2

sen2 �
+ p2 . (2.14)

Para realizar la extensi�on can�onica que nos permita completar el conjunto
de variables empleamos una funci�on generatriz que sea funci�on de las varia-
bles \antiguas" qi = (�; �;  ) y los \nuevos" momentos Pi = (�;M;N), que
representamos como F2(qi; Pi) siguiendo la notaci�on de Goldstein (1987). En
este caso se tienen las ecuaciones de la transformaci�on can�onica
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pi =
@F2
@qi

, Qi =
@F2
@Pi

, i = 1; 2; 3, (2.15)

y consecuentemente, a partir de la primera de ellas, podemos construir la
funci�on generatriz

F2 =

Z 3X
i=1

pidqi =

Z
(p�d�+ p�d� + p d ) . (2.16)

El primer paso para realizar la integraci�on es escribir los momentos de
Euler en funci�on de los de Andoyer mediante las relaciones inversas a (2.12)
y (2.14), de manera que (2.16) resulta:

F2 = �

Z �

�0

d�+N

Z  

 0

d +

Z �

�0

s
M2 �N2 � (��N cos �)2

sen2 �
d� (2.17)

donde �0, �0 y  0 son constantes de integraci�on de cuya elecci�on no de-
pende la validez de la extensi�on can�onica, pero que aprovecharemos para
que la interpretaci�on geom�etrica de las nuevas variables sea compatible con
la de�nici�on original de las variables de Andoyer (Andoyer 1923, Kinoshita
1977). La forma de esta funci�on generatriz fue se~nalada tambi�en por Kubo
(1991) como camino para construir una transformaci�on can�onica a partir del
conjunto can�onico de Euler, si bien la deducci�on de las variables de Andoyer
a partir de �esta no se incluye en el mencionado art��culo.

Teniendo en cuenta la segunda de las ecuaciones de (2.15),

� =
@F2
@N

=  �  0 +

Z �

�0

�N +
(��N cos �) cos �

sen2 �r
M2 �N2 � (��N cos �)2

sen2 �

d�, (2.18)

dividiendo numerador y denominador del integrando por M > 0, e intro-
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duciendo los �angulos auxiliares (2.13)

� =  �  0 +

Z �

�0

� cos�(1� cos2 �) + cos �(cos I � cos� cos �)

sen2 �

vuutsen2 � "1� (cos I � cos� cos �)2
sen2 � sen2 �

# d� =

=  �  0 +

Z �

�0

� cos� + cos � cos I

sen2 � sen�

r
1� (cos I � cos� cos �)

2

sen2 � sen2 �

d�

=  �  0 �
Z �

�0

f 0(�)p
1� f(�)2

d� =  �  0 � arcsen f(�) + arcsen f(�0),

(2.19)

donde se ha de�nido f(�) = (cos I � cos� cos �)= sen � sen� para evidenciar
el c�alculo de la primitiva. A efectos de facilitar la interpretaci�on de este
resultado, denotaremos k = arcsen f(�0), con lo que se tiene

� =  �  0 � arcsen
�
cos I � cos� cos �

sen � sen�

�
+ k, (2.20)

o, equivalentemente,

sen( �  0 � � + k) =
cos I � cos� cos �

sen � sen�
, (2.21)

que expresamos de forma que nos permita interpretar geom�etricamente los
�angulos mediante las fórmulas de Bessel para tri�angulos esf�ericos

cos I = cos� cos � + sen� sen � sen( �  0 � � + k). (2.22)

Si consideramos el tri�angulo esf�erico de la �gura 2.1, de v�ertices � � �,
I, � y lados opuestos �,  � �, � � �, que relaciona los �angulos de Euler y
de Andoyer en la construcci�on original de �estas variables (Kinoshita 1977),
la aplicaci�on de la ley de los cosenos para tri�angulos esf�ericos conduce a la
identidad

cos I = � cos(� � �) cos� + sen(� � �) sen� cos( � �), (2.23)

que es equivalente de forma inmediata a (2.22) eligiendo  0 = 0 y k =
�=2. Para encontrar un valor de la constante �0 que sea consistente con esta
selecci�on, debe ocurrir que f(�0) = 1, es decir

cos I � cos� cos �0
sen �0 sen�

= 1, (2.24)
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Figura 2.1: Triángulo esférico de referencia.

donde la elecci�on m�as sencilla es �0 = I+�. Este valor supone una condici�on
inicial para la integraci�on (2.17) compatible con el tri�angulo esf�erico de�nido
anteriormente, en concreto para la identidad

cos � = cos I cos� � sen� sen I cos�, (2.25)

que en el caso l��mite � = 0 se reduce a

cos �0 = cos I cos� � sen� sen I = cos(I + �). (2.26)

La costrucci�on del tri�angulo esf�erico de referencia requiere de la introduc-
ci�on de un plano perpendicular al momento angular, denominado habitual-
mente como plano de Andoyer. Los �angulos formados por este plano y los
planos inercial, hs1; s2i, y de �gura, hb1;b2i, son precisamente los auxiliares
introducidos en (2.13). La variable � 2 [0; 2�[ es entonces el �angulo formado
entre la l��nea de nodos intersecci�on de los planos de Andoyer y de �gura y el
eje b1 (v�ease la �gura 2.2, en la p�agina 22).

Proseguimos con la construcci�on de la variable �

� =
@F2
@M

=

Z �

�0

Mr
M2 �N2 � (��N cos �)2

sen2 �

d� =

=

Z �

�0

sen �q
sen2 � sen2 � � (cos I � cos� cos �)2

d�: (2.27)
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Manipulamos el radicando para buscar una estructura del tipo 1� f(�)2.
Para ello desarrollando el cuadrado y sumando y restando por conveniencia
la cantidad cos2 I cos2 � para completar un nuevo cuadrado, se tiene

sen2 � sen2 � �
�
cos2 I + (cos I cos� � cos �)2 � sen2 � cos2 �

� cos2 I cos2 �
�

= sen2 � � cos2 I sen2 � � (cos I cos� � cos �)2 (2.28)

Recuperando la integral

� =

Z �

�0

sen �

sen2 � sen2 I

s
1�

�
cos I cos� � cos �

sen� sen I

�2 =
Z �

�0

f 0(�)p
1� f(�)2

d�;

(2.29)
donde se ha de�nido f(�) = (cos I cos� � cos �) = (sen� sen I), an�alogamente
al caso anterior, para evidenciar el c�alculo de la primitiva. Por lo tanto

� = arcsen

�
cos I cos� � cos �

sen� sen I

�
� �

2
(2.30)

donde se ha usado que f(�0) = f(I+�) = 1, y por tanto arcsen f(�0) = �=2.
Actuando con la funci�on seno a ambos lados de la igualdad, resulta

cos � = cos I cos� � sen� sen I cos�, (2.31)

identidad compatible con el tri�angulo esf�erico de�nido anteriormente (�gura
2.1), y que de hecho ya hemos utilizado en (2.25). La variable � 2 [0; 2�[
es entonces el �angulo formado entre la l��nea de nodos intersecci�on de los
planos de Andoyer e inercial, y la l��nea de nodos intersecci�on de los planos
de Andoyer y de �gura (v�ease la �gura 2.2, en la p�agina 22).
El valor � = 0 se corresponde con el solapamiento entre ambas l��neas de

nodos, o equivalentemente la coincidencia del plano de Andoyer con el plano
de �gura. En tal situaci�on l��mite, las variables de Andoyer son \equivalentes"
a las de Euler, y es por tanto una condici�on de integraci�on consistente con
su interpretaci�on geom�etrica.
Por �ultimo construimos la variable �

� =
@F2
@�

= �� �0 �
Z �

�0

��N cos �

sen2 �

r
M2 �N2 � (��N cos �)2

sen2 �

d� =

= �� �0 �
Z �

�0

cos I � cos� cos �

sen2 �

r
1� cos2 � � (cos I � cos� cos �)

2

sen2 �

d�, (2.32)
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Con una manipulaci�on del radicando an�aloga a la del caso anterior desa-
rrollando el cuadrado y sumando y restando por conveniencia la cantidad
cos2 I cos2 � para completar un nuevo cuadrado, se tiene

1� 1

sen2 �

�
(cos� � cos I cos �)2 + cos2 I � cos2 I cos2 �

�
= 1� cos2 I � 1

sen2 �
(cos� � cos I cos �)2 =

= sen2 I

"
1� (cos� � cos I cos �)

2

sen2 � sen2 I

#
, (2.33)

recuperando la integral

� = �� �0 �
Z �

�0

cos I � cos� cos �
sen2 � sen2 I

1r
1� (cos� � cos I cos �)

2

sen2 � sen2 I

d� =

= �� �0 �
Z �

�0

f 0(�)p
1� f(�)2

d�, (2.34)

con f(�) = (cos � � cos I cos �) = sen � sen I para evidenciar el c�alculo de la
primitiva. Por lo tanto:

� = �� �0 � arcsen
�
cos� � cos I cos �

sen � sen I

�
+
�

2
(2.35)

donde se ha usado que f(�0) = f(I + �) = 1, o equivalentemente

cos� = cos I cos � + sen � sen I cos (�� �0 � �) . (2.36)

La comparaci�on de esta expresi�on con la correspondiente de Bessel para el
tri�angulo esf�erico de referencia es inmediata a partir de la elecci�on �0 = 0. La
variable � 2 [0; 2�[ es entonces el �angulo formado entre el eje s1 y la l��nea de
nodos intersecci�on de los planos de Andoyer e inercial (v�ease la �gura 2.2).

A partir de la interpretaci�on geom�etrica de las variables o coordenadas
de Andoyer, �, � y �, y de las variables auxiliares I y �, los sistemas de
referencia celeste y terrestre pueden conectarse mediante una secuencia de
cinco rotaciones, frente a las tres de (2.1) para las variables de Euler

x = R(�;b3)R(�;m)R(�;uL)R(I;n)R(�; s3)X, (2.37)

donde los nuevos ejes de rotaci�on son m, versor de la l��nea de nodos intersec-
ci�on de los planos de �gura, hb1;b2i; y de Andoyer, m = b1 cos � � b2 sen �;
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Figura 2.2: Variables de Euler y Andoyer

uL el unitario en la direcci�on del momento angular; y n versor de la l��nea de
nodos intersecci�on de los planos inercial, hs1; s2i, y de Andoyer, n = s1 cos�+
s2 sen�.
En t�erminos de rotaciones elementales, dado que cada rotaci�on se realiza

respecto a un eje coordenado, resulta:

x = R3(�)R1(�)R3(�)R1(I)R3(�)X. (2.38)

Equivalentemente, a la secuencia de rotaciones (2.37) se le asocia un vector
velocidad angular dado por

! = _�b3 + _�m+ _�uL + _In+_�s3, (2.39)

que en forma de rotaci�on in�nitesimal se escribe

dR = b3d� +md� + uLd�+ ndI+s3d�. (2.40)

Como el conjunto es can�onico, tal como se ha probado, la 1-forma de Cartan
toma la expresi�on

L � dR = �d�+Md�+Nd� (2.41)

donde � = L � s3, M = L � uL y N = L � b31.
1Puede comprobarse de forma directa sin más que notar que uL es perpendicular a n

y m.



2. Preliminares y formalismo hamiltoniano 23

El conjunto can�onico de Andoyer es la base de la formulaci�on hamilto-
niana del problema de la rotaci�on del s�olido r��gido y, por extensi�on, de la
rotaci�on de la Tierra. Su uso en este �ambito fue introducido por Kinoshita
(1977) por la simplicidad de la expresi�on del hamiltoniano escrito en estas
variables, en el problema no perturbado, y lo ventajoso que resulta este hecho
para la aplicaci�on de m�etodos can�onicos de perturbaciones.
Evaluemos entonces la expresi�on de la energ��a cin�etica en el sistema de

ejes principales de la Tierra donde el tensor de inercia, I, es diagonal. En
funci�on de las componentes del momento angular, Li, la energ��a cin�etica
tiene la forma:

T =
1

2

X
i;j

(I�1)ijLiLj =
1

2

X
i;j

1

Ii
�ijLiLj =

1

2

�
L21
A
+
L22
B
+
L23
C

�
. (2.42)

Considerando (2.38), y que en el sistema de referencia del plano de Ando-
yer, de�nido por el triedro fm;uL �m;uLg, las componentes del momento
angular son (0; 0;M), se tendr�a que en el sistema terrestre de ejes principales,
el momento angular en funci�on del conjunto can�onico de Andoyer resulta0@ L1

L2
L3

1A = R3(�)R1(�)

0@ 0
0
M

1A =

0@ M sen� sen �
M sen� cos �

N

1A , (2.43)

con lo que se tiene, a partir de una sustituci�on directa de las componentes
en (2.42):

T =
1

2

�
sen2 �

A
+
cos2 �

B

��
M2 �N2

�
+
1

2

N2

C
, (2.44)

donde se ha hecho uso de (2.13) a trav�es de sen� =
p
M2 �N2=M . Con esta

expresi�on para el hamiltoniano, las coordenadas � y � son c��clicas (un grado
de libertad), lo que es una ventaja anal��tica respecto a (2.11).
Adem�as, en el caso de un s�olido sim�etrico (s�olido de revoluci�on), A = B,

se obtiene

TS =
1

2

M2 �N2

A
+
1

2

N2

C
=
1

2

M2

A
+
1

2
N2

�
1

C
� 1

A

�
(2.45)

en el que las tres coordenadas de Andoyer son c��clicas, es decir, forman un
conjunto de variables acci�on-�angulo.
Por �ultimo, y por analog��a con (2.43) podemos encontrar las componentes

del vector momento angular en el sistema celeste, (L01; L
0
2; L

0
3), teniendo en

cuenta que el vector de coordenadas en esta base est�a conectado con el vector
de coordenadas en la base del sistema del plano de Andoyer mediante la
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secuencia de rotaciones R1(I)R3(�), lo que en el caso del momento angular
se traduce en0@ L01

L02
L03

1A = [R1(I)R3(�)]
t

0@ 0
0
M

1A =

0@ M sen I sen�
�M sen I cos�

�

1A . (2.46)

2.3. Relación entre las variables de Euler y
de Andoyer

El car�acter de las variables de Andoyer es instrumental, dado que el mo-
vimiento de rotaci�on se describe a trav�es de los �angulos de Euler. Por ello es
�util disponer de expresiones que nos relacionen de forma directa ambos con-
juntos de variables. Ve�amos que, tal como se indica en Getino et al. (2010),
estas relaciones se obtienen a partir de las identidades del tri�angulo esf�erico
de referencia utilizadas (2.22), (2.25) y (2.36), junto con las dos relaciones
adicionales

sen � sen ( � �) = sen I sen�

sen � sen(�� �) = sen � sen�. (2.47)

La identidad (2.25) ya proporciona de forma directa la variable � en fun-
ci�on de las variables de Andoyer:

� = arc cos (cos I cos� � sen� sen I cos�) (2.48)

Partiendo de (2.22), y sustituyendo el valor de cos � y sen � que disponen
(2.25) y la primera de las igualdades (2.47), se tiene

tan ( � �) =
sen� sen I sen�

cos I � cos�(cos I cos� � sen� sen I cos�) =

=
sen I sen�

cos I sen� + sen I cos� cos�
, (2.49)

que nos permite dar  en funci�on de las variables de Andoyer:

 = � + arctan

�
sen I sen�

cos I sen� + sen I cos� cos�

�
. (2.50)

An�alogamente, la relaci�on (2.36), con las sustituciones de (2.25) y la se-
gunda de las identidades (2.47) conduce a

tan(�� �) =
sen� sen� sen I

cos� � cos I(cos I cos� � sen� sen I cos�) =

=
sen� sen�

cos� sen I + cos I sen� cos�
, (2.51)
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o, equivalentemente,

� = �+ arctan

�
sen� sen�

cos� sen I + cos I sen� cos�

�
. (2.52)

Es habitual, en el �ambito del estudio de la rotaci�on de la Tierra, el uso
de desarrollos de Taylor de estas expresiones (2.48, 2.50 y 2.52) en torno a
� = 0, dado que el valor num�erico de este �angulo auxiliar lo permite con una
p�erdida de precisi�on asumible (� ' 10�6 rad, Kinoshita 1977). Adem�as, en
virtud de estas expresiones, en el l��mite de � tendiendo a 0, se tiene:

� �! I, � �! �,  �! � + �, (2.53)

por lo tanto tambi�en en el valor l��mite � = 0 se tiene la equivalencia entre
ambos conjuntos can�onicos, al coincidir nuevamente el plano de Andoyer con
el plano de �gura.
Los desarrollos en serie de potencias de � resultantes son:

� = I + � cos�+ �2
1

2

cos I

sen I
sen2 �+O(�3)

� = �+ �
sen�

sen I
� �2

cos I cos� sen�

sen2 I
+O(�3)

 = �+ � � �
cos I sen�

sen I
+ �2

1

2

sen� cos� (1 + cos2 I)

sen2 I
+O(�3).

(2.54)

Puede consultarse una construcci�on alternativa de estos desarrollos en serie
en Escapa (2006). En la aplicaci�on de estas expresiones en una teor��a a primer
orden de perturbaci�on, como se desarrollar�a m�as adelante, se har�a uso de las
mismas a primer orden en �.

2.4. Integración del problema libre

El problema libre, es decir, aquel en que el hamiltoniano del s�olido es H =
T , seg�un (2.44), se resuelve por aplicaci�on directa de las ecuaciones de Hamil-
ton. Resultar�a �util la descomposici�on de la energ��a cin�etica en dos t�erminos,
T = T0+ T1, donde T0 es la parte correspondiente al caso sim�etrico, y por lo
tanto coincidente con (2.45), y T1 la contribuci�on de la triaxilidad del s�olido.
Esto se consigue sin m�as que aplicar la relaci�on (1=A+ 1=B) (cos2 � + sen2 �)+
(1=B � 1=A) (cos2 � � sen2 �) = 2 sen2 �=A + 2 cos2 �=B. Entonces podemos
escribir

T =
1

4

�
M2 �N2

� � 1
A
+
1

B
+

�
1

B
� 1

A

�
cos 2�

�
+
1

2

N2

C
= T0 + T1, (2.55)
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donde

T0 =
1

2

M2

A
+
1

2
N2

�
1

C
� 1

A

�
, T1 =

1

4

�
M2 �N2

�� 1
B
� 1

A

�
(1 + cos 2�) .

(2.56)
El sistema de ecuaciones del movimiento resulta:

� @H

@�
= _� = 0,

�@H
@�

= _M = 0,

�@H
@�

= _N =
1

2
(M2 �N2)

�
1

B
� 1

A

�
sen 2�,

@H

@�
= _� = 0,

@H

@M
= _� =

M

A
+
1

2
M

�
1

B
� 1

A

�
(1 + cos 2�) ,

@H

@N
= _� = N

�
1

C
� 1

A

�
� 1
2
N

�
1

B
� 1

A

�
(1 + cos 2�) . (2.57)

Pese a la reducci�on de orden que supone la existencia de variables c��clicas,
y que por tanto

� = �0, � = �0, M =M0, (2.58)

donde �0, �0 y M0 son constantes de integraci�on, el sistema de ecuaciones
diferenciales no es resoluble en t�erminos de funciones elementales. Siempre
es posible, no obstante, el estudio cualitativo de soluciones en torno a puntos
cr��ticos como en Deprit (1967).

Num�ericamente est�a justi�cado, al menos en una integraci�on a primer
orden, despreciar la contribuci�on de la triaxialidad de la Tierra en la energ��a
cin�etica. Se puede comparar la magnitud de ambos t�erminos a partir de las
expresiones (2.56)

T1
T0

=

1

4
M2 sen2 �

�
1

B
� 1

A

�
(1 + cos 2�)

1

2

M2

A
sen2 � +

1

2

N2

C

'
M2 sen2 �

�
1

B
� 1

A

�
N2

C

' C sen2 �

�
1

B
� 1

A

�
' �2� 10�5 sen2 � (2.59)
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donde para la estimaci�on num�erica se ha tomado el valor de las constantes
adimensionales de�nidas por Bretagnon et al. (1997):

A

mEa2E
= 0:329611083,

B

mEa2E
= 0:329618344,

C

mEa2E
= 0:330697340,

(2.60)
conmE la masa de la Tierra y a

2
E su radio ecuatorial. Es decir, num�ericamente

es aceptable suponer la Tierra como un s�olido con simetr��a mec�anica biaxial
con A = B < C:

La integraci�on es exacta y trivial en el caso sim�etrico, donde el hamil-
toniano se reduce a H = T0 y se anulan todos los t�erminos que incluyen el
factor 1=B � 1=A, resultando adicionalmente a (2.58) las soluciones:

N = N0, � =
M0

A
t+ �0, � =

�
1

C
� 1

A

�
N0t+ �0, (2.61)

donde igualmente hemos denotado por N0, �0 y �0 a las constantes de inte-
graci�on. Es frecuente la de�nici�on de los movimientos medios (o frecuencias)
de las variables � y �, dados y denotados por

n� =
M0

A
, n� =

�
1

C
� 1

A

�
N0. (2.62)

La introducci�on del conjunto can�onico de Andoyer tiene como objetivo
fundamental explotar la simplicidad de las ecuaciones del movimiento en este
caso, y por tanto se considerar�a como problema sin perturbar el problema
libre de un s�olido sim�etrico.

Teniendo en cuenta que en el sistema de referencia terrestre de ejes princi-
pales las componentes del momento angular vienen dadas por (2.43), se tiene
que L3 = N0 = C!3, que implica la constancia de la tercera componente de
la velocidad angular2, !3 � !E, y entonces n� = �!E (C � A) =A.

La frecuencia n� tambi�en est�a relacionada con el movimiento de las otras
dos componentes de la velocidad angular3 en el caso de la Tierra sim�etrica, lo
que podemos evidenciar determinando directamente _!1 y _!2 como funciones
de las variables can�onicas a trav�es de (2.44). En el sistema de ejes principales

2La función !3 está relacionada con la duración del tiempo sidéreo, LOD (por sus siglas
en inglés, Length of Day), mediante !3 = 2�=LOD:

3En mecánica se denomina movimiento polar al movimiento de las coordenadas del
vector velocidad angular en el sistema de referencia terrestre. Este término no debe con-
fundirse con el denominado polar motion según se considera en, por ejemplo, IERS Con-
ventions 2010.
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de inercia, donde Li = Ii!i, se tiene entonces

_!1 = f!1; T0g = n�
M0

A
sen� cos �,

_!2 = f!1; T0g = �n�
M0

B
sen� sen �. (2.63)

En general se usar�an las centurias julianas (1 cent = 36525 d��as) para
la escala temporal (v�ease, por ejemplo, la tabla 3.1). Los periodos de mo-
vimiento en esta escala se calcular�an como Pi = j2�=nij � 36525 (donde
ni son las frecuencias angulares, en inversas de d��a). Un valor aproxima-
do para !E ser�a entonces, !E;aprox = 2� rad/d��a= 2� � 36525 = 229493
rad/cent. Un valor preciso es, por ejemplo, el ofrecido por Souchay et al.
(2000), !E = 230121:67526278 rad/cent. Observacionalmente4 se ajusta el
par�ametro denominado elipticidad dinámica,

Hd =
2C � A�B

2C

A=B! Hd =
C � A

A
, (2.64)

cuyo valor n�umerico de referencia, en el caso de Tierra r��gida, es (Souchay et
al. 2000) Hd = 0:0032737548, que se puede aproximar por Hd;aprox = 1=305.
Las frecuencias n� y n� se pueden escribir en t�erminos de �este:

n� =
!E

1�Hd

, n� = �
Hd

1�Hd

!E ! n� + n� = !E. (2.65)

El periodo en d��as asociado a la variable � ser�a entonces

P� =

����2�n�
���� ' 2� 1�Hd

Hd!E;aprox

1�Hd'1' 1

Hd;aprox
= 305 días, (2.66)

conocido como periodo libre de Euler para la Tierra r��gida (Moritz y Mueller
1986).

2.5. Conjunto de Andoyer referido al sistema
no inercial

Tanto el conjunto can�onico de Euler como el de Andoyer se han construido
referidos a un sistema celeste inercial. En el �ambito de la rotaci�on de la Tierra,
para �este se toma la ecl��ptica, y en concreto la denominada eclíptica de la

4Sobre la relación entre la elipticidad dinámica y el movimiento de precesión terrestre
se hablará en la sección 5.3.
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época (o ecl��ptica �ja), plano te�orico que se considera inercial y cuya posici�on
se �ja convencionalmente cada cierto lapso de tiempo5, respecto del cual el
movimiento de precesi�on de la eclíptica de la fecha (o ecliptica m�ovil) es una
funci�on conocida del tiempo. El movimiento orbital de los planetas (para
el estudio del problema de rotaci�on perturbado por el campo gravitatorio)
est�a referido a la ecliptica m�ovil, y de ah�� la conveniencia de referir el conjunto
can�onico a este sistema en el que se dispondr�a de los desarrollos anal��ticos
del potencial, si bien se trata de una referencia no inercial. El problema
fue planteado y resuelto originalmente por Kinoshita (1977), que mediante
relaciones geom�etricas, estudiando la transformaci�on de la 1-forma Md� +
�d��Fdt, demuestra la canocidad de la conexi�on v��a rotaciones entre ambas
referencias (�gura 2.3), lo que conlleva la introducci�on de una contribuci�on al
hamiltoniano cuando se trabaja con variables de Andoyer referidas al sistema
no inercial. Puede encontrarse una reconstrucci�on basada en el formalismo
de rotaciones in�nitesimales y el estudio de la transformaci�on de la 1-forma
de Cart�an L � dR en Escapa (2006).

Aqu�� completaremos lo indicado en Efroimsky y Escapa (2007), como
consecuencia de la asociaci�on entre velocidad angular y rotaciones in�nitesi-
males. Para ello y utilizando la notaci�on original de Kinoshita (1977) intro-
ducida en la �gura 2.3, llamaremos �1(t) y �1(t) a los �angulos (funciones
conocidas del tiempo) que conectan las coordenadas en la ecl��ptica m�ovil
(o no inercial), X0, con las coordenadas en la ecl��ptica �ja (o inercial), X,
mediante la secuencia de rotaciones

X0 = R(��1;~s3)R(�1;N)R(�1; s3)X = R3(��1)R1(�1)R3(�1)X, (2.67)

donde N = ~s1 es el versor de la l��nea de nodos intersecci�on de los planos
ecl��ptica de la fecha, de base h~s1;~s2i y ecl��ptica de la �epoca, hs1; s2i. La
rotaci�on R(��1;~s3) obedece a la elecci�on como origen de longitudes el eje
s1, y no el eje ~s1 de la ecl��ptica m�ovil (Kinoshita 1977

6). Finalmente las co-
ordenadas del vectores X0 est�an en una nueva base para la ecl��ptica m�ovil
que denotamos por fs01; s02; s03g. Determinamos la velocidad angular, �0, aso-
ciada a la rotaci�on R(t) del sistema m�ovil respecto del �jo, de�nida por
(2.67), utilizando la relaci�on de sus coordendas con los elementos de la ma-

5Ahora se utiliza el sistema de referencia eclíptica de la época denominado J2000.0
(IERS 2010), haciendo referencia a la fecha 1 de enero de 2000 (a las 12 h).

6La longitud del nodo ascendente del Plano de Andoyer, �, se mide desde un equinoccio
medio �jo de la eclíptica de la época.
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triz hemisim�etrica 
(t) = _Rt(t)R(t)

R(t) = R3(��1)R1(�1)R3(�1) =

0@ cos�1 � sen�1 0
sen�1 cos�1 0
0 0 1

1A�
�

0@ 1 0 0
0 cos �1 sen �1
0 � sen �1 cos �1

1A0@ cos�1 sen�1 0
� sen�1 cos�1 0

0 0 1

1A ,(2.68)
de donde


(t) =

0BBBBBB@
0 _�1 (cos�1 � 1)

_�1 sen�1+

+ _�1 sen �1 cos�1

_�1 (1� cos(�1)) 0
� _�1 cos�1+

+ _�1 sen �1 sen�1
� _�1 sen�1�

� _�1 sen �1 cos�1
_�1 cos�1�

� _�1 sen �1 sen�1
0

1CCCCCCA ,
(2.69)

que nos permite obtener las coordenadas de la velocidad angular en la base
inercial fs1; s2;; s3g

� =

0@ 
32

13

21

1A =

0@ _�1 cos�1 � _�1 sen �1 sen�1
_�1 sen�1 + _�1 sen �1 cos�1

_� (1� cos �1)

1A : (2.70)

Sus coordenadas en la base no inercial (que se mueve con la ecl��ptica) se
obtienen entonces a partir de (2.67):

�0 = R3(��)R1(�)R3(�)� =

0@ _�1 cos�1 � _�1 sen �1 sen�1
_�1 sen�1 + _�1 sen �1 cos�1

_�1 (cos�1 � 1)

1A . (2.71)

Por analog��a con (2.43) encontramos las componentes del vector momento
angular en el sistema celeste.

Consideraremos el conjunto can�onico de Andoyer referido a la ecl��pti-
ca m�ovil, representado por las variables (�0; �0; � 0;�0;M 0; N 0) y los �angulos
auxiliares I 0 y �0 . En virtud de (2.46) las coordenadas del vector velocidad
angular en el sistema no inercial vendr�an dadas por

L0 = (M 0 sen I 0 sen�0;�M 0 sen I 0 cos�0;�0) . (2.72)
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Figura 2.3: Eclípticas de la fecha y de la época.

Para estudiar las condiciones para la canonicidad del conjunto de Andoyer
cuando se de�ne uniendo las secuencias de rotaciones (2.67) y (2.37), consi-
deraremos la expresi�on que toma la 1-forma de Cartan asociada a la rotaci�on

R(� 0;b03)R(�
0;m0)R(�0;u0L)R(I

0;n0)R(�0; s03)R(��;~s3)R(�1;~s1)R(�1; s3).
(2.73)

Con las mismas consideraciones que las efectuadas en (2.41) se tendr�a que

L � dR = L � (�~s3
d�1
dt

+~s1
d�1
dt

+ s3
d�1
dt
)dt+ �0d�0 +M 0d�0 +N 0d� 0 =

= (L � �) dt+ �0d�0 +M 0d�0 +N 0d� 0, (2.74)

donde hemos usado que la expresi�on dentro del par�entesis es la velocidad
angular dada por la asociaci�on de (2.67) con las rotaciones in�nitesimales,
y que �1 y �1 son funciones exclusivas del tiempo. Por lo tanto la transfor-
maci�on de las variables (�; �; �;�;M;N) a las nuevas (�0; �0; � 0;�0;M 0; N 0)
ser�a can�onica si se de�ne un nuevo hamiltoniano de la forma H 0 = H�L ��.
El producto escalar L �� lo determinamos con los vectores de coordenadas en
el sistema no inercial de la ecl��ptica m�ovil a partir de las expresiones (2.71)
y (2.72):

� L � � = �0 _� (1� cos �1)�
�M 0 sen I 0 _�1 (sen�

0 cos�1 � cos�0 sen�1) +
+M 0 sen I 0 _�1 sen �1 (sen�

0 sen�1 + cos�
0 cos�1) , (2.75)
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Finalmente, introduciendo la denominaci�on habitual resulta

E(�0;M 0; �0) = �L � � =�0 (1� cos �1) _�1 +M 0 sen I 0 �
�
h
_�1 sen �1 cos(�

0 � �1)� _�1 sen(�
0 � �1)

i
, (2.76)

que es la ecuaci�on 3.4 de Kinoshita (1977). Cuando se considere este t�ermino
de no inercialidad en el hamiltoniano omitiremos las primas en las variables
del conjunto can�onico de Andoyer, sobreentendiendo que �jan la posici�on del
sistema terrestre respecto del sistema no inercial (ecl��ptica de la fecha).
Como veremos m�as adelante en el estudio del movimiento de precesi�on

de la Tierra (evoluci�on secular), resulta �util la aproximaci�on mediante poli-
nomios en t del movimiento de la ecl��ptica a trav�es de las funciones angulares
�1(t) y �1(t). En particular se emplean desarrollos para las funciones (Ki-
noshita 1977)

sen �1 sen�1 =
nX
i=1

pi�1t
i, sen �1 cos�1 =

nX
i=1

qi�1t
i, (2.77)

donde n es cierto grado, y pi, qi los coe�cientes de los polinomios, que se
suponen conocidos. Esto permite encontrar una expresi�on anal��ticamente m�as
sencilla para E(�;M; �), que facilitar�a la obtenci�on de desarrollos en serie
para el movimiento. Para ello, reescribimos (2.76) en la forma

E(�;M; �) = �e1(t) +M sen I [e2(t) cos�+ e3(t) sen�] (2.78)

donde se han de�nido las funciones

e1(t) = (1� cos �1) _�1,
e2(t) = sen�1 cos�1 _�1 + sen�1 _�1,

e3(t) = sen �1 sen�1 _�1 � cos�1 _�1. (2.79)

Derivando respecto al tiempo las expresiones (2.77), y aprovechando la peque~na
magnitud del �angulo de inclinaci�on entre la ecl��ptica de la fecha y de la �epoca,
j �1 j� 1 rad7, de forma que cos�1 = 1 +O(�21), se tiene

sen�1 _�1 + sen �1 cos�1 _�1 =

nX
i=1

ipi�1t
i�1 +O(�21),

cos�1 _�1 � sen �1 sen�1 _�1 =

nX
i=1

iqi�1t
i�1 +O(�21). (2.80)

7�1 ' 47:000t, con t en centurias julianas (Lieske et al. 1977).
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De esta manera se obtiene una aproximaci�on num�ericamente admisible para
las funciones ei(t)

e1(t) = 0 +O(�21),

e2(t) =
nX
i=1

ipi�1t
i�1 +O(�21),

e3(t) = �
nX
i=1

iqi�1t
i�1 +O(�21). (2.81)

En Kinoshita (1975), a partir del trabajo previo de Newcomb (1906), se uti-
lizan polinomios de tercer grado, cuya notaci�on adoptamos para desarrollos
posteriores:

sen �1 sen�1 = p0t+ p1t
2 + p2t

3, sen �1 cos�1 = q0t+ q1t
2 + q2t

3, (2.82)

en virtud de los que se tiene

e2(t) = p0 + 2p1t+ 3p2t
2 +O(�21),

e3(t) = �q0 � 2q1t� 3q2t2 +O(�21). (2.83)

2.6. Desarrollo multipolar del potencial

Para la expresi�on del hamiltoniano del sistema din�amico se necesita la
energ��a potencial debida a la interacci�on gravitatoria entre el s�olido y los
cuerpos externos. En el �ambito de estudio de este trabajo, las contribuciones
relevantes estudiadas son las producidas por la Luna y el Sol. A estos efectos,
ambos cuerpos se considerar�an con simetr��a esf�erica geom�etrica y mec�anica
(esto es, asimilables gravitacionalmente a puntos) y que constituyen con la
Tierra un sistema de tres cuerpos cuyo movimiento orbital se supone cono-
cido, es decir, resuelto. El problema se desacopla entonces permitiendo el
estudio independiente de la parte rotacional del cuerpo perturbado, la Tie-
rra, mediante la introducci�on en la expresi�on del potencial (o geopotencial)
de la posici�on relativa de los cuerpos perturbadores que ofrecen las teor��as
orbitales. Esta cuesti�on se abordar�a en la siguiente secci�on, siguiendo el de-
sarrollo cl�asico dado por Kinoshita (1977).
Paralelamente se necesita de un desarrollo de la expresi�on de la energ��a

potencial, en �ordenes proporcionales a la inversa de la distancia entre cuerpo
perturbado y perturbador, que permita una integraci�on anal��tica del proble-
ma mediante la teor��a can�onica de perturbaciones. El desarrollo general del
potencial viene dado por los coe�cientes del geopotencial (zonales, teserales
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y sectoriales8) y su expresi�on en arm�onicos esf�ericos, m�as concretamente
en t�erminos de polinomios de Legendre y funciones asociadas de Legendre
(Kaula 1966). Sin embargo, y dado que en la integraci�on a primer orden de
perturbaci�on ser�a su�ciente considerar t�erminos hasta el segundo orden en el
desarrollo, podemos eludir este planteamiento general y realizar un desarrollo
multipolar por analog��a con el caso electrost�atico (Jackson 1980) hasta el or-
den del momento cuadrupolar. Como se ver�a, la equivalencia en el �ambito de
la rotaci�on del s�olido de las componentes del tensor de inercia con el momento
cuadrupolar del potencial, permite recuperar la f�ormula de MacCullagh.

La energ��a potencial gravitatoria entre un s�olido continuo que de�ne un
volumen V y un cuerpo puntual exterior a V , de masa m y vector posici�on
r (en un sistema de referencia centrado en el centro de masas o geocentro),
viene dado por la expresi�on

V (r) = �Gm
Z
V

%(r0)

jjr� r0jjd
3r0, (2.84)

donde G es la constante de la gravitaci�on universal, y %(r0) la funci�on den-
sidad. Dado que el cuerpo perturbador es exterior al s�olido, r = jjrjj >
jjr0jj = r0. El desarrollo en serie se realiza considerando que el cociente r0=r
es peque~no para el caso de la Luna y el Sol, y en ambos casos se pueden de-
spreciar los t�erminos de orden9 O

�
(r0=r)3

�
. Para ello utilizamos el desarrollo

8La denominación zonal, teseral (o tesseral) y sectorial hace referencia a la repre-
sentación geométrica de los armónicos esféricos del desarrollo del geopotencial, de grado n
y orden m. Así, si m = 0, la esfera queda dividida en zonas de latitud donde los armónicos
son de signo constante, y se denominan zonales. Si m 6= 0, la super�cie se compartimenta
en parcelas formadas por paralelos y meridianos en las que los armónicos manienen el
signo constante, formando algo parecido a un tablero de ajedrez sobre la super�cie esféri-
ca. Entonces se denominan teserales (de la palabra griega tessera, que signi�ca rectángulo
o baldosa). En particular, si n = m, los armónicos teserales degeneran en funciones que
dividen la esfera en sectores de signo constante, y reciben el nombre de sectoriales. Dado
que en nuestro caso trabajamos con armónicos de segundo grado, estas denominaciones se
corresponden con los armónicos de orden m = 0; 1; 2 respectivamente.

9Dado que r=r0 ' radio terrestre/distancia media tierra-astro perturbador, el valor más
desfavorable se tiene para el caso de la Luna, donde r=r0 ' 1=60. Es decir, cada vez que
el orden del desarrollo se incrementa en una unidad, la magnitud del potencial se divide
por 60.
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de MacLaurin (1 + u)�1=2 = 1� 1=2u+ 3=8u2 +O(u3)

1

jjr� r0jj =
1p

(r2 + r02 � 2r � r0)
=

1

r

r
1 +

r02

r2
� 2r � r

0

r2

=

=
1

r

"
1� 1

2

�
r02

r2
� 2r � r

0

r2

�
+
3

8

�
r02

r2
� 2r � r

0

r2

�2
+O

�
r03

r3

�#
=

=
1

r
� 1
2

r02

r3
+
r � r0
r3

+
3

2

(r � r0)2

r5
+O

�
r03

r3

�
. (2.85)

Por conveniencia reescribimos los productos escalares en t�erminos de las co-
ordenadas de los vectores r =(r1; r2; r3), r

0=(r01; r
0
2; r

0
3):

1

jjr� r0jj =
1

r
� 1
2

r02

r3
+
X
i

rir
0
i

r3
+
3

2

X
i;j

rir
0
irjr

0
j

r5
=

=
1

r
+
X
i

rir
0
i

r3
+
1

2

X
i;j

rirj
r5

 
3r0ir

0
j � �ij

X
k

rkr
0
k

!
, (2.86)

donde en el �ultimo paso hemos reagrupado los t�erminos de orden r02. Recu-
peramos la expresi�on del potencial (2.84) teniendo en cuenta que

M =

Z
V

%(r0)d3r0 (2.87)

es la masa del s�olido, y de�niendo por analog��a con el caso electrost�atico las
magnitudes:

p =

Z
V

%(r0)r0d3r0, Qij =

Z
V

%(r0)
�
3r0ir

0
j � �ijr

02� d3r0, (2.88)

que son el vector momento dipolar (vector) y las coordenadas del tensor
momento cuadrupolar. �Este �ultimo es un tensor de traza nula con cinco com-
ponentes distintas. El potencial tiene entonces la expresi�on:

V (r) = �Gm
 
M

r
+
p � r
r3

+
1

2

X
i;j

Qijrirj
r5

!
+O

�
r03

r3

�
=

= V 0(r) + V 1(r) + V 2(r), (2.89)

donde se ha descompuesto el potencial en tres t�erminos y, en lo sucesivo, se
omite el resto del desarrollo.
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El primero de �estos, V 0(r) = �GmM=r es la parte correspondiente al
problema orbital que, como se ha indicado al comienzo de esta secci�on, no
se considerar�a para el estudio de la rotaci�on de la Tierra10. Por su parte
V 1(r) = 0, ya que por su de�nici�on (2.88) no es sino el vector posici�on del
centro de masas del s�olido y, si se elige el geocentro como origen del sistema
de referencia, p = 0.
Estudiemos la relaci�on existente entre V 2(r) y las componentes del tensor

de inercia Iij de�nidas por

Iij =

Z
V

%(r0)
�
�ijr

02 � r0ir
0
j

�
d3r0. (2.90)

Reescribiendo entonces

1

2

Qijrirj
r5

=
3

2

rirj
r5

Z
V

%(r0)

�
r0ir

0
j �

1

3
�ijr

02
�
d3r0 =

= �3
2

rirj
r5

Iij +
2

3

3

2

rirj
r5

�ij

Z
V

%(r0)r02d3r0. (2.91)

La integral del �ultimo t�ermino se puede relacionar con la traza del tensor de
inercia, tr(I), ya que de forma inmediata se tiene que

tr(I) =
X
i

Iii =

Z
V

%(r0)
�
3r02 � r02

�
d3r0 = 2

Z
V

%(r0)r02d3r0. (2.92)

Finalmente, el desarrollo multipolar del potencial gravitatorio para nuestro
problema, a partir de (2.89), se escribe como

V (r) =
3

2

Gm

r5

X
i;j

Iijrirj �
1

2

Gm

r3
tr(I). (2.93)

La expresi�on anterior que relaciona la energ��a potencial con las compo-
nentes del tensor de inercia del s�olido, dentro del orden de la aproximaci�on
del desarrollo en serie, se conoce como la f�ormula de MacCullagh (MacCul-
lagh 1844). En el caso de la Tierra r��gida y en un sistema de referencia no
necesariamente coincidente con el sistema principal (sistema de ejes princi-
pales de inercia), usaremos la notaci�on habitual (v�ease por ejemplo Kubo
1991) para las coordenadas del tensor, momentos y productos de inercia

I =

0@ A F E
F B D
E D C

1A . (2.94)

10Dado que en el planteamiento del problema r(t) es una función conocida del tiempo
a partir de las teorías orbitales, V 0(r) no tendrá dependencia con las variables canónicas
que de�nen la rotación y, por tanto, no participará en la evolución de éstas.
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Para las coordenadas de los vectores posici�on, r, de los cuerpos perturbadores
utilizaremos (r1; r2; r3) = (x; y; z). Se tiene entonces que

P
i;j Iijrirj = Ax2+

By2 + Cz2 + 2Exz + 2Fxy + 2Dyz.
Recuperaremos ahora la expresi�on del potencial dada por Kinoshita (1977),

a partir del desarrollo en arm�onicos esf�ericos, explicitando la relaci�on alge-
braica de (2.93) con los armónicos esféricos reales (de grado n y orden m)
de�ndos como

Cnm (�; �) = Pm
n (cos �) cos(m�), Snm (�; �) = Pm

n (cos �) sen(m�), (2.95)

donde Pm
n (u) son las funciones asociadas de Legendre

11. Veamos que utilizan-
do las coordenadas esf�ericas12 � y �, colatitud y longitud del cuerpo exterior
respectivamente, la expresi�on (2.93) depende exclusivamente de los arm�onicos
de grado n = 2. Para ello reescribimos en primer lugar los arm�onicos en
t�erminos de las coordenadas (x; y; z).

C20(�; �) = P 02 (cos �) =
1

2
(3 cos2 � � 1) = 1

2

3z2 � r2

r2
,

C21(�; �) = P 12 (cos �) cos� = 3 cos � sen � cos� =
3xz

r2
,

C22(�; �) = P 22 (cos �) cos 2� = 3 sen
2 �
�
cos2 �� sen2 �

�
= 3

x2 � y2

r2
,

S21(�; �) = P 12 (cos �) sen� = 3 cos � sen � sen� =
3yz

r2
,

S22(�; �) = P 22 (cos �) sen 2� = 6 sen
2 � sen� cos� = 6

xy

r2
. (2.96)

En la expresi�on (2.93) consideraremos primero los t�erminos relacionados con
los elementos diagonales de I y su traza, es decir

Vdiag(r) =
3

2

Gm

r5
(Ax2 +By2 + Cz2)� 1

2

Gm

r3
(A+B + C) =

=
1

2

Gm

r5
�
(2A�B � C)x2 + (2B � A� C)y2 + (2C � A�B)z2

�
.

(2.97)

Evidentemente esta expresi�on s�olo puede depender de los arm�onicos C20 y
C22, por la dependencia algebraica con los cuadrados de las coordenadas.

11P 0n(u) = Pn(u) =
1

2nn!

dn

dun
(u2 � 1)n, n � 0, �1 � u � 1 (Fórmula de Rodrigues).

Pmn (u) = (1� u2)m=2
dm

dum
Pn(u), m � 0, �1 � u � 1:

12x = r sen � cos�, x = r sen � sen�, z = r cos �, r2 = x2 + y2 + z2.
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Una forma sencilla, entonces, de encontrar esta dependencia es plantear un
sistema de ecuaciones a partir de la combinaci�on lineal:

Vdiag(r) =
Gm

r3
[c1C20(�; �) + c2C22(�; �)] =

=
Gm

r3

�
(6c2 � c1)

x2

2r2
+ (�6c2 � c1)

y2

2r2
+ 2c1

z2

2r2

�
, (2.98)

donde se han utilizado las relaciones (2.96). El sistema arroja los coe�cientes
c1 = (2C � A�B)=2, c2 = (A�B)=4, y por lo tanto

Vdiag(r) =
Gm

r3

�
2C � A�B

2
C20(�; �) +

A�B

4
C22(�; �)

�
, (2.99)

que es la expresi�on 4.1b de Kinoshita (1977), aplicable a un modelo de Tierra
r��gida cuando las coordenadas esf�ericas (�; �) de los cuerpos perturbadores
se re�eren al sistema principal del s�olido.
La parte del potencial relacionada con los elementos no diagonales de I,

esto es, con los productos de inercia, se obtiene directamente de (2.96)

2Exz + 2Fxy + 2Dyz =
2

3
Er2C21(�; �) +

1

3
Fr2S22(�; �) +

2

3
Dr2S21(�; �).

(2.100)
Agrupando (2.99) y (2.100), la expresi�on �nal del desarrollo del potencial es

V (r) =
Gm

r3

�
2C � A�B

2
C20(�; �) +

A�B

4
C22(�; �)+

EC21(�; �) +DS21(�; �) +
1

2
FS22(�; �)

�
, (2.101)

que coincide, por ejemplo, con la expresi�on 3.27 de Getino y Ferr�andiz (1995),
salvo la constanteDt que en esta referencia aparece por tratarse de un modelo
de Tierra el�astica, como estudiaremos m�as adelante.

2.7. Transformación de los armónicos esféri-
cos

El desarrollo del geopotencial abordado en la secci�on anterior depende
de los arm�onicos esf�ericos de grado dos referidos al sistema terrestre. Las
coordenadas esf�ericas (r; �; �) posicionan entonces, en cada instante, a los
cuerpos externos, Luna y Sol. Sin embargo, y para poder disponer de la
posici�on de estos astros como funciones conocidas del tiempo, hay que recurrir
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a las teor��as orbitales13 y el c�alculo de efem�erides que ofrecen. Esto conlleva
la necesidad de referir los arm�onicos esf�ericos a la ecl��ptica de la fecha.

Este cambio de referencia viene dado, a priori, por la secuencia de rota-
ciones (2.38), que como se ha estudiado introduce convenientemente el em-
pleo del conjunto can�onico de Andoyer, cuyas variables pueden referirse a
la ecl��ptica m�ovil (secci�on 2.5). Para el c�alculo de efem�erides, las teor��as de
movimiento orbital relacionan los arm�onicos esf�ericos referidos a la ecl��ptica
m�ovil con series trigonom�etricas cuyos argumentos son funciones conocidas
del tiempo, que incluyen adem�as una dependencia expl��cita con la variable
can�onica � (lo que implica directamente una dependencia del potencial con
esta variable can�onica). O dicho de otra forma, en la secuencia de rotaciones
(2.38) se debe excluir la rotaci�on R3(�) porque est�a incluida en las series
arm�onicas de la teor��a de movimiento orbital.

El problema integro de la transformaci�on de los arm�onicos para dar una
expresi�on del potencial en variables can�onicas referidas a la ecl��ptica de la
fecha fue planteado y resuelto por Kinoshita (1977). En el caso general, Ki-
noshita resuelve la cuesti�on mediante una aplicaci�on reiterada del teorema
de Wigner (1959) para la transformaci�on de los arm�onicos esf�ericos. Esto lo
hace siguiendo la secuencia de rotaciones que conectan los sitemas de referen-
cia en la situaci�on que hemos indicado, R3(�)R1(�)R3(�)R1(I): El c�alculo
trigonom�etrico es altamente farrogoso por cualquier v��a, especialmente para
la consecuci�on de expresiones compactas como las que ofrece Kinoshita, jus-
ti�cadas por el desarrollo anal��tico posterior de la teor��a.

Hoy en d��a, sin embargo, el proceso de c�alculo se puede agilizar enorme-
mente mediante la utilizaci�on de manipuladores simb�olicos de prop�osito ge-
neral. Por otro lado, y dado que en la expresi�on aproximada del poten-
cial (2.101) s�olo aparecen los arm�onicos esf�ericos de grado dos, no es nece-
sario derivar la transformaci�on de �estos a partir del resultado general para
cualquier grado, y se puede utilizar otros procedimientos como los desarro-
llados por Escapa (1997).

A continuaci�on realizaremos la transformaci�on siguiendo una variante de
uno de estos procedimientos; se explicitar�an los c�alculos o manipulaciones
que permiten la introducci�on de las funciones de�nidas por Kinoshita (1977)
para la expresi�on anal��tica del potencial; y se completar�a la transformaci�on
del primero de los arm�onicos esf�ericos de (2.101) a modo de ejemplo.

Para ello vamos a construir las matrices de rotaci�on equivalentes a las
rotaciones elementales R1(�) y R3(�) del espacio af��n tridimensional, en el

13Algunas teorías sobre el movimiento orbital son las de Newcomb (1895), Brown (1896,
1910), Eckert et al. (1966), Henrad (1972, 1978) o las desarrolladas en el Bureau des
Longitudes de Paris más recientemente.
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espacio subtendido por los arm�onicos esf�ericos fC20; C21; S21; C22; S22g, que
forman un sistema de funciones linealmente independientes. Omitimos la
dependencia funcional de los arm�onicos, por simplicidad de notaci�on, enten-
diendo que �esta es Cij = Cij(�; �), Sij = Sij(�; �) en coordenadas esf�ericas
referidas al sistema de referencia terrestre, y C 0ij = Cij(�

0; �0), S 0ij = Sij(�
0; �0)

con colatitud y longitud del cuerpo externo referidas a la ecl��ptica de la fecha.
Las matrices de rotaci�on en el espacio subtendido por los arm�onicos las

denotaremos por ~R1(�) y ~R3(�), de manera que la transformaci�on buscada,
representada matricialmente, es0BBBB@

C20
C21
S21
C22
S22

1CCCCA = ~R3(�)~R1(�)~R3(�)~R1(I)

0BBBB@
C 020
C 021
S 021
C 022
S 022

1CCCCA . (2.102)

Para construir las matrices ~Ri(�) podemos seguir varios caminos. La forma
m�as directa, y operacionalmente m�as sencilla, es plantear a partir de las ex-
presiones (2.96) de los arm�onicos en t�erminos de las variables cartesianas, una
combinaci�on lineal arbitraria, aC 020+ bC

0
21+ cS

0
21+dC

0
22+ eS

0
22 = f(x0; y0; z0),

donde a, b, c, d y e, son constantes reales. Realizamos la transformaci�on
de coordenadas dada por la rotaci�on elemental en las expresiones de los
arm�onicos, para obtener ~Cij = ~Cij(x

0; y0; z0; �), ~Sij = ~Sij(x
0; y0; z0; �). Identi�-

cando entonces coe�cientes entre las expresiones de Cij y Sij, con f(x
0; y0; z0),

obtenemos un sistema de cinco ecuaciones que nos permite obtener las cons-
tantes a, b, c, d y e como funciones del �angulo de rotaci�on, �. Explicitamos
el c�alculo para el primero de los arm�onicos, C20, y una rotaci�on R1(�) en el
espacio af��n. La combinaci�on lineal es

f(x0; y0; z0) =
1

2r2
�
(6d� a)x02 + (�6d� a) y02 + 2az02+

+12ex0y0 + 6bx0z0 + 6cy0z0] . (2.103)

Las coordenadas rotadas son (x; y; z) = (x0; y0 cos � + z0 sen �;�y0 sen � +
z0 cos �), que sustituimos en

~C20 =
1

2

3z2 � r2

r2
= (2.104)

=
1

2r02
�
�x02 +

�
3 sen2 � � 1

�
y02 +

�
3 cos2 � � 1

�
z02 � 3 sen 2�y0z0

�
.

Igualando ~C20 = f(x0; y0; z0) se obtiene que a = 3=2 cos2 � � 1=2, b = 0,
c = �1=2 sen 2�, d = �1=4 sen2 � y e = 0. Por lo tanto

C20 =

�
3

2
cos2 � � 1

2

�
C 020 �

1

2
sen 2�S 021 �

1

4
sen2 �C 022. (2.105)
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Repitiendo el proceso se obtienen todos los elementos de matriz de la rotaci�on
~R1(�), y los de ~R3(�) transformando las coordenadas cartesianas seg�unR3(�).

Otra alternativa consiste en aprovechar la ortogonalidad del sistema de
funciones fC20; C21; S21; C22; S22g, que nos permite de�nir un producto es-
calar mediante integraci�on de�nida sobre la esfera unidad, S1 (tomamos radio
unidad, evidentemente el radio es un invariante ante rotaciones, siguiendo la
notaci�on anterior, r0 = r):

hA1; A2i =
Z
S1

A1A2dS =

Z 2�

0

Z �

0

A1(�; �)A2(�; �) sen �d�d�, (2.106)

donde Ak es cualquiera de los arm�onicos esf�ericos de grado dos y dS =
sen �d�d� el elemento de super�cie de la esfera unidad en coordenadas esf�eri-
cas. Planteando entonces, de forma an�aloga, cada arm�onico transformado
~Cij, ~Sij como una combinaci�on lineal del tipo aC

0
20 + bC 021 + cS 021 + dC 022 +

eS 022, podemos calcular los coe�cientes multiplic�andola escalarmente por ca-
da arm�onico, sin olvidar que no est�an normalizados, es decir, jjAkjj2 =
hAk; Aki 6= 1. Explicitamos igualmente el c�alculo para el primero de los
arm�onicos, C20, y una rotaci�on R1(�) en el espacio af��n. En tal caso:

C20 = aC 020 + bC 021 + cS 021 + dC 022 + eS 022,

a =
hC20; C 020i
jjC 020jj

2 =
3

2
cos2 � � 1

2
, jjC 020jj

2
=
4�

5
,

b =
hC20; C 021i
jjC 021jj

2 = 0, jjC 021jj
2
=
12�

5
,

c =
hC20; S 021i
jjS 021jj

2 = �1
2
sen 2�, jjS 021jj

2
=
12�

5
,

d =
hC20; C 022i
jjC 022jj

2 = �1
4
sen2 �, jjC 022jj

2
=
48�

5
,

e =
hC20; S 022i
jjC 022jj

2 = 0, jjS 022jj
2
=
48�

5
, (2.107)

que es el mismo resultado (2.105). Operacionalmente este camino es m�as
costoso, sin embargo mediante el uso de un operador simb�olico el algoritmo
es inmediato.

Independientemente del camino escogido, podemos construir las matrices
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~R1(�) y ~R3(�), que resultan

~R1(�) =

0BBBB@
3
2
cos2 � � 1

2
0 �1

2
sen 2� �1

4
sen2 � 0

0 cos � 0 0 �1
2
sen �

3
2
sen 2� 0 cos 2� 1

4
sen 2� 0

�3 sen2 � 0 � sen 2� 1
2
cos2 � + 1

2
0

0 2 sen � 0 0 cos �

1CCCCA ,

~R3(�) =

0BBBB@
1 0 0 0 0
0 cos � sen � 0 0
0 � sen � cos � 0 0
0 0 0 cos 2� sen 2�
0 0 0 � sen 2� cos 2�

1CCCCA . (2.108)

Los arm�onicos esf�ericos se transforman entonces a variables referidas a
la ecl��ptica de la fecha, realizando el producto matricial (2.102). Tal como
indic�abamos al inicio de la seccci�on, estudiaremos por su inter�es la transfor-
maci�on del primero de ellos, C 020 = C20 (�

0; �0) = P2(cos �
0). En las expresiones

que se obtienen tras el producto matricial distinguiremos por conveniencia,
en primer lugar, los t�erminos correspondientes a diferentes relaciones fun-
cionales con la variable auxiliar �, que en virtud de su magnitud, � ' 10�6
rad, dar�a pie a la utilizaci�on de desarrollos en serie de MacLaurin para la
realizaci�on de aproximaciones num�ericas. Escribiremos entonces

C20 =

�
3

2
cos2 � � 1

2

�
� f1 + sen 2� � f2 + sen2 � � f3, (2.109)

donde se ha de�nido

f1 =

�
3

2
cos2 I � 1

2

�
C 020 �

1

4
C 022 sen

2 I � 1
2
S 021 sen 2I,

f2 = �3
4
C 020 cos� sen 2I �

1

4
P 12 (cos �

0)f21 �
1

8
P 22 (cos �

0)f22,

f3 =
3

4
P2(cos �

0) cos 2� sen2 I +
1

4
P 12 (cos �

0)f31 �
1

16
P 22 (cos �

0)f32,
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f21 = sen(�0 � �) (cos I + cos 2I) + sen(�0 + �) (cos 2I � cos I) ,

f22 = cos(2�0 � �)

�
sen I +

1

2
sen 2I

�
+ cos(2�0 + �)

�
1

2
sen 2I � sen I

�
,

f31 = sen(�0 � 2�)
�
1

2
sen 2I + sen I

�
+ sen(�0 + 2�)

�
1

2
sen 2I � sen I

�
,

f32 = cos(2�0 � 2�)
�
1 + cos2 I + 2 cos I

�
+

+cos(2�0 + 2�)
�
1 + cos2 I � 2 cos I

�
. (2.110)

En las expresiones anteriores se han utilizado relaciones trigonom�etricas ele-
mentales para convertir combinaciones de productos y sumas de funciones
trigonom�etricas en funciones con argumentos del tipo p�0 + q�, con p y q
enteros. Por extensi�on para el c�alculo del resto de arm�onicos se habr�a de
repetir con argumentos de la forma p�0+ q�+ r�, con p, q y r enteros. Estos
argumentos p�0+ q� permiten compactar las relaciones anteriores, buscando
la forma dada por Kinoshita (1977). Para ello introduciremos sumas sobre
un ��ndice � = �1 en las funciones fij, que resumimos a continuaci�on:

f21 =
X
�=�1

sen(�0 � ��) (cos 2I + � cos I) =

=
X
�=�1

sen(�0 � ��) (1 + � cos I) (�1 + 2� cos I) ,

f22 =
X
�=�1

cos(2�0 � ��)

�
1

2
sen 2I + � sen I

�
=

=
X
�=�1

cos(2�0 � ��)� sen I (1 + � cos I) ,

f31 =
X
�=�1

sen(�0 � �2�)

�
� sen I +

1

2
sen 2I

�
=

=
X
�=�1

sen(�0 � �2�)� sen I (1 + � cos I) ,

f32 =
X
�=�1

cos(2�0 � �2�)
�
1 + cos2+2� cos I

�
=

=
X
�=�1

cos(2�0 � �2�) (1 + � cos I)2 . (2.111)

En este punto se introduce la informaci�on ofrecida por la teor��a externa
del movimiento orbital de los astros perturbadores, en la ecl��ptica de la fecha.
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Como indic�abamos, son series trigonom�etricas de la siguiente forma (se sigue
la notaci�on original de Kinoshita 1977):�a

r

�3
C20(�

0; �0) = �
X
i

A
(0)
i cos�i,�a

r

�3
C21(�

0; �0) = 3
X
i

�A
(1)
i sen�i,

�a
r

�3
S21(�

0; �0) = 3
X
i

A
(1)
i cos�i,�a

r

�3
C22(�

0; �0) = 3
X
i

A
(2)
i cos�i,

�a
r

�3
S22(�

0; �0) = 3
X
i

�A
(2)
i sen�i,

(2.112)

donde i = (m1i;m2i;m3i;m4i;m5i) es una quintupla de enteros con m5 � 0
(es habitual denotar el ��ndice i con car�acter vectorial), a es la distancia
media entre los dos cuerpos14 (perturbador y pertubado), y �i representa
ciertas combinaciones lineales de variables de Delaunay de los cuerpos per-
turbadores, Luna y Sol, dadas por

�i(t) = m1il +m2il
0 +m3iF +m4iD +m5i
; (2.113)

con l, g y h las variables de Delaunay de la Luna, l0, g0 y h0 las del Sol, F =
l+g,D = l+g+h�l0�g0�h0 y 
 = h�� (� es la variable can�onica de Andoyer
para la rotaci�on de la Tierra)15. Las variables l, l0, F , D y 
 son funciones
dependientes del tiempo, polinomios en t que para nuestros prop�ositos podr�an
considerarse de primer grado, de forma que podr�a escribirse

�i(t) = nit+�i0. (2.114)

El c�alculo de las series trigonom�etricas (2.112) a partir de soluciones del
movimiento orbital para Luna y Sol puede consultarse en Navarro (2001).
Tambi�en son necesarias las propiedades, n�umericamente admisibles, dadas

14En Kinoshita (1977) se utiliza para a el valor del radio medio de la órbita. En las
teorías orbitales es habitual el uso del semieje mayor de la órbita. Esto afecta al valor de
las constantes A(k)i empleadas para la expresión de los armónicos esféricos. En el caso del
Sol la diferencia es despreciable, con la precisión considerada hoy en día. Para la Luna se
tiene el factor (Kinoshita y Souchay 1990):

aRadio medio
aSemieje

� F2 = 0:999093142.

15 l es la anomalía media de la Luna, l0 la anomalía media del Sol, F el argumento medio
de la latitud de la Luna, D la elongación media de la Luna desde el Sol y 
 la longitud
media del nodo ascendente de la Luna.
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por Kinoshita (1977)16

A
(1)
i = � �A(1)i , A

(2)
i = �A

(2)
i , A

(j)
i = A

(j)
i;0 + A

(j)
i;1 t. (2.115)

Las expresiones (2.112) implican adem�as que los coe�cientes A
(j)
i veri-

�quen las siguientes condiciones se~naladas por Kinoshita (1977):

A
(0)
i = 0 si m5i = 1; 2,

A
(1)
i = 0 si m5i = 0; 2,

A
(2)
i = 0 si m5i = 0; 1. (2.116)

La demostraci�on de �estas se incluye en la secci�on 6.1.

En las relaciones (2.109), (2.110) y (2.111), y las correspondientes al resto
de arm�onicos esf�ericos, siguiendo la construcci�on anterior, los arm�onicos del
cuerpo perturbador aparecen en la forma de productos de funciones de Legen-
dre por funciones trigonom�etricas de argumento p�0 + q� + r� = p�0 � �u,
con u = ~q�+ ~r� (~q y ~r enteros). As�� por ejemplo, a partir de (2.112)

C20(�
0; �0) cos u = P2(cos �

0) cosu = �
�r
a

�3X
i

A
(0)
i cos�i cosu =

= �1
2

�r
a

�3 X
i;�=�1

A
(0)
i cos (u� ��i) , (2.117)

donde hemos usado
P

�=�1 cos (u� ��i) = 2 cosu cos�i. De forma an�aloga,
y expresando en todos los casos las funciones trigonom�etricas con el mismo
argumento u� ��i, se obtienen las relaciones:

C20(�
0; �0) cosu = �1

2

�r
a

�3 X
i;�=�1

A
(0)
i cos (u� ��i) ,

C20(�
0; �0) senu = �1

2

�r
a

�3 X
i;�=�1

A
(0)
i sen (u� ��i) ,

16Los valores numéricos para los coe�cientes A(j)i , �i, ni y las quintuplas de enteros
(m1i;m2i;m3i;m4i;m5i) ; pada cada valor del índice i, pueden consultarse en Kinoshita
(1977), o su revisión posterior en Kinoshita y Souchay (1990).
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P 12 (cos �
0) cos(�0 � �u) = 3

�r
a

�3X
i

A
(1)
i � sen (u� ��i) ,

P 12 (cos �
0) sen(�0 � �u) = 3

�r
a

�3X
i

A
(1)
i cos (u� ��i) ,

P 22 (cos �
0) cos(2�0 � �u) = 3

�r
a

�3X
i

A
(2)
i cos (u� ��i) ,

P 22 (cos �
0) sen(2�0 � �u) = �3

�r
a

�3X
i

A
(2)
i � sen (u� ��i) ,(2.118)

en las que se ha hecho uso de las propiedades (2.115).
Estudiemos la expresi�on �nal para la transformaci�on del primero de los

arm�onicos, C20. Utilizando (2.118) en (2.110):�a
r

�3
f1 = �

�
3

2
cos2 I � 1

2

�X
i

A
(0)
i cos�i �

3

2
sen 2I

X
i

A
(2)
i cos�i �

�3
4
sen2 I

X
i

A
(1)
i cos�i

= 3
X
i

Bi(I) cos�i, (2.119)

donde se ha de�nido la funci�on

Bi(I) = �
1

6

�
3 cos2 I � 1

�
A
(0)
i � 1

2
sen 2IA

(1)
i � 1

4
sen2 IA

(2)
i . (2.120)

De la misma manera,�a
r

�3
f2 =

3

4
cos� sen 2I

X
i

A
(0)
i cos�i �

�3
4

X
i;�=�1

(1 + � cos I) (�1 + 2� cos I)A(1)i cos (�� ��i)�

�3
8

X
i;�=�1

� sen I (1 + � cos I)A
(2)
i cos (�� ��i)

= �3
2

X
i;�=�1

Ci(I; �) cos (�� ��i) , (2.121)

donde se ha de�nido la funci�on

Ci(I; �) = �1
4
sen 2IA

(0)
i +

1

2
(1 + � cos I) (�1 + 2� cos I)A(1)i +

+
1

4
� sen I (1 + � cos I)A

(2)
i , (2.122)
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y tambi�en se ha hecho uso de la igualdad
P

�=�1 cos (�� ��i) = 2 cos� cos�i
en el primer sumando.

Por �ultimo

�a
r

�3
f3 = �3

4
cos 2� sen2 I

X
i

A
(0)
i cos�i +

+
3

4

X
i;�=�1

� sen I(1 + � cos I)A
(1)
i cos (2�� ��i)�

� 3
16

X
i;�=�1

(1 + � cos I)2A
(2)
i cos (2�� ��i)

=
3

4

X
i;�=�1

Di(I; �) cos (2�� ��i) , (2.123)

donde

Di(I; �) = �
1

2
sen2 IA

(0)
i + � sen I(1 + � cos I)A

(1)
i � 1

4
(1 + � cos I)2A

(2)
i ,

(2.124)
efectuando la misma manipulaci�on trigonom�etrica que en el caso anterior.
Finalmente, recopilando los resultados anteriores en (2.109) obtemos la ex-
presi�on para C20(�; �).

Las funciones Bi(I), Ci(I; �) y Di(I; �) fueron convenientemente intro-
ducidas por Kinoshita (1977) para dar expresiones anal��ticas manejables de
los arm�onicos esf�ericos de grado dos de los cuerpos perturbadores, referidos
al sistema terrestre. �Estos, incluidos en el desarrollo del geopotencial (2.101),
son funciones de las variables can�onicas17 de Andoyer y del tiempo; esto es,
en virtud del desarrollo previo, incluyen soluciones para el movimiento or-
bital de la Luna y el Sol. Relacionamos a continuaci�on el resultado para todos
los arm�onicos esf�ericos de que intervienen en el potencial, y que se obtienen
seg�un el procedimiento ejempli�cado. Las expresiones se pueden consultar

17Aunque ya se ha dicho y además forma parte del planteamiento de partida dado por
(2.102), conviene recordar que el potencial depende también de la variable canónica �,
aunque ésta no aparezca explícitamente en las expresiones de los armónicos esféricos. Ésta
viene a través de (2.113), vía 
 = h� �. Por eso a veces se hace aparecer explícitamente
de�niendo �i = ~�i �m5�, donde ~�i no incluye ninguna variable de la rotación.
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tambi�en en Getino y Ferr�andiz (1995) o Escapa (1997) entre otros.�a
r

�3
C20(�; �) =

3

2

�
3 cos2 � � 1

�X
i

Bi(I) cos�i �
3

2
sen 2�

X
i;�=�1

Ci(I; �)�

� cos (�� ��i) +
3

4
sen2 �

X
i;�=�1

Di(I; �) cos (2�� ��i) ,�a
r

�3
C21(�; �) =

9

4
sen 2�

X
i;�=�1

Bi(I) sen (� � ��i) +
3

2

X
�=�1

�(1 + � cos�)�

� (�1 + 2� cos�)
X
i;�=�1

Ci(I; �) sen (�+ �� � ��i)�

�3
4

X
�=�1

sen� (1 + � cos�)
X
i;�=�1

Di(I; �) sen (2�+ �� � ��i) ,�a
r

�3
S21(�; �) =

9

4
sen 2�

X
i;�=�1

Bi(I) cos (� � ��i) +
3

2

X
�=�1

(1 + � cos�)�

� (�1 + 2� cos�)
X
i;�=�1

Ci(I; �) cos (�+ �� � ��i)�

�3
4

X
�=�1

� sen� (1 + � cos�)
X
i;�=�1

Di(I; �) cos (2�+ �� � ��i) ,�a
r

�3
C22(�; �) = �9

2
sen2 �

X
i;�=�1

Bi(I) cos (2� � ��i)�

�3
X
�=�1

� sen� (1 + � cos�)
X
i;�=�1

Ci(I; �) cos (�+ 2�� � ��i)�

�3
4

X
�=�1

(1 + � cos�)2
X
i;�=�1

Di(I; �) cos (2�+ 2�� � ��i) ,�a
r

�3
S22(�; �) =

9

2
sen2 �

X
i;�=�1

Bi(I) sen (2� � ��i) +

+3
X
�=�1

sen� (1 + � cos�)
X
i;�=�1

Ci(I; �) sen (�+ 2�� � ��i) +

+
3

4

X
�=�1

� (1 + � cos�)2
X
i;�=�1

Di(I; �) sen (2�+ 2�� � ��i) .

(2.125)
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2.8. Método de perturbaciones

A pesar de que se haya dado una expresi�on compacta para los arm�onicos
esf�ericos de los que depende el geopotencial, su dependencia con las variables
can�onicas hace inviable la resoluci�on exacta de las ecuaciones de Hamilton
para

H = T (M;N; �) + V (�;M;N; �; �; �) + E(�;M; �). (2.126)

Ello requerir�a de la introducci�on de m�etodos can�onicos de perturbaciones
para la obtenci�on de soluciones aproximadas.
Las particularidades de aplicaci�on de �estos, y de elecci�on de los distintos

componentes del m�etodo, se abordar�an en la pr�oxima secci�on. Por el momento
resumiremos las generalidades del denominado método de Hori (Hori 1966,
1973, tambi�en conocido como de Lie-Hori) y su justi�caci�on para el caso que
nos ata~ne. Fue introducido originalmente por Kinoshita (1977) en el �ambito
de la teor��a hamiltoniana de la rotaci�on de la Tierra, pero tiene sus or��genes en
los m�etodos can�onicos de von Zeipel-Brouwer (Zeipel 1916, Brouwer 1959) y
de Poincar�e (Poincar�e 1893). Estos m�etodos est�an basados en el uso de series
de Lie y su asociaci�on con las transformaciones can�onicas in�nit�esimales. Los
aspectos matem�aticos del m�etodo pueden consultarse en Ferraz-Mello (2007),
que aqu�� se exponen de forma sucinta.
Se puede construir una tranformaci�on can�onica (q; p)! (Q;P ) a partir de

una funci�on generatriz de la forma S(Q; q;�) su�cientemente regular, donde
por el habitual abuso de notaci�on q y Q representan los conjuntos de coorde-
nadas can�onicas antes y despu�es de la transformaci�on, respectivamente. La
transformaci�on can�onica, para cada valor del par�ametro real �, vendr�a dada
por las ecuaciones pi = @S=@qi, Pi = �@S=@Qi, donde p y P respresentan los
momentos can�onicos. Si Q = Q(q; p;�) es una soluci�on del anterior sistema de
ecuaciones, entonces, de�niendo W (q; p;�) = �@S (Q(q; p;�); q;�) =@� (de-
nominada funci�on generatriz de Lie o generador de Lie del grupo) se veri�can
las ecuaciones siguientes para la transformaci�on can�onica in�nitesimal

dqi
d�

=
@W

@pi
,
dpi
d�

= �@W
@qi

. (2.127)

Se de�ne la derivada de Lie de una funci�on real f de clase C1 con dominio
en el espacio de fases, como

DWf = ff;Wg =
X
i

�
@f

@qi

@W

@pi
� @W

@qi

@f

@pi

�
, (2.128)

que adem�as de veri�car las propiedades algebraicas habituales de la derivada,
permite de�nir una estructura de �algebra de Lie. Para nuestra aplicaci�on
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mec�anica es interesante rese~nar que cuando se dispone de una restricci�on
de la funci�on f a una curva integral (q(�); p(�)), soluci�on de las ecuaciones
can�onicas (2.127) generadas por W para cierto problema de valor inicial, y
que representamos como ~f = f (q(�); p(�)), se tiene por aplicaci�on de (2.128)
que

d ~f

d�
= ff;Wg = DWf . (2.129)

Bajo condiciones generales de regularidad las ecuaciones (2.127) permiten
expresar las soluciones como desarrollos de Taylor, que teniendo en cuenta
(2.129) toman la forma

qi =

1X
k=0

�k

k!

�
Dk
W qi
�
�=0

, pi =
1X
k=0

�k

k!

�
Dk
Wpi
�
�=0

(2.130)

donde Dk
W representa la derivada k-�esima, por aplicaci�on reiterada de DW .

El resultado anterior permite de�nir la serie de Lie generada por W de
una funci�on f como

EWf =
1X
k=0

�k

k!
Dk
Wf , (2.131)

que resulta ser la serie de Taylor en � = 0 de la funci�on restringida, ~f , a las
trayectorias soluci�on de (2.127).
En las teor��as can�onicas de perturbaciones, la generatriz W se introduce

como una funci�on arbitraria a determinar de forma que veri�que algunas
condiciones dadas. A su vez, en la construcci�on independiente de (2.131),
dada �esta como de�nici�on, se tiene libertad para adoptar el par�ametro � =
1, ya que �este nada tiene que ver con el peque~no par�ametro que de�ne la
perturbaci�on, en la formaH = H0+"H1+"

2H2+::: habitualmente. Adem�as la
condici�on de canonicidad (o caracterizaci�on a trav�es de corchetes de Poisson)
para una trasnformaci�on can�onica del tipo (q; p)! (EW q; EWp), en t�erminos
de series de Lie se escribe EW fq; pg = fEW q; EWpg, es independiente del
par�ametro �. Aprovechando la homegenidad de la derivada de Lie, Dk

�W =
�kDk

W , y asumiendo desarrollos para las funciones f = f0 + f1 + f2 + ::: y
W = W1 +W2 + ::: , tenemos la base de lo que constituir�an las ecuaciones
del m�etodo de perturbaciones:

EWf = f0 + f1 +DW1f0 +

+f2 +DW1f1 +DW2f0 +
1

2
DW1DW1f0 + :::

= f0 + f1 + ff0;W1g+

f2 + ff1;W1g+ ff0;W2g+
1

2
fff0;W1g ;W1g+ ::: (2.132)
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cuya convergencia no est�a asegurada en un sentido estricto (se trata de
un desarrollo asint�otico), y depende de la magnitud de jW j debido a la
homegenidad de Dk

W respecto de W . La transposici�on de (2.132) al mar-
co hamilitoniano es directa, considerando una transformaci�on can�onica18

(q; p)! (EW �q; EW �p) = (q�; p�) donde W � = W (q�; p�).
Si el hamiltoniano es independiente del tiempo (sistema auton�omo), y por

tanto se conserva ante transformaciones can�onicas, H� (q�; p�) = H (q; p) ; se
tiene

H� (q�; p�) = EW �H(q�; p�). (2.133)

Las ecuaciones perturbativas se obtienen sustituyendo este resultado en los
desarrollos siguientes

H = H0 + "H1 + "2H2 + :::

H� = H�
0 + "H�

1 + "2H�
2 + :::

W � = "W �
1 + "2W �

2 + ::: (2.134)

y comparando con el desarrollo (2.133), utilizando (2.132):

H�
0 = H0

H�
1 = H1 + fH0;W

�
1 g

H�
2 = H2 + fH1;W

�
1 g+

1

2
ffH0;W

�
1 g ;W �

1 g+ fH0;W
�
2 g

::: (2.135)

En estas ecuaciones, Hk = Hk(q
�; p�), la dependencia en (q�; p�) es la misma

que Hk(q; p) en (q; p), es decir, se construye mediante sustituci�on literal de
las coordenadas viejas por las nuevas. En la ecuaci�on de orden k, W �

k s�olo
aparece en el t�ermino de la forma fH0;W

�
k g, y H�

k s�olo aparece en el miembro
izquierdo de la ecuaci�on. El resto de t�erminos son funciones calculadas en los
k � 1 pasos anteriores. Se puede escribir entonces, de forma resumida

H�
k = 	k + fH0;W

�
k g (2.136)

donde 	k(q
�; p�) es una funci�on conocida. La ecuaci�on (2.136) es una ecuaci�on

diferencial en derivadas parciales para la funci�on inc�ognitaW �
k . En el caso en

que el hamiltoniano depende s�olo de algunos momentos can�onicos19, H0 =

18Nótese que el resultado (2.130) se puede escribir de forma compacta como z = EW�z�

donde z = (q; p), z� = (q�; p�) y W � =W (z�). Para cualquier función f se tiene entonces
f(z) = f(EW�z�) = EW�f(z�), resultado que se conoce como teorema de conmutación.
19Esta condición para hallar soluciones al método hace que, en general, se formule sólo

para variables acción-ángulo, como ocurre en nuestro problema en el caso del hamiltoniano
libre y simétrico, H0 = T0 dado por (2.56).
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H0(pj) esta ecuaci�on se simpli�ca por @H0=@q
�
i = 0, y entonces

	k �H�
k =

X
j

@H0

@p�j

@Wk

@q�j
. (2.137)

Aun as��, en la ecuaci�on (2.137) sigue habiendo dos funciones descono-
cidas, lo que nos obliga a selccionar una de ellas bajo ciertos criterios que
sean consistentes con el problema a resolver. En las teor��as can�onicas de
perturbaciones (von Zeipel-Brouwer), en esta situaci�on, se buscan soluciones
aproximadas mediante el método de los promedios, bajo la hip�otesis a priori
de que la evoluci�on del sistema diferir�a respecto del \sistema promediado"
dentro del orden de aproximaci�on requerido. Por ejemplo, si se trabaja con
variables acci�on-�angulo, una posibilidad es promediar el hamiltoniano de la
perturbaci�on en los �angulos cuyas frecuencias, ��j = @H0=@p

�
j , sean no nulas.

Pero �esta no es necesariamente la �unica opci�on, ya que el m�etodo no tiene un
enunciado preciso20, sino diversas posibilidades consistentes con una misma
idea f��sica.
Vamos a ilustrar un caso particular buscando la aplicaci�on en nuestro

problema, con las ecuaciones del m�etodo a primer orden de perturbaciones,
para H0 = H0(pj)

H�
0 = H0

H�
1 = H1 + fH0;W

�
1 g

H1 �H�
1 =

X
j

@H0

@p�j

@W �
1

@q�j
. (2.138)

Supongamos adem�as que el hamiltoniano es de un tipo similar a nuestro
problema de rotaci�on, de forma que la perturbaci�on de primer orden, H1,
depender�a de los momentos can�onicos y, quiz�as, tambi�en de algunas variables
angulares, en contribuciones aditivas separadas. Siguiendo el m�etodo de los
promedios seleccionamos H�

1 = hH1i, y elegimos como promedio hH1i =
H1sec la parte secular del hamiltoniano, esto es, la parte sin dependencia
con las variables angulares (esta de�nici�on no estricta de la parte secular
del hamiltoniano se sigue �unicamente a efectos ilustrativos, volveremos a ella
m�as adelante). La ecuaci�on diferencial (2.138) resulta entonces

H1 � hH1i =
X
j

@H0

@p�j

@W �
1

@q�j
=
X
j

dq�j
dt

@W �
1

@q�j
=

�
dW �

1

dt

�
UP

, (2.139)

20En este aspecto es ilustrativo el comentario de Arnold (1978) sobre el método de los
promedios (averaging principle): "this principle is neither a theorem, an axiom, nor a
de�nition; it is [...] a vaguely formulated and, rigorously speaking, wrong proposition".
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ya que H1� hH1i s�olo puede depender de las coordenadas can�onicas, y dado
que hemos usado las ecuaciones de Hamilton, el sub��ndice \UP" (unper-
turbed) indica que la derivada est�a calculada sobre soluciones o trayectorias
del sistema hamiltoniano dado por H0, es decir, del caso no perturbado. A
las ecuaciones de hamilton para H0 se les denomina, en este �ambito, sistema
auxiliar de Hori. La ecuaci�on (2.139) permite la integraci�on para obtener la
funci�on generatriz de primer orden de perturbaci�on

W �
1 =

Z
UP

(H1 � hH1i) dt =
Z
UP

H1perdt, (2.140)

donde H1per simboliza la parte peri�odica del hamiltoniano, de�nida a partir
de H1 = H1sec + H1per. En esta expresi�on se realiza una integral de camino
sobre las trayectorias soluci�on del sistema no perturbado (funciones depen-
dientes del tiempo y de constantes de integraci�on, se vuelve a este detalle
m�as adelante). A partir de ah��, y en virtud del desarrollo (2.131) se obtienen
aproximaciones anal��ticas para las funciones que dependan de las variables
can�onicas. As�� por ejemplo, a primer orden se tiene

f(p; q) = f(p�; q�) + ff(p�; q�);W �
1 g = f(p�; q�) +4f(p�; q�). (2.141)

En esta aproximaci�on de primer orden, los efectos seculares de la evoluci�on de
f se encuentran contenidos en f(p�; q�), mientras que los efectos peri�odicos
provienen de 4f(p�; q�), tal como apunta Kinoshita (1977).
Sin embargo, esta de�nici�on de parte secular, no es v�alida para nuestro

problema de rotaci�on de la Tierra, ya que no tiene por qu�e veri�carse que la
dependencia con los momentos y variables angulares sea disjunta en H1 sec +
H1per . Pero en concreto, y como veremos, ser�a v�alida si permitimos que en
la parte secular del hamiltoniano se incluyan las variables de largo periodo,
o dicho de otra forma, si promediamos s�olo con respecto a las variables de
movimiento r�apido (comparado con alguna caracter��stica propia del sistema
din�amico, en nuestro caso, por ejemplo, los periodos de nutaci�on). Esto es
una manifestaci�on de un resultado m�as amplio. Puede demostrarse (Ferraz-
Mello 2007, mediante la teor��a de Cauchy-Darboux de curvas características)
que en el m�etodo general de Hori la ecuaci�on (2.136) conduce a un resultado
general, formalmente similar a (2.139)

dW �
k

du
= 	k �H�

k , (2.142)

que se resuelve conjuntamente con el sistema auxiliar de Hori,

dq�i
du

=
@H0

@p�i
,
dq�i
du

= �@H0

@q�i
. (2.143)
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El sistema cuyo hamiltoniano es H0 se denomina núcleo (o kernel) de Hori.
En este sistema de ecuaciones, u es un par�ametro de las curvas soluci�on,
denominadas caracter��sticas, q�i (u), p

�
i (u), que ocupa el lugar del par�ametro

tiempo en las ecuaciones de los sistemas mec�anicos. Es importante rese~nar
que las ecuaciones (2.143) son las mismas para todo k, esto es, para todo
orden de perturbaci�on. Esto es una de las ventajas anal��ticas del m�etodo
de Hori, ya que se mantienen las ecuaciones del caso no perturbado en la
aproximaci�on dada por el m�etodo en todos los �ordenes. La soluci�on de (2.142)
para todo k requiere, no obstante, la integrabilidad de (2.143), esto es, la
obtenci�on de las trayectorias del sistema no perturbado, que simb�olicamente
representamos como:

q�i = q�i (u+ C1; C2; :::C2n),

p�i = p�i (u+ C1; C2; :::C2n), (i = 1:::n) (2.144)

donde 2n es la dimensi�on del espacio de fases y Cj son constanes de inte-
graci�on.
El m�etodo de los promedios conlleva la selecci�on de H�

k = h	ki, donde se
puede realizar un promedio general para funciones quasi-peri�odicas (teorema
de Bohr)

H�
k = h	ki = l��m

T!1

1

T

Z T

0

	kdu, (2.145)

que �nalmente permite la construcci�on de la funci�on generatriz por inte-
graci�on de (2.142). Podemos, por lo tanto, dar un car�acter general a los
resultados (2.140) y (2.141).
N�otese adem�as que, lejos de ser una elecci�on libre, las particularidades de

nuestro problema nos obligan, ante una ecuaci�on diferencial del tipo (2.138),
a incluir las variables de largo periodo en la parte secular del hamiltoniano.
Supongamos, en una situaci�on similar a la integraci�on de primer orden de
nuestro problema de rotaci�on, que

H�
1 (�

�; p�) = H1sec = H1s(p
�) +H1lp(�

�; p�); (2.146)

aqu�� �� representa las variables angulares de largo periodo, \s" hace referencia
a la parte secular pura, y \lp" a los t�erminos de largo periodo. La ecuaci�on
(2.138) toma entonces la formaX

j

��j
@W �

1

@q�j
= H1cp(q

�; p�), (2.147)

donde \cp" representa la contribuci�on aditiva de H1 de los t�erminos de cor-
to periodo, y ��j las frecuencias de las variables de corto periodo (se puede
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suponer, como simpli�caci�on, que se trata de variables acci�on-�angulo o pr�oxi-
mas a ellas). En general, y como se ver�a en la pr�oxima secci�on, la integraci�on
de (2.147) para la obtenci�on de W �

1 incluir�a denominadores del tipo
P

k hk�
�
j

(con hk enteros). Sin embargo, de haber excluido �
� de la parte secular, y por

lo tanto estar presente en H1cp, provocar��a la aparici�on de peque~nos divisores
(frecuencias pr�oximas a cero), o resonancias, que invalidar��an la convergencia
del m�etodo.
Para determinada W �

k a partir de (2.142), se emplean las soluciones
(2.144) para escribir 	k en funci�on del tiempo (u), esto es, se realiza la inte-
gral de camino sobre el sistema n�ucleo, como ya adelant�abamos en (2.140).
Despu�es se requiere invertir el sistema de soluciones (2.144) para recuperar
H�
k y W

�
k como funciones de q

�
i y p

�
i :

u+ C1 = g1(q
�
j ; p

�
j),

Ci = gi(q
�
j ; p

�
j), (i = 2:::n, j = 1:::n). (2.148)

Esto �ultimo es un paso que puede ser problem�atico y no garantizado en
general21. No obstante est�a impl��citamente incluido en la construcci�on de las
funciones generatrices y hamiltonianos transformados, aunque la notaci�on
habitual pueda ser confusa a este respecto. Volveremos sobre algunos de los
detalles del m�etodo en su aplicaci�on espec���ca al problema que nos ata~ne.
Por �ultimo relacionamos las ecuaciones de m�etodo para los primeros dos

�ordenes de perturbaci�on (Hori 1966, 1973 o m�as recientemente Getino et al.
2010):

H�
0 = H0, H�

1 = H1sec,

H�
2 = H2sec +

1

2
fH1 +H1sec;W

�
1 gsec , donde Hk(:::) = Hk(:::)(q

�; p�)

W �
1 =

Z
UP

H1perdt,

W �
2 =

Z
UP

H2perdt+
1

2
fH1 +H1sec;W

�
1 gper . (2.149)

Para la evoluci�on temporal de las funciones dependientes de las variables
can�onicas:

f(p; q) = f(p�; q�) +4f(p�; q�),

4f = ff �;W �
1 g+ ff �;W �

2 g+
1

2
fff �;W �

1 g ;W �
1 g , (2.150)

21Es remarcable a este respecto que Hori (1973) indica que la inversión puede realizarse
�in principle, at least�. Ferraz-Mello (2007) en este punto recomienda el uso de variables
acción-ángulo o próximas a ellas.
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donde f � = f(p�; q�). En el caso particular de las variables can�onicas, se
tiene:

4 q = q � q� =
@W �

1

@p�
+
@W �

2

@p�
+
1

2

�
@W �

1

@p�
;W �

1

�
,

4p = p� p� = �@W
�
1

@q�
� @W �

2

@q�
� 1
2

�
@W �

1

@q�
;W �

1

�
. (2.151)

En el �ambito de aplicaci�on de esta investigaci�on, se emplear�an las expresiones
correspondientes al primer orden de perturbaci�on.



Capítulo 3

Tierra rígida

3.1. Integración de primer orden

En el estudio de la rotaci�on de la Tierra r��gida, se entiende por problema
de primer orden (Kinoshita 1977) aqu�el de�nido por una perturbaci�on, sobre
el caso libre sim�etrico, dada por el primer t�ermino del desarrollo del potencial
gravitatorio (2.101) y el t�ermino de no inercialidad. Es decir, el hamiltoniano
se descompone en

H = H0 +H1 con H0 = T0, H1 = V1 + E, (3.1)

donde T0 viene dado por (2.56), E por (2.76) y V1 de�nido por

V1(r) =
Gm

r3
2C � A�B

2
C20(�; �). (3.2)

La justi�caci�on de que H1 puede ser considerado como un hamiltoniano de
perturbaci�on viene dada por la evaluaci�on de los �ordenes de magnitud rela-
tivos, que puede consultarse en la literatura de referencia (Kinoshita 1977,
Getino y Ferr�andiz 1995):

V1;L
T0

' 6� 10�8, V1;S
T0

' 3� 10�8,

VL � V1;L
V1;L

' 4� 10�5, VS � V1;S
V1;S

' 10�7, E
T0
' 10�7, (3.3)

donde T0 se de�ne en (2.56), y cuya relaci�on en magnitud con T1 ya se es-
tudi�o previamente (2.59). Los sub��ndices L y S, denotan los t�erminos del
potencial correspondientes a los astros perturbadores, Luna y Sol, respecti-
vamente.

57
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La integraci�on de la situaci�on no perturbada de�nida por H0, es decir,
la rotaci�on de un s�olido r��gido libre y sim�etrico, se abord�o en la secci�on 2.4.
Con esta descomposici�on del hamiltorniano, todos los momentos can�onicos
en el caso no perturbado son constantes del movimiento. Tal y como se rese~na
en Getino et al. (2010), esta elecci�on de H0 y H1 supone una diferencia de
procedimiento respecto a la integraci�on original de Kinoshita (1977), que
introduce el t�ermino E en la expresi�on de H�

0 para la construcci�on de la
funci�on generatriz del m�etodo de Hori (ecuaci�on 4.8 de la referencia).

Debe tenerse en cuenta adem�as la expresi�on (2.125) para escribir V1 en
t�erminos del conjunto can�onico de Andoyer. �Este a su vez, y de ah�� la pre-
sencia del t�ermino de no inercialidad E(�;M; �); est�a referido al sistema no
inercial denominado ecl��ptica de la fecha. Tal como se expuso en la secci�on
2.7, es en �este d�onde se dispone de funciones conocidas del tiempo para la
posici�on de los cuerpos perturbadores, a trav�es de las combinaciones lineales
�i(t) dadas por (2.113) que participan en la expresi�on �nal de V1. Por lo
tanto el hamiltoniano de la perturbaci�on resulta:

H1 = G(C � A)
X
p=L;S

mp

a3p

"
3

2

�
3 cos2 � � 1

�X
i

Bi;p(I) cos�i�

�3
2
sen 2�

X
i;�=�1

Ci;p(I; �) cos (�� ��i)+ (3.4)

+
3

4
sen2 �

X
i;�=�1

Di;p(I; �) cos (2�� ��i)

#
+ E(�;M; �).

La integraci�on del problema se aborda con el m�etodo de perturbaciones
de Hori, expuesto en la secci�on 2.8. Las ecuaciones de Hamilton, resueltas en
la secci�on 2.4 para la integraci�on del caso libre, constituyen el denominado
sistema auxiliar de Hori. Las ecuaciones del m�etodo (2.149) conducen a

H�
0 = H0(M

�; N�) =
1

2

M�2

A
+
1

2
N�2

�
1

C
� 1

A

�
,

H�
1 = H1sec. (3.5)

Recu�erdese queH1sec = H1sec(p
�; q�): La soluci�on del sistema auxiliar de Hori,

en virtud de (2.58) y (2.61), resulta

�� = ��0, �
� = n��t+ ��0, �

� = n��t+ ��0,

�� = ��0, M
� =M�

0 , N
� = N�

0 , (3.6)
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donde se han de�nido los movimientos medios an�alogamente a (2.62) y el
sub��ndice 0 denota las constantes de integraci�on. En virtud de su de�nici�on
(2.13), los �angulos auxiliares tambi�en resultan constantes

�� = ��0, I
� = I�0 . (3.7)

La selecci�on de la parte secular del hamiltoniano, H1sec, siguiendo la cons-
trucci�on dada por (2.146), debe incluir la parte secular pura, esto es, sin
dependencia con las variables angulares, as�� como los t�erminos dependien-
tes exclusivamente de variables de largo periodo, en nuestro problema de la
variable can�onica �.
Por lo tanto H1sec = E(�;M; �) + V1sec, donde V1sec denota la parte se-

cular del potencial perturbador. Examinando (3.4), los �unicos t�erminos con
contribuci�on secular son aquellos con argumento �i = 0, y siempre que �i
sea el �unico argumento de las f�ormulas trigonom�etricas. Tal y como se indica
en Kinoshita (1977), el valor �i = 0 se obtiene para la quintupla de enteros
nulos, i = (m1;m2;m3;m4;m5) = (0; 0; 0; 0; 0), por lo tanto

H�
1 = H1sec =

X
p=L;S

k0p
1

2

�
3 cos2 �� � 1

�
B0;p(I

�) + E(��;M�; ��), (3.8)

donde por comodidad de notaci�on se ha de�nido el par�ametro

k0p =
3Gmp(C � A)

a3p
(3.9)

que caracteriza la intensidad gravitatoria debida al cuerpo externo p. Para
la construcci�on de la funci�on generatriz del m�etodo, se precisa de la parte
periodica del hamiltoniano, esto es

H1per = H1 �H1sec =

=
X
p=L;S

k0p

"
1

2

�
3 cos2 �� � 1

�X
i6=0

Bi;p(I
�) cos��i�

�1
2
sen 2��

X
i;�=�1

Ci;p(I
�; �) cos (�� � ���i )+

+
1

4
sen2 ��

X
i;�=�1

Di;p(I
�; �) cos (2�� � ���i )

#
. (3.10)

La funci�on generatriz para la obtenci�on del movimiento del sistema, W �
1 ,

se construye a partir de (2.149)

W �
1 =

Z
UP

H1perdt. (3.11)
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El c�alculo de la integral resulta inmediato teniendo en cuenta las siguientes
consideraciones. Como se indic�o, es una integral de camino que se realiza
sobre las soluciones o trayectorias del sistema n�ucleo de Hori, dadas por (3.6),
donde tanto los momentos como los movimientos medios de las variables son
constantes. Aceptando la simpli�caci�on num�ericamente admisible indicada
por Kinoshita (1977)1, supondremos que el efecto de la dependencia temporal

de los coe�cientes A
(j)
i dada por (2.115) es despreciable, considerando que

�estos son constantes en la integraci�on. Igualmente, en virtud de la asunci�on
de (2.114), dentro del nivel de aproximaci�on, se tendr�a que d��i =dt = n�i , con
ni constante. Por �ultimo, recuperando la dependencia de �

�
i con la variable

�� dada por (2.113), se tiene que d��i =d�
� = �m5i. La funci�on generatriz

resulta entonces:

W �
1 =

X
p=L;S

k0p

"
1

2

�
3 cos2 �� � 1

�X
i6=0

Bi;p(I
�)

ni
sen��i�

�1
2
sen 2��

X
i;�=�1

Ci;p(I
�; �)

n�� � �ni
sen (�� � ���i )+

+
1

4
sen2 ��

X
i;�=�1

Di;p(I
�; �)

2n�� � �ni
sen (2�� � ���i )

#
. (3.12)

N�otese que tras la integraci�on sobre el camino no perturbado, se ha realizado
la sustituci�on de las constantes de integraci�on por las variables transformadas
mediante la inversi�on del sistema (3.6), tal como se indic�o en (2.148). La
inversi�on resulta trivial en este caso,

��0 = ��, ��0 = �� � n��t, �
�
0 = �� � n��t,

��0 = �
�, M�

0 =M�, N�
0 = N�, (3.13)

1En los valores tabulados para las A(j)i (por ejemplo en Kinoshita 1977) se tiene que���A(j)i;1 ��� � ���A(j)i;0 ���, al menos dos órdenes de magnitud inferiores. La consideración de la
dependencia temporal de las funciones Bi;p, Bi;p y Ci;p da lugar a los términos fuera de
fase, de poca magnitud por el valor de las A(j)i;1 y por aparecer divididos por el cuadrado
de las frecuencias. No obstante, algunos de ellos se consideran en los estándares actuales
(Escapa et al. 2013).
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y a modo de ejemplo, se tiene entonces:Z
UP

cos (�� � ���i ) dt =

Z
cos
�
n��t+ ��0 � ���i

�
dt =

=
1

n�� � �ni
sen(n��t+ ��0 � ���i ) =

=
1

n�� � �ni
sen(�� � ���i ). (3.14)

La soluci�on para el sistema perturbado, esto es, su movimiento descrito
a trav�es de la variaci�on de las variables can�onicas respecto al caso no pertur-
bado, viene dado por las ecuaciones (2.151) del m�etodo de perturbaciones,
que a primer orden resulta

q = q� +4q = q� +
@W �

1

@p�
= q� + fq�;W �

1 g , (3.15)

o equivalentemente, 4q = fq�;W �
1 g.

N�otese que esta aplicaci�on del m�etodo de perturbaciones de Hori, en el
�ambito de la rotaci�on de la Tierra, permite s�olo el estudio del movimiento
de corto periodo, esto es, el movimiento de nutación. Ello es debido a la de-
pendencia con los argumentos de corto periodo, ��i , en todos los t�erminos de
la funci�on generatriz, que v��a (3.15) pasan a formar parte de 4q. En cam-
bio, la evoluci�on de las coordendas q� viene determinada por el hamiltoniano
secular H�

0 + H�
1 , esto es, el hamiltoniano transformado por la transforma-

ci�on can�onica generada por W �
1 , que de�ne el primer orden de perturbaci�on.

Constituye, por tanto, la parte secular o de largo periodo del movimiento del
sistema. �Esta resulta, en virtud de las ecuaciones de Hamilton:

dq�

dt
= fq�; H�

0 +H�
1g = fq�; H�

0g+ fq�; H1secg . (3.16)

El movimiento de precesión de la Tierra, necesario para el estudio de la
evoluci�on temporal del sistema, viene de�nido entonces por (3.16)2, y se
aborda en la secci�on 3.3. Tampoco �este sistema resulta integrable (aunque
queda reducido a un grado de libertad) y conduce a los conocidos desarrollos
en serie para el estudio de la precesi�on de la Tierra.
En (3.15) se requiere, por tanto, derivar W �

1 respecto de los momentos.
Antes de proceder al c�alculo de las derivadas, conviene hacer un r�apido repaso
de la dependencia funcional de la funci�on generatriz. La dependencia con los
momentos can�onicos, ��, M� y N�, est�a a trav�es de los �angulos auxiliares ��

2En particular, como se estudiará, de d��=dt y dI�=dt.
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e I�, en virtud de (2.13), y en el caso deM� tambi�en a trav�es del movimiento
medio3 n�� =M�=A, seg�un (2.56). En particular �� aparece expl��citamente, e
I� lo hace como argumento de las funciones Bi, Ci y Di. No hay dependencia
con la variable can�onica ��, con �� a trav�es de las funciones ��i , y �

� aparece
en los argumentos de las funciones trigonom�etricas. Conviene por ello expre-
sar el operador derivada parcial respecto de los momentos en t�erminos de
las derivadas parciales respecto de las variables auxiliares, mediante la regla
de la cadena. Las derivadas parciales de las variables auxiliares respecto de
los momentos se obtienen por derivaci�on directa de (2.13)4. Los operadores
resultan:

@

@M
=

�
@

@M

�
+
cot�

M

@

@�
+
cot I

M

@

@I
+
1

A

@

@n�
;

@

@N
=

�
@

@N

�
� 1

M sen�

@

@�
;

@

@�
=

�
@

@�

�
� 1

M sen I

@

@I
; (3.17)

donde (@=@p) denota la derivada parcial de los t�erminos que contienen una
dependencia funcional expl��cita con el momento can�onico p.
A partir de las ecuaciones de perturbaci�on (3.15), estudiamos el movi-

miento del sistema perturbado, esto es, el c�alculo de las funciones 4�, 4�,
4� y adicionalmente las auxiliares 4I y 4�. Con �estas se determina el mo-
vimiento de nutaci�on de los planos fundamentales que describen la rotaci�on
de la Tierra a trav�es de la geometr��a de�nida por los conjuntos can�onicos
seleccionados. Las ecuaciones de pertubaci�on resultan entonces:

4 � =
@W �

1

@��
= � 1

M� sen I�
@W �

1

@I�
,

4� =
@W �

1

@M� =
1

M�

�
cot��

@W �
1

@��
+ cot I

@W �
1

@I�

�
+
1

A

@W �
1

@n��
,

4� =
@W �

1

@N� = �
1

M� sen��
@W �

1

@��
: (3.18)

Dado que �� e I� son funciones del conjunto can�onico, su evoluci�on viene

3En la aplicación del método de perturbaciones, en Kinoshita (1977) se ignora esta
dependencia funcional con M . Un análisis independiente de esta contribución puede con-
sultarse en Escapa (1997), dónde se comprueba que conduce términos del orden de �2,
que no afectan al resultado del cálculo de las nutaciones a orden �0. No obstante bajo
esta aproximación pueden incluirse en el cálculo, junto al resto de términos, sin ninguna
consideración particular.

4 @I

@M
=
cot I

M
,
@�

@M
=
cot�

M
.
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determinada an�alogamente por (2.150)5:

4 I = fI�;W �
1 g = �

@I�

@��
@W �

1

@��
� @I�

@M�
@W �

1

@��
=

=
1

M�

�
1

sen I�
@W �

1

@��
� cot I�@W

�
1

@��

�
,

4� = f��;W �
1 g = �

@��

@M�
@W �

1

@��
= �cot�

�

M�
@W �

1

@��
. (3.19)

3.2. Movimiento de nutación

Estudiamos la soluci�on a primer orden del movimiento de rotaci�on de
la Tierra r��gida a partir de la descripci�on de las nutaciones de los planos
fundamentales de referencia: de Andoyer y de �gura (o ecuatorial).
El plano de Andoyer est�a introducido por la geometr��a del conjunto

can�onico de Andoyer, tal como se estudi�o en su construcci�on. Su movimiento,
por tanto, se rige por las nutaciones de los �angulos � e I, esto es, por los t�ermi-
nos 4I (nutaci�on en oblicuidad) y 4� (nutaci�on en longitud) denominados
de Poisson6. Estos t�erminos peri�odicos determinan, entonces, el movimien-
to de nutaci�on del eje del momento angular total de la Tierra. Siguiendo
el desarrollo anal��tico de Kinoshita (1977), el c�alculo de (3.18) se simpli�ca
considerablemente aprovechando que �� ' 10�6 rad y estableciendo el orden
0 de � como num�ericamente aceptable para las expresiones del movimiento
de nutaci�on.
Bajo esta aproximaci�on (3 cos2 �� � 1) =2 ' 1 y s�olo se considera el primer

t�ermino de (3.12)7, por tanto

4 � = � 1

M� sen I�

X
p=L;S

k0p
X
i6=0

1

n�i

@Bi(I
�)

@I�
sen��i +O(��). (3.20)

Considerando la expresi�on (2.120) de Bi(I
�), y de�niendo (Kinoshita 1977)

Ei(I
�) =

1

sen I�
@Bi(I

�)

@I�
=

�
A
(0)
i � 1

2
A
(2)
i

�
cos I� � cos 2I

�

sen I�
A
(1)
i , (3.21)

5De forma matemáticamente equivalente se puede proceder a la diferenciación de sus
expresiones de�nitorias (2.13), y la sustitución de las diferenciales por las funciones 4p y
4q dadas por las ecuaciones (2.151) del método de perturbaciones.

6Son los términos que se obtienen por aplicación de las ecuaciones de perturbación de
Poisson (Kinoshita 1977).

7En aras de la simplicidad, procedemos aquí igual que en Kinoshita (1977). Sin embargo
un planteamiento riguroso exige realizar primero las derivadas y después la aproximación
numérica de los términos.
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�nalmente resulta

4 � = � 1

M�

X
p=L;S

k0p
X
i6=0

Ei(I
�)

n�i
sen��i +O(��). (3.22)

En el caso de la oblicuidad, la aproximaci�on num�erica previa anula los t�ermi-
nos con dependencia en �, esto es @W1=@� = 0. Se tiene entonces

4 I =
1

M� sen I�

X
p=L;S

k0p
X
i6=0

Bi(I
�)

n�i
cos��i

@��i
@��

+O(��) =

= � 1

M� sen I�

X
p=L;S

k0p
X
i6=0

mi5
Bi(I

�)

n�i
cos��i +O(��). (3.23)

El movimiento del plano de �gura, o plano ecuatorial, se describe a trav�es
de las nutaciones de los �angulos de Euler � (longitud) y � (oblicuidad). �Estos
se relacionan con los �angulos de Andoyer a trav�es de las expresiones (2.54).
Se acostumbra a dividir el movimiento de estos �angulos (Kinoshita 1977) en
dos partes, en virtud de

� = �+ (�� �) = �+ �
sen�

sen I
+O(�2),

� = I + (� � I) = I + � cos�+O(�2). (3.24)

As�� el movimiento del plano de �gura se describe a trav�es del movimiento
del plano de Andoyer, m�as t�erminos adicionales dependientes de � (que re-
presenta el movimiento del plano ecuatorial respecto del de Andoyer. Las
nutaciones 4 (�� �) y 4(� � I) se denominan t�erminos de Oppolzer. Estos
t�erminos peri�odicos determinan la desviaci�on del movimiento peri�odico del
eje de �gura respecto al eje del momento angular de la Tierra. Teniendo en
cuenta (2.150), a primer orden de perturbaci�on se tendr�a

4 (�� �) = f�� �;W �
1 g =

�
��
sen��

sen I�
;W �

1

�
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=
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@��
@W �

1
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@f

@M�
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1

@��
� @f

@��
@W �

1

@��
, (3.25)

donde se ha de�nido con car�acter auxiliar la funci�on f = �� sen��= sen I�.
Igualmente, por simplicidad de notaci�on en el c�alculo de las derivadas, de�n-
imos las funciones W

�(0)
1 , W

�(1)
1 y W

�(2)
1 a partir de (3.12) de forma que

W �
1 =

1

2

�
3 cos2 �� � 1

�
W

�(0)
1 � 1

2
sen 2��W

�(1)
1 +

1

4
sen2 ��W

�(2)
1 . (3.26)
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Empleando (3.18):
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. (3.27)

El c�alculo se efect�ua an�alogamente estableciendo el orden 0 de � como num�eri-
camente aceptable. Con este nivel de aproximaci�on se consideran desprecia-
bles todos los t�erminos que, tras la derivaci�on, sean proporcionales a � o
sen�. As��, las �unicas contribuciones resultantes provienen de

��
cos��

sen I�
cot��
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1

@��
+O (��) . (3.28)

La suma de estos t�erminos, explicitando la forma de W
(1)
1 resulta

4 (�� �) =
X
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M� sen I�

X
i;�=�1

Ci;p(I
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sen��i +O (��) , (3.29)

donde en el �ultimo paso se ha empleado sen(��i) = � sen(�i).
Para el c�alculo de la funci�on4(��I) se procede de forma completamente

an�aloga

4 (� � I) = f� � I;W �
1 g = f�� cos��;W �
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1

@��
(3.30)

donde g = �� cos��. Dentro del nivel de aproximaci�on, las contribuciones
signi�cativas provienen de los mismos t�erminos que en el caso anterior

� �� sen��
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@��
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M� sen�
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M� cos�
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1
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+O (��) . (3.31)
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Finalmente, con similar manipulaci�on se obtiene

4 (� � I) =
X
p=L;S

k0p
M�

X
i;�=�1

Ci;p(I
�; �)

n�� � �n�i
cos��i +O (��) . (3.32)

Como puede apreciarse en su construcci�on, con una aproximaci�on a orden
0 de ��, los t�erminos de Poisson vienen de W

�(0)
1 , en cambio los de Oppolzer

lo hacen de W
�(1)
1 .

Realizaremos a continuaci�on el c�alculo n�umerico de las nutaciones en
longitud y oblicuidad para el plano de �gura, a partir de la suma de los
t�erminos de Poisson y Oppolzer, esto es,

4 � = 4�+4 (�� �) , 4 � = 4I +4 (� � I) : (3.33)

El valor deM� que aparece en las amplitudes (m�odulo del momento angular)
se puede aproximar como constante, en virtud de (2.43), M� = C!E

8. Ello
permite introducir en las amplitudes de nutaci�on la constante de�nida por
Kinoshita (1977), a partir de (3.9)

kp =
k0p
C!E

=
3Gmp

!Ea3p

C � A

C
=
3Gmp

!Ea3p
Hd, (p = L; S) (3.34)

donde adem�as se ha introducido la elipticidad din�amica, Hd, de�nida por
(2.64). Las expresiones anteriores de las nutaciones, con la inclusi�on de estas
constantes, resultan �nalmente

4 � = �
X
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X
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n�i
sen��i ,
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sen I�
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n�i
cos��i , (3.35)

4 (�� �) =
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sen I�

X
p=L;S

X
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n�� � �n�i
sen��i ,

4 (� � I) =
X
p=L;S

X
i;�=�1

kp
Ci;p(I

�; �)

n�� � �n�i
cos��i . (3.36)

Los valores de los diferentes par�ametros utilizados para la representaci�on
num�erica de estas expresiones se incluyen en la tabla 3.1. En el formulario de

8!E es el valor medio de la velocidad angular de la Tierra (sección 2.4).
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la rotaci�on de la Tierra, los momentos principales de inercia siempre aparecen
ligados entre s�� a trav�es de la elipticidad din�amica y par�ametros similares, y
nunca de forma independiente. Por ello Hd se ajusta observacionalmente, y
su valor es m�as preciso que los valores aislados de los momentos, tales como
(2.60). Por ello referiremos a �este el valor de otros par�ametros en los que
aparezcan los momentos principales de inercia. Tal es el caso de la frecuencia
n��, dada por (2.62) que determinamos como

n�� =
M�
0

A
=
C

A
!E +O(��) =

!E
1�Hd

+O(��). (3.37)

Las constantes para el Sol, A
(1)
i;S, son nulas debido a que el Sol se encuentra

en el plano de la ecl��ptica (por de�nici�on)9. Las constantes para la Luna,

A
(j)
i;L pueden ir divididas por un factor constante (v�ease la nota al pie en la
p�agina 44) dependiendo de su origen. En nuestro caso (Kinoshita y Souchay
1990) se relacionan en las tablas 3.3 y 3.4. Las amplitudes de nutaci�on en
las expresiones de 4�, 4 (�� �), 4I y 4 (� � I) se evaluan para valores
constantes de I�0 y �

�
0, de�nidos para el sistema de referencia J2000 y tomados

de Souchay et al. (2000).
Los argumentos �i(t) de�nidos por (2.113) participan en las amplitudes

de nutaci�on a trav�es de su frecuencia n�i = d��i =dt. Los valores empleados se
han tomado de Kinoshita y Souchay (1990) y se incluyen en la tabla 3.2. Las
amplitudes de nutaci�on calculadas para las quintuplas (m1i;m2i;m3i;m4i;m5i)
de las combinaciones lineales de los argumentos se enumeran en la tabla 3.5,
y se comparan con las dadas por Kinoshita (1977). Esta comparaci�on es
conveniente debido a las ligeras diferencias existentes en el m�etodo de per-
turbaciones empleado y como veri�caci�on de los algoritmos num�ericos sobre
los que se construir�an el resto de representaciones num�ericas. Los valores
tabulados de tiempo est�an dados en centurias (cent) y años (a) julianos (1
a = 365:25 d��as). Los periodos calculados en d��as a partir de las frecuencias
dadas en la tabla 3.2, correspondientes a cada argumento �i, son entonces
(2�=n�i )�36525. En la tabla 3.5, la unidad de las amplitudes es 100 = 1 arcsec
(segundo de arco).
El valor 
0 de la tabla 3.2 se corresponde con el valor medio de h, esto

es, la variable de Delaunay de la Luna seg�un la de�nici�on de los argumentos
(2.113). Es el valor que se ha tomado en los c�alculos en sustituci�on de la
longitud media del nodo ascendente de la Luna, 
 = 
0 � �. Ello se debe a
que si consideramos los movimientos medios, n
 = n
0 � n�, con la elecci�on

9Considerando (2.112), dado que el Sol está en la eclíptica se tiene que �0 = 0, y
S21(�

0; 0) = 0. En virtud de (a=r)3 S21(�0; 0) = 3
P

iA
(1)
i;S cos�i necesariamente A

(1)
i;S = 0.
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del hamiltoniano H�
0 = T0 seg�un (3.5), se tiene n� = 0 (en el problema libre,

� es constante, y su movimiento medio nulo, no debe confundirse con el
n�� asociado al movimiento secular, que se estudiar�a en la pr�oxima secci�on).
Debe tomarse entonces como valor medio del movimiento de 
 el valor n
0 ,
de ah�� la peque~na diferencia existente entre la parte lineal en t existente en
los valores tabulados de 
 y 
0.

Tabla 3.1: Parámetros numéricos (Souchay et al. 1999)

Parámetro Valor
I0;J2000 �0:4090928041 rad
�0;J2000 0 rad
!E 230121:67526278 rad cent�1

Hd 0:0032737548
kL 754600:717329 cent�1

kS 347500:413512 cent�1

Tabla 3.2: Argumentos numéricos (Kinoshita y Souchay 1990)

Argumento Valor constante (rad) Mov. medio (rad/1000 a, t desde J2000)
l (= lL) 2:355555898 83286:914269554t
l0(= lS) 6:24006013 6283:01955t
F 1:627905234 84334:66158131t
D 5:198466741 77713:771468121t

 2:18243920 �337:57045t

0 2:18243920 �337:81426t
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Tabla 3.3: Constantes de la Luna para los principales argumentos (Kinoshita
y Souchay 1990 y Kinoshita 1977)
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Tabla 3.4: Constantes del Sol para los principales argumentos (Kinoshita y
Souchay 1990 y Kinoshita 1977)
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Tabla 3.5: Nutaciones del plano de �gura para los principales argumentos
(amplitudes y comparación con Kinoshita 1977)
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3.3. Movimiento de precesión

Como ya se indic�o en la secci�on 3.1, el movimiento de precesi�on de la
Tierra viene determinado por las ecuaciones de Hamilton para las variables
y hamiltoniano transformados. En una aplicaci�on a primer orden del m�etodo
de perturbaciones, la transformaci�on can�onica generada por W �

1 conduce al
hamiltoniano H�

0 +H1sec(p
�; q�) siguiendo las ecuaciones del m�etodo, con lo

que las ecuaciones de movimiento pueden escribirse seg�un (3.16). Por lo tanto,
a primer orden de perturbaci�on, los comportamientos seculares (precesi�on) y
peri�odicos (nutaci�on) forzados del movimiento de rotaci�on est�an totalmente
desacoplados en q = q� + 4q. No ocurre as�� con �ordenes superiores, como
se aprecia directamente en las ecuaciones del m�etodo para segundo orden,
dadas por (2.151).
Consideremos de entrada la dependencia funcional del nuevo hamiltonia-

no, H�
0 +H1sec = H�

sec (�
�;M�; ��). Recu�erdese la discusi�on en la secci�on 2.8

que condujo a la necesidad de incluir la coordenada can�onica �� en la parte
secular del hamiltoniano, a trav�es del t�ermino E(��;M�; ��). Las ecuaciones
de Hamilton conducen entonces a

d��

dt
=

@H�
sec

@��
,
d��

dt
=
@H�

sec

@M� , �
� = ��0,

d��

dt
= �@H

�
sec

@��
, M� =M�

0 , N
� = N�

0 , (3.38)

donde el sub��ndice 0 denota las constantes de integraci�on. En consecuencia,
H�
0 dado por (3.5) tambi�en es constante. La evoluci�on temporal de �

� se
estudia convencionalmente a trav�es del �angulo auxiliar I�, relacionado fun-
cionalmente a trav�es de cos I� = ��=M�, es decir

dI�

dt
= fI�; H�

secg =
1

M� sen I�
@H�

sec

@��
. (3.39)

Entonces, explicitando la derivada en t�erminos de las variables auxiliares
seg�un (3.17) se tiene

d��

dt
=

�
@H�

sec

@�

�
� 1

M� sen I�
@H�

sec

@I�
. (3.40)

Las derivadas temporales de �� e I� describen el movimiento secular del
plano de �gura, y son las que se estudian convencionalmente para describir
el movimiento de precesi�on de la Tierra en longitud (�) y oblicuidad (�)10.

10Ello es debido a que en las relaciones (2.54), a primer orden, se tiene que �sec = I� y
�sec = �

�:
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La ecuaci�on diferencial para la coordenada �� est�a desacoplada respecto del
sistema formado por (3.39) y (3.40), que no incluye esta variable. La evolu-
ci�on de �� + ��, relacionada con el �angulo de Euler  a trav�es de (2.54),
se estudiar�a al �nal de esta secci�on. Por lo tanto el sistema de ecuaciones
formado por (3.39) y (3.40) incluye una �unica coordenada angular, ��. Antes
de abordar su resolubilidad, explicitaremos la forma de estas ecuaciones.
Para el c�alculo de las derivadas retomamos las expresiones del hamiltonia-

no, dadas por (3.5) y (3.8), as�� como la de�nici�on de la funci�onB0;p (I
�) = B�

0;p

dada por (2.120). Entonces

@B�
0;p

@I�
= � cos I� sen I�A(0)0;p � cos 2I�A

(1)
0;p �

1

2
sen I� cos I�A

(2)
0;p, (p = L; S)

(3.41)
Para particularizar para cada astro perturbador, consideramos que s�olo en
el caso del Sol (Kinoshita 1977) es apreciable la contribuci�on temporal11

de�nida por (2.115), y que por de�nici�on (v�ease nota al pie en la p�agina 67)

A
(1)
i;S = 0. Entonces

@B�
0;S

@I�
= cos I� sen I�

�
A
(0)
0;0;S + A

(0)
0;1;St

�
� 1
2
sen I� cos I�A

(2)
0;0;S, (3.42)

@B�
0;L

@I�
= cos I� sen I�A

(0)
0;0;L � cos 2I�A

(1)
0;0;L �

1

2
sen I� cos I�A

(2)
0;0;L.

La ecuaci�on (3.40), recordando que (3.34) kp = k0p=M
�, y como es habitual

3 cos2 �� � 1 = 2 +O(��2), resulta

d��

dt
= � kS

sen I�
cos I� sen I�

�
A
(0)
0;0;S + A

(0)
0;1;St�

1

2
A
(2)
0;0;S

�
�

� kL
sen I�

cos I� sen I�
�
A
(0)
0;0;L �

1

2
A
(2)
0;0;L

�
+

kL
sen I�

cos 2I�A
(1)
0;0;L

� 1

M� sen I�
@E�

@I�
. (3.43)

Empleando una notaci�on similar a la empleada en Kinoshita (1975), de�ni-
mos las constantes y funci�on siguientes

P0 = kL

�
A
(0)
0;0;L �

1

2
A
(2)
0;0;L

�
+ kS

�
A
(0)
0;0;S �

1

2
A
(2)
0;0;S

�
,

P1 = kSA
(0)
0;1;S, Q0 = kLA

(1)
0;0;L,

~R(I�) = (P0 + P1t) sen I
� cos I� �Q0 cos 2I

�. (3.44)

11Ésta no fue incluida en el estudio del movimiento de nutación, ya que no se abordó el
estudio de los términos seculares mixtos.
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Para la derivada del t�ermino de no inercialidad consideramos la expresi�on
(2.78), de modo que

� 1

M� sen I�
@E�

@I�
= � cot I� [e2(t) cos�� + e3(t) sen�

�] . (3.45)

Finalmente

d��

dt
= �

~R(I�)

sen I�
� cot I� [e2(t) cos�� + e3(t) sen�

�] + e1(t). (3.46)

La funci�on ~R(I�) depende de las constantes kS y kL, que recordando (3.34)
tienen en cuenta la intensidad gravitatoria del cuerpo perturbador, a trav�es
de su masa y distancia media, y tambi�en la estructura de la Tierra a trav�es de
su elipticidad din�amica. El resto de t�erminos son debidos a la no inercialidad
del sistema de referencia en la ecuaci�on (3.46).

An�alogamente, la ecuaci�on (3.39) se escribe

dI�

dt
=

1

M� sen I�
@E�

@��
= �e2(t) sen�� + e3(t) cos�

�. (3.47)

Por convenci�on con las observaciones, los �angulos de precesi�on en longitud y
en oblicuidad se cuentan hacia el oeste (Kinoshita 1975), y las ecuaciones se
suelen reescribir, para hablar de precesi�on, de�niendo 	 = � �� y " = �I�:

d	

dt
=

R (")

sen "
� cot " [e2(t) cos	� e3(t) sen	]� e1(t),

d"

dt
= �e2(t) sen	� e3(t) cos	, (3.48)

donde por comodidad formal y similitud con esta referencia se ha de�nido
R (") = � ~R(�"), es decir12

R (") = (P0 + P1t) sen " cos "+Q0 cos 2". (3.49)

Pese a las aproximaciones realizadas, y a que el sistema f��sico se ha re-
ducido a un grado de libertad (la coordenada can�onica �� = �	), el sistema
de ecuaciones diferenciales (3.48) es no lineal. Su soluci�on puede obtenerse
mediante aproximaciones sucesivas (Kinoshita 1975), asumiendo que las fun-
ciones 	 y " admiten desarrollos en serie de potencias del tiempo, truncadas

12Nótese que en Kinoshita (1975) la función R(") tiene un término adicional que procede
de una contribución secular de segundo orden en el hamiltoniano, que aquí no se considera.
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a cierto orden n (desarrollos polin�omicos de grado n), a partir de las condi-
ciones iniciales dadas por "0 = �I0;J2000 y 	0 = ��0;J2000 = 0 (tabla 3.1) y t
contado desde el origen de tiempos de J2000, es decir,

	 = 0 +

nX
i=1

hi�1t
i, " = "0 +

nX
i=1

ai�1t
i. (3.50)

Este desarrollo es formal, y se consider�a un valor de n coherente con la no
consideraci�on del segundo orden del hamiltoniano, as�� como con los desarro-
llos introducidos anteriormente en (2.77) a partir de los que se genera. Para
�estos se aceptan polinomios de tercer grado (Kinoshita 1975)13 seg�un

sen �1 sen�1 = p0t+ p1t
2 + p2t

3,

sen �1 cos�1 = q0t+ q1t
2 + q2t

3. (3.51)

La aplicaci�on de la aproximaci�on j�1j � 1 simpli�ca considerablemente la
obtenci�on de los coe�cientes de los desarrollos en serie de las soluciones de
(3.48), debido a que las series para las funciones ei(t) se obtienen de forma
inmediata como se vio en (2.81). Sin embargo esta aproximaci�on introduce
errores no despreciables num�ericamente dependiendo del orden de los desa-
rrollos, por lo que no puede emplearse de entrada. Reescribimos, por tanto,
las ecuaciones (3.48) de forma que podamos hacer uso de los desarrollos
(3.51). Las funciones e2(t) y e3(t) dadas por (2.79)

e2(t) = sen �1 cos�1 _�1 + sen�1 _�1,

e3(t) = sen �1 sen�1 _�1 � cos�1 _�1, (3.52)

se relacionan con las derivadas d(sen �1 sen�1)=dt, y d(sen �1 cos�1)=dt, de
forma que

sen �1 cos�1 _�1 =
d

dt
(sen �1 sen�1)� cos �1 sen�1 _�1,

sen �1 sen�1 _�1 = � d

dt
(sen �1 cos�1) + cos�1 cos�1 _�1, (3.53)

que conduce a14

d"

dt
= � sen	 d

dt
(sen �1 sen�1) + cos	

d

dt
(sen �1 cos�1) +

+ (1� cos �1) cos (	 + �1) _�1. (3.54)
13Considerando, por ejemplo, Lieske et al. (1977):
sen�1 sen�1 = 4

00:1976t+ 000:0:19447t2 � 000:000179t3,
sen�1 cos�1 = �4600:8150t+ 000:05059t2 + 000:000344t3,
con t medido en centurias desde J2000. Valores más recientes (con polinomios de sexto

grado) pueden encontrarse en Fukushima (2003) o Hilton et al. (2006).

14Es la expresión dada por Kinoshita (1975) con 1� cos�1 = 2 sen2 (�1=2).
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Como se aprecia en esta ecuaci�on, los polinomios (3.51) se insertan direc-
tamente en los dos primeros sumandos, pero no en el tercero, donde se
requiere de un desarrollo en serie para cada una de las funciones que lo
componen. Esta complejidad anal��tica se evitar��a mediante la aproximaci�on
1 � cos �1 = 0 + O(�21). La manera de abordar el c�alculo de este t�ermino
requiere obtener desarrollos polin�omicos directamente para los �angulos �1 y
�1 a partir de (3.51), seg�un se indica en Kinoshita (1975)

15 16. Denotamos
estos polinomios mediante

�1 = �0 + v0t+ v1t
2, �1 = w0t+ w1t

2 + w2t
3. (3.55)

A partir de los desarrollos de MacLaurin de las funciones sen �1 sen�1 y
sen �1 cos�1,

sen �1 sen�1 = w0 sen�0t+ (v0w0 cos�0 + w1 sen�0) t
2 + :::,

sen �1 cos�1 = w0 cos�0t+ (�v0w0 sen�0 + w1 cos�0) t
2 + :::,

(3.56)

e identi�cando los coe�cientes con el mismo grado en t, se obtiene

�0 = arctan
p0
q0
,

v0 =
p1 cos�0 � q1 sen�0

w0
,

v1 =
p2 cos�0 � q2 sen�0 � w1v0

w0
,

w0 =
q
p20 + q20,

w1 = p1 sen�0 + q1 cos�0,

w2 = q2 cos�0 + p2 sen�0 +
1

2
w0v

2
0 +

1

6
w30. (3.57)

El desarrollo de (1� cos �1) cos (	 + �1) _�1, en virtud de los polinomios
(3.55), no tiene t�ermino lineal, dado que 1 � cos �1 = O(t2). Dado que �este
aparece sumado en la ecuaci�on para d"=dt, se traduce en una contribuci�on

15Cabe decir que en esta referencia los polinomios para las funciones �1 y �1 se presentan
con posterioridad a los indicados para la longitud y oblicuidad, sin embargo su cálculo ha
de ser necesariamente previo.
16Expresiones numéricas para estos ángulos vienen dadas por (Lieske et al. 1977):
�1 = 47

00:0029t� 000:03302t2 + 000:000060t3,
�1 = 174

o5203400:982�86900:8089t+000:03536t2, con t en centurias julianas desde J2000.0.
Valores más actuales (con polinomios de sexto grado) pueden encontrarse en Fukushima
(2003) o Hilton et al. (2006).
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O(t3) para la serie de ". Dicho de otro modo, anal��ticamente no hay diferencia
en el desarrollo hasta orden t2 de " si se suprime, como aproximaci�on, este
t�ermino en la ecuaci�on (3.54). Esto ocurre igualmente para la serie polin�omi-
ca de 	 a partir de (3.48). Las series a orden t2 son en general su�cientes
para el c�alculo de la precesi�on en una teor��a de primer orden.
No obstante, no es una simpli�caci�on imprescindible ya que los coe-

�cientes pueden obtenerse mediante el uso de un operador simb�olico de
prop�osito general, como por ejemplo Maple, atendiendo a las dependencias
existentes entre los coe�cientes de los distintos polinomios. Prescidiendo de
los t�erminos dependientes de 1 � cos �1 en las ecuaciones, la obtenci�on de
coe�cientes puede abordarse mediante manipulaciones b�asicas, tales como el
uso de los desarrollos de MacLaurin de las funciones elementales y el produc-
to de Cauchy para los productos y cocientes de polinomios. No se considera
relevante alargar la exposici�on para incluir este proceso de c�alculo, y por
lo tanto incluiremos directamente las expresiones obtenidas para las series
polin�omicas

" = "0 + a0t+ a1t
2 +O(t3),

	 = h0t+ h1t
2 +O(t3), (3.58)

con los coe�cientes en funci�on de las constantes del problema:

a0 = q0,

a1 = q1 �
1

2
h0p0,

h0 =
R0
sen "0

� p0 cot "0,

h1 =
1

2

R1
sen "0

� (p1 + h0q0) cot "0 +
1

2
q0p0,

R0 = P0 sen "0 cos "0 +Q0 cos 2"0,

R1 = P0q0 cos 2"0 + (P1 � 4q0Q0) sen "0 cos "0, (3.59)

donde R0 y R1 son los dos primeros coe�cientes del desarrollo polin�omico en
potencias de t de la funci�onR ("), en la formaR (") = R0("0)+R1("0)t+O(t

2).
Por �ultimo podemos recuperar las expresiones dadas en Kinoshita (1977)

de�niendo los coe�cientes17

f0 =
R0
sen "0

, f1 =
1

2

R1
sen "0

, d0 =
p0
sen "0

, d1 =
p1 + q0h0
sen "0

, (3.60)

17La de�nición no es arbitraria. Tal como puede consultarse en Kinoshita (1975),
f0t+ f1t

2 y d0t+ d1t2 representan la precesión lunisolar y la precesión planetaria, respec-
tivamente.
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de manera que se tiene

h0 = f0 � d0 cos "0, h1 = f1 � d1 cos "0 +
1

2
p0q0, (3.61)

y �nalmente, en t�erminos de las variables can�onicas:

I� = I�0 � q0t�
�
q1 �

1

2
p0f0 +

1

2
p0d0 cos I0

�
t2 +O(t3), (3.62)

�� = � (f0 � d0 cos I0) t�
�
f1 � d1 cos I0 +

1

2
p0q0

�
t2 +O(t3).

La evaluaci�on num�erica de esta expresi�on, con los coe�cientes empleados
por Kinoshita (1975)18, arroja un valor para la constante de precesión p �
n�� = 5027

00:972563 cent�1 (para el primer grado en t), muy pr�oximo a valores
actuales m�as re�nados como los dados por Fukushima (2003) o Hilton et al.
(2006), p = 502800:795492 cent�1 (el polinomio es de sexto grado en t). En
lo referente a la velocidad de precesi�on en oblicuidad se tiene, n�I = �q0 =
4600:8519 cent�1, frente al valor 4600:8354 dado por estas referencias.
La expresi�on anterior nos permite dar una representaci�on num�erica a

la velocidad de precesi�on n��, de�nida por �
� = n��t + O(t2). Dado que en

el caso no perturbado se tiene que � = �0 = 0 (constante), n� = 0, o
equivalentemente n�� = n�+�n�, que nos permite representar num�ericamente
la contribuci�on de primer orden a la velocidad de precesi�on, esto es,

�n� = n�� = � (f0 � d0 cos I0) +O(t). (3.63)

Estudiaremos ahora la contribuci�on a primer orden de pertubaci�on a los
movimientos medios, constantes en el caso libre (n� y n�) y de�nidos por
(2.62). Las contribuciones de primer orden vendr�an dadas por (3.16):

n�� = n� + �n�, n�� = n� + �n�

�n� = f��; H1secg , �n� = f��; H1secg , (3.64)

donde H1sec viene dado por (3.8). El c�alculo de los corchetes de Poisson y
la sustituci�on de �� = 0, conduce a las siguientes expresiones con precisi�on
O(�2)

�n� =
@E

@M� �
3

M�

X
p=L;S

k0pB0;p(I
�) +

cot I�

M�

X
p=L;S

k0p
@B0;p
@I�

(I�) +O(�2),

�n� =
3

M�

X
p=L;S

k0pB0;p(I
�) +O(�2). (3.65)

18En este cálculo se ha empleado: p0 = 400:2109, q0 = �4600:8519, f0 = 503700:6851
cent�1, que se reproducen a partir de las expresiones dadas para los coe�cientes R0, P0 y
Q0 y las constantes del problema.



3. Tierra rígida 79

Por el inter�es de la evoluci�on temporal de �� + ��, nos interesa estudiar
�n� + �n� = � (n� + n�). Como sabemos, en el caso no perturbado (2.65):
n� + n� = !E (el periodo asociado a � + � es aproximadamente un d��a).
Podemos adem�as relacionar uno de los t�erminos de esta suma con el valor
constante �n� dado por (3.63), a partir de

�n� = f��; H1secg =
@E

@��
� 1

M� sen I�

X
p=L;S

k0p
@B0;p
@I�

(I�) +O(�2). (3.66)

Entonces

�n� + �n� =
@E

@M� + cos I
� @E

@��
� cos I��n� +O(�2). (3.67)

Por otro lado, y en virtud de la expresi�on de E (��;M�; ��) dada por (2.78),
se tiene que

@E

@M� + cos I
� @E

@��
=

E

M� , (3.68)

que nos permite escribir, �nalmente,

�n� + �n� =
E

M� � cos I
��n� +O(�2). (3.69)

Esta expresi�on es equivalente, salvo notaci�on, a la expresi�on 8.8 dada por
Kinoshita (1977).
Nos interesar�a estudiar el orden cero en t en la evoluci�on de �n� + �n� a

�n de disponer el primer orden en t en la evoluci�on de �� + ��, esto es

�� + �� = �0 + �0 + (n� + n�) t+ (�n� + �n�)jO(t0) t+O(t2). (3.70)

Para ello, usando los desarrollos aproximados (2.81), I� = I0, y (3.62), se
tiene a partir del desarrollo en serie en torno a t = 0,

E

M�

����
O(t0)

= p0 sen I0 = �d0 sen2 I0, (3.71)

donde se ha usado (3.60) con "0 = �I0. Finalmente, y por aplicaci�on de
(3.63)

(�n� + �n�)jO(t0) =
E

M�

����
O(t0)

+ cos I0 (f0 � d0 cos I0) =

= f0 cos I0 � d0, (3.72)
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o equivalentemente

�n� + �n� = f0 cos I0 � d0 +O(t; �2),

n�� + n�� = !E + f0 cos I0 � d0 +O(t; �2). (3.73)

Num�ericamente esta correcci�on se puede despreciar en una teor��a de
primer orden. En efecto, con los coe�cientes empleados por Kinoshita (1975),
f0 cos I0�d0 = 461100:399635 cent�1 (la correcci�on est�a en el orden de magni-
tud de la constante de precesi�on), y por lo tanto para la aproximaci�on lineal
en t de la evoluaci�on de �� + ��, se tiene

n�� + n�� ' !E +O(�2). (3.74)



Capítulo 4

Tierra elástica: contribución de
la energía cinética de
redistribución

4.1. Sistema de Tisserand

El estudio de la rotaci�on de una Tierra el�astica requiere de entrada la
de�nici�on del sistema de referencia terrestre. En el cap��tulo anterior era su-
�ciente con elegir un sistema ligado al cuerpo, permitido por la de�nici�on
de s�olido r��gido, tal como se hizo en la secci�on 2.1 para la introducci�on del
conjunto can�onico de Euler. Sin embargo, cuando la distancia relativa entre
las part��culas (con m�as exactitud, los elementos de volumen) del s�olido es
variable con el tiempo, una supuesta ligadura con el cuerpo no conservar��a el
car�acter ortogonal ni rectangular del sistema de referencia, y por tanto, no
ser��a �util para el prop�osito de estudio. En el caso del s�olido r��gido el estudio
de su rotaci�on o el de la rotaci�on de un sistema de referencia ligado a �el son
conceptos equivalentes. Ahora, con una Tierra deformable, esta equivalen-
cia no es sustancial, y por tanto vendr�a dada a trav�es de la de�nici�on de la
rotaci�on del s�olido como la rotaci�on de cierto sistema de referencia asignado
a �el. Para el desarrollo de este modelo tomaremos como sistema de referencia
terrestre el denominado de Tisserand (Routh 1955, Moritz y Mueller 1986),
siguiendo la construcci�on dada por Escapa (2011).

Recuperando la notaci�on de la secci�on 2.1 consideramos el sistema iner-
cial de�nido por una base ortonormal S = fs1; s2; s3g y origen el centro de
masas del s�olido, y escribimos referida a �este la velocidad, v, de una part��cula
en la posici�on x, considerando un vector ! arbitrario y com�un a todas las

81
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part��culas del s�olido (y por tanto independiente de x ),

v = ! � x+ vd (!) . (4.1)

En cambio vd (!), que denominaremos velocidad de deformaci�on, es un cam-
po vectorial (al igual que la velocidad de las part��culas). Evidentemente, si
vd (!) = 0, el s�olido es r��gido.
Hay in�nitas formas de de�nir el vector !. El sistema de Tisserand implica

una de�nici�on particular para este vector, que denotaremos por !T . N�otese
que a trav�es de las relaciones generales entre el conjunto can�onico de Euler
y las componentes de la velocidad angular dadas por (2.5), la rotaci�on del
s�olido queda de�nida una vez seleccionado un vector !T que desempe~ne la
funci�on de velocidad angular para el s�olido deformable y una orientaci�on
inicial.
En este sentido, y como primera condici�on, exigimos que cumpla una

relaci�on con el momento angular total, L; formalmente id�entica al caso r��gido,
donde !T ocupa el lugar de la velocidad angular, esto es

L =

Z
V

�(x) (x� v) d3x = I!T , (4.2)

donde I es el tensor de inercia del solido, de�nido por (2.90). Esta selecci�on
siempre es posible desde un punto de vista matem�atico, ya que dado un sis-
tema de coordenadas, la matriz de inercia es siempre invertible. No obstante
desde un punto de vista geom�etrico s�olo resulta �util para el estudio de la
rotaci�on del s�olido si

jjvd (!) jj << jj! � xjj, (4.3)

es decir, si el s�olido el�astico experimenta peque~nas deformaciones o, dicho
de otra forma, si es aproximadamente r��gido. En otra situaci�on, aunque se
pudiese resolver el movimiento entre los sistemas de referencia de Tisserand
e inercial (estudio de la rotaci�on), no existir��a una correspondencia razonable
entre las observaciones en la super�cie terrestre y las predicciones te�oricas
referenciadas al sistema de Tisserand.
Para explotar las consecuencias de esta condici�on para !T , escribimos la

expresi�on general del momento angular total sustituyendo (4.1):

L =

Z
V

�(x) [x� (! � x)] d3x+
Z
V

�(x) [x� vd (!)] d3x. (4.4)

Desarrollamos el primero de los t�erminos en componentes

(x� ! � x)i =
X
j;k

�ijkxj
X
l;m

�klm!lxm =
X
j;k;l;m

(�il�jm � �im�jl)xj!lxm =

=
X
j

�
!ix

2
j � !jxixj

�
, (4.5)
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donde �ijk son las componentes del pseudo-tensor de Levi-Civita1. Recuperan-
do la integralZ
V

�(x)
X
j

�
!ix

2
j � !jxixj

�
d3x =

X
j

�Z
V

�(x)
�
�ijx

2 � xixj
�
d3x

�
!j =

=
X
j

Iij!j. (4.6)

Por lo tanto el momento angular total resulta a partir de (4.4) y (4.6):

L = I! + h (!) , (4.7)

donde se ha de�nido

h (!) =

Z
V

�(x) [x� vd (!)] d3x. (4.8)

La primera condici�on para la de�nici�on del sistema de Tisserand, dada por
(4.2), implica de forma inmediata que

h (!T ) = 0, (4.9)

y viceversa, tambi�en se puede tomar este resultado como condici�on para la
de�nici�on de !T (Moritz y Mueller 1986). Las condiciones (4.9) y (4.2) son,
por lo tanto, equivalentes.
Veamos que otra condici�on equivalente para la de�nici�on de !T viene

dada por la exigencia de minimizaci�on de la energ��a cin�etica de deformaci�on
(Je�reys 1976)

Td =
1

2

Z
V

�(x)vd (!)
2 d3x, (4.10)

para lo que, en primer lugar, estudiaremos la relaci�on entre �esta y la ener-
g��a cin�etica total del s�olido, T . Haciendo uso de (4.1) escribimos la energ��a
cin�etica en la forma

T =
1

2

Z
V

�(x)v2d3x =
1

2

Z
V

�(x) (! � x+ vd)2 d3x = (4.11)

=
1

2

Z
V

�(x) (! � x)2 d3x+
Z
V

�(x) (! � x)vd +
1

2

Z
V

�(x)v2dd
3x:

1�ijk = (ei � ej)ek, donde ei son los vectores de una base ortonormal. El tensor es
totalmente antisimétrico e invariante ante permutaciones cíclicas de los índices. De su
de�nición se obtiene la importante identidad empleada:

X
k

�kij�klm = �il�jm � �im�jl:
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En esta expresi�on reconocemos directamente el segundo sumando como !h
a partir de (4.8) y las propiedades de permutaci�on del producto mixto, en
el tercero la energ��a cin�etica de deformaci�on (4.10), y en el primero energ��a
cin�etica en el caso de un s�olido r��gido. En efecto, desarrollando el cuadrado

1

2

Z
V

�(x) (! � x)2 d3x =
1

2

Z
V

�(x)
�
!2x2 � (!x)2

�
d3x = (4.12)

=
1

2

Z
V

�(x)

 X
i

!2ix
2 �

X
i;j

!i!jxixj

!
d3x =

=
1

2

X
i;j

Z
V

�(x)
�
!i!j�ijx

2 � !i!jxixj
�
d3x =

=
1

2

X
i;j

!i!j

Z
V

�(x)
�
�ijx

2 � xixj
�
=
1

2

X
i;j

Iij!i!j.

En suma la energ��a cin�etica del s�olido resulta

T =
1

2
!I! + !h+Td. (4.13)

Teniendo en cuenta (4.7), L! = !I! + !h, y la energ��a cin�etica puede rees-
cribirse como

T = L!�1
2
!I!+Td. (4.14)

Siguiendo la prueba realizada por Escapa (2011), veamos que se puede de�nir
!T como el vector que minimiza Td (frente a cualquier otra elecci�on de !).
Comprobemos primero que la condici�on (4.2) es su�ciente. Para ello a partir
de (4.14) determinamos Td (!T + �) donde � es un vector arbitrario no nulo:

Td (!T + �) = T � L (!T + �) +
1

2
(!T + �) I (!T + �) =

= T � L!T +
1

2
!T I!T � L�+ �I!T +

1

2
�I�. (4.15)

Aplicando (4.2) y que Td (!T ) = T � L!T + !T I!T=2, resulta

Td (!T + �) = Td (!T ) +
1

2
�I�.

Dado que �I� es la ecuaci�on de una forma cuadr�atica diagonalizable (I es
diagonalizable) y de�nida (alg�un momento principal de inercia es no nulo),
entonces tiene signo constante, y necesariamente positivo ya que los autova-
lores de I son positivos. Es decir, �I� > 0 para todo � 6= 0. Entonces

T (!T + �) > Td (!T ) , 8� 6= 0, (4.16)
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que implica que Td tiene un m��nimo absoluto en !T , como se quer��a probar.
La condici�on (4.2) es tambi�en necesaria (Moritz y Mueller 1986). Supon-

gamos que Td (!T ) es un valor m��nimo de la funci�on. Dado que Td (!) es una
funci�on diferenciable, la condici�on necesaria de extremo en un punto interior
del dominio implica

r!Td (!) = 0 ! � L+ I! = 0, (4.17)

cuya soluci�on es L = I!T , lo que concluye la prueba.
A modo de conclusi�on, la selecci�on de un vector !T para el estudio de

la rotaci�on de la Tierra el�astica nos proporciona: primero, un sistema de
referencia de Tisserand de�nido de forma que !T sea la velocidad angular
correspondiente a la rotaci�on de este sistema respecto del inercial; segundo,
una expresi�on para la energ��a cin�etica del s�olido dada por (4.13) y (4.9), esto
es,

T =
1

2
!T I!T+Td. (4.18)

Bajo la condici�on de peque~nas deformaciones expresada por (4.3), a partir
de (4.10) y (4.18) se tiene

T =
1

2
!T I!T+O(v

2
d). (4.19)

N�otese en la primera de estas conclusiones que la orientaci�on de la base
ortonormal del sistema de Tisserand,B = fb1;b2;b3g, con origen en el centro
de masas, no est�a de�nida un��vocamente por las condiciones de de�nici�on de
!T , dado que para un vector velocidad angular existen in�nitas matrices de
rotaci�on compatibles.
Esto se evidencia a partir de la ecuaci�on diferencial lineal que conecta

las componentes de la velocidad angular con las matr��ces de rotaci�on, v��a la
matriz antisim�etrica 
(t):


(t) = _Rt(t)R(t), donde 
(t) =

0@ 0 !T3 !T2
!T3 0 !T1
!T2 !T1 0

1A ,
Su soluci�on (Wintner 1941) viene dada por

R(t) = R(t0) exp

�Z t

t0


(s)ds

�
,

donde R(t0) es una matriz de rotaci�on constante, dependiente de la orien-
taci�on inicial, que conlleva esta arbitrariedad2. Una vez de�nida la rotaci�on

2Dos sistemas de Tisserand correspondientes a una misma velocidad angular que ini-
cialmente di�eran entre sí por una matriz constante R(t0), diferirán en cualquier instante
por esta misma matriz constante.
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que conecta los sistemas de Tisserand e inercial, el conjunto can�onico de
Euler se introduce conforme a la secci�on 2.1 y permite la incorporaci�on del
formalismo can�onico desarrollado en el cap��tulo anterior al caso de la Tierra
el�astica.
Siguiendo Kinoshita y Sasao (1989) la orientaci�on puede �jarse con la

condici�on adicional de que los ejes del sistema de Tisserand coincidan con los
ejes principales de inercia del s�olido r��gido f��cticio que se obtiene al eliminar,
o promediar en el tiempo, la deformaci�on del s�olido el�astico.
Este sistema de Tisserand (denominado medio) ser�a tal que, si descom-

ponemos la matriz de inercia seg�un una contribuci�on r��gida I0 (s�olido r��gido
equivalente, tensor no dependiente del tiempo) y otra el�astica I1 (que incluye
toda la deformaci�on, permanente y dependiente del tiempo)3, se escribir�a co-
mo

I = I0 + I1 =

0@ A 0 0
0 B 0
0 0 C

1A+
0@ �A F E

F �B D
E D �C

1A , A � B < C, (4.20)

de modo que el promedio temporal del tensor de inercia correspondiente a la
deformaci�on resulte diagonal,

hI1i = l��m
T!1

1

T

Z T

0

I1 (t) dt =

0@ A1 0 0
0 B1 0
0 0 C1

1A , (4.21)

con A1, B1 y C1 constantes, esto es, una deformaci�on permanente. Matizare-
mos esta condici�on en la secci�on 4.5, una vez dispongamos de una forma
expl��cita para I1 (t). Como veremos en el desarrollo de la teor��a, cuando
hablamos de deformaci�on del s�olido asociada a la contribuci�on I1 del ten-
sor de inercia, y su dependencia temporal, nos referimos a la deformaci�on
inducida por la perturbaci�on lunisolar.

4.2. Energía cinética de redistribución

El resultado (4.19) bajo la condici�on de peque~nas deformaciones supone
una similitud formal en la energ��a cin�etica entre el caso el�astico y el r��gido. La
principal diferencia estriba en la dependencia temporal del tensor de inercia,
I(t), ya que sus elementos constitutivos, tales como el volumen del cuerpo

3Cabe decir que esta división del tensor de inercia es conforme a la considerada en
Getino y Ferrándiz (1995), y por ende diferente a Escapa (2011) donde por conveniencia
la deformación permanente se incluye en I0.
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o la densidad, son funciones del tiempo. En el sistema de Tisserand selec-
cionado (tambi�en lo denominaremos sistema terrestre, por su funcionalidad),
admitiremos una descomposici�on del tensor de inercia en la forma (4.20).

La idea fundamental para el estudio de la rotaci�on de la Tierra deformable
consiste en desaclopar los problemas el�astico y de rotaci�on. Supondremos que
I(t) es una funci�on conocida del tiempo, o lo que es equivalente, supondremos
que el problema el�astico est�a resuelto de antemano, sin considerar la interac-
ci�on entre la deformaci�on del s�olido y el movimiento de rotaci�on. Esta aproxi-
maci�on al problema es necesaria para eludir el complejo sistema de ecuaciones
que implicar��a la inclusi�on de las ecuaciones de la elasticidad, y est�a avala-
da num�ericamente (Sasao et al. 1980, Kubo 1991, Getino y Ferr�andiz 1995).
Exploraremos no obstante la relaci�on existente entre el potencial deformador
(atracci�on lunisolar), denominado de marea, y la variaci�on de las energ��as
cin�etica y potencial debidas a la deformaci�on de la Tierra, denominadas de
redistribución. En todo caso nos centraremos en la respuesta forzada en el
movimiento de rotaci�on de la Tierra por la deformaci�on inducida por los as-
tros perturbadores (deformaci�on de marea), siguiendo la l��nea de estudio de
este trabajo4.

As�� el problema f��sico del estudio de la rotaci�on de la Tierra deformada por
la interacci�on gravitatoria de la Luna y el Sol, bajo este planteamiento fun-
cional, puede esquematizarse con la siguiente secuencia de efectos. En primer
lugar el potencial lunisolar es el agente deformante del sistema de part��cu-
las, y provoca una redistribuci�on de la masa de la Tierra. En este sentido
la Luna y el Sol act�uan como cuerpos perturbadores. La nueva distribuci�on
geom�etrica de masa supone una variaci�on del tensor de inercia (I1), que se
cuanti�ca con una contribuci�on adicional en la energ��a cin�etica de rotaci�on,
que se denomina energ��a cin�etica de redistribuci�on (Tt). Su c�alculo se aborda
en la presente secci�on. A su vez, la nueva distribuci�on de masa altera el cam-
po gravitatorio de la Tierra, en interacci�on con la Luna y el Sol, que en este
sentido se consideran cuerpos perturbados. Esta variaci�on del campo gravi-
tatorio conduce a un t�ermino adicional de la energ��a potencial, denominado
potencial de redistribuci�on (Vt). Su c�alculo se aborda en el pr�oximo cap��tulo.

Bajo la hip�otesis de peque~nas deformaciones se considera que el orden
de magnitud de I1 es peque~no respecto a la parte no perturbada, esto es,
jjI1jj << jjI0jj (puede encontrarse una evaluaci�on de estos �ordenes de magni-
tud en Kubo 1991). Escribiremos la energ��a cin�etica en t�erminos de L, lo que
nos permitir�a introducir el conjunto can�onico de Andoyer mediante (2.43).

4Con un formalismo similar se puede incluir la deformación rotacional, inducida por el
potencial centrífugo terrestre (Getino y Ferrándiz 1995).
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A partir de (4.19) se tiene:

T =
1

2
!I! =

1

2
L! =

1

2
LI�1L, (4.22)

donde hemos hecho uso de (4.7) y hemos prencidido del sub��ndice en la
velocidad angular ya que se sobreentiende que en todo momento trabajamos
en el sistema de Tisserand. Obtendremos la expresi�on de I�1 mediante un
desarrollo en serie en �ordenes de I1:

I = I0 + I1 =
�
1+ I1I

�1
0

�
I0 ! I�1 = I�10

�
1+ I1I

�1
0

��1
. (4.23)

Utilizando el desarrollo de McLaurin (1+ x)�1 = 1� x+ x2+O(x3), resulta�
1+ I1I

�1
0

��1
= 1� I1I�10 +

�
I1I

�1
0

�2
+O

�
I31
�
, (4.24)

por lo que, a primer orden en I1 se tiene

I�1 = I�10 � I�10 I1I�10 +O
�
I21
�
. (4.25)

La expresi�on de la energ��a cin�etica es entonces, a este orden de aproximaci�on,

T =
1

2
LI�10 L�

1

2
L
�
I�10 I1I

�1
0

�
L =T0 + Tt, (4.26)

donde T0 es la energ��a cin�etica asociada a un s�olido r��gido libre (2.42). Para
el caso sim�etrico (tomamos A = B bajo las mismas consideraciones que en
la secci�on 2.4) �esta viene dada por (2.45), en t�erminos del conjunto can�onico
de Andoyer:

T0 =
1

2A

�
M2 �N2

�
+
N2

2C
. (4.27)

Empleamos (2.43) para reescribir Tt. Realizando el producto de matrices:

Tt = �MN

AC
sen�

�
E sen � +D cos �

N

M

�
� F

MN

A2
sen2 � sen � cos � +

�1
2
�A

M2

A2
sen2 � sen2 � � 1

2
�B

N2

A2
sen2 � cos2 � � 1

2
�C

N2

C2
. (4.28)

Manteniendo el primer orden en � en virtud de � ' 10�6 resulta:

Tt = �
�C

2C2
N2 � MN

AC
� (E sen � +D cos �) , (4.29)

t�ermino de la energ��a cin�etica debido a la redistribuci�on de masa en el s�olido
deformado y que, por ello, se denomina de redistribución.
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As�� pues, el hamiltoniano del sistema vendr�a dado por las siguientes con-
tribuciones:

H = T0 + Tt + V1 + E + Vt, (4.30)

donde T0 y Tt vienen dados por las expresiones (4.27) y (4.29), V1 es el
potencial de perturbaci�on lunisolar dado por (3.2) correspondiente a la con-
tribuci�on r��gida I0 a trav�es de la f�ormula de MacCullagh (2.101), E es la
correcci�on por no inercialidad (2.76) y Vt es el potencial de perturbaci�on
correspondiente a la contribuci�on por deformaci�on I1.
La linealidad del m�etodo de perturbaciones a primer orden en virtud

de (2.141) y de las ecuaciones de Hamilton (3.16), permite abordar cada
contribuci�on por separado. Las contribuciones a las nutaciones dadas por T0
y V1 ya se han estudiado en el cap��tulo anterior, as�� como la del t�ermino E
para el movimiento de precesi�on en el caso r��gido. En las siguientes secciones
abordaremos el estudio de Tt, esto es, de la contribuci�on de la deformaci�on
de la Tierra a la energ��a cin�etica del sistema. Dejaremos para el siguiente
cap��tulo el t�ermino Vt, la contribuci�on directa del potencial de redistribuci�on
sobre el movimiento de rotaci�on.

4.3. Potencial de redistribución

El estudio de la relaci�on existente entre el potencial perturbador lunisolar,
y la variaci�on del geopotencial por la deformaci�on inducida, introduce en el
formalismo los denominados números de Love (Munk and MacDonald 1960),
que cuanti�can la respuesta el�astica de la Tierra. Otro camino, que requiere
de un an�alisis m�as profundo del problema el�astico, se basa en la determinaci�on
del campo de desplazamientos a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes
(Getino y Ferr�andiz 1991, Getino 1989). Referencias con un mayor nivel de
detalle que la citada anteriormente para la primera de estas v��as son, por
ejemplo, Wahr (1996) o m�as recientemente Lambert y Mathews (2006) y
Efroimsky (2012).
Supondremos que la Tierra no deformada tiene simetr��a esf�erica. Como

es bien conocido, las soluciones en coordenadas esf�ericas para la ecuaci�on
de Laplace para el c�alculo del potencial gravitatorio, mediante el m�etodo
de separaci�on de variables, est�an formadas por combinaciones lineales de
funciones de la forma

Vlm =

�
rl

r�(l+1)

�
Ylm (�; �) , l � 0, jmj � l, (l, m enteros) (4.31)

donde (r; �; �) son las coordenadas esf�ericas (radio, colatitud y longitud),
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y Ylm (�; �) son los arm�onicos esf�ericos complejos
5 (Bell 1968). El teorema

adici�on de los arm�onicos esf�ericos permite el desarrollo multipolar esf�erico
del potencial gravitatorio, en virtud de la expresi�on

1

jjr� r0jj = 4�
1X
l=0

lX
m=�l

1

2l + 1

rl<
rl+1>

Y �
lm (�

0; �0)Ylm (�; �) (4.32)

donde r< = m��n (r; r
0), r> = m�ax (r; r

0), y (r; �; �), (r0; �0; �0) son las coorde-
nadas esf�ericas de los vectores r y r0, respectivamente. El asterisco (�) repre-
senta aqu�� el conjugado complejo. Este desarrollo es el equivalente a (2.85)
en coordenadas esf�ericas. Por lo tanto, la expresi�on del potencial gravitatorio
creado por una cuerpo de masa m en la posici�on r0 (r0 > r) referenciada al
sistema de Tisserand, en un punto r de la Tierra, vendr�a dado por

U (r) =
Gm

jjr� r0jj , (4.33)

cuyo desarrollo multipolar esf�erico es

U (r; �; �) = 4�
Gm

r0

1X
l=0

lX
m=�l

1

2l + 1

� r
r0

�l
Y �
lm (�

0; �0)Ylm (�; �) . (4.34)

Evidentemente este potencial es soluci�on de la ecuaci�on de Laplace en vir-
tud de (4.31). Nos centraremos en el orden m�as bajo del desarrollo que
pueda crear deformaci�on en el s�olido, en funci�on de la geometr��a intr��nse-
ca de cada t�ermino. As��, el orden l = 0 es un t�ermino constante, ya que
Y00 (�; �) = 1=

p
4�. Dado que la fuerza actuante sobre las part��culas del

s�olido ser�a rrU = 0, esta contribuci�on no inuye.
Los t�erminos del orden l = 1, con Y10 (�; �) =

p
3=4� cos � y Y1�1 (�; �) =

�
p
3=8� sen � exp (�i�), generan contribuciones al potencial proporcionales

a r cos � = z y r sen � exp (�i�) = x�iy, cuyas fuerzas gradiente son constan-
tes en las direcciones de la base del sistema de referencia dadas por s1 (m = 0)

5En secciones anteriores hemos usado los armónicos esféricos reales, de�nidos en (2.95).
En este apartado haremos uso de su expresión compleja y normalizada, por comodidad
formal y similitud con algunas de las referencias:

Ylm (�; �) =

s
2l + 1

4�

(l �m)!
(l +m)!

eim�Pml (cos �) =

=

s
2l + 1

4�

(l �m)!
(l +m)!

[Clm(�; �) + iSlm(�; �)] .
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y s1� is2 (m = �1). Dado que las fuerzas son constantes e iguales para todos
los elementos de volumen del s�olido, no generan deformaci�on (inuyen sobre
el movimiento orbital).
El primer grado del desarrollo que induce deformaci�on sobre la Tierra es

l = 2, y por la disminuci�on de la magnitud en cada orden, mantendremos s�olo
estos t�erminos para la expresi�on del potencial deformador (mismo orden de
magnitud que el desarrollo de la energ��a potencial de la secci�on 2.6). Se puede
demostrar (Wahr 1996) que los t�erminos con l > 1, en el caso de una Tierra
esf�erica, no provocan una fuerza neta, es decir, no afectan al movimiento
orbital. Por lo tanto, la expresi�on del potencial de marea ser�a

U =
4�

5

Gm

r0

� r
r0

�2 2X
m=�2

Y �
2m (�

0; �0)Y2m (�; �) +O

�� r
r0

�3�
. (4.35)

Podemos eliminar las contribuciones negativas de m mediante manipulaci�on
algebraica. Expandiendo el sumatorio:

Y �
00Y00 +

2X
m=1

�
Y �
2m (�

0; �0)Y2m (�; �) + Y �
2(�m) (�

0; �0)Y2(�m) (�; �)
�

= Y �
00Y00 +

2X
m=1

�
Y �
2m (�

0; �0)Y2m (�; �) + (�1)2m Y2m (�0; �0)Y �
2m (�; �)

�
= Y �

00Y00 + 2
2X

m=1

Re [Y �
2m (�

0; �0)Y2m (�; �)] , (4.36)

donde se ha usado que Y2(�m) = (�1)m Y �
2m y Re es la funci�on parte real.

Dado que Y00 es real, se puede dar una forma compacta para la expresi�on del
potencial (Wahr 1996):

U = Re

"
r2

a2E

2X
m=0

cmY
�
2m (�

0; �0)Y2m (�; �)

#
, (4.37)

donde se ha usado la constante aE radio medio terrestre como normalizaci�on,
y de�nido

cm =
4�

5

Gm

r03
a2E (2� �m0) (4.38)

que es una medida de la magnitud del potencial de marea cuando r = aE, es
decir, en la super�cie terrestre.
El problema el�astico lo planteamos desde un punto de vista est�atico, esto

es, para cada instante dado en el que podamos considerar r0 como constante.
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Supondremos que la soluci�on din�amica es v�alida cuando el radio-vector del
astro perturbador sea una funci�on conocida del tiempo, o dicho de otra forma,
que la soluci�on din�amica del problema puede aproximarse con una sucesi�on
continua de estados en los que es v�alida la soluci�on est�atica del problema
el�astico. Como soluci�on est�atica del problema el�astico entendemos el c�alculo
del campo de vectores desplazamiento como funci�on �unica de la posici�on, que
denotaremos por s(r): Esto forma parte del desacople de los problemas el�asti-
co y de rotaci�on, donde se desprecian las interacciones posibles entre ambos
movimientos, y de la consideraci�on de que el problema el�astico est�a resuelto
a priori. Rec��procamente tampoco consideramos el movimiento de rotaci�on
terrestre en la b�usqueda de una relaci�on formal entre el potencial de marea
y el de redistribuci�on6. Reescribiermos (4.37) considerando formalmente este
planteamiento, a trav�es de la de�nici�on de las constantes �m y de las fun-
ciones Um (r; �; �) seg�un

�m = cmY
�
2m (�

0; �0) , Um =
r2

a2E
Y2m (�; �) . (4.39)

Las constantes �m est�an determinadas por el movimiento orbital del cuerpo
perturbador, y constituyen los coe�cientes de la combinaci�on lineal

U = Re

 
2X

m=0

�m Um

!
. (4.40)

La linealidad de esta expresi�on nos permite estudiar la respuesta el�astica de
la Tierra a estos t�erminos deformantes, Um, de forma independiente.
Como adelant�abamos no estudiaremos esta respuesta a partir de la solu-

ci�on de las ecuaciones de Navier-Stokes para el campo de vectores desplaza-
miento, bajo cierta modelizaci�on, sino a trav�es de la relaci�on existente entre
los potenciales de marea y de redistribuci�on, siguiendo el planteamiento de
Kubo (1991), o Peale (1973), entre otros.
Por lo tanto nuestro inter�es no es tanto tener una expresi�on expl��cita para

s(r), como el obtener informaci�on sobre su dependencia formal en t�erminos
del potencial Um que induce los desplazamientos en las part��culas del s�olido.
As�� pues, mediante la aplicaci�on directa de la Segunda Ley de Newton sobre
un elemento de volumen del solido en la posici�on r, en el caso est�atico se
tendr�a

�(r)
d2

dt2
s(r) = 0 = �(r)rrUm + �s(r) (4.41)

6Si bien como señalábamos en la nota al pie de la página 87, un movimiento pro-
mediado, a través del potencial centrífugo, puede incluirse en el potencial de marea. Esto
implica una dependencia temporal conocida, de carácter armónico, en el campo de vectores
desplazamiento, esto es, s(r; t) = s(r) exp(i!t):
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donde �s(r) representa las fuerzas internas, v��a cierto operador diferencial �.
N�otese que en esta ecuaci�on no se han considerado fuerzas de inercia asocia-
das a la rotaci�on (fuerza centr��fuga y de Coriolis), esto es, que se considera
el s�olido sin rotaci�on a efectos del modelado reol�ogico. Teniendo en cuenta
la simetr��a esf�erica del potencial perturbador, es conveniente el desarrollo
del campo vectorial s(r) en el base local de arm�onicos esf�ericos vectoriales,
fr̂Ylm (�; �) , rrYlm (�; �) , r̂�rrYlm (�; �)g, es decir,

s(r) =
X
l;m

�
s1lm(r)r̂Ylm (�; �) + s2lm(r)rrYlm (�; �) + s3lm(r)r̂�rrYlm (�; �)

�
.

(4.42)
El planteamiento estricto consistir��a en sustituir este desarrollo en la ecuaci�on
en derivadas parciales para hallar las funciones silm mediente ecuaciones di-
ferenciales ordinarias. Evidentemente no disponemos de una forma concisa
para el operador � (que incluye las ecuaciones de la elasticidad, por ejem-
plo para la consideraci�on de las tensiones internas), y hemos de suponer la
forma de actuaci�on de este operador sobre los vectores de la base. Esto va
a depender directamente de la forma del potencial Um, en la medida en que
debe satisfacerse la ecuaci�on (4.41). Para ello, teniendo en cuenta que

rrUm =
2

a2E

r̂

r
Y2m (�; �) +

r2

a2E
rrY2m (�; �) , (4.43)

y considerando simetr��a esf�erica radial en la situaci�on no deformada, esto
es �(r) = �(r), se tiene que �s(r) no puede incluir un t�ermino dependiente
del vector base7 r̂�rrYlm (�; �). De igual forma s�olo los t�erminos de grado
l = 2 pueden ser no nulos. N�otese que en una situaci�on inicial m�as general, se
requerir��a tambi�en para la funci�on densidad �(r) un desarrollo en arm�onicos
esf�ericos que conducir��a a la aparici�on de productos de �estos en �(r)rrUm,
impidiendo este desacople del problema. La ecuaci�on (4.42) se reescribe en-
tonces

s(r) =
X
m

�
s12m(r)r̂Y2m (�; �) + s22m(r)rrY2m (�; �)

�
=
X
m

sm(r). (4.44)

Tenemos entonces dos funciones radiales independientes, s12m(r) para los des-
plazamientos radiales, en la direcci�on de r̂, y s22m(r) para los transversales,
en las direcciones de rrY2m (�; �) (versores u� y u� de la base local de las
coordenadas esf�ericas)8. Los desplazamientos por deformaci�on s�olo se obser-
van (o miden) en la super�cie terrestre. Por lo tanto el �unico dato disponible,

7Nótese que de existir dependencia temporal, esto no sería así, ya que la derivada
temporal de s(r) incluiría al tercer vector de la base.

8rr� (r; �; �) = r̂
@�
@r + u�

1
r
@�
@� + u�

1
r sen �

@�
@�
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como condici�on de contorno, que debe incorporarse a la teor��a es el de los
valores s12m(aE) y s

2
2m(aE). Esto se hace convencionalmente mediante los de-

nominados n�umeros de Love (Munk y MacDonald 1960, Wahr 1996), que
consisten en unos valores normalizados para estas funciones, denominados l
y h, y de�nidos a partir de los desplazamientos vertical y horizontales de la
super�cie terrestre seg�un:

Desplazamiento vertical =
h

g
Usuper�cie, (4.45)

Desplazamientos horizontales =

�
l

g

@

@�
Usuper�cie,

l

g

1

sen �

@

@�
Usuper�cie

�
,

donde g es el valor de la aceleraci�on de la gravedad en la super�cie de la
Tierra. Denominando entonces (srm; s�m; s�m) a las coordenadas esf�ericas de
los vectores sm, tendremos de (4.44) y (4.45), teniendo en cuenta que Um(r =
aE) = Y2m (�; �):

srm (aE; �; �) = s12m(aE)Y2m (�; �) =
h

g
Y2m (�; �) ,

s�m (aE; �; �) = s22m (aE)
1

aE

@

@�
Y2m (�; �) =

l

g

@

@�
Y2m (�; �) , (4.46)

de donde

s12m(aE) =
h

g
, s22m (aE) = aE

l

g
. (4.47)

Sin embargo el n�umero de Love que nos afecta directamente para el estudio
del potencial de redistribuci�on es el tercero, denotado k, que da cuenta de
las observaciones del campo gravitatorio en la super�cie de la Tierra. �Este se
de�ne seg�un (Kaula 1964, Munk y MacDonald 1960):

Potencial adicional en la super�cie (desplazada) = kUsuper�cie. (4.48)

De�nimos Vm(r) como el t�ermino del potencial de redistribuci�on, seg�un una
descomposici�on del tipo (4.40), asociado al desplazamiento sm(r), esto es, el
potencial adicional o la variaci�on sobre el potencial. Dado que �este es una
funci�on escalar cuya parte angular debe satisfacer (4.31) y sm(r) tiene la
forma (4.44), podr�a descomponerse en variables separadas como

Vm(r; �; �) = Rm(r)Y2m (�; �) . (4.49)

Por lo tanto se tendr�a que

Vm(aE; �; �) = Rm(aE)Y2m (�; �) = kUm(r = aE) = kY2m (�; �) , (4.50)
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de manera que
Rm(aE) = k. (4.51)

Las simpli�caciones aceptadas en este modelo conllevan que los n�umeros
de Love resulten magnitudes independientes del valor del sub��ndice9 m. El
c�alculo de �estos no es trivial y atiende a modelos reol�ogicos (Takeuchi 1950,
Je�reys 1976), no obstante en nuestro problema son datos de entrada de la
teor��a10. Para construir la expresi�on del potencial de redistribuci�on dado por
(4.49), necesitamos obtener la parte radial para r > aE. Es decir, la soluci�on
de la ecuaci�on de Laplace dada por (4.31) compatible con la condici�on de
contorno (4.51). Dado que la soluci�on debe ser acotada, la parte radial ser�a de
la forma r�(l+1) = r �3, por lo que

Rm (r) =
A

r3
! Rm(aE) = k =

A

a3E
! A = ka3E, (4.52)

de manera que

Vm(r; �; �) = k
�aE
r

�3
Y2m (�; �) , r � aE. (4.53)

Esta expresi�on puede relacionarse directamente con el t�ermino Um del po-
tencial de marea dado por (4.39),

Vm(r; �; �) = k
�aE
r

�5
Um(r; �; �). (4.54)

La relaci�on entonces entre los potenciales completos de redistribuci�on y marea
se obtiene de la combinaci�on lineal (4.40), ya que ambos admiten un desa-
rrollo en arm�onicos esf�ericos con los mismos coe�cientes (4.39), al tratarse
de potenciales gravitatorios. Por lo tanto

V (r) = Re

"
2X

m=0

�mVm (r)

#
= k

�aE
r

�5
Re

2X
m=0

�mUm (r) , (4.55)

que de�nitivamente se puede escribir como

V (r) = k
�aE
r

�5
U (r) . (4.56)

9Considerando una deformación más general en (4.35), los números de Love dependen
del grado l, es decir, kl. En nuestro caso k = k2.
10A modo de referencia, valores para los números de Love pueden encontrarse, por

ejemplo, en Munk y MacDonald (1960): k = 0:290, h = 0:587, l = 0:068. Para más
precisión pueden consultarse las expresiones normalizadas del geopotencial en las IERS
Conventions (2010), o la tabla 7.1.
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Esta expresi�on para el potencial de redistribuci�on es indepediente de las
coordenadas utilizadas, ya que depende expl��citamente s�olo de r = jjrjj.
Estrictamente es v�alida bajo la aproximaci�on del desarrollo multipolar dado
por (4.35), y coincide con la empleada por Kubo (1991) para el estudio de
la variaci�on del tensor de inercia en la Tierra deformable. Este problema lo
abordaremos en la siguiente secci�on.

4.4. Dependencia temporal del tensor de iner-
cia

Siguiendo el planteamiento del problema expuesto en las secciones pre-
vias, los elementos de matriz de I1 son funciones conocidas del tiempo, de-
pendientes de la posici�on de los cuerpos perturbadores que inducen la de-
formaci�on de marea, y de las caracter��sticas el�asticas (con m�as generalidad,
reol�ogicas) de la Tierra. A partir de la relaci�on existente entre el potencial
lunisolar perturbador y el potencial de redistribuci�on, dada por (4.56), usare-
mos la f�ormula de MacCullagh estudiada en la secci�on 2.6 para encontrar la
forma expl��cita de la matriz de inercia, siguiendo un planteamiento similar al
de Peale (1973) o Kubo 1991). Con mayor nivel de detalle puede destacarse
Rochester y Smyle (1974).
Para escribir el potencial V (r) de manera que pueda realizarse una com-

paraci�on con la expresi�on de la energ��a potencial dada por (2.101), conviene
explicitarla en coordenadas cartesianas, y para ello reescribiremos el desa-
rrollo multipolar esf�erico (4.35) en t�erminos del polinomio de Legendre de
segundo orden, en virtud del teorema de adici�on para los arm�onicos esf�eri-
cos:

U (r) =
Gm

r0

� r
r0

�2
P2 (cos ) , cos  =

rr0

rr0
. (4.57)

Teniendo en cuenta la forma expl��cita del polinomio,

P2 (cos ) =
1

2

"
3

�
rr0

rr0

�2
� 1
#
=
1

2

3 (rr0)2 � r2r02

r2r02
, (4.58)

resulta

U (r) =
Gm

2

1

r05

h
3 (rr0)

2 � r2r02
i
. (4.59)

Una expresi�on equivalente para el potencial de redistribuci�on (4.56) es en-
tonces

V (r) = k
Gm

2

1

r05

�aE
r

�5 h
3 (rr0)

2 � r2r02
i
. (4.60)
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Antes de comparar con la f�ormula de MacCullagh es conveniente aclarar,
ya que por abuso de notaci�on se han denotado de la misma manera, que
la expresi�on (2.101) se corresponde a la energ��a potencial (2.84) y no a la
funci�on potencial, y que por ello debe divirse por la masa, m. Igualmente en
la expresi�on (4.33) del potencial gravitatorio U (r), por comodidad no hemos
incluido el signo menos que se utiliza con car�acter convencional, de modo que
la comparaci�on de (4.60) con (2.101) requiere tambi�en de un cambio de signo
en (4.60). Teniendo en cuenta estos detalles y las expresiones del potencial en
coordenadas cartesianas dadas por (2.97) y (2.100), la f�ormula de MacCullagh
para el potencial de redistribuci�on en t�erminos de los elementos de matriz de
I1 dados por (4.20) se escribe

V (r) = � G

2r5
�
x2 (�2�A+�B +�C) + y2 (�2�B +�A+�C)+

+z2 (�2�C +�A+�B)� 6Fxy � 6Exz � 6Dyz
�
. (4.61)

N�otese que el potencial de redistribuci�on es una contribuci�on adicional al
geopotencial r��gido que induce la variaci�on en el tensor de inercia. Por ello
la f�ormula de MacCullag se aplica para los elementos de matriz de I1. Desa-
rrollando (4.60) en coordenadas cartesianas,

V (r) = �kGm
2

1

r05

�aE
r

�5 �
x2
�
2x02 � y02 � z02

�
+ y2

�
2y02 � x02 � z02

�
+

+z2
�
2z02 � x02 � y02

�
+ 6xyx0y0 + 6xzx0z0 + 6yzy0z0

�
. (4.62)

Al igualar (4.61) y (4.62), comparamos los t�erminos correspondinentes a la
diagonal de la matriz de inercia, ya que el resto de t�erminos est�an desacopla-
dos. Se obtiene el sistema lineal de ecuaciones

� 2�A+�B +�C = �
�
2x02 � y02 � z02

�
,

�2�B +�A+�C = �
�
2y02 � x02 � z02

�
,

�2�C +�A+�B = �
�
2z02 � x02 � y02

�
, (4.63)

donde � = km (aE=r
0)5. El determinante del sistema de inc�ognitas �A, �B

y �C es nulo y el sistema resulta compatible indeterminado. El sistema se
puede reescribir en t�erminos de la traza de la matriz, Tr(I1) = �A+�B +
�C,

� 3�A+ Tr(I1) = �
�
2x02 � y02 � z02

�
;

�3�B + Tr(I1) = �
�
2y02 � x02 � z02

�
,

�3�C + Tr(I1) = �
�
2z02 � x02 � y02

�
. (4.64)
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Aplicando el teorema de Darwin (Darwin 1910), bajo la hip�otesis de s�olido
incompresible, se tiene Tr(I1) = 0, y el sistema queda desacoplado. Se in-
cluye una demostraci�on de este teorema al �nal de esta secci�on. Los t�erminos
correspondientes a los productos de inercia en (4.62) se obtienen de forma
directa. Podemos dar una expresi�on compacta para los elementos de matriz
renombrando estos como I1ij, y las coordenadas (x

0; y0; z0) = (r01; r
0
2; r

0
3):

I1ii =
km

3

a5E
r05
�
r02 � 3r02i

�
,

I1ij = �kma5E
r05
r0ir

0
j (i 6= j) . (4.65)

Es habitual de�nir (Kubo 1991) el par�ametro constante11

� =
1

3
kma2E

�aE
a

�3
(4.66)

donde a es la distancia media entre el geocentro y el cuerpo perturbador,
tal como se ha empleado ya con anterioridad. De esta manera, la matriz I1
queda �nalmente escrita en t�erminos de las coordenadas cartesianas (x0; y0; z0)
y m�odulo r0 del radiovector del astro perturbador de masa m, referido al
sistema de Tisserand, como

I1 = �
a3

r05

0@ r02 � 3x02 �3x0y0 �3x0z0
�3x0y0 r02 � 3y02 �3y0z0
�3x0z0 �3y0z0 r02 � 3z02

1A . (4.67)

Considerando las coordenadas del cuerpo perturbador como funciones cono-
cidas del tiempo (siguiendo la conexi�on con las teor��as orbitales abordada en
la secci�on 2.7), la expresi�on anterior proporciona la dependencia temporal
del tensor de inercia, I1(t).
Conviene hacer la aclaraci�on de que los elementos de la matriz de inercia,

de�nidos en (4.20), y por ende en (4.67), son los correspondientes al sistema
de Tisserand conforme se abord�o en la secci�on 4.1. En ese sentido disponemos
de una expresi�on para I1(t).
El par�ametro � determina el orden de magnitud de jjI1jj. Teniendo en

cuenta (4.20), la magnitud de la perturbaci�on el�astica puede caracterizarse
por12 �=C.

11En Getino y Ferrándiz (1995) se denota � = 2Dt.
12Valores numéricos para la Luna (�L) y el Sol (�S) pueden encontrarse en Kubo (1991):

�L = 5:66� 10�8kC, �S = 2:60� 10�8kC. Teniendo en cuenta el valor de referencia k =
0:290, en el caso más desforable la magnitud de la perturbación resulta �L=C ' 1:64�10�8.
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4.4.1. Demostración del teorema de Darwin

Por �ultimo demostraremos el teorema de Darwin empleado para la reso-
luci�on del sistema (4.63). Demostraremos que Tr(I1) = 0 encontrando la
expresi�on expl��cita de la traza, en t�erminos del campo de desplazamientos.
Siguiendo la notaci�on de (4.20); T r(I1) = Tr(I)�Tr(I0), donde I es el tensor
de inercia del s�olido deformado, e I0 en el estado sin deformar. Aplicando
(2.92) se tiene

Tr(I) = 2

Z
V �
%(r�)r�2d3r�, (4.68)

donde hemos denotado con un asterisco (�) las magnitudes correspondientes
al estado deformado del s�olido. La deformaci�on conserva los elementos de
masa, ya que no hay ujo de masa en la frontera de los elementos de volumen.
Por lo tanto, se tiene

dm� = %(r�)d3r� = dm = %(r)d3r. (4.69)

La deformaci�on viene determinada por el campo de vectores desplazamiento
s(r), de modo que r� = r+ s(r). Considerando esta transformaci�on como un
cambio de variable para el c�alculo de la integral (4.68), se tiene

Tr(I) = 2

Z
V

%(r) [r+ s(r)]2 d3r, (4.70)

integral que se eval�ua en el estado sin deformar. Desarrollando el cuadrado,

Tr(I) = 2

Z
V

%(r)r2d3r+2

Z
V

%(r)s2d3r+ 4

Z
V

%(r) (r � s) d3r =

= Tr(I0) + 4

Z
V

%(r) (r � s) d3r+O
�
s2
�
, (4.71)

donde despreciaremos el t�ermino de orden s2 bajo la aproximaci�on de peque~nas
deformaciones, jjsjj << jjrjj. De donde se sigue que

Tr(I1) = Tr(I)� Tr(I0) = 4

Z
V

%(r) (r � s) d3r. (4.72)

Considerando la expresi�on (4.42) para s(r) en t�erminos de la base local
de los arm�onicos esf�ericos vectoriales, determinamos el producto escalar

r � s =
X
l;m

s1lm(r)rYlm (�; �) , (4.73)

ya que el resto de t�erminos son ortogonales a r. Escribiendo el elemento de
volumen en coordenadas esf�ericas, d3r =r2 sen �d�d�, en el caso de simetr��a
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radial en la distribuci�on de masa, %(r) = %(r), podemos integrar separada-
mente la parte angular,Z

S

Ylm (�; �) sen �d�d� =
p
4�

Z
S

Ylm (�; �)Y
�
00 (�; �) sen �d�d� =

=
p
4��l0�m0, (4.74)

donde se ha utilizado que Y �
00 (�; �) = 1=

p
4�, y la relaci�on de ortogonalidad

de los arm�onicos esf�ericos13 (Bell 1968). Por lo tanto

Tr(I1) = 4
p
4�
X
l;m

Z aE

0

%(r)r3s1lm(r)�l0�m0dr =

= 8
p
�

Z aE

0

%(r)r3s100(r)dr. (4.75)

Este resultado muestra que a primer orden de deformaci�on, Tr(I1) es pro-
porcional a la componente s100(r) del campo de desplazamientos. En nuestro
problema los vectores desplazamiento son de la forma (4.44), con arm�onicos
de orden l = 2, donde s100(r) = 0. Por lo tanto

Tr(I1) = 0:

En un modelo de deformaci�on m�as general, que incluya arm�onicos de
todos los �ordenes, se puede demostrar que la condici�on su�ciente para la
nulidad de la traza es que el campo de desplazamientos sea solenoidal,rrs =
0 (Rochester y Smylie 1974), que es una condici�on derivada de la hip�otesis
de incompresibilidad. Dado que no es el caso que nos ata~ne, no se considera
necesario incluir aqu�� la demostraci�on en el caso general.

4.5. Integración de primer orden

Considerando el hamiltoniano con las contribuciones indicadas en (4.30),
y en virtud de la linealidad del m�etodo de Hori a primer orden de pertur-
baci�on, en este cap��tulo abordaremos la integraci�on del t�ermino de energ��a
cin�etica de redistribuci�on, Tt, dado por (4.29)

Tt = �
�C

2C2
N2 � MN

AC
� (E sen � +D cos �) . (4.76)

El algoritmo de integraci�on es el mismo que el empleado en la secci�on 3.1,
y por lo tanto no requiere de mayor detalle en la descripci�on del proceso. Este

13
R 2�
0
d�
R �
0
d� sen �Y �lm (�; �)Y

�
l0m0 (�; �) = �ll0�mm0
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t�ermino del hamiltoniano es funci�on de los elementos de matriz �C, E y D
de I1. �Estos dependen de las posiciones del astro perturbador seg�un (4.67),
referidas al sistema de Tisserand, que son funciones conocidas del tiempo.

Omitiremos las primas en las coordenadas en lo sucesivo, al no existir
riesgo de confusi�on, de modo que las coordenadas ser�an (x; y; z) y r el m�odulo
de su radiovector. La conexi�on con las teor��as orbitales para la Luna y el Sol
requiere de la expresi�on de estos elementos de matriz en arm�onicos esf�ericos
y de las expresiones (2.125). Por lo tanto, la nueva contribuci�on debida a la
deformaci�on de la Tierra ser�a fundamentalmente peri�odica, en virtud de los
argumentos �i introducidos en (2.113). Como ya se estudi�o, a primer orden
de perturbaci�on los movimientos secular y peri�odico est�an desacoplados, de
modo que esta contribuci�on inuir�a principalmente sobre el movimiento de
nutaci�on.

A �n de hacer uso de la conocida conexi�on de las teor��as orbitales, la
posici�on de los cuerpos perturbadores se describir�a en variables de Andoyer,
dado que la conexi�on entre sistema de Tisserand y sistema celeste inercial
se puede realizar v��a la secuencia de rotaciones (2.38), que simb�olicamente
podemos escribir como

x(t) = R(t)X(t). (4.77)

Las variables can�onicas que aparecen enR(t) son tambi�en funciones del tiem-
po, y no participar�an, entonces, en las diferentes derivadas que se realizar�an
en el proceso de construcci�on de las ecuaciones del movimento y la obten-
ci�on de sus soluciones a primer orden (Kaula 1964, Peale 1973). Es habitual
en algunas referencias (Getino y Ferr�andiz 1995) emplear el s��mbolo � para
denotar las variables relativas a los cuerpos perturbadores (en el sentido de
inductores de deformaci�on). Por simplicidad de notaci�on nosotros s�olo lo uti-
lizaremos cuando pueda existir riesgo de confusi�on, esto es, cuando en una
misma expresi�on coexistan variables referidas a cuerpos perturbados y per-
turbadores.

Siguiendo lo descrito en la secci�on 2.5, el uso de las soluciones de las
teor��as orbitales referidas a la ecl��ptica de la fecha implicaba la introducci�on
del t�ermino E(�;M; �) en el hamiltoniano (4.30). Estrictamente cuando el
movimiento orbital desempe~na el papel de funciones conocidas del tiempo
para la variaci�on del tensor de inercia, tambi�en deber��a considerarse una
correcci�on por la no inercialidad del sistema de referencia. Sin embargo, da-
do que no afecta directamente a las variables can�onicas del problema, esto
es, a las que describen el movimiento de rotaci�on de la Tierra, ni por tanto
a las diferentes dependencias funcionales a trav�es de las que se generan las
ecuaciones del movimiento, podemos despreciar num�ericamente esta correc-
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ci�on14. En todo caso introducir��a una peque~na contribuci�on de ��ndole secular,
que tampoco interaccionar��a con las nutaciones debidas a la deformaci�on de
marea. Supondremos por tanto que el sistema celeste dado por la ecl��ptica
de la fecha es el sistema de referencia respecto al cual hemos construido el
sistema de Tisserand en la secci�on 4.1.
Para la aplicaci�on del m�etodo de Hori, el problema no perturbado es el

mismo que en el caso r��gido, H0 = T0 dado por (4.27), cuya soluci�on se
aborda en la secci�on 2.4. Empleando la notaci�on para el sistema auxiliar de
Hori, son v�alidas las expresiones (3.6).
Escribimos los elementos de matriz de I1 dados en (4.67) en t�erminos de

los arm�onicos esf�ericos (2.95),

�C = �
a3

r5
�
r2 � 3z2

�
= �2�

�a
r

�3
C20 (�; �) ,

E = �3�a
3

r5
xz = ��

�a
r

�3
C21 (�; �) ,

D = �3�a
3

r5
yz = ��

�a
r

�3
S21 (�; �) ; (4.78)

donde (r; �; �) son las coordenadas esf�ericas del cuerpo perturbador, referidas
al sistema de Tisserand. La conexi�on con las teor��as orbitales se realiza v��a
las expresiones (2.125), que a orden 0 en � se escriben�a

r

�3
C20 (�; �) = 3

X
i

Bi(I) cos�i,�a
r

�3
C21 (�; �) = 3

X
i;�=�1

Ci(I; �) sen (�+ � � ��i) ,�a
r

�3
S21 (�; �) = 3

X
i;�=�1

Ci(I; �) cos (�+ � � ��i) . (4.79)

Sustituiremos (4.79) en (4.78) para obtener la expresiones expl��citas para los
elementos de matriz. Recordemos, sin embargo, una vez m�as que las variables
can�onicas, �, � y � (�esta implicitamente en �i) as�� como el �angulo auxiliar I,
son funciones conocidas del tiempo. Con su�ciente exactitud puede tomarse
para �estas la soluci�on del problema del s�olido r��gido libre dada por (2.58),
(2.61) y (2.62). Esto implica suponer que la deformaci�on inducida por los
astros perturbadores se produce sobre una Tierra no perturbada en su mo-
vimiento de rotaci�on por ellos mismos, lo cual es num�ericamente admisible

14Es un movimiento de rotación muy lento, y se considera como secular. Véase por
ejemplo la nota al pie en la página 75.
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considerando la magnitud de las nutaciones de la Tierra r��gida. As��, recordan-
do que para las constantes de integraci�on se veri�caN0 =M0+O(�

2) ' C!E,
se tendr�a en el argumento de las funciones trigonom�etricas de (4.79):

�+ � = �0 + �0 +

�
M0

A
+

�
1

C
� 1

A

�
N0

�
t =

= �0 + �0 + !Et, (4.80)

de manera que podemos sustituir�
sen
cos

�
(�+ � � ��i)!

�
sen
cos

�
(!Et� ��i) , (4.81)

pudiendo prescindir para nuestros prop�ositos de la fase constante, �0 + �0,
en el argumento de las funciones trigonom�etricas. Los elementos de matriz
(4.78) quedan entonces

�C = �6�
X
i

Bi(I0) cos�i,

E = �3�
X
i;�=�1

Ci(I0; �) sen (!Et� ��i) ,

D = �3�
X
i;�=�1

Ci(I0; �) cos (!Et� ��i) , (4.82)

donde �i � �i(t) = nit+�i0, conforme a (2.114).
La introducci�on de las relaciones (4.82) en el hamiltoniano de pertur-

baci�on (4.76), H1 = Tt, nos permite abordar la integraci�on de primer orden
siguiendo el m�etodo de Hori

H�
0 = H0(M

�; N�) =
1

2

M�2

A
+
1

2
N�2

�
1

C
� 1

A

�
, (4.83)

H�
1 = H1sec(p

�; q�) =
X
p=L;S

3�pB0;p(I0)
N�2

C2
, (4.84)

H1per = H1 �H1sec =

=
X
p=L;S

(
3�p

N�2

C2

X
i6=0

Bi;p(I0) cos�i + 3�p
M�N�

AC
��

�
X
i;�=�1

Ci;p(I0; �) cos (!Et� ��i � ��)

)
. (4.85)

La funci�on generatriz se construye a partir de (2.149),

W �
1 =

Z
UP

H1perdt, (4.86)
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donde debe recordarse que el m�etodo requiere de la inversi�on del sistema de
soluciones del caso no perturbado, dado por (3.13). A modo de ejemplo, la
integraci�on de uno de los t�erminos resultaZ

UP

cos (!Et� ��i � ��) dt =
1

!E � �ni � n��
sen (!Et� ��i � ��) . (4.87)

Teniendo en cuenta (2.62), podemos escribir

!E � �ni � n�� =
1

AC
[(!E � �ni)AC � (A� C)N�

0 ] , (4.88)

donde realizaremos la sustituci�on N�
0 = N� en virtud de (3.13).

La funci�on generatriz que se obtiene realizando este proceso es

W �
1 =

X
p=L;S

(
3�p

N�2

C2

X
i6=0

Bi;p(I0) sen�i � 3�pM�N��� (4.89)

�
X
i;�=�1

Ci;p(I0; �)

(A� C)N� + AC (�ni � !E)
sen (!Et� ��i � ��)

)
.

4.6. Movimiento de precesión

Abordaremos en primer lugar la depencia temporal de ��+�� en t�erminos
de las constantes del problema. Para el caso no perturbado se tiene (4.80),
veamos si es su�ciente como aproximaci�on para la evoluci�on temporal de
estas variables can�onicas emplear que �� + �� = ��0 + ��0 + !Et.
Tal como estudiamos en la secci�on 3.3, para el movimiento de precesi�on

de estas variables se tiene (3.74), n��+n
�
� = !E+O(�

�2), o equivalentemente
��+ �� = ��0+ �

�
0+!Et+O(�

�2). Respecto al caso r��gido, la evoluci�on de las
variables se ve afectada por el hamiltoniano secular adicional (4.84). �Este no
supone ninguna variaci�on para la variable �� dado que f��; H�

1g = 0, al no
depender de M�. Teniendo en cuenta (3.16), para la derivada temporal de la
variable �� existe una contribuci�on adicional dada por

�n�� = f��; H�
1g = 6

X
p=L;S

�pB0;p(I0)
N�

C2
, (4.90)

que evidentemente es num�ericamente despreciable al depender del peque~no
par�ametro �p=C, frente al resto de t�erminos del argumento de la funci�on
trigonom�etrica, �n�� ' 10�8!E. Utilizaremos entonces para las expresiones
de las nutaciones debidas a la deformaci�on de marea que

�� + �� = ��0 + ��0 + !Et. (4.91)
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Como consecuencia de (3.38) y (4.84), se tiene que N� = N�
0 , y no existe

contribuci�on adicional al movimiento secular de I� y ��, es decir

�n� = 0, �nI = 0. (4.92)

En este apartado conviene incluir una aclaraci�on sobre la equivalencia
con el planteamiento seguido en Escapa (2011), ya que en esta referencia
los momentos de inercia, que denominaremos A0 y C0, incluyen los del caso
r��gido m�as la contribuci�on el�astica de tipo permanente. En nuestro caso los
momentos principales de inercia son los empleados en el modelo de Tierra
r��gida del capitulo anterior (los dados por el valor constante A=C = 1 �
Hd). Centrando la discusi�on en el tercer momento de inercia, para el que
hemos introducido expresiones con anterioridad, la diferencia estriba en la
contribuci�on secular de (4.82), dada por el t�ermino i = (0; 0; 0; 0; 0), esto es

�Csec = �6
X
p=L;S

�pB0;p(I0) = h�Ci . (4.93)

Con el modelo de deformaci�on en estudio (primer orden de deformaci�on a
trav�es del teorema de Darwin, y potencial de marea de orden l = 2), �esta es
la �unica fuente de deformaci�on permanente. Si hay otras, son indistinguibles
por el modelo mec�anico. N�otese que en nuestro caso el promedio temporal
h�I1i resulta una matriz diagonal, y en el caso de Escapa (2011) es nulo.
As�� pues, C0 = C + �Csec, que es irrelevante desde el punto de vista de la
representaci�on num�erica, ya que tal como se indic�o en la nota al pie de la
p�agina 98, �p ' 10�8C. La de�nici�on de Escapa (2011) para I0 conlleva que
H�
1 = H1sec(p

�; q�) = 0, frente a (4.84), y por lo tanto no se tiene variaci�on en
el movimiento de precesi�on de ninguna de las variables respecto del caso de
la Tierra r��gida, al resultar la perturbaci�on puramente peri�odica. En nuestro
caso existe una peque~na contribuci�on vinculada a (4.90), que se a~nade a los
t�erminos de la precesi�on del caso r��gido, dada la linealidad de las ecuaciones
de Hamilton.
Sin embargo, la elecci�on de Escapa (2011) conlleva recalcular los movi-

mientos de nutaci�on y precesi�on del caso r��gido, ya que la modi�caci�on de
los elementos de matriz de I0 implica una modi�caci�on en T0. Evidentemente
conduce a la misma soluci�on, ya que la energ��a cin�etica T0 en el caso r��gido
(modi�cado) incluir�a una contribuci�on secular equivalente a partir de

N2

2C0
=

N2

2 (C +�Csec)
' N2

2C
� N2

2C2
�Csec =

N2

2C
+H1sec, (4.94)

donde H1sec es el dado por (4.84). La contribuci�on secular �Asec no participa
en este orden aproximaci�on debido a que M2 �N2 � O(�2).
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4.7. Movimiento de nutación

Calcularemos las nutaciones del eje de �gura15, estudiando separada-
mente los t�erminos de Poisson y Oppolzer. La dependencia con las variables
can�onicas de la funci�on generatriz (4.89),W �

1 = W �
1 (M

�; N�; ��; ��) , nos lle-
va de manera inmediata a concluir que no existe contribuci�on de los t�erminos
de Poisson, es decir, en las nutaciones de los �angulos direccionales del eje del
momento angular. En efecto, las expresiones (3.18) y (3.19) conducen a

4 � = 0, 4 I = 0. (4.95)

Este resultado est�a en concordancia con la a�rmaci�on de Moritz y Mueller
(1986, apdo. 3.3.2) de que, a primer orden de perturbaci�on, la estructura de la
Tierra no afecta al movimiento del momento angular, esto es, a los t�erminos
de Poisson. Esto es, el movimiento del eje de momento angular es el mismo
para una Tierra r��gida o el�astica, salvo que en el modelo se introduzcan
nuevos t�erminos en la energ��a potencial del sistema, como veremos en el
pr�oximo cap��tulo.
La deformaci�on de marea contribuye a las nutaciones a trav�es de los

t�erminos de Oppolzer, es decir, en los �angulos direccionales del eje de �gura
en el sistema de Tisserand. A partir de (3.24)

4 (�� �) =

�
��
sen��

sen I�
;W �

1

�
, 4 (� � I) = f�� cos��;W �

1 g .

Es conveniente expandir

sen (!Et� ��i � ��) = sen (!Et� ��i) cos �
� � cos (!Et� ��i) sen �

�

(4.96)
para la realizaci�on de las derivadas y posterior agrupamiento con otros t�ermi-
nos. Indicamos los pasos m�as relevantes de estos c�alculos

4 (�� �) =
1

M� sen I� sen��

�
sen��

@W �
1

@��
+ �� cos���

�
�
M� sen��

@W �
1

@M� + cos�
�@W

�
1

@��

��
, (4.97)

donde mantenemos s�olo el orden O(�0), y por tanto el t�ermino de la deriva-
da @W �

1 =@M
� no se considera. Al agrupar las funciones trigonom�etricas de

15Observemos que como estamos calculando las nutaciones del eje de �gura, no es nece-
sario incluir los términos convectivos (Efroimsky y Escapa 2007, Escapa 2011).
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@W �
1 =@�

� y @W �
1 =@�

� se tiene,

sen (!Et� ��i) cos(�
� + ��)� cos (!Et� ��i) sen(�

� + ��)

= sen [!Et� ��i � (�� + ��)] = � sen [(�� + ��)� (!Et� ��i)] .

(4.98)

Finalmente resulta

4 (�� �) =
X
p=L;S

3�p
sen I�

N�
X
i;�=�1

Ci;p(I0; �)

(A� C)N� + AC (�ni � !E)
�

� sen [(�� + ��)� (!Et� ��i)] +O (��) . (4.99)

Con una manipulaci�on completamente an�aloga se llega a

4 (� � I) =
1

M� sen��

�
cos��

@W �
1

@��
� �� sen���

�
�
M� sen��

@W �
1

@M� + cos�
�@W

�
1

@��

��
, (4.100)

que involucra las mismas derivadas que el caso anterior. El resultado es ahora

4 (� � I) =
X
p=L;S

3�pN
�
X
i;�=�1

Ci(I0; �)

(A� C)N� + AC (�ni � !E)
�

� cos [(�� + ��)� (!Et� ��i)] +O (��) . (4.101)

Teniendo en cuenta que �� + �� = ��0 + ��0 + !Et, dado por (4.91), podemos
realizar la sustituci�on:

sen [(�� + ��)� (!Et� ��i)] ! sen (��i) = � sen�i,

cos [(�� + ��)� (!Et� ��i)] ! cos�i, (4.102)

prescindiendo de la fase constante, ��0+ �
�
0, en el argumento de las funciones

trigonom�etricas, al igual que se hizo anteriormente (se cancelar��a con �0+�0).
Considerando (3.62)16 y (4.92) es admisible num�ericamente I� = I�0 = I0,
esto es, evaluarlo num�ericamente en una �epoca dada (J2000.0) tal como se
hizo en la representaci�on num�erica de las nutaciones en el caso r��gido. Usando
�nalmente que N�

0 ' C!E, las amplitudes de las f�ormulas de nutaci�on pueden
reescribirse como

N�
0

(A� C)N�
0 � AC!E + �ACni

= � 1
C

1

1� �
A

C

ni
!E

. (4.103)

16La representación numérica de estas expresiones puede consultarse en Kinoshita
(1975). Para " = �I� se tiene " ' 23o2602100:47 � 4600:81559t � :::, con t en centurias
julianas desde J2000.0.
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Las expresiones (4.99) y (4.101) resultan entonces

4 (�� �) = �
X
p=L;S

3�p
C sen I0

X
i;�=�1

�Ci;p(I0; �)

1� �
A

C

ni
!E

sen�i,

4 (� � I) = �
X
p=L;S

3�p
C

X
i;�=�1

Ci;p(I0; �)

1� �
A

C

ni
!E

cos�i, (4.104)

coincidentes con las ecuaciones (61) de Escapa (2011). Introduciendo el coe-
�ciente Kt de�nido por Getino y Ferr�andiz (1995), que en el caso sim�etrico
es

Kt;p = 3Dt;p
M

C

2

A
' 3�p

!E
A
, (4.105)

y teniendo en cuenta que n�� = M�
0=A ' C!E=A, se recuperan los t�erminos

de Oppolzer (6.20) y (6.21) de esta referencia:

4 (�� �) = �
X
p=L;S

Kt;p

sen I0

X
i;�=�1

�Ci;p(I0; �)

n�� � �ni
sen�i,

4 (� � I) = �
X
p=L;S

Kt;p

X
i;�=�1

Ci;p(I0; �)

n�� � �ni
cos�i. (4.106)

El coe�ciente Kt est�a relacionado con el orden de magnitud de la defor-
maci�on de marea, y permite que estas expresiones sean, formalmente, muy
similares a las del caso de la Tierra r��gida, (3.29) y (3.32).
Dada la similitud formal (se~nalada por Kubo 1991) entre las expresiones

de las nutaciones dadas por (4.106) y las correspondientes al caso r��gido,
(3.29) y (3.32), para la representaci�on num�erica se procede de forma an�aloga
a lo indicado en la secci�on 3.2. Se toman los par�ametros de las tablas 3.1, 3.2,
3.3 y 3.4. Para los valores de �p y el n�umero de Love k; se emplean los dados
por Kubo (1991) indicados en la nota al pie de la p�agina 98. La unidad de
las amplitudes es 1 �as (microsegundo de arco).
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Tabla 4.1: Nutaciones del plano de �gura para los principales argumentos
(amplitudes y comparación con Escapa 2011)
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Capítulo 5

Tierra elástica: contribución del
potencial de redistribución

5.1. Potencial de redistribución en variables
canónicas

En este cap��tulo abordaremos la contribuci�on a los movimientos de prece-
si�on y nutaci�on de la Tierra el�astica, dada por la energ��a potencial de redis-
tribuci�on a partir de (4.56), que denotaremos por Vt conforme a la expresi�on
del hamiltoniano (4.30). El estudio se realiza a primer orden de perturbaci�on
siguiendo el m�etodo descrito y utilizado en los cap��tulos anteriores.
En virtud de las expresiones (4.56) y (4.57), para cada cuerpo pertur-

bador p (inductor de deformaci�on) de masa mp y vector posici�on r
0, y cuerpo

perturbado q (afectado gravitacionalmente por la deformaci�on inducida) de
masa mq, referenciada a un sistema inercial geoc�entrico, se tendr�a un poten-
cial dado por

Vt;p;q = k
�aE
r

�5 Gmpmq

r0

� r
r0

�2
P2 (cos ) . (5.1)

Por aplicaci�on de la f�ormula de adici�on de los polinomios asociados de Legen-
dre (Bell 1968), en terminos de los arm�onicos esf�ericos reales se tiene

P2 (cos ) = C20C
0
20 +

1

3
[C21C

0
21 + S21S

0
21] +

1

12
[C22C

0
22 + S22S

0
22] , (5.2)

donde para abreviar la notaci�on hemos escrito los arm�onicos esf�ericos de
argumento (�; �) como Cij y Sij, y los de argumento (�

0; �0) como C 0ij y S
0
ij.

Siguiendo el planteamiento del cap��tulo previo, los arm�onicos esf�ericos C 0ij
y S 0ij son funciones conocidas del tiempo, es decir, no tendr�an dependencia
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con las variables can�onicas del problema una vez expresados en el conjunto
de variables de Andoyer como funciones conocidas del tiempo. Para �estos es
admisible num�ericamente el orden de aproximaci�on O(~�0) conforme a (4.79),
donde hemos de a~nadir las expresiones correspondientes a los arm�onicos C 022
y S 022 a partir de las expresiones generales (2.125),�ap

r0

�3
C 020 = 3

X
j

Bj(~I) cos ~�j,�ap
r0

�3
C 021 = 3

X
j;�=�1

Cj(~I; �) sen
�
~�+ ~� � �~�j

�
,

�ap
r0

�3
S 021 = 3

X
j;�=�1

Cj(~I; �) cos
�
~�+ ~� � �~�j

�
,

�ap
r0

�3
C 022 = �3

X
j;�=�1

Dj(~I; �) cos
�
2~�+ 2~� � �~�j

�
,

�ap
r0

�3
S 022 = 3

X
j;�=�1

Dj(~I; �) sen
�
2~�+ 2~� � �~�j

�
. (5.3)

Tal como se indic�o en el cap��tulo anterior, empleamos el s��mbolo � para deno-
tar las variables de Andoyer (coordenadas, momentos y funciones de �estos)
relativas a los cuerpos perturbadores, al objeto de distinguir las funciones
dependientes del tiempo de las variables can�onicas del problema.

En el orden de aproximaci�on de validez de estas expresiones, es com�un
encontrar en la literatura una equivalencia de denominaci�on entre el orden m
de los arm�onicos, y por tanto la contribuci�on zonal (m = 0), teseral (m = 1)
y sectorial (m = 2) del potencial, y la frecuencia aproximada o promedio del
argumento asociado a estos arm�onicos, denominadas bandas, de largo peri-
odo, diurna y semidiurna, respectivamente. Ello es debido a que el periodo
aproximado de la combinaci�on de variables ~� + ~� es de un d��a (frecuencia
diurna), conforme a (4.80), y las expresiones (5.3) establecen la correspon-
dencia

C 020 ! argumento independiente de ~�+ ~� ! banda de largo periodo,

C 021; S
0
21 ! argumento dependiente de ~�+ ~� ! banda diurna,

C 022; S
0
22 ! argumento dependientes de 2~�+ 2~� ! banda semidiurna.

(5.4)

Igualmente establecen una correspondencia entre el orden del arm�onico y las
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funciones ~Bj, ~Cj
y ~D

j
involucradas

C 020 ! ~Bj (contibución zonal),

C 021; S
0
21 ! ~C

j
(contibución teseral),

C 022; S
0
22 ! ~D

j
(contibución sectorial). (5.5)

N�otese que estas correspondencias est�an vinculadas al orden de aproximaci�on
empleado (orden 0 en �) para la expresi�on de los arm�onicos esf�ericos relativos
a los cuerpos perturbadores, esto es, aquellos que son funciones conocidas del
tiempo en el desacople del problema.
Para el desarrollo en variables de Andoyer de los arm�onicos dependientes

de las coordenadas esf�ericas de los cuerpos perturbados, (�; �), se habr�a de
mantener el primer orden en el �angulo �, debido a que las ecuaciones del
m�etodo de perturbaciones involucran derivadas respecto de �este, a �n de
garantizar la completitud del orden O(�0) en las expresiones de la evoluci�on
temporal de las funciones can�onicas. Se tendr�a entonces�aq
r

�3
C20 = 3

X
i

Bi(I) cos�i �

�3�
X
i;�=�1

Ci(I; �) cos (�� ��i) ,�aq
r

�3
C21 = 3

X
i;�=�1

Ci(I; �) sen (�+ � � ��i) +

+�
X
i;�=�1

�
9

2
Bi(I) sen (� � ��i)�

3

2
Di(I; �) sen (2�+ � � ��i)

�
,

�aq
r

�3
S21 = 3

X
i;�=�1

Ci(I; �) cos (�+ � � ��i) +

+�
X
i;�=�1

�
9

2
Bi(I) cos (� � ��i)�

3

2
Di(I; �) cos (2�+ � � ��i)

�
,

�aq
r

�3
C22 = �3

X
i;�=�1

Di(I; �) cos (2�+ 2� � ��i)�

�6�
X
i;�=�1

Ci(I; �) cos (�+ 2� � ��i) ,�aq
r

�3
S22 = 3

X
i;�=�1

Di(I; �) sen (2�+ 2� � ��i) +

+6�
X
i;�=�1

Ci(I; �) sen (�+ 2� � ��i) . (5.6)
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En lo sucesivo, y siguiendo el convenio empleado, omitiremos el argumento
de las funciones B, C y D, y las denotaremos como ~B, ~C y ~D cuando �estas
dependan de la funci�on temporal ~I. Para evitar confusiones entonces con las
variables e ��ndices mudos (o sumados), en las expresiones anteriores se han
denotado de forma diferente: �, j en (5.3) y � , i en (5.6).
La sustituci�on de (5.2) en (5.1), permite escribir el potencial de redis-

tribuci�on en la forma:

Vt;p;q = kGmpmq
a5E
a3pa

3
q

�
V
(0)
t;p;q + V

(1)
t;p;q + V

(2)
t;p;q

�
, (5.7)

donde

V
(0)
t;p;q =

�aq
r

�3
C20

�ap
r0

�3
C 020,

V
(1)
t;p;q =

1

3

��aq
r

�3
C21

�ap
r0

�3
C 021 +

�aq
r

�3
S21

�ap
r0

�3
S 021

�
,

V
(2)
t;p;q =

1

12

��aq
r

�3
C22

�ap
r0

�3
C 022 +

�aq
r

�3
S22

�ap
r0

�3
S 022

�
. (5.8)

Aqu�� el super��ndice (0), (1), (2) indica la contribuci�on zonal, teseral y secto-
rial, conforme a lo se~nalado anteriormente.
Ha de tenerse en cuenta adem�as que se han de sumar cuatro expresiones

del tipo (5.7) al considerarse dos cuerpos perturbados y dos perturbadores
(Luna y Sol), dado que como sabemos las funciones Bi;p, Ci;p y Di;p (y las
correspondientes con �) dependen tambi�en de �estos.
As�� pues, la energ��a potencial de redistribuci�on resultar�a

Vt =
X

p;q=L;S

Vt;p;q =
X

p;q=L;S

kG
a5E
apaq

mpmq

�
V
(0)
t;p;q + V

(1)
t;p;q + V

(2)
t;p;q

�
, (5.9)

constitu��da por cuatro bloques de productos de arm�onicos, los correspon-
dientes a las combinaciones (p; q): (L;L), (L; S), (S; L) y (S; S), esto es,
Luna-Luna, Luna-Sol, Sol-Luna y Sol-Sol, respectivamente.
Por conveniencia de notaci�on reescribiremos el conjunto de constantes de

la expresi�on (5.9) utilizando las constantes kp dadas por (3.34), de�nidas por
Kinoshita (1977) en el estudio de la Tierra r��gida, y las �p (4.66) de�nidas
por Kubo (1991) en el estudio de la Tierra el�astica. Entonces

kG
a5E
apaq

mpmq =

�
kmp

a5E
a3p

��
G
mq

a3q

�
= (3�p)

�
1

3
kq
!E
Hd

�
=

=
!E
Hd

�pkq. (5.10)
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N�otese que el producto �pkq es sim�etrico para valores diferentes de los ��ndices
p y q, es decir

�pkq = �qkp. (5.11)

Para realizar la sustituci�on de las expresiones (5.3) y (5.6) en (5.9) denotare-

mos los diferentes t�erminos en la forma V
(m)
t [�s], donde m = 0; 1; 2 se re�ere

al t�ermino de (5.8) que se est�a calculando (esto es, el orden de los arm�onicos
esf�ericos), y s = 0; 1 el orden del �angulo � en el desarrollo de los arm�onicos.
Realizando los productos y atendiendo a las operaciones trigonom�etricas ha-
bituales obtenemos

Vt = V
(0)
t

�
�0
�
+V

(1)
t

�
�0
�
+V

(2)
t

�
�0
�
+V

(0)
t

�
�1
�
+V

(1)
t

�
�1
�
+V

(2)
t

�
�1
�
, (5.12)

donde los t�erminos de orden O (�0) vienen dados por

V
(0)
t

�
�0
�
=

9

4

!E
Hd

L;SX
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X
i;j

�1X
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�
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,

V
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�
�0
�
= 3
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L;SX
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X
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�;�
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�+ � � ��i � ~�� ~� + �~�j
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V
(2)
t

�
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�
=

3

4

!E
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X
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~Dj;q �
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�
2�+ 2� � ��i � 2~�� 2~� + �~�j

�
, (5.13)

y los de orden O (�1) por

V
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t

�
�1
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= �9

2
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X
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�
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X
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�1X
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�pkqBi;p
~Cj;q cos

�
� � ��i � ~�� ~� + �~�j

�
�
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!E
Hd
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L;SX
p;q

X
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�1X
�;�

�pkqDi;p
~Cj;q �

� cos
�
2�+ � � ��i � ~�� ~� + �~�j

�
,

V
(2)
t

�
�1
�
=

3
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!E
Hd

�

L;SX
p;q

X
i;j

�1X
�;�

�pkqCi;p ~Dj;q �

� cos
�
�+ 2� � ��i � 2~�� 2~� + �~�j

�
. (5.14)
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5.2. Integración de primer orden

A resultas de la linealidad del m�etodo de Hori, y siguiendo el mismo
procedimiento que en los cap��tulos precedentes, abordaremos la integraci�on
del t�ermino Vt dado por (5.12). Para establecer las contribuciones seculares
y periodicas de esta perturbaci�on, consideraremos los diferentes argumentos
del coseno en las expresiones (5.13) y (5.14). La condici�on m�as general para

obtener la parte secular del primero de los sumandos, V
(0)
t [�0], es la anulaci�on

de la frecuencia argumento, �ni � �~nj = 0, o equivalentemente en virtud de
(2.114), ��i��~�j = 0. Complementariamente la parte peri�odica vendr�a dada
por las combinaciones del tipo ��i � �~�j no nulas.
Para la descomposici�on del resto de sumandos hemos de considerar c�omo

procederemos en el paso siguiente tras el c�alculo de la funci�on generatriz,
Wt;1, es decir, en la aplicaci�on de las ecuaciones del m�etodo de perturbaciones

(2.150) para obtener el movimiento del sistema. �Estas involucran derivadas
respecto de las variables can�onicas del problema y los �angulos auxiliares.
Una vez que se hayan realizado, y como consecuencia de que los cuerpos
perturbados y perturbadores son los mismos, se podr�a identi�car, y cancelar
cuando proceda, las variables can�onicas con las funciones temporales, esto
es, las variables con y sin �.
Tal como se se~nal�o en la secci�on 2.8, en esta situaci�on pueden provocarse

resonancias que anular��an la convergencia del m�etodo si no se selecciona
adecuadamente qu�e t�erminos formar�an parte del hamiltoniano secular. Si
consideramos, por ejemplo, la integraci�on de la funci�on trigonom�etrica del
segundo de los sumandos, V

(1)
t [�0], nos producir�a un factor en la amplitud

de la forma 1= (n� + n� � �ni � n~� � n~� + �~nj), donde tras la aplicaci�on de
las ecuaciones del m�etodo podremos identi�car n� = n~�, n� = n~� y ~nj = nj

1,
resultando 1= (�nj � �ni). Esto provocar�a un cero en el denominador salvo
que se excluya la posibilidad de que �nj � �ni = 0, o equivalentemente, no se
consideren las combinaciones ��i��~�j = 0 para la construcci�on de la funci�on
generatriz. As�� pues, la condici�on de contribuci�on secular es la misma para
los dos primeros sumandos, y an�alogamente para el tercero, esto es, para
todos los t�erminos de orden 0 en �. En los t�erminos de orden 1 en � no
puede darse esta situaci�on ya que no hay cancelaci�on de todas las variables
can�onicas de los argumentos, y por lo tanto se incluir�an para el c�alculo de la
funci�on generatriz, es decir, contribuyen exclusivamente a la parte peri�odica
del hamiltoniano.

1Esto no es estrictamente cierto, ya que las variables canónicas y las funciones tempo-
rales no describen exactamente el mismo movimiento, puesto que el cálculo de la función
generatriz se hace sobre el caso no perturbado. Numéricamente, sin embargo, es admisible
la equivalencia.
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El hamiltoniano de perturbaci�on es H1 = Vt. Por lo tanto el hamiltoniano
secular, a partir de (5.13), vendr�a dado por

H�
1 = H1sec(p

�; q�) = V
(0)
t;sec

�
�0
�
+ V

(0)
t;sec

�
�0
�
+ V

(0)
t;sec

�
�0
�
, (5.15)

donde

V
(0)
t;sec

�
�0
�
=

9

4

!E
Hd

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

���i��~�j=0

�pkqB
�
i;p
~Bj;q cos

�
���i � �~�j

�
,

V
(1)
t;sec

�
�0
�
= 3

!E
Hd

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

���i��~�j=0

�pkqC
�
i;p
~Cj;q �

� cos
�
�� + �� � ���i � ~�� ~� + �~�j

�
,

V
(2)
t;sec

�
�0
�
=

3

4

!E
Hd

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

���i��~�j=0

�pkqD
�
i;p
~Dj;q �

� cos
�
2�� + 2�� � ���i � 2~�� 2~� + �~�j

�
. (5.16)

La parte peri�odica del hamiltoniano de perturbaci�on ser�a entonces
H1per = H1�H1sec, y la funci�on generatriz se construye siguiendo el m�etodo
descrito en los cap��tulos precedentes, a partir de (2.149)

W �
1 = W

�(0)
1

�
�0
�
+W

�(1)
1

�
�0
�
+W

�(2)
1

�
�0
�
+

+W
�(0)
1

�
�1
�
+W

�(1)
1

�
�1
�
+W

�(2)
1

�
�1
�
, (5.17)

donde los t�erminos de orden O (�0) vienen dados por

W
�(0)
1

�
�0
�
=
9

4

!E
Hd

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

���i��~�j 6=0

�pkq
B�
i;p
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�
���i � �~�j

�
,
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W
�(1)
1

�
�0
�
= 3

!E
Hd

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

���i��~�j 6=0

�pkq
C�i;p ~Cj;q

n�� + n�� � n~� � n~� � �ni + �~nj
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1

�
�0
�
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!E
Hd

L;SX
p;q

X
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���i��~�j 6=0

�pkq
D�
i;p
~Dj;q

2n�� + 2n
�
� � 2n~� � 2n~� � �ni + �~nj

�

� sen
�
2�� + 2�� � 2~�� 2~� � ���i + �~�j

�
, (5.18)

y los de orden O (�1) por
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Por �ultimo, antes de proceder al c�alculo de las contribuciones en los movi-
mientos de precesi�on y nutaci�on, distinguiremos la contribuci�on de la denom-
inada marea permanente, ya que �esta ser�a discriminada en la representaci�on
num�erica de estos movimientos. �Esta est�a relacionada con la deformaci�on
permanente de�nida en la secci�on 4.1. Si consideramos la expresi�on (4.79)
para los elementos de la matriz de inercia que incluye la deformaci�on, I1, en
la notaci�on actual tendremos

�Cp = �2�p
�ap
r0

�3
C 020 = �6�p

X
j

~Bj cos ~�j, (5.20)
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que da una contribuci�on permanente a �C (debida a la perturbaci�on del
cuerpo p) si se tiene que ~�j = 0. N�otese que esto no puede ocurrir con el
resto de variaciones de los elementos de la matriz de inercia ya que en el
argumento de las funciones trigonom�etricas aparecen tambi�en las funciones
temporales ~� y ~�. Por lo tanto, las contribuciones de la marea permanente a
los movimientos de precesi�on y nutaci�on se tendr�an con la condici�on ~�j = 0,
y s�olo en aquellos t�erminos que dependan de las funciones ~Bj.

5.3. Movimiento de precesión

Como ya se expuso en la secci�on 3.3, el movimiento de precesi�on no
es resoluble anal��ticamente para el problema de�nido por el hamiltoniano
H�
0 + HRíg.

1sec , donde con el super��ndice \R��g" denotamos que se trata del
hamiltoniano secular (3.8). Este hecho condujo a la necesidad de obtener
desarrollos en serie temporal para las variables �� e I�, tales como (3.62).
Evidentemente la situaci�on persiste al introducir en el problema nuevas con-
tribuciones seculares, como las obtenidas en el apartado previo.
En estas condiciones la contribuci�on de �estas al movimiento de precesi�on

se estudia a partir de la variaci�on de las velocidades de precesi�on n�� = d��=dt
y n�I = dI�=dt inducidas por el nuevo hamiltoniano de perturbaci�on, tal y
como permite la linealidad el problema establecida por las ecuaciones de
Hamilton (3.16).
La variaci�on se limita al primer orden de los desarrollos en serie tem-

poral, en virtud de las magnitudes involucradas. Funcionalmente, y dada la
linealidad del problema y las derivadas, las variaciones en las velocidades de
precesi�on se calculan mediante las expresiones (3.39) y (3.40). Dado que el
hamiltoniano secular lo tenemos fragmentado en las contribuciones (5.16),
trataremos estas variaciones separadamente de�niendo

�k

�
d��

dt

�
� �kn� = �

1

M� sen I�
@V

(k)
t;sec [�

0]

@I�
,

�k

�
dI�

dt

�
� �knI =

1

M� sen I�
@V

(k)
t;sec [�

0]

@��
, (5.21)

de forma que

�n� = �0n� + �1n� + �2n�,

�nI = �0nI + �1nI + �2nI . (5.22)

Tal como apunt�abamos en la secci�on anterior, una vez realizadas es-
tas derivadas se podr�a identi�car, y cancelar cuando proceda, las variables
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can�onicas con las funciones temporales, esto es, las variables con y sin �,
dada la coincidencia entre cuerpos perturbadores y perturbados.
Para la variaci�on en la velocidad de precesi�on en longitud, realizamos las

derivadas respecto a I� conforme a (5.21), cuya dependencia se encuentra im-
pl��citamente en las funciones, Bi;p, Ci;p y Di;p. Atendiendo a las cancelaciones
entre variables can�onicas y funciones temporales resulta, con la sustituci�on
M� = C!E justi�cada en secciones precedentes, se tiene:

�n� = �
1

sen I�
1

CHd

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

���i��~�j=0

�pkqT
(n�)
ijpq (� ; �) , (5.23)

donde se ha de�nido

T
(n�)
ijpq (� ; �) =

9

4

@B�
i;p

@I�
~Bj;q + 3

@C�i;p
@I�

~Cj;q +
3

4

@D�
i;p

@I�
~Dj;q. (5.24)

En la obtenci�on de esta expresi�on se ha usado que cos(���i � �~�j) = 1,
que elimina la dependencia expl��cita de los argumentos �i.
Sigue existiendo una dependencia impl��cita dada por la tabulaci�on con

�estos de las constantes A
(j)
i;p de la teor��a orbital (tablas 3.3 y 3.4), a trav�es de

las funciones Bi;p, Ci;p y Di;p, y a la condici�on del sumatorio ��
�
i � �~�j = 0.

Como veremos adem�as esta anulaci�on s�olo ocurre en el caso el�astico, al no
existir ning�un defase adicional en los argumentos. La expresiones (5.23) y
(5.24) son equivalentes a las dadas por Escapa et al. (2004).
La variacion en la velocidad de precesi�on en oblicuidad es nula, ya que

al derivar respecto de ��, las tres contribuciones (5.16) conducen a t�erminos
proporcionales a sen(���i � �~�j), sujetos a la condici�on ��

�
i � �~�j = 0, es

decir, t�erminos nulos. Por lo tanto

�nI = 0. (5.25)

Sin embargo, por conveniencia para la generalizaci�on que se har�a de estos
resultados en cap��tulos posteriores, daremos la expresi�on expl��cita de esta
contribuci�on a partir de (5.21):

�nI = � 1

sen I�
1

CHd

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

���i��~�j=0

�pkqT
(nI)
ijpq (� ; �)�

� sen(���i � �~�j), (5.26)
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donde se ha de�nido

T
(nI)
ijpq (� ; �) = �m5i

�
9

4
B�
i;p
~Bj;q + 3C

�
i;p
~Cj;q +

3

4
D�
i;p
~Dj;q

�
. (5.27)

El factor entero m5i procede de la funci�on derivada parcial @�
�
i =@�

� a partir
de (2.113).
La representaci�on num�erica de (5.23) se realiza con los mismos valores

para las constantes que las secciones precedentes 4.5 y 3.2. Num�ericamente
las funciones con y sin tilde son coincidentes. En la tabla 5.1 se dan los
valores para las diferentes contribuciones2 zonal (�0n�, t�erminos con funciones
~Bj;q), teseral (�1n�, t�erminos con funciones ~Cj;q) y sectorial (�2n�, t�erminos
con funciones ~Dj;q). Utilizamos esta denominaci�on porque en virtud de (5.8)
�estas proceden de las correspondientes del potencial de redistribuci�on para
arm�onicos de orden 0, 1 y 2, siguiendo entonces la denominaci�on dada por
Kaula (1964) para los coe�cientes del geopotencial. Adem�as la contribuci�on
zonal se divide en dos partes, diferenciado la procedente de la marea permante
del resto, tal como se indic�o en la secci�on previa. Esto se hace en inter�es
de discusiones posteriores sobre los resultados num�ericos, ya que existe la
posibilidad de replantear todo el problema sin incluir esta contribuci�on de la
marea permanente en el c�alculo de los movimientos de precesi�on y nutaci�on.
Esta cuesti�on ya se analiz�o en la secci�on 4.5, al estudiar la equivalencia de
resultados al considerar o no la deformaci�on permanente en los elementos
diagonales de la matriz de inercia del caso r��gido.
Conviene adem�as determinar para cada contribuci�on a la velocidad de

precesi�on, �n�, la correcci�on equivalente en la elipticidad din�amica, que de-
notaremos por �H. Ello es debido a que, aunque las contribuciones (o correc-
ciones) a primer orden de perturbaci�on para la velocidad de precesi�on son
lineales como se ha se~nalado, y por tanto aditivas, el par�ametro Hd se ajusta
a partir de obsevaciones, lo que requiere �jar un modelo te�orico de Tierra
que proporcione una relaci�on formal entre las observaciones de precesi�on y el
valor de la elipticidad din�amica.
Siguiendo el planteamiento y desarrollos de la secci�on 3.3, se asume para

�obs (denotamos as�� el valor medido u observado de la precesi�on en longitud)
un desarrollo en serie de potencias del tiempo, del tipo

�obs = �0 + n�,obst+O(t2), (5.28)

donde t se mide en centurias julianas desde J2000 (t = 0). Se tiene entonces
que

n�,obs =
d�obs
dt

����
t=0

(5.29)

2Recuérdese la correlación (5.5).
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El estudio de la precesi�on en un modelo de Tierra R��gida nos condujo a la
relaci�on (3.46) para la derivada temporal de la variable can�onica ��. Podemos
reescribir esta expresi�on considerando que todos los t�erminos de la funci�on
~R(I�), dada por (3.44), son proporcionales a las constantes kL o kS, de�nidas
por (3.34), y por tanto directamente proporcionales a la elipticidad din�amica,
Hd

d��

dt
= F1(I

�)Hd + F2(�
�; I�; t), (5.30)

donde la funci�on F2(�
�; I�; t) agrupa los t�erminos procedentes de la no iner-

cialidad. Esta expresi�on permite, a partir de una observaci�on dada del tipo
(5.28), obtener el par�ametro Hd mediante la predicci�on te�orica en el instante
t = 0 de la velocidad de la precesi�on en longitud, esto es

n�,obs = F1(I0)Hd. (5.31)

En esta expresi�on se ha despreciado, por magnitud3, el t�ermino F2(�0; I0; 0).
Cuando en el modelo anal��tico se incluyen correcciones aditivas del tipo

�n�, no tiene sentido sumarlas a la predici�on te�orica dada por el segundo
miembro de (5.31) manteniendo el mismo valor de Hd, ya que este par�ametro
se ha ajustado observacionalmente con un modelo primario, es decir, que no
incluye tales contribuciones.
Una posibilidad es entonces introducir una correcci�on aditiva a la elipti-

cidad din�amica, �H, asociada a �n�, de manera que se verique

n�,obs = F1(I0) (Hd + �H) + �n� = F1(I0)Hd, (5.32)

de donde, dividiendo ambos miembros por Hd y usando de nuevo (5.31), se
tiene

�H

Hd

= � �n�
n�,obs

. (5.33)

Esta expresi�on, salvo notaci�on, es la utilizada por Ferr�andiz et al. (2012). Los
valores de �H se han tabulado tambi�en en la representaci�on num�erica (5.23).

Tabla 5.1: Evaluación numérica: precesión en longitud [mas/cent]

Zonal teseral Sectorial Total
B0 (m.p.) B �B0 C D

�n� 42:0639 �3:9604 �64:1250 26:0214 0:0000
�H �27:34 � 10�9 2:59 � 10�9 41:75 � 10�9 �16:94 � 10�9 0:0000

3Considerando Fukushima (2003), en J2000 se tiene n�,obs ' 502800:7955 cent�1 y
p0 ' 400:1976 cent�1 (véase nota al pie de la página 75) de modo que F2(�0; I0; 0) '
�p0 cot I0 ' �900:6843 cent�1.
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En la tabla anterior, las contribuciones de �n� est�an expresadas en milise-
gundos de arco por centuria juliana. Las de �H son adimensionales. Para
la velocidad de precesi�on observacional se ha tomado el valor de referencia
n�,obs = 5028

00:795492447 cent�1 (Fukushima 2003). Las tres contribuciones
arm�onicas (zonal, teseral y sectorial) debidas al potencial de redistribuci�on
se cancelan entre s��, para dar una contribuci�on total nula. Esta anulaci�on
num�erica es del orden de la precisi�on num�erica empleada (aunque en la
tabulaci�on anterior, por cuestiones de formato, s�olo se haya representado
con cuatro cifras decimales). Es decir,

�n� = 0 (numéricamente). (5.34)

Por lo tanto los valores correspondientes a la marea permanente no pueden
ser usados para corregir el valor observado de la precesi�on (o equivalente-
mente, los de la elipticidad de din�amica), tal y como se apuntaba en Lambert
y Capitaine (2004), debido a que su efecto en la precesi�on se cancela con el
resto de las contribuciones arm�onicas de grado 2. Este hecho ya fue indicado
en Escapa et al. (2004), y m�as recientemente en Ferr�andiz et al. (2012). Como
se ver�a en el pr�oximo cap��tulo, la anulaci�on de �n� obtenida de las expre-
siones (5.23) y (5.24) es anal��tica y est�a fundamentada por las caractar��sticas
f��sicas del potencial de redistribuci�on para el modelo de Tierra en estudio.

5.4. Movimiento de nutación

5.4.1. Términos de Poisson

A partir de la expresi�on para la funci�on generatriz (5.17), podemos obte-
ner los t�erminos de Poisson (o nutaciones del eje de momento angular) y Op-
polzer (que completan las nutaciones del plano de �gura). Para los primeros
de �estos, aplicamos las ecuaciones de perturbaci�on (3.18) y (3.19), en parti-
cular

4 � = � 1

M� sen I�
@W �

1

@I�
,

4I = fI�;W �
1 g = �

cot I�

M�
@W �

1

@��
+

1

M� sen I�
@W �

1

@��
. (5.35)

El c�alculo bajo la misma aproximaci�on num�erica de los casos precedentes, a
orden 0 en ��, nos permite despreciar aqu�� la parte (5.19) de la funci�on gene-

ratriz, W
�(k)
1 [�1], que participar�a en el c�alculo de los t�erminos de Oppolzer

dependientes de la derivada respecto de ��. La derivaci�on respecto de las va-
riables can�onicas se efect�ua bajo las mismas consideraciones ya expuestas en
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el c�alculo de la velocidad de la precesi�on en el apartado previo. Igualmente
para obtener expresiones anal��ticas �nales, una vez realizadas las derivadas de
las ecuaciones de perturbaci�on, se proceder�a a identi�car variables can�onicas
y funciones temporales. Esto conduce, tambi�en en el caso de los t�erminos de
Poisson, a argumentos de las funciones trigonom�etricas del tipo ���i � �~�j.
La posibilidad de t�erminos resonantes, fue evitada en la construcci�on de la
funci�on generatriz (5.18), como se discuti�o en su momento.
Las derivadas respecto a I�conduce a derivadas de las funciones Bi;p, Ci;p

yDi;p. Para las derivadas respecto a las variables can�onicas �
� y �� se procede

como en la secci�on precedente.
Atendiendo a todas estas consideraciones, se tiene para la nutaci�on en

longitud
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donde
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De forma an�aloga, para la nutaci�on en oblicuidad se obtiene
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donde

T
(4I)
ijpq (� ; �) =

9

4
�m5iB

�
i;p
~Bj;q + (5.39)

+3C�i;p
~Cj;q (�m5i � cos I�) +

3

4
D�
i;p
~Dj;q (�m5i � 2 cos I�) .

N�otese por comparaci�on de (5.24) y (5.37) que

T
(4�)
ijpq (� ; �) = T

(n�)
ijpq (� ; �) . (5.40)

�Estas expresiones son equivalentes a las dadas en Escapa et al. (2004).
En la siguiente tabla se representan num�ericamente las contribuciones de

los argumentos principales para estas nutaciones. N�otese que aunque existe
coincidencia en casi todas las componentes de la tabla con los argumentos de
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entrada (los dados por las tablas 3.3 y 3.4), los que se muestran en �esta son
combinaciones entre argumentos del tipo ��i � ��j 6= 0.
Adem�as, en virtud de las expresiones (5.36) y (5.38) y la paridad de las

funciones trigonom�etricas, los valores de las nutaciones se dan para la suma
entre las correspondientes al argumento indicado y su opuesto. Al igual que
en el caso de la velocidad de precesi�on, y con el mismo inter�es, la contribuci�on
zonal se divide en la parte procedente de la marea permanente y el resto.
Como resultado de esta representaci�on num�erica, se produce la cancelaci�on

de las tres contribuciones arm�onicas de segundo grado, como en el caso de
la precesi�on. La anulaci�on num�erica es del orden de la precisi�on num�erica
empleada en el c�alculo. Es decir, se tiene que

4 � = 0, 4 I = 0 (numéricamente). (5.41)

La anulaci�on anal��tica se abordar�a en el siguiente cap��tulo.
Cabe se~nalar respecto al contenido de las tablas siguientes, que la repre-

sentaci�on num�erica de cada contribuci�on est�a compuesta por muchos t�ermi-
nos (todas las combinaciones ��i � ��j), pero por cuesti�on de formato y
con prop�osito comparativo, s�olo se han incluido aquellas combinaciones que
producen alguno de los argumentos principales utilizados en la representa-
ciones num�ericas de las secciones precedentes. Esto es, ��i� ��j = �k, con
 = �1 y �k uno de los argumentos principales. Adicionalmente se ha in-
cluido el componente (0;+2;�2;+2;�2) por la magnitud de sus amplitudes,
si bien, teniendo en cuenta que su periodo es de aproximadamente 2 � 107
d��as, es m�as adecuado considerarlo como una contribuci�on al movimiento de
precesi�on que al de nutaci�on.
N�otese que en caso de no considerarse la contribuci�on de la marea perma-

nente en las componentes del movimiento, �estas resultar��an num�ericamente
signi�cativas.
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Tabla 5.2: Nutación en longitud, términos de Poisson.
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Tabla 5.3: Nutación en oblicuidad, términos de Poisson.
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5.4.2. Términos de Oppolzer

La obtenci�on de las expresiones para los t�erminos de Oppolzer (o nuta-
ciones del eje de �gura) se realiza de forma an�aloga, a partir de las ecuaciones
de perturbaci�on (2.150) a primer orden

4 (�� �) =

�
��
sen��

sen I�
;W �

1

�
, 4 (� � I) = f�� cos��;W �

1 g . (5.42)

Para las nutaciones en longitud, considerando la expresi�on (5.17) de la fun-
ci�on generatriz, se tiene

4 (�� �) =
1

M�
cos��

sen I�
@W �

1

@��
+
`1

��
1

M�
sen��

sen I�

�
@W �

1

@��
� @W �

1

@��

�
. (5.43)

Aunque el factor 1=�� en el segundo de los sumandos puede hacer pensar
en la aparici�on de un problema de peque~nos denominadores, veamos que al
igual que ocurriera en la integraci�on del caso r��gido, �este es s�olo aparente. Los
sumandos (5.19), denotados por W

�(k)
1 [�1], incluyen el factor ��que cancela

con 1=��. Los sumandos (5.18), denotados por W
�(k)
1 [�0], son nulos en virtud

de que para k = 0 no se tiene dependencia con las variables can�onicas �� y
��, y en el resto de casos se tiene la misma dependencia en �� y ��, lo que
anula la resta de derivdas. Es decir�

@

@��
� @

@��

�
W

�(k)
1 [�0] = 0, k = 0; 1; 2. (5.44)

Por otra parte la derivada @=@�� es no nula s�olo para los t�erminos W
�(k)
1 [�1].

Explicitando el c�alculo de las derivadas, y atendiendo directamente a la
posterior identi�caci�on entre variables can�onicas y funciones temporales para
simpli�car la escritura de las expresiones, se tiene:
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(5.45)
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(5.46)

Tenemos por lo tanto funciones trigonom�etricas con argumentos del tipo
��� � ���i + �~�j con �, � y � tomando los valores �1. Podemos agrupar
las contribuciones correspondientes a un mismo argumento de�niendo las
cantidades

Pijpq(� ; �) =
9

2
C�i;p (I

�; �) ~Bj;q(I
�) +

3

2
D�
i;p (I

�; �) ~Cj;q (I
�; �) ,

Qijpq(� ; �) =
9

2
B�
i;p(I

�) ~Cj;q (I
�; �) +

3

2
C�i;p (I

�; �) ~Dj;q (I
�; �) , (5.47)

donde hemos explicitado, a modo de recordatorio, la dependencia funcional
de las funciones orbitales. N�otese la relaci�on existente entre ambas, mediante
permutaci�on de los pares de ��ndices (i; j) y (p; q) y las variables (� ; �)

Qijpq(� ; �) = Pjiqp(�; �) (5.48)

Utilizando estas expresiones y sustituyendo el valor de las derivadas en
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(5.43), obtenemos
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Atendiendo a la simplicaci�on de los productos de funciones trigonom�etri-
cas en t�erminos de la suma y resta de �angulos se provoca la desaparici�on
de la variable can�onica �� de los argumentos. Finalmente, con la sustituci�on
habitual M� = C!E, se tiene

4 (�� �) = � 1

CHd
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El c�alculo de la expresi�on para las nutaciones en oblicuidad, 4 (� � I), a
partir de (5.42), es completamente an�alogo. Not�ese adem�as que a partir de
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depende de las mismas derivadas de la funci�on generatriz, y s�olo var��a el
producto �nal entre funciones trigonom�etricas.
La expresi�on �nal resulta entonces
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que depende de las mismas cantidades Pijpq(� ; �), Qijpq(� ; �) de�nidas en
(5.47).
Es posible reescribir estas expresiones para los t�erminos de Oppolzer de

manera que sean formalmente m�as parecidas a las obtenidas en los casos
precedentes: las correspondientes a la contribuci�on de la energ��a cin�etica de
redistribuci�on, expresiones (4.106), y las correspondientes al modelo de Tierra
r��gida, expresiones (3.29) y (3.32). Por parecido formal entendemos en este
caso que ambos t�erminos puedan escribirse con una misma expresi�on para el
numerador de las amplitudes, salvo posibles factores �1, y que en el denomi-
nador se aisle el movimiento medio de �� de las frecuencias correspondientes
a los argumentos �i.
Esto lo conseguimos introduciendo un ��ndice adicional � = �1, de forma

que

1

�ni � �~nj � �n��
= � 1

�
�
n�� � � (�ni � �~nj)

� = � �

n�� � � (�ni � �~nj)
. (5.53)

Adicionalmente de�niremos la cantidad
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1

2
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2
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que nos permite reescribir los t�erminos de Oppolzer en la forma
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En la tabla siguiente se representan num�ericamente estas constribuciones
del movimiento de nutaci�on. Para facilitar la comparaci�on, se han incluido
para las mismas combinaciones de argumentos que en el caso previo (tablas
5.2 y 5.3). En virtud de la paridad de las funciones trigonom�etricas, las
amplitudes est�an dadas igualmente para la suma entre las correspondientes
al argumento indicado y a su opuesto. La contribuci�on zonal se divide en la
parte procedente de la marea permanente y el resto.
Como en los casos anteriores, se produce la cancelaci�on de las tres con-

tribuciones arm�onicas de segundo grado. La anulaci�on num�erica es del orden
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de la precisi�on num�erica empleada en el c�alculo. Es decir,

4 (�� �) = 0, 4 (� � I) = 0 (numéricamente). (5.56)

El estudio de la cancelaci�on anal��tica se abordar�a en el siguiente cap��tulo.
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Tabla 5.4: Nutación en longitud, términos de Oppolzer.
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Tabla 5.5: Nutación en oblicuidad, términos de Oppolzer.
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Capítulo 6

Tierra elástica: cancelación de
los efectos del potencial de
redistribución

6.1. Introducción

La representaci�on num�erica de las expresiones anal��ticas derivadas en el
cap��tulo anterior, para el estudio de la contribuci�on del potencial de redis-
tribuci�on a los movimientos de precesi�on y nutaci�on, revelan que �este no
inuye en el caso del modelo de Tierra el�astica desarrollado en el cap��tu-
lo 4. La cancelaci�on num�erica, empero, puede deberse a muchos factores.
No en vano, tal como se mencion�o en la introducci�on de esta memoria, al-
gunos autores (Souchay y Folgueira 2000, Lambert y Capitaine 2004) han
dado contribuciones no nulas del potencial de redistribuci�on bajo las mismas
consideraciones de modelado.

El objetivo de este cap��tulo es demostrar que las cancelaciones num�ericas
encontradas en el cap��tulo precedente, para el caso de la perturbaci�on dada
por el potencial de redistribuci�on (5.12), atienden a una cancelaci�on exacta
o anal��tica de la velocidad de precesi�on (5.23), los t�erminos de Poisson (5.36)
y (5.37) y los t�erminos de Oppolzer (5.50) y (5.52), tal como fue apunta-
do y parcialmente demostrado en Escapa et al. (2004). Desde el punto de
vista f��sico, este hecho est�a relacionado con la anulaci�on del torce asociado al
potencial de redistribuci�on, tal como se indica en Krasinsky (1999). Si bien
esto �ultimo, y a diferencia con este autor, se demostrar�a haciendo uso de la
mec�anica hamiltoniana, por consistencia con el formalismo empleado en la
contrucci�on de toda la teor��a1.

1Aunque en el caso de sistemas mecánicos se obtengan resultados equivalentes mediante
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136 6.1. Introducción

Veremos que las caracter��sticas de este modelo est�an directamente rela-
cionadas con este hecho, as�� como ciertas propiedades satisfechas por los de-
sarrollos empleados para el movimiento orbital de los cuerpos perturbadores,
incorporados de la teor��a hamiltoniana de Kinoshita (1977) para la rotaci�on
de la Tierra r��gida.
La construcci�on del potencial de redistribuci�on realizada en la secci�on

4.3, y que establece por lo tanto las hip�otesis de aplicaci�on de las expresiones
anal��ticas derivadas, supone que en el estado no perturbado, la Tierra es
esf�erica y no rotante. La generalizaci�on de estas hip�otesis a casos m�as pr�oxi-
mos a la realidad (modelos de Tierra anel�astica) constituyen la materia del
pr�oximo cap��tulo. Aunque ya se ha estudiado anteriormente, conviene recor-
dar que la caracter��stica de estado no perturbado sin rotaci�on, hace referencia
al modelo el�astico empleado para el c�alculo del campo de vectores desplaza-
miento, como una primera aproximaci�on al problema. As��, la aplicaci�on de
la segunda ley de Newton en la expresi�on (4.41) no incluye las fuerzas no
inerciales (centr��fuga y de Coriolis) que necesariamente habr��an de incluirse
de suponer una rotaci�on del s�olido respecto de un sistema inercial.
Por otro lado, las expresiones (2.112) correspondientes a las relaciones 5.9,

5.10 y 5.11 de Kinoshita (1977), introducen en la expresi�on de los arm�onicos
esf�ericos, la informaci�on relativa al movimiento orbital de los cuerpos pertur-
badores, v��a la dependencia funcional con las variables de Delaunay en los ar-
gumentos, y las constantes A

(j)
i;p para las amplitudes de las series trigonom�etri-

cas.
Estas expresiones incluyen, impl��citamente, las siguientes condiciones in-

dicadas por Kinoshita (1977) y Kinoshita y Souchay (1990):

A
(0)
i;p = 0 si m5i = 1; 2,

A
(1)
i;p = 0 si m5i = 0; 2,

A
(2)
i;p = 0 si m5i = 0; 1, (6.1)

propiedades que por lo tanto tambi�en se incluyen, impl��citamente, en la ex-
presi�on del potencial perturbador a trav�es de las relaciones (2.125) para los
arm�onicos esf�ericos referidos a la ecl��ptica de la fecha. Dado que el valor en-
tero m5i s�olo toma los valores 0, 1 y 2 en el caso de un potencial que incluya
arm�onicos de segundo grado2, las anteriores propiedades son aplicables en to-
dos los casos de nuestro problema, y por lo tanto permiten la simpli�caci�on

el uso de los formalismos hamiltoniano y newtoniano, éstos no son completametne equiv-
alentes desde un punto de vista de matemático. A priori no está justi�cado que puedan
mezclarse en los procesos de derivación de las ecuaciones de movimiento del sistema.

2Véase las tablas 3.3 y 3.4 de la teoría orbital.
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de las expresiones para las funciones Bi;p, Ci;p y Di;p, discriminando seg�un
valores de m5i. Esta simpli�caci�on, adem�as de aconsejable para el manejo de
expresiones anal��ticas m�as sencillas, es determinante para la exploraci�on de
propiedades matem�aticas de las expresiones anal��ticas derivadas en cap��tulos
previos.
Antes de proseguir, comprobaremos la validez de las expresiones (6.1).

Para ello debemos recordar de la secci�on 2.7, que Kinoshita (1977) sustituye
las coordenadas angulares esf�ericas (�0; �0) para los cuerpos perturbadores
por (�0; �0 � �), o lo que es equivalente, se excluye la rotaci�on R3(�) de
la secuencia de rotaciones (2.38), ya que se incluye en las series arm�onicas
de la teor��a orbital, lo que provoca la dependencia de los argumentos con
la variable can�onica �, a trav�es de 
 = h� �. Considerando entonces la
siguiente relaci�on de (2.112)�a

r

�3
C20(�

0; �0 � �) = �
X
i

A
(0)
i cos�i, (6.2)

dado que C20(�
0; �0 � �) = (3 cos2 �0 � 1)=2, no depende de �, pero �i s�� lo

hace conforme a (2.113), �i = �i0 � m5i�, si m5i 6= 0 (m5i = 1; 2) necesa-

riamente A
(0)
i = 0, que es la primera de las condiciones (6.1). An�alogamente,

considerando �a
r

�3
S21(�

0; �0 � �) = 3
X
i

A
(1)
i cos�i, (6.3)

como S21(�
0; �0 � �) = 3 cos �0 sen �0 sen(�0 � �), si desarrollamos

cos�i = cos(�i0 �m5i�) = cos(�i0) cos(m5i�) + sen(�i0) sen(m5i�),

sen(�0 � �) = sen(�0) cos(�)� cos(�0) sen(�), (6.4)

la igualdad (6.3) en el caso de m5i 6= 1 (m5i = 0; 2) s�olo puede darse si

A
(1)
i = 0, que es la segunda de las condiciones (6.1). Finalmente, tomando�a

r

�3
C22(�

0; �0 � �) = 3
X
i

A
(2)
i cos�i, (6.5)

dado que C22(�
0; �0 � �) = 3 sen2 �0 cos 2 (�0 � �), si desarrollamos

cos�i = cos(�i0) cos(m5i�) + sen(�i0) sen(m5i�),

cos 2 (�0 � �) = cos 2�0 cos 2�+ sen 2�0 sen 2�; (6.6)

la igualdad (6.5) si m5i 6= 2 (m5i = 0; 1) implica que A
(2)
i = 0, que es la

tercera y �ultima de las condiciones (6.1).
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Por aplicaci�on de las relaciones (6.1), las expresiones de las funciones
Bi;p, Ci;p y Di;p dadas por (2.120), (2.122) y (2.124) respectivamente, quedan
simpli�cadas considerablemente, para cada caso del valor entero m5i:

- Si m5i = 0

Bi;p(I) = �1
6
A
(0)
i;p

�
3 cos2 I � 1

�
,
@Bi;p

@I
=
1

2
A
(0)
i;p sen 2I,

Ci;p(I; �) = �1
4
A
(0)
i;p sen 2I,

@Ci;p
@I

= �1
2
A
(0)
i;p cos 2I,

Di;p(I; �) = �1
4
A
(0)
i;p sen

2 I,
@Di;p

@I
= �1

2
A
(0)
i;p sen 2I. (6.7)

- Si m5i = 1

Bi;p(I) = �1
2
A
(1)
i;p sen 2I,

@Bi;p

@I
= �A(1)i;p cos 2I ,

Ci;p(I; �) = A
(1)
i;p

�
�1
2
+ cos2 I +

1

2
� cos I

�
,

@Ci;p
@I

= �A(1)i;p
�
sen 2I +

1

2
� sen I

�
,

Di;p(I; �) = A
(1)
i;p

�
1

2
sen 2I + � sen I

�
,

@Di;p

@I
= A

(1)
i;p (cos 2I + � cos I) . (6.8)

- Si m5i = 2

Bi;p(I) = �1
4
A
(2)
i;p sen

2 I,
@Bi;p

@I
= �1

4
A
(2)
i;p sen 2I,

Ci;p(I; �) = A
(2)
i;p

�
1

8
sen 2I +

1

4
� sen I

�
,

@Ci;p
@I

=
1

4
A
(2)
i;p (cos 2I + � cos I) ,

Di;p(I; �) = �1
4
A
(2)
i;p

�
1 + cos2 I + 2� cos I

�
,

@Di;p

@I
=

1

4
A
(2)
i;p (sen 2I + 2� sen I) . (6.9)

En la simpli�caci�on de las expresiones anteriores se ha hecho uso de que
� 2 = 1.
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6.2. Cancelación de la velocidad de precesión

La contribuci�on a primer orden de la perturbaci�on dada por el potencial
de redistribuci�on, a la velocidad de precesi�on, viene dada por las expresiones
(5.23) y (5.24)

�n� = �
1

sen I�
1

CHd

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

���i��~�j=0

�pkqT
(n�)
ijpq (� ; �) , (6.10)

donde

T
(n�)
ijpq (� ; �) =

9

4

@B�
i;p

@I�
~Bj;q + 3

@C�i;p
@I�

~Cj;q +
3

4

@D�
i;p

@I�
~Dj;q. (6.11)

La suma sobre los ��ndices i, j y � , �, est�a sujeta a la condici�on ���i ��~�j = 0.
En la expresi�on para �n�, y a pesar de la notaci�on mantenida por cuestiones
de forma, ya se ha realiz�o la equivalencia entre las magnitudes asociadas a
los cuerpos perturbados y los perturbadores, de modo que, salvo diferencias
en el ��ndice, se tiene que ��i =

~�i. Por lo tanto la condici�on ��
�
i � �~�j = 0

se traduce en las condiciones simult�aneas

fi = j; � = �g , (6.12)

y �unicas, esto es, independientes de la igualdad o no en los ��ndices p y q.
Discriminando seg�un los valores de m5i, la sustituci�on de las relaciones

(6.7);(6.8) y (6.9) en (6.11) conduce a que T
(n�)
ijpq (� ; �) puede descomponerse

como suma de las cantidades

T
(n�;m5i)
ijpq (� ; �) = fm5i

(I�; � ; �)A
(m5i)
i;p A

(m5i)
j;q ; m5i = 0; 1; 2. (6.13)

Las funciones3 fm5i
(I�; � ; �) bajo aplicaci�on de la condici�on (6.12) veri�can

la propiedad
fm5i

(I�; � ;��) = �f�m5i
(I�), (6.14)

de manera que

T
(n�)
iipq (� ; �) =

X
m5i=0;1;2

�f+m5i
(I�)A

(m5i)
i;p A

(m5i)
j;q . (6.15)

3En concreto, estas funciones son, tras manipulación trigonométrica:

f0(I
�; � ; �) = 0,

f1(I
�; � ; �) = �3=4 sen I�

�
�� � + cos2 I� (� + 2�)

�
,

f2(I
�; � ; �) = �3=32 sen3 I� (2�+ �) ,

comprobándose que veri�can fm5i(I
�; � ;��) = �f�m5i

(I�).
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Por lo tanto, y por sustituci�on directa en (6.10), se tiene

�n� = � 1

sen I�
1

CHd

X
m5i=0;1;2

L;SX
p;q

X
i

�pkqA
(m5i)
i;p A

(m5i)
i;q f+m5i

(I�)
X
�=�1

� ,

(6.16)

que muestra que la contribuci�on a la velocidad de la precesi�on es exactamente
nula debido a la suma del ��ndice �

�n� = 0. (6.17)

6.3. Cancelación de los términos de Poisson

La contribuci�on de primer orden a los t�erminos de Poisson del movimiento
de nutaci�on terrestre, debida al potencial de redistribuci�on, viene dada por
las expresiones (5.36), (5.37), (5.38) y (5.39).

4 � = � 1

sen I�
1

CHd

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

���i��~�j 6=0

�pkqT
(4�)
ijpq (� ; �)

sen
�
���i � �~�j

�
�ni � �~nj

,

4I = � 1

sen I�
1

CHd

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

���i��~�j 6=0

�pkqT
(4I)
ijpq (� ; �)

cos
�
���i � �~�j

�
�ni � �~nj

,

(6.18)

donde

T
(4�)
ijpq (� ; �) =

9

4

@B�
i;p

@I�
~Bj;q + 3

@C�i;p
@I�

~Cj;q +
3

4

@D�
i;p

@I�
~Dj;q,

T
(4I)
ijpq (� ; �) =

9

4
�m5iB

�
i;p
~Bj;q + (6.19)

+3C�i;p ~Cj;q (�m5i � cos I�) +
3

4
D�
i;p
~Dj;q (�m5i � 2 cos I�) .

En este caso la suma sobre los��ndices i, j, � , � est�a restringida por la condici�on
���i � �~�j 6= 0, que es la complementaria a (6.12), y por lo tanto equivalente
a las siguientes condiciones independientes:

fi = j; � = ��g [ fi 6= jg . (6.20)



6. Cancelación de los efectos del potencial de redistribución 141

Abordaremos en primer lugar el estudio de la contribuci�on a la nutaci�on
en longitud, 4�.
Dado que se veri�ca la relaci�on (5.40), T

(4�)
ijpq (� ; �) = T

(n�)
ijpq (� ; �), haremos

uso de los desarrollos de la secci�on previa (6.13):

T
(4�;m5i)
ijpq (� ; �) = fm5i

(I�; � ; �)A
(m5i)
i;p A

(m5i)
j;q ; m5i = 0; 1; 2,

fm5i
(I�; � ;��) = �f�m5i

(I�). (6.21)

Consideremos entonces la suma en los ��ndices � ; � de (6.18), bajo las condi-
ciones (6.20):

X
�;�=�1

fi=j;�=��g[fi6=jg

T
(4�)
ijpq (� ; �)

sen
�
���i � �~�j

�
�ni � �~nj

=

=
X

m5i=0;1;2

A
(m5i)
i;p A

(m5i)
j;q

X
�;�=�1

fi=j;�=��g[fi6=jg

fm5i
(I�; � ; �)

sen
�
���i � �~�j

�
�ni � �~nj

�

�
X

m5i=0;1;2

A
(m5i)
i;p A

(m5i)
j;q

X
�;�=�1

fi=j;�=��g[fi6=jg

S
(m5i)
ij (� ; �) , (6.22)

donde hemos introducido la cantidad S
(m5i)
ij (� ; �) por comodidad de notaci�on.

En aplicaci�on de las restricciones sobre los ��ndices sumados, realizamos la
descomposici�on X

�;�=�1
fi=j;�=��g[fi6=jg

S
(m5i)
ij (� ; �) =

=
X
�=�1

S
(m5i)
ii (� ;��) +

X
�;�=�1
fi6=jg

S
(m5i)
ij (� ; �) = (6.23)

=
X
�=�1

S
(m5i)
ii (� ;��) +

X
�=�1
fi6=jg

S
(m5i)
ij (� ; �) +

X
�=�1
fi6=jg

S
(m5i)
ij (� ;��).

En virtud de las relaciones (6.21), se tieneX
�=�1

S
(m5i)
ii (� ;��) =

X
�=�1

�f�m5i
(I�)

sen(2���i )

2�ni
=

= f�m5i
(I�)

sen(2��i )

2ni

X
�=�1

� ,
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X
�=�1

S
(m5i)
ij (� ; �) =

X
�=�1

�f+m5i
(I�)

sen
�
���i � � ~�j

�
�ni � � ~nj

=

= f+m5i
(I�)

sen
�
��i � ~�j

�
ni � ~nj

X
�=�1

� ,

X
�=�1

S
(m5i)
ij (� ;��) =

X
�=�1

�f�m5i
(I�)

sen
�
���i + � ~�j

�
�ni + � ~nj

=

= f�m5i
(I�)

sen
�
��i +

~�j

�
ni + ~nj

X
�=�1

� , (6.24)

que son todos nulos al realizar la suma en el ��ndice � .
Entonces, por sustituci�on directa de (6.21) en (6.18) se obtiene

4 � = � 1

sen I�
1

CHd

X
m5i=0;1;2

L;SX
p;q

X
i;j

�pkqA
(m5i)
i;p A

(m5i)
j;q �

�
X
�;�=�1

fi=j;�=��g[fi6=jg

S
(m5i)
ij (� ; �) , (6.25)

que implica la nulidad exacta de esta contribuci�on

4 � = 0. (6.26)

Estudiaremos ahora la contribuci�on a la nutaci�on en oblicuidad, 4I. En
este caso la estrategia de la demostraci�on es diferente, ya que la cancelaci�on
no se provoca por el mismo motivo que en los casos anteriores. Ello es debido
a que con la restricci�on, i 6= j, no se tiene una anulaci�on directa al realizar la
suma sobre los ��ndices � y �, debido a que al menos en el caso � = � se tiene
una contribuci�on no nula por cancelaci�on de la variable � procedente de las
funciones

X
�=�1

�
cos
h
�
�
��i � ~�j

�i
� (ni � ~nj)

= 2
cos
�
��i � ~�j

�
ni � ~nj

6= 0. (6.27)

Discriminando seg�un los valores de m5i, la sustituci�on de las relaciones
(6.7);(6.8) y (6.9) en (6.19) conduce a que T

(4I)
ijpq (� ; �) puede descomponerse

como suma de las cantidades

T
(4I;m5i)
ijpq (� ; �) = gm5i

(I�; � ; �)A
(m5i)
i;p A

(m5i)
j;q ; m5i = 0; 1; 2. (6.28)
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Las funciones4 gm5i
(I�; � ; �) bajo permutaci�on de los ��ndices � ; � son sim�etri-

cas, esto es,
gm5i

(I�; � ; �) = gm5i
(I�; �; �) . (6.29)

Por lo tanto podemos escribir

T
(4I)
ijpq (� ; �) =

X
m5i=0;1;2

gm5i
(I�; � ; �)A

(m5i)
i;p A

(m5i)
j;q . (6.30)

Consideramos las sumas existentes en la expresi�on de 4I

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

fi=j;�=��g[fi6=jg

�pkqT
(4I)
ijpq (� ; �)

cos
�
���i � �~�j

�
�ni � �~nj

= (6.31)

=
X

m5i=0;1;2

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

fi=j;�=��g[fi6=jg

gm5i
(I�; � ; �)

cos
�
���i � �~�j

�
�ni � �~nj

�pkqA
(m5i)
i;p A

(m5i)
j;q ,

y de�nimos por conveniencia las siguientes cantidades:

r
(m5i)
ij =

X
�;�

fi=j;�=��g[fi6=jg

gm5i
(I�; � ; �)

cos
�
���i � �~�j

�
�ni � �~nj

,

s
(m5i)
ij =

L;SX
p;q

�pkqA
(m5i)
i;p A

(m5i)
j;q . (6.32)

N�otese que en la de�nici�on de s
(m5i)
ij no es preciso mantener la restric-

ci�on sobre la suma ya que, en lo referente a los ��ndices i, j se tienen todos
los casos, esto es, que puedan ser iguales o diferentes entre s��. Estudiemos
las propiedades de simetr��a que tienen bajo permutaci�on de los ��ndices i,
j. Hemos de recordar para ello que, ��i = ~�i � �i y ni = ~ni, esto es,
que pese a la notaci�on mantenida por cuestiones de forma, las expresiones

4En concreto, estas funciones son, tras manipulación trigonométrica:

g0(I
�) = �3=8 sen2 I� cos I�

�
1 + cos2 I�

�
,

g1(I
�; � ; �) = 3=4 sen2 I�

�
� + �� 2�� cos I� � cos I� + 2 cos3 I�

�
,

g2(I
�; � ; �) = �3=32 sen2 I�

�
cos3 I� � 5 cos I� � 4�� cos I� � 4 (� + �)

�
,

comprobándose que se veri�ca gm5i
(I�; � ; �) = gm5i

(I�; �; �).
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de las contribuciones estudidadas ya incluyen la equivalencia entre cuerpos
perturbadores y perturbados. Para ello consideramos en primer lugar

r
(m5i)
ji =

X
�;�

fi=j;�=��g[fi6=jg

gm5i
(I�; � ; �)

cos (��j � ��i)

�nj � �ni

(1)
=

=
X
�;�

fi=j;�=��g[fi6=jg

gm5i
(I�; �; �)

cos (��j � ��i)

�nj � �ni

(2)
= (6.33)

= �
X
�;�

fi=j;�=��g[fi6=jg

gm5i
(I�; � ; �)

cos (��i � ��j)

�ni � �nj
= �r(m5i)

ij .

En (1) hemos intercambiado el nombre de los ��ndices � y � (por tratarse de
��ndices mudos), y en (2) se ha aplicado la propiedad de simetr��a (6.29) y que

la funci�on coseno es par. As�� pues, la cantidad r
(m5i)
ji es antisim�etrica bajo la

permutaci�on de sus ��ndices.
Para el estudio de s

(m5i)
ij hemos de recordar la simetr��a del producto de

constantes �pkq = �qkp dado por (5.11). Entonces

s
(m5i)
ji =

L;SX
p;q

�pkqA
(m5i)
j;p A

(m5i)
i;q

(1)
=

L;SX
p;q

�qkpA
(m5i)
j;q A

(m5i)
i;p

(2)
=

=

L;SX
p6=q

�pkqA
(m5i)
i;p A

(m5i)
j;q = s

(m5i)
ij , (6.34)

donde en (1) se ha intercambiado el nombre de los ��ndices mudos p y q y en
(2) se ha hecho uso de la simetr��a en el producto de constantes. As�� pues, la

cantidad s
(m5i)
ij es sim�etrica bajo la permutaci�on de sus ��ndices.

Podemos reescribir la expresi�on de 4I en t�erminos de estas cantidades.
Mediante sustituci�on directa en (6.18) obtenemos

4 I = � 1

sen I�
1

CHd

X
m5i=0;1;2

X
i;j

L;SX
p;q

�pkqA
(m5i)
i;p A

(m5i)
j;q �

�
X
�;�

fi=j;�=��g[fi6=jg

gm5i
(I�; � ; �)

cos
�
���i � �~�j

�
�ni � �~nj

= � 1

sen I�
1

CHd

X
m5i=0;1;2

X
i;j

s
(m5i)
ij r

(m5i)
ij , (6.35)
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que demuestra la nulidad exacta de esta contribuci�on al tratarse del producto
de una cantidad sim�etrica por otra antisim�etrica bajo permutaci�on de los
mismos ��ndices sumados

4 I = 0. (6.36)

6.4. Cancelación de los términos de Oppolzer

La contribuci�on de primer orden a los t�erminos de Oppolzer del movi-
miento de nutaci�on terrestre, debida al potencial de redistribuci�on, viene
dada por las expresiones (5.50), (5.52)

4 (�� �) = � 1

CHd

1

sen I�

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

�pkq � (6.37)

�
�

Pijpq(� ; �)

�ni � �~nj � n��
� Qijpq(� ; �)

�ni � �~nj + n��

�
sen
�
���i � �~�j

�
.

4 (� � I) = � 1

CHd

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

�pkq �

�
�

Pijpq(� ; �)

�ni � �~nj � n��
+

Qijpq(� ; �)

�ni � �~nj + n��

�
cos
�
���i � �~�j

�
,

donde las funciones Pijpq(� ; �) y Qijpq(� ; �) se de�nen en (5.47)

Pijpq(� ; �) =
9

2
C�i;p (I

�; �) ~Bj;q(I
�) +

3

2
D�
i;p (I

�; �) ~Cj;q (I
�; �) ,

Qijpq(� ; �) =
9

2
B�
i;p(I

�) ~Cj;q (I
�; �) +

3

2
C�i;p (I

�; �) ~Dj;q (I
�; �) , (6.38)

A diferencia con los casos anteriores, no existe restricci�on en la suma sobre
los ��ndices i, j, � , �.
Estudiaremos en primer lugar la contribuci�on a la nutaci�on en longitud,

4 (�� �). Para ello mediante la sustituci�on de las expresiones (6.7), (6.8) y
(6.9) en (6.38), discriminando seg�un los valores de m5i, se obtiene

5 que

P
(m5i)
ijpq (� ; �) = hm5i

(I�; � ; �)A
(m5i)
i;p A

(m5i)
j;q . (6.39)

5En concreto, estas funciones son, tras manipulación trigonométrica

h0(I
�) = 3=16 sen 2I�

�
3 cos2 I� � 1 + sen2 I�

�
,

h1(I
�; � ; �) = �3=4 sen I�

�
4 cos3 I� + cos2 I� (� � �) + � � �� cos I� � 2 cos I�

�
,

h2(I
�; � ; �) = 3=32 sen I�

�
2 cos3 I� + cos2 I� (� � �)� 3� � �� 2�� cos I� � 4 cos I�

�
.
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En virtud de la propiedad (5.48), Qijpq(� ; �) = Pjiqp(�; �), se tiene que

Q
(m5i)
ijpq (� ; �) = hm5i

(I�; �; �)A
(m5i)
i;p A

(m5i)
j;q , (6.40)

es decir, se diferencian en la permutaci�on de los ��ndices � y � . Teniendo en
cuenta que ��i =

~�i � �i y ni = ~ni, estudiemos las propiedades de simetr��a
frente a permutaci�on de los ��ndices i, j, de la cantidad rij de�nida seg�un

r
(m5i)
ij =

X
�;�

�
hm5i

(I�; � ; �)

�ni � �nj � n��
� hm5i

(I�; �; �)

�ni � �nj + n��

�
sen (��i � ��j) . (6.41)

Consideramos

r
(m5i)
ji =

X
�;�

�
hm5i

(I�; � ; �)

�nj � �ni � n��
� hm5i

(I�; �; �)

�nj � �ni + n��

�
sen (��j � ��i)

(1)
=

=
X
�;�

�
hm5i

(I�; �; �)

�nj � �ni � n��
� hm5i

(I�; � ; �)

�nj � �ni + n��

�
sen (��j � ��i)

(2)
=

=
X
�;�

�
hm5i

(I�; � ; �)

�nj � �ni + n��
� hm5i

(I�; �; �)

�nj � �ni � n��

�
sen (��i � ��j) =

= �
X
�;�

�
hm5i

(I�; � ; �)

�ni � �nj � n��
� hm5i

(I�; �; �)

�ni � �nj + n��

�
sen (��i � ��j) =

= �r(m5i)
ij , (6.42)

donde en (1) hemos intercambiado el nombre entre los ��ndices mudos �, � ,
y en (2) se ha aplicado que el seno es una funci�on impar para cambiar el

signo de los sumandos. Por lo tanto r
(m5i)
ij es una cantidad antisim�etrica bajo

permutaci�on de sus ��ndices. A su vez, la cantidad s
(m5i)
ij de�nida en (6.32) es

sim�etrica bajo permutaci�on de sus ��ndices, tal y como se prob�o en la secci�on
anterior.

s
(m5i)
ij =

L;SX
p;q

�pkqA
(m5i)
i;p A

(m5i)
j;q = s

(m5i)
ji (6.43)

Por lo tanto, y por sustituci�on directa en (6.37); se tiene

4 (�� �) = � 1

CHd

1

sen I�

X
m5i=0;1;2

X
i;j

r
(m5i)
ij s

(m5i)
ij , (6.44)

o, equivalentemente, que
4 (�� �) = 0.
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Para el caso de la contribuci�on a la nutaci�on en oblicuidad, 4 (� � I), la
situaci�on es an�aloga, de�niendo la cantidad

r
(m5i)
ij =

X
�;�

�
hm5i

(I�; � ; �)

�ni � �nj � n��
+

hm5i
(I�; �; �)

�ni � �nj + n��

�
cos (��i � ��j) , (6.45)

que es antisim�etrica bajo permutaci�on de sus ��ndices en virtud de

r
(m5i)
ji =

X
�;�

�
hm5i

(I�; � ; �)

�nj � �ni � n��
+

hm5i
(I�; �; �)

�nj � �ni + n��

�
cos (��j � ��i)

(1)
=

=
X
�;�

�
hm5i

(I�; �; �)

�nj � �ni � n��
+

hm5i
(I�; � ; �)

�nj � �ni + n��

�
cos (��j � ��i)

(2)
=

=
X
�;�

�
hm5i

(I�; �; �)

�nj � �ni � n��
+

hm5i
(I�; � ; �)

�nj � �ni + n��

�
cos (��i � ��j) =

= �
X
�;�

�
hm5i

(I�; � ; �)

�ni � �nj � n��
+

hm5i
(I�; �; �)

�ni � �nj + n��

�
cos (��i � ��j) =

= �r(m5i)
ij , (6.46)

donde en (1) hemos intercambiado el nombre entre los ��ndices mudos �, � ,
y en (2) se ha aplicado que el coseno es una funci�on par. Por sustituci�on en
(6.37) se tiene, �nalmente,

4 (� � I) = � 1

CHd

X
m5i=0;1;2

X
i;j

r
(m5i)
ij s

(m5i)
ij , (6.47)

que implica la anulaci�on id�entica

4 (� � I) = 0. (6.48)

6.5. Cancelación del torce del potencial de re-
distribución

La nulidad de las contribuciones de primer orden que se han estudiado en
las secciones precedentes, se debe a la cancelaci�on del momento de la fuerza
gravitatoria resultante, que sobre la Tierra el�astica (y sus particularidades
de modelado) ejerce el potencial de redistribuci�on.
Este hecho ya fue puesto de mani�esto por Krasinsky (1999), mediante

mec�anica vectorial de forma similar a la que sigue, a partir de la expresi�on
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vectorial de esta contribuci�on del potencial gravitatoria dada por (4.60):

Vp (r) = �k
Gmp

2

1

r5p

�aE
r

�5 �
3 (rrp)

2 � r2r2p
�
. (6.49)

En esta expresi�on, referida a un sistema terrestre, el cuerpo pertubador p (o
inductor de deformaci�on) tiene masa mp y vector posici�on rp, y r es el punto
campo terrestre que experimenta la interacci�on gravitatoria de deformaci�on.
El torce vendr�a dado por

Np (r)= r�rrVp (r) . (6.50)

Realizando las operaciones de derivaci�on y producto vectorial obtenemos:

rrVp (r) = �kGmp

2
a5E

(
�
5
�
3 (rrp)

2 � r2r2p
�

r7r5p
r+

+
6 (rrp) rp � 2r2pr

r5r5p

�
,

Np (r) = �3kGmpa
5
E

rrp
r5r5p

r� rp � f(r; rp)r� rp, (6.51)

Esta expresi�on para Np (r), salvo notaci�on, es la dada por Krasinsky (1999).
En la expresi�on anterior se ha de�nido f(r; rp) por agilizar la notaci�on, que
veri�ca f(r; rp) = f(rp; r).

En el modelo el�astico estudiado en los cap��tulos precedentes, la posici�on
de los cuerpos perturbadores es una funci�on conocida del tiempo. Adem�as,
como primera aproximaci�on al problema din�amico de la deformaci�on, se con-
sider�o �este como una sucesi�on de soluciones del problema est�atico (secci�on
4.3). En cada una de estas instant�aneas del movimiento tenemos, por un la-
do, la deformaci�on creada por el cuerpo perturbador p sobre la Tierra, y por
otro, la variaci�on de la interacci�on gravitatoria con el cuerpo perturbado q,
inducida por esta deformaci�on (potencial de redistribuci�on)6. De manera que,
en un instante dado, el torce asociado a la variaci�on del potencial gravitatorio
de interaci�on con el cuerpo q (en ese sentido es perturbado) de posici�on rq,

6Como veremos en el próximo capítulo, los modelos anelásticos introducen un retardo
temporal entre estos dos efectos, la deformación y la interacción.
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ser�a7 Np (rq). El torce resultante ser�a entonces

N =

L;SX
p;q

Np (rq) = NL (rL) +NL (rS) +NS (rL) +NS (rS) . (6.52)

El c�alculo de esta expresi�on, a partir de (6.51), es inmediato:

NL (rL) = f(rL; rL)rL�rL = 0,
NS (rS) = f(rS; rS)rS�rS = 0,
NL (rS) = f(rS; rL)rS�rL = �f(rL; rS)rL�rS = �NS (rL) , (6.53)

de donde, �nalmente,
N = 0. (6.54)

Nuestro prop�osito ahora es llegar a este mismo resultado con las expre-
siones utilizadas para el potencial de redistribuci�on en el formalismo can�onico
de las variables de Andoyer (secci�on 5.1), como veri�caci�on del modelo em-
pleado para el estudio del movimiento de rotaci�on terrestre, y de los resulta-
dos de las secciones precedentes.
En la formulaci�on hamiltoniana el c�alculo de los momentos gravitatorios

se realiza a trav�es del formalismo del trabajo virtual (�W ) que realizan las
fuerzas (F) que act�uan sobre el sistema en un desplazamiento virtual (�r)
(Goldstein 1987):

�W = F��r. (6.55)

Por desplazamiento virtual se entiende un desplazamiento in�nitesimal
arbitrario en el espacio de fases del sistema, que sea compatible con las
fuerzas y ligaduras impuestas al sistema en un instante dado. En nuestro
problema �este viene dado por una rotaci�on in�nitesimal expresada en el con-
junto can�onico de Andoyer, que atiende al caso m�as general en el sentido de
que vincula coordenadas y momentos para describirla. Esto es, adem�as de las
coordenadas can�onicas �, �, � se precisa de las �angulos auxiliares �, I que
son funci�on de los momentos can�onicos �, M , N .
En virtud de la expresi�on (2.40) para una rotaci�on in�nit�esimal en varia-

bles de Andoyer, el desplazamiento virtual vedr�a dado:

�R = b3�� +m�� + uL��+ n�I+s3��, (6.56)

7Este torque es una contribución al torque total asociado a la interacción gravitatoria
con el cuerpo perturbado q, la debida al potencial de redistribución. Nótese que éste no
depende de la masa mq, debido a que esta contribución es la inducida por el cuerpo
perturbador p a través de la deformación. Además, y por aplicación de la tercera Ley de
Newton, el torque que la Tierra ejerce sobre q es el mismo, pero de sentido contrario, que el
ejercido por q sobre la Tierra. Evidentemente p y q pueden referirse al mismo o a distinto
astro.
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que se escribe en t�erminos de las variaciones in�ntesimales de las coordenadas
y momentos del conjunto can�onico, diferenciando en (2.13),

cos� =
N

M
! �� = � �N

M sen�
+ cos�

�M

M sen�
,

cos I =
�

M
! �I = � ��

M sen I
+ cos I

�M

M sen I
. (6.57)

Paralelamente, la rotaci�on in�nitesimal y el desplazamiento virtual se rela-
cionan a trav�es de la conocida representaci�on vectorial para rotaciones in�-
nitesimales (Goldstein 1987):

�r =�R� r, (6.58)

de modo que (Escapa 2006)

�W = F��r = F� (�R� r) = (r� F) ��R = N��R, (6.59)

donde N es el torce o momento de la fuerza F. La expresi�on (6.56) nos
permite vincular las fuerzas generalizadas asociadas al conjunto can�onico, que
denotaremos por fQ�; Q�; Q� ; Q�; QM ; QNg ; con el desplazamiento virtual,
y �este con las componentes del torce a trav�es de (6.59). Dado que por cons-
trucci�on8 se tiene

�W = Q���+Q���+Q��� +Q��� +QM�M +QN�N , (6.60)

igualando esta expresi�on a la resultante de sustituir (6.56) en (6.59), obtene-
mos una relaci�on entre las fuerzas generalizadas y las proyecciones del torce
sobre los ejes de las rotaciones in�nitesimales, y a la postre sus componentes

Q� = N � s3, Q� = N � uL, Q� = N � b3,

Q� = � N � n
M sen I

,

QM =
cos I

M sen I
N � n+ cos�

M sen�
N �m,

QN = � N �m
M sen�

. (6.61)

8La construcción habitual (Meirovitch 1970, Gantmájer 1996, entre otros) supone un
desplazamiento virtual sólo en las coordenadas del sistema qi, de modo que �W =

X
Qi�qi

(es el caso, por ejemplo, de los ángulos de Euler y en general de los sistemas langrangianos).
Mediante una transformación canónica (Escapa 2006) esta expresión puede escribirse en
términos de un nuevo conjunto canónico donde el desplazamiento virtual del sistema de-
penda tanto de las nuevas coordenadas como de los nuevos momentos (Qi; Pi), esto es,
�W =

X
QPi�Pi +QQi

�Qi (es el caso, por ejemplo, del conjunto canónico de Andoyer).
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Por otro procedimiento y con otro prop�osito, las expresiones (6.61) fueron
obtenidas por Getino y Ferr�andiz (1997).
Dado que el sistema est�a sometido a un potencial, en nuestro problema el

de redistribuci�on Vt (5.12), que no depende de las velocidades generalizadas
(el campo gravitatorio es conservativo), las fuerzas generalizadas derivan de
�este (Goldstein 1987), y podemos escribir

(Q�; Q�; Q� ; Q�; QM ; QN) = �
�
@Vt
@�

;
@Vt
@�

;
@Vt
@�

;
@Vt
@�

;
@Vt
@M

;
@Vt
@N

�
, (6.62)

que nos permite, junto a las relaciones (6.61), obtener el momento gravita-
torio en funci�on de derivadas del potencial respecto del conjunto can�onico.
Podemos obtener las componentes del torce N =(N1; N2; N3) en el sis-

tema celeste, geoc�entrico de base ortonormal fs1; s2; s3g, haciendo uso de las
relaciones m�as convenientes de entre las (6.61). As�� por ejemplo, la primera
de ellas nos da directamente la tercera componente del torce

Q� = N � s3 = N3 = �
@Vt
@�
. (6.63)

Las expresiones para Q� y Q� nos permiten formar un sistema de ecua-
ciones del que obtener el resto de componentes. Para ello, recordando (2.37),
n = s1 cos�+ s2 sen�; escribimos

Q� = � N � n
M sen I

= �N1
cos�

M sen I
�N2

sen�

M sen I
= �@Vt

@�
,

@Vt
@�

=

�
@Vt
@�

�
� 1

M sen I

@Vt
@I

= � 1

M sen I

@Vt
@I
, (6.64)

donde se ha usado (3.17) y que Vt no tiene dependencia expl��cita con el
momento �. Igualando obtenemos

N1 cos�+N2 sen� = �
@Vt
@I
. (6.65)

Paralelamente, uL = L=M = (sen I sen�;� sen I cos�; cos I), haciendo uso
de (2.46), entonces

Q� = N � uL = N1 sen I sen��N2 sen I cos�+N3 cos I = �
@Vt
@�

!

! N1 sen I sen��N2 sen I cos� = �
@Vt
@�

+ cos I
@Vt
@�
, (6.66)

donde se ha usado (6.63). La soluci�on del sistema formado por (6.65) y (6.66),
nos permite obtener las componentes N2 y N3 del torce. Recopilando los
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resultados9, obtenemos

0@ N1
N2
N3

1A =

0BBBBBBBBB@

� cos�@Vt
@I

� sen�
sen I

@Vt
@�

+ sen�
cos I

sen I

@Vt
@�

� sen�@Vt
@I

+
cos�

sen I

@Vt
@�

� cos�cos I
sen I

@Vt
@�

�@Vt
@�

1CCCCCCCCCA
. (6.67)

El proceso de obtenci�on de la foma expl��cita de estas componentes, a par-
tir de la expresi�on del potencial de redistribuci�on, es �analogo al seguido para
la derivaci�on de las contribuciones al movimiento de rotaci�on en el cap��tulo
anterior. Por ello, y por abreviar la exposici�on, omitiremos los detalles del
c�alculo que ya han sido expuestos con anterioridad.
S�� es importante, empero, resaltar la principal diferencia respecto al pro-

ceso de derivaci�on de tales contribuciones, en lo concerniente a la expresi�on
(5.12) empleada para el potencial de redistribuci�on. �Esta proced��a del pro-
ducto (5.2) de las expresiones de los arm�onicos esf�ericos, los referidos a los
cuerpos perturbadores dependientes de variables de Andoyer como funciones
conocidas del tiempo (denotadas por �), y los referidos a los cuerpos pertur-
bados, dependientes de las variables can�onicas del problema.
Para los primeros, dados por las expresiones (5.3) s�olo era necesario admi-

tir el orden de aproximaci�on O(~�0); mientras que para los segundos, con las
expresiones (5.6), era necesario mantener el orden O(�1) a �n de garantizar la
completitud del orden O(�0) en las contribuciones derivadas del movimiento,
pues �estas inclu��an derivadas respecto de �.
Ahora, sin embargo, dado que las expresiones (6.67) no incluyen derivadas

respecto a este �angulo auxiliar, y considerando que tras los procesos de
derivaci�on se aplicar�a de igual manera la equivalencia entre variables can�onicas
y funciones del tiempo, y en particular � = ~�, es necesario mantener el orden
O(~�1) a �n de estudiar las posibles cancelaciones en este orden de aproxi-
maci�on. As�� pues, para los arm�onicos esf�ericos correspondientes a los cuerpos

9Esta expresión para las componentes del torque puede recuperarse por un camino
alternativo, en virtud de la la relación general N =dL=dt. Dado que disponemos de la
expresión (2.46) del momento angular como función del conjunto canónico, la derivada
temporal de ésta vendrá dada (ecuaciones de Hamilton) por el corchete de Poisson:

N =
dL

dt
= fL;Vtg ,

ya que N es la contribución aditiva al torque total asociada al hamiltoniano Vt.
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perturbadores, se tomar�an tambi�en las expresiones (5.6) con la sustituci�on
de las variables sin � por variables con �, esto es, funciones conocidas del
tiempo.
Atendiendo a estas consideraciones, procedemos a indicar el resultado del

proceso de c�alculo de las derivadas para cada orden de aproximaci�on, y de
las componentes del torce.
A la expresi�on (5.12) del potencial de distribuci�on, que incluye los t�ermi-

nos que denotamos con [�0] y [�1], hay que a~nadir entonces el cruce de los
t�erminos O(�0) con O(~�1), que denotaremos por10

�
~�1
�

@Vt
@��

=
@Vt
@��

�
�0
�
+
@Vt
@��

�
�1
�
+
@Vt
@��

�
~�1
�

(6.68)

con

@Vt
@��

�
�0
�
=

!E
Hd

L;SX
p;q

X
i;j

�1X
�;�

�pkq�m5iT
(4�)
ijpq (� ; �) sen

�
���i � �~�j

�
(6.69)

@Vt
@��

�
�1
�
= �

!E
Hd

L;SX
p;q

X
i;j

�1X
�;�

�pkq�m5i

h
Pijpq (� ; �) sen

�
�� � ���i + �~�j

�
+Qijpq (� ; �) sen

�
�� + ���i � �~�j

�i
, (6.70)

@Vt
@��

�
~�1
�
= �@Vt

@��
�
�1
�
, (6.71)

donde las funciones T
(4�)
ijpq (� ; �), Pijpq (� ; �) y Qijpq (� ; �) son las de�nidas por

(5.37) y (5.47) respectivamente.
Como se aprecia los t�erminos de orden 1 en � cancelan entre s�� en virtud

de (6.71). El t�ermino de orden 0 en � puede demostrarse que es nulo siguiendo
un procedimiento an�alogo a las secciones previas, dado que en aplicaci�on de
(6.21), la suma sobre los ��ndices � , � es nulaX

�;�=�1
�T

(4�)
ijpq (� ; �) sen

�
���i � �~�j

�
(6.72)

= A
(m5i)
i;p A

(m5i)
j;q

h
f+(I�) sen

�
��i � ~�j

�
+ f�(I�) sen

�
��i +

~�j

�i X
�=�1

� = 0

por lo tanto
@Vt
@��

= 0. (6.73)

10Se trata sólo de una notación para identi�car el origen del términos, pues � = ~�.
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Para las dem�as derivadas el proceso es an�alogo:

@Vt
@I�

=
@Vt
@I�

�
�0
�
+
@Vt
@I�

�
�1
�
+
@Vt
@I�

�
~�1
�
, (6.74)

con

@Vt
@I�

�
�0
�
=

!E
Hd

L;SX
p;q

X
i;j

�1X
�;�

�pkqT
(4�)
ijpq (� ; �) cos

�
���i � �~�j

�
(6.75)

@Vt
@I�

�
�1
�
= ��!E

Hd

L;SX
p;q

X
i;j

�1X
�;�

�pkq

h
P
(VI)
ijpq (� ; �) cos

�
�� � ���i + �~�j

�
�Q(VI)ijpq (� ; �) cos

�
�� + ���i � �~�j

�i
, (6.76)

@Vt
@I�

�
~�1
�
= �@Vt

@I�
�
�1
�
, (6.77)

donde se han de�nido las funciones

P
(VI)
ijpq (� ; �) =

9

2

@C�i;p
@I�

~Bj;q +
3

2

@D�
i;p

@I�
~Cj;q,

Q
(VI)
ijpq (� ; �) =

9

2

@B�
i;p

@I�
~Cj;q +

3

2

@C�i;p
@I�

~Dj;q. (6.78)

Los t�erminos de orden 1 en � cancelan entre s�� en virtud de (6.77). El
t�ermino de orden 0 en � puede demostrarse que es nulo por el mismo motivo
que el caso anterior (6.72). Por lo tanto, se tiene

@Vt
@I�

= 0. (6.79)

Por �ultimo, la derivada respecto a ��

@Vt
@��

=
@Vt
@��

�
�0
�
+
@Vt
@��

�
�1
�
+
@Vt
@��

�
~�1
�
, (6.80)

donde

@Vt
@��

�
�0
�
=

!E
Hd

L;SX
p;q

X
i;j

�1X
�;�

�pkqT
(V �)
ijpq (� ; �) sen

�
���i � �~�j

�
, (6.81)
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@��

�
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�
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X
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�
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ijpq (� ; �) sen

�
�� + ���i � �~�j

�i
, (6.82)

@Vt
@��

�
~�1
�
= � @Vt

@��
�
�1
�
, (6.83)
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donde se han de�nido las funciones:

T
(V �)
ijpq (� ; �) = 3C�i;p ~Cj;q +

3

2
D�
i;p
~Dj;q,

P
(V �)
ijpq (� ; �) =

9

2
C�i;p ~Bj;q + 3D

�
i;p
~Cj;q,

Q
(V �)
ijpq (� ; �) =

3

2
C�i;p ~Dj;q. (6.84)

La cancelaci�on de los t�erminos de orden 1 en � es directa a partir de
(6.83). El t�ermino de orden 0 en � es nulo, lo que puede evidenciarse a partir

de resultados previos. As��, en virtud de la de�nici�on de las cantidades T
(V �)
ijpq ,

T
(�I)
ijpq y T

(4�)
ijpq dadas por (6.84), (5.39) y (5.37) respectivamente, se tiene la

relaci�on
T
(�I)
ijpq = �m5iT

(4�)
ijpq � cos I�T (V �)ijpq . (6.85)

Teniendo en cuenta el caso anterior (6.72), la suma sobre los ��ndices � , � en

el t�ermino correspondiente a �m5iT
(4�)
ijpq es nula. Para el t�ermino correspon-

diente a cos I�T
(V �)
ijpq , en aplicaci�on de (6.30) se puede de�nir las cantidades

antisim�etrica y sim�etrica bajo permutaci�on de sus ��ndices:

r
(m5i)
ij =

X
�;�

gm5i
(I�; � ; �) sen

�
���i � �~�j

�
= �r(m5i)

ji ,

s
(m5i)
ij =

L;SX
p;q

�pkqA
(m5i)
i;p A

(m5i)
j;q = s

(m5i)
ji , (6.86)

tales que

@Vt
@��

�
�0
�
= �!E

Hd

1

cos I�

X
m5i=0;1;2

X
i;j

r
(m5i)
ij s

(m5i)
ij = 0. (6.87)

Por lo tanto
@Vt
@��

= 0. (6.88)

En resumen, y dado que todas las derivadas que intervienen en la ex-
presi�on de las componentes del torce (6.67) son nulas, tal como quer��amos
probar

N = 0. (6.89)

Realmente hemos probado que el torce es nulo a primer orden en � y ~�, esto
es, en el orden de aproximaci�on en el que se han derivado las f�ormulas de
rotaci�on. N�otese adem�as que los motivos matem�aticos por los que se provo-
can las distintas cancelaciones en las componentes del torce son, como cab��a
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esperar, los mismos que provocan la cancelaci�on de las contribuciones a los
movimientos de precesi�on y nutaci�on (y de �este, en particular, los t�erminos
de Poisson).



Capítulo 7

Tierra elástica: generalizaciones

7.1. Generalización del modelo elástico

En los cap��tulos 4 y 5 se ha estudiado anal��ticamente el movimiento de
rotaci�on de una Tierra el�astica. El modelo el�astico se construye sobre la
hip�otesis simpli�cadora de que la Tierra, en el estado no perturbado, es
esf�erica y sin rotaci�on, a efectos de modelar el campo de vectores desplaza-
miento (soluci�on del problema el�astico) y, a la postre, la forma del potencial
de redistribuci�on. En el cap��tulo 6 se ha demostrado que las caracter��sticas de
este modelo implican que no existe inuencia del potencial de redistribuci�on
en el movimiento de rotaci�on de la Tierra, aunque s�� de la energ��a cin�etica
de redistribuci�on.

Paralelamente las hip�otesis simpli�cadoras de este modelo conducen a
que los n�umeros de Love son independientes tanto de las frecuencias del
movimiento (que son combinaci�on de las frecuencias orbitales inductoras de
la deformaci�on y las propias de la rotaci�on terrestre) como del orden m de
los arm�onicos esf�ericos componentes del desarrollo del potencial gravitatorio,
(4.47) y (4.51). Este hecho contraviene desarrollos m�as precisos del potencial
de redistribuci�on (Wahr 1981, Mathews et al. 1995, IERS 2010).

Un modelado m�as cercano a la realidad consiste en incluir la elipticidad
y la rotaci�on en el estado no deformado de la Tierra, para la resoluci�on del
problema el�astico, y por ende condicionan la naturaleza matem�atica de los
n�umeros de Love que describen la respuesta el�astica del sistema. Modelos
con estas caracter��sticas han sido desarrollados por Simth (1974), Shen y
Mansinha (1976) y Wahr (1979 y 1981) entre otros.

A lo largo de las pr�oximas secciones estudiaremos las contribuciones a
la rotaci�on de la Tierra debidas al potencial de redistribuci�on y a la energ��a
cin�etica de redistribuci�on, bajo las hip�otesis de esta generalizaci�on del modelo

157
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el�astico, y con inclusi�on de efectos anel�asticos. Hasta la fecha la contribuci�on
de la energ��a cin�etica de redistribuci�on s�olo ha sido calculada para la reolog��a
terrestre simpli�cada (estado no deformado esf�erico y sin rotaci�on), tal como
se ha especi�cado en el cap��tulo 4. En Krasinsky (1999) y Lambert y Mathews
(2006) encontramos antecedentes de c�alculo de la contribuci�on asociada al
potencial de redistribuci�on, con consideraciones el�asticas m�as generales y
efectos anel�asticos. En ambos casos, sin embargo, el problema se aborda
con una formulaci�on muy diferente de las ecuaciones din�amicas, que supone
mayores simpli�caciones en el c�alculo num�erico o en la derivaci�on de las
expresiones, pese a compartir similiares hip�otesis de modelado con alguno de
los casos que se tratar�an en las pr�oximas secciones.
Dada la complejidad de estos modelos reol�ogicos, y que no forman parte

de nuestro objetivo, no se incluye aqu�� sus desarrollos, aunque mencionare-
mos sus l��neas generales. En �estos, en las ecuaciones del problema el�astico,
en oposici�on a (4.41), existe dependencia temporal en el campo de desplaza-
mientos, s(r;t); y no se dispone de simetr��a esf�erica radial en �(r). Adicional-
mente se han de incorporar las fuerzas inerciales, centr��fuga y de Coriolis,
en la ecuaci�on del movimiento. Bajo estas condiciones el problema no es re-
ducible a ecuaciones diferenciales separadas para cada arm�onico Ylm. Es decir,
un potencial de marea con un t�ermino Y2m como en nuestro caso, provoca
que las funciones inc�ognitas del problema, tales como el campo de despla-
zamientos s(r;t) o las componentes del tensor de tensiones el�astico, tengan
contribuciones acopladas con arm�onicos Ylm con l 6= 2.
La formulaci�on del problema en ecuaciones diferenciales de funciones es-

calares (Smith 1974) permite la separaci�on en funciones de tipo esferoidal
(�lm) y toroidal (� lm). En el caso de un estado deformado esf�erico y sin
rotaci�on, no existe acoplamiento entre estos tipos de funciones, y de hecho,
el problema se formula s�olo con funciones �lm (es el caso, por ejemplo, de la
expresi�on 4.53 para la expresi�on del potencial de redistribuci�on). Cuando se
introduce rotaci�on y elipticidad estos escalares se combinan siguiendo cier-
tas reglas de acoplamiento (Shen y Mansinha 1976), y la respuesta el�astica
del sistema se describe, ante un potencial externo de tipo Ylm, con la serie
truncada de funciones escalares dada por (Wahr 1981):

u = �l�2;m + � l�1;m + �lm + � l+1;m + �l+2;m, (7.1)

que para el caso l = 2 se reduce a

u = � 1;m + �2;m + � 3;m + �4;m. (7.2)

El hecho de usar una serie truncada es equivalente a ignorar ciertos t�erminos
de acoplamiento en las ecuaciones din�amicas, pero resulta necesario para
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poder acometer el estudio. La precisi�on del truncamiento es de, al menos, una
parte en 300 (n�otese que Hd ' 1=300). Bajo estas condiciones, la expresi�on
correspondiente en este modelo a (4.53), para las componentes del potencial
de redistribuci�on, viene dada por (Wahr 1981, Dehant et al. 1999)

Vm(r; �; �) = k2m

�aE
r

�3
Y2m (�; �) + k

(+)
2m

�aE
r

�5
Y4m (�; �) , r � aE, (7.3)

donde k2m y k
(+)
2m son escalares (generalizaci�on del n�umero de Love) que son

combinaci�on lineal adimiensional de los escalares soluci�on (7.2), y por ello
dependen de m (y para una perturbaci�on m�as general, de l) y en principio,
tambi�en de las frecuencias de la perturbaci�on.
Num�ericamente, dado que estamos desarrollando una teor��a a primer or-

den, podemos despreciar la contribuci�on del t�ermino asociado a k
(+)
2m (v�ease

tabla 6.3. de IERS 2010) que se trascribe a continuaci�on como tabla 7.1, y
la mayor potencia del factor1 aE=r), de modo que consideraremos

Vm(r; �; �) = k2m

�aE
r

�3
Y2m (�; �) , r � aE. (7.4)

N�otese, por comparaci�on con (4.53), que la introducci�on en el modelo el�astico
de la elipticidad y rotaci�on se ha traducido en la sustituci�on del n�umero de
Love k por un conjunto de n�umeros de Love k2m (m = 0; 1; 2), dependientes
del orden del arm�onico de perturbaci�on, con una precisi�on aproximada de al
menos una parte en 300.
Es conveniente aclarar que, a resultas de la expresi�on (4.51), Rm(aE) = k,

no es correcta su sustituci�on directa por Rm(aE) = k2m bajo la consideraci�on
de que es una generalizaci�on natural dada la dependencia con m de la solu-
ci�on radial. Tal planteamiento es �erroneo, pues la utilizaci�on del conjunto de
n�umeros de Love k2m no tiene cabida con un modelo el�astico donde el estado
no deformado sea esf�erico y sin rotaci�on (salvo la soluci�on trivial k2m = k,
m = 0; 1; 2), y por el contrario es la manifestaci�on de las hip�otesis m�as gene-
rales consideradas.

Tabla 7.1: Números de Love para Tierra elástica (IERS 2010, Tabla 6.3)

(l;m) klm k
(+)
lm

(2; 0) 0:29525 �0:00087
(2; 1) 0:29470 �0:00079
(2; 2) 0:29801 �0:00057

1Véase la nota al pie en la página 34.
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A partir de (7.4) generalizaremos la expresi�on del potencial de redistribu-
ci�on, Vt;p;q dado por (5.1) y (5.2), reconstruyendo su forma a partir de (4.54),
sustituyendo k por k2m, esto es

V (r) = Re

"
2X

m=0

�mVm (r)

#
=
�aE
r

�5 2X
m=0

k2mRe [�mUm] . (7.5)

Reescribimos en t�erminos de los arm�onicos esf�ericos reales, de�nidos por
(2.95), teniendo en cuenta la relaci�on

Ylm(�; �) = Nlm [Clm(�; �) + iSlm(�; �)] , con Nlm =

s
2l + 1

4�

(l �m)!

(l +m)!
.

(7.6)
donde por consistencia de notaci�on con los cap��tulos precedentes, hemos de-
notado las coordenadas angulares esf�ericas por (�; �). A partir de las expre-
siones (4.39), y para l = 2, se tiene

�m = cmN2m (C
0
2m � iS 02m) , Um =

r2

a2E
N2m (C

0
2m + iS 02m) , (7.7)

donde recordamos que las primas hacen referencia al argumento (�0; �0). Por
lo tanto

Re [�mUm] = cm
r2

a2E
N2
2m (C2mC

0
2m + S2mS

0
2m) . (7.8)

Sustituyendo en (7.5), con los valores

c0 =
4�

5

Gm

r03
a2E, c1 = c2 = 2c0, (7.9)

N2
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5

4�
, N2

21 =
1
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5

4�
, N2

22 =
1

24

5

4�
, (7.10)

se obtiene la generalizaci�on de las expresi�on de la energ��a potencial de redis-
tribuci�on :

Vt;p;q =
a5E
r3r03

Gmpmq

h
k20C20C

0
20 (7.11)

+k21
1

3
(C21C

0
21 + S21S

0
21) + k22

1

12
(C22C

0
22 + S22S

0
22)

�
.

Como vemos, esta nueva expresi�on se obtiene a partir de la dada por (5.1)
y (5.2), con la sustituci�on de k por k2m, e introduciendo �estos como factor
de los arm�onicos C 02m y S

0
2m. Siguiendo esta regla, el proceso de construcci�on



7. Tierra elástica: generalizaciones 161

de la expresi�on del potencial de redistribuci�on en t�erminos de las variables
de Andoyer y la introducci�on de las series de movimiento orbital, es an�alogo.
Esto permite recuperar las expresi�on (5.12) con la sustituci�on de �p por �m;p
en cada t�ermino V

(m)
t [�k] (m = 0; 1; 2) dado por (5.13) y (5.14), de�niendo

�m;p =
1

3
k2mmpa

2
E

�
aE
ap

�3
, (7.12)

conforme a (4.66). Como hasta ahora, dado que l = 2, lo omitimos de la
notaci�on.

Estudiaremos ahora la generalizaci�on de la expresi�on (4.67) de I1, esto
es, la dependencia temporal del tensor de inercia. Para ello reescribiremos en
primer lugar la expresi�on de I1 en t�erminos de los arm�onicos esf�ericos reales,
a partir de las relaciones (2.91):

I1 = �
� a
r0

�30@ C 020 � 1
2
C 022 �1

2
S 022 �C 021

�1
2
S 022 C 020 +

1
2
C 022 �S 021

�C 021 �S 021 �2C 020

1A (7.13)

Siguiendo el proceso de deducci�on realizado en la secci�on 4.4, compararemos
(7.11) con la expresi�on dada por la f�ormula de MacCullagh (2.101), en t�ermi-
nos de los arm�onicos esf�ericos de segundo grado (recu�erdese que se ha cam-
biado el signo para comparar con la expresi�on del potencial de redistribuci�on,
ya que de origen se han derivado con convenios de signo distinto):

Vt;p;q = �Gmq

r3

�
2�C ��A��B

2
C20 +

�A��B
4

C22+

+EC21 +DS21 +
1

2
FS22

�
, (7.14)

La comparaci�on de los t�erminos de los coe�cientes que acompa~nan a los
arm�onicos C20 y C22, junto al teorema de Darwin demostrado en la secci�on
4.4, conduce al sistema de ecuaciones:

2�C ��A��B = �2
�
a5E=r

03�mpk20C
0
20,

�A��B =
1

3

�
a5E=r

03�mpk22C
0
22,

�A+�B +�C = 0, (7.15)
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cuya soluci�on es, introduciendo convenientemente las constantes (7.12)

�A =
�
a5E=r

03���20C 020 � 12�22C 022
�
,

�B =
�
a5E=r

03���20C 020 + 12�22C 022
�
,

�C = �2
�
a5E=r

03��20C 020. (7.16)

El resto de t�erminos est�an desacoplados, y directamente se obtiene

E = �
�
a5E=r

03��21C 021,
D = �

�
a5E=r

03��21S 021,
F = �1

2

�
a5E=r

03��22S 022. (7.17)

En virtud de estos resultados, la expresi�on (7.13), para el caso de un modelo
el�astico con consideraci�on de la elipticidad y la rotaci�on, queda modi�cada
seg�un

I1 =
� a
r0

�30@ �20C
0
20 � 1

2
�22C

0
22 �1

2
�22S

0
22 ��21C 021

�1
2
�22S

0
22 �20C

0
20 +

1
2
�22C

0
22 ��21S 021

��21C 021 ��21S 021 �2�20C 020

1A , (7.18)

que como se aprecia obedece a la misma regla de generalizaci�on: la sustituci�on
de k por k2m, o equivalentemente � por �2m, e introduciendo �estos como
factor de los arm�onicos C 02m y S

0
2m. La expresi�on (7.18) es equivalente, salvo

notaci�on, a la dada por Lambert y Mathews (2006).
Como se estudi�o en la secci�on 4.5, la inuencia de la matriz I1 en las

ecuaciones del movimiento es a trav�es del t�ermino de energ��a cin�etica de
redistribuci�on, Tt, dado por (4.76) en el hamiltoniano del sistema. �Este de-
pende de �C, E y D, dados por las expresiones (4.82), que ahora quedan
modi�cadas seg�un

�C = �6
X
j

�20;j ~Bj(I0) cos ~�j,

E = �3
X
j;�=�1

�21;j ~Cj
(I0; �) sen

�
!Et� �~�j

�
,

D = �3
X
j;�=�1

�21;j ~Cj
(I0; �) cos

�
!Et� �~�j

�
. (7.19)

En estas expresiones se ha empleado la notaci�on �2m;j para evidenciar
que, tal como se indic�o anteriormente, los valores de k2m, y por ende los
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de �2m, depender�an de la frecuencia de perturbaci�on, �~nj, en el modelo de
Tierra considerado (estado no perturbado elipsoidal y con rotaci�on). Por ello
en las expresiones anteriores se ha introducido �2m dentro de la suma sobre
el ��ndice j. La frecuencia de excitaci�on de la respuesta el�astica de la Tierra
depende de forma m�as expl��cita de la frecuencia asociada a los argumentos
de los arm�onicos (5.3), o equivalentemente la correspondencia (5.5), esto es,
de la frecuencia de perturbaci�on vista desde el sistema terrestre. Podremos
escribir entonces, a nivel de notaci�on,

k2m;j � k2m (m!E � �~nj) � k2m (�~nj) .

En primera aproximaci�on, siguiendo criterios num�ericos que se emplear�an
bajo ciertas consideraciones de modelado en las secciones siguientes, es posi-
ble ignorar la dependencia con la frecuencia de perturbaci�on, y considerar
valores nominales por banda de frecuencia, es decir, k2m;j = k2m. Esto se
indicar�a, a trav�es de esta notaci�on, cuando sea procedente.
En virtud de (7.19), y de las (5.3) para los arm�onicos esf�ericos, existe una

correspondencia directa entre las funciones ~Bj, ~Cj
y ~D

j
y el orden m de los

arm�onicos y el factor �2m que los acompa~na, y que generaliza la dada por
(5.5):

C 020 ! �20 ! ~Bj,

C 021; S
0
21 ! �21 ! ~C

j
,

C 022; S
0
22 ! �22 ! ~D

j
. (7.20)

Dado que todos los resultados de secciones precedentes se han obtenido
bajo el orden de aproximaci�on de validez de esta correspondencia, nos facilita
la generalizaci�on de las f�ormulas de rotaci�on, una vez garantizada en cada
caso la equivalencia del proceso de deducci�on.

7.2. Modelos de comportamiento anelástico

La introducci�on en el modelo de deformaci�on de la Tierra de compor-
tamientos no el�asticos persigue una mayor cercan��a del modelado te�orico con
el comportamiento real del s�olido deformable.
En la literatura espec���ca se siguen dos estrategias, casi equivalentes desde

un punto de vista num�erico como se mostrar�a, para introducir este tipo de
efectos sin acometer el complejo problema reol�ogico que supondr��a modelar
un comportamiento anel�astico (deformaci�on no el�astica, pero recuperable) o
inel�astico (deformaci�on irrecuperable).
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La primera es la seguida por Mignard (1979), Krasinsky (1999) y Getino
y Ferr�andiz (1991 y 2001) entre otros, y consiste en la introducci�on ad hoc
de un retardo temporal en la respuesta el�astica de la Tierra.

La segunda, reglada a trav�es de las IERS Conventions (2010), introduce
ab initio unos n�umeros de Love complejos (y en general, dependientes de las
frecuencias). En ambos casos la respuesta de la Tierra es anel�astica, mante-
niendo la linealidad de la respuesta que introduce el formalismo de n�umeros
de Love y se incorporan desfases angulares en los argumentos de las f�ormulas
de rotaci�on.

El modelo del retardo, pese a su simplicidad de partida y car�acter ad
hoc, permite la construcci�on e interpretaci�on f��sica de las magnitudes involu-
cradas, reproduce la aparici�on de t�erminos fuera de fase en el movimiento
de rotaci�on, y proporciona una justi�caci�on razonable para la generalizaci�on
que supone la segunda de las estrategias. Comenzaremos con �este.

La construcci�on que se va a incluir a continuaci�on trata de deducir e
interpretar las expresiones que en las referencias relacionadas (las incluidas
en la tabla 7.2, en la p�agina 168) se introducen de forma no justi�cada.

Supondremos para la respuesta el�astica de la Tierra un retardo temporal
constante2, denotado por �t, de forma que la posici�on de los cuerpos pertur-
badores, inductores de la deformaci�on en un instante t, referida al sistema de
Tisserand, se evaluar�a en el instante t��t. Es decir, un cuerpo perturbado
por el potencial de redistribuci�on, lo est�a por la marea creada el�asticamente
por el cuerpo perturbador en el instante t��t.
Matem�aticamente se traduce en determinar las magnitudes correspon-

dientes a los cuerpos perturbadores en el instante retardado, en nuestro caso
el tensor de inercia y el potencial de redistribuci�on, esto es, I1(t ��t) y en
Vt;p;q los t�erminos correspondientes. Por ello no se precisa reconstruir tales
funciones como ocurri�o en la secci�on previa, ya que la introducci�on del retardo
es directa sobre los argumentos dependientes del tiempo.

Por conveniencia formal, al igual que se hizo con el potencial de redis-
tribuci�on en las ecuaciones (5.13) y (5.14), separaremos la expresi�on de I1(t)
dada por (7.18) seg�un los diferentes �ordenes de la contribuci�on arm�onica,

I
(m)
1 (t), y sustituimos las expresiones (5.3):

I
(0)
1 (t) = 3�20

X
j

~Bj(I0)

0@ cos ~�j 0 0

0 cos ~�j 0

0 0 �2 cos ~�j

1A , (7.21)

2Una de las críticas, justi�cada, a esta hipótesis de partida según Efroimsky (2012),
es que el retardo temporal debe depender tanto del grado de los armónicos como de las
frecuencias de perturbación. Con la notación empleada, esto es, �t = �t2m (�~nj).
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Figura 7.1: Visión esquemática del modelo anelástico del retardo temporal.

I
(1)
1 (t) = �3�21

X
j;�=�1

~Cj(I0; �)�

�

0BBB@
0 0 sen

�
~�+ ~� � �~�j

�
0 0 cos

�
~�+ ~� � �~�j

�
sen
�
~�+ ~� � �~�j

�
cos
�
~�+ ~� � �~�j

�
0

1CCCA ,

I
(2)
1 (t) = �3

2
�22

X
j;�=�1

~Dj(I0; �)�

�

0BB@
� cos

�
2~�+ 2~� � �~�j

�
sen
�
2~�+ 2~� � �~�j

�
0

sen
�
2~�+ 2~� � �~�j

�
cos
�
2~�+ 2~� � �~�j

�
0

0 0 0

1CCA ,
de forma que

I1(t) = I
(0)
1 (t) + I

(1)
1 (t) + I

(2)
1 (t). (7.22)

Estas expresiones se han evaluado en una �epoca determinada (~I = I0, para
J2000), y para las funciones se asume las usuales dependencias temporales
(4.80) y (2.114)

~�+ ~� = �0 + �0 + !Et,
~�j(t) = ~njt+�j0. (7.23)

La sustituci�on t ! t � �t conduce a diferentes desfases angulares en los
argumentos de las funciones trigonom�etricas
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~�j(t��t) = ~�j(t) + "20;j, (7.24)�
~�+ ~� � �~�j

�
(t��t) =

�
~�+ ~� � �~�j

�
(t) + "21;j,�

2~�+ 2~� � �~�j

�
(t��t) =

�
2~�+ 2~� � �~�j

�
(t) + "22;j,

donde se han de�nido

"20;j = ��t~nj, "21;j = ��t (!E � �~nj) , "21;j = ��t (2!E � �~nj) , (7.25)

o, equivalentemente,

"2m;j = ��t fm!E � [�� �m0 (1 + �)] ~njg , m = 0; 1; 2. (7.26)

El desfase angular3 es diferente para cada contribuci�on arm�onica o banda
de frecuencias, en virtud de las correspondencias (5.5) y (5.4). Esto moti-
va la conveniencia de separar por contribuciones del tensor de inercia. Las
expresiones (7.21) quedan modi�cadas entonces por las sustituci�on de los ar-
gumentos (7.24), o equivalentemente, por la determinaci�on de las matrices

I
(m)
1 (t��t) para el estudio del movimiento del sistema en el instante t.
Si se desprecia la contribuci�on al desfase del movimiento orbital de los

cuerpos perturbadores a efectos de la respuesta el�astica del sistema, lo que
matem�aticamente es aceptable con la aproximaci�on ~nj << !E, el desfase
angular se reduce a

"2m;j ' ��tm!E = "2m, (7.27)

que es el valor empleado, por ejemplo, en Getino y Ferr�andiz (1991), y s�olo
depende de la banda (zonal, teseral o sectorial).
Esta aproximaci�on nos facilita la interpretaci�on geom�etrica de lo que

supone la introduci�on del desfase angular en los argumentos. Para ello supon-
dremos que r(t) es el vector de posici�on, en el sistema de Tisserand, del astro
perturbador. Bajo la aproximaci�on de despreciar el movimiento orbital de
�este, respecto al sistema celeste se tendr�a ~nj = 0 (~�j constante). Si !E es
el vector velocidad angular terrestre, se tiene a partir de la relaci�on general
entre sistema inercial y rotatorio (Goldstein 1987)

dr�

dt
= 0 =

dr

dt
+ !E � r!

dr

dt
= �!E � r, (7.28)

3Nótese que el desfase "2m;j depende también de �. Realmente su dependencia es con
la frecuencia de excitación del sistema, asociada al argumento m(~� + ~�) � �~�j , esto es,
m!E � �~nj . Una notación más completa sería entonces,

"2m;j � "2m (m!E � �~nj) � "2m (�~nj) .
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donde dr�=dt representa la velocidad del cuerpo perturbador para un obser-
vador en el sistema inercial, que es nula bajo la hip�otesis de trabajo. Para
la posici�on retardada del astro perturbador, r(t��t), y si se considera que
�t es peque~no frente a los tiempos de movimiento caracter��sticos del sistema
(en la tabla 7.2 se muestran distintos valores de referencia para el valor del
retardo temporal), se tiene

r(t��t) ' r(t)��tdr
dt
= r(t)��t (�!E � r) , (7.29)

(esta aproximaci�on se sigue an�alogamente en Mignard 1978). Con un mode-
lo de uniformidad en el movimiento de rotaci�on terrestre, podemos escribir
!E = !Eb3, donde b3 es el vector unitario en la direcci�on del eje de �gura
terrestre (siguiendo la notaci�on de cap��tulos precedentes), que se asume �jo
en el sistema celeste. Por lo tanto

r(t��t) ' r(t) + �t!Eb3 � r(t). (7.30)

Esta relaci�on vectorial se corresponde con la aproximaci�on para un �angulo
��t!E su�cientemente peque~no, de una rotaci�on4 de eje b3, es decir

r(t��t) ' R (��t!E ;b3) r(t). (7.31)

Teniendo en cuenta que los vectores en los sistemas de referencia terrestre
y celeste est�an conectados v��a la secuencia de rotaciones (2.37) en �angulos
de Andoyer, la introducci�on del retardo �t es equivalente a introducir una
rotaci�on adicional (7.31) en la secuencia, esto es

r(t��t) = R (��t!E ;b3) r(t) (7.32)

= R (��t!E ;b3)R(�;b3)R(�;m)�
�R(�;uL)R(I;n)R(�; s3)r�

= R(� ��t!E ;b3)R(�;m)R(�;uL)R(I;n)R(�; s3)r�,

o equivalentemente, en las expresiones en t�erminos de las variables de Ando-
yer como funciones conocidas del tiempo, la sustituci�on

~� ! ~� ��t!E . (7.33)

4En efecto, la expresión vectorial de una rotación de ángulo � 2 [0; 2�[ (en sentido
antihorario) y eje de giro según el versor n, viene dada por (Goldstein 1987)

R (�;n) r = cos�+ (1� cos�) (nr)n+ sen� (r� n) .

Si � << 1 se tiene cos� ' 1, 1� cos� ' 0, sen� ' �, de modo que

R (�;n) r ' r+� (r� n) .
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Trasladado esto a los argumentos del tensor de inercia, se recuperan las
expresiones (7.24) con el desfase angular (7.27), "2m;j ' ��tm!E = "2m. La
relaci�on (7.33) es la considerada directamente por Getino y Ferr�andiz (1991,
20015) entre otros.

Tabla 7.2: Valores de referencia para el retardo temporal

�t Fuente
4:67 min Getino y Ferrándiz (2001)
8:64 min Getino y Ferrándiz (1991)
' 10 min Mignard (1978)
9:30 min Krasinsky (1999)

Notemos adem�as que las expresiones del tensor de inercia dadas por
(7.21), I

(m)
1 , y las relaciones (5.3) para los arm�onicos esf�ericos de los cuerpos

perturbadores, que participan directamente en la expresi�on del potencial de
redistribuci�on (7.11), Vt;p;q, comparten los mismos argumentos en las fun-
ciones trigonom�etricas. Por lo tanto la sustituci�on t ! t � �t conduce en
ambas expresiones a las relaciones (7.24) y la de�nici�on de los mismos des-
fases angulares.
Paralelamente, si consideramos cualquiera de los argumentos de (7.24),

afectados por el retardo temporal y que reescribimos de forma compacta
como

	m;j(t��t) = 	m;j(t) + "2m;j (7.34)

donde
	m;j = m (~�+ ~�)� [�� �m0 (1 + �)] ~�j, (7.35)

su inserci�on en las funciones trigonom�etricas se puede expresar como

cos (	m;j + "2m;j) = cos	m;j cos "2m;j � sen	m;j sen "2m;j,
sen (	m;j + "2m;j) = sen	m;j cos "2m;j + cos	m;j sen "2m;j. (7.36)

El primer sumando de cada expresi�on mantiene la funci�on y argumento orig-
inales, multiplicados por cos "2m;j. Tras un proceso de construcci�on parale-
lo al seguido en los cap��tulos precentes, generar�an las f�ormulas de rotaci�on
conocidas, y que se denominan términos en fase. Los segundos sumandos
provocar�an la aparici�on de nuevas contribuciones a las f�ormulas de rotaci�on,

5El valor del retardo temporal dado por esta referencia, incluido en la tabla 7.2, procede
de un ajuste de parámetros en un modelo de Tierra de dos capas (manto inelástico y núcleo
líquido) a partir de series de nutación. Debido a la diferencia en la reología con el modelo
aquí tratado, su uso tiene un carácter estrictamente comparativo.
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denominadas términos fuera de fase6. Aunque existen otras contribuciones
que pueden provocar la aparici�on de t�erminos fuera de fase (v�ease por ejemplo
la nota al pie en la p�agina 60), constituyen una de las principales consecuen-
cias de introducci�on de la anelasticidad en el modelo.
Desde un punto de vista operativo las relaciones (7.36), con el objetivo de

mantener una estructura formal similar al caso el�astico, inducen el empleo de
magnitudes complejas que permitan el tratamiento conjunto de los t�erminos
en fase y fuera de fase. Con este prop�osito se puede de�nir el conjunto de
n�umeros de Love complejos seg�un

�k2m;j = k2me
i"2m;j 2 C, ��2m;j = �2me

i"2m;j 2 C, (7.37)

donde k2m son los n�umeros de Love reales del caso el�astico y �2m las cons-
tantes de�nidas por (7.12).
Estrictamente, en este modelo basado en el retardo temporal, no puede

suponerse que los n�umeros de Love reales tengan dependencia con la fre-
cuencia de la perturbaci�on (asociada al argumento 	m;j). Esto se debe al
conicto que supondr��a tener en la expresi�on del potencial de redistribuci�on
unos n�umeros de Love dependientes de la frecuencia de 	m;j en el instante
t, para describir la respuesta el�astica de la Tierra en el instante retardado,
t��t. En cuanto a notaci�on, este hecho se reeja en que k2m no incluye el
sub��ndice j.
Al utilizar su forma compleja que depende de las frecuencias del argu-

mento a trav�es de (7.26), "2m;j, se ha de introducir dentro de la suma so-
bre el ��ndice j en las expresiones del tensor de inercia y el potencial de
redistribuci�on. As�� pues, estas magnitudes, dependientes de los productos
�2m;j cos (	m;j + "2m;j) y �2m;j sen (	m;j + "2m;j), se pueden reescribir en vir-
tud de:

Re
�
��2m;je

i	m;j
�
= Re

�
�2m;je

i(	m;j+"2m;j)
�
= �2m;j cos (	m;j + "2m;j) ,

Re
�
�i��2m;jei	m;j

�
= Re

�
�i�2m;jei(	m;j+"2m;j)

�
= �2m;j sen (	m;j + "2m;j) .

(7.38)

Por lo tanto, en los elementos del tensor de inercia, y del potencial de
redistribuci�on, que incluyan los argumentos (7.24), se habr�a de realizar las

siguiente sustituciones para para obtener sus formas complejas �I
(m)
1 (t) y �Vt;p;q:

k2m, �2m ! �k2m;j, ��2m;j,

cos (	m;j + "2m;j) ! ei	m;j ,

sen (	m;j + "2m;j) ! �iei	m;j , (7.39)

6Véase las expresiones (1.4) de la introducción.
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donde

�k2m;j = k2me
i"2m;j , ��2m;j = �2me

i"2m;j ,

	m;j = m (~�+ ~�)� [�� �m0 (1 + �)] ~�j,

"2m;j = ��t fm!E � [�� �m0 (1 + �)] ~njg .
(m = 0; 1; 2) (7.40)

Entonces las magnitudes f��sicas que incluyen el modelo de anelasticidad
quedan de�nidas por

I
(m)
1 (t��t) = Re

h
�I
(m)
1 (t)

i
,

Vt;p;q = Re
�
�Vt;p;q

�
. (7.41)

N�otese adem�as que, en las expresiones expl��citas de I
(m)
1 y Vt;p;q, as�� como

en las f�ormulas de rotaci�on derivadas (siguiente secci�on), la dependencia con
la frecuencia de los n�umeros de Love implica que ��2m;j debe introducirse en
el sumatorio sobre el ��ndice j.
A modo de ejemplo, la primera de las componentes (7.21) quedar�a escrita

como

I
(0)
1 (t) = 3

X
j

j��20;jj ~Bj(I0)� (7.42)

�

0BBB@
cos
�
~�j � "2m;j

�
0 0

0 cos
�
~�j � "2m;j

�
0

0 0 �2 cos
�
~�j � "2m;j

�
1CCCA

Este modelo, tal como se ha desarrollado, da una forma concreta para el
desfase angular "2m;j, dependiente de las constantes conocidas del problema
de rotaci�on, y la magnitud adicional �t.
La generalizaci�on del modelo parece entonces inmediata, eliminando esta

dependencia funcional del desfase angular, y permitiendo que sus valores
puedan ser datos de entrada independientes de la teor��a (como de hecho lo es
el retardo temporal), tales como los ofrecidos por IERS (2010) en las tablas
6.3 (se transcribe en la tabla 7.3) y 6.5a, o procedentes de alguna reolog��a
particular.
A efectos de c�alculo, esta generalizaci�on supondr��a la sustituci�on de la

de�nici�on (7.37) de los n�umeros de Love complejos, por

�k2m;j =
���k2m;j�� ei"2m;j (7.43)
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en funci�on de las magnitudes independientes Re �k2m;j e Im �k2m;j, y la apli-
caci�on de las relaciones (7.39) y (7.41). Con el sub��ndice j denotamos la
posible dependencia del n�umero de Love con la frecuencia de excitaci�on del
sistema, de forma que

�k2m;j � �k2m (m!E � �~nj) � �k2m (�~nj) . (7.44)

N�otese que por econom��a de notaci�on no se ha empleado el sub��ndice �,
sin embargo la dependencia impl��cita con �este, a trav�es de la frecuencia,
deber�a ser considerada para la aplicaci�on de las f�ormulas de rotaci�on que se
derivar�an en la siguiente secci�on.

Sin embargo, no podemos obviar el car�acter ad hoc de la introducci�on
del retardo temporal en el planteamiento del modelo anel�astico, esto es sobre
expresiones construidas sin �el para el tensor de inercia y el potencial de redis-
tribuci�on. Por tanto, la obtenci�on de las equivalencias (7.41) no est�a garan-
tizada con una imposici�on de la de�nici�on (7.43) ab initio en el modelo.
Nos planteamos entonces reconstruir estas expresiones, tal como se hizo en
la secci�on previa, siguiendo esta segunda estrategia para el modelado del
comportamiento anel�astico del sistema.

Tabla 7.3: Números de Love para Tierra anelástica (IERS 2010, Tabla 6.3)

(l;m) Re �klm Im �klm k
(+)
lm

(2; 0) 0:30190 �0:00000 �0:00089
(2; 1) 0:29830 �0:00144 �0:00080
(2; 2) 0:30102 �0:00130 �0:00057

Para ello partimos de la expresi�on (7.5) de la secci�on previa, donde se
considera que7 �k2m =

���k2m�� ei"2m 2 C,
V (r) = Re

"
2X

m=0

�mVm (r)

#
=
�aE
r

�5 2X
m=0

Re
�
�k2m�mUm

�
. (7.45)

Entonces resulta

Re
�
�k2m�mUm

�
=

���k2m��Re �ei"2m�mUm� = (7.46)

=
���k2m�� [cos "2mRe (�mUm)� sen "2m Im (�mUm)] ,

7Por simplicidad prescidiremos ahora del subíndice j ya que en estas expresiones no se
realiza la suma sobre él.
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donde Re (�mUm) viene dado por (7.8), y se tiene una nueva contribuci�on
dada por Im (�mUm)

Re (�mUm) = cm
r2

a2E
N2
2m (C2mC

0
2m + S2mS

0
2m) ,

Im (�mUm) = �cm
r2

a2E
N2
2m (C2mS

0
2m � S2mC

0
2m) . (7.47)

El primero de los sumandos conduce a la expresi�on equivalente a (7.11) del

potencial de redistribuci�on, que denotamos por V
(1)
t;p;q;

V
(1)
t;p;q =

a5E
r3r03

Gmpmq

����k20�� cos "20C20C 020
+
���k21�� cos "211

3
(C21C

0
21 + S21S

0
21)

+
���k22�� cos "22 1

12
(C22C

0
22 + S22S

0
22)

�
, (7.48)

y la nueva contribuci�on, V
(2)
t;p;q, viene dada por

V
(2)
t;p;q =

a5E
r3r03

Gmpmq

����k21�� sen "211
3
(C21S

0
21 � S21C

0
21)

+
���k22�� sen "22 1

12
(C22S

0
22 � S22C

0
22)

�
, (7.49)

Es importante se~nalar que �esta �ultima no tiene componente zonal, m = 0,
debido a la nulidad de los arm�onicos S20.
Mediante manipulaciones trigonom�etricas usuales, es posible reescribir

estos t�erminos introduciendo las fases "2m en los argumentos de los arm�onicos
C 02m y S

0
2m. As��, y en virtud de su de�nici�on (2.95), podemos escribir

C 02m cos "2m + S 02m sen "2m = C 02m

�
�0; �0 � "2m

m

�
, (7.50)

S 02m cos "2m � C 02m sen "2m = S 02m

�
�0; �0 � "2m

m

�
, m = 1; 2.

La expresi�on (7.11) queda entonces generalizada, para n�umeros de Love

complejos denotados seg�un (7.43), como Vt;p;q = V
(1)
t;p;q + V

(2)
t;p;q

Vt;p;q =
a5E
r3r03

Gmpmq

n���k20�� cos "20C20C 020 (7.51)

+
���k21�� 1

3
[C21C

0
21 (�

0; �0 � "21) + S21S
0
21 (�

0; �0 � "21)]

+
���k22�� 1

12

h
C22C

0
22

�
�0; �0 � "22

2

�
+ S22S

0
22

�
�0; �0 � "22

2

�i�
.
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Observemos que con este modelo de anelasticidad se provoca un desfase en
el argumento de los arm�onicos esf�ericos de los cuerpos perturbadores, de-
pendiente de m, pero no en la contribuci�on zonal, m = 0. Para estudiar su
trasposici�on a los argumentos dependientes de ~�j, utilizamos las relaciones
(7.50) y (5.3) para los arm�onicos referidos al sistema de Tisserand�ap

r0

�3
C 021 (�

0; �0 � "21) = 3
X
j;�=�1

Cj(~I; �) sen
�
~�+ ~� � �~�j + "21

�
,

�ap
r0

�3
S 021 (�

0; �0 � "21) = 3
X
j;�=�1

Cj(~I; �) cos
�
~�+ ~� � �~�j + "21

�
,

�ap
r0

�3
C 022

�
�0; �0 � "22

2

�
= �3

X
j;�=�1

Dj(~I; �) cos
�
2~�+ 2~� � �~�j + "22

�
,

�ap
r0

�3
S 022

�
�0; �0 � "22

2

�
= 3

X
j;�=�1

Dj(~I; �) sen
�
2~�+ 2~� � �~�j + "22

�
.

(7.52)

A partir de estas relaciones, las componentes del tensor de inercia I
(m)
1 se

obtienen de Vt;p;q, como en la secci�on precedente, mediante la conexi�on dada
por la f�ormula de MacCullag.
Las expresiones resultantes, tanto para el tensor de inercia como para el

potencial de redistribuci�on, son equivalentes a realizar las siguientes sustitu-
ciones en las expresiones del caso el�astico generalizado:

~�j(t) ! ~�j (m = 0) ,

~�+ ~� � �~�j ! ~�+ ~� � �~�j + "21;j (m = 1) ,

2~�+ 2~� � �~�j ! 2~�+ 2~� � �~�j + "22;j (m = 2) . (7.53)

k2m !
���k2m;j�� , �2m ! j��2m;jj

N�otese, por comparaci�on con las equivalentes del modelo del retardo tem-
poral (7.24), que la diferencia estriba en que no existe modi�caci�on en la
contribuci�on zonal.

�Esta, no obstante, puede introducirse por uniformidad de notaci�on en
todas la contribuciones, exigiendo la nulidad del desfase para m = 0

~�j(t) ! ~�j + "20;;j (m = 0) ,

"20;;j = 0: (7.54)

Esta condici�on se satisface por el conjunto de n�umeros de Love complejos
dado en la tabla 7.3, Im �k20 =

���k20�� sen "20 = 0, es decir, "20 = 0.
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Adem�as este modelo s�� permite considerar dependencia de los n�umeros
de Love reales,

���k2m;j��, con la frecuencia de los argumentos 	m;j. Valores
num�ericos de esta dependencia, por argumento ~�j, est�an disponsibles en las
tablas 6.5a, 6.5b y 6.5 de las IERS Conventions (2010).

Como en el caso del modelo del retardo, al mismo resultado se llega
realizando una sustituci�on directa en las expresiones del caso el�astico gene-
ralizado de los n�umeros de Love reales por los n�umeros de Love complejos,
y de las funciones trigonom�etricas conforme a (7.39). A partir de las formas

complejas del tensor de inercia y el potencial de redistribuci�on, �I
(m)
1 (t) y �Vt;p;q,

se obtienen las magnitudes f��sicas tomando la parte real (7.41).

7.3. Fórmulas de rotación generalizadas

La trasposici�on de los modelos de comportamiento anel�astico estudiados
en la secci�on previa a los hamiltonianos de perturbaci�on desarrollados en los
cap��tulos 4 y 5, no supone una variaci�on signi�cativa del proceso de derivaci�on
de las ecuaciones del movimiento. Esto se debe a que el desfase adicional en
los argumentos de las funciones trigonom�etricas no depende de las variables
can�onicas del problema, ni de las variables de Andoyer como funciones tem-
porales. Tampoco afecta en este sentido la correspondencia (7.20) que nos
permite generalizar el comportamiento el�astico. Este hecho es una ventaja
del formalismo hamiltoniano empleado, ya que con otros planteamientos de
las ecuaciones din�amicas no ocurre as��.

Una de los prop�ositos de esta investigaci�on es, entonces, dar una formu-
laci�on general de las componentes del movimiento de rotaci�on, independiente
del modelo reol�ogico. Es decir, que permitan la incorporaci�on de cambios en
el modelo reol�ogico (esto es, en el conjunto de n�umeros de Love emplead-
os), sin necesidad de rehacer la formulaci�on. Se persigue cierta similitud con
el modo en que los coe�cientes orbitales se introducen en el formalismo de
base, que se pueden considerar como una entrada num�erica de la teor��a de la
rotaci�on.

As�� pues, la funci�on generatriz dada por (4.89) para el estudio de la con-
tribuci�on de la energ��a cin�etica de redistribuci�on, quedar�a reescrita en la
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forma

W �
1 =

X
p=L;S

(
3
N�2

C2

X
j 6=0

j��20;j;pj ~Bj;p(I0) sen
�
~�j + "20;j

�
�

�3M�N���
X
j;�=�1

j��21;j;pj
~Cj;p(I0; �)

(A� C)N� + AC (�~nj � !E)
�

� sen
�
!Et� �~�j � �� + "21;j

�o
. (7.55)

Para el estudio de la contribuci�on del potencial de redistribuci�on, se han
de generalizar siguiendo las reglas de sustituci�on establecidas, las expresiones
(5.15) y (5.16) del hamiltoniano secular H�

1

H�
1 = H1sec(p

�; q�) = V
(0)
t;sec

�
�0
�
+ V

(1)
t;sec

�
�0
�
+ V

(2)
t;sec

�
�0
�
, (7.56)

donde

V
(0)
t;sec

�
�0
�
=

9

4

!E
Hd

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

���i��~�j=0

j��20;j;pj kqB�
i;p
~Bj;q cos

�
���i � �~�j + "20;j

�
,

V
(1)
t;sec

�
�0
�
= 3

!E
Hd

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

���i��~�j=0

j��21;j;pj kqC�i;p ~Cj;q �

� cos
�
�� + �� � ���i � ~�� ~� + �~�j + "21;j

�
,

V
(2)
t;sec

�
�0
�
=

3

4

!E
Hd

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

���i��~�j=0

j��22;j;pj kqD�
i;p
~Dj;q �

� cos
�
2�� + 2�� � ���i � 2~�� 2~� + �~�j + "22;j

�
; (7.57)

y las (5.17), (5.18) y (5.19) de la funci�on generatriz W �
1 :

W �
1 = W

�(0)
1

�
�0
�
+W

�(1)
1

�
�0
�
+W

�(2)
1

�
�0
�
+

+W
�(0)
1

�
�1
�
+W

�(1)
1

�
�1
�
+W

�(2)
1

�
�1
�
, (7.58)
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donde los t�erminos de orden O (�0) son

W
�(0)
1

�
�0
�
=

9

4

!E
Hd

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

���i��~�j 6=0

j��20;j;pj kq
B�
i;p
~Bj;q

�ni � �~nj
sen
�
���i � �~�j + "20;j

�
,

W
�(1)
1

�
�0
�
= 3

!E
Hd

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

���i��~�j 6=0

j��21;j;pj kq
C�i;p ~Cj;q

n�� + n�� � n~� � n~� � �ni + �~nj
�

� sen
�
�� + �� � ~�� ~� � ���i + �~�j + "21;j

�
,

W
�(2)
1

�
�0
�
=

3

4

!E
Hd

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

���i��~�j 6=0

j��22;j;pj kq
D�
i;p
~Dj;q

2n�� + 2n
�
� � 2n~� � 2n~� � �ni + �~nj

�

� sen
�
2�� + 2�� � 2~�� 2~� � ���i + �~�j + "22;j

�
,

(7.59)

y los de orden O (�1)

W
�(0)
1

�
�1
�
= �9

2

!E
Hd

��
L;SX
p;q

X
i;j;�;�

j��20;j;pj kq
C�i;p ~Bj;q

n�� � �ni + �~nj
�

� sen
�
�� � ���i + �~�j + "20;j

�
,

W
�(1)
1

�
�1
�
=

9

2

!E
Hd

��
L;SX
p;q

X
i;j;�;�

j��21;j;pj kqB�
i;p
~Cj;q

n�� � n~� � n~� � �ni + �~nj
�

� sen
�
�� � ~�� ~� � ���i + �~�j + "21;j

�
�

�3
2

!E
Hd

��
L;SX
p;q

X
i;j;�;�

j��21;j;pj kqD�
i;p
~Cj;q

2n�� + n�� � n~� � n~� � �ni + �~nj
�

� sen
�
2�� + �� � ~�� ~� � ���i + �~�j + "21;j

�
,

W
�(2)
1

�
�1
�
=

3

2

!E
Hd

��
L;SX
p;q

X
i;j;�;�

j��22;j;pj kqC�i;p ~Dj;q

n�� + 2n
�
� � 2n~� � 2n~� � �ni + �~nj

�

� sen
�
�� + 2�� � 2~�� 2~� � ���i + �~�j + "22;j

�
. (7.60)
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7.3.1. Velocidades de precesión

Emplearemos a partir de ahora los sub��ndices T y V para distinguir las
contribuciones del movimiento de rotaci�on que proceden, respectivamente,
de las energ��as cin�etica y potencial de redistribuci�on.
En el caso de la contribuci�on de la energ��a cin�etica de redistribuci�on, el

hamiltoniano secular no produce contribuci�on a las velocidades de precesi�on,
al ser toda la perturbaci�on peri�odica

�Tn� = 0, �TnI = 0. (7.61)

Con un proceso de derivaci�on an�alogo al seguido en la secci�on 5.3, la
contribuci�on de primer orden del potencial de redistribuci�on a las velocidades
de precesi�on viene dada por

�V n� = � 1

sen I�
1

CHd

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

���i��~�j=0

0;1;2X
m

j��2m;j;pj kqT (n�)ijpq;m (� ; �) cos "2m;j,

�V nI = � 1

sen I�
1

CHd

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

���i��~�j=0

0;1;2X
m

j��2m;j;pj kqT (nI)ijpq;m (� ; �) sen "2m;j,

(7.62)

donde se ha de�nido

T
(n�)
ijpq;m (� ; �) =

9

4

@B�
i;p

@I�
~Bj;q�m0 + 3

@C�i;p
@I�

~Cj;q�m1 +
3

4

@D�
i;p

@I�
~Dj;q�m2,

T
(nI)
ijpq;m (� ; �) = �m5i

�
9

4
B�
i;p
~Bj;q�m0 � 3C�i;p ~Cj;q�m1 �

3

4
D�
i;p
~Dj;q�m2

�
,

(7.63)

N�otese que la condici�on de secular dada por la anulaci�on de la frecuencia
del argumento es la misma en este caso que en la secci�on 5.2, �ni � �~nj = 0,
dado que "2m;j es constante. En las expresiones (7.62) aparecen por lo tanto
los factores Re ��2m;j;p = j��2m;j;pj cos "2m;j e Im ��2m;j;p = j��2m;j;pj sen "2m;j,
respectivamente.
Es signi�cativo que, s�olo en el caso anel�astico (con alg�un "2m;j 6= 0), existe

una contribuci�on no nula para la velocidad de precesi�on en oblicuidad, �nI . Se
trata por lo tanto de un efecto puramente anel�astico, de suma importancia
debido a que el valor nominal de la velocidad de precesi�on en oblicuidad
es peque~no en comparaci�on, por ejemplo, con la velocidad de precesi�on en
longitud (v�ease la secci�on 3.3).
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Tanto en las expresiones anteriores, como en el resto de contribuciones
que se derivar�an a continuaci�on, con la condici�on "2m;j = 0 se recuperan las
f�ormulas para el modelo de Tierra el�astica.

7.3.2. Términos de Poisson

En consecuencia, con un proceso de derivaci�on an�alogo al seguido en la
secci�on 4.5, las expresiones a primer orden de perturbaci�on de la energ��a
cin�etica de redistribuci�on, para los t�erminos de Poisson de las nutaciones,
son son

4T � = 0, 4T I = 0. (7.64)

En lo referente al potencial de redistribuci�on, paralelamente a la secci�on
5.4 se obtiene

4V � = � 1

sen I�
1

CHd

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

���i��~�j 6=0

0;1;2X
m

j��2m;j;pj kqT (4�)ijpq;m (� ; �)�

�
sen
�
���i � �~�j + "2m;j

�
�ni � �~nj

,

4V I = � 1

sen I�
1

CHd

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

���i��~�j 6=0

0;1;2X
m

j��2m;j;pj kqT (4I)ijpq;m (� ; �)�

�
cos
�
���i � �~�j + "2m;j

�
�ni � �~nj

, (7.65)

donde se han de�nido las cantidades

T
(4�)
ijpq (� ; �) =

9

4

@B�
i;p

@I�
~Bj;q�m0 + 3

@C�i;p
@I�

~Cj;q�m1 +
3

4

@D�
i;p

@I�
~Dj;q�m2,

T
(4I)
ijpq (� ; �) =

9

4
�m5iB

�
i;p
~Bj;q�m0 + 3C

�
i;p
~Cj;q (�m5i � cos I�) �m1 +

+
3

4
D�
i;p
~Dj;q (�m5i � 2 cos I�) �m2. (7.66)
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7.3.3. Términos de Oppolzer

Los t�erminos de Oppolzer para la contribuci�on de la energ��a cin�etica de
redistribuci�on resultan

4T (�� �) = � 1

sen I0

L;SX
p

X
j;�=�1

Kt;21;j;p
�Ci;p(I0; �)

n�� � �~nj
sen
�
~�j + "21;j

�
,

4T (� � I) = �
L;SX
p

X
j;�=�1

Kt;21;j;p
Ci;p(I0; �)

n�� � �~nj
cos
�
~�j + "21;j

�
, (7.67)

donde a partir de (4.105) se ha de�nido Kt;21;j;p = 3 j��21;j;pj!E=A.
Para la contribuci�on del potencial de redistribuci�on se tiene

4V (�� �) = � 1

CHd
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sen I�

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

0;1;2X
m

j��2m;j;pj kq �

�
�

Pijpq;m(� ; �)
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���i � �~�j + "2m;j

�
,

4V (� � I) = � 1

CHd

L;SX
p;q

X
i;j;�;�

0;1;2X
m

j��2m;j;pj kq �
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Pijpq;m(� ; �)

�ni � �~nj � n��
+

Qijpq;m(� ; �)
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�
���i � �~�j + "2m;j

�
, (7.68)

con

Pijpq(� ; �) =
9

2
C�i;p (I

�; �) ~Bj;q(I
�)�m0 +

3

2
D�
i;p (I

�; �) ~Cj;q (I
�; �) �m1,

Qijpq(� ; �) =
9

2
B�
i;p(I

�) ~Cj;q (I
�; �) �m1 +

3

2
C�i;p (I

�; �) ~Dj;q (I
�; �) �m2.

(7.69)
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Estos t�erminos se pueden reescribir en la forma

4V (�� �) = � 1

CHd

1

sen I�

L;SX
p;q

X
i;j;�;�;�

0;1;2X
m

j��2m;j;pj kq �

� �Tijpq;m(� ; �; �)

n�� � � (�ni � �~nj)
sen
�
���i � �~�j + "2m;j

�
,

4V (� � I) = � 1

CHd

L;SX
p;q

X
i;j;�;�;�

0;1;2X
m

j��2m;j;pj kq �

� Tijpq;m(� ; �; �)

n�� � � (�ni � �~nj)
cos
�
���i � �~�j + "2m;j

�
,

(7.70)

donde se ha de�nido

Tijpq;m(� ; �; �) = �
1

2
(�+ 1)Pijpq;m(� ; �)�

1

2
(�� 1)Qijpq;m(� ; �). (7.71)
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7.3.4. Términos en fase y fuera de fase

La incorporaci�on del desfase angular en las f�ormulas de rotaci�on provoca
la aparici�on de t�erminos fuera de fase, seg�un se deduce de (7.65), (7.68) y
(7.70). Las contribuciones en fase y fuera de fase obedecen a la estructura
que se muestra en la siguiente tabla:

Tabla 7.4: Términos en fase y fuera de fase

Contribución Términos en fase Términos fuera de fase
Función Amplitud � Función Amplitud �

4�, 4 (�� �) sen cos "2m;j cos sen "2m;j
4I, 4 (� � I) cos cos "2m;j sen � sen "2m;j

Considerando que la energ��a cin�etica de redistribuci�on no contribuye a los
t�erminos de Poisson, podemos dar expresiones para las f�ormulas de nutaci�on
en la forma siguiente

4V � =
X

p;q;i;j;�;�;m

���i��~�j 6=0

h
Lin,1ijpq;m sen

�
���i � �~�j

�
+ Lout,1ijpq;m cos

�
���i � �~�j

�i
,

4V I =
X

p;q;i;j;�;�;m

���i��~�j 6=0

h
Oin,1ijpq;m cos

�
���i � �~�j

�
+Oout,1ijpq;m sen

�
���i � �~�j

�i
,

4T (�� �) =
X
p;j;�

�
Lin,2ijpq;m sen

~�j + Lout,2ijpq;m cos
~�j

�
,

4T (� � I) =
X
p;j;�

�
Oin,2ijpq;m cos

~�j +Oout,2ijpq;m sen
~�j

�
,

4V (�� �) =
X

p;q;i;j;�;�;m

h
Lin,3ijpq;m sen

�
���i � �~�j

�
+ Lout,3ijpq;m cos

�
���i � �~�j

�i
,

4V (� � I) =
X

p;q;i;j;�;�;m

h
Oin,3ijpq;m cos

�
���i � �~�j

�
+Oout,3ijpq;m sen

�
���i � �~�j

�i
,

(7.72)

donde las amplitudes para la longitud y oblicuidad de los t�erminos en fase,



182 7.4. Representaciones numéricas

Lin,kijpq;m y O
in,k
ijpq;m, y fuera de fase, L

out,k
ijpq;m y O

out,k
ijpq;m, vienen dadas por

Lin,1ijpq;m = � 1

sen I�
1

CHd

j��2m;j;pj kq
T
(4�)
ijpq;m (� ; �)

�ni � �~nj
cos "2m;j,

Oin,1ijpq;m = � 1

sen I�
1

CHd

j��2m;j;pj kq
T
(4I)
ijpq;m (� ; �)

�ni � �~nj
cos "2m;j,

Lout,1ijpq;m = � 1

sen I�
1

CHd

j��2m;j;pj kq
T
(4�)
ijpq;m (� ; �)

�ni � �~nj
sen "2m;j,

Oout,1ijpq;m = +
1

sen I�
1

CHd

j��2m;j;pj kq
T
(4I)
ijpq;m (� ; �)

�ni � �~nj
sen "2m;j,

Lin,2ijpq;m = � 1

sen I0
Kt;21;j;p

�Ci;p(I0; �)

n�� � �~nj
cos "2m;j,

Oin,2ijpq;m = �Kt;21;j;p
Ci;p(I0; �)

n�� � �~nj
cos "2m;j,

Lout,2ijpq;m = � 1

sen I0
Kt;21;j;p

�Ci;p(I0; �)

n�� � �~nj
sen "2m;j,

Oout,2ijpq;m = +Kt;21;j;p
Ci;p(I0; �)

n�� � �~nj
sen "2m;j,

Lin,3ijpq;m = � 1

CHd

1

sen I�
j��2m;j;pj kq

X
�=�1

�Tijpq;m(� ; �; �)

n�� � � (�ni � �~nj)
cos "2m;j,

Oin,3ijpq;m = � 1

CHd

j��2m;j;pj kq
X
�=�1

Tijpq;m(� ; �; �)

n�� � � (�ni � �~nj)
cos "2m;j,

Lout,3ijpq;m = � 1

CHd

1

sen I�
j��2m;j;pj kq

X
�=�1

�Tijpq;m(� ; �; �)

n�� � � (�ni � �~nj)
sen "2m;j,

Oout,3ijpq;m = +
1

CHd

j��2m;j;pj kq
X
�=�1

Tijpq;m(� ; �; �)

n�� � � (�ni � �~nj)
sen "2m;j. (7.73)

7.4. Representaciones numéricas

La representaci�on num�erica de las f�ormulas anteriores para los movi-
mientos de precesi�on y nutaci�on, permite realizar una comparaci�on entre
estas contribuciones para los diferentes modelos de comportamiento el�astico
y anel�astico de la Tierra considerados.
En los casos en que se quiera modelar la dependencia del conjunto de

n�umeros de Love (reales o complejos) con la frecuencia de excitaci�on del
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sistema, son relevantes los trabajos de Wahr (1979, 1981), Mathews et al.
(1995) y especialmente Dehant et al. (1999), entre otros. En este cap��tulo se
siguen los modelos anal��ticos incluidos en las IERS Conventions (2010), que
se basan en los trabajos referenciados, para los n�umeros de Love en las bandas
diurna y de largo periodo, �k21;j y �k20;j. La dependencia con la frecuencia de
�k20;j dada por estas referencias no es signi�cativa, y se tomar�an los valores
nominales dados en la tabla 7.3.

Cabe decir que las expresiones anal��ticas siguientes para los n�umeros de
Love proceden de modelos reol�ogicos de dos capas (manto y n�ucleo). Las
emplearemos, empero, en nuestro caso para obtener el orden de magnitud de
los movimientos de precesi�on y nutaci�on. Esta inconsistencia provoca que la
representaci�on num�erica de la contribuci�on de la energ��a cin�etica de redis-
tribuci�on, a trav�es de los t�erminos de Oppolzer, pueda ser signi�cativamente
diferente a la que se obtendr��a en el problema con un estado no perturbado
de dos capas. Su inter�es, sin embargo, radica en evidenciar la importancia de
emplear en el modelado una dependencia con la frecuencia en los n�umeros
de Love. Paralelamente, la contribuci�on del potencial de redistribuci�on no se
ver�a signi�cativamente afectada por el empleo de estas expresiones anal��ticas,
respecto del modelo de dos capas, debido a que los t�erminos num�ericamente
dominantes son los de Poisson. Como ya se ha indicado, �estos no dependen
del modelo de Tierra, en el sentido de que I y � tienen la misma soluci�on
para el problema no perturbado, independientemente del modelo de Tierra
que se considere.

La dependencia con la frecuencia de �k21;j = �k21 (�~nj) puede representarse
mediante la f�ormula de resonancia

�k21 (�) = L0 +
3P

�=1

L�
� � ��

, (7.74)

donde �� (� = 1; 2; 3) son las frecuencias de resonancia asociadas con el pe-
riodo de Chandler (CW, Chandler wooble), y las del movimiento libre de
nutaci�on del n�ucleo (FCN, free core nutation). Dada una frecuencia f de ex-
citaci�on del potencial de marea (!E� �~nj), en grados por hora, � y �� se ex-
presan en ciclos por d��a sid�ereo (cpsd) mediante � = f= (15� 1:002737909),
donde el factor 1:002737909 es el n�umero de d��as sid�ereos por d��a solar. Las
frecuencias de resonancia y los par�ametros de la f�ormula (7.74) vienen dados
en la tabla 7.5.
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Tabla 7.5: Parámetros para fórmula de resonancia (IERS 2010, Tabla 6.4)

� L� ��
0 0:29954� 0:1412� 10�2i
1 �0:77896� 10�3 � 0:3711� 10�4i �0:0026010� 0:0001361i
2 0:90963� 10�4 � 0:2963� 10�5i 1:0023181 + 0:000025i
3 �0:11416� 10�5 + 0:5325� 10�7i 0:999026 + 0:000780i

Para la variaci�on con la frecuencia de la contribuci�on zonal, �k20;j =
�k20 (�~nj) ; se tomar�a la representaci�on

�k20 (f) = 0:29525� 5:796� 10�4
�
cot

��

2

�
1�

�
fm
f

���
+ i

�
fm
f

���
,

(7.75)

donde f es aqu�� la frecuencia de la componente del potencial de marea (�~nj),
fm es una frecuencia de referencia, equivalente a un periodo de 200 s, y
� = 0:15.

Dependencia con la frecuencia del número de Love en la banda diurna.

Los detalles de construcci�on e hip�otesis de cada modelo se han abordado
en los cap��tulos correspondientes, y establecen la siguiente clasi�caci�on. Las
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f�ormulas de rotaci�on en cada caso se derivan de las generales del cap��tulo 7.3,
a partir de las equivalencias que se se~nala:

1. Modelo de Tierra elástica, con un estado no perturbado esf�erico y
sin rotaci�on.

El movimiento se rige por las f�ormulas de rotaci�on derivadas en los
cap��tulos 4 y 5, que se obtienen mediante la sustituci�on

�k2m;j = k 2 R (7.76)

! j��2m;j;pj = �p;

! "2m;j = 0.

Esto es, el conjunto de n�umeros de Love complejos se reduce al n�umero
de Love k de�nido por (4.48), que es una constante independiente de la
teor��a dada por alg�un modelo reol�ogico o procedimiento observacional.
En estas condiciones en el cap��tulo 6 se demostr�o que la energ��a po-
tencial de redistribuci�on no contribuye al movimiento de rotaci�on. La
representaci�on num�erica en este caso se reduce a la tabla 4.1.

2. Modelo de Tierra elástica general, con un estado no perturbado
elipsoidal y con rotaci�on.

Las f�ormulas de rotaci�on se derivan siguiendo las consideraciones de la
secci�on 7.1, que conduce a la equivalencia:

�k2m;j = k2m;j 2 R (7.77)

! j��2m;j;pj = �2m;j;p;

! "2m;j = 0.

Se tiene un conjunto de n�umeros de Love reales dependientes del orden
de los arm�onicos (o la banda de frecuencias para ~�+~�) y, en el caso ge-
neral, de las frecuencias de la perturbaci�on (�~nj). Sus valores proceden
de modelos reol�ogicos o procedimientos observacionales. Un conjunto
de valores nominales de estos n�umeros viene dado en la tabla 6.3 de las
IERS Conventions (2010) (tabla 7.1). Como funciones dependientes de
la frecuencia, a efectos comparativos, se dispone de la parte real de las
representaciones (7.74) y (7.75).

3. Modelo de Tierra anelástica basado en el retardo temporal,
con un estado no perturbado elipsoidal y con rotaci�on.
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Los n�umeros de Love complejos son de la forma (7.37), con la fase
de�nida por (7.26):

�k2m;j = k2me
i"2m;j 2 C (7.78)

! j��2m;j;pj = �2m;p,

! "2m;j = ��t fm!E � [�� �m0 (1 + �)] ~njg .

donde k2m;p y �2m;p son las constantes de�nidas en el caso el�astico, no
dependientes de la frecuencia de excitaci�on. El retardo �t es una cons-
tante independiente de la teor��a (la tabla 7.2 contiene algunos valores
de referencia).

4. Modelo de Tierra anelástica general, con un estado no perturbado
elipsoidal y con rotaci�on.

Se aplican las formulas generales de rotaci�on, para n�umeros de Love
complejos del tipo (7.43):

�k2m;j =
���k2m;j�� ei"2m;j 2 C (7.79)

! ��2m;j;p = j��2m;j;pj ei"2m;j

Los valores num�ericos de sus partes real e imaginaria dependen del
orden de los arm�onicos y, en el caso general, de las frecuencias de la
perturbaci�on. �Estos proceden de modelos reol�ogicos o procedimientos
observacionales. Un conjunto de valores nominales de estos n�umeros
viene dado en la tabla 6.3 de las IERS Conventions (2010) (tabla 7.3).
Como funciones dependientes de la frecuencia se dispone de las repre-
sentaciones (7.74) y (7.75).

A continuaci�on se incluyen las representaciones num�ericas correspondien-
tes a los casos anteriores y a las contribuciones al movimiento de rotaci�on
que se han generalizado en la secci�on precedente. �Estas son las debidas a
la energ��a cin�etica de redistribuci�on y el potencial de redistribuci�on, en la
velocidad de precesi�on en longitud y oblicuidad, y los t�erminos de Poisson
y Oppolzer de las nutaciones. En las nuevas contribuciones de la energ��a
cin�etica de redistribuci�on los t�erminos de Poisson son nulos en todos los ca-
sos. Se ver�a que existen diferencias signi�cativas en los t�erminos de Oppolzer,
respecto al modelo de reolog��a simpli�cada (estado no deformado esf�erico y
sin rotaci�on) estudiado hasta la fecha, que llegan a alcanzar los 140 �as en
longitud y 50 �as en oblicuidad. Para las nuevas contribuciones del potencial
de redistribuci�on, los t�erminos dominantes num�ericamente son los de Poisson,
cuya magnitud es del orden de 5 �as en longitud y 10 �as en oblicuidad. En lo
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referente a las velocidades de precesi�on, en las que no existe contribuci�on en
el caso el�astico simpli�cado, se obtienen aproximadamente 6 mas/cent�1 en
longitud y de 0:8 mas/cent�1 en oblicuidad, al considerar el modelo reol�ogico
con n�umeros de Love dependientes de la frecuencia.
El car�acter original de la mayor parte de los restultados que se presen-

tan en este cap��tulo, no permite la comparaci�on con la literatura existente
relacionada. As��, los principales antecedentes con modelos de Tierra que in-
cluyen consideraciones el�asticas o anel�asticas m�as generales que las de la
reolog��a simpli�cada, Lambert y Mathews (2006) y Krasinsky (1999), no son
comparables por diversos motivos.
En ambos casos el c�alculo se aborda con un formalismo totalmente di-

ferente al empleado en esta investigaci�on, que no conduce a expresiones
anal��ticas para las componentes del movimiento (Lambert y Mathews 2006),
o �estas se consiguen con mayores simpli�caciones de modelado (Krasinsky
1999). Adem�as en la primera de estas referencias, el modelo de Tierra in-
cluye la contribuci�on de las mareas oce�anicas, que no puede desacoplarse de
los resultados num�ericos, invalidando cualquier posible comparaci�on.
Las simpli�caciones de modelado en Krasinsky (1999) conducen a dife-

rencias num�ericas no despreciables con respecto a nuestra representaci�on. La
reolog��a es, sin embargo, comparable (modelo anel�astico del retardo tempo-
ral). Se ha constatado, sin embargo, que la �unica forma de reproducir sus
resultados num�ericos consiste en despreciar, en buena medida, la expresi�on
precisa del movimiento orbital dentro del potencial perturbador. En virtud
de la base del formalismo hamiltoniano desarrollado por Kinoshita (1977), no
se considera que �esta sea una simplicaci�on aceptable para estos prop�ositos.
La cuanti�caci�on de las contribuciones netas permite valorar comparati-

vamente la inuencia del comportamiento anel�astico y de la dependencia con
la frecuencia del conjunto de n�umeros de Love. A tenor de los resultados, esta
dependencia con la frecuencia en la respuesta el�astica de la Tierra, principal-
mente en la banda diurna, resulta especialmente signi�cativa en virtud de los
efectos resonantes indicados anteriormente. A esta cuesti�on se retornar�a en
las conclusiones �nales.
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Tabla 7.6: Precesión en longitud y oblicuidad
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Tabla 7.7: Nutaciones.
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Tabla 7.8: Nutaciones.
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a
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ca
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]
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Tabla 7.9: Nutaciones.
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re
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Tabla 7.10: Nutaciones.
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Tabla 7.11: Nutaciones.
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+
0.
20

+
0.
20

+
1

+
0
+
0

+
0
+
0

+
27
.5
5

+
0.
00

+
0.
07

+
0.
07

+
0.
00

�
1.
51

�
1.
51

+
0

+
0
+
2

+
0
+
2

+
13
.6
6

+
0.
00

+
26
.3
4

+
26
.3
4

+
0.
00

+
9.
69

+
9.
69

+
0

+
0
+
2

+
0
+
1

+
13
.6
3

+
0.
00

+
5.
42

+
5.
42

+
0.
00

+
1.
65

+
1.
65

+
1

+
0
+
2

+
0
+
2

+
9.
13

+
0.
00

+
5.
28

+
5.
28

+
0.
00

+
1.
96

+
1.
96
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Tabla 7.12: Nutación en longitud.

N
ut
ac
ió
n
en
lo
ng
it
ud
:
co
nt
ri
bu
ci
ón
de
l
p
ot
en
ci
al
de
re
di
st
ri
bu
ci
ón
.

C
as
o
1:
T
ie
rr
a
el
ás
ti
ca
(e
st
ad
o
no
p
er
tu
rb
ad
o
es
fé
ri
co
si
n
ro
ta
ci
ón
).

A
rg
um
en
to

T
ér
m
in
os
de
P
oi
ss
on
[�
as
]

T
ér
m
in
os
de
O
pp
ol
ze
r
[�
as
]

l
l0

F
D



B
0

B
�
B
0

C
D

T
ot
al

B
0

B
�
B
0

C
D

T
ot
al

+
0
+
0
+
0
+
0
+
1

�
14
4.
25
34

+
16
2.
66
20

+
39
.1
75
9

�
57
.5
84
4

+
0.
00
00

+
0.
02
83

�
0.
00
30

�
0.
04
63

+
0.
02
10

+
0.
00
00

+
0
+
0
+
0
+
0
+
2

�
1.
73
50

�
2.
65
98

+
5.
81
60

�
1.
42
12

+
0.
00
00

+
0.
00
06

+
0.
00
13

�
0.
00
24

+
0.
00
06

�
0.
00
00

+
0
+
1
+
0
+
0
+
0

�
1.
05
01

�
0.
94
54

+
2.
62
49

�
0.
62
95

+
0.
00
00

�
0.
00
00

�
0.
00
00

+
0.
00
00

�
0.
00
00

+
0.
00
00

+
0
�
1
+
2
�
2
+
2

�
0.
17
78

+
0.
16
96

+
0.
02
13

�
0.
01
31

+
0.
00
00

�
0.
00
05

+
0.
00
05

+
0.
00
01

�
0.
00
00

�
0.
00
00

+
0
+
0
+
2
�
2
+
2

+
10
.5
98
1

�
3.
29
53

�
19
.0
04
9

+
11
.7
02
0

�
0.
00
00

+
0.
06
32

�
0.
00
01

�
0.
13
94

+
0.
07
63

�
0.
00
00

+
0
+
1
+
2
�
2
+
2

+
0.
41
41

�
0.
09
08

�
0.
84
14

+
0.
51
81

�
0.
00
00

+
0.
00
37

+
0.
00
05

�
0.
00
93

+
0.
00
51

+
0.
00
00

+
1
+
0
+
0
+
0
+
0

+
0.
56
53

+
0.
42
58

�
2.
00
23

+
1.
01
12

+
0.
00
00

+
0.
00
07

+
0.
00
06

�
0.
00
26

+
0.
00
13

+
0.
00
00

+
0
+
0
+
2
+
0
+
2

�
1.
70
51

+
0.
54
35

+
3.
06
76

�
1.
90
60

+
0.
00
00

�
0.
14
50

+
0.
00
39

+
0.
31
73

�
0.
17
62

+
0.
00
00

+
0
+
0
+
2
+
0
+
1

+
0.
28
63

�
0.
32
56

�
0.
08
08

+
0.
12
00

+
0.
00
00

+
0.
02
97

�
0.
00
48

�
0.
04
71

+
0.
02
21

�
0.
00
00

+
1
+
0
+
2
+
0
+
2

+
0.
21
82

�
0.
02
40

�
0.
50
55

+
0.
31
12

+
0.
00
00

+
0.
02
88

+
0.
00
74

�
0.
08
08

+
0.
04
46

�
0.
00
00

+
0
+
2
�
2
+
2
�
2

+
0.
00
00

�
53
.4
97
3

+
13
9.
22
14

�
85
.7
24
1

�
0.
00
00

+
0.
00
00

�
0.
00
00

+
0.
00
00

�
0.
00
00

+
0.
00
00
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Tabla 7.13: Nutación en oblicuidad.

N
ut
ac
ió
n
en
ob
lic
ui
da
d:
co
nt
ri
bu
ci
ón
de
l
p
ot
en
ci
al
de
re
di
st
ri
bu
ci
ón
.

C
as
o
1:
T
ie
rr
a
el
ás
ti
ca
(e
st
ad
o
no
p
er
tu
rb
ad
o
es
fé
ri
co
si
n
ro
ta
ci
ón
)

A
rg
um
en
to

T
ér
m
in
os
de
P
oi
ss
on
[�
as
]

T
ér
m
in
os
de
O
pp
ol
ze
r
[�
as
]

l
l0

F
D



B
0

B
�
B
0

C
D

T
ot
al

B
0

B
�
B
0

C
D

T
ot
al

+
0
+
0
+
0
+
0
+
1

�
77
.0
18
6

+
8.
03
20

+
12
6.
00
33

�
57
.0
16
7

+
0.
00
00

+
0.
00
84

�
0.
00
95

�
0.
00
23

+
0.
00
34

+
0.
00
00

+
0
+
0
+
0
+
0
+
2

+
0.
75
22

+
1.
70
84

�
3.
26
18

+
0.
80
12

�
0.
00
00

�
0.
00
02

�
0.
00
03

+
0.
00
07

�
0.
00
02

+
0.
00
00

+
0
+
1
+
0
+
0
+
0

+
0.
00
00

+
0.
00
00

�
0.
00
00

+
0.
00
00

+
0.
00
00

�
0.
00
11

�
0.
00
10

+
0.
00
28

�
0.
00
07

+
0.
00
00

+
0
�
1
+
2
�
2
+
2

+
0.
07
71

�
0.
07
19

�
0.
01
14

+
0.
00
62

�
0.
00
00

+
0.
00
02

�
0.
00
02

�
0.
00
00

+
0.
00
00

+
0.
00
00

+
0
+
0
+
2
�
2
+
2

�
4.
59
48

�
0.
00
18

+
10
.1
46
9

�
5.
55
03

+
0.
00
00

�
0.
02
31

+
0.
00
71

+
0.
04
14

�
0.
02
55

+
0.
00
00

+
0
+
1
+
2
�
2
+
2

�
0.
17
95

�
0.
02
40

+
0.
44
92

�
0.
24
57

+
0.
00
00

�
0.
00
14

+
0.
00
03

+
0.
00
28

�
0.
00
17

+
0.
00
00

+
1
+
0
+
0
+
0
+
0

+
0.
00
00

+
0.
00
00

+
0.
00
00

+
0.
00
00

+
0.
00
00

+
0.
00
81

+
0.
00
61

�
0.
02
88

+
0.
01
45

+
0.
00
00

+
0
+
0
+
2
+
0
+
2

+
0.
73
92

�
0.
00
57

�
1.
63
66

+
0.
90
30

�
0.
00
00

+
0.
05
35

�
0.
01
58

�
0.
09
80

+
0.
06
03

�
0.
00
00

+
0
+
0
+
2
+
0
+
1

+
0.
15
29

�
0.
01
64

�
0.
25
31

+
0.
11
66

�
0.
00
00

+
0.
00
92

�
0.
00
96

�
0.
00
37

+
0.
00
41

+
0.
00
00

+
1
+
0
+
2
+
0
+
2

�
0.
09
46

�
0.
02
76

+
0.
26
99

�
0.
14
76

+
0.
00
00

�
0.
01
07

+
0.
00
07

+
0.
02
54

�
0.
01
54

�
0.
00
00

+
0
+
2
�
2
+
2
�
2

+
0.
00
00

+
33
.6
73
0

�
74
.3
31
9

+
40
.6
59
0

�
0.
00
00

+
0.
00
00

+
0.
00
00

�
0.
00
00

+
0.
00
00

+
0.
00
00
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Tabla 7.14: Nutación en longitud.

N
ut
ac
ió
n
en
lo
ng
it
ud
:
co
nt
ri
bu
ci
ón
de
l
p
ot
en
ci
al
de
re
di
st
ri
bu
ci
ón
.

C
as
o
2:
T
ie
rr
a
el
ás
ti
ca
(g
en
er
al
).
N
úm
er
os
de
L
ov
e
re
al
es
co
n
va
lo
r
no
m
in
al
p
or
ba
nd
a
de
fr
ec
ue
nc
ia
.

A
rg
um
en
to

T
ér
m
in
os
de
P
oi
ss
on
[�
as
]

T
ér
m
in
os
de
O
pp
ol
ze
r
[�
as
]

l
l0

F
D



B
0

B
�
B
0

C
D

T
ot
al

B
0

B
�
B
0

C
D

T
ot
al

+
0
+
0
+
0
+
0
+
1

�
14
6.
86
49

+
16
5.
51
73

+
39
.7
06
4

�
59
.2
05
0

�
0.
84
62

+
0.
02
88

�
0.
00
30

�
0.
04
71

+
0.
02
16

+
0.
00
03

+
0
+
0
+
0
+
0
+
2

�
1.
76
64

�
2.
70
84

+
5.
90
90

�
1.
45
87

�
0.
02
45

+
0.
00
06

+
0.
00
13

�
0.
00
24

+
0.
00
06

+
0.
00
00

+
0
+
1
+
0
+
0
+
0

�
1.
06
72

�
0.
96
25

+
2.
66
58

�
0.
64
71

�
0.
01
10

�
0.
00
00

�
0.
00
00

+
0.
00
00

�
0.
00
00

�
0.
00
00

+
0
�
1
+
2
�
2
+
2

�
0.
18
07

+
0.
17
27

+
0.
02
13

�
0.
01
35

�
0.
00
02

�
0.
00
05

+
0.
00
05

+
0.
00
01

�
0.
00
00

�
0.
00
00

+
0
+
0
+
2
�
2
+
2

+
10
.7
71
4

�
3.
35
49

�
19
.2
96
3

+
12
.0
27
2

+
0.
14
74

+
0.
06
42

�
0.
00
01

�
0.
14
15

+
0.
07
84

+
0.
00
10

+
0
+
1
+
2
�
2
+
2

+
0.
42
09

�
0.
09
24

�
0.
85
44

+
0.
53
25

+
0.
00
65

+
0.
00
38

+
0.
00
05

�
0.
00
94

+
0.
00
52

+
0.
00
01

+
1
+
0
+
0
+
0
+
0

+
0.
57
55

+
0.
43
31

�
2.
03
43

+
1.
03
92

+
0.
01
34

+
0.
00
07

+
0.
00
06

�
0.
00
27

+
0.
00
14

+
0.
00
00

+
0
+
0
+
2
+
0
+
2

�
1.
73
59

+
0.
55
29

+
3.
11
60

�
1.
95
70

�
0.
02
39

�
0.
14
76

+
0.
00
40

+
0.
32
23

�
0.
18
09

�
0.
00
23

+
0
+
0
+
2
+
0
+
1

+
0.
29
15

�
0.
33
13

�
0.
08
19

+
0.
12
34

+
0.
00
17

+
0.
03
02

�
0.
00
48

�
0.
04
78

+
0.
02
27

+
0.
00
03

+
1
+
0
+
2
+
0
+
2

+
0.
22
22

�
0.
02
44

�
0.
51
35

+
0.
31
96

+
0.
00
39

+
0.
02
93

+
0.
00
75

�
0.
08
21

+
0.
04
58

+
0.
00
06

+
0
+
2
�
2
+
2
�
2

+
0.
00
00

�
54
.4
68
7

+
14
1.
47
98

�
88
.0
91
0

�
1.
07
99

+
0.
00
00

�
0.
00
00

+
0.
00
00

�
0.
00
00

�
0.
00
00
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Tabla 7.15: Nutación en oblicuidad.

N
ut
ac
ió
n
en
ob
lic
ui
da
d:
co
nt
ri
bu
ci
ón
de
l
p
ot
en
ci
al
de
re
di
st
ri
bu
ci
ón
.

C
as
o
2:
T
ie
rr
a
el
ás
ti
ca
(g
en
er
al
).
N
úm
er
os
de
L
ov
e
re
al
es
co
n
va
lo
r
no
m
in
al
p
or
ba
nd
a
de
fr
ec
ue
nc
ia
.

A
rg
um
en
to

T
ér
m
in
os
de
P
oi
ss
on
[�
as
]

T
ér
m
in
os
de
O
pp
ol
ze
r
[�
as
]

l
l0

F
D



B
0

B
�
B
0

C
D

T
ot
al

B
0

B
�
B
0

C
D

T
ot
al

+
0
+
0
+
0
+
0
+
1

�
78
.4
12
9

+
8.
17
74

+
12
7.
97
68

�
58
.6
04
6

�
0.
86
33

+
0.
00
85

�
0.
00
96

�
0.
00
23

+
0.
00
34

+
0.
00
00

+
0
+
0
+
0
+
0
+
2

+
0.
76
58

+
1.
73
93

�
3.
31
40

+
0.
82
27

+
0.
01
38

�
0.
00
02

�
0.
00
03

+
0.
00
07

�
0.
00
02

�
0.
00
00

+
0
+
1
+
0
+
0
+
0

+
0.
00
00

�
0.
00
00

�
0.
00
00

�
0.
00
00

�
0.
00
00

�
0.
00
12

�
0.
00
10

+
0.
00
29

�
0.
00
07

�
0.
00
00

+
0
�
1
+
2
�
2
+
2

+
0.
07
83

�
0.
07
32

�
0.
01
14

+
0.
00
64

+
0.
00
01

+
0.
00
02

�
0.
00
02

�
0.
00
00

+
0.
00
00

+
0.
00
00

+
0
+
0
+
2
�
2
+
2

�
4.
67
00

�
0.
00
18

+
10
.3
02
5

�
5.
70
27

�
0.
07
20

�
0.
02
35

+
0.
00
73

+
0.
04
21

�
0.
02
62

�
0.
00
03

+
0
+
1
+
2
�
2
+
2

�
0.
18
25

�
0.
02
44

+
0.
45
62

�
0.
25
25

�
0.
00
32

�
0.
00
14

+
0.
00
03

+
0.
00
28

�
0.
00
17

�
0.
00
00

+
1
+
0
+
0
+
0
+
0

+
0.
00
00

+
0.
00
00

+
0.
00
00

�
0.
00
00

�
0.
00
00

+
0.
00
83

+
0.
00
62

�
0.
02
92

+
0.
01
49

+
0.
00
02

+
0
+
0
+
2
+
0
+
2

+
0.
75
26

�
0.
00
58

�
1.
66
24

+
0.
92
73

+
0.
01
17

+
0.
05
45

�
0.
01
61

�
0.
09
95

+
0.
06
19

+
0.
00
08

+
0
+
0
+
2
+
0
+
1

+
0.
15
56

�
0.
01
67

�
0.
25
71

+
0.
11
98

+
0.
00
18

+
0.
00
93

�
0.
00
97

�
0.
00
38

+
0.
00
42

+
0.
00
01

+
1
+
0
+
2
+
0
+
2

�
0.
09
63

�
0.
02
81

+
0.
27
42

�
0.
15
16

�
0.
00
19

�
0.
01
09

+
0.
00
07

+
0.
02
58

�
0.
01
58

�
0.
00
02

+
0
+
2
�
2
+
2
�
2

+
0.
00
00

+
34
.2
83
7

�
75
.5
37
7

+
41
.7
81
9

+
0.
52
79

+
0.
00
00

+
0.
00
00

�
0.
00
00

+
0.
00
00

+
0.
00
00
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Tabla 7.16: Nutación en longitud.
N
ut
ac
ió
n
en
lo
ng
it
ud
:
co
nt
ri
bu
ci
ón
de
l
p
ot
en
ci
al
de
re
di
st
ri
bu
ci
ón
.

C
as
o
3:
T
ie
rr
a
en
el
ás
ti
ca
(m
od
el
o
de
l
re
ta
rd
o
te
m
p
or
al
).
�
t
=
4:
67
m
in
.

A
rg
um
en
to

T
ér
m
in
os
de
P
oi
ss
on
[�
as
]

T
ér
m
in
os
de
O
pp
ol
ze
r
[�
as
]

l
l0

F
D



B
0

B
�
B
0

C
D

T
ot
al

B
0

B
�
B
0

C
D

T
ot
al

T
ér
m
in
os
en
fa
se

+
0
+
0
+
0
+
0
+
1

�
14
6.
86
49

+
16
5.
51
73

+
39
.6
99
6

�
59
.1
62
4

�
0.
81
04

+
0.
02
88

�
0.
00
30

�
0.
04
71

+
0.
02
15

+
0.
00
03

+
0
+
0
+
0
+
0
+
2

�
1.
76
64

�
2.
70
84

+
5.
90
77

�
1.
45
75

�
0.
02
46

+
0.
00
06

+
0.
00
13

�
0.
00
24

+
0.
00
06

+
0.
00
00

+
0
+
1
+
0
+
0
+
0

�
1.
06
72

�
0.
96
25

+
2.
66
52

�
0.
64
66

�
0.
01
10

�
0.
00
00

�
0.
00
00

+
0.
00
00

�
0.
00
00

�
0.
00
00

+
0
�
1
+
2
�
2
+
2

�
0.
18
07

+
0.
17
27

+
0.
02
13

�
0.
01
35

�
0.
00
02

�
0.
00
05

+
0.
00
05

+
0.
00
01

�
0.
00
00

�
0.
00
00

+
0
+
0
+
2
�
2
+
2

+
10
.7
71
4

�
3.
35
49

�
19
.2
92
3

+
12
.0
17
2

+
0.
14
14

+
0.
06
42

�
0.
00
01

�
0.
14
15

+
0.
07
83

+
0.
00
10

+
0
+
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Tabla 7.17: Nutación en oblicuidad.
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Tabla 7.18: Nutación en longitud.
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Tabla 7.19: Nutación en oblicuidad.
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Tabla 7.20: Nutación en longitud.
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Tabla 7.21: Nutación en oblicuidad.
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Tabla 7.22: Comparativa
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Tabla 7.23: Comparativa
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Capítulo 8

Conclusiones

Resumiremos por cap��tulos las contribuciones presentadas en esta memo-
ria se~nalando aqu�ellas que son originales, bien por la construcci�on o c�alculo
de nuevas expresiones, bien por la diferencia de enfoque o camino en su
derivaci�on.
El contexto general de este trabajo es el formalismo hamiltoniano de la

rotaci�on de la Tierra introducido originariamente por el doctor Hiroshi Ki-
noshita (1977) y profusamente desarrollado en las �ultimas d�ecadas por los
doctores Jos�e Manuel Ferr�andiz, Juan Getino y Alberto Escapa. La l��nea ar-
gumental del estudio consiste en el c�alculo del movimiento forzado de rotaci�on
de la Tierra por la acci�on gravitatoria de la Luna y el Sol, para diferentes
modelos de Tierra.

1. Capítulos 2 y 3:

Se ha presentado el formalismo hamiltoniano del problema de la rotaci�on
de la Tierra r��gida, que sirve de base al desarrollo posterior basado en el
c�alculo perturbativo. Se ha construido el conjunto can�onico de Andoyer
a partir de la t�ecnica de las funciones generatrices, como alternativa a
las diferentes construcciones que, de estas variables, puede encontrarse
en la literatura. Se ha presentado un m�etodo original para la obtenci�on
de la expresi�on de los arm�onicos esf�ericos de grado dos del potencial
perturbador (o de marea), en variables de Andoyer del sistema de refe-
rencia terrestre, eludiendo la aplicaci�on del Teorema de Wigner como
en la construcci�on original de Kinoshita. Se ha presentado el m�etodo de
perturbaciones de Lie-Hori como herramienta estructural del trabajo.
Finalmente se han reproducido los principales resultados de Kinoshi-
ta (1977) para los movimientos de nutaci�on y precesi�on, y comparado
la representaci�on num�erica de estos movimientos, se~nalando algunas
diferencias de planteamiento.
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2. Capítulo 4:

Se ha presentado la formulaci�on can�onica del problema de una Tierra
el�astica con deformaci�on de marea, siguiendo el enfoque de n�umeros de
Love para la soluci�on del problema el�astico y la construcci�on del po-
tencial de redistribuci�on. �Esta se basa en un modelo de Tierra que en
el estado no perturbado es esf�erica y sin rotaci�on. Con especial �enfasis
se ha mostrado el uso de la traza del tensor de inercia para el desacople
del sistema de ecuaciones que conduce a la expresi�on de la dependencia
temporal del tensor de inercia, y realizado una demostraci�on particula-
rizada del Teorema de Darwin, consistente con el modelo reol�ogico em-
pleado. Se ha estudiado la contribuci�on a los movimientos de nutaci�on
y precesi�on de la perturbaci�on dada por la energ��a cin�etica de redis-
tribuci�on. Se han comparado los resultados y representaci�on num�erica
con Escapa (2011), se~nalando las diferencias de planteamiento.

3. Capítulo 5:

Se ha estudiado la contribuci�on a los movimientos secular y peri�odico
dada por el potencial de redistribuci�on. En lo referente al movimiento
de precesi�on en longitud y de los t�erminos de Poisson de la nutaci�on se
han reproducido los resultados de Escapa et al. (2004) y de Ferr�andiz et
al. (2012) que muestran num�ericamente la no inuencia del potencial de
redistribuci�on del modelo el�astico en �estos, por cancelaci�on de las con-
tribuciones arm�onicas zonal, teseral y sectorial. Adicionalmente se han
derivado las expresiones anal��ticas para los t�erminos de Oppolzer de
las nutaciones y representado num�ericamente, comprobando que tam-
bi�en en �estos se produce la cancelaci�on de las distintas contribuciones
arm�onicas.

4. Capítulo 6:

Se ha realizado una demostraci�on de la cancelaci�on exacta de los efectos
del potencial de redistribuci�on en las expresiones anal��ticas derivadas
para los movimientos de precesi�on y nutaci�on previos. Esta anulaci�on
est�a directamente relacionada con las caracter��sticas del modelo el�asti-
co, as�� como ciertas propiedades matem�aticas satisfechas por los desa-
rrollos con los que se introduce el movimiento orbital de la Luna y el Sol
en la expresi�on del potencial perturbador. Las condiciones de simetr��a
inducidas en las f�ormulas anal��ticas conducen a su cancelaci�on.

Por consistencia necesaria se ha demostrado que los mismos motivos
provocan la cancelaci�on exacta del torce asociado al potencial de redis-
tribuci�on, empleando el formalismo can�onico de fuerzas generalizadas.
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Aunque este hecho f��sico fue puesto de mani�esto con anterioridad (p.
ej. Krasinsky 1999) a partir de la expresi�on vectorial (o newtoniana)
del potencial de redistribuci�on, era necesario llegar a este mismo resul-
tado desde el formalismo hamiltoniano empleado para el c�alculo de las
expresiones anal��ticas del movimiento. Esto es, bajo las mismas consi-
deraciones de aproximaci�on y modelado.

5. Capítulo 7:

Se ha replanteado el problema de derivaci�on de expresiones anal��ticas
para el movimiento de rotaci�on, considerando la soluci�on del problema
el�astico para el caso de la Tierra deformable con un estado no pertur-
bado elipsoidal y con rotaci�on.

Se han introducido tambi�en modelos de respuesta anel�astica del s�olido
deformable, en particular el inducido por un retardo temportal cons-
tante y el formalismo general basado en la introducci�on de un conjunto
de n�umeros de Love complejos y dependientes de la frecuencia de ex-
citaci�on del sistema. Bajo estas condiciones no se produce la cancelaci�on
exacta de los efectos del potencial de redistribuci�on, y se han construi-
do f�ormulas de rotaci�on generalizadas para la velocidad de precesi�on y
los t�erminos de Poisson y Oppolzer de las nutaciones.

Se tiene entonces una formulaci�on general independiente del modelo
reol�ogico (esto es, del conjunto de n�umeros de Love empleados en cada
caso), que permite la incorporaci�on de diferentes modelos de Tierra
como una entrada num�erica de la teor��a de la rotaci�on.

Se ha interpretado el modelo anel�astico del retardo temporal justi�can-
do la forma en que �este provoca la entrada de desfases angulares en el
argumento de los arm�onicos esf�ericos. Se ha evidenciado que la formu-
laci�on anel�astica conduce a la aparici�on de t�erminos fuera de fase en las
nutaciones, y de contribuci�on a la velocidad de precesi�on en oblicuidad.

Las diferentes representaciones num�ericas realizadas muestran una con-
tribuci�on especialmente signi�cativa en el caso de existir dependencia
con la frecuencia del conjunto de n�umeros de Love, debido a los pro-
cesos resonantes, en la banda diurna de frecuencias, entre la respuesta
el�astica de la Tierra (estrictamente del manto terrestre) y las frecuen-
cias asociadas al periodo de Chandler (CW) y el movimiento libre de
nutaci�on del n�ucleo (FCN). �Estas se introducen en el c�alculo mediante
su representaci�on en f�ormula de resonancias, siguiendo las referencias
indicadas.
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Las tablas comparativas incluidas muestran la mayor o menor relevan-
cia en el movimiento de rotaci�on, de los diferentes modelos reol�ogicos
considerados. Resultan destacablen las diferencias signi�cativas exis-
tentes en las velocidades de precesi�on (aproximadamente 6 mas/cent�1

en longitud y 0:8 mas/cent�1 en oblicuidad) y en la contribuci�on de la
energ��a cin�etica de redistribuci�on (aproximadamente 140 �as en longi-
tud y 50 �as en oblicuidad, en las componentes con mayores diferen-
cias).

En todos los casos se ha se~nalado la parte de la contribuci�on correspon-
diente a la marea permanente. Es de destacar que si el modelo b�asico
considerado, esto es, sobre el que se considera la perturbaci�on el�astica,
incluye la marea permanente (o dicho de otra forma, �esta se incluye
en la \parte r��gida"), las contribuciones adquieren mayor relevancia
num�erica.

La adaptaci�on de las f�ormulas de rotaci�on obtenidas, al modelo de dos
capas desarrollado en Getino y Ferr�andiz (2001) siguiendo el formalismo ha-
miltoniano, es la continuaci�on natural del trabajo que se ha presentado.
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