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Capitulo 1

Introduccion

Que los puntos equinoccioales retroceden, y que el eje de la Tierra,
por una nutacidn en cada revolucion anual, vibra dos veces hacia
la ecliptica y retorna las mismas veces a su anterior posicion.
Proposicion XXI. Teorema XVII.

Philosophiae Naturalis Principia Mathematica,

Sir Isaac Newton, 1687.

1.1. El movimiento de rotaciéon de la Tierra

Desde un punto de vista geométrico, el problema de la rotacién de un
sélido (rigido o deformable) consiste en encontrar la ley de transformacién
entre dos sistemas de referencia: uno que pueda asociarse en todo instante al
sélido, y otro inercial (o cuasi inercial). En el &mbito de la Mecénica Celeste, y
en particular del estudio de la rotacién de la Tierra, al primero se le denomina
sistema de referencia terrestre y al segundo sistema de referencia celeste.

Con un enfoque newtoniano de la Mecanica, éstos pueden describirse
mediante sistemas de referencia ortonormales y directos, en el espacio afin
euclideo tridimensional. Sobre los estdndares actuales para la eleccion de
estos sistemas y su realizacién puede consultarse IERS Conventions (2010)f]
o Soffel y Langhans (2013). Al sistema terrestre se refiere la cartografia, el
posicionamiento global, las variaciones temporales de la tierra sélida y los
océanos, etc. El estudio de la rotacion de la Tierra se convierte entonces
en un elemento estructural de la Astronomia y la Investigacién Espacial, y
estd considerado como uno de los pilares de la Geodesia.

Cuando el sélido es rigido es posible definir un sistema terrestre de mo-
vimiento solidario con las particulas del sélido, de forma que la conexién de

!Publicacién oficial del Servicio Internacional de la Rotacion de la Tierra y Sistemas
de Referencia (IERS Technical Note No. 36).

3



4 1.1. El movimiento de rotacion de la Tierra

éste con la referencia celeste, supuestos coincidentes en origen, viene dada
por una rotacion que es parametrizable, por ejemplo, mediante los conocidos
angulos de Euler (longitud, oblicuidad y rotacién propia, seccion . En el
caso de un sélido deformable, una posible eleccién del sistema de referencia
terrestre es el sistema de Tisserand (seccién [4.1)). En el 4mbito de este traba-
jo, la Tierra se considerara un sistema de particulas continuo, con simetria
mecanica biaxial, formada por una tnica capa, y con ciertas caracteristicas
elasticas que se abordaran en su momento, en cada caso estudiado. El modelo
de Tierra participa en el problema de su rotacién, como también lo hace, en
la praxis, la eleccién de los sistemas de referencia empleados.

El movimiento de rotacién del sistema de referencia terrestre respecto al
sistema de referencia celeste puede darse mediante una transformacion de
coordenadas, explicita y dependiente del tiemp Esta, para los dngulos de
Euler longitud (¢) y oblicuidad (6), puede escribirse en la forma mas bésica
(Escapa [2006])

o(t) = Pu(t) + No(t) + Fy(t),
0(t) = Pp(t) + No(t) + Fp(t), (L.1)

donde las funciones N,(¢) llevan asocidados movimientos periédicos (o cuasi
periédicos, en forma de polinomios trigonométricos), que definen el deno-
minado movimiento de nutacion, y las P(t) son de naturaleza secular (mo-
vimiento no acotado, en forma de polinomios), y dan lugar al denominado
movimiento de precesion. Se habla entonces de los movimientos de nutacién o
precesion en longitud u oblicuidad del sistema terrestreﬂ Las funciones Fj(t)
engloban movimientos residualesﬂ (que no se describen mediante polinomi-
nos, ni polinomios trigonométricos).

Como se vera mas adelante, con cardcter mas general la precesion englo-
bara también cualquier movimiento de largo periodo, comparado éste con-
vencionalmente con periodos caracteristicos del movimiento del sistema, y de
forma que, en buena aproximacion, pueda seguir describiéndose matematica-
mente con polinomiosﬂ Cualquier divisién de estas caracteristicas en el mo-
vimiento es puramente convencional, y obedece a criterios pragmaticos.

2En las dltimas décadas la Unién Astronémica Internacional (IAU) ha adoptado dis-
tintas resoluciones a este respecto. Las mds importantes pueden consultarse, por ejemplo,
en Capitaine (2012).

3Para el sistema terrestre también se emplean las denominaciones plano ecuatorial y
eje de figura, haciendo mencién al plano XY y al eje Z de la eleccién usual de este sistema
en el caso de la Tierra rigida.

4 Algunos de estos términos son de la forma t® cos(n;t + ni o), t%sen(n;t + n; o), con
a>1, a € N,y se denominan términos seculares miztos. Su valor numeérico se considera
en los estdandares actuales (IERS 2010)).

®La observaciones muestran que la parte principal del movimiento de precesién (seccion
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Desde un punto de vista dindmico, precesion, nutacion y cualquier otro
componente del movimiento conforman una tnica entidad. Veremos que esta
conveniente descomposicion del movimiento de rotacién se induce matemati-
camente a través de la elegante unién del método de perturbaciones de Lie-
Hori (seccién y el método de los promedios.

Tlustracién esquemadtica de las fuerzas que perturban la rotacién terrestre
(Lambeck, Nature 286, p. 104, 1980).

Dentro de los multiples factores que pueden intervenir en el movimiento
de rotaciéon de la Tierra, consideraremos la accién gravitatoria de la Luna y
el Sol (denominada lunisolar), esto es, de los astros que por su relacién entre
masa y distancia, tienen una mayor influencia sobre nuestro planeta. Esta
a su vez podra descomponerse convenientemente en la acciéon perturbadora
del movimiento de rotacién, como torcdﬂ externo, y la accién deformante del

viene dada por

P¢(t) ~ ¢0 + n¢t, Pe(t) ~ 90.

Es decir, la oblicuidad es aproximadamente constante, y la longitud tiene un periodo
asociado de aproximadamente 26000 anos.

6Se sigue en este trabajo la denominacién torce apuntada por Rafada (1990), como
sinénimo de momento de fuerza, en sustitucién del anglicismo usual torque.
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sistema de particulas. Ambas acciones estan, empero, vinculadas por las leyes
de la Mecanica, debido a que la deformacion del sélido altera la atraccién
gravitatoria sobre él, lo que inserta este desacople del problema en diferentes
ordenes del calculo perturbativo.

Si nos centramos en particular en el movimiento de nutacién, podemos se-
parar éste en funcién de la procedencia, interna o externa, de las interacciones
que lo afectan. Dado un modelo de Tierra, que da origen a las interacciones
internas, si en las ecuaciones diferenciales del movimiento se prescinde de las
interacciones externas, el movimiento solucion se denomina de nutacion libre,
N[E(t). La diferencia entre el movimiento de nutacién que incorpora todas las
interacciones y el movimiento de nutacién libre, se denomina forzado, N} (t),
es decir

Ni(t) = NE(t) + NF(2). (1.2)

Esta separacion no se emplea para el caso del movimiento de precesion, ya que
su evolucion temporal depende exclusivamente de las interacciones externas.

El método de perturbaciones de Lie-Hori, y la sencillez de la integracion
del problema del sélido rigido simétrico libre en variables de Andoyer (seccién
[2.4), son los dos motivos principales que llevan a elegir el formalismo hamil-
toniano para el planteamiento y resoluciéon de las ecuaciones de la Mecanica.
Se sigue asi el estudio originario de la rotacién de la Tierra rigida de Kinoshi-
ta (1975 y 1977), asi como la generalizacién a sélidos eldsticos realizada por
Kubo (1991)), Getino y Ferrandiz (1995) y Escapa (2011)). El cardcter instru-
mental de las variables de Andoyer induce una divisién en las componentes
de las contribuciones al movimiento de nutacién del eje de figura, a partir de
la, descomposicion

¢ = A+(o—A),
0 = I+(0-1). (1.3)

Las contribuciones a la parte del movimiento descrito por las variables de
Andoyer A e I (esto es, al movimiento del eje del momento angular), se
denominan términos de Poisson; las correspondientes a ¢p—\y 0—1, términos
de Oppolzer.

1.2. Contexto actual de las investigaciones del
movimiento de rotacién de la Tierra

Es conveniente referirse a la situacion presente en el estudio de la rotacion
de la Tierra, y los niveles de precisién dados por modelos semiempiricos, que
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justifican el estudio de este tipo de contribuciones al movimiento, desde una
perspectiva analitica.

En 2003 entré en vigor el nuevo modelo de nutacién (IAU 2000), adoptado
por la Unién Astronémica Internacional (IAU) y la Unién Internacional de
Geodesia y Geofisica (IUGG), que permite realizar predicciones de nutaciones
con precisién centimétrica (en la escala de distancias sobre la superficie te-
rrestre). Los logros derivados de este modelo merecieron el Premio Descartes
de la Unién Europea, por su relevancia para la navegacién de satélites y el
posicionamiento preciso (Galileo, GPS, etc.). Otras aplicaciones importantes,
presentes y futuras, requieren alcanzar una precision milimétrica. Es el ca-
so, por ejemplo, de la determinacién de las variaciones del nivel del mar,
estrechamente asociadas al cambio climatico.

A pesar de los esfuerzos destinados a conseguir este objetivo, apenas se
ha podido mejorar la precision en la ultima década. En este escenario, la
Asociacién Internacional de Geodesia (IAG) estd impulsando una iniciativa
denominada GGOS (Global Geodetic Observing System), que estda amplia-
mente documentada tanto en su vertiente cientifica como en la referente a la
utilidad social de sus aplicaciones.

Empleando la notacién de IERS (2010) para las series de nutacién del
modelo TAU 2000, el movimiento de nutacién en longitud, Ay = Ny(t), y
oblicuidad, Ae = Ny(t), referido a la ecliptica de la fecha, con ¢ en centurias
julianas desde J2000.0, se escribe en la forma:

AY = Y (Ai+ Ajt)sen ©; + (A] + Aj't) cos O,

7

Ae = > (B;+ Bit)cosO; + (B + B!"t)sen ;. (1.4)

()

Los argumentos O; representan ciertas combinaciones lineales de las variables
de Delaunay del movimiento orbital de la Luna y el Sol, que dependen de la
quintupla de nimeros enteros indicados en la columnas de argumento de la
tabla siguiente. Estos se definirdn méas adelante, en el desarrollo de la materia
(seccion [2.7)).

La tabla [1.1] extraida de la Circular n°. 179 del USNO (United States
Naval Observatory) (Kaplan 2005]), muestra las series de nutacién del modelo
TAU 2000, para los argumentos principales (en la serie completa hay 1365
términos). No se han incluido los coeficientes correspondientes al término line-
al de las amplitudes (términos seculares mixtos). Para longitud y oblicuidad,
la primera columna contiene los denominados términos en fase, y la segunda,
los fuera de fase.
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Tabla 1.1: Series de nutacién IAU 2000A

Argumento Periodo Longitud [arcsec] Oblicuidad [arcsec]

I ! F D Q Dias A, A7 B; B
+0 +0 +0 +0 +1 —6793.48 —17.2064161 0.0033386 9.2052331 0.0015377
+0 +0 +0 +0 +2 —3396.74 0.2074554  —0.0000698  —0.0897492  —0.0000291
+0 +1 +0 +0 +0 +365.26 0.1475877 0.0011817 0.0073871 —0.0001924
+0 -1 +2 -2 42 +365.25 0.0215829 0.0000111 —0.0095929 0.0000132
+0 40 +2 -2 42 +182.63 —1.3170906 —0.0013696 0.5730336  —0.0004587
+0 +1 +2 =2 42 +121.75 —0.0516821 —0.0000524 0.0224386  —0.0000174
+1 +0 +0 +0 40 +27.55 0.0711159 —0.0000872 —0.000675 0.0000358
+0 +0 +2 +0 +2 +13.66 —0.2276413 0.0002796 0.0978459 0.0001374
+0 40 42 40 41 +13.63 —0.0387298 0.000038 0.0200728 0.0000318
+1 +0 +2 +0 42 +9.13 —0.0301461 0.0000816 0.0129025 0.0000367

Se observa que los valores oficiales de referencia de las amplitudes del
movimiento de nutacién se dan actualmente con una precesién formal de
décima de microsegundo de arco (pas). Esto justifica que se estén estudiando
efectos y modelos que, en la escala de amplitudes de nutacion, supongan
contribuciones en el orden del microsegundo de arco.

Bajo estas premisas de busqueda de un aumento significativo de precisién,
se planted la revision del problema de la rotacion de la Tierra, tomando co-
mo base un cuerpo sujeto a variaciones temporales y mucho méas complejo
que el actual modelo de tres capas sometido a perturbaciones ocednicas y at-
mosféricas. Nuevos elementos como variaciones del geopotencial, movimiento
del geocentro y redistribuciones de masa del agua externa y las capas internas
eran candidatos para un estudio detallado.

Desde una perspectiva metodoldgica, la herramienta del formalismo ha-
miltoniano que aqui se ha senalado, tiene una eficacia altamente probada, ya
que las predicciones analiticas realizadas durante estos anos por los doctores
Ferrandiz, Getino y Escapa, proporcionan la misma precisién que el modelo
actual de nutacién (IAU 2006/2000) de la IAU, y tiene suficiente capacidad
instrumental para abordar los nuevos efectos y obtener soluciones analiticas
aproximadas. Ademds estos métodos pueden ser adaptados y extendidos para
describir los movimientos de otros cuerpos celestes, como Mercurio (D’Hoedt
2010), Venus (Cottereau y Souchay 2009), Europa (Henrard 2005)), etc.

En los ultimos anos los grupos liderados por los doctores Ferrandiz y
Getino han identificado varios efectos directos o indirectos, que dan lugar a
términos de nutacién con amplitudes de varias decenas de microsegundos de
arco, la mayoria de los cuales no estan incluidos en los modelos de la TAU.
Estos nuevos términos no despreciables en los niveles de precision actual
tienen origenes diversos: términos de segundo orden en el sentido de teorias de
perturbaciones, efectos de variaciones temporales del geopotencial, rotacion
del nucleo interno, etc.

Estos hallazgos son de gran relevancia porque la diferencia actual entre



1. Introduccion 9

predicciones tedricas del modelo TAU 2006,/2000 y observacionales (VLBI)
estdn en el orden de 0.1 mas/cent™" (milisegundo de arco por centuria ju-
liana) en las amplitudes de los términos seculares, unas pocas decenas de pas
(microsegundos de arco) en la componente de nutacién de periodo 18.6 afios,
y por debajo de 20 pas para el resto de términos de nutacién (Capitaine
2012)).

La relevancia de estos resultados condujo a que distintos integrantes
de los mencionados grupos de investigacion fueran invitados a participar
de modo destacado en la propuesta de un grupo de trabajo oficial de la
Unién Astronémica Internacional y de la Asociacién Internacional de Geo-
desia (IAU/IAG Joint Working Group on Theory of the Earth Rotation
6 WG-ThER). En abril de 2013, tanto la TAG como la TAU han aproba-
do oficialmente la creacién de dicho Working Group. Resulta relevante que
José Manuel Ferrandiz ha sido nombrado Chair del Working Group on The-
ory of the Farth Rotation.

Este grupo de trabajo constituye el marco natural de referencia que debe
guiar la investigacién en rotacién de la Tierra durante los anos venideros,
como la que se presenta en esta memoria de tesis doctoral.

1.3. Objetivos de la Investigaciéon

Esta investigacion se centra en la obtencién de expresiones analiticas de
las contribuciones a los movimientos forzados de precesion y nutaciéon por
la interaccion gravitatoria de la Luna y el Sol. Esto se abordara mediante
la formulacién candnica del problema de rotacién con modelos de Tierra de-
formable. Nos restringiremos a aquellos que describen las mareas sdlidas (o
mareas terrestres) inducidas por la interaccién lunisolar, es decir, sin con-
sideracion de las mareas que se producen en los océanos y la atmoésfera. Las
mareas sélidas suponen una redistribucién de la masa de la Tierra, que en
consecuencia origina términos adicionales a las energias cinética y potencial
del sistema, que habitualmente se denominan de redistribucion.

La linealidad de las ecuaciones de perturbacion a primer orden, permite
estudiar separadamente la contribucién debida a la variacién de la energia
cinética de rotacién del s6lido deformado (capitulo(4)), y la correspondiente al
potencial de redistribucién (capitulo . El estudio de las férmulas de rotacién
asociadas a la energia cinética de redistribucion se incluye por completitud
del estudio tedrico, y debido a que posteriormente se daran expresiones mejo-
radas con un modelado mas general del comportamiento elastico de la Tierra.

Los efectos del potencial de redistribuciéon sobre la rotacién de la Tierra
han sido estudiados anteriormente por Escapa et al. (2004)), sobre la base de
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los trabajos de Kubo (1991)) y Getino y Ferrandiz (1995), aunque sin consi-
derar el movimiento completo de nutacion. Este trabajo muestra, mediante
el uso del formalismo hamiltoniano, que con un modelo de Tierra elastico y
lineal, en el que el estado no perturbado se considera esférico y sin rotacion,
no existe una contribucion neta en las nutaciones del eje de momento angular,
ni en la velocidad de precesién.

El resultado es consistente con el deducido a partir del cédlculo del torce
asociado al potencial de redistribucién, que es analiticamente nulo (Krasinsky
1999). Tal nulidad se demuestra con la expresion vectorial del potencial de
redistribucién bajo las hipdtesis del mismo modelo reolégico simplificado, o
lo que es equivalente, en el marco del formalismo newtoniano de la Mecéanica.

Otros antecedentes en el estudio de los efectos del potencial de redistribu-
cién los encontramos en Souchay y Folgueira (2000), Lambert y Capitaine
(2004) y Lambert y Mathews (2006). En el primero de estos trabajos se em-
plea el formalismo hamiltoniano pero restringido al caso de una interaccion
zonal, bajo la suposicion de que el resto de contribuciones son numérica-
mente despreciables. Por interaccion zonal se entiende la contribuciéon del
potencial de redistribucion procedente de los arménicos zonales en la inter-
accion entre los cuerpos perturbador y perturbado. Al despreciar los demés
términos del potencial, se obtiene una contribucion neta en el movimiento de
nutacién. Como veremos este resultado es incorrecto al no incorporar todas
las contribuciones del potencial.

En los trabajos de Lambert y Capitaine (2004) y Lambert y Mathews
(2006) se aborda el estudio a través de la expresién del torce asociado al
potencial de redistribucién y su insercién en las ecuaciones de Sasao et al.
(1980), en un modelo de Tierra de dos capas (manto y niicleo liquido). En el
primero de los casos sélo se considera la contribucion zonal de la interaccién,
para los movimientos de nutacién y precesion, ofreciendo igualmente una
contribucion neta total en estos movimientos.

En el caso de Lambert y Mathews (2006]) se considera una respuesta
elastica de la Tierra diferente para cada contribucién arménica del poten-
cial (zonal, teseral y sectorial), lo que arroja un valor neto no nulo para las
componentes de los movimientos de precesién y nutacion. El formalismo em-
pleado no ofrece expresiones analiticas para las componentes del movimiento
de rotacién del eje de figura.

Uno de los objetivos de esta investigacion consiste en obtener todos es-
tos resultados para la velocidad de precesion y el movimiento completo de
nutacién (esto es, del eje de figura), asi como la nulidad del torce asociado
al potencial de redistribucion, mediante el formalismo candénico. En particu-
lar; se hara uso de la expresién del potencial de redistribucién en variables
de Andoyer referidas a la ecliptica de la fecha y el movimiento orbital de la
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Luna y el Sol siguiendo los desarrollos de Kinoshita (1977)). La nulidad de las
contribuciones al movimiento y al torce, se demostrara analiticamente para
todas las componentes (capitulo@, como consecuencia de ciertas propiedades
matematicas satisfechas por los coeficientes de los desarrollos orbitales, y las
caracteristicas del modelo elastico. Paralelamente se vera que el resultado es
consecuencia de la cancelacién de las diferentes contribuciones armoénicas del
potencial, lo que invalida el uso de contribuciones aisladas para la correccién
del valor observado de la precesién o de la elipticidad dindmica (Lambert y
Capitaine 2004]).

Como consecuencia directa se abordara la obtenciéon de formulas generales
para todas las componentes del movimiento de rotacion del eje de figura, bajo
un modelado menos restrictivo de la respuesta elastica de la Tierra, en el que
ya no se produzca la cancelacion de las contribuciones armonicas del potencial
(capitulo [7]). Es el caso de los modelos reolégicos (por ejemplo Wahr 1981
o IERS 2010) que amparan la insercién en las expresiones de un conjunto
de numeros de Love (Munk y MacDonald [1960) complejos y dependientes
de la frecuencia de excitacion. En esas condiciones es posible la inclusion de
efectos anelasticos y de resonancia en la respuesta elastica de la Tierra, y el
estudio de su repercusion en el movimiento de rotacion.

Por lo tanto, el propdsito de este trabajo es el desarrollo de expresiones
analiticas bajo estas consideraciones de modelado, y la obtencién de los re-
sultados numéricos asociados.
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1.3. Objetivos de la Investigacién




Capitulo 2

Preliminares y formalismo
hamiltoniano

2.1. Conjunto candénico de Euler

Para la descripcion dinamica de los sistemas rigidos se utiliza con frecuen-
cia los dngulos de Fuler. Cualquier referencia habitual de Mecéanica Clésica,
con propésito general, es adecuada para una introduccion de este conjunto de
variables canénicas (Meirovitch 1970, Goldstein [1987 o Marion [1992, entre
otros). Si consideramos (figura un sistema de referencia inercial definido
por una base ortonormal S = {s1, 89,83}, y un sistema ligado al sélido, con
el mismo origen, y base ortonormal B = {by, by, b3}, los angulos de Euler
¢ €10,2n[,0 € ]0, 7], ¥ € [0, 27| definen la secuencia de rotaciones respecto a
ejes coordenados que conecta las coordenadas de los vectores en ambas bases.
Asi, si x es el vector de coordenadas en la base ligada al sélido (o sistema
terrestre), y X en la base del sistema inercial (o sistema celeste), se tiene que

x =R(¢,b3)R(0,)R(¢,s3)X (2.1)

donde R(a, n) es una matriz de rotacion del grupo SO(3) (det R(a,n) =1,
R”(a,n)R(a,n) = I), de éangulo a y eje n. En la expresién anterior 1 es
el versor de la linea de nodos interseccién de los planos (s,ss2) y (by, ba),
1 = sycos¢ + sgsen¢. En la secuencia de Euler anterior cada rotaciéon se
realiza respecto a un eje coordenado, no obstante se puede demostrar que la
anterior expresion se reduce a

X = R3(¢)R1(9)R3(¢)X (2-2)

donde R;(«) es la matriz de rotacién elemental, de dngulo « y eje coordena-
do i-ésimo. De forma equivalente, la secuencia de rotaciones (2.1)) se puede

13
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describir con un vector velocidad angular, w, construido por la asociaciéon
con rotaciones infinitesimales,

que se expresa en la base no ortonormal {ss,1,bs}. Como rotacién infinitesi-
mal se escribe dR = bsdy) + 1df + s3d¢.

Si hacemos coincidir los ejes b; con los ejes principales del sélido, el tensor
de inercia I;; es diagonal y la energia cinética de rotacién toma la forma

1 1 1

donde I; son los momentos principales de inercia, que en general denotaremos
por (11,15, 13) = (A, B,C), y w; son las componentes del vector velocidad
angular en el sistema coordenado ligado al cuerpo, que en funcién de los
angulos de Euler se escribe como

wi = ¢senfsent) + O cosp,
ws = ¢senlcost) — Osen,

wy = ¢cosh+ . (2.5)

La expresion ([2.4]), una vez consideradas las relaciones (2.5)), coincide con
la funcién lagrangiana en un sistema de coordenadas en el que el centro de
masas del solido esté en reposo y en ausencia de energia potencial, esto nos
permite construir los momentos candnicos mediante

aT ow ow
=—=V, 7 —=L-— 2.6

dx T da da’ (2:6)
donde « es cualquiera de los angulos de Euler y L es el momento angular (o
momento cinético). Si determinamos el producto escalar en la base {s3,1, b3},
es inmediato a partir de ([2.3]) que

Po

p¢:L'S3,p9:L'l,p¢:L'b3, (27)

es decir, que los momentos conjugados son las proyecciones del momento
angular en esta base. De forma equivalente se llega a la misma conclusion si
se establece una estructura simpléctica en el espacio de fases, exigiendo que
la 1-forma de Cartan, construida a partir de L - dR, sea

L -dR = p¢d¢ + p9d9 + p¢d¢,
lo que conduce a ([2.7)) a partir de ({2.3]).
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Las identidades ([2.7)), junto con la relacién entre las bases S y B (Deprit
y Elipe [1993)) permiten encontrar las componentes de L en la base ligada al
sélido, B, en términos de los momentos canénicos:

— 0
sen
— 0
L, = P2 PeoOSY ch — ppsenp,
sen 0
Ly = py. (2.8)

También resultard 1til conocer la expresion del moédulo del momento an-
gular

2
Ds — P COS 0
LZ\ILI\Z\/p§+( o — Py cosf) + 1} (2.9)

sen? f
En consecuencia disponemos de la relacion de las componentes de la ve-
locidad 4ngular con los momentos, a partir de w = I"'L, que en el sistema
de ejes principales de inercia se reduce a

1 [sent
w; = Z[Sene(p¢—p¢0089)+pgcosz/}],
1 [cosy
Wy = E[Sene(pqs—pwcosé)—pgsendz},
1
= —Dy. 2.10
w3 P (2.10)

Podemos escribir entonces la energia cinética del sélido (2.4) en términos
del conjunto canénico de Euler (¢, 6,1, py, po, py)

1 |sen 2 1
T = ﬂLene(%—pqpcos@)—l—pgcosw} +%pi—|—
1 |[cosy 2
5B [sen& (pp — py cos ) — pgsen @D] : (2.11)

Se tiene, pues, en el caso libre, un hamiltoniano con dos grados de li-
bertad, dado que la coordenada ¢ es ciclica. El sistema es integrable porque
admite dos integrales primeras, la energia T', y L = ||L||, lo que se demuestra
a partir de las ecuaciones de Euler del movimiento del sélido (Deprit y Elipe
1993)). Por lo tanto debe existir otro conjunto canénico que reduzca el nimero
de grados de libertad. Esto lo abordaremos en la préxima seccién, donde se
emplea el conjunto de Euler como apoyo para la construccién, via transfor-
macion candnica, del conjunto canénico denominado de Andoyer, en el que
la forma analitica del hamiltoniano es mas simple (con un mayor nimero de
variables ciclicas), y por ende su integracion.
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2.2. Conjunto canénico de Andoyer

Introduciremos el conjunto canénico de Andoyer (Q1, Qa, Qs3, P, Py, P3) =
(A, i, v, A, M, N) mediante una extensién canénica dada una seleccién es-
pecifica de los momentos, Py, P, P3, a partir del conjunto canénico de Euler,
(q1,92, 93,01, P2, p3) = (¢,0,%,ps, D0, Dy). Esto garantiza, por construccién,
la canonicidad de la transformacion. La eleccién de los nuevos momentos
se puede justificar examinando las propiedades de conmutacién de las com-
ponentes (L;) del momento angular del sistema y su moédulo (L = ||L]).
Teniendo en cuenta que (Goldstein 1987) {L;, L;} = €Lk, y que el corchete
de Poisson de dos momentos canoénicos debe ser nulo, resulta que no es
posible seleccionar dos componentes del momento angular, en un mismo
sistema de referencia, como momentos canoénicos. Sin embargo, en virtud
{L?>,L-n} = 0, donde n es un eje fijo cualquiera, si pueden tomarse co-
mo variables candnicas el modulo de L y cualquiera de sus componentes.
Para seleccionar componentes del momento angular en diferentes sistemas
de referencia nos apoyamos en las variables de Euler (figura , cuyos mo-
mentos conjugados verifican las identidades ([2.7), ps = L-s3, pg = L-1,
py = L-bs, donde {sy,s3,53} es la base ortonormal que define el sistema
inercial, {by, by, b3} la correspondientes al sistema fijo en el sélido (o figu-
ra) y 1 es el versor de la linea de nodos interseccién de los planos (sq,ss2) y
(b1, bs). La seleccién que conduce al conjunto de canénico de Andoyer es:

A= Do, M = L, N = Py - (212)

Resulta conveniente la introduccién de los angulos auxiliares I y o entre
L y los ejes s3 y b3 respectivamente, es decir,

A=McosI, N=Mcoso,0<I <7, 0<o<m. (2.13)

La expresion del médulo del momento angular, en funcién de los momen-

tos conjugados de Euler (2.9)) es

(pp — p 0089)2
M:\/pg+ ¢ Sel;ge +p2. (2.14)

Para realizar la extensién candnica que nos permita completar el conjunto
de variables empleamos una funcién generatriz que sea funcién de las varia-
bles “antiguas” ¢; = (¢,0,1) y los “nuevos” momentos P; = (A, M, N), que
representamos como F(g;, P;) siguiendo la notaciéon de Goldstein (1987). En
este caso se tienen las ecuaciones de la transformacién canénica
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O, OF,

- =2 193, 2.15

Di

y consecuentemente, a partir de la primera de ellas, podemos construir la
funcién generatriz

3
Fy= /Zpid(h‘ = /(%dcb + podt) + pydi)) . (2.16)
=1

El primer paso para realizar la integracion es escribir los momentos de
Euler en funcién de los de Andoyer mediante las relaciones inversas a (2.12)

y (2.14), de manera que ([2.16) resulta:

sen? 0

¢ ¥ 0 _ 2
F2:A/ dp + N d1/1+/ \/M2—N2— (A= Neosb)” 0 9.17)
(on) Yo 0o

donde ¢y, 0y y 1, son constantes de integracién de cuya eleccién no de-
pende la validez de la extensién candnica, pero que aprovecharemos para
que la interpretacion geométrica de las nuevas variables sea compatible con
la definicién original de las variables de Andoyer (Andoyer 1923, Kinoshita
1977). La forma de esta funcién generatriz fue senalada también por Kubo
(1991)) como camino para construir una transformacién canénica a partir del
conjunto canodnico de Euler, si bien la deduccién de las variables de Andoyer
a partir de ésta no se incluye en el mencionado articulo.

Teniendo en cuenta la segunda de las ecuaciones de ([2.15)),

(A — N cosf)cosb

8F2 6 —N+

20
=2 =) — iy + Sell do, (2.18)
ON ° o \/MZ_NZ_(A—NCOSG)2
sen? 6

dividiendo numerador y denominador del integrando por M > 0, e intro-
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duciendo los angulos auxiliares (2.13))

do =

9 _ cosa(1 — cos?f) + cosB(cos I — cos o cos b
R )+ cos )

bo ) (cos I — cos o cos 6)?

sen? @, |sen? o 5 5
sen? @ sen? o

_ ¢—¢o+/9 —coso + cosfcos 2d9
% 12 0sen \/1 _ (cosI —cosocosb)
g sen? 0 sen? o
1)

oo /1= F(0)?

= 1 — 1, df =1 — 1p, — arcsen f(0) + arcsen f(6y),

(2.19)

donde se ha definido f(f) = (cos I — coso cosf)/senf seno para evidenciar
el calculo de la primitiva. A efectos de facilitar la interpretacién de este
resultado, denotaremos k = arcsen f(6p), con lo que se tiene

I— 0
v =1 — 1), — arcsen (COS o8 T C08 ) + k, (2.20)
sen f sen o
0, equivalentemente,
I— 0
sen(¢) — g —v+k)= o8 o8 €o8 (2.21)

sen fsen o

que expresamos de forma que nos permita interpretar geométricamente los
angulos mediante las formulas de Bessel para triangulos esféricos

cos I = cosocosf + senosenfsen(y) — g — v+ k). (2.22)

Si consideramos el triangulo esférico de la figura de vértices m — 0,
I, o y lados opuestos i, ¥ — v, ¢ — A, que relaciona los dngulos de Euler y
de Andoyer en la construccién original de éstas variables (Kinoshita [1977)),

la aplicacion de la ley de los cosenos para triangulos esféricos conduce a la
identidad

cos I = —cos(m — ) coso + sen(m — ) sen o cos(¢) — v), (2.23)

que es equivalente de forma inmediata a (2.22) eligiendo ¢, = 0y k =
7/2. Para encontrar un valor de la constante 6y que sea consistente con esta
seleccién, debe ocurrir que f(6y) = 1, es decir

cos I — coso cos by

=1 2.24
sen 0 sen o ’ (2.24)
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Figura 2.1: Tridngulo esférico de referencia.

donde la elecciéon mas sencilla es 6y = I 4+ o. Este valor supone una condiciéon
inicial para la integracion ([2.17) compatible con el tridngulo esférico definido
anteriormente, en concreto para la identidad

cosf = cos [ coso — sen o sen [ cos i, (2.25)
que en el caso limite 1 = 0 se reduce a
cosfly = cosIcosog —senosenl = cos(I + o). (2.26)

La costruccién del triangulo esférico de referencia requiere de la introduc-
ciéon de un plano perpendicular al momento angular, denominado habitual-
mente como plano de Andoyer. Los angulos formados por este plano y los
planos inercial, (sq,ss), y de figura, (b, by), son precisamente los auxiliares
introducidos en . La variable v € [0, 27| es entonces el dngulo formado
entre la linea de nodos interseccion de los planos de Andoyer y de figura y el
eje by (véase la figura[2.2] en la pégina [22).

Proseguimos con la construccion de la variable p

M

OFy /9
OM g, \/M2 e (A Neost)®

sen? 0
sen 6

0
- /9 0 \/ do. (2.27)

2
sen? g sen? ) — (cos I — cos o cosf)
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Manipulamos el radicando para buscar una estructura del tipo 1 — f(6)2.
Para ello desarrollando el cuadrado y sumando y restando por conveniencia
la, cantidad cos? I cos? o para completar un nuevo cuadrado, se tiene

sen® o sen” ) — [cos® I + (cos [ coso — cos 0)> — sen’ 0 cos? 0
— cos? I cos? a}

= sen? 0 — cos? I'sen? o — (cos I cos o — cos f)” (2.28)

Recuperando la integral

/ o sen 6 / () o
p= = | ==,
0o cos I coso — cosf\> 60 \/1— f(0)?
sen?osen? [4/1 —
sen o sen

(2.29)
donde se ha definido f(#) = (cos I cos o — cosf) / (sen o sen I'), andlogamente
al caso anterior, para evidenciar el calculo de la primitiva. Por lo tanto

cos I coso — c059> T
2

[t = arcsen ( (2.30)

sen o sen

donde se ha usado que f(0y) = f(I+0) =1, y por tanto arcsen f(0y) = 7/2.
Actuando con la funcién seno a ambos lados de la igualdad, resulta

cos ) = cos I coso — sen o sen I cos i, (2.31)

identidad compatible con el tridngulo esférico definido anteriormente (figura
, y que de hecho ya hemos utilizado en . La variable pu € [0, 27|
es entonces el angulo formado entre la linea de nodos interseccién de los
planos de Andoyer e inercial, y la linea de nodos interseccién de los planos
de Andoyer y de figura (véase la figura , en la pagina .

El valor = 0 se corresponde con el solapamiento entre ambas lineas de
nodos, o equivalentemente la coincidencia del plano de Andoyer con el plano
de figura. En tal situacién limite, las variables de Andoyer son “equivalentes”
a las de Euler, y es por tanto una condicién de integracion consistente con
su interpretacién geométrica.

Por 1ultimo construimos la variable A

0
\ - %:qﬁ—(ﬁo—/ A — N cosf 2d9:
0o sen29\/M2 N2 (A — N cos @)

sen? 0

0 cos ] — cosocosf

2
o ) (cos I — cos o cos)
sen? /1 — cos? o — 29
sen

= ¢—¢0_

o, (2.32)
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Con una manipulaciéon del radicando andloga a la del caso anterior desa-
rrollando el cuadrado y sumando y restando por conveniencia la cantidad
cos? I cos? 6 para completar un nuevo cuadrado, se tiene

1—— 7 [(coso — cos I cos 0) + cos® I — cos? I cos? 0]
sen
= 1—cos® I — 20(COSO'—COSICOS¢9)2:
sen
— cos I cosf)?
_ 2 1 1_((:080 cos 5 33
sen sen? @ sen? [ ’ (2:33)

recuperando la integral

9
cos] — cosocosf 1

A = — Py — / df =

Cb QSO 9% Sen2 986112 [ \/1 (COSO' - COS[COS 6)2

sen? @ sen? [

B 0 /(9)
00 /1 — f(9)2

con f(0) = (coso — cos I cosf) /senfsen para evidenciar el calculo de la
primitiva. Por lo tanto:

= 0= do, (2.34)

/\:gzﬁ—gbo—arcsen(

coso — cos [ cos 0 T
— 2.
sen f sen [ ) e 2 (2:35)

donde se ha usado que f(0y) = f(I + o) = 1, o equivalentemente
coso = cos [ cosf + senfsenl cos(p — py — A). (2.36)

La comparacién de esta expresion con la correspondiente de Bessel para el
triangulo esférico de referencia es inmediata a partir de la eleccién ¢, = 0. La
variable A € [0, 27[ es entonces el dngulo formado entre el eje s; y la linea de
nodos interseccién de los planos de Andoyer e inercial (véase la figura .

A partir de la interpretacion geométrica de las variables o coordenadas
de Andoyer, \, ;1 y v, y de las variables auxiliares [ y o, los sistemas de
referencia celeste y terrestre pueden conectarse mediante una secuencia de
cinco rotaciones, frente a las tres de para las variables de Euler

x = R(v,b3)R(c, m)R(u, ur,)R(/,n)R(\, s3)X, (2.37)

donde los nuevos ejes de rotacion son m, versor de la linea de nodos intersec-
ci6én de los planos de figura, (b, bs), y de Andoyer, m = by cosv — by senv;
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L Plano ecuatorial

© Plano de Andoyer

Plano inercial XY

Figura 2.2: Variables de Euler y Andoyer

uy, el unitario en la direcciéon del momento angular; y n versor de la linea de
nodos interseccién de los planos inercial, (s;,s3), y de Andoyer, n = s; cos A+
Sosen A.

En términos de rotaciones elementales, dado que cada rotacion se realiza
respecto a un eje coordenado, resulta:

x = R3(v)Ri(0)Rs (1) Ri (1) R3 (M) X. (2.38)

Equivalentemente, a la secuencia de rotaciones ([2.37)) se le asocia un vector
velocidad angular dado por

w = /by + ¢m + fiuy, + In+Ass, (2.39)
que en forma de rotacion infinitesimal se escribe
dR = bsdv + mdo + urdp + ndl+ssd. (2.40)

Como el conjunto es candnico, tal como se ha probado, la 1-forma de Cartan
toma la expresion

L-dR = Ad\ + Mdp + Ndv (2.41)
donde A=L-s3, M =L-upy N =L-b{]

IPuede comprobarse de forma directa sin més que notar que uy, es perpendicular a n
y m.
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El conjunto canénico de Andoyer es la base de la formulacién hamilto-
niana del problema de la rotacion del sélido rigido y, por extension, de la
rotacion de la Tierra. Su uso en este ambito fue introducido por Kinoshita
(1977)) por la simplicidad de la expresiéon del hamiltoniano escrito en estas
variables, en el problema no perturbado, y lo ventajoso que resulta este hecho
para la aplicacion de métodos candnicos de perturbaciones.

Evaluemos entonces la expresion de la energia cinética en el sistema de
ejes principales de la Tierra donde el tensor de inercia, I, es diagonal. En
funcién de las componentes del momento angular, L;, la energia cinética
tiene la forma:

1 1 1 1 /L2 L2 L2
T==-Y Y, LiLj==Y —6;LiLi==(-t+=2+2). (242

Considerando ([2.38)), y que en el sistema de referencia del plano de Ando-
yer, definido por el triedro {m, ur, X m, uy,}, las componentes del momento
angular son (0,0, M), se tendra que en el sistema terrestre de ejes principales,
el momento angular en funcién del conjunto canénico de Andoyer resulta

Ly 0 M sen o sen v
Ly | =Rs(v)Ri(o)| 0 | =]| Msenocosv |, (2.43)
Ls M N

con lo que se tiene, a partir de una sustitucién directa de las componentes
en ([2.42):

1 /sen?r cos?v 1 N2
T=- M? — N?) + = — 2.44
e LU R T 2D

2
donde se ha hecho uso de a través de seno = v/ M? — N2 /M. Con esta
expresién para el hamiltoniano, las coordenadas A\ y p son ciclicas (un grado
de libertad), lo que es una ventaja analitica respecto a .

Ademas, en el caso de un sélido simétrico (sélido de revolucién), A = B,
se obtiene
Ts =

5 A4 T3¢ T34 T3

LM NP AN 1M 1,1 ]
c A

(2.45)

en el que las tres coordenadas de Andoyer son ciclicas, es decir, forman un
conjunto de variables accién-angulo.

Por tdltimo, y por analogia con ([2.43|) podemos encontrar las componentes
del vector momento angular en el sistema celeste, (L}, L}, L}), teniendo en
cuenta que el vector de coordenadas en esta base esta conectado con el vector
de coordenadas en la base del sistema del plano de Andoyer mediante la
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secuencia de rotaciones Rj(I)Rg3(\), lo que en el caso del momento angular
se traduce en

L 0 M sen I sen A\
Ly | =RuyDRsN]'| 0 | =] —Msenlcos) |. (2.46)
L M A

2.3. Relacién entre las variables de Euler y
de Andoyer

El caracter de las variables de Andoyer es instrumental, dado que el mo-
vimiento de rotacion se describe a través de los dangulos de Euler. Por ello es
util disponer de expresiones que nos relacionen de forma directa ambos con-
juntos de variables. Veamos que, tal como se indica en Getino et al. (2010),
estas relaciones se obtienen a partir de las identidades del triangulo esférico
de referencia utilizadas (2.22)), (2.25)) y (2.36)), junto con las dos relaciones
adicionales

senfsen (¢ —v) = senlsenp
senfsen(¢p — \) = senosenp. (2.47)

La identidad ([2.25)) ya proporciona de forma directa la variable 6 en fun-
cién de las variables de Andoyer:

6 = arccos (cos I coso — sen o sen I cos (1) (2.48)

Partiendo de ([2.22)), y sustituyendo el valor de cos y sen 6 que disponen

(2.25)) y la primera de las igualdades (2.47)), se tiene

sen o sen [ sen p

tan (4 —v) = _

cos I — coso(cos I coso — senosen I cos )

_ sen I sen p ’ (2.49)
cos I sen o + sen [ cos o cos [

que nos permite dar ¢ en funcion de las variables de Andoyer:

sen [ sen i
cosIseno +senlcosocosp)

Y = v + arctan ( (2.50)

Anélogamente, la relacién (2.36)), con las sustituciones de (2.25) y la se-
gunda de las identidades ([2.47) conduce a

sen o sen ysen [
tan(p — \) = =
coso — cos I(cos I coso — sen o sen I cos i)

sen o sen [t
= , 2.51
cososen [ 4 cos I sen o cos ( )
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0, equivalentemente,

¢ = A + arctan ( eno SR ) . (2.52)

cososen I 4 cos I sen o cos

Es habitual, en el ambito del estudio de la rotacién de la Tierra, el uso
de desarrollos de Taylor de estas expresiones ([2.48] [2.50 y [2.52)) en torno a
o = 0, dado que el valor numérico de este angulo auxiliar lo permite con una
pérdida de precisién asumible (0 ~ 107% rad, Kinoshita [1977). Adem4s, en
virtud de estas expresiones, en el limite de o tendiendo a 0, se tiene:

9—>I»¢—>)\,¢—>V+M» (253)

por lo tanto también en el valor limite 0 = 0 se tiene la equivalencia entre
ambos conjuntos candnicos, al coincidir nuevamente el plano de Andoyer con
el plano de figura.

Los desarrollos en serie de potencias de o resultantes son:

olcost

0 = 1 = 2 O(o®
+ocosp+o 5 son T S0 p+O(0)

sen fi ,cos I cos jrsen fu 3
= A — O

¢ +Usen[ sen? [ #0(e)

” i cos [ sen o 1sen pcos i (1 + cos? I)
= :LL VvV — 00— —

+ O(c?).
(2.54)

sen | 2 sen? [

Puede consultarse una construccion alternativa de estos desarrollos en serie
en Escapa (2000). En la aplicacién de estas expresiones en una teoria a primer
orden de perturbacién, como se desarrollard mas adelante, se hara uso de las
mismas a primer orden en o.

2.4. Integracién del problema libre

El problema libre, es decir, aquel en que el hamiltoniano del sélido es H =
T, segin , se resuelve por aplicacion directa de las ecuaciones de Hamil-
ton. Resultard 1util la descomposicion de la energia cinética en dos términos,
T =Ty~ T, donde Tj es la parte correspondiente al caso simétrico, y por lo
tanto coincidente con , y 17 la contribucién de la triaxilidad del sélido.
Esto se consigue sin mds que aplicar la relacién (1/A + 1/B) (cos? v + sen® v)+
(1/B —1/A) (cos® v — sen? v) = 2sen®v/A + 2 cos® v/B. Entonces podemos
escribir

1 1 1 1 1 1 N2
T==(M?>—-N?)|=+— - — = 2 L =Ty+T.. (2.55
1 )[A+B+(B A)COS ”]+2C o+ T, (2:55)
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donde
1M?2 1 5 (1 1 1 9 9 1 1
(2.56)
El sistema de ecuaciones del movimiento resulta:

oH .
o\ ’

_8_H = M=0,
ou
oH B B 9 9 1 1

— = N=-(M —N)(E—Z)serﬂl/,
oH .
— = A=0
oA ’
on
oM

M 1 1 1
S Vo e WA 2
A=t <B A)(—l—cos v),
N

OH . 1 1 1 1 1

Pese a la reduccion de orden que supone la existencia de variables ciclicas,
y que por tanto

)\ 5 /\07 A — Ao, M 5 ]\4-07 (258)

donde \g, Ag y My son constantes de integracion, el sistema de ecuaciones
diferenciales no es resoluble en términos de funciones elementales. Siempre
es posible, no obstante, el estudio cualitativo de soluciones en torno a puntos
criticos como en Deprit (1967)).

Numéricamente estd justificado, al menos en una integraciéon a primer
orden, despreciar la contribucién de la triaxialidad de la Tierra en la energia
cinética. Se puede comparar la magnitud de ambos términos a partir de las

expresiones (|2.56))

1 1 1 1 1

T, ZMzsenza(E—Z)(l—l—cosZz/)NM2sen20(§—Z)
e 1M +1N2 - N2
24" 79 ¢ C

1 1
~ (Csen’o (E - Z) ~ -2 x 10 sen’ o (2.59)



2. Preliminares y formalismo hamiltoniano 27

donde para la estimaciéon numérica se ha tomado el valor de las constantes
adimensionales definidas por Bretagnon et al. (1997):

= 0.329611083, = 0.329618344, ¢ __ 0.330697340,

mpa?, mpa, mpay

(2.60)

con mg la masa de la Tierra y a% su radio ecuatorial. Es decir, numéricamente

es aceptable suponer la Tierra como un solido con simetria mecanica biaxial
con A=B<C.

La integracion es exacta y trivial en el caso simétrico, donde el hamil-

toniano se reduce a H = T y se anulan todos los términos que incluyen el
factor 1/B — 1/A, resultando adicionalmente a ([2.58) las soluciones:

M, 1 1
N = No, n= Iot + /LU, vV = (6 — Z) Not —+ Vo, (261)

donde igualmente hemos denotado por Ny, 1, v vy a las constantes de inte-
gracion. Es frecuente la definicién de los movimientos medios (o frecuencias)
de las variables i y v, dados y denotados por

M, 1 1
ny=—_,">H"m= (6 - Z) N(). (262)

La introduccién del conjunto canénico de Andoyer tiene como objetivo
fundamental explotar la simplicidad de las ecuaciones del movimiento en este
caso, y por tanto se considerard como problema sin perturbar el problema
libre de un sélido simétrico.

Teniendo en cuenta que en el sistema de referencia terrestre de ejes princi-
pales las componentes del momento angular vienen dadas por , se tiene
que L3 = Ny = Cws, que implica la constancia de la tercera componente de
la velocidad angulaiff] ws = wp, y entonces n, = —wg (C — A) /A.

La frecuencia n, también estd relacionada con el movimiento de las otras
dos componentes de la velocidad angulalﬂ en el caso de la Tierra simétrica, lo
que podemos evidenciar determinando directamente w; y wy como funciones
de las variables candnicas a través de . En el sistema de ejes principales

2La funcién w3 est4 relacionada con la duracién del tiempo sidéreo, LOD (por sus siglas
en inglés, Length of Day), mediante wsz = 2w/LOD.

3En mecdnica se denomina movimiento polar al movimiento de las coordenadas del
vector velocidad angular en el sistema de referencia terrestre. Este término no debe con-
fundirse con el denominado polar motion segin se considera en, por ejemplo, IERS Con-
ventions 2010
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de inercia, donde L; = [;w;, se tiene entonces

0
sen o cos v,

Sy

M,
we = {wi,To} = —n,,go sen o sen v. (2.63)

w = {wi,To} =

En general se usaran las centurias julianas (1 cent = 36525 dias) para
la escala temporal (véase, por ejemplo, la tabla . Los periodos de mo-
vimiento en esta escala se calculardn como P, = |27/n;| x 36525 (donde
n; son las frecuencias angulares, en inversas de dfa). Un valor aproxima-
do para wg serd entonces, wgaprox = 27 rad/dia= 27 x 36525 = 229493
rad/cent. Un valor preciso es, por ejemplo, el ofrecido por Souchay et al.
(2000), wg = 230121.67526278 rad/cent. Observacionalmenteﬂ se ajusta el
parametro denominado elipticidad dindmica,

(2.64)

cuyo valor nimerico de referencia, en el caso de Tierra rigida, es (Souchay et
al. 2000) Hy = 0.0032737548, que se puede aproximar por Hg.prex = 1/305.
Las frecuencias n, y n, se pueden escribir en términos de éste:

WE Hy
:1——1‘1(1’ ny:—l_HdwEHn#—an:wE. (2.65)

oy,

El periodo en dias asociado a la variable v serd entonces

2w 1— Hd 171151:1 1

P, =

~ 2T

= 305 dias, (2.66)

ny HdwE,aprox Hd,aprox

conocido como periodo libre de Euler para la Tierra rigida (Moritz y Mueller
1986]).

2.5. Conjunto de Andoyer referido al sistema
no inercial

Tanto el conjunto canénico de Euler como el de Andoyer se han construido
referidos a un sistema celeste inercial. En el &mbito de la rotacién de la Tierra,
para éste se toma la ecliptica, y en concreto la denominada ecliptica de la

4Sobre la relacién entre la elipticidad dindmica y el movimiento de precesién terrestre
se hablaré en la seccién
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época (o ecliptica fija), plano tedrico que se considera inercial y cuya posicién
se fija convencionalmente cada cierto lapso de tiempdﬂ, respecto del cual el
movimiento de precesién de la ecliptica de la fecha (o ecliptica mévil) es una
funcién conocida del tiempo. El movimiento orbital de los planetas (para
el estudio del problema de rotacién perturbado por el campo gravitatorio)
estd referido a la ecliptica mévil, y de ahi la conveniencia de referir el conjunto
candnico a este sistema en el que se dispondra de los desarrollos analiticos
del potencial, si bien se trata de una referencia no inercial. El problema
fue planteado y resuelto originalmente por Kinoshita (1977), que mediante
relaciones geométricas, estudiando la transformacién de la 1-forma Mdu +
Ad\— Fdt, demuestra la canocidad de la conexién via rotaciones entre ambas
referencias (ﬁgura, lo que conlleva la introduccién de una contribucion al
hamiltoniano cuando se trabaja con variables de Andoyer referidas al sistema
no inercial. Puede encontrarse una reconstruccién basada en el formalismo
de rotaciones infinitesimales y el estudio de la transformacién de la 1-forma
de Cartan L - dR en Escapa (2006)).

Aqui completaremos lo indicado en Efroimsky y Escapa (2007), como
consecuencia de la asociacion entre velocidad angular y rotaciones infinitesi-
males. Para ello y utilizando la notacién original de Kinoshita (I977) intro-
ducida en la figura [2.3] llamaremos () y II;(¢) a los dngulos (funciones
conocidas del tiempo) que conectan las coordenadas en la ecliptica mévil
(o no inercial), X', con las coordenadas en la ecliptica fija (o inercial), X,
mediante la secuencia de rotaciones

X, = R(-Hl, gg)R(ﬂ'l, N)R(Hl, Sg)X E— Rg(—Hl)Rl(Wl)Rg(HI)X, (267)

donde N =s; es el versor de la linea de nodos intersecciéon de los planos
ecliptica de la fecha, de base (81,82) y ecliptica de la época, (s1,s;). La
rotacién R(—1IIy,83) obedece a la eleccién como origen de longitudes el eje
s1, y no el eje §; de la ecliptica mévil (Kinoshita 1977@. Finalmente las co-
ordenadas del vectores X’ estdn en una nueva base para la ecliptica movil
que denotamos por {si,s),s;}. Determinamos la velocidad angular, u', aso-
ciada a la rotacion R(t) del sistema movil respecto del fijo, definida por
(2.67)), utilizando la relacién de sus coordendas con los elementos de la ma-

% Ahora se utiliza el sistema de referencia ecliptica de la época denominado J2000.0
(IERS [2010), haciendo referencia a la fecha 1 de enero de 2000 (a las 12 h).

6La longitud del nodo ascendente del Plano de Andoyer, ), se mide desde un equinoccio
medio fijo de la ecliptica de la época.
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triz hemisimétrica Q(t) = R (t)R(t)

cosll; —senll; O
R(t) = R3(—H1)R1(7T1)R3(H1): SenH1 COSH1 0 X

0 0 1
1 0 0 coslIl; senlIl; O
x| 0 cosm senm —senll; cosIl; 0 | ,(2.68)
0 —senm; cosmy 0 0 1
de donde
. 7 sen 11+
0 I (cosmi —1) +H1 sen 7 cos I1;
B . _ —17r1 cos II;+
Q) = I (1 = cos(m)) 0 +11; sen 7y sen I
—7ysenIl; — 71 cos I11; — 0
—II; sen 7y cos I, —II; sen 7 senIl;

(2.69)
que nos permite obtener las coordenadas de la velocidad angular en la base
inercial {sy,s2,83}

Q3 7 cosll; — H1 sen 7 sen 11
H = Ql3 = 7:('1 sen H1 + H1 sen mp Cos H1 . (270)
Q2 IT(1— cosmy)

Sus coordenadas en la base no inercial (que se mueve con la ecliptica) se
obtienen entonces a partir de (2.67)):

71 cos II; — ﬂl sen 7y sen 114
¢ = R3(—I)Ry(m)Rs(Il)pe = | #ysenlly + Iy senmcosIl; | . (2.71)
IT; (cosm — 1)

Por analogia con ([2.43|) encontramos las componentes del vector momento
angular en el sistema celeste.

Consideraremos el conjunto canénico de Andoyer referido a la eclipti-
ca maévil, representado por las variables (X, i/, v/, A’, M, N') y los dngulos
auxiliares I’ y ¢’ . En virtud de las coordenadas del vector velocidad
angular en el sistema no inercial vendran dadas por

L' = (M'senI'sen N, —M'sen I' cos ', \') . (2.72)
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Plano de Andoyer

Ecliptica de la fecha

Ecliptica de la época

Figura 2.3: Eclipticas de la fecha y de la época.

Para estudiar las condiciones para la canonicidad del conjunto de Andoyer
cuando se define uniendo las secuencias de rotaciones ([2.67) y (2.37), consi-
deraremos la expresién que toma la 1-forma de Cartan asociada a la rotacion

R(V/,by)R(o’, m" )Ry, uy, ) R(I',n")R(N, s;)R(—1II, 83) R (1, §1)R(IIy, s3).
(2.73)
Con las mismas consideraciones que las efectuadas en ([2.41)) se tendréa que

dil, _ d dIl
L-dR = L-(-&—+5 ;1 syt )dt + NAX 4+ M'dy/ + N'dv/ =
= (L-p)dt+ Nd\N + M'dy' + N'dv/, (2.74)

donde hemos usado que la expresion dentro del paréntesis es la velocidad
angular dada por la asociacién de con las rotaciones infinitesimales,
y que 71 y II; son funciones exclusivas del tiempo. Por lo tanto la transfor-
macién de las variables (A, u, v, A, M, N) a las nuevas (X, /', v/, ', M', N')
serd canénica si se define un nuevo hamiltoniano de la forma H' = H —L- .
El producto escalar L- pu 1o determinamos con los vectores de coordenadas en
el sistema no inercial de la ecliptica movil a partir de las expresiones

v E72)

—L-p = NII(1-cosm)—
—M'sen I'7ry (sen X cosIT; — cos X' senTl;) +
+ M’ sen I'Il; sen 7y (sen X sen II; + cos X cosIIy) , (2.75)
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Finalmente, introduciendo la denominaciéon habitual resulta

E(AN,M',N) = —L-p=N(1-cosm)I; + M'senl’ x
x |11y sen my cos(N — II;) — 7y sen(N — IIy) | , (2.76)

que es la ecuacion 3.4 de Kinoshita (1977)). Cuando se considere este término
de no inercialidad en el hamiltoniano omitiremos las primas en las variables
del conjunto canénico de Andoyer, sobreentendiendo que fijan la posicion del
sistema terrestre respecto del sistema no inercial (ecliptica de la fecha).

Como veremos mas adelante en el estudio del movimiento de precesion
de la Tierra (evolucién secular), resulta ttil la aproximacién mediante poli-
nomios en t del movimiento de la ecliptica a través de las funciones angulares
m1(t) y II;(¢). En particular se emplean desarrollos para las funciones (Ki-
noshita [1977])

sen senll; = Zpi,lti, senq cos II; = Zqi,lti, (2.77)
i=1

=1

donde n es cierto grado, y p;, ¢; los coeficientes de los polinomios, que se
suponen conocidos. Esto permite encontrar una expresion analiticamente mas
sencilla para E(A, M, \), que facilitard la obtencién de desarrollos en serie
para el movimiento. Para ello, reescribimos en la forma

E(A, M, \) = Aey(t) + M sen I [ex(t) cos A + e3(t) sen A (2.78)
donde se han definido las funciones

er(t) = (1—-cosm)Ily,
es(t) = senmycos I1,I1; + sen 1374,
es(t) sen 7y sen I 1T, — cos [Ty 7. (2.79)

Derivando respecto al tiempo las expresiones ([2.77)), y aprovechando la pequena
magnitud del angulo de inclinacion entre la ecliptica de la fecha y de la época,
| 71 |< 1 rad] de forma que cosm = 1+ O(r?), se tiene

sen Tl 7, + sen 7y cos [ 11, = Z ipi_t 4+ O(n?),

=1
n

cos 7, — senmysen I 1T, = Z igi_t"t + O(7). (2.80)

=1

Tmy =~ 47.0"t, con t en centurias julianas (Lieske et al. [1977).
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De esta manera se obtiene una aproximacion numéricamente admisible para
las funciones e;(t)

61(t) = 0+O(7T%),

er(t) = Y ipiatt +0(m),

=1

es(t) = = gt +0(n}). (2.81)

=1

En Kinoshita (1975), a partir del trabajo previo de Newcomb (1906)), se uti-
lizan polinomios de tercer grado, cuya notacién adoptamos para desarrollos
posteriores:

senmysen I} = pot + pit? + pot®, sen i cosIly = qot + q1t? + got®, (2.82)
en virtud de los que se tiene

ea(t) = po+2pit + 3pat® + O(7),
es(t) = —qo — 2qut — 3qat® + O(72). (2.83)

2.6. Desarrollo multipolar del potencial

Para la expresion del hamiltoniano del sistema dindamico se necesita la
energia potencial debida a la interacciéon gravitatoria entre el sélido y los
cuerpos externos. En el ambito de estudio de este trabajo, las contribuciones
relevantes estudiadas son las producidas por la Luna y el Sol. A estos efectos,
ambos cuerpos se consideraran con simetria esférica geométrica y mecénica
(esto es, asimilables gravitacionalmente a puntos) y que constituyen con la
Tierra un sistema de tres cuerpos cuyo movimiento orbital se supone cono-
cido, es decir, resuelto. El problema se desacopla entonces permitiendo el
estudio independiente de la parte rotacional del cuerpo perturbado, la Tie-
rra, mediante la introduccién en la expresién del potencial (o geopotencial)
de la posicion relativa de los cuerpos perturbadores que ofrecen las teorias
orbitales. Esta cuestion se abordara en la siguiente seccién, siguiendo el de-
sarrollo clédsico dado por Kinoshita (I977).

Paralelamente se necesita de un desarrollo de la expresién de la energia
potencial, en érdenes proporcionales a la inversa de la distancia entre cuerpo
perturbado y perturbador, que permita una integracion analitica del proble-
ma mediante la teoria candnica de perturbaciones. El desarrollo general del
potencial viene dado por los coeficientes del geopotencial (zonales, teserales
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y sectorialesﬂ) y su expresién en armonicos esféricos, mas concretamente
en términos de polinomios de Legendre y funciones asociadas de Legendre
(Kaula 1966). Sin embargo, y dado que en la integracién a primer orden de
perturbacion sera suficiente considerar términos hasta el segundo orden en el
desarrollo, podemos eludir este planteamiento general y realizar un desarrollo
multipolar por analogia con el caso electrostatico (Jackson [1980) hasta el or-
den del momento cuadrupolar. Como se vera, la equivalencia en el ambito de
la rotacion del sélido de las componentes del tensor de inercia con el momento
cuadrupolar del potencial, permite recuperar la férmula de MacCullagh.

La energia potencial gravitatoria entre un sélido continuo que define un
volumen V' y un cuerpo puntual exterior a V', de masa m y vector posicion
r (en un sistema de referencia centrado en el centro de masas o geocentro),
viene dado por la expresion

= —Gm Q(I‘/) 31_/
Vi) = -G /v—||1“—1"'||d | (2.84)

donde G es la constante de la gravitacién universal, y o(r’) la funcién den-
sidad. Dado que el cuerpo perturbador es exterior al sélido, r = |[r|| >
||r']| = r’. El desarrollo en serie se realiza considerando que el cociente 7//r
es pequeno para el caso de la Luna y el Sol, y en ambos casos se pueden de-
spreciar los términos de ordenﬂ O [(r’ / 7“)3}. Para ello utilizamos el desarrollo

8La denominacién zonal, teseral (o tesseral) y sectorial hace referencia a la repre-
sentacién geométrica de los armonicos esféricos del desarrollo del geopotencial, de grado n
y orden m. Asi, si m = 0, la esfera queda dividida en zonas de latitud donde los arménicos
son de signo constante, y se denominan zonales. Si m # 0, la superficie se compartimenta
en parcelas formadas por paralelos y meridianos en las que los arménicos manienen el
signo constante, formando algo parecido a un tablero de ajedrez sobre la superficie esféri-
ca. Entonces se denominan teserales (de la palabra griega tessera, que significa recténgulo
o baldosa). En particular, si n = m, los arménicos teserales degeneran en funciones que
dividen la esfera en sectores de signo constante, y reciben el nombre de sectoriales. Dado
que en nuestro caso trabajamos con arménicos de segundo grado, estas denominaciones se
corresponden con los arménicos de orden m = 0, 1, 2 respectivamente.

9Dado que r/r" ~ radio terrestre/distancia media tierra-astro perturbador, el valor més
desfavorable se tiene para el caso de la Luna, donde r/r" ~ 1/60. Es decir, cada vez que
el orden del desarrollo se incrementa en una unidad, la magnitud del potencial se divide
por 60.
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de MacLaurin (1 +u)~Y2 =1 —1/2u + 3/8u? + O(u?)

1 B 1 B 1 B
r—r' - 242 _9p.y¢/ N 2 !
| | V(24 ) T\/1+r_2_2r 2r
r r
1 1 [r? r-r 3 [r? ror\2 '3
= “|1—-=|—= - - —= =2 O =
r[ 2(7‘2 T2)+8<T2 7"2) * (r3)
1 12 r-r 3(c-r) 3
- - _ - - Ol —1. 2.85
r 2r3+ 73 +2 75 + 73 ( )

Por conveniencia reescribimos los productos escalares en términos de las co-
— /__ / / /AW
ordenadas de los vectores r = (71,72, 73), r'= (1], 75, 7%):

1 1 1772 rirl 3 T
AP r e P

donde en el dltimo paso hemos reagrupado los términos de orden r2. Recu-
peramos la expresion del potencial (2.84]) teniendo en cuenta que

M = / Nd*r! (2.87)

es la masa del sélido, y definiendo por analogia con el caso electrostatico las
magnitudes:

p :/ o(XY'dr, Qi = / o(r") (37";7’;- - 5ijr’2) a3r, (2.88)
1% 1%

que son el vector momento dipolar (vector) y las coordenadas del tensor
momento cuadrupolar. Este iltimo es un tensor de traza nula con cinco com-
ponentes distintas. El potencial tiene entonces la expresion:

g 0 o)
= V) +Vir)+ Vz(r), (2.89)

donde se ha descompuesto el potencial en tres términos y, en lo sucesivo, se
omite el resto del desarrollo.
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El primero de éstos, V°(r) = —GmM/r es la parte correspondiente al
problema orbital que, como se ha indicado al comienzo de esta seccién, no
se considerara para el estudio de la rotacién de la Tierralﬂ. Por su parte
V1(r) = 0, ya que por su definicién ([2.88)) no es sino el vector posicién del
centro de masas del sélido y, si se elige el geocentro como origen del sistema
de referencia, p = 0.

Estudiemos la relacién existente entre V2(r) y las componentes del tensor
de inercia I;; definidas por

I = /V o(r') ((51-3-7“’2 — 7“27“;-) v (2.90)
Reescribiendo entonces

L Qijrir; 37iT; 1
_—QJT R —T?/Vg(r’) <r§r§-—§5ij7“'2) dPr =

2 7 27
3 AN 23 ilg
= —5%@]' + 55%517 . g(r’)r’2d3r/. (2.91)

La integral del tltimo término se puede relacionar con la traza del tensor de
inercia, tr(I), ya que de forma inmediata se tiene que

tr(I) = ZI“ = /Vg(r') (3r — ) d’r’ = 2/ o(x)r?d3r. (2.92)

v

Finalmente, el desarrollo multipolar del potencial gravitatorio para nuestro
problema, a partir de ([2.89)), se escribe como

_3Gm 1Gm
TP

V(r) tr(I). (2.93)

La expresion anterior que relaciona la energia potencial con las compo-
nentes del tensor de inercia del sélido, dentro del orden de la aproximacion
del desarrollo en serie, se conoce como la féormula de MacCullagh (MacCul-
lagh [1844)). En el caso de la Tierra rigida y en un sistema de referencia no
necesariamente coincidente con el sistema principal (sistema de ejes princi-
pales de inercia), usaremos la notacién habitual (véase por ejemplo Kubo
1991)) para las coordenadas del tensor, momentos y productos de inercia

A F E
I=|( F B D |. (2.94)
E D C

Dado que en el planteamiento del problema r(t) es una funcién conocida del tiempo
a partir de las teorfas orbitales, V(r) no tendrd dependencia con las variables canénicas
que definen la rotacién y, por tanto, no participara en la evolucién de éstas.
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Para las coordenadas de los vectores posicién, r, de los cuerpos perturbadores
utilizaremos (r1,72,73) = (7,9, 2). Se tiene entonces que Y,  I;;rir; = Az* 4
By? + Cz? + 2Exz + 2Fxy + 2Dyz.

Recuperaremos ahora la expresién del potencial dada por Kinoshita (1977),
a partir del desarrollo en armonicos esféricos, explicitando la relacién alge-
braica de con los armdnicos esféricos reales (de grado n y orden m)
defindos como

Chm (1, @) = P (cosn) cos(ma), Spm (0, @) = P*(cosn) sen(ma), (2.95)

donde P!"(u) son las funciones asociadas de Legendrdﬂ Veamos que utilizan-
do las coordenadas esféricaﬁ 1y «, colatitud y longitud del cuerpo exterior
respectivamente, la expresion depende exclusivamente de los arménicos
de grado n = 2. Para ello reescribimos en primer lugar los armoénicos en
términos de las coordenadas (z,y, z).

Caoln,0) = Pl(cost) = 5(3cos’n — 1) = 35—,
L 3rz
Cor(n,a) = Py(cosn)cosa = 3cosnsenncosa = e
2 _ .2
Coa(n,c) = Pj(cosn)cos2a = 3sen’n (cos® o — sen” o) = 3% 5 Y )
”
3
So1(n,@) = Py(cosn)sena = 3cosnsennsen o = %,
Sp(n,a) = P}(cosn)sen2a = 6sen’nsenacosa = 636—3; (2.96)
r

En la expresion ([2.93]) consideraremos primero los términos relacionados con
los elementos diagonales de I y su traza, es decir

1
Viiag (T) :g%?mﬁ+3f+cﬁ—-9?m+3+m:
::%%gKw&%&%ﬁﬁ+QB—A—@f+@C—A—BVﬂ.

(2.97)

Evidentemente esta expresion sélo puede depender de los armoénicos Coyy y
Css, por la dependencia algebraica con los cuadrados de las coordenadas.

G
2t dur
P (u) = (1 — u?)™/? P,(u),m>0,-1<u<1.

HUPY(u) = P,(u) (u* —1)", n >0, -1 <u <1 (Férmula de Rodrigues).

dum™

23 =rsenncosa, x = rsennsena, z = rcosn, r? = x2 + y% + 22
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Una forma sencilla, entonces, de encontrar esta dependencia es plantear un
sistema de ecuaciones a partir de la combinacion lineal:

Gm

Viiag(r) = 3 [c1Co0(n, ) + c2Co2(n, )] =
Gm 2 yz 22
= 7 |:(662 - Cl) 2_702 + (—662 - 01) 2_7n2 + 2012—702} , (2.98)

donde se han utilizado las relaciones (2.96)). El sistema arroja los coeficientes
¢ =(2C—-A—-DB)/2, ¢, =(A— B)/4, y por lo tanto

_Gm{QC—A—B A-

Vi) = ) + 2 Gl (209)

r3
que es la expresion 4.1b de Kinoshita (1977)), aplicable a un modelo de Tierra
rigida cuando las coordenadas esféricas (7, «) de los cuerpos perturbadores
se refieren al sistema principal del sélido.

La parte del potencial relacionada con los elementos no diagonales de I,
esto es, con los productos de inercia, se obtiene directamente de (|2.96))

2 1 2
2Exz+ 2Fxy + 2Dyz = §Er2021(77, a) + §Fr2522(7], a) + gDTZSgl(’I], Q).

(2.100)
Agrupando (2.99)) y (2.100), la expresién final del desarrollo del potencial es

Gm |2C - A—-B A—-B
V<I') = r3 9 C’20 (777 Oé) + 4 022<T]7 Oé)+
1
ECy(n,a) + DSy (n, o) + §F522(77, a)l, (2.101)

que coincide, por ejemplo, con la expresion 3.27 de Getino y Ferrandiz (1995),
salvo la constante D; que en esta referencia aparece por tratarse de un modelo
de Tierra elastica, como estudiaremos mas adelante.

2.7. Transformacion de los armodnicos esféri-
cos

El desarrollo del geopotencial abordado en la seccién anterior depende
de los armoénicos esféricos de grado dos referidos al sistema terrestre. Las
coordenadas esféricas (7,7, @) posicionan entonces, en cada instante, a los
cuerpos externos, Luna y Sol. Sin embargo, y para poder disponer de la
posiciéon de estos astros como funciones conocidas del tiempo, hay que recurrir
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a las teorfas orbitaled™| y el célculo de efemérides que ofrecen. Esto conlleva
la necesidad de referir los armonicos esféricos a la ecliptica de la fecha.

Este cambio de referencia viene dado, a priori, por la secuencia de rota-
ciones , que como se ha estudiado introduce convenientemente el em-
pleo del conjunto candnico de Andoyer, cuyas variables pueden referirse a
la ecliptica mévil (seccién [2.5). Para el cdlculo de efemérides, las teorfas de
movimiento orbital relacionan los armoénicos esféricos referidos a la ecliptica
movil con series trigonométricas cuyos argumentos son funciones conocidas
del tiempo, que incluyen ademés una dependencia explicita con la variable
canénica A (lo que implica directamente una dependencia del potencial con
esta variable canénica). O dicho de otra forma, en la secuencia de rotaciones
se debe excluir la rotacién R3(\) porque estd incluida en las series
armoénicas de la teoria de movimiento orbital.

El problema integro de la transformacién de los armoénicos para dar una
expresion del potencial en variables candnicas referidas a la ecliptica de la
fecha fue planteado y resuelto por Kinoshita (I977). En el caso general, Ki-
noshita resuelve la cuestion mediante una aplicacién reiterada del teorema
de Wigner (1959) para la transformacién de los arménicos esféricos. Esto lo
hace siguiendo la secuencia de rotaciones que conectan los sitemas de referen-
cia en la situacién que hemos indicado, R3(v)R1(0)Rs(u)R4(1). El célculo
trigonométrico es altamente farrogoso por cualquier via, especialmente para
la consecucién de expresiones compactas como las que ofrece Kinoshita, jus-
tificadas por el desarrollo analitico posterior de la teoria.

Hoy en dia, sin embargo, el proceso de cdlculo se puede agilizar enorme-
mente mediante la utilizacion de manipuladores simbdlicos de propédsito ge-
neral. Por otro lado, y dado que en la expresién aproximada del poten-
cial solo aparecen los arménicos esféricos de grado dos, no es nece-
sario derivar la transformacion de éstos a partir del resultado general para
cualquier grado, y se puede utilizar otros procedimientos como los desarro-
llados por Escapa (1997)).

A continuacion realizaremos la transformacion siguiendo una variante de
uno de estos procedimientos; se explicitaran los calculos o manipulaciones
que permiten la introduccién de las funciones definidas por Kinoshita (1977)
para la expresion analitica del potencial; y se completara la transformacion
del primero de los armonicos esféricos de (2.101)) a modo de ejemplo.

Para ello vamos a construir las matrices de rotacion equivalentes a las
rotaciones elementales Ry(€) y R3(&) del espacio afin tridimensional, en el

13 Algunas teorfas sobre el movimiento orbital son las de Newcomb (1895)), Brown (1896,
1910), Eckert et al. (1966]), Henrad (1972] 1978) o las desarrolladas en el Bureau des
Longitudes de Paris més recientemente.
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espacio subtendido por los arménicos esféricos {Cyg, Ca1, Sa1, Caz, Saa}, que
forman un sistema de funciones linealmente independientes. Omitimos la
dependencia funcional de los armonicos, por simplicidad de notacién, enten-
diendo que ésta es Cy; = C;;(n, ), Sij = Sij(n, a) en coordenadas esféricas
referidas al sistema de referencia terrestre, y Ci; = Cy;(n, &), Si; = Si; (1, &)
con colatitud y longitud del cuerpo externo referidas a la ecliptica de la fecha.

Las matrices de rotacion en el espacio subtendido por los armonicos las
denotaremos por R,y &)y f{3(§ ), de manera que la transformacién buscada,
representada matricialmente, es

C(20 éO
021 _ _ _ _ él
521 = Rg(l/)R1<O')R3([L)R1(]) Sél . (2102)
C'22 52
822 £2

Para construir las matrices Rz(g) podemos seguir varios caminos. La forma
mas directa, y operacionalmente mas sencilla, es plantear a partir de las ex-
presiones de los armonicos en términos de las variables cartesianas, una
combinacién lineal arbitraria, aCh, + bC%; + ¢S%, +dChy +eShy, = f(2', v, 2'),
donde a, b, ¢, d y e, son constantes reales. Realizamos la transformacion
de coordenadas dada por la rotacion elemental en las expresiones de los
armonicos, para obtener (jij = a] ('Y, 7€), S’Z-j = gij(x’, y', 2, €). Identifi-
cando entonces coeficientes entre las expresiones de C;; y S;;, con f(2', v/, 2'),
obtenemos un sistema de cinco ecuaciones que nos permite obtener las cons-
tantes a, b, ¢, d y e como funciones del angulo de rotaciéon, £. Explicitamos
el célculo para el primero de los arménicos, Cyg, y una rotacién R;(§) en el
espacio afin. La combinacién lineal es

1
ey 2) = oy [(6d — a) ™ + (—6d — a) y* + 2a2"+
r
+12ex’y’ + 6bx'2 + 6ey’2’]. (2.103)
Las coordenadas rotadas son (x,y,z) = (2,4 cos + 2'sen&, —y' sené +
2’ cos ), que sustituimos en
~ 1322 — 72
Cy = ——— = 2.104
w = 22 (2.100)
1

= o [—2” 4+ (3sen®& — 1)y + (Bcos® & — 1) 22 — 3sen28y'7'] .

Igualando Coy = f(a',4/,2') se obtiene que a = 3/2cos?& — 1/2, b = 0,
c=—1/2sen2f, d = —1/4sen’¢ y e = 0. Por lo tanto

3 1 1 1
Oy = (5 cos? £ — §> %0 — 5 sen 2655, — 1 sen? £CY,. (2.105)
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Repitiendo el proceso se obtienen todos los elementos de matriz de la rotacion
R;(§), y los de R3(&) transformando las coordenadas cartesianas segin Rs(&).

Otra alternativa consiste en aprovechar la ortogonalidad del sistema de
funciones {Cog, Co1, Sa1, Caa, S22}, que nos permite definir un producto es-
calar mediante integracién definida sobre la esfera unidad, S; (tomamos radio
unidad, evidentemente el radio es un invariante ante rotaciones, siguiendo la
notacién anterior, 1’ = r):

27 T
(A1, Ag) = / Ay AydS — / / Au(n, @) As(n, @) sendndar,  (2.106)
S1 0 0

donde Ay es cualquiera de los armoénicos esféricos de grado dos y dS =
sen ndnda el elemento de superficie de la esfera unidad en coordenadas esféri-
cas. Planteando entonces, de forma andaloga, cada armonico transformado
Cij, Sij como una combinacién lineal del tipo aCy, + bCh, + ¢Sh, + dChy +
eSh,, podemos calcular los coeficientes multiplicaindola escalarmente por ca-
da arménico, sin olvidar que no estdn normalizados, es decir, ||Ag|[> =
(Ag, Ag) # 1. Explicitamos igualmente el calculo para el primero de los
armonicos, Cqg, y una rotaciéon Ry () en el espacio afin. En tal caso:

(Ca,Co) 3 1 A
_ -2/ _ 2 S T/ | ——"
© = o 2 ¢ %I =5
<0207C, > 2 127
— HTHQ;ZO’ e ==
<02021S§1> 1 2 _ 12w
EAEEE !
<0207C/ > 1 2 48r
d = Wﬁ:_zsen2£7 HCQQH :T’
_ (G S) g2 48T 2.107
) 22
1Cs|] g

que es el mismo resultado (2.105). Operacionalmente este camino es mas
costoso, sin embargo mediante el uso de un operador simbélico el algoritmo
es inmediato.

Independientemente del camino escogido, podemos construir las matrices
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R;i(§) v R3(€), que resultan

%COS2§—% 0 —%senZ{ —isen2§ 0
~ 0 cos& 0 0 —% sen &
R,(§) = g sen 2£ 0 cos 2¢ T sen2¢ 0 ,
—3sen?¢ 0 —sen2f 3cos’£+ 5 0
0 2sen ¢ 0 0 cos &
1 0 0 0 0
_ 0 cos& sené 0 0
R3;(&) = 0 —sen& cosé 0 0 . (2.108)
0 0 0 cos2  sen2¢
0 0 0 —sen2¢ cos2¢

Los armonicos esféricos se transforman entonces a variables referidas a
la ecliptica de la fecha, realizando el producto matricial . Tal como
indicabamos al inicio de la secccién, estudiaremos por su interés la transfor-
macién del primero de ellos, Ch, = Cy (1, ') = Py(cosn’). En las expresiones
que se obtienen tras el producto matricial distinguiremos por conveniencia,
en primer lugar, los términos correspondientes a diferentes relaciones fun-
cionales con la variable auxiliar o, que en virtud de su magnitud, o ~ 10~°
rad, dard pie a la utilizacion de desarrollos en serie de MacLaurin para la
realizacion de aproximaciones numéricas. Escribiremos entonces

3 1
Coy = (5 cos’o — 5) - fi+sen20 - fo +sen’o - fs, (2.109)

donde se ha definido

3 1 1 1
f = <§ cos® [ — 5) Cho — ZCQQ sen® I — 5551 sen 21,
f2 = _3a or — 1pi N — L2 !
5 = 1C2 COS [1sen 12 (cosn') far o2 (cosn) fae,

3 1 1
fs = sz(COS ') cos 2pusen’ I + ZPQ(COS ') fa — 1—6P22(C05 1) f32,
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for = sen(a’ — u) (cosI + cos2I) + sen(a’ + p) (cos 2] — cos 1),
1 1
faz = cos(2a’ — p) (Sen I+ 5 sen 2]) + cos(2a’ + p) (5 sen 2] — sen I) ,

1 1
fsi = sen(a’ —2u) (5 sen 2/ + sen I) + sen(a + 2pu) (5 sen2] — sen I) :

fzz = cos(2a —2pu) (14 cos® I +2cos ) +
+cos(20/ + 2p) (14 cos® I — 2cosI) . (2.110)

En las expresiones anteriores se han utilizado relaciones trigonométricas ele-
mentales para convertir combinaciones de productos y sumas de funciones
trigonométricas en funciones con argumentos del tipo pa’ + qu, con p y ¢
enteros. Por extensién para el calculo del resto de armoénicos se habra de
repetir con argumentos de la forma pa’ + qu + rv, con p, q y r enteros. Estos
argumentos pa’ + qu permiten compactar las relaciones anteriores, buscando
la forma dada por Kinoshita (1977)). Para ello introduciremos sumas sobre
un indice 7 = £1 en las funciones f;;, que resumimos a continuacion:

for = Z sen(a’ — 7p) (cos2I + 7 cosl) =
T=%1

= Z sen(o —7p) (1+7cosI)(—1+ 27cosl),

T==41
1
foo = Z cos(2a’ — 1) (5 sen 2/ + 7 sen I) =
T=%1
= Z cos(2a’ — tp)TsenI (1 + Tcos),
T==%1
1
fa1 = Z sen(a’ — 72u) <7‘ senl + 5 sen 2[) =
T=%1
= Z sen(a’ — 72u)Tsenl (1 + 7cosl),
T==%1
32 = cos(Z2a — T +cos” +27cost) =
f > cos(20’ — 72p) (1 2 427 cos 1)
T=%1
= Z cos(2a/ — 72p) (14 7 cos ). (2.111)
T=%1

En este punto se introduce la informacion ofrecida por la teoria externa
del movimiento orbital de los astros perturbadores, en la ecliptica de la fecha.
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Como indicdbamos, son series trigonométricas de la siguiente forma (se sigue
la notacién original de Kinoshita [1977):

(g)gcéo(n,,a/) = —ZAEO) cos O,
(%>3 Cor(n,a/) = 32/—151) sen ©;, (;)3321(77,70/) _ 321421) cos O,

(%) ’ Co(r,ad/) = 3 Z Al@) cos O, (g)g Soa(n',a’) =3 Z [1,52) sen ©;,
Z Z (2.112)

donde i = (mq;, ma;, ms;, ma;, ms;) es una quintupla de enteros con ms > 0
(es habitual denotar el indice i con cardcter vectorial), a es la distancia
media entre los dos Cuerpoﬂ (perturbador y pertubado), y ©; representa
ciertas combinaciones lineales de wvariables de Delaunay de los cuerpos per-
turbadores, Luna y Sol, dadas por

@Z(t) = mul + inl' + mgiF + m4iD + m5iQ, (2113)

con [, g y h las variables de Delaunay de la Luna, I, ¢’ y b’ las del Sol, F =
I4+g,D = l4+g+h—1'"—g'—h"y Q = h—\ (X es la variable canénica de Andoyer
para la rotacion de la Tierra)ﬁ. Las variables [, I', F', D y € son funciones
dependientes del tiempo, polinomios en ¢ que para nuestros propésitos podran
considerarse de primer grado, de forma que podra escribirse

El calculo de las series trigonométricas (2.112) a partir de soluciones del
movimiento orbital para Luna y Sol puede consultarse en Navarro (2001]).
También son necesarias las propiedades, nimericamente admisibles, dadas

MEn Kinoshita (I977) se utiliza para a el valor del radio medio de la érbita. En las
teorias orbitales es habitual el uso del semieje mayor de la 6rbita. Esto afecta al valor de
(k) . - -
las constantes A," empleadas para la expresién de los arménicos esféricos. En el caso del
Sol la diferencia es despreciable, con la precisién considerada hoy en dia. Para la Luna se
tiene el factor (Kinoshita y Souchay [1990):

IRadio medio _ 1 _ () 999093142,

ASemieje

151 es la anomalia media de la Luna, !’ la anomalfa media del Sol, F el argumento medio
de la latitud de la Luna, D la elongacién media de la Luna desde el Sol y € la longitud
media del nodo ascendente de la Luna.
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por Kinoshita (I977)]

AW = _AD 4D = 4D 4D — 4@ AU (2.115)

7

Las expresiones (|2.112)) implican ademas que los coeficientes Al(-j) veri-
fiquen las siguientes condiciones sefialadas por Kinoshita (1977):

A = 0simg =1,2,
AW = 0simg =0,2,
AP = 0sims =0,1. (2.116)

La demostracion de éstas se incluye en la seccion (6.1}

En las relaciones (2.109)), (2.110) y (2.111)), y las correspondientes al resto
de armoénicos esféricos, siguiendo la construccion anterior, los armonicos del
cuerpo perturbador aparecen en la forma de productos de funciones de Legen-
dre por funciones trigonométricas de argumento pa’ + qu + rv = pa’ — Tu,

con u = Gu+7v (G y 7 enteros). Asi por ejemplo, a partir de (2.112))

3
Coo(n';a’)cosu = Py(cosn’)cosu = — (2) ZAgO) cos ©; cosu =

- 5 (5) X AV wos(u—rey). .17

i,7==%x1

donde hemos usado ) __, cos(u — 70;) = 2cosucos ©;. De forma andloga,
y expresando en todos los casos las funciones trigonométricas con el mismo
argumento u — 70;, se obtienen las relaciones:

1 3
020(77,7 a,) cosu = _§ (£> iTZjﬂ AZ(O) oS (u - T@i) ’
Cy(n',o)senu = - (£>3 Z AP sen (u—76;),
2 \a i, 7=%1 Z

16T,0s valores numéricos para los coeficientes Agj ), O;, n; vy las quintuplas de enteros
(M1, mai, Ma;, Mai, ms;) , pada cada valor del indice i, pueden consultarse en Kinoshita
(I977), o su revisién posterior en Kinoshita y Souchay (1990).
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3
P} (cosn)cos(a —Tu) = 3 E) ZA( )7 sen (u — 760;),

3
P} (cosn)sen(a/ —Tu) = 3 <t> A( ) cos (u — 10;),
a
P} (cosn)cos(2a/ — Tu) = 3 (

2)3 ZAE ) cos (u—T16;),
P} (cosn')sen(2a/ —Tu) = -3 ( ) ZA 7sen (u —76;) ,(2.118)

en las que se ha hecho uso de las propiedades (2.115)).
Estudiemos la expresion final para la transformacién del primero de los
armoénicos, Cyg. Utilizando (2.118]) en (2.110)):

AN 3 o] — L 0) 3 2)
(;) fi = _(5608 I—§>2Ai cos@i—aseHQIZAi cos ©; —

3
~1 sen? | Z AE” cos ©;

:323 ) cos O, (2.119)

donde se ha definido la funcién
1 1 1
Bi(I) = v/ (3cos®I —1) AEO) — 5 sen QIAl(l) ik sen” ]AZ(-Q). (2.120)
De la misma manera,

3 3
4 5 = -—cospusen2l A© cos O, —
4 (2
r .

—zz (14+7cos!)(— 1+2TCOSI)A cos( —70;) —

_§ Z TsenI(1+7'cosI)A()cos( —70;)

i, 7=%1

— —g Z Ci(I,7)cos(u—T16;), (2.121)

i, 7==+1

donde se ha definido la funcién
1 1
Ci(l,7) = 1 sen 27A” + 3 (1+7cos)(—1+ 2rcosI) A +

1
—I—ZT senl (1 +7cos/) AZ(-Q), (2.122)
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y también se ha hecho uso de laigualdad > ___ cos (. — 70;) = 2 cos p1cos ©;
en el primer sumando.

Por ultimo

/N
S|
N——
w
o
I
w

— o8 2 sen® [ ZZ: AZ(»O) cos ©; +

3 M
+é_l Z Tsenl(1+7cosl)A;” cos (2 —70;) —

i,7==+1
3
16 Z (14 7 cos I)2A§2) cos (2u — 76;)
i, 7=%1
3
= > Di(I,7)cos (2u — 76) (2.123)
i, 7==+1

donde

1 1
Di(I,7)= -3 sen® TA” 4+ 7sen I(1 + 7 cos 1) AW — Z(l +7cosI)2AP,
(2.124)
efectuando la misma manipulacién trigonométrica que en el caso anterior.

Finalmente, recopilando los resultados anteriores en ([2.109)) obtemos la ex-
presién para Ca(7), ).

Las funciones B;([), Ci(I,7) y D;(I,7) fueron convenientemente intro-
ducidas por Kinoshita (1977)) para dar expresiones analiticas manejables de
los armonicos esféricos de grado dos de los cuerpos perturbadores, referidos
al sistema terrestre. Estos, incluidos en el desarrollo del geopotencial ,
son funciones de las variables cano’nicaﬂ de Andoyer y del tiempo; esto es,
en virtud del desarrollo previo, incluyen soluciones para el movimiento or-
bital de la Luna y el Sol. Relacionamos a continuacién el resultado para todos
los armonicos esféricos de que intervienen en el potencial, y que se obtienen
seguin el procedimiento ejemplificado. Las expresiones se pueden consultar

17 Aunque ya se ha dicho y ademds forma parte del planteamiento de partida dado por
, conviene recordar que el potencial depende también de la variable candnica A,
aunque ésta no aparezca explicitamente en las expresiones de los arménicos esféricos. Esta
viene a través de , via £ = h — . Por eso a veces se hace aparecer explicitamente
definiendo ©; = 6, — msA, donde 6, no incluye ninguna variable de la rotacién.



48 2.7. Transformacion de los armodnicos esféricos

también en Getino y Ferrdndiz (1995)) o Escapa (1997)) entre otros.

3 3 3
(%) Cy(n,a) = 5 (3cos?o — 1) ZBi(I) cos ©; — §sen20 Z Ci(I,7) x

i, 7==+1

X cos (u— 70;) + Zsen2 o Z D;(1,7)cos (2u —716;),

i,7==+1
a\3 9 3
(—> Cor(n, ) = Zsen2a Z B;(I)sen (v — 70;) + 2 Z p(1+ pcoso) x
" i, 7==+1 p==1
X (=14 2pcoso) Z Ci(I,7)sen (pu+ pr — 70;) —
i, 7==%1
3
= Z seno (1 + pcoso) Z D;(I,7)sen (2u + pv — 70;),
p==x1 i, 7==+1
3 9 3
(2) Sor1(n, ) = 2 sen 20 Z B;(I)cos (v — 70;) + 3 Z (1+ pcoso) x
r i, 7==%1 p==%1
X (=14 2pcoso) Z Ci(I,7)cos (pu+ pv —710;) —
i, 7==%1
3
~7 Z pseno (1+ pcoso) Z D;(I,7)cos (2u+ pv —716;),
p==x1 i, 7==+1
a\3 9
(;) Cn(n,a) = —2 sen” U”Zﬂ B;(I)cos (2v — 70;) —
-3 Z pseno (1+ pcoso) Z Ci(I,7)cos (pu+2pv — 70;) —
p +1 ir=1
—— Z + pcoso) Z D;(I,7)cos (2u+2pv — 70;),
p +1 i, 7==+1
an 3
(;) Saa(n, ) = —sen o Zﬂ )sen (2v — 70;) +
+3 Z seno (1 + pcoso) Z Ci(I,7)sen (1 +2pv — 70;) +
p +1 iyr=+1
+-— Z (14 pcoso) Z D;(I,7)sen (2u + 2pv — 76;) .
p—:l:l i,7==+1

(2.125)
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2.8. Meétodo de perturbaciones

A pesar de que se haya dado una expresién compacta para los armdnicos
esféricos de los que depende el geopotencial, su dependencia con las variables
canodnicas hace inviable la resolucién exacta de las ecuaciones de Hamilton
para

H =T(M,N,v)+ V(A M, N, u,v)+ E(A, M, ). (2.126)

Ello requerird de la introduccién de métodos candnicos de perturbaciones
para la obtencién de soluciones aproximadas.

Las particularidades de aplicacion de éstos, y de eleccion de los distintos
componentes del método, se abordaran en la proxima seccion. Por el momento
resumiremos las generalidades del denominado método de Hori (Hori 1960,
1973], también conocido como de Lie-Hori) y su justificacién para el caso que
nos atane. Fue introducido originalmente por Kinoshita (1977) en el &mbito
de la teoria hamiltoniana de la rotaciéon de la Tierra, pero tiene sus origenes en
los métodos canénicos de von Zeipel-Brouwer (Zeipel 1916, Brouwer [1959)) y
de Poincaré (Poincaré [1893)). Estos métodos estan basados en el uso de series
de Lie y su asociacién con las transformaciones canénicas infinitésimales. Los
aspectos matematicos del método pueden consultarse en Ferraz-Mello (2007),
que aqui se exponen de forma sucinta.

Se puede construir una tranformacién canénica (¢, p) — (@, P) a partir de
una funcién generatriz de la forma S(Q, ¢; A) suficientemente regular, donde
por el habitual abuso de notacion q y ) representan los conjuntos de coorde-
nadas canodnicas antes y después de la transformacion, respectivamente. La
transformacién candnica, para cada valor del pardmetro real A, vendra dada
por las ecuaciones p; = 05/0q;, P, = —05/0Q;, donde p y P respresentan los
momentos canénicos. Si QQ = Q(g, p; A) es una solucién del anterior sistema de
ecuaciones, entonces, definiendo W (g, p; A) = =95 (Q(q,p; \), q; ) /O (de-
nominada funcién generatriz de Lie o generador de Lie del grupo) se verifican
las ecuaciones siguientes para la transformacién candnica infinitesimal

d\  Op;’ d\  0g;
Se define la derivada de Lie de una funcién real f de clase C*° con dominio
en el espacio de fases, como

(2.127)

of oW oW of
Dwf={fW}= Z <8qi op;  Og; 3pz‘> 7

que ademas de verificar las propiedades algebraicas habituales de la derivada,
permite definir una estructura de algebra de Lie. Para nuestra aplicacién

(2.128)
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mecanica es interesante resenar que cuando se dispone de una restriccion
de la funcién f a una curva integral (g()\), p()\)), solucién de las ecuaciones
canonicas generadas por W para cierto problema de valor inicial
que representamos como f = f (g(X),p()N)), se tiene por aplicacion de
que

df

= W Wh=Dwf. (2.129)
Bajo condiciones generales de regularidad las ecuaciones permiten
expresar las soluciones como desarrollos de Taylor, que teniendo en cuenta

(2.129) toman la forma

6= 77 (Divai) s i =D 77 (Divpi) oy (2.130)
k=0 " k=0 "

donde D¥, representa la derivada k-ésima, por aplicacién reiterada de Dyy.
El resultado anterior permite definir la serie de Lie generada por W de
una funcién f como

o] )\k
Ewf=) DWf, (2.131)
k=0

que resulta ser la serie de Taylor en A = 0 de la funcion restringida, f, alas
trayectorias solucién de (2.127).

En las teorias canodnicas de perturbaciones, la generatriz W se introduce
como una funcién arbitraria a determinar de forma que verifique algunas
condiciones dadas. A su vez, en la construcciéon independiente de ,
dada ésta como definicion, se tiene libertad para adoptar el parametro A =
1, ya que éste nada tiene que ver con el pequeno parametro que define la
perturbacién, en la forma H = Hy+eH;+&?Hy+... habitualmente. Ademaés la
condicién de canonicidad (o caracterizacién a través de corchetes de Poisson)
para una trasnformacién canénica del tipo (¢, p) — (Ewq, Ewp), en términos
de series de Lie se escribe Ew {q,p} = {Ewq, Ewp}, es independiente del
pardmetro A. Aprovechando la homegenidad de la derivada de Lie, DY, =
"Dk, y asumiendo desarrollos para las funciones f = fo + fi + fa+ ... y
W = W; + W5 + ..., tenemos la base de lo que constituiran las ecuaciones
del método de perturbaciones:

Ewf = fo+ i+ Dwifo+
+f2 + Dwifi + Dwafo + %DW1DW1fO + ...
= Jo+ fit{fo,Wi}+
fo +{f1, Wi} + {fo, Wa} + % {{fo, W1}, W1} + ... (2.132)



2. Preliminares y formalismo hamiltoniano 51

cuya convergencia no estd asegurada en un sentido estricto (se trata de
un desarrollo asintético), y depende de la magnitud de || debido a la
homegenidad de DE, respecto de W. La transposicién de al mar-
co hamilitoniano es directa, considerando una transformacién candnic
(¢,p) — (Bw~q, Ew=-p) = (¢*,p*) donde W* = W (¢*,p*).

Si el hamiltoniano es independiente del tiempo (sistema autonémo), y por
tanto se conserva ante transformaciones canénicas, H* (¢*, p*) = H (¢,p) , se
tiene

H*(¢",p") = Ew-H(q",p"). (2.133)

Las ecuaciones perturbativas se obtienen sustituyendo este resultado en los
desarrollos siguientes

H = H0+€H1+82H2+...
H* = H}+eHf +2Hj + ...
w* eWs + Wy + ... (2.134)

y comparando con el desarrollo ([2.133]), utilizando ([2.132)):

Hg = HO
HY = Hy+{Ho, Wi}

1
(2.135)

En estas ecuaciones, H, = Hy(q¢*, p*), la dependencia en (¢*, p*) es la misma
que Hy(q,p) en (q,p), es decir, se construye mediante sustitucién literal de
las coordenadas viejas por las nuevas. En la ecuacion de orden k, W' sélo
aparece en el término de la forma {Hy, W/}, y Hj s6lo aparece en el miembro
izquierdo de la ecuacién. El resto de términos son funciones calculadas en los
k — 1 pasos anteriores. Se puede escribir entonces, de forma resumida

H: = Wy + {Ho, Wi} (2.136)

donde W (g*, p*) es una funcién conocida. La ecuacién (2.136) es una ecuacién
diferencial en derivadas parciales para la funcién incégnita W,'. En el caso en
que el hamiltoniano depende sélo de algunos momentos canénicoﬂ, Hy =

I8Nétese que el resultado se puede escribir de forma compacta como z = Eyy-2*
donde z = (¢,p), z* = (¢*,p*) y W* = W(z*). Para cualquier funcién f se tiene entonces
f(z) = f(BEw+z") = Ew~ f(2*), resultado que se conoce como teorema de conmutacion.

19Esta condicién para hallar soluciones al método hace que, en general, se formule sélo
para variables accién-dngulo, como ocurre en nuestro problema en el caso del hamiltoniano

libre y simétrico, Ho = Ty dado por (2.56).
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Hy(p,) esta ecuacién se simplifica por 0Hy/dg} = 0, y entonces

OHy OW},
U, — H; = — . 2.137
g F Z op; Iq; ( )

J

Aun asi, en la ecuacion sigue habiendo dos funciones descono-
cidas, lo que nos obliga a selccionar una de ellas bajo ciertos criterios que
sean consistentes con el problema a resolver. En las teorias candnicas de
perturbaciones (von Zeipel-Brouwer), en esta situacién, se buscan soluciones
aproximadas mediante el método de los promedios, bajo la hipdtesis a priori
de que la evolucién del sistema diferira respecto del “sistema promediado”
dentro del orden de aproximacién requerido. Por ejemplo, si se trabaja con
variables accién-angulo, una posibilidad es promediar el hamiltoniano de la
perturbacién en los dngulos cuyas frecuencias, v = 0Hy/0pj, sean no nulas.
Pero ésta no es necesariamente la tinica opcién, ya que el método no tiene un
enunciado precisom sino diversas posibilidades consistentes con una misma
idea fisica.

Vamos a ilustrar un caso particular buscando la aplicacion en nuestro
problema, con las ecuaciones del método a primer orden de perturbaciones,
para Hy = Hy(p;)

H = H
HY = Hy+{Hy, Wi}

OH, W
H, — H = . 2.138

Supongamos ademas que el hamiltoniano es de un tipo similar a nuestro
problema de rotacion, de forma que la perturbaciéon de primer orden, Hj,
dependera de los momentos candnicos y, quizas, también de algunas variables
angulares, en contribuciones aditivas separadas. Siguiendo el método de los
promedios seleccionamos Hi = (H;p), y elegimos como promedio (H;) =
Hii.. la parte secular del hamiltoniano, esto es, la parte sin dependencia
con las variables angulares (esta definicién no estricta de la parte secular
del hamiltoniano se sigue inicamente a efectos ilustrativos, volveremos a ella

mds adelante). La ecuacién diferencial (2.138)) resulta entonces

j j vp

dp; Oq; dt Jq; dt

20En este aspecto es ilustrativo el comentario de Arnold (1978) sobre el método de los
promedios (averaging principle): "this principle is neither a theorem, an axiom, nor a
definition; it is [...] a vaguely formulated and, rigorously speaking, wrong proposition".
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ya que Hy — (H;) sblo puede depender de las coordenadas canénicas, y dado
que hemos usado las ecuaciones de Hamilton, el subindice “UP” (unper-
turbed) indica que la derivada esta calculada sobre soluciones o trayectorias
del sistema hamiltoniano dado por Hy, es decir, del caso no perturbado. A
las ecuaciones de hamilton para Hj se les denomina, en este ambito, sistema
auzxiliar de Hori. La ecuacion permite la integracién para obtener la
funcién generatriz de primer orden de perturbacién

W — / (Hy— (H))dt = [ Hipeedt, (2.140)
UP Up

donde H;,., simboliza la parte periddica del hamiltoniano, definida a partir
de H; = Hisee + Hiper- En esta expresion se realiza una integral de camino
sobre las trayectorias solucién del sistema no perturbado (funciones depen-
dientes del tiempo y de constantes de integracion, se vuelve a este detalle
mas adelante). A partir de ahi, y en virtud del desarrollo se obtienen
aproximaciones analiticas para las funciones que dependan de las variables
canonicas. Asi por ejemplo, a primer orden se tiene

fp,q) = f0", ") +{f(p",¢"), Wi}t = f(p", ") + Af(p*,q").  (2.141)

En esta aproximacion de primer orden, los efectos seculares de la evolucion de
f se encuentran contenidos en f(p*, ¢*), mientras que los efectos periddicos
provienen de Af(p*,¢*), tal como apunta Kinoshita (I977).

Sin embargo, esta definiciéon de parte secular, no es véalida para nuestro
problema de rotacién de la Tierra, ya que no tiene por qué verificarse que la
dependencia con los momentos y variables angulares sea disjunta en Hjge. +
Hiper . Pero en concreto, y como veremos, serd valida si permitimos que en
la parte secular del hamiltoniano se incluyan las variables de largo periodo,
o dicho de otra forma, si promediamos sélo con respecto a las variables de
movimiento rdpido (comparado con alguna caracteristica propia del sistema
dindmico, en nuestro caso, por ejemplo, los periodos de nutacién). Esto es
una manifestacién de un resultado més amplio. Puede demostrarse (Ferraz-
Mello 2007, mediante la teoria de Cauchy-Darboux de curvas caracteristicas)
que en el método general de Hori la ecuacion conduce a un resultado

general, formalmente similar a ([2.139))
aw;
du

que se resuelve conjuntamente con el sistema auxiliar de Hori,

dg;  OHy dgi  OHy

7

du — Opt du  Oq

=0, — H, 2.142
k

(2.143)
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El sistema cuyo hamiltoniano es Hy se denomina nicleo (o kernel) de Hori.
En este sistema de ecuaciones, u es un parametro de las curvas solucion,
denominadas caracteristicas, ¢} (u), pf(u), que ocupa el lugar del parametro
tiempo en las ecuaciones de los sistemas mecédnicos. Es importante resenar
que las ecuaciones son las mismas para todo k, esto es, para todo
orden de perturbacion. Esto es una de las ventajas analiticas del método
de Hori, ya que se mantienen las ecuaciones del caso no perturbado en la
aproximacién dada por el método en todos los 6rdenes. La solucién de
para todo k requiere, no obstante, la integrabilidad de , esto es, la
obtencion de las trayectorias del sistema no perturbado, que simbdlicamente
representamos como:

q: = C]:(U—i—Cl,Cz;---Czn),

donde 2n es la dimensién del espacio de fases y C; son constanes de inte-
gracion.

El método de los promedios conlleva la seleccién de H} = (¥, ), donde se
puede realizar un promedio general para funciones quasi-periédicas (teorema
de Bohr)

1 /7
H} = (V) = lim —/ U du, (2.145)
T—oo 1" J
que finalmente permite la construccion de la funciéon generatriz por inte-
gracién de (2.142)). Podemos, por lo tanto, dar un cardcter general a los
resultados (2.140]) y (2.141]).

Notese ademés que, lejos de ser una eleccién libre, las particularidades de
nuestro problema nos obligan, ante una ecuacion diferencial del tipo (2.138)),
a incluir las variables de largo periodo en la parte secular del hamiltoniano.
Supongamos, en una situacion similar a la integracion de primer orden de
nuestro problema de rotacién, que

HT(A*vp*) = Hlsec = Hlb(p*) + Hllp()\*,p*), (2146)

aqui \* representa las variables angulares de largo periodo, “s” hace referencia
a la parte secular pura, y “Ip” a los términos de largo periodo. La ecuacién

(2.138]) toma entonces la forma

ZV]. a *1 = chp(q vy )7 (2147)
j 4

donde “cp” representa la contribucién aditiva de H; de los términos de cor-
to periodo, y v} las frecuencias de las variables de corto periodo (se puede
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suponer, como simplificacién, que se trata de variables accion-dngulo o proéxi-
mas a ellas). En general, y como se verd en la préxima seccién, la integracién
de ([2.147) para la obtencién de W7 incluird denominadores del tipo ), hiv;
(con hy enteros). Sin embargo, de haber excluido A" de la parte secular, y por
lo tanto estar presente en H,.,, provocaria la apariciéon de pequenos divisores
(frecuencias proximas a cero), o resonancias, que invalidarian la convergencia
del método.

Para determinada W} a partir de , se emplean las soluciones
(2.144)) para escribir Wy, en funcién del tiempo (u), esto es, se realiza la inte-
gral de camino sobre el sistema nicleo, como ya adelantabamos en .
Después se requiere invertir el sistema de soluciones para recuperar
H}; y Wi como funciones de ¢ y p;:

u+Cr = aq(q;,p;),
Ci = 9i(q;,p;), (i=2.n,j=1.n). (2.148)

Esto 1ltimo es un paso que puede ser problematico y no garantizado en
general’] No obstante estd implicitamente incluido en la construccién de las
funciones generatrices y hamiltonianos transformados, aunque la notacion
habitual pueda ser confusa a este respecto. Volveremos sobre algunos de los
detalles del método en su aplicacién especifica al problema que nos atane.

Por 1ultimo relacionamos las ecuaciones de método para los primeros dos
érdenes de perturbacién (Hori 1966, 1973 o mas recientemente Getino et al.
2010):

Ha( - HO» Hf - Hlsec>

1
H5 = Hgee + 9 {Hy + Higee, W'} donde Hy(.) = H’f(---)(Q*’p*)

sec ?

Wl* - Hlperdta
UP

1
Wz* = H2perdt + = {Hl + Hlse07 Wl*}
UpP 2

(2.149)

per °

Para la evolucion temporal de las funciones dependientes de las variables
candnicas:

fp,a) = flp'.a") +Af(p",a7),
AF = LW USSR LI, (2150

21Es remarcable a este respecto que Hori (1973) indica que la inversién puede realizarse
“in principle, at least”. Ferraz-Mello (2007)) en este punto recomienda el uso de variables
accién-dngulo o proximas a ellas.
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donde f* = f(p*,¢*). En el caso particular de las variables canénicas, se
tiene:

owy oWy 1 (OWy
Ag = g—q° = 1 2 2y 2Ly

oW OWwr 1 (oW
Ap = p—p-=——1_ 272 _ 2 )JZ71 pxl 2.151
p p—p o o 2{ o7 ( )

En el ambito de aplicacion de esta investigacion, se emplearan las expresiones
correspondientes al primer orden de perturbacion.



Capitulo 3

Tierra rigida

3.1. Integraciéon de primer orden

En el estudio de la rotacion de la Tierra rigida, se entiende por problema
de primer orden (Kinoshita[1977) aquél definido por una perturbacién, sobre
el caso libre simétrico, dada por el primer término del desarrollo del potencial
gravitatorio y el término de no inercialidad. Es decir, el hamiltoniano
se descompone en

H:Hg—l—Hl COHHQZTQ, H1:‘/1—|—E, (31)
donde Ty viene dado por (2.56]), E por (2.76)) y V; definido por
Gm2C -A—-B
Vi(r) = 3 5 Cao(n, @). (3.2)

La justificacion de que H; puede ser considerado como un hamiltoniano de
perturbacion viene dada por la evaluacién de los érdenes de magnitud rela-
tivos, que puede consultarse en la literatura de referencia (Kinoshita 1977,
Getino y Ferrandiz 1995):

Vic s Vs 8
L x 1078, 222 ~ 3 x 1
T 6 x 10 T 3 x 1077,
VL_VlL -5 VS_Vls -7 E -7
LWy x1078, 2 S 077, L~ 1077, 3.3
Vir Vis To (3:3)

donde Tj se define en ([2.56)), y cuya relacién en magnitud con T; ya se es-
tudié previamente . Los subindices L y S, denotan los términos del
potencial correspondientes a los astros perturbadores, Luna y Sol, respecti-
vamente.

57



58 3.1. Integracién de primer orden

La integracion de la situacién no perturbada definida por H, es decir,
la rotacion de un sélido rigido libre y simétrico, se abordé en la seccion
Con esta descomposicion del hamiltorniano, todos los momentos canénicos
en el caso no perturbado son constantes del movimiento. Tal y como se resena
en Getino et al. (2010), esta eleccién de Hy y H; supone una diferencia de
procedimiento respecto a la integracién original de Kinoshita (1977), que
introduce el término F en la expresién de H{ para la construcciéon de la
funcién generatriz del método de Hori (ecuacién 4.8 de la referencia).

Debe tenerse en cuenta ademas la expresion (2.125]) para escribir V; en
términos del conjunto canénico de Andoyer. Este a su vez, y de ahi la pre-
sencia del término de no inercialidad E(A, M, \), esté referido al sistema no
inercial denominado ecliptica de la fecha. Tal como se expuso en la seccion
es en éste donde se dispone de funciones conocidas del tiempo para la
posicion de los cuerpos perturbadores, a través de las combinaciones lineales
©,(t) dadas por que participan en la expresion final de V;. Por lo

tanto el hamiltoniano de la perturbacion resulta:

H = G([C-A) Z ﬁ; [g (3cos®o — 1) ZBi;p(I) cos O, —
p=L.5 i
3
— 5 sen 20”2;1 Cip(I,7)cos (pn—70;) + (3.4)

3
+>sen’ o Z D;.,(I,7)cos (21 — 76;)

; +E(A, M, \).
i, 7=%1

La integracién del problema se aborda con el método de perturbaciones
de Hori, expuesto en la seccién 2.8 Las ecuaciones de Hamilton, resueltas en
la seccion para la integracion del caso libre, constituyen el denominado
sistema auxiliar de Hori. Las ecuaciones del método (2.149)) conducen a

1M*2 1 1 1
H; = Ho(M*,N*) =~ +—N*2( >

T2 A 2 C A
Hf = Hige. (3.5)

Recuérdese que Hisee = Hisee(P*, ¢*). La solucién del sistema auxiliar de Hori,

en virtud de (2.58) y (2.61)), resulta
A=Ay, 15 =t + g, V=gt + v,

A =A%, M* =M, N* = N, (3.6)
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donde se han definido los movimientos medios andlogamente a (2.62) y el
subindice 0 denota las constantes de integracién. En virtud de su definiciéon
(2.13)), los angulos auxiliares también resultan constantes

ot =05, I =1I. (3.7)

La seleccion de la parte secular del hamiltoniano, Hig.., siguiendo la cons-
truccién dada por , debe incluir la parte secular pura, esto es, sin
dependencia con las variables angulares, asi como los términos dependien-
tes exclusivamente de variables de largo periodo, en nuestro problema de la
variable canonica \.

Por lo tanto Higee = E(A, M, \) + Vigee, donde Vig denota la parte se-
cular del potencial perturbador. Examinando , los tnicos términos con
contribucién secular son aquellos con argumento ©; = 0, y siempre que O;
sea el inico argumento de las férmulas trigonométricas. Tal y como se indica
en Kinoshita (1977), el valor ©; = 0 se obtiene para la quintupla de enteros
nulos, i = (mq, mg, m3, my, ms) = (0,0,0,0,0), por lo tanto

1
HY = Higee = Y k:]’ﬁ (3cos? 0™ — 1) By, (I*) + B(A*, M*,\*),  (3.8)
p=L,S
donde por comodidad de notacién se ha definido el parametro

~3Gm,(C — A)

3
Ap

p

(3.9)

que caracteriza la intensidad gravitatoria debida al cuerpo externo p. Para
la construccién de la funcion generatriz del método, se precisa de la parte
periodica del hamiltoniano, esto es

Hlpcr - Hl_Hlscc:

- Z k, % (3cos’o* — 1) ZB"W([*) cos O —

p=L,S i#0
1
5 sen 20" Z Cip(I*,T)cos (" — 7O7) +
i, 7=%1
1
+5 sen? o* .21 Dip(I*,7) cos (2u* — 702 . (3.10)

La funcién generatriz para la obtencion del movimiento del sistema, W7,
se construye a partir de (2.149))

Wi = | Hypedt. (3.11)
UP
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El célculo de la integral resulta inmediato teniendo en cuenta las siguientes
consideraciones. Como se indicd, es una integral de camino que se realiza
sobre las soluciones o trayectorias del sistema nicleo de Hori, dadas por (3.6]),
donde tanto los momentos como los movimientos medios de las variables son
constantes. Aceptando la simplificacién numéricamente admisible indicada
por Kinoshita (1977)|;|, supondremos que el efecto de la dependencia temporal
de los coeficientes Aij ) dada por es despreciable, considerando que
éstos son constantes en la integracion. Igualmente, en virtud de la asuncion
de (2.114)), dentro del nivel de aproximacién, se tendra que dO}/dt = n}, con
n,; constante. Por ultimo, recuperando la dependencia de O} con la variable
A" dada por , se tiene que dOf/d\* = —my;. La funcién generatriz
resulta entonces:

* 1 2 % Bi; ( *) *
W) = Z k, 5(3COS o —l)z 21’ sen ©F —
p=L,S 1#0
1 Cip(I*,
—=sen20” ;p( 7) sen (u* — 7O7) +
i, 7==41 n/‘ T
1 2 % Di;p(I*v 7_) * *
+Z sen- o igl m sen (2M - T@z) . (312)

Notese que tras la integracion sobre el camino no perturbado, se ha realizado
la sustitucion de las constantes de integracion por las variables transformadas

mediante la inversién del sistema (3.6)), tal como se indicé en (2.148). La

inversion resulta trivial en este caso,

* * * * * * * *
Ao = AT, g =@ =t vy =Vt — ngt,

o = A", Mg = M", Ny =N, (3.13)

'En los valores tabulados para las A,Ej ) (por ejemplo en Kinoshita [I977)) se tiene que
49| < A%
dependencia temporal de las funciones B;,p,, B;., y Ci.p, da lugar a los términos fuera de

, al menos dos 6rdenes de magnitud inferiores. La consideraciéon de la

fase, de poca magnitud por el valor de las Aifl y por aparecer divididos por el cuadrado
de las frecuencias. No obstante, algunos de ellos se consideran en los estdndares actuales
(Escapa et al. 2013]).
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y a modo de ejemplo, se tiene entonces:

/ cos(u* —7O)dt = /cos (nt + pg — 705 dt =
UP

1
T sen(nyt + pig — 70;) =
I (]
1
W (]

La solucién para el sistema perturbado, esto es, su movimiento descrito
a través de la variacién de las variables canénicas respecto al caso no pertur-
bado, viene dado por las ecuaciones ([2.151)) del método de perturbaciones,

que a primer orden resulta

*

=q +Aq=q+8p3=q +{q", Wy}, (3.15)

o equivalentemente, Aq = {¢*, Wi}

Notese que esta aplicacion del método de perturbaciones de Hori, en el
ambito de la rotacién de la Tierra, permite solo el estudio del movimiento
de corto periodo, esto es, el movimiento de nutacion. Ello es debido a la de-
pendencia con los argumentos de corto periodo, ©F, en todos los términos de
la funcién generatriz, que via pasan a formar parte de Ag. En cam-
bio, la evolucién de las coordendas ¢* viene determinada por el hamiltoniano
secular Hj + H7, esto es, el hamiltoniano transformado por la transforma-
cién canodnica generada por W7, que define el primer orden de perturbacién.
Constituye, por tanto, la parte secular o de largo periodo del movimiento del
sistema. Esta resulta, en virtud de las ecuaciones de Hamilton:

dq*
dt

={¢" Hy+ H{} ={q¢", H}} + {q", Hisec} - (3.16)

El movimiento de precesion de la Tierra, necesario para el estudio de la
evolucion temporal del sistema, viene definido entonces por E|, y se
aborda en la seccion . Tampoco éste sistema resulta integrable (aunque
queda reducido a un grado de libertad) y conduce a los conocidos desarrollos
en serie para el estudio de la precesion de la Tierra.

En se requiere, por tanto, derivar W] respecto de los momentos.
Antes de proceder al cdlculo de las derivadas, conviene hacer un rapido repaso
de la dependencia funcional de la funcién generatriz. La dependencia con los
momentos candnicos, A*, M* y N*, esta a través de los angulos auxiliares o*

2En particular, como se estudiard, de d\*/dt y dI*/dt.
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e I*, en virtud de , y en el caso de M* también a través del movimiento
mediqﬂ ny, = M* /A, segin . En particular o* aparece explicitamente, e
I* 1o hace como argumento de las funciones B;, C; y D;. No hay dependencia
con la variable canénica v*, con A\* a través de las funciones ©F, y p* aparece
en los argumentos de las funciones trigonométricas. Conviene por ello expre-
sar el operador derivada parcial respecto de los momentos en términos de
las derivadas parciales respecto de las variables auxiliares, mediante la regla
de la cadena. Las derivadas parciales de las variables auxiliares respecto de
los momentos se obtienen por derivacién directa de E| Los operadores

resultan:

J 0 cotc 0 cotl O 1 0
aM <8_M) M 90 " M ol " Ao,
J 0 1 0
ON (8_N) - Mseno do’
0 0 1 0
ON <8_A) ~ MsenIdl’ (3:17)
donde (0/0p) denota la derivada parcial de los términos que contienen una
dependencia funcional explicita con el momento candnico p.

A partir de las ecuaciones de perturbacién (3.15), estudiamos el movi-
miento del sistema perturbado, esto es, el cdlculo de las funciones A\, Ap,
Av y adicionalmente las auxiliares Al y Aog. Con éstas se determina el mo-
vimiento de nutacion de los planos fundamentales que describen la rotacién

de la Tierra a través de la geometria definida por los conjuntos canoénicos
seleccionados. Las ecuaciones de pertubacion resultan entonces:

oawy 1 oWy
AA = ON* — M*senI* OI*’
owy 1 oWy oW\ 10wy
Ap = L — to*——L tl—— ) + —
S NV E (CO 7 e TG > Aon,
Ay = WY _ L oW (3.18)

ON*  M+*seno* do*

Dado que ¢* e I* son funciones del conjunto candnico, su evoluciéon viene

3En la aplicacién del método de perturbaciones, en Kinoshita (1977) se ignora esta
dependencia funcional con M. Un anélisis independiente de esta contribucién puede con-
sultarse en Escapa (1997), dénde se comprueba que conduce términos del orden de o2,
que no afectan al resultado del célculo de las nutaciones a orden ¢°. No obstante bajo
esta aproximacién pueden incluirse en el cédlculo, junto al resto de términos, sin ninguna

consideracién particular.
, 01 cotl Oo coto

oM~ M OM M
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determinada analogamente por 2.150@:

or- owy B ar- owy
ON* 0N OM* ou*
/1 ey oW
— I SR [*—
M+ (sen[* o o op* ) ’

do* WY cot o OWY
OM* O M* Oupr’

No = {o", W]} =— (3.19)

3.2. Movimiento de nutacién

Estudiamos la solucién a primer orden del movimiento de rotacion de
la Tierra rigida a partir de la descripcién de las nutaciones de los planos
fundamentales de referencia: de Andoyer y de figura (o ecuatorial).

El plano de Andoyer estd introducido por la geometria del conjunto
canénico de Andoyer, tal como se estudio en su construccién. Su movimiento,
por tanto, se rige por las nutaciones de los angulos A e I, esto es, por los térmi-
nos Al (nutacién en oblicuidad) y AX (nutacién en longitud) denominados
de Poissonﬂ Estos términos peridédicos determinan, entonces, el movimien-
to de nutacién del eje del momento angular total de la Tierra. Siguiendo
el desarrollo analitico de Kinoshita (1977), el calculo de se simplifica
considerablemente aprovechando que o* ~ 1075 rad y estableciendo el orden
0 de o como numéricamente aceptable para las expresiones del movimiento
de nutacion.

Bajo esta aproximacién (3 cos? 0* — 1) /2 ~ 1 y s6lo se considera el primer

término de (3.12)[7 por tanto

1 aB
A= 3 ). 2
M*Senl* > ok an sen ©F + O(c™) (3.20)
p=L,S
Considerando la expresién (2.120)) de B;(I*), y definiendo (Kinoshita [1977)

1 8BZ(I*) 0) 1 (2) COS 21* (1)
E,(I") = — = A - A I — A 21
i) sen [* OI* < k gt )8 sen I* "' (3:21)

’De forma matemédticamente equivalente se puede proceder a la diferenciacién de sus
expresiones definitorias , y la sustitucién de las diferenciales por las funciones Ap y
Aq dadas por las ecuaciones (2.151)) del método de perturbaciones.

6Son los términos que se obtienen por aplicacién de las ecuaciones de perturbacién de
Poisson (Kinoshita [1977]).

"En aras de la simplicidad, procedemos aquf igual que en Kinoshita (1977). Sin embargo
un planteamiento riguroso exige realizar primero las derivadas y después la aproximacion
numérica de los términos.
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finalmente resulta

1
AN=—
M*

Sy ET(LI ) sen " + 0(c™). (3.22)

p=L,S  i#0 @

En el caso de la oblicuidad, la aproximacion numérica previa anula los térmi-
nos con dependencia en p, esto es OW;/dp = 0. Se tiene entonces

B 1 N~ Bl 00 o
AI"EEQE?E:%E: o Qav+OW)—
=L,S 1#0
— A4*Sen]* >k j£:7nm cos() +0(c%). (3.23)

p=L,S 1#0

El movimiento del plano de figura, o plano ecuatorial, se describe a través
de las nutaciones de los 4ngulos de Euler ¢ (longitud) y 6 (oblicuidad). Estos
se relacionan con los angulos de Andoyer a través de las expresiones .
Se acostumbra a dividir el movimiento de estos dngulos (Kinoshita [1977) en
dos partes, en virtud de

¢ = A+(¢—A):A+asen
0 = I+(0—1)=1+accosu+O(c?). (3.24)

Asi el movimiento del plano de figura se describe a través del movimiento
del plano de Andoyer, mas términos adicionales dependientes de o (que re-
presenta el movimiento del plano ecuatorial respecto del de Andoyer. Las
nutaciones A (¢ — A) y A(6 — I) se denominan términos de Oppolzer. Estos
términos peridédicos determinan la desviaciéon del movimiento periédico del
eje de figura respecto al eje del momento angular de la Tierra. Teniendo en
cuenta , a primer orden de perturbacién se tendra

sen [

BGo-N = to-awi)={o i |

of OWy  Of Wy  af owy
O OM*  OM* O OA* ON

(3.25)

donde se ha definido con caracter auxiliar la funcién f = o*sen u*/sen I*.
Igualmente, por simplicidad de notacion en el calculo de las derivadas, defin-
imos las funciones W, *(0) I/V1 y W, @) partir de de forma que

x 1 1 «
Wy == (3cos’c* — 1) Wy ©_ 5 sen 20" VV1 Z sen” oW/, @, (3.26)

l\DI»—t
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Empleando (3.18)):

A(p—AN) L COS 1” {cota* o cotI*d 1 9
— = 0

senl* | M+ 0o M- oIF Ao,
coto* 0 cotI* 0O Lsenp*\ oWy
_[ M~ 8U*+ M~ 8[*} ( senI*) ou*
N 1 0 ( *sen,u*) oWy
M~*sen I* OI* senl* ) ON°

Jvi-

(3.27)

El calculo se efectia analogamente estableciendo el orden 0 de o como numéri-
camente aceptable. Con este nivel de aproximacion se consideran desprecia-
bles todos los términos que, tras la derivacién, sean proporcionales a o o
sen 0. Asi, las tnicas contribuciones resultantes provienen de

Lcos u* cot o* OWY 1 cosp* O

7 senl* M* do* M+ senl ? +00),
coto* 0 sen p*\ OW; 1 senp* GWf(l)
- * = O (0%).(3.28
M+ Oo* < senl*) o M+senI* Op* +0(7).(3.28)

La suma de estos términos, explicitando la forma de Wl(l) resulta

k, Cip(I*,7)
Alp—=A) = P S
(6=2) Z M"‘sen[*iZ ny, — Tn; 8

p=L,S T==+1

X [sen p* cos(p* — 7OF) — cos u*sen(u* — 707)] + O (o¥)

k! 7C;p (I, T)
— p ;P U * * .2
p:EL ) r—— i; - sen O +0 (%), (3.29)

*
— . TN

donde en el ultimo paso se ha empleado sen(70;) = 7sen(6;).
Para el célculo de la funcién A (6 —I') se procede de forma completamente
andloga

A<9_[) = {9_I7W1*} :{O*COS[L*,W;} =

_ Og oWy dg oWy  dg oWy (3.30)
 OurOM*  OM* O OA* ON* '

donde g = 0% cos pu*. Dentro del nivel de aproximacion, las contribuciones
significativas provienen de los mismos términos que en el caso anterior

to* OWY 1 .
— o*sen C(])W(: (90*1 = sen (W W40 (o),
_C?WZ o+ (0" cos ") 8u*1 = 77 08 w 8,;* +0(0"). (3.31)
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Finalmente, con similar manipulaciéon se obtiene

Z Z rg— cos@*+0( ). (3.32)

pLS i, 7==+1

Como puede apreciarse en su construccion, con una aproximacién a orden
0 de ¢*, los términos de Poisson vienen de W, (0), en cambio los de Oppolzer
lo hacen de Wi

Realizaremos a continuacién el cdlculo nimerico de las nutaciones en
longitud y oblicuidad para el plano de figura, a partir de la suma de los
términos de Poisson y Oppolzer, esto es,

Ap=DA+A0(G-N), A=AT+A0-1). (3.33)

El valor de M* que aparece en las amplitudes (médulo del momento angular)
se puede aproximar como constante, en virtud de (2.43), M* = Cw Eﬂ Ello
permite introducir en las amplitudes de nutacién la constante definida por
Kinoshita (1977), a partir de (3.9)

= k, 3Gm,C—A 3GmpHd’

= = =L .34
Cwg wgad C wpa (p 9 (3.3)

donde ademads se ha introducido la elipticidad dinamica, Hy, definida por
(2.64)). Las expresiones anteriores de las nutaciones, con la inclusién de estas
constantes, resultan finalmente

AWCL DL Z Zk sen O,
p= LSz;ﬁO
Al = Sen[* > Zk ng, cos@* (3.35)
p=L,S i#0

D(6-N) = > Z TCalls7) e,

sen[* p—LSzT—il i
AO-T) = > k cos O, (3.36)
p=L,S i,r==%1 n _Tn

Los valores de los diferentes parametros utilizados para la representacion
numérica de estas expresiones se incluyen en la tabla[3.1 En el formulario de

8wk es el valor medio de la velocidad angular de la Tierra (seccion .
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la rotacién de la Tierra, los momentos principales de inercia siempre aparecen
ligados entre si a través de la elipticidad dinamica y parametros similares, y
nunca de forma independiente. Por ello H; se ajusta observacionalmente, y
su valor es mas preciso que los valores aislados de los momentos, tales como
(2.60)). Por ello referiremos a éste el valor de otros pardmetros en los que
aparezcan los momentos principales de inercia. Tal es el caso de la frecuencia
ny,, dada por (2.62)) que determinamos como

*_M(Sk_c ®) WE
nu—A—AwE—FO(O’)—l_Hd

+0(o"). (3.37)

Las constantes para el Sol, Al(l g, son nulas debido a que el Sol se encuentra
en el plano de la ecliptica (por deﬁnicién)ﬂ Las constantes para la Luna,
A% pueden ir divididas por un factor constante (véase la nota al pie en la
pagina dependiendo de su origen. En nuestro caso (Kinoshita y Souchay
1990)) se relacionan en las tablas y Las amplitudes de nutacion en
las expresiones de AN, A (¢ —N), AT y A (6 — I) se evaluan para valores
constantes de I y A, definidos para el sistema de referencia J2000 y tomados
de Souchay et al. (2000).

Los argumentos O;(t) definidos por participan en las amplitudes
de nutacién a través de su frecuencia n} = dO;/dt. Los valores empleados se
han tomado de Kinoshita y Souchay (1990)) y se incluyen en la tabla . Las
amplitudes de nutacién calculadas para las quintuplas (1, M9, M3, Ma;, Ms5;)
de las combinaciones lineales de los argumentos se enumeran en la tabla [3.5]
y se comparan con las dadas por Kinoshita (1977). Esta comparacién es
conveniente debido a las ligeras diferencias existentes en el método de per-
turbaciones empleado y como verificacion de los algoritmos numéricos sobre
los que se construiran el resto de representaciones numéricas. Los valores
tabulados de tiempo estdn dados en centurias (cent) y anos (a) julianos (1
a = 365.25 dias). Los periodos calculados en dias a partir de las frecuencias
dadas en la tabla [3.2] correspondientes a cada argumento ©;, son entonces
(2m/n}) x 36525. En la tabla[3.5] la unidad de las amplitudes es 1” = 1 arcsec
(segundo de arco).

El valor € de la tabla se corresponde con el valor medio de h, esto
es, la variable de Delaunay de la Luna segun la definicién de los argumentos
. Es el valor que se ha tomado en los calculos en sustitucién de la
longitud media del nodo ascendente de la Luna, 2 = €2y — A. Ello se debe a
que si consideramos los movimientos medios, ng = ng, — 1, con la eleccién

9Considerando (2.112), dado que el Sol estd en la ecliptica se tiene que o/ = 0, y
So1(n’,0) = 0. En virtud de (a/r 3 So1(n’,0) =3 ‘A,(-_l) cos ©; necesariamente A,(._l) =0.
i ;S 055
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del hamiltoniano H§ = Ty segin (3.5), se tiene ny = 0 (en el problema libre,
A es constante, y su movimiento medio nulo, no debe confundirse con el
n} asociado al movimiento secular, que se estudiara en la préxima seccion).
Debe tomarse entonces como valor medio del movimiento de 2 el valor ng,,
de ahi la pequena diferencia existente entre la parte lineal en t existente en
los valores tabulados de €2 y €.

Tabla 3.1: Pardmetros numeéricos (Souchay et al. 1999)

Parametro Valor

Iy, 52000 —0.4090928041 rad
A0,72000 0 rad

WE 230121.67526278 rad cent™*
H, 0.0032737548

kr, 7546".717329 cent ™!

ks 3475".413512 cent !

Tabla 3.2: Argumentos numéricos (Kinoshita y Souchay 1990)
Argumento Valor constante (rad) Mov. medio (rad/1000 a, ¢ desde J2000)

[ (=1g) 2.355555898 83286.914269554¢
I'(=ls) 6.24006013 6283.01955¢
F 1.627905234 84334.66158131¢
D 5.198466741 T7713.771468121¢
Q 2.18243920 —337.57045¢t

Q 2.18243920 —337.81426¢
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Tabla 3.3: Constantes de la Luna para los principales argumentos (Kinoshita

y Souchay 1990 y Kinoshita 1977)
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Tabla 3.4: Constantes del Sol para los principales argumentos (Kinoshita y

Souchay 1990 y Kinoshita 1977)
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Tabla 3.5: Nutaciones del plano de figura para los principales argumentos

(amplitudes y comparacién con Kinoshita 1977)
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3.3. Movimiento de precesién

Como ya se indicé en la seccién [3.1] el movimiento de precesién de la
Tierra viene determinado por las ecuaciones de Hamilton para las variables
y hamiltoniano transformados. En una aplicacion a primer orden del método
de perturbaciones, la transformacion canénica generada por W7 conduce al
hamiltoniano H{ + Hise(p*, ¢*) siguiendo las ecuaciones del método, con lo
que las ecuaciones de movimiento pueden escribirse segin . Por lo tanto,
a primer orden de perturbacion, los comportamientos seculares (precesién) y
periédicos (nutacién) forzados del movimiento de rotacién estan totalmente
desacoplados en ¢ = ¢* + Aq. No ocurre asi con 6rdenes superiores, como
se aprecia directamente en las ecuaciones del método para segundo orden,
dadas por (2.151)).

Consideremos de entrada la dependencia funcional del nuevo hamiltonia-
no, Hi + Higee = HL. (A*, M*, \"). Recuérdese la discusion en la seccién
que condujo a la necesidad de incluir la coordenada canénica A\* en la parte
secular del hamiltoniano, a través del término E(A*, M*, \*). Las ecuaciones
de Hamilton conducen entonces a

d_)‘* & a}Is*ec d/JJ* o aI—[s*ec * I/*
gt ON 7 dt oM+ 0’
dA* aI{s*ec * * * *
dt — —W, M — MO’ N — ]\[07 (338)

donde el subindice 0 denota las constantes de integracion. En consecuencia,
H; dado por (3.5) también es constante. La evolucién temporal de A* se
estudia convencionalmente a través del dangulo auxiliar I*, relacionado fun-
cionalmente a través de cos [* = A*/M*, es decir

drl* 1 OH*
R ]’* H* — sec . .
dt 7 e} M+*sen I* ON* (3.39)

Entonces, explicitando la derivada en términos de las variables auxiliares

segun (3.17) se tiene

d\* OH; 1 OH;
— sec _ sec . 3.40
dt ( OA > M=*sen I* OI* (340)

Las derivadas temporales de A* e I* describen el movimiento secular del
plano de figura, y son las que se estudian convencionalmente para describir

el movimiento de precesién de la Tierra en longitud (¢) y oblicuidad ()]

10Ello es debido a que en las relaciones ([2.54), a primer orden, se tiene que fg.c = I* y
QSSEC = A*
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La ecuacién diferencial para la coordenada pu* estda desacoplada respecto del
sistema formado por y , que no incluye esta variable. La evolu-
cién de p* + v*, relacionada con el angulo de Euler ¢ a través de ,
se estudiara al final de esta secciéon. Por lo tanto el sistema de ecuaciones
formado por y incluye una tinica coordenada angular, \*. Antes
de abordar su resolubilidad, explicitaremos la forma de estas ecuaciones.
Para el calculo de las derivadas retomamos las expresiones del hamiltonia-

no, dadas por (3.5)) y (3.8]), asf como la definicién de la funcién By, (I*) = By,
2.120)

dada por (2.120f). Entonces

0B,
—0p _ cos[*senI*A() cos 27* AW

1
57 Op—§senI*cosI*A()

O;p? (p = L? S)
(3.41)
Para particularizar para cada astro perturbador, consideramos que sélo en

el caso del Sol (Kinoshita I977) es apreciable la contribucién tempora]ﬂ
definida por (2.115)), y que por definicién (véase nota al pie en la pagina

AEI ; = 0. Entonces

0Bg,. 1

OTO*:S = cos*senl” (A(()(,)());s + Aéf'ig) — 5 sen I* cos I*A((f());s, (3.42)
0B, 1

GIO*LL = cos]*sen[*AOOL COSQI*AO(%L—gsenI*cosI*AoaL

La ecuacién (3.40)), recordando que (3.34) k, = k,/M*, y como es habitual
3cos’o* — 1 =2+ O(c*?), resulta

dx* ks v 7o [ 40 0 ;L
= = “snlp cos ["sen | (A833+Aéis §Aé,());s fl

sen [ sen
1 oF*
M*senI* OI*

Empleando una notacién similar a la empleada en Kinoshita (1975)), defini-
mos las constantes y funcién siguientes

PO = kL (AOOL _A[(JQOL) + kS (A[(JOOS - _Aoos)

Pl - kSA01S> QO = kLAooLa
R(I*) = (Py+ Pyt)senI*cosI* — Qqcos2I*. (3.44)

k 1 k
- - cos I"sen I* (A(()(,)());L - §Aé?3;L> + —L[* cos 2I*A83;L

(3.43)

Esta no fue incluida en el estudio del movimiento de nutacién, ya que no se abordé el
estudio de los términos seculares mixtos.
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Para la derivada del término de no inercialidad consideramos la expresién

(2.78), de modo que
1 oE*

M senl* O cot I* [ea(t) cos \* + e3(t) sen A*] (3.45)
Finalmente
d\* R(I") . . )
= Tsenlr I [ea(t) cos A + e3(t) sen X' + e (1). (3.46)

La funcién R(I *) depende de las constantes kg y kr, que recordando 1)
tienen en cuenta la intensidad gravitatoria del cuerpo perturbador, a través
de su masa y distancia media, y también la estructura de la Tierra a través de
su elipticidad dinamica. El resto de términos son debidos a la no inercialidad
del sistema de referencia en la ecuacion (3.46)).

Andlogamente, la ecuacién (3.39)) se escribe

- 1 9B
dt  M+*senI* ON*

—ea(t) sen \* + e3(t) cos A*. (3.47)

Por convencion con las observaciones, los angulos de precesiéon en longitud y
en oblicuidad se cuentan hacia el oeste (Kinoshita [1975]), y las ecuaciones se

suelen reescribir, para hablar de precesién, definiendo ¥ = — \* y e = —I*:
aw _ R — cote [eg(t) cos W — e3(t) sen U] — e (t)
dt ~  sene ? Y e
d
d—i = —€2<t) sen ¥ — 63(t) COS ‘I’, (348)

donde por comodidad formal y similitud con esta referencia se ha definido
R(e) = —R(—¢), es deci

R (e) = (Py + Pit)sene cose + Qg cos 2¢. (3.49)

Pese a las aproximaciones realizadas, y a que el sistema fisico se ha re-
ducido a un grado de libertad (la coordenada canénica \* = —W), el sistema
de ecuaciones diferenciales es no lineal. Su solucién puede obtenerse
mediante aproximaciones sucesivas (Kinoshita [1975]), asumiendo que las fun-
ciones ¥ y ¢ admiten desarrollos en serie de potencias del tiempo, truncadas

12Nétese que en Kinoshita (1975) la funcién R(e) tiene un término adicional que procede
de una contribucién secular de segundo orden en el hamiltoniano, que aqui no se considera.
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a cierto orden n (desarrollos polinémicos de grado n), a partir de las condi-
ciones iniciales dadas por €9 = —I j2000 ¥ Yo = —Aoj2000 = O (tabla yt
contado desde el origen de tiempos de J2000, es decir,

U=0+> hiate=co+ Y aiit'. (3.50)
=1 =1

Este desarrollo es formal, y se considera un valor de n coherente con la no
consideraciéon del segundo orden del hamiltoniano, asi como con los desarro-
llos introducidos anteriormente en a partir de los que se genera. Para
éstos se aceptan polinomios de tercer grado (Kinoshita 1975)@ seguin

senmysenll; = pot + pit? + pot?,
senmicosIl; = qot + qit? + got?. (3.51)

La aplicacién de la aproximacién |m1| < 1 simplifica considerablemente la
obtencion de los coeficientes de los desarrollos en serie de las soluciones de
(3-48), debido a que las series para las funciones e;(f) se obtienen de forma
inmediata como se vio en . Sin embargo esta aproximacién introduce
errores no despreciables numéricamente dependiendo del orden de los desa-
rrollos, por lo que no puede emplearse de entrada. Reescribimos, por tanto,
las ecuaciones de forma que podamos hacer uso de los desarrollos

(3.51)). Las funciones es(t) y es(t) dadas por (2.79)
ex(t) = senmycos 1,11, + sen II; 74,
es(t) = senmisen 11T, — cos Iy, (3.52)

se relacionan con las derivadas d(sen my senlly)/dt, y d(senmy cosIly)/dt, de
forma que

. d
senm; cosI{II; = a(sen mysenlly) — cosmy sen Iy,
. d
senmysenIl;II; = % (seny cosIly) + cosmy cos Iy,  (3.53)

que conduce g
de d d
o = —sen \Ila(sen w1 senll;) + cos \Ij% (senmy cosIly) +

+ (1 — cos ) cos (¥ + I1y) 7. (3.54)

13Considerando, por ejemplo, Lieske et al. (1977):

seny sen Il = 4”.1976t + 07.0.19447¢% — 0”.000179¢3,

senmy cos Il = —46".8150t + 0”.05059t2 + 0”.000344¢3,

con t medido en centurias desde J2000. Valores mas recientes (con polinomios de sexto
grado) pueden encontrarse en Fukushima (2003) o Hilton et al. (2006).

11Es la expresion dada por Kinoshita (1975) con 1 — cosmy = 2sen? (71/2).



76 3.3. Movimiento de precesién

Como se aprecia en esta ecuaciéon, los polinomios se insertan direc-
tamente en los dos primeros sumandos, pero no en el tercero, donde se
requiere de un desarrollo en serie para cada una de las funciones que lo
componen. Esta complejidad analitica se evitaria mediante la aproximacién
1 —cosm; = 0+ O(n?). La manera de abordar el cdlculo de este término
requiere obtener desarrollos polindmicos directamente para los angulos 7 y
II; a partir de (3.51]), segtin se indica en Kinoshita (I975)’|[°] Denotamos

estos polinomios mediante
Hl = HO + ’U()t + Ultz, T = U)ot + 'LU1t2 + 'I,U2t3. (355)

A partir de los desarrollos de MacLaurin de las funciones sen 7 senll; y
sen 71 cos Iy,

senmysenll; = wpsen Iyt + (vowg cos Iy + wy senTly) 2+,
senm cosIl; = wgcosIlyt + (—vowpsen Iy + wy cosIg) ¢ + ...,
(3.56)
e identificando los coeficientes con el mismo grado en ¢, se obtiene
II, = arctan Po ,
do
p1coslly — qq senlly
Vg = 5
Wo
pa cos Iy — go sen Iy — wqvyg
v, = ,
1 oo
Wy = \/ p(2J + qga
w; = ppsenlly+ g coslly,
1 1
wy = qycoslly+ pasen Ty + ~wovs + ~wp. (3.57)

2 6

El desarrollo de (1 —cosmy)cos (¥ +1I;) 7, en virtud de los polinomios
(3.55)), no tiene término lineal, dado que 1 — cosm; = O(#?). Dado que éste
aparece sumado en la ecuacién para de/dt, se traduce en una contribucién

15 Cabe decir que en esta referencia los polinomios para las funciones 7; y II; se presentan
con posterioridad a los indicados para la longitud y oblicuidad, sin embargo su cédlculo ha
de ser necesariamente previo.

16 Expresiones numéricas para estos angulos vienen dadas por (Lieske et al. [1977):

71 = 47"”.0029t — 0”.03302t2 4 0”.000060¢>,

II; = 174°52/34".982—869" .8089t+0".03536¢2, con t en centurias julianas desde J2000.0.
Valores més actuales (con polinomios de sexto grado) pueden encontrarse en Fukushima
(2003) o Hilton et al. (2006]).
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O(#3) para la serie de e. Dicho de otro modo, analiticamente no hay diferencia
en el desarrollo hasta orden ¢? de ¢ si se suprime, como aproximacion, este
término en la ecuacion (3.54)). Esto ocurre igualmente para la serie polinémi-
ca de ¥ a partir de Las series a orden t? son en general suficientes
para el calculo de la precesion en una teoria de primer orden.

No obstante, no es una simplificacién imprescindible ya que los coe-
ficientes pueden obtenerse mediante el uso de un operador simbdlico de
proposito general, como por ejemplo Maple, atendiendo a las dependencias
existentes entre los coeficientes de los distintos polinomios. Prescidiendo de
los términos dependientes de 1 — cosm; en las ecuaciones, la obtencion de
coeficientes puede abordarse mediante manipulaciones bésicas, tales como el
uso de los desarrollos de MacLaurin de las funciones elementales y el produc-
to de Cauchy para los productos y cocientes de polinomios. No se considera
relevante alargar la exposicién para incluir este proceso de calculo, y por
lo tanto incluiremos directamente las expresiones obtenidas para las series
polinémicas

e = ¢go+apt+at’ + O(t%),
U = hot+ht* + O, (3.58)

con los coeficientes en funcion de las constantes del problema:

ap = (qo,
1
ar = ¢1— §hopo,
R

hO = y — Po cot €0,

Sen &g

1 R 1
hi = =—— — (p1 + hogo) cot €0 + = qopo,

2seneg 2
Ry = Pysenegcoseg + Qg cos ey,
Ry = Poqocos2eq+ (P — 4qoQo) sen &g cos &g, (3.59)

donde Ry y Ry son los dos primeros coeficientes del desarrollo polinémico en
potencias de ¢ de la funcién R (), en la forma R (¢) = Ry(go)+R1(g0)t+O(¢?).

Por dltimo podemos recuperar las expresiones dadas en Kinoshita (1977])
definiendo los coeficiented”]

Ry , 1 R

+ qoh
d:po d:pl (1007

y J1 — , 0o , U1
Sen €y 2 sen €0 Sen g sen €y

Jo= (3.60)

"La definicién no es arbitraria. Tal como puede consultarse en Kinoshita (1975),
fot + f1t? v dot + dqt? representan la precesién lunisolar y la precesién planetaria, respec-
tivamente.
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de manera que se tiene

1
= fo —docoseg, hy = f1 — dycoseg + 5Po%o; (3.61)
y finalmente, en términos de las variables canoénicas:
1 1
I = Ij—qot— <q1 — §pof0 + épodo Ccos IO> 2+ 0(t?), (3.62)
1
A= — (fO — do COS I()) t— <f1 - d1 COSs IO + épo(]()) t2 + O(t3).

La evaluacion numérica de esta expresion, con los coeficientes empleados
por Kinoshita (1975)@, arroja un valor para la constante de precesion p =
n} = 5027”.972563 cent™! (para el primer grado en t), muy préximo a valores
actuales mas refinados como los dados por Fukushima (2003) o Hilton et al.
(2006), p = 5028”.795492 cent ! (el polinomio es de sexto grado en t). En
lo referente a la velocidad de precesién en oblicuidad se tiene, nj = —qy =
46"”.8519 cent™!, frente al valor 46”.8354 dado por estas referencias.

La expresion anterior nos permite dar una representacién numérica a
la velocidad de precesién n}, definida por \* = n}t + O(¢?). Dado que en
el caso no perturbado se tiene que A = Ay = 0 (constante), ny = 0, o
equivalentemente n} = ny+0dny, que nos permite representar numéricamente
la contribucién de primer orden a la velocidad de precesion, esto es,

ony =ny = — (fo —docos ) + O(t). (3.63)

Estudiaremos ahora la contribucion a primer orden de pertubacion a los
movimientos medios, constantes en el caso libre (n, y n,) y definidos por
(2.62)). Las contribuciones de primer orden vendran dadas por (3.16)):

n, = n,+on,, n,=n,+on,
571“ = {[}1*7 Hlsec} 9 5”1/ - {V*a Hlsec} 9 (364)
donde Hige viene dado por (3.8). El calculo de los corchetes de Poisson y

la sustitucion de o* = 0, conduce a las siguientes expresiones con precision

O(a?)

oE 3 ’ * COt[* 880,}7 *
oy = o= ap D kBl + Z v (1) +0(),
p=L,S
on, = ! Bop(I*) + O(0?). (3.65)
p=L,S

18En este calculo se ha empleado: py = 4".2109, qo = —46".8519, fo = 5037”.6851
cent ™!, que se reproducen a partir de las expresiones dadas para los coeficientes Ry, Py vy
Qo y las constantes del problema.



3. Tierra rigida 79

Por el interés de la evolucion temporal de p* + v*, nos interesa estudiar
én, + on, = 6 (n, +n,). Como sabemos, en el caso no perturbado ([2.65)):
n, + n, = wg (el periodo asociado a i + v es aproximadamente un dia).
Podemos ademas relacionar uno de los términos de esta suma con el valor
constante on, dado por , a partir de

s _OFE 1 ,0Boyp 5
O = A% Hiec} = OA*  M*senl* by oI (") +0(0%). (3.66)
p=L,S
Entonces
oFE . OF .
ony, +on, = B +cos I cos I*dny, + O(c?). (3.67)

Por otro lado, y en virtud de la expresién de E (A*, M*, \*) dada por (2.78)),
se tiene que

oF oF E
I = — .
ar %t g T i (3.68)
que nos permite escribir, finalmente,
E * 2
on, + on, = 7 cos I*dny + O(o7). (3.69)

Esta expresion es equivalente, salvo notacion, a la expresion 8.8 dada por
Kinoshita (1977).

Nos interesara estudiar el orden cero en ¢ en la evolucién de dn, + dn, a
fin de disponer el primer orden en ¢ en la evolucion de p* + v*, esto es

p+ vt =g+ vo + ()t (0ny +0nw)| g0y T+ O(t%). (3.70)

Para ello, usando los desarrollos aproximados (2.81)), I* = Iy, y (3.62), se
tiene a partir del desarrollo en serie en torno a t = 0,

E

— = posen Iy = —dg sen? I, (3.71)
M| o)
donde se ha usado (3.60) con gy = —Iy. Finalmente, y por aplicacién de
(3.63)
E
(Ony + 0m) |0y = e + cos Iy (fo — docos Ip) =
o(10)

= focos Iy — do, (3.72)
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o equivalentemente

on, +6n, = focosly—dy+ O(t,a?),
ny, +mn;, = wg+ focosly—do+ O(t,o?). (3.73)

Numéricamente esta correccion se puede despreciar en una teoria de
primer orden. En efecto, con los coeficientes empleados por Kinoshita (1975),
focos Iy —dy = 4611”.399635 cent ! (la correccién estd en el orden de magni-
tud de la constante de precesién), y por lo tanto para la aproximacién lineal
en t de la evoluacién de p* + v*, se tiene

n +nl ~ wg + O(c?). (3.74)



Capitulo 4

Tierra elastica: contribucion de
la energia cinética de
redistribucion

4.1. Sistema de Tisserand

El estudio de la rotacion de una Tierra elastica requiere de entrada la
definicion del sistema de referencia terrestre. En el capitulo anterior era su-
ficiente con elegir un sistema ligado al cuerpo, permitido por la definicién
de sélido rigido, tal como se hizo en la seccién para la introduccién del
conjunto canénico de Euler. Sin embargo, cuando la distancia relativa entre
las particulas (con més exactitud, los elementos de volumen) del sélido es
variable con el tiempo, una supuesta ligadura con el cuerpo no conservaria el
caracter ortogonal ni rectangular del sistema de referencia, y por tanto, no
serfa 1til para el propésito de estudio. En el caso del sélido rigido el estudio
de su rotacion o el de la rotacién de un sistema de referencia ligado a él son
conceptos equivalentes. Ahora, con una Tierra deformable, esta equivalen-
cia no es sustancial, y por tanto vendrd dada a través de la definicion de la
rotacién del sélido como la rotacion de cierto sistema de referencia asignado
a él. Para el desarrollo de este modelo tomaremos como sistema de referencia
terrestre el denominado de Tisserand (Routh 1955, Moritz y Mueller [1986),
siguiendo la construccién dada por Escapa (2017)).

Recuperando la notacién de la seccién consideramos el sistema iner-
cial definido por una base ortonormal S = {s;,ss,83} y origen el centro de
masas del solido, y escribimos referida a éste la velocidad, v, de una particula
en la posicién x, considerando un vector w arbitrario y comin a todas las

81
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particulas del sélido (y por tanto independiente de x ),
V=wXX+Vvy(w). (4.1)

En cambio v4 (w), que denominaremos velocidad de deformacién, es un cam-
po vectorial (al igual que la velocidad de las particulas). Evidentemente, si
vy (w) = 0, el sdlido es rigido.

Hay infinitas formas de definir el vector w. El sistema de Tisserand implica
una definiciéon particular para este vector, que denotaremos por wr. Nétese
que a través de las relaciones generales entre el conjunto canénico de Euler
y las componentes de la velocidad angular dadas por , la rotacién del
sélido queda definida una vez seleccionado un vector wy que desempene la
funcién de velocidad angular para el sélido deformable y una orientacion
inicial.

En este sentido, y como primera condicién, exigimos que cumpla una
relacion con el momento angular total, L, formalmente idéntica al caso rigido,
donde wr ocupa el lugar de la velocidad angular, esto es

L= /Vp(x) (x x v) d*x = Twr, (4.2)

donde I es el tensor de inercia del solido, definido por . Esta seleccién
siempre es posible desde un punto de vista matematico, ya que dado un sis-
tema de coordenadas, la matriz de inercia es siempre invertible. No obstante
desde un punto de vista geométrico sélo resulta ttil para el estudio de la
rotacién del solido si

v (@) || << [|e x x| (4.3)

es decir, si el solido eldstico experimenta pequenas deformaciones o, dicho
de otra forma, si es aproximadamente rigido. En otra situacién, aunque se
pudiese resolver el movimiento entre los sistemas de referencia de Tisserand
e inercial (estudio de la rotacién), no existiria una correspondencia razonable
entre las observaciones en la superficie terrestre y las predicciones tedricas
referenciadas al sistema de Tisserand.

Para explotar las consecuencias de esta condicién para w7, escribimos la
expresion general del momento angular total sustituyendo (4.1)):

L= / p(x) [xX (w X x)] d3x—|—/ p(x) [x X vq ()] d*x. (4.4)
1% 1%
Desarrollamos el primero de los términos en componentes

(X X wxx), = E €ijkT; g ERimWI T = g (010 jm — Oim0j1) TjWiLy, =
7,k lym

j7k7l7m

= Z (wzsz — w;TT;) (4.5)

J
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donde ¢;;, son las componentes del pseudo-tensor de Levi- Civitaﬂ. Recuperan-
do la integral

/VP(X) Z (%96? - ijixj) Px = Z {/V p(x) (5in2 — 901‘%') Bx wj =
= 2l (46)

Por lo tanto el momento angular total resulta a partir de (4.4)) y (4.6):
L=Iw+h(w), (4.7)

donde se ha definido
h (w) /V p(x) [x X Vg ()] . (4.8)

La primera condicién para la definicion del sistema de Tisserand, dada por
(4.2), implica de forma inmediata que

h (wr) =0, (4.9)

y viceversa, también se puede tomar este resultado como condicién para la
definicién de wy (Moritz y Mueller [1986). Las condiciones y son,
por lo tanto, equivalentes.

Veamos que otra condiciéon equivalente para la definicién de wr viene
dada por la exigencia de minimizacion de la energia cinética de deformacién
(Jeffreys [1970)

Ty = 5 /V p(x)vy (w)? d*x, (4.10)

para lo que, en primer lugar, estudiaremos la relacién entre ésta y la ener-
gia cinética total del sélido, 7". Haciendo uso de (4.1]) escribimos la energia
cinética en la forma

1 93, 1 2 a8
T = 5/‘/P(X)V dX—§/VP(X) (wxx+vy) d’x = (4.11)
— %/Vp(x) (w x x)° d3x+/vp(x) (w X x) VdJF%/Vp(X)Vfld?’x,

1eijk = (e; x ej)ek, donde e; son los vectores de una base ortonormal. El tensor es

totalmente antisimétrico e invariante ante permutaciones ciclicas de los indices. De su
definicién se obtiene la importante identidad empleada: E €kij€kim = 0310 jm — Oim 01
k



84 4.1. Sistema de Tisserand

En esta expresion reconocemos directamente el segundo sumando como wh
a partir de y las propiedades de permutacién del producto mixto, en
el tercero la energia cinética de deformacion , y en el primero energia
cinética en el caso de un sélido rigido. En efecto, desarrollando el cuadrado

1 1

§/Vp(x) (wxx)’d’x = 3 /Vp(x) [w?x® — (wx)ﬂ d*x = (4.12)

1
= 5/ p(x) (Z wix? — Zwiwjxixj> d*x =
v i i\

1
= 9 Z/VP(X) (WiwjdinQ — win,fL'ixj) dBx =

i’j
1 1
= 3 > wiw; /V p(x) (6i%° — wiw;) = 5 > Ljww;.
ij ]

En suma la energia cinética del sélido resulta
1
T = iwIw + wh+7T;. (4.13)

Teniendo en cuenta (4.7), Lw = wlw + wh, y la energia cinética puede rees-
cribirse como

1
T= Lw—§wIw+Td. (4.14)

Siguiendo la prueba realizada por Escapa (2011)), veamos que se puede definir
wr como el vector que minimiza Ty (frente a cualquier otra eleccién de w).
Comprobemos primero que la condicién es suficiente. Para ello a partir
de determinamos T} (wr + A) donde A es un vector arbitrario no nulo:

1
Ty (wr+A) = T—L(wT+A)+§(wT+A)I(wT+A):

1 1
= T-— LwT + §wTIwT — LA+ )\IwT + 5)\IA (415)
Aplicando (4.2)) y que T, (wr) =T — Lwy + wrlwy/2, resulta
1
Td (UJT + )\) = Td (wT) + 5)\1)\

Dado que AIX es la ecuacién de una forma cuadratica diagonalizable (I es
diagonalizable) y definida (algin momento principal de inercia es no nulo),
entonces tiene signo constante, y necesariamente positivo ya que los autova-
lores de I son positivos. Es decir, AIA > 0 para todo A # 0. Entonces

T (wT -+ >\) > Ty (wT) , VA 7é 0, (416)
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que implica que T, tiene un minimo absoluto en w7, como se queria probar.

La condicién es también necesaria (Moritz y Mueller 1986). Supon-
gamos que T, (wr) es un valor minimo de la funcién. Dado que T, (w) es una
funciéon diferenciable, la condiciéon necesaria de extremo en un punto interior
del dominio implica

V.l (w)=0 — —L+Iw=0, (4.17)

cuya soluciéon es L = Iwy, lo que concluye la prueba.

A modo de conclusién, la seleccién de un vector wr para el estudio de
la rotacién de la Tierra elastica nos proporciona: primero, un sistema de
referencia de Tisserand definido de forma que wr sea la velocidad angular
correspondiente a la rotacion de este sistema respecto del inercial; segundo,
una expresién para la energia cinética del sélido dada por y ([(£.9), esto

es,
1
T = éwTIwT—l—Td. (418)

Bajo la condicién de pequenias deformaciones expresada por (4.3]), a partir

de (.10) y (4.18) se tiene
1

Noétese en la primera de estas conclusiones que la orientaciéon de la base
ortonormal del sistema de Tisserand, B = {by, by, b3}, con origen en el centro
de masas, no estd definida univocamente por las condiciones de definicién de
w7, dado que para un vector velocidad angular existen infinitas matrices de
rotacion compatibles.

Esto se evidencia a partir de la ecuacién diferencial lineal que conecta
las componentes de la velocidad angular con las matrices de rotacién, via la
matriz antisimétrica Q(t):

. 0 wrz wre
Q(t) = R (t)R(t), donde Q(t) = | wrs 0 wp |,

Wr2 Wr1 0

Su solucién (Wintner [1941)) viene dada por

R(t) = R(ty) exp < /t: Q(s)ds) ,

donde R(tp) es una matriz de rotacién constante, dependiente de la orien-
tacion inicial, que conlleva esta arbitrariedadﬂ. Una vez definida la rotacion

2Dos sistemas de Tisserand correspondientes a una misma velocidad angular que ini-
cialmente difieran entre sf{ por una matriz constante R(t), diferirdn en cualquier instante
por esta misma matriz constante.
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que conecta los sistemas de Tisserand e inercial, el conjunto canénico de
Euler se introduce conforme a la seccién y permite la incorporacién del
formalismo canodnico desarrollado en el capitulo anterior al caso de la Tierra
elastica.

Siguiendo Kinoshita y Sasao (1989) la orientacién puede fijarse con la
condicion adicional de que los ejes del sistema de Tisserand coincidan con los
ejes principales de inercia del sélido rigido ficticio que se obtiene al eliminar,
o promediar en el tiempo, la deformacién del sélido eldstico.

Este sistema de Tisserand (denominado medio) sera tal que, si descom-
ponemos la matriz de inercia segin una contribucién rigida I, (sélido rigido
equivalente, tensor no dependiente del tiempo) y otra eldstica I; (que incluye
toda la deformacién, permanente y dependiente del tiempo)ﬂ se escribird co-
mo

A0 0 AA F E
I=I,+L=|0 B 0 |+ F AB D |, A<B<C, (420
00 C E D AC

de modo que el promedio temporal del tensor de inercia correspondiente a la
deformacion resulte diagonal,

1 T Al 0 O
4 0 0

con Ay, By y C; constantes, esto es, una deformacién permanente. Matizare-
mos esta condicién en la seccién (4.5, una vez dispongamos de una forma
explicita para I (t). Como veremos en el desarrollo de la teoria, cuando
hablamos de deformacion del sélido asociada a la contribucion I; del ten-
sor de inercia, y su dependencia temporal, nos referimos a la deformacion
inducida por la perturbacién lunisolar.

4.2. Energia cinética de redistribucién

El resultado bajo la condicién de pequenias deformaciones supone
una similitud formal en la energia cinética entre el caso elastico y el rigido. La
principal diferencia estriba en la dependencia temporal del tensor de inercia,
I(t), ya que sus elementos constitutivos, tales como el volumen del cuerpo

3Cabe decir que esta divisién del tensor de inercia es conforme a la considerada en
Getino y Ferrdndiz (1995), y por ende diferente a Escapa (2011]) donde por conveniencia
la deformacién permanente se incluye en Ij.
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o la densidad, son funciones del tiempo. En el sistema de Tisserand selec-
cionado (también lo denominaremos sistema terrestre, por su funcionalidad),
admitiremos una descomposicién del tensor de inercia en la forma (|4.20)).

La idea fundamental para el estudio de la rotacién de la Tierra deformable
consiste en desaclopar los problemas eldstico y de rotacién. Supondremos que
I(¢) es una funcién conocida del tiempo, o lo que es equivalente, supondremos
que el problema eldstico esta resuelto de antemano, sin considerar la interac-
cion entre la deformacion del sélido y el movimiento de rotaciéon. Esta aproxi-
macién al problema es necesaria para eludir el complejo sistema de ecuaciones
que implicaria la inclusién de las ecuaciones de la elasticidad, y esta avala-
da numéricamente (Sasao et al. 1980, Kubo [1991], Getino y Ferrandiz [1995]).
Exploraremos no obstante la relacion existente entre el potencial deformador
(atraccién lunisolar), denominado de marea, y la variacién de las energias
cinética y potencial debidas a la deformacién de la Tierra, denominadas de
redistribucion. En todo caso nos centraremos en la respuesta forzada en el
movimiento de rotacién de la Tierra por la deformacién inducida por los as-
tros perturbadores (deformacién de marea), siguiendo la linea de estudio de
este trabajd]

Asi el problema fisico del estudio de la rotacion de la Tierra deformada por
la interaccion gravitatoria de la Luna y el Sol, bajo este planteamiento fun-
cional, puede esquematizarse con la siguiente secuencia de efectos. En primer
lugar el potencial lunisolar es el agente deformante del sistema de particu-
las, y provoca una redistribuciéon de la masa de la Tierra. En este sentido
la Luna y el Sol actian como cuerpos perturbadores. La nueva distribucién
geométrica de masa supone una variacién del tensor de inercia (I;), que se
cuantifica con una contribucién adicional en la energia cinética de rotacion,
que se denomina energia cinética de redistribucién (7). Su calculo se aborda
en la presente seccion. A su vez, la nueva distribucién de masa altera el cam-
po gravitatorio de la Tierra, en interaccién con la Luna y el Sol, que en este
sentido se consideran cuerpos perturbados. Esta variacion del campo gravi-
tatorio conduce a un término adicional de la energia potencial, denominado
potencial de redistribucién (V;). Su célculo se aborda en el préximo capitulo.

Bajo la hipotesis de pequenas deformaciones se considera que el orden
de magnitud de I; es pequeno respecto a la parte no perturbada, esto es,
[|II1]| << |[To|| (puede encontrarse una evaluacién de estos érdenes de magni-
tud en Kubo 1991)). Escribiremos la energia cinética en términos de L, lo que
nos permitird introducir el conjunto canénico de Andoyer mediante ([2.43)).

4Con un formalismo similar se puede incluir la deformacién rotacional, inducida por el
potencial centrifugo terrestre (Getino y Ferrdndiz [1995]).
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A partir de (4.19) se tiene:

T totw —1rw zlLrlL, (4.22)
2 2 2
donde hemos hecho uso de y hemos prencidido del subindice en la
velocidad angular ya que se sobreentiende que en todo momento trabajamos
en el sistema de Tisserand. Obtendremos la expresién de I™! mediante un
desarrollo en serie en 6rdenes de I;:

-1

I=Lh+5=(1+LY)T, T =1 (1+LL") (4.23)

Utilizando el desarrollo de McLaurin (1 +2)™' = 1 —z + 22 + O(2?), resulta
I+LLY " =1-LI' + (L") + 0 (B), (4.24)

por lo que, a primer orden en I se tiene
IM=1;'-L'LL'+0(L). (4.25)

La expresion de la energia cinética es entonces, a este orden de aproximacién,

1 1
T = §LIglL—éL (L'LIY) L =T, + T, (4.26)
donde Tj es la energia cinética asociada a un sélido rigido libre ([2.42)). Para
el caso simétrico (tomamos A = B bajo las mismas consideraciones que en
la seccion ésta viene dada por (2.45)), en términos del conjunto canénico

de Andoyer:

2
;A (M? — N?) + ;V—C (4.27)

Empleamos ([2.43)) para reescribir T;. Realizando el producto de matrices:

Ty =

MN N MN
I, = Ys sena(Esenu—i—Dcosyﬁ)—F yE sen” o sen v cos v +
1,  M? 1, N? 1, N?
__AAF sen” o sen® v — _ABE sen’ o cos” v — —AC’E (4.28)

Manteniendo el primer orden en o en virtud de o ~ 1076 resulta:

AC MN
T, = —2—02]\7 B ToAd (Esenv+ Dcosv), (4.29)
término de la energia cinética debido a la redistribuciéon de masa en el sélido
deformado y que, por ello, se denomina de redistribucion.
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Asi pues, el hamiltoniano del sistema vendra dado por las siguientes con-
tribuciones:

H=Ty+T,+Vi +E+V, (4.30)

donde Ty y T; vienen dados por las expresiones (4.27) y (4.29), Vi es el
potencial de perturbacién lunisolar dado por (3.2)) correspondiente a la con-

tribucién rigida Iy a través de la formula de MacCullagh (2.101)), E es la
correccién por no inercialidad y Vi es el potencial de perturbacién
correspondiente a la contribucién por deformacién I;.

La linealidad del método de perturbaciones a primer orden en virtud
de y de las ecuaciones de Hamilton , permite abordar cada
contribucion por separado. Las contribuciones a las nutaciones dadas por T
y V1 ya se han estudiado en el capitulo anterior, asi como la del término F
para el movimiento de precesion en el caso rigido. En las siguientes secciones
abordaremos el estudio de T}, esto es, de la contribucion de la deformacién
de la Tierra a la energia cinética del sistema. Dejaremos para el siguiente
capitulo el término V;, la contribucién directa del potencial de redistribucion
sobre el movimiento de rotacién.

4.3. Potencial de redistribucion

El estudio de la relacion existente entre el potencial perturbador lunisolar,
y la variacion del geopotencial por la deformacién inducida, introduce en el
formalismo los denominados nimeros de Love (Munk and MacDonald [1960),
que cuantifican la respuesta elastica de la Tierra. Otro camino, que requiere
de un analisis mas profundo del problema elastico, se basa en la determinacién
del campo de desplazamientos a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes
(Getino y Ferrandiz 1991, Getino [1989)). Referencias con un mayor nivel de
detalle que la citada anteriormente para la primera de estas vias son, por
ejemplo, Wahr (1996) o més recientemente Lambert y Mathews (2000) y
Efroimsky (2012).

Supondremos que la Tierra no deformada tiene simetria esférica. Como
es bien conocido, las soluciones en coordenadas esféricas para la ecuacién
de Laplace para el calculo del potencial gravitatorio, mediante el método
de separacion de variables, estan formadas por combinaciones lineales de
funciones de la forma

!
Vi = { T—Z+1) }Y}m (0,0),1>0,|m| <, (I, m enteros) (4.31)

donde (7,6, ¢) son las coordenadas esféricas (radio, colatitud y longitud),
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v Yim (0,¢) son los arménicos esféricos complejod’| (Bell 1968). El teorema
adicion de los armonicos esféricos permite el desarrollo multipolar esférico
del potencial gravitatorio, en virtud de la expresion

WZ Z 2l—|—1 l+1 im (9, ¢)Y2m (0, 0) (4.32)

||r—r’|| 1=0 m=—1

donde r. = min (r,r'), r~ = méx (r,7'), y (r,0,¢), (r',0',¢") son las coorde-
nadas esféricas de los vectores r y r’, respectivamente. El asterisco (x) repre-
senta aqui el conjugado complejo. Este desarrollo es el equivalente a ([2.85))
en coordenadas esféricas. Por lo tanto, la expresion del potencial gravitatorio
creado por una cuerpo de masa m en la posicién r’ (7' > r) referenciada al
sistema de Tisserand, en un punto r de la Tierra, vendra dado por

Gm

U R
&) = e =

(4.33)

cuyo desarrollo multipolar esférico es

Gm < 1 A

Evidentemente este potencial es solucion de la ecuacién de Laplace en vir-
tud de . Nos centraremos en el orden méas bajo del desarrollo que
pueda crear deformacion en el sélido, en funcion de la geometria intrinse-
ca de cada término. Asi, el orden [ = 0 es un término constante, ya que
Yoo (0, ¢) = 1/v/4m. Dado que la fuerza actuante sobre las particulas del
solido serd V.U = 0, esta contribucién no influye.

Los términos del orden | = 1, con Y (0, ¢) = \/3/4mcosOy Y141 (0,¢) =

3/8msen @ exp (+i¢), generan contribuciones al potencial proporcionales
arcosf = zyrsenfexp(+ip) = x+tiy, cuyas fuerzas gradiente son constan-
tes en las direcciones de la base del sistema de referencia dadas por s; (m = 0)

4 . . L, . , . .

En secciones anteriores hemos usado los arménicos esféricos reales, definidos en (2.95)).
En este apartado haremos uso de su expresién compleja y normalizada, por comodidad
formal y similitud con algunas de las referencias:

20410 -m)! s om
Yim (0,9) = (T ; ?P™ (cos ) =

)!

—~

3

S

I
S
5+
A
+
gs
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y s1£isy (m = £1). Dado que las fuerzas son constantes e iguales para todos
los elementos de volumen del sélido, no generan deformacién (influyen sobre
el movimiento orbital).

El primer grado del desarrollo que induce deformacion sobre la Tierra es
[ = 2, y por la disminucién de la magnitud en cada orden, mantendremos sélo
estos términos para la expresién del potencial deformador (mismo orden de
magnitud que el desarrollo de la energia potencial de la seccién . Se puede
demostrar (Wahr [1996) que los términos con | > 1, en el caso de una Tierra
esférica, no provocan una fuerza neta, es decir, no afectan al movimiento
orbital. Por lo tanto, la expresién del potencial de marea serd

U= 47er( ) Z ng(Q,gb)—l—O[(%)S}. (4.35)

Podemos eliminar las contribuciones negativas de m mediante manipulacién
algebraica. Expandiendo el sumatorio:

2
YooYoo + O Vo (0,6) Yo (0,0) + Yo (0,6') Yoy (0,6)]

m=1

2
= YooYoo + Y [V, (0. ¢) Yo (0, 0) + (—1)*" Yo, (¢, ¢') V3, (6, )]

m=1

2
= YoYoo+2> Re[Ys, (0,¢') Yau (6,0)], (4.36)

m=1

donde se ha usado que Ya(_,,) = (—1)"Y5,, v Re es la funcién parte real.
Dado que Ypq es real, se puede dar una forma compacta para la expresiéon del
potencial (Wahr [1996):

9 2

U=Re |5 > cu¥s, (0,¢) Yan (6,0)] , (4.37)
aE m=0

donde se ha usado la constante ap radio medio terrestre como normalizacién,

y definido

4T Gm

5 8 OE

Cm =

(2 = 61m0) (4.38)

que es una medida de la magnitud del potencial de marea cuando r = ag, es
decir, en la superficie terrestre.

El problema elastico lo planteamos desde un punto de vista estéatico, esto
es, para cada instante dado en el que podamos considerar ' como constante.
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Supondremos que la soluciéon dinamica es valida cuando el radio-vector del
astro perturbador sea una funcién conocida del tiempo, o dicho de otra forma,
que la soluciéon dindmica del problema puede aproximarse con una sucesién
continua de estados en los que es valida la solucién estatica del problema
elastico. Como solucion estatica del problema elastico entendemos el calculo
del campo de vectores desplazamiento como funcién tnica de la posicion, que
denotaremos por s(r). Esto forma parte del desacople de los problemas elasti-
co y de rotacién, donde se desprecian las interacciones posibles entre ambos
movimientos, y de la consideracién de que el problema eléstico esta resuelto
a priori. Reciprocamente tampoco consideramos el movimiento de rotacién
terrestre en la buisqueda de una relacion formal entre el potencial de marea
y el de redistribuciénﬂ. Reescribiermos considerando formalmente este
planteamiento, a través de la definicién de las constantes «,, y de las fun-
ciones U, (1,0, ¢) segin
2

y r
U = Cn Yo (0,0, Uy, = a—ngm 0,0). (4.39)
B
Las constantes «,, estan determinadas por el movimiento orbital del cuerpo
perturbador, y constituyen los coeficientes de la combinacién lineal

2
U =Re Z A Uy | - (4.40)
m=0

La linealidad de esta expresion nos permite estudiar la respuesta elastica de
la Tierra a estos términos deformantes, U,,, de forma independiente.

Como adelantabamos no estudiaremos esta respuesta a partir de la solu-
cién de las ecuaciones de Navier-Stokes para el campo de vectores desplaza-
miento, bajo cierta modelizaciéon, sino a través de la relacién existente entre
los potenciales de marea y de redistribucion, siguiendo el planteamiento de
Kubo (1991)), o Peale (1973), entre otros.

Por lo tanto nuestro interés no es tanto tener una expresion explicita para
s(r), como el obtener informacién sobre su dependencia formal en términos
del potencial U,, que induce los desplazamientos en las particulas del sélido.
Asi pues, mediante la aplicacion directa de la Segunda Ley de Newton sobre
un elemento de volumen del solido en la posicién r, en el caso estatico se
tendra

d2
p(r)ﬁs(r) =0=p(r)V,U, +Is(r) (4.41)

6Si bien como sehaldbamos en la nota al pie de la pégina un movimiento pro-
mediado, a través del potencial centrifugo, puede incluirse en el potencial de marea. Esto
implica una dependencia temporal conocida, de cardcter arménico, en el campo de vectores
desplazamiento, esto es, s(r,t) = s(r) exp(iwt).
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donde I's(r) representa las fuerzas internas, via cierto operador diferencial T
Noétese que en esta ecuacion no se han considerado fuerzas de inercia asocia-
das a la rotacién (fuerza centrifuga y de Coriolis), esto es, que se considera
el sélido sin rotacién a efectos del modelado reolégico. Teniendo en cuenta
la simetria esférica del potencial perturbador, es conveniente el desarrollo
del campo vectorial s(r) en el base local de arménicos esféricos vectoriales,
(i (0,0) , ViYim (0,0) , £ X Vi Yi (8,6}, es decir,

S(1) = >[5 (P)EYim (0, 6) + 57, (1) VYo (6, 0) + 535, (r)E X VYo (0, 9)] -
I,m

(4.42)
El planteamiento estricto consistiria en sustituir este desarrollo en la ecuacion
en derivadas parciales para hallar las funciones s! mediente ecuaciones di-
ferenciales ordinarias. Evidentemente no disponemos de una forma concisa
para el operador I' (que incluye las ecuaciones de la elasticidad, por ejem-
plo para la consideracién de las tensiones internas), y hemos de suponer la
forma de actuacion de este operador sobre los vectores de la base. Esto va
a depender directamente de la forma del potencial U,,, en la medida en que
debe satisfacerse la ecuacién . Para ello, teniendo en cuenta que

o 2
Vil = 2 Van (0.9) + 25 VeV (0.6), (4.43)
ayr as
y considerando simetria esférica radial en la situaciéon no deformada, esto
es p(r) = p(r), se tiene que I's(r) no puede incluir un término dependiente
del vector baseﬂ F X V.Y, (6, ¢). De igual forma sélo los términos de grado
[ = 2 pueden ser no nulos. Nétese que en una situaciéon inicial mas general, se
requeriria también para la funcién densidad p(r) un desarrollo en arménicos
esféricos que conduciria a la aparicién de productos de éstos en p(r)V,U,,,
impidiendo este desacople del problema. La ecuacién (4.42)) se reescribe en-
tonces

(1) = ) [83(1)8Yom (0,0) + 53, (1) VaYom (6,0)] = D _sm(r).  (4.44)

m

Tenemos entonces dos funciones radiales independientes, s3 (r) para los des-
plazamientos radiales, en la direccién de ¥, y s3 (r) para los transversales,
en las direcciones de V,Ya,, (6, ¢) (versores uy y u, de la base local de las
coordenadas esféricas)ﬂ Los desplazamientos por deformacién solo se obser-
van (o miden) en la superficie terrestre. Por lo tanto el iinico dato disponible,

"Nétese que de existir dependencia temporal, esto no serfa asi, ya que la derivada
temporal de s(r) incluiria al tercer vector de la base.
) 19 19
8Vra(r,0,¢):ra—f+ue;£+u¢ 672

rsen 6
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como condicién de contorno, que debe incorporarse a la teoria es el de los
valores s3 (ap) v s3,.(ag). Esto se hace convencionalmente mediante los de-
nominados nimeros de Love (Munk y MacDonald 1960, Wahr [1996)), que
consisten en unos valores normalizados para estas funciones, denominados [
y h, y definidos a partir de los desplazamientos vertical y horizontales de la
superficie terrestre segun:

h
Desplazamiento vertical = —Usyperficie, (4.45)
g
[ 0 [ 1 0
Desplazamientos horizontales = {E%Uguperﬁcic, EW%UqllperﬁciC} ,

donde ¢ es el valor de la aceleracién de la gravedad en la superficie de la
Tierra. Denominando entonces (S;m, Som, S¢m) @ las coordenadas esféricas de

los vectores s,,, tendremos de (4.44)) y (4.45)), teniendo en cuenta que U,,(r =
a’E) = Yém (07 (b)

h

Srm (aEu 97 ¢) = S%m(aE>Y2m (97 Cb) i Eyém (97 Qb) 9
1 0 [ 0
som (ap,0,0) = s3,, (ap) @@Yzm (0,0) = Q%YM (0,9), (4.46)
de donde h l
S%m<aE) 21 57 ng (aE) 3 7 aE;- (447)

Sin embargo el niimero de Love que nos afecta directamente para el estudio
del potencial de redistribucién es el tercero, denotado k, que da cuenta de

las observaciones del campo gravitatorio en la superficie de la Tierra. Este se
define segin (Kaula 1964, Munk y MacDonald [1960):

Potencial adicional en la superficie (desplazada) = kUsyperficie- (4.48)

Definimos V;,(r) como el término del potencial de redistribucién, segin una
descomposicién del tipo , asociado al desplazamiento s,,(r), esto es, el
potencial adicional o la variacién sobre el potencial. Dado que éste es una
funcién escalar cuya parte angular debe satisfacer (4.31) y s,,(r) tiene la
forma , podra descomponerse en variables separadas como

Vin(r,0,0) = Ry (1) Yam (0, 0) . (4.49)
Por lo tanto se tendra que

Via(a,0,8) = Roa(a5)Yarn (6, 6) = kUn(r = a) = kYo (6,0),  (4.50)
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de manera que
Ry(ag) = k. (4.51)

Las simplificaciones aceptadas en este modelo conllevan que los nimeros
de Love resulten magnitudes independientes del valor del subindicd’| m. El
célculo de éstos no es trivial y atiende a modelos reoldgicos (Takeuchi 1950,
Jeffreys [1976)), no obstante en nuestro problema son datos de entrada de la
teorfaﬂ. Para construir la expresion del potencial de redistribucion dado por
, necesitamos obtener la parte radial para r > ag. Es decir, la solucion
de la ecuacién de Laplace dada por compatible con la condicion de
contorno @ . Dado que la solucién debe ser acotada, la parte radial sera de
la forma r~ 1) = =3 por lo que

r @i
de manera que
3
XQwﬁmﬁzk<%ﬁ Yo (6,0), 7 > as. (4.53)

Esta expresién puede relacionarse directamente con el término U, del po-
tencial de marea dado por (4.39),

%An&@:kC%fUMna@. (4.54)

La relacién entonces entre los potenciales completos de redistribucién y marea
se obtiene de la combinacion lineal , ya que ambos admiten un desa-
rrollo en armoénicos esféricos con los mismos coeficientes , al tratarse
de potenciales gravitatorios. Por lo tanto

2

> Vi (r)

m=0

V(r) =Re

2
ag 5

—k(2) R U (1), 4.55
£) Re D antn (), (059)

que definitivamente se puede escribir como

vwm:k(%§5U@y (4.56)

9Considerando una deformacién méds general en , los nimeros de Love dependen
del grado I, es decir, k;. En nuestro caso k = k.

10A modo de referencia, valores para los numeros de Love pueden encontrarse, por
ejemplo, en Munk y MacDonald (1960): £ = 0.290, h = 0.587, I = 0.068. Para m4s
precision pueden consultarse las expresiones normalizadas del geopotencial en las IERS
Conventions (2010), o la tabla
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Esta expresiéon para el potencial de redistribucién es indepediente de las
coordenadas utilizadas, ya que depende explicitamente sélo de r = ||r||.
Estrictamente es valida bajo la aproximacion del desarrollo multipolar dado
por , y coincide con la empleada por Kubo (1991)) para el estudio de
la variacion del tensor de inercia en la Tierra deformable. Este problema lo
abordaremos en la siguiente seccion.

4.4. Dependencia temporal del tensor de iner-
cia

Siguiendo el planteamiento del problema expuesto en las secciones pre-
vias, los elementos de matriz de I; son funciones conocidas del tiempo, de-
pendientes de la posicion de los cuerpos perturbadores que inducen la de-
formacion de marea, y de las caracteristicas eldsticas (con mas generalidad,
reolégicas) de la Tierra. A partir de la relacion existente entre el potencial
lunisolar perturbador y el potencial de redistribucion, dada por , usare-
mos la férmula de MacCullagh estudiada en la seccion [2.6] para encontrar la
forma explicita de la matriz de inercia, siguiendo un planteamiento similar al
de Peale (1973) o Kubo [1991)). Con mayor nivel de detalle puede destacarse
Rochester y Smyle (1974).

Para escribir el potencial V' (r) de manera que pueda realizarse una com-
paracién con la expresién de la energia potencial dada por , conviene
explicitarla en coordenadas cartesianas, y para ello reescribiremos el desa-
rrollo multipolar esférico (4.35) en términos del polinomio de Legendre de
segundo orden, en virtud del teorema de adicién para los arménicos esféri-
cos:

G 2 g
- (£> P, (cosy), cosy = 71:_1“ (4.57)

T’

U (r) b

Teniendo en cuenta la forma explicita del polinomio,

1 I\ 2 13 I2_ 2,12
Py (cosv) = 5 [3 (E) _1] -5 <rr)2 ,27”7” ’ (4.58)

2 rr! 2 ror

resulta

U == [3 (rr')? — r%ﬂ} . (4.59)

Una expresion equivalente para el potencial de redistribucién (4.56)) es en-

tonces om 1 .
_,bm 1 rag N2 22
V()= k= T,5(r) [3(1«1«) 7“7“]. (4.60)
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Antes de comparar con la féormula de MacCullagh es conveniente aclarar,
ya que por abuso de notacién se han denotado de la misma manera, que
la expresion se corresponde a la energia potencial y no a la
funcién potencial, y que por ello debe divirse por la masa, m. Igualmente en
la expresion del potencial gravitatorio U (r), por comodidad no hemos
incluido el signo menos que se utiliza con caracter convencional, de modo que
la comparacion de (4.60]) con (2.101)) requiere también de un cambio de signo
en (4.60)). Teniendo en cuenta estos detalles y las expresiones del potencial en
coordenadas cartesianas dadas por y , la férmula de MacCullagh
para el potencial de redistribucion en términos de los elementos de matriz de

I, dados por (4.20) se escribe

Vi) = —% [2* (—2AA+ AB+ AC) 4+ (—2AB + AA+ AC) +

+2° (—2AC + AA+ AB) — 6Fzy — 6Exz — 6Dyz] . (4.61)

Notese que el potencial de redistribucién es una contribucién adicional al
geopotencial rigido que induce la variaciéon en el tensor de inercia. Por ello
la formula de MacCullag se aplica para los elementos de matriz de I;. Desa-
rrollando (4.60) en coordenadas cartesianas,

Gm 1 rag\®
V() = _kTrT% (TE> [xz (2$I2 . 212) + oy (2y’2 a2 2/2) n
+27 (22" — 2 — y*) + baya’y’ + 6xza’2 + 6yzy'2'] . (4.62)

Al igualar (4.61) y (4.62)), comparamos los términos correspondinentes a la
diagonal de la matriz de inercia, ya que el resto de términos estan desacopla-
dos. Se obtiene el sistema lineal de ecuaciones

—2AA+AB+AC = «o(22” —y?-2"7),
—2AB+AA+AC = «a(2y? -2 -2"7),
—2AC+AA+AB = (2% —2"” —y?), (4.63)

donde o = km (ag/r')°. El determinante del sistema de incégnitas AA, AB
y AC es nulo y el sistema resulta compatible indeterminado. El sistema se
puede reescribir en términos de la traza de la matriz, Tr(I;) = AA+ AB +
AC,

—3AA+Tr(ly) = a(22”?—y*-2"),
—3AB+Tr(L;) = a(2y?—a"”-2"7),
—3AC+Tr(L) = a(22”—2"—y?). (4.64)
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Aplicando el teorema de Darwin (Darwin 1910]), bajo la hipétesis de sélido
incompresible, se tiene Tr(I;) = 0, y el sistema queda desacoplado. Se in-
cluye una demostracién de este teorema al final de esta seccién. Los términos
correspondientes a los productos de inercia en se obtienen de forma
directa. Podemos dar una expresion compacta para los elementos de matriz
renombrando estos como Iy;;, y las coordenadas (2', v/, 2') = (1], 75, 7%):

kma% , )
L = s (= 3r?),
a% ! ! . .
L, = —k?m—r,g) riry (1 # 7). (4.65)

Es habitual definir (Kubo [1991)) el pardmetro constante]

1 agp 3
Kk = —kma> (—) 4.66
a3, (4 (466)
donde a es la distancia media entre el geocentro y el cuerpo perturbador,
tal como se ha empleado ya con anterioridad. De esta manera, la matriz I
queda finalmente escrita en términos de las coordenadas cartesianas (z/, ', 2)
y médulo 7’ del radiovector del astro perturbador de masa m, referido al
sistema de Tisserand, como

a3 TJ2 o 31.12 _ley/ —S.T/ZI

I = k— =3z'y  r?—=3y? 3y ) (4.67)
r Ry —3y'7 P2 3,2

Considerando las coordenadas del cuerpo perturbador como funciones cono-
cidas del tiempo (siguiendo la conexién con las teorias orbitales abordada en
la seccion , la expresion anterior proporciona la dependencia temporal
del tensor de inercia, I;(¢).

Conviene hacer la aclaracién de que los elementos de la matriz de inercia,
definidos en , y por ende en (4.67)), son los correspondientes al sistema
de Tisserand conforme se abordé en la seccién [4.1] En ese sentido disponemos
de una expresion para I (¢).

El pardmetro s determina el orden de magnitud de ||I;||. Teniendo en
cuenta , la magnitud de la perturbacion elastica puede caracterizarse

pof?| k/C.

UEn Getino y Ferrdndiz (1995)) se denota x = 2D;.

12Valores numéricos para la Luna (k) y el Sol (ks) pueden encontrarse en Kubo (1991)):
kr = 5.66 x 1078kC, kg = 2.60 x 10~ 8kC. Teniendo en cuenta el valor de referencia k =
0.290, en el caso més desforable la magnitud de la perturbacién resulta k7, /C ~ 1.64x 1078,
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4.4.1. Demostracion del teorema de Darwin

Por ultimo demostraremos el teorema de Darwin empleado para la reso-
lucién del sistema ([4.63). Demostraremos que 77(I;) = 0 encontrando la
expresion explicita de la traza, en términos del campo de desplazamientos.
Siguiendo la notacién de (4.20), Tr(1;) = Tr(I) — Tr(Iy), donde I es el tensor
de inercia del sdlido deformado, e Iy en el estado sin deformar. Aplicando

(2.92) se tiene

Tr(I) = 2/ o(r*)r*?d’r*, (4.68)
donde hemos denotado con un asterisco () las magnitudes correspondientes
al estado deformado del sdlido. La deformacién conserva los elementos de

masa, ya que no hay flujo de masa en la frontera de los elementos de volumen.
Por lo tanto, se tiene

dm* = o(r*)d*r* = dm = o(r)d’r. (4.69)

La deformacién viene determinada por el campo de vectores desplazamiento
s(r), de modo que r* = r + s(r). Considerando esta transformacién como un
cambio de variable para el célculo de la integral (4.68]), se tiene

Tr(I) =2 /V o(r) [r + s(r)]* d°r, (4.70)

integral que se evalia en el estado sin deformar. Desarrollando el cuadrado,

TrI) = 2 /V o(r)r*d’r+2 /V o(r)s*d’r + 4 / o(r) (r-s)d’r =

= Tr(Ip) + 4/‘/ o(r) (r-s)d’r+ O (s?), (4.71)

donde despreciaremos el término de orden s bajo la aproximacién de pequefias
deformaciones, ||s|| << ||r||. De donde se sigue que

Tr(Iy) =Tr(I) —Tr(I,) = 4 /V o(r) (r - s) d°r. (4.72)

Considerando la expresién (4.42)) para s(r) en términos de la base local
de los armonicos esféricos vectoriales, determinamos el producto escalar

res =Y s (r)rYim (0,0), (4.73)
lym

ya que el resto de términos son ortogonales a r. Escribiendo el elemento de
volumen en coordenadas esféricas, d°r =12 sen 0dfde, en el caso de simetria
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radial en la distribucién de masa, o(r) = o(r), podemos integrar separada-
mente la parte angular,

[ Vi 0.0)sen8abds = VT [ Vi 0.6 (6,0)sen o —
S S
= V41000, (4.74)

donde se ha utilizado que Y, (0, ¢) = 1/+/4m, y la relacién de ortogonalidad
de los armoénicos esféricoﬂ (Bell 1968). Por lo tanto

T?”(Il) = 4\/_2/ ’I“Slm )(510(5m0d7"—

= 8\/_/ )13 550 (1) dr . (4.75)

Este resultado muestra que a primer orden de deformacién, Tr(Iy) es pro-
porcional a la componente s{,(r) del campo de desplazamientos. En nuestro
problema los vectores desplazamiento son de la forma , con armonicos
de orden [ = 2, donde s{,(r) = 0. Por lo tanto

TT(Il) = 0.

En un modelo de deformacién ma&s general, que incluya armonicos de
todos los 6rdenes, se puede demostrar que la condicién suficiente para la
nulidad de la traza es que el campo de desplazamientos sea solenoidal, Vs =
0 (Rochester y Smylie 1974), que es una condicién derivada de la hip6tesis
de incompresibilidad. Dado que no es el caso que nos atafie, no se considera
necesario incluir aqui la demostracion en el caso general.

4.5. Integraciéon de primer orden

Considerando el hamiltoniano con las contribuciones indicadas en (4.30)),
y en virtud de la linealidad del método de Hori a primer orden de pertur-
bacién, en este capitulo abordaremos la integracién del término de energia
cinética de redistribucién, T;, dado por (4.29)

AC MN
T,=——N?>—-"——¢(Esenv+ Dcosv). 4.76

El algoritmo de integracion es el mismo que el empleado en la seccién

y por lo tanto no requiere de mayor detalle en la descripcion del proceso. Este

13 027T d¢ foﬂ df sen 0}/1:”4 (07 ¢) }/l;km/ (Ha ¢) = 511/5mm’
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término del hamiltoniano es funcién de los elementos de matriz AC, E'y D
de I;. Estos dependen de las posiciones del astro perturbador segin 1)
referidas al sistema de Tisserand, que son funciones conocidas del tiempo.

)

Omitiremos las primas en las coordenadas en lo sucesivo, al no existir
riesgo de confusién, de modo que las coordenadas serén (z,y, z) y r el médulo
de su radiovector. La conexién con las teorias orbitales para la Luna y el Sol
requiere de la expresiéon de estos elementos de matriz en arménicos esféricos
y de las expresiones (2.125). Por lo tanto, la nueva contribucién debida a la
deformacion de la Tierra serd fundamentalmente periddica, en virtud de los
argumentos ©; introducidos en . Como ya se estudid, a primer orden
de perturbacion los movimientos secular y periédico estan desacoplados, de
modo que esta contribucién influird principalmente sobre el movimiento de
nutacién.

A fin de hacer uso de la conocida conexién de las teorias orbitales, la
posicién de los cuerpos perturbadores se describird en variables de Andoyer,
dado que la conexién entre sistema de Tisserand y sistema celeste inercial
se puede realizar via la secuencia de rotaciones , que simbélicamente
podemos escribir como

x(t) = R(OX(1). (4.77)

Las variables candnicas que aparecen en R(#) son también funciones del tiem-
po, y no participaran, entonces, en las diferentes derivadas que se realizaran
en el proceso de construccion de las ecuaciones del movimento y la obten-
cién de sus soluciones a primer orden (Kaula 1964, Peale 1973)). Es habitual
en algunas referencias (Getino y Ferrandiz 1995]) emplear el simbolo ~ para
denotar las variables relativas a los cuerpos perturbadores (en el sentido de
inductores de deformacién). Por simplicidad de notacién nosotros sélo lo uti-
lizaremos cuando pueda existir riesgo de confusiéon, esto es, cuando en una
misma expresion coexistan variables referidas a cuerpos perturbados y per-
turbadores.

Siguiendo lo descrito en la seccién 2.5 el uso de las soluciones de las
teorias orbitales referidas a la ecliptica de la fecha implicaba la introduccion
del término E(A, M, ) en el hamiltoniano (4.30)). Estrictamente cuando el
movimiento orbital desempena el papel de funciones conocidas del tiempo
para la variacion del tensor de inercia, también deberia considerarse una
correccion por la no inercialidad del sistema de referencia. Sin embargo, da-
do que no afecta directamente a las variables candnicas del problema, esto
es, a las que describen el movimiento de rotacién de la Tierra, ni por tanto
a las diferentes dependencias funcionales a través de las que se generan las
ecuaciones del movimiento, podemos despreciar numéricamente esta correc-
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ciénE. En todo caso introduciria una pequena contribucion de indole secular,
que tampoco interaccionaria con las nutaciones debidas a la deformacién de
marea. Supondremos por tanto que el sistema celeste dado por la ecliptica
de la fecha es el sistema de referencia respecto al cual hemos construido el
sistema de Tisserand en la seccién 4.1

Para la aplicacion del método de Hori, el problema no perturbado es el
mismo que en el caso rigido, Hy = Ty dado por , cuya solucién se
aborda en la seccién 2.4, Empleando la notacién para el sistema auxiliar de
Hori, son validas las expresiones .

Escribimos los elementos de matriz de I; dados en en términos de

los arménicos esféricos ([2.95)),

3
AC = Ii% (r* — 32%) = -2k (%)3 Cy (1, @),
3
E = —3&%3% = —K (%)3 Co (0, ),
3 3
D = —BK%yz = —K (g) So1 (0, @), (4.78)

donde (7,1, «) son las coordenadas esféricas del cuerpo perturbador, referidas
al sistema de Tisserand. La conexion con las teorias orbitales se realiza via
las expresiones ([2.125)), que a orden 0 en o se escriben

a

(4) Cmln) = 3% A1 s

(g)SC’gl(n,a) = 3 Z Ci(I,7)sen (u+v—16;),

i r==+1

(&) Sutna) = 3 Y GUreos(usv—r0). (@19

i, 7=%1

Sustituiremos en para obtener la expresiones explicitas para los
elementos de matriz. Recordemos, sin embargo, una vez més que las variables
canénicas, p, ¥ y A (ésta implicitamente en ©;) asi como el angulo auxiliar 7,
son funciones conocidas del tiempo. Con suficiente exactitud puede tomarse

para éstas la solucién del problema del sélido rigido libre dada por (2.58)),

(2.61) y (2.62). Esto implica suponer que la deformacién inducida por los
astros perturbadores se produce sobre una Tierra no perturbada en su mo-

vimiento de rotacién por ellos mismos, lo cual es numéricamente admisible

!4Es un movimiento de rotacién muy lento, y se considera como secular. Véase por
ejemplo la nota al pie en la pdgina @
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considerando la magnitud de las nutaciones de la Tierra rigida. Asi, recordan-
do que para las constantes de integracién se verifica Ny = My+0(0?) ~ Cwg,
se tendra en el argumento de las funciones trigonométricas de (4.79):

M, 1 1
ptv = M0+V0+{70+<———>N0}t=
= o+ Vo +wgt, (4.80)

de manera que podemos sustituir

{ sen }WH_T@Z.) _>{ sen }(wEt_T@i), (4.81)

COS COS

pudiendo prescindir para nuestros propoésitos de la fase constante, p, + vo,
en el argumento de las funciones trigonométricas. Los elementos de matriz

(4.78) quedan entonces

AC = —65231-([0) cos 0,
E = -3k Z C;i(1y,7)sen (wpt — 70;),
i, 7==%1
D = -3k Z Ci(Ip, T) cos (wgt — 7O;) , (4.82)
i, 7==%1

donde ©; = O,(t) = n;t + O;9, conforme a .

La introduccién de las relaciones en el hamiltoniano de pertur-
bacion , H; = T;, nos permite abordar la integracién de primer orden
siguiendo el método de Hori

1M*2 1 1 1
H; = Ho(M* N*) == Al (p—— 4.
P o= mOrN) =gt (G- g) s
N*Z
Hf - Hlsoc(p*7q*) - Z 3’1pB0;p(IO)W7 (484)
p=L,S
Hlper = Hl - Hlsec =
N*2 M*N* .
= Z {Sﬁpw Z Bi;p(IO) COS @z + 3I€pTO’
p=L,S i#0
x Y Cip(Iy, ) cos (wpt — 76; — y*)}. (4.85)
i, 7==%1
La funcién generatriz se construye a partir de ([2.149)),
Wi = Hiperdt, (4.86)

UP
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donde debe recordarse que el método requiere de la inversién del sistema de
soluciones del caso no perturbado, dado por (3.13)). A modo de ejemplo, la
integracién de uno de los términos resulta

1
/ cos (wgt — 70; — V") dt = sen (wgt —70; — V") . (4.87)
UP WE‘ - TTLZ' - n;
Teniendo en cuenta (2.62)), podemos escribir
1

. g B .
donde realizaremos la sustitucién Nj = N* en virtud de (3.13]).
La funcién generatriz que se obtiene realizando este proceso es

N*Z
W=y {3@,? > Bi,(ly) sen©; — 3k, M*N*o” (4.89)
p=L,S i#0

Ci;p([l)>7') .
Xz‘;ﬂ (A—C)N*+ AC (tn; — wg) sen (wpt = 76; —v )} :

4.6. Movimiento de precesion

Abordaremos en primer lugar la depencia temporal de p*+v* en términos
de las constantes del problema. Para el caso no perturbado se tiene ,
veamos si es suficiente como aproximacion para la evolucion temporal de
estas variables canénicas emplear que p* + v* = pi + vj + wgt.

Tal como estudiamos en la seccién 3.3, para el movimiento de precesion
de estas variables se tiene (3.74)), nj, +n;, = wp + O(c*?), o equivalentemente
pH vt = py+vi+wet+0(0*?). Respecto al caso rigido, la evolucién de las
variables se ve afectada por el hamiltoniano secular adicional . Este no
supone ninguna variacién para la variable p* dado que {u*, H} = 0, al no
depender de M*. Teniendo en cuenta (3.16]), para la derivada temporal de la
variable v* existe una contribucién adicional dada por

N*

ony ={v" Hi} =6 ) mpBo;p(zo)E, (4.90)
p=L,S

que evidentemente es numéricamente despreciable al depender del pequeno
parametro r,/C, frente al resto de términos del argumento de la funcién
trigonométrica, on’ ~ 10 8wg. Utilizaremos entonces para las expresiones
de las nutaciones debidas a la deformacion de marea que

pr vt =+ vy + wit. (4.91)
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Como consecuencia de (3.38)) y (4.84)), se tiene que N* = Nj , y no existe

contribucién adicional al movimiento secular de I* y \*, es decir
(571,\ = O, (571] =0. (492)

En este apartado conviene incluir una aclaracion sobre la equivalencia
con el planteamiento seguido en Escapa (2011)), ya que en esta referencia
los momentos de inercia, que denominaremos Ay y Cjy, incluyen los del caso
rigido mas la contribucién elastica de tipo permanente. En nuestro caso los
momentos principales de inercia son los empleados en el modelo de Tierra
rigida del capitulo anterior (los dados por el valor constante A/C' = 1 —
H,). Centrando la discusién en el tercer momento de inercia, para el que

hemos introducido expresiones con anterioridad, la diferencia estriba en la
contribucién secular de (4.82), dada por el término ¢ = (0,0,0,0,0), esto es

ACyee = =6 Y KpBoy(ly) = (AC). (4.93)

p=L,S

Con el modelo de deformacién en estudio (primer orden de deformacién a
través del teorema de Darwin, y potencial de marea de orden [ = 2), ésta es
la tnica fuente de deformacion permanente. Si hay otras, son indistinguibles
por el modelo mecédnico. Notese que en nuestro caso el promedio temporal
(AI;) resulta una matriz diagonal, y en el caso de Escapa (2011]) es nulo.
Asi pues, Cy = C + AC., que es irrelevante desde el punto de vista de la
representacion numérica, ya que tal como se indicé en la nota al pie de la
pagina kp =~ 1078C. La definicién de Escapa (2011]) para I, conlleva que
HY = Hygee(p*, q*) = 0, frente a , y por lo tanto no se tiene variaciéon en
el movimiento de precesion de ninguna de las variables respecto del caso de
la Tierra rigida, al resultar la perturbaciéon puramente periédica. En nuestro
caso existe una pequena contribucién vinculada a , que se anade a los
términos de la precesion del caso rigido, dada la linealidad de las ecuaciones
de Hamilton.

Sin embargo, la eleccién de Escapa (2011]) conlleva recalcular los movi-
mientos de nutacion y precesion del caso rigido, ya que la modificacion de
los elementos de matriz de Iy implica una modificacién en T. Evidentemente
conduce a la misma soluciéon, ya que la energia cinética T en el caso rigido
(modificado) incluird una contribucién secular equivalente a partir de

2 2 2 2 2
2]\(2 =3 N ~ N L?ACS% = N + Higec, (4.94)
0 (C+ AC.) 2C 2C 2C
donde H.. es el dado por . La contribucién secular A A,.. no participa
en este orden aproximacién debido a que M? — N? ~ O(o?).
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4.7. Movimiento de nutacién

Calcularemos las nutaciones del eje de ﬁguraEL estudiando separada-
mente los términos de Poisson y Oppolzer. La dependencia con las variables
candnicas de la funcién generatriz , Wy =W (M*,N*,o*,v*) , nos lle-
va de manera inmediata a concluir que no existe contribucién de los términos
de Poisson, es decir, en las nutaciones de los angulos direccionales del eje del

momento angular. En efecto, las expresiones (3.18)) y (3.19)) conducen a
AX=0, AT =0. (4.95)

Este resultado esta en concordancia con la afirmacién de Moritz y Mueller
(1986, apdo. 3.3.2) de que, a primer orden de perturbacién, la estructura de la
Tierra no afecta al movimiento del momento angular, esto es, a los términos
de Poisson. Esto es, el movimiento del eje de momento angular es el mismo
para una Tierra rigida o elastica, salvo que en el modelo se introduzcan
nuevos términos en la energia potencial del sistema, como veremos en el
préximo capitulo.

La deformacién de marea contribuye a las nutaciones a través de los
términos de Oppolzer, es decir, en los angulos direccionales del eje de figura
en el sistema de Tisserand. A partir de (3.24))

Ald—N) = {U*M W*}, A0 —T) = {o" cos p*, W7} .

sen [*’ 1

Es conveniente expandir

sen (wgt — 70; — v*) = sen (wgt — 70;) cosv™ — cos (wgt — 760;) sen v*
(4.96)
para la realizacion de las derivadas y posterior agrupamiento con otros térmi-
nos. Indicamos los pasos mas relevantes de estos calculos

*

1

ov*

1
M*sen [*seno*

X (M* seno” oWy + coso” oW )} : (4.97)

A=A =

+ 0" cos pu* x

[sen w

oM+ do*

donde mantenemos sélo el orden O(0?), y por tanto el término de la deriva-
da OW;/OM* no se considera. Al agrupar las funciones trigonométricas de

15 Observemos que como estamos calculando las nutaciones del eje de figura, no es nece-
sario incluir los términos convectivos (Efroimsky y Escapa 2007, Escapa 201T]).
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oW Jov* y OW{ /Oo* se tiene,

sen (wgt — 70;) cos(u* + v*) — cos (wgt — 70;) sen(u* + v*)
= senfwpt —70; — (W + )] = —sen (" + V") — (wpt — 76;)].
(4.98)

Finalmente resulta

_ 3kp Cisp(Lo, 7)
Ale=A) = Z sen[*N Z (A—C’)N*%—AC’(Tni—wE)X

p=L,S i, 7=%1
x sen [(p* + v*) — (wgt — 76;)] + O (c¥). (4.99)
Con una manipulacién completamente anédloga se llega a
1 oWy
ANO-1) = U senot {cosu* 81/*1 — 0" sen u* X

oWy oWy
X <M* seno” 0M1* + coso” 80*1 )} , (4.100)
que involucra las mismas derivadas que el caso anterior. El resultado es ahora

_ ] Ci(lo, 7)
A1) = ZgﬁpN Z (A—C)N*—FAC’(TTLZ'—OJE)X

p=L,S ir=+1
X cos [(u* 4+ v*) — (wet — 70;)] + O (7). (4.101)

Teniendo en cuenta que p* + v* = ui + v + wgrt, dado por (4.91)), podemos
realizar la sustitucién:

sen [(u* 4+ v*) — (wpt — 70;)] — sen(70;) = Tsen O,
cos [(u* +v*) — (wgt — 70;)] — cos 6, (4.102)

prescindiendo de la fase constante, pg + 1§, en el argumento de las funciones
trigonométricas, al igual que se hizo anteriormente (se cancelaria con y+1y).
Considerando (3.62)[% y (4.92) es admisible numéricamente I* = I = Iy,
esto es, evaluarlo numéricamente en una época dada (J2000.0) tal como se
hizo en la representaciéon numérica de las nutaciones en el caso rigido. Usando
finalmente que N ~ Cwpg, las amplitudes de las férmulas de nutacién pueden
reescribirse como

N§ 1 1
= 4.1
(A= C)Ni — ACwg + TACn; C Any (4.103)
1— 7%
OCOE

16a representacién numérica de estas expresiones puede consultarse en Kinoshita
(1975). Para ¢ = —I* se tiene ¢ ~ 23°26'21".47 — 46".81559t — ..., con ¢ en centurias
julianas desde J2000.0.
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Las expresiones (4.99)) y (4.101)) resultan entonces

(I
AN(p—N) = — Z Sy Z —Tcl’p(Ao’T)sen@i,

C'sen [ ;
p=L,S Ojr=t11—7=—2
WE

AO-T) = — Z Sty > Lipllo, ) I“’ cos ©;, (4.104)

p=L,S i,r==+11 —T——
CWE

coincidentes con las ecuaciones (61) de Escapa (2011]). Introduciendo el coe-
ficiente K; definido por Getino y Ferrdndiz (1995)), que en el caso simétrico

es
M 2

Ky, 3DtpCA_3KpA,

(4.105)

y teniendo en cuenta que nj, = My /A ~ Cwg/A, se recuperan los términos
de Oppolzer (6.20) y (6.21) de esta referencia:

Ap—A) = — Z By Z —TT(;};ZfI:;Z) sen ©;,

sen I,
p=L,S 04 r==+1 =

AO-T) = = > Ky > Mcos@i. (4.106)

p=L.S i =41 = TN

El coeficiente K; esta relacionado con el orden de magnitud de la defor-
macién de marea, y permite que estas expresiones sean, formalmente, muy
similares a las del caso de la Tierra rigida, y .

Dada la similitud formal (senalada por Kubo [1991]) entre las expresiones
de las nutaciones dadas por y las correspondientes al caso rigido,
y , para la representacion numérica se procede de forma andloga
a lo indicado en la seccién [3.2] Se toman los pardmetros de las tablas
y [3-4l Para los valores de &, y el niimero de Love k, se emplean los dados
por Kubo (1991) indicados en la nota al pie de la pagina . La unidad de
las amplitudes es 1 pas (microsegundo de arco).
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68966+  L6°L6E+  9T°690T— ST'CLOT— €T6+ ¢t 0+ ¢+ 0+ I+
0T 07e+  €0'TPe+  OT'COTT— TI'SOTT— €9°¢T+ I+ 0+ ¢t 0+ 0t
€6°986T+ GET66T+ GO T8ES— TL'G6ES— 99°CT+ ¢+ 0+ ¢+ 0+ 0+
9¢'T0¢—  61°¢0e—  €€°LC 0y Lo+ GG LT+ 0+ o+ 0+ o+ I+
LG 06+ 0¥ 06+ GG LeT—  68°LeT— CLICcl+ ¢+ ¢— ¢+ I+ 0+
€e°L88+ €€ LG8+  96'97E€Cc— 96'9¥¢c— €981+ ¢t ¢— ¢t 0+ O+
G L— LT L— 6661+ 7961+ GzG9¢+ ¢+ ¢— ¢t 1— 0+
I1T°¢r— CCCv— 6c0+ 6G0+ 9z°'¢9¢+ 0+ 0+ o+ 1+ 0+
67 L+ 16 L+ €8°0¢— 8G'0¢— 7.966¢— ¢+ 0+ 0+ 0+ 0+
LVTI1E— CeCI¢—  TITT1G0T+  L6°€S0T+ 8¥'€6L9— T+ 0+ O+ 0+ O+
IT-H Ope[IOrED) TT-H Ope[iore) seld (8) a H /1 1
[serf] pepmorqQ [serf] pnyiSuor] OpOLId 0JuWNSIY

Tabla 4.1: Nutaciones del plano de figura para los principales argumentos
(amplitudes y comparaciéon con Escapa 2011)
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Capitulo 5

Tierra elastica: contribuciéon del
potencial de redistribucién

5.1. Potencial de redistribucion en variables
canonicas

En este capitulo abordaremos la contribucion a los movimientos de prece-
sién y nutacion de la Tierra eldstica, dada por la energia potencial de redis-
tribucién a partir de , que denotaremos por V; conforme a la expresion
del hamiltoniano . El estudio se realiza a primer orden de perturbacion
siguiendo el método descrito y utilizado en los capitulos anteriores.

En virtud de las expresiones y , para cada cuerpo pertur-
bador p (inductor de deformacién) de masa m,, y vector posicién r’, y cuerpo
perturbado ¢ (afectado gravitacionalmente por la deformacién inducida) de
masa m,, referenciada a un sistema inercial geocéntrico, se tendrd un poten-
cial dado por

a_E)5 Gmym, <7“

2
Vipag =k ( F) P, (cos). (5.1)

T r!

Por aplicacién de la férmula de adicion de los polinomios asociados de Legen-
dre (Bell [1968), en terminos de los armoénicos esféricos reales se tiene

1 1
Py (cosy) = CaCo + 3 [C1 Gy + 5215 ] + 15 [Co20n + 5229] . (5:2)
donde para abreviar la notacion hemos escrito los arménicos esféricos de
argumento (1, ) como Cj; y Sij, y los de argumento (7', ') como Cj; y Sj;.

Siguiendo el planteamiento del capitulo previo, los arménicos esféricos Cj;
y Si; son funciones conocidas del tiempo, es decir, no tendran dependencia

111
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con las variables canodnicas del problema una vez expresados en el conjunto
de variables de Andoyer como funciones conocidas del tiempo. Para éstos es
admisible numéricamente el orden de aproximacién O(5°) conforme a (4.79)),
donde hemos de anadir las expresiones correspondientes a los armonicos C,
y Sy a partir de las expresiones generales (2.125)),

an\ 3 ~ ~
<T—1/D> o = 3ZB]~(I) cos O,
J

(%)3051 = 3 Z Cj(f, T) sen ([L +U— €éj) )
je==1
<a_’;)3sél = 3 Z C;(I,7) cos ([L—l— v — eéj) ;
je==%1
(a_f,”>3 Chy = —3 Z D;(I,7) cos (2/] + 20 — e(:)j> ;
je==£1
(ﬁ)g S, = 3%;1 D;(I,7)sen (2/1 P eéj) . (5.3)

Tal como se indico en el capitulo anterior, empleamos el simbolo ~ para deno-
tar las variables de Andoyer (coordenadas, momentos y funciones de éstos)
relativas a los cuerpos perturbadores, al objeto de distinguir las funciones
dependientes del tiempo de las variables candnicas del problema.

En el orden de aproximacion de validez de estas expresiones, es comun
encontrar en la literatura una equivalencia de denominacion entre el orden m
de los armoénicos, y por tanto la contribucién zonal (m = 0), teseral (m = 1)
y sectorial (m = 2) del potencial, y la frecuencia aproximada o promedio del
argumento asociado a estos arménicos, denominadas bandas, de largo peri-
odo, diurna y semudiurna, respectivamente. Ello es debido a que el periodo
aproximado de la combinacién de variables i + 7 es de un dia (frecuencia
diurna), conforme a , y las expresiones establecen la correspon-
dencia

Cyy — argumento independiente de i + 7 — banda de largo periodo,

b1, 59, — argumento dependiente de ji + 7 — banda diurna,

by S9o  — argumento dependientes de 2ji + 20 — banda semidiurna.

(5.4)

[gualmente establecen una correspondencia entre el orden del armonico y las
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funciones B;, C, y D, involucradas

/

o — B; (contibucién zonal),
51: 59 — C, (contibucion teseral),
ooy Ono  — Dj (contibucién sectorial). (5.5)

Noétese que estas correspondencias estan vinculadas al orden de aproximacién
empleado (orden 0 en o) para la expresién de los armonicos esféricos relativos
a los cuerpos perturbadores, esto es, aquellos que son funciones conocidas del
tiempo en el desacople del problema.

Para el desarrollo en variables de Andoyer de los arménicos dependientes
de las coordenadas esféricas de los cuerpos perturbados, (1, «), se habra de
mantener el primer orden en el angulo o, debido a que las ecuaciones del
método de perturbaciones involucran derivadas respecto de éste, a fin de
garantizar la completitud del orden O(c?) en las expresiones de la evolucién
temporal de las funciones canodnicas. Se tendra entonces

(%)3020 = 3ZBi(I) cos©; —

—30 Z Ci(I,7)cos(u—76;),

i, 7=%41
aq)* — . ey
<r> Cy = 3iTZ;_LlCl(I,T)sen(u+u T7O;) +
+o Z { Isen (v —70;) — ;)Di(I,T)sen(Zu—i—V—T@i)},
i,7==%1

(%)3521 = 3 Z Ci(IJT)COS(/J’—i_V_T@Z')—i_

i, 7=%1
+o Z FBl(I) cos (v —710;) — §Di(I, T)cos (2u + v — T@i):| ,
i, 7==+1 2 2
AN — . 10—
( . > Cyp = 3iTzﬂ D;(I,7)cos (2u+2v — 76;)
—60 Z Ci(I,T)cos (u+2v —716;),
i,7==%1
aq)* — _
<7") Soy = 3”2_;1 (1, 7)sen (2u + 2v — 7O;) +

+60 Z Ci(I,7)sen (u+2v —160;).

i, 7=%1

(5.6)
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En lo sucesivo, y siguiendo el convenio empleado, omitiremos el argumento
de las funciones B, C'y D, y las denotaremos como B, C'y D cuando éstas
dependan de la funcién temporal I. Para evitar confusiones entonces con las
variables e indices mudos (o sumados), en las expresiones anteriores se han
denotado de forma diferente: €, j en y 7,1 en (5.6)).

La sustitucién de en 7 permite escribir el potencial de redis-
tribucién en la forma:

a3 0 1 2
Vipg = kapmqag_sg (Vt( : + %fp?q + Vt( ) ) ) (5.7)

g Pd
Pq

donde
ag\3 ay\ 3
V;fgo),)q = <_q) Cao <T_I,J) éo»
1 ag\3 ay\ 3 ag\3 ay\ 3
= 5| o (%) o () s () s
a.\3 a.\3 a3 a3
() cn () cnr (5) 5a () 5] 69

Aqui el superindice (0), (1), (2) indica la contribucién zonal, teseral y secto-
rial, conforme a lo senalado anteriormente.

Ha de tenerse en cuenta ademés que se han de sumar cuatro expresiones
del tipo al considerarse dos cuerpos perturbados y dos perturbadores
(Luna y Sol), dado que como sabemos las funciones B;,, Ci, v D;,, (v las
correspondientes con ~) dependen también de éstos.

Asi pues, la energia potencial de redistribucion resultara

) 2
t;p,q 12

b
Vi= Z Vipa = Z kG —"-mym, <V;§2,)q + Vtg,)q + Vt(?q) , (59

a,a
p,q=L,S p,q=L,S P

constituida por cuatro bloques de productos de armoénicos, los correspon-
dientes a las combinaciones (p,q): (L,L), (L,S), (S,L) y (S,5), esto es,
Luna-Luna, Luna-Sol, Sol-Luna y Sol-Sol, respectivamente.

Por conveniencia de notacion reescribiremos el conjunto de constantes de
la expresion utilizando las constantes k, dadas por , definidas por
Kinoshita (I977) en el estudio de la Tierra rigida, y las , definidas
por Kubo (1991)) en el estudio de la Tierra eldstica. Entonces

a’ a’ m 1 w
kG—E = (km,Z —1) = “hy=E) =
Gapaqmpmq ( e ag) (G @3) (3rp) (3 qu)

= —Kpky. (5.10)
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Nétese que el producto x,k, es simétrico para valores diferentes de los indices
Py q, es decir
Kpky = Kgkp. (5.11)

Para realizar la sustitucién de las expresiones (5.3)) y (5.6) en (5.9)) denotare-
mos los diferentes términos en la forma Vt(m) [0°], donde m = 0, 1, 2 se refiere

al término de que se estd calculando (esto es, el orden de los arménicos
esféricos), y s = 0,1 el orden del dngulo o en el desarrollo de los armdnicos.
Realizando los productos y atendiendo a las operaciones trigonométricas ha-
bituales obtenemos

V= O [UO]+W(1) [00]_1_%(2) [00}_'_%(0) [Jl]_’_‘/;(l) [01]_1_%(2) [o'], (5.12)

donde los términos de orden O (¢°) vienen dados por

L,S +1
) - S k(o 8)
d

p,q ,J T,
o b8 +1
1 E ~ -
Vt( ) ()] = 3Fd Z Z Z kpkqCipCliq COS (u +v—70, -1 —VU+ 6@]) ,
p,q 1,] T,€E
2 wn LS +1
2 E ~
VP [0 = T > Z > " kpkgDipDjig %
p,q 1,7 T,€
X COS <2u +2v—70; — 21 — 20 + e(:)j> , (5.13)
y los de orden O (o') por
Ouwn LS +1
‘/;(0) [0’1} — _§FEJ Z Z Z Hpchi;ij;q COS (u — T@i + €@j) 5
d .
pP,q 1, T,€E
9uwn LS +1
vVl = 22 FaBiaCig 08 (v =70, = i = 0+ €0; ) —
f [a} 2HdJZZZ/€pq pCjqCO8 |V — T =V + €0,
p,q ,] T,€
Bwn LS +1
5 -
_§Fd0' Z Z Z lipk’qu;pCj;q X
p,q (2%} T,€E

><cos<2p+l/—79i—ﬂ—17+e(:)j>,

3 LS +1
Vt(Z) [01} - 5%0222 “pchi;pf)j;q X
d

D %] TE

X COS (,u + 20 —70; — 201 — 20 + Eéj) . (5.14)
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5.2. Integracion de primer orden

A resultas de la linealidad del método de Hori, y siguiendo el mismo
procedimiento que en los capitulos precedentes, abordaremos la integracion
del término V; dado por (5.12)). Para establecer las contribuciones seculares
y periodicas de esta perturbacién, consideraremos los diferentes argumentos
del coseno en las expresiones y . La condicién maés general para

obtener la parte secular del primero de los sumandos, Vt(o) [09], es la anulacién
de la frecuencia argumento, 7n; — en; = 0, o equivalentemente en virtud de
1) 70;— €O ; = 0. Complementariamente la parte peridédica vendra dada
por las combinaciones del tipo 70; — €0, no nulas.

Para la descomposicion del resto de sumandos hemos de considerar como
procederemos en el paso siguiente tras el calculo de la funciéon generatriz,
W1, es decir, en la aplicaciéon de las ecuaciones del método de perturbaciones
1) para obtener el movimiento del sistema. Estas involucran derivadas
respecto de las variables candnicas del problema y los dngulos auxiliares.
Una vez que se hayan realizado, y como consecuencia de que los cuerpos
perturbados y perturbadores son los mismos, se podra identificar, y cancelar
cuando proceda, las variables candnicas con las funciones temporales, esto
es, las variables con y sin ~.

Tal como se senald en la seccién [2.8] en esta situacién pueden provocarse
resonancias que anularian la convergencia del método si no se selecciona
adecuadamente qué términos formaran parte del hamiltoniano secular. Si
consideramos, por ejemplo, la integracion de la funcién trigonométrica del
segundo de los sumandos, V;(l) [0°], nos producira un factor en la amplitud
de la forma 1/ (n, +n, — mn; — ng — n; + €n;), donde tras la aplicacién de
las ecuaciones del método podremos identificar n, = ng, n, = ny y n; = n]ﬂ
resultando 1/ (en; — 7n;). Esto provocara un cero en el denominador salvo
que se excluya la posibilidad de que en; —7n; = 0, o equivalentemente, no se
consideren las combinaciones 70, —e(:)j = 0 para la construccién de la funcién
generatriz. Asi pues, la condicién de contribucién secular es la misma para
los dos primeros sumandos, y analogamente para el tercero, esto es, para
todos los términos de orden 0 en ¢. En los términos de orden 1 en ¢ no
puede darse esta situacién ya que no hay cancelaciéon de todas las variables
canodnicas de los argumentos, y por lo tanto se incluiran para el calculo de la
funcion generatriz, es decir, contribuyen exclusivamente a la parte periddica
del hamiltoniano.

IEsto no es estrictamente cierto, ya que las variables canénicas y las funciones tempo-
rales no describen exactamente el mismo movimiento, puesto que el cédlculo de la funcién
generatriz se hace sobre el caso no perturbado. Numéricamente, sin embargo, es admisible
la equivalencia.
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El hamiltoniano de perturbacmn es H; = V;. Por lo tanto el hamiltoniano
secular, a partir de , vendra dado por

Hi = Hiwee (0", ¢*) = VO, [0°] + VO, [0°] + Vi, [0°], (5.15)

donde

v;ffe)c [00} = ZUI}E Z Z ﬁpqu;‘;ij;q cos (T@f — e(:)j> ,
d

7jTE

T@ —e@]—O
1 r.01 _ Z Z o &
V;E,sec [0 } - Hpchi;poj;q X
1,J5T,€
7—6*—59 i=0

xeos<ﬂ*+y*—7'@f—ﬂ—ﬂ+e(:)j>,

V2 0% = 3”’52 S° kD, Dy

1,557 ,€
TG) —€0,=0

xcos<2u*+—2u*——T@f——2ﬂ——2ﬁ—%€éj). (5.16)

La parte periédica del hamiltoniano de perturbaciéon serd entonces
Hiper = Hy — Higec, y la funcién generatriz se construye siguiendo el método
descrito en los capitulos precedentes, a partir de ([2.149))

W = W*(O)[ 0] +W*(1)[ 0} +Wl*(2) [00} +
7O (o] + Wi [of] + W@ o], (5.17)

donde los términos de orden O (¢°) vienen dados por

9 WE B* B] iq ~
W*(O k (274 ( Of — O > ,
| E E Kp — -y sen (7O} — €0

1,737 ,€
T@ —€0; i #0



118 5.2. Integracién de primer orden

C:,C;,
1 3 234
Wy 0% = Ej D A — _ X
idme n, +n, —ng—ng —TN; + €n;
TOY —e®; 70

xsen(u*—l—v*—ﬁ—D—T@;"—l—e(:)j),

SwE Dik. Dj'q
W*(2) 0 — k up T Js %
1 [U ] Z ]ZTE " q2nfL +2n} — 2ng — 2np — TN + €n;
r@*:e@ 70
X sen (Z,LL* + 20" — 201 — 20 — 7O} + eéj> , (5.18)
y los de orden O (a') por
#(0) Owp CspBia \ .
Wit o] = -5 Hd %”Z” Kpk i Tpni o sen (,u —7O; + €@j> :
wp , < Bt Cig
WiV [l = 22 k fip X
! [a] 2Hd0 ;MZ”RP “nt—np—ng — TN + en;
Xsen(u*—/}—ﬂ—T@Z‘—i-e(:)) -
_§W_E Z Z DiyCiia y
2Hd Ml ik pq2n*+n*—nﬁ—nl~,—7ni+eﬁj
xsen(?p*—i—l/*—/}—D—T@f—i—eé-),
?)CL)E C* D
Wi o] = 2YE x
! [U] 2Hd0 ;”Z” P qn*+2n*—2n —2ny—7ni+eﬁj
xsen (4" + 207 — 21— 20 — 76} +¢B; ) (5.19)

Por 1ltimo, antes de proceder al calculo de las contribuciones en los movi-
mientos de precesion y nutacién, distinguiremos la contribucion de la denom-
inada marea permanente, ya que ésta sera discriminada en la representacion
numérica de estos movimientos. Esta est4 relacionada con la deformacién
permanente definida en la seccién . Si consideramos la expresion (4.79)
para los elementos de la matriz de inercia que incluye la deformacién, I;, en
la notacién actual tendremos

3 . .
AC, = —2k, (ip) 5 = —0kp Z B; cos ©, (5.20)

J
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que da una contribucién permanente a AC (debida a la perturbacién del
cuerpo p) si se tiene que (:)j = 0. Notese que esto no puede ocurrir con el
resto de variaciones de los elementos de la matriz de inercia ya que en el
argumento de las funciones trigonométricas aparecen también las funciones
temporales 1 y . Por lo tanto, las contribuciones de la marea permanente a
los movimientos de precesion y nutacion se tendran con la condicion éj =0,
y sélo en aquellos términos que dependan de las funciones Bj.

5.3. Movimiento de precesién

Como ya se expuso en la seccién [3.3] el movimiento de precesiéon no
es resoluble analiticamente para el problema definido por el hamiltoniano
H; + H{® donde con el superindice “Rig” denotamos que se trata del
hamiltoniano secular . Este hecho condujo a la necesidad de obtener
desarrollos en serie temporal para las variables \* e I*, tales como (3.62)).
Evidentemente la situacion persiste al introducir en el problema nuevas con-
tribuciones seculares, como las obtenidas en el apartado previo.

En estas condiciones la contribucién de éstas al movimiento de precesién
se estudia a partir de la variacién de las velocidades de precesion n = d\*/dt
y nj = dI*/dt inducidas por el nuevo hamiltoniano de perturbacién, tal y
como permite la linealidad el problema establecida por las ecuaciones de
Hamilton .

La variacién se limita al primer orden de los desarrollos en serie tem-
poral, en virtud de las magnitudes involucradas. Funcionalmente, y dada la
linealidad del problema y las derivadas, las variaciones en las velocidades de
precesion se calculan mediante las expresiones y . Dado que el
hamiltoniano secular lo tenemos fragmentado en las contribuciones ,
trataremos estas variaciones separadamente definiendo

N N S (e L
M\ at = T T senlr oI
dr 1 v (o)
= = - 21
% ( dt ) M = e N (5:21)
de forma que
571)\ = 60n,\+51nA+52n,\,
ony = dgny+ 01ng + dang. (522)

Tal como apuntabamos en la secciéon anterior, una vez realizadas es-
tas derivadas se podra identificar, y cancelar cuando proceda, las variables
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canonicas con las funciones temporales, esto es, las variables con y sin ~,
dada la coincidencia entre cuerpos perturbadores y perturbados.

Para la variacion en la velocidad de precesion en longitud, realizamos las
derivadas respecto a I* conforme a , cuya dependencia se encuentra im-
plicitamente en las funciones, B;,;, C;., v D;.,p. Atendiendo a las cancelaciones
entre variables candnicas y funciones temporales resulta, con la sustitucion
M* = Cwg justificada en secciones precedentes, se tiene:

571)\ - Sen I* CHd Z Z ka T’Lqu ( ) > (523)

,j’TE

T@ 69]—0

donde se ha definido

(n3) _990B;, - 9C7, ~ 33
Ty (T,€) = ZWBMJJ) 57 Cisq +3 81* Dj;q-

(5.24)

En la obtencién de esta expresién se ha usado que cos(70; — €©,) =1,

que elimina la dependencia explicita de los argumentos ©;.
Sigue existiendo una dependenma implicita dada por la tabulacién con
éstos de las constantes A ] de la teoria orbital (tablas y , a través de

las funciones B;.,, Ci.p, y Dz;p, y a la condicién del sumatorio 7] — €©; = 0.
Como veremos ademds esta anulacién solo ocurre en el caso elastico, al no
existir ningin defase adicional en los argumentos. La expresiones ([5.23) y
son equivalentes a las dadas por Escapa et al. (2004)).

La variacion en la velocidad de precesion en oblicuidad es nula, ya que
al derivar respecto de \*, las tres contribuciones conducen a términos
proporcionales a sen(70f — e(:)j), sujetos a la condicién 7O; — e(:)j =0, es
decir, términos nulos. Por lo tanto

Sin embargo, por conveniencia para la generalizacién que se hard de estos
resultados en capitulos posteriores, daremos la expresién explicita de esta

contribucién a partir de (5.21)):

o = sen I* CHd ; ;e ks Tm,’q o
7 76*7—66 =0
x sen(7O; — €0;), (5.26)
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donde se ha definido

T (1, €) = Tms; (%B;ij;q + 305, Cliq + ZD;ij;q) : (5.27)
El factor entero ms; procede de la funcién derivada parcial 0©% /ON* a partir
de (2113).

La representacion numeérica de se realiza con los mismos valores
para las constantes que las secciones precedentes v B-2l Numéricamente
las funciones con y sin tilde son coincidentes. En la tabla se dan los
valores para las diferentes contribucioneﬂ zonal (dgny, términos con funciones
Bj.,), teseral (§,ny, términos con funciones Cj,,) y sectorial (Jamy, términos
con funciones f)j;q). Utilizamos esta denominaciéon porque en virtud de ({5.8))
éstas proceden de las correspondientes del potencial de redistribucion para
armoénicos de orden 0, 1 y 2, siguiendo entonces la denominacién dada por
Kaula (1964) para los coeficientes del geopotencial. Ademés la contribucién
zonal se divide en dos partes, diferenciado la procedente de la marea permante
del resto, tal como se indicé en la seccién previa. Esto se hace en interés
de discusiones posteriores sobre los resultados numéricos, ya que existe la
posibilidad de replantear todo el problema sin incluir esta contribucion de la
marea permanente en el calculo de los movimientos de precesion y nutacion.
Esta cuestién ya se analizé en la seccién 4.5 al estudiar la equivalencia de
resultados al considerar o no la deformacion permanente en los elementos
diagonales de la matriz de inercia del caso rigido.

Conviene ademas determinar para cada contribucién a la velocidad de
precesién, dn,, la correccién equivalente en la elipticidad dinamica, que de-
notaremos por d H. Ello es debido a que, aunque las contribuciones (o correc-
ciones) a primer orden de perturbacién para la velocidad de precesién son
lineales como se ha senalado, y por tanto aditivas, el pardmetro Hy se ajusta
a partir de obsevaciones, lo que requiere fijar un modelo teérico de Tierra
que proporcione una relacién formal entre las observaciones de precesion y el
valor de la elipticidad dinamica.

Siguiendo el planteamiento y desarrollos de la secciéon se asume para
Aobs (denotamos asi el valor medido u observado de la precesion en longitud)
un desarrollo en serie de potencias del tiempo, del tipo

)\obs = )\0 + n)\,obst + O(t2)7 (528)

donde t se mide en centurias julianas desde J2000 (¢ = 0). Se tiene entonces

que
d)\obs

dt

(5.29)

Nxobs =
t=0

*Recuérdese la correlacion (5.5)).
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El estudio de la precesién en un modelo de Tierra Rigida nos condujo a la
relacion (3.46)) para la derivada temporal de la variable canénica \*. Podemos
reescribir esta expresion considerando que todos los términos de la funcion
R(I *), dada por , son proporcionales a las constantes ky, o kg, definidas
por , y por tanto directamente proporcionales a la elipticidad dindmica,

Hy
dX*
E :Fl([*)Hd—FFQ(A*,]*,t), (530)

donde la funcién Fy(\*, I*,t) agrupa los términos procedentes de la no iner-
cialidad. Esta expresién permite, a partir de una observacién dada del tipo
, obtener el parametro H; mediante la prediccion tedrica en el instante
t = 0 de la velocidad de la precesién en longitud, esto es

n/\,obs = FI([O)Hd- (531)

En esta expresion se ha despreciado, por magnitudﬂ el término Fy(\g, Iy, 0).

Cuando en el modelo analitico se incluyen correcciones aditivas del tipo
dny, no tiene sentido sumarlas a la predicién tedrica dada por el segundo
miembro de manteniendo el mismo valor de Hy, ya que este parametro
se ha ajustado observacionalmente con un modelo primario, es decir, que no
incluye tales contribuciones.

Una posibilidad es entonces introducir una correccién aditiva a la elipti-
cidad dindamica, 0 H, asociada a dn,, de manera que se verique

Naobs = F1(lo) (Hy+ 0H) + dny = F1(Io)Hy, (5.32)
de donde, dividiendo ambos miembros por H, y usando de nuevo ([5.31)), se
tiene SH 5

oI (5.33)
Hy Tix obs

Esta expresién, salvo notacidn, es la utilizada por Ferrandiz et al. (2012)). Los
valores de d H se han tabulado también en la representacién numérica ((5.23)).

Tabla 5.1: Evaluacién numérica: precesiéon en longitud [mas/cent]

Zonal teseral Sectorial Total
ony 42.0639 —-3.9604 —64.1250 26.0214 0.0000

OH —27.34-107% 259-107% 41.75-107° —16.94-10"2 0.0000

3Considerando Fukushima (2003), en J2000 se tiene ny ,ns ~ 5028”.7955 cent™! y
po ~ 4”.1976 cent~! (véase nota al pie de la pégina de modo que Fy(Ag, lp,0) ~
—pg cot Iy ~ —9”.6843 cent L.
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En la tabla anterior, las contribuciones de dn, estan expresadas en milise-
gundos de arco por centuria juliana. Las de dH son adimensionales. Para
la velocidad de precesion observacional se ha tomado el valor de referencia
Naobs = 5028”.795492447 cent ™ (Fukushima 2003). Las tres contribuciones
armoénicas (zonal, teseral y sectorial) debidas al potencial de redistribucién
se cancelan entre si, para dar una contribucion total nula. Esta anulacién
numérica es del orden de la precision numérica empleada (aunque en la
tabulacion anterior, por cuestiones de formato, sélo se haya representado
con cuatro cifras decimales). Es decir,

ony = 0 (numéricamente). (5.34)

Por lo tanto los valores correspondientes a la marea permanente no pueden
ser usados para corregir el valor observado de la precesién (o equivalente-
mente, los de la elipticidad de dindmica), tal y como se apuntaba en Lambert
y Capitaine (2004)), debido a que su efecto en la precesién se cancela con el
resto de las contribuciones armonicas de grado 2. Este hecho ya fue indicado
en Escapa et al. (2004)), y méas recientemente en Ferrédndiz et al. (2012]). Como
se vera en el proximo capitulo, la anulaciéon de dny, obtenida de las expre-
siones y es analitica y estd fundamentada por las caractaristicas

fisicas del potencial de redistribucién para el modelo de Tierra en estudio.

5.4. Movimiento de nutacion

5.4.1. Términos de Poisson

A partir de la expresién para la funcién generatriz , podemos obte-
ner los términos de Poisson (o nutaciones del eje de momento angular) y Op-
polzer (que completan las nutaciones del plano de figura). Para los primeros
de éstos, aplicamos las ecuaciones de perturbacién y (3:19), en parti-

cular
1 oW
M*sen I* OI*’
cot I* OW* 1 oW+
AN = {I* W =— ! L
Wi = =530+ irsenl o

AN =

(5.35)

El célculo bajo la misma aproximacion numérica de los casos precedentes, a
orden 0 en ¢*, nos permite despreciar aqui la parte de la funcién gene-
ratriz, W, (k) [0'], que participard en el cdlculo de los términos de Oppolzer
dependientes de la derivada respecto de o*. La derivacion respecto de las va-
riables canodnicas se efectia bajo las mismas consideraciones ya expuestas en
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el célculo de la velocidad de la precesiéon en el apartado previo. Igualmente
para obtener expresiones analiticas finales, una vez realizadas las derivadas de
las ecuaciones de perturbacion, se procederd a identificar variables canénicas
y funciones temporales. Esto conduce, también en el caso de los términos de
Poisson, a argumentos de las funciones trigonométricas del tipo 70} — e(:)j.
La posibilidad de términos resonantes, fue evitada en la construccién de la
funcién generatriz , como se discutié en su momento.

Las derivadas respecto a I*conduce a derivadas de las funciones B;,,, C;.,
y D;.,. Para las derivadas respecto a las variables candnicas p* y A* se procede
como en la seccién precedente.

Atendiendo a todas estas consideraciones, se tiene para la nutacién en
longitud

o, (=)
Ar=-— kTS |
sen ]* CHd Z ;ﬁ FipPgLijpq (7,€) Th; — en , (5.36)
T@ 7—e@) ;70
donde
AN 90B;, (‘30f 30D;;
T (r,¢) = 1 a0 LB, +3 e —LC + 4—(9];” e (5.37)

De forma analoga, para la nutacion en oblicuidad se obtiene

(D) oS (T@;‘ — e(:)j>
NI = kT 5.38
~ sen [* CHd Z ]ZTG RpRatijpq (7,¢) Tn; — €, , )
T@ -6, 70
donde
AT 9 . =
T;(qu) <T’ 6) = ZTm5iBi;ij§q + (5.39)
- 3 5
+3C;,Csq (Tmis; — cos I7) + é—lD;ij;q (tms; —2cosT").
Nétese por comparacion de ((5.24]) y (5.37) que
A n
Tie (7.6) = T (r.¢). (5.40)

Estas expresiones son equivalentes a las dadas en Escapa et al. (2004]).

En la siguiente tabla se representan numéricamente las contribuciones de
los argumentos principales para estas nutaciones. Nétese que aunque existe
coincidencia en casi todas las componentes de la tabla con los argumentos de
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entrada (los dados por las tablas y , los que se muestran en ésta son
combinaciones entre argumentos del tipo 70; — €0, # 0.

Ademas, en virtud de las expresiones y y la paridad de las
funciones trigonométricas, los valores de las nutaciones se dan para la suma
entre las correspondientes al argumento indicado y su opuesto. Al igual que
en el caso de la velocidad de precesion, y con el mismo interés, la contribucion
zonal se divide en la parte procedente de la marea permanente y el resto.

Como resultado de esta representacién numérica, se produce la cancelacion
de las tres contribuciones armonicas de segundo grado, como en el caso de
la precesion. La anulacién numérica es del orden de la precision numérica
empleada en el calculo. Es decir, se tiene que

A X=0, Al =0 (numéricamente). (5.41)

La anulacion analitica se abordara en el siguiente capitulo.

Cabe senalar respecto al contenido de las tablas siguientes, que la repre-
sentacién numérica de cada contribucion esta compuesta por muchos térmi-
nos (todas las combinaciones 70; — €©,), pero por cuestiéon de formato y
con propdsito comparativo, solo se han incluido aquellas combinaciones que
producen alguno de los argumentos principales utilizados en la representa-
ciones numéricas de las secciones precedentes. Esto es, 70; —€©; = 70y, con
v = +1 y O uno de los argumentos principales. Adicionalmente se ha in-
cluido el componente (0,42, —2, +2, —2) por la magnitud de sus amplitudes,
si bien, teniendo en cuenta que su periodo es de aproximadamente 2 x 107
dias, es mas adecuado considerarlo como una contribucién al movimiento de
precesion que al de nutacién.

Notese que en caso de no considerarse la contribucion de la marea perma-
nente en las componentes del movimiento, éstas resultarian numéricamente
significativas.
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Tabla 5.2: Nutacion en longitud, términos de Poisson.

00000—  TI¥CL'S8— V¥ICC6ET+ €L6V'€S— 00000+  ,01x¢ ¢— ¢+ ¢— ¢+ O+
000000+  TIT€0+  €S0¢0—  0¥c0'0—  28IT 0+ €16+ ¢+ 0+ g+ o+ 1+
00000+  00ZT°0+ 8080°0—  9¢ze0—  €98¢°0+  €9¢1+ 1+ 0+ ¢+ o0+ o+F
000000+ 0906’ T— 9.90°¢+  GeFS0+  TC0LT—  99°€I+ ¢+ 0+ T+ 0+ O+
00000+  CITO'T+ €200c—  8GCv 0+  €%9¢°0+  ¢gLg+ 0+ 0+ 0+ o0+ I+
00000—  ISTS0+  FIPS0—  8060°0—  TIPIP O+  ¢GL 121+ ¢+ ¢— ¢+ 1+ 0+
000000—  0ZOL'TI+ 6F006T—  €S62°¢—  186G°0T+ €981+ ¢+ ¢— ¢+ 0+ o+
00000+  TILT0°0— €120°0+ 96910+  8LLT0—  6T69¢+ ¢+ ¢— ¢+ 1— O+
00000+  S629°0— 6¥29C+  ¥CF60—  TOSOT—  9z¢9¢+ o0+ o+ o0+ 1+ o+
00000+  ZIZFTI— 09I8S+  86G9C—  0SeLT—  ¥L968e— ¢+ 0+ 0+ o+ o+
00000+  FPSGLG— 6CLT'6E+  0T99°C9T+ FECTHHI— 87'€6.9— T+ 0+ 0+ 0+ o+

a o) 0g—g  (dwm) og serq O ad 4 !
[serf] Te10],  [eLI0j00g [e19s9) [euoy, oporJ OJULWINSIY
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Tabla 5.3: Nutacién en oblicuidad, términos de Poisson.

000000— 065907+ 6IELSFL—  0£L9°€e+ 00000+ ,0I1x¢ ¢— ¢+ ¢— ¢+ O+
000000+  9LFT0— 66920+  9.20°0— 9¥60°0—  €I6+ ¢+ o0+ Tt o+ I+
000000—  99TT°0+  1€52°0—  ¥#910°0— 62ST0+ €9¢1+ 1+ 0+ ¢+ 0+ 0o+
000000—  0€06°0+ 99¢9°T—  1S000— ¢6£L0+ 99¢I+ ¢+ 0+ ¢+ 0o+ o+
00000+ 00000+ 00000+ 00000+ 00000+ ¢sLz+ O+ O+ O+ O+ 1+
00000+  L¢¥T20—  T6FVF0+  0FC00—  C6L1°0— C€L12T+ ¢+ ¢— o+ 1+ 0+
00000+  €0SS°¢—  69FT'OT+  8I000— S¥6SH— €981+ ¢+ ¢— ¢+ 0+ 0+
000000— 29000+  ¥ITO0—  61.00— TLL000+ €2¢9¢+ ¢+ ¢— ¢+ 1I— O+
00000+ 00000+  0000°0— 00000+ 00000+ 9z¢9e+ 0+ 0+ 0+ I+ O+
00000—  ¢I0S'0+ 819z°¢—  ¥80LT+  TT8L 0+ ¥L968e— ¢+ 0+ 0+ 0+ O+
00000+  L9TO°LS— €£00°92T+ 0TE0'S+  98T0°LL— S8F°€6L9— I+ 0+ 0+ 0+ 0+

a 0 0g —g (duw)og serq O ad A4 !
?dig ﬁde,H MNEOQUQW Mﬁuwmwu ?WQON O@OE@& Oggwaswaﬂ
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5.4.2. Términos de Oppolzer

La obtencién de las expresiones para los términos de Oppolzer (o nuta-
ciones del eje de figura) se realiza de forma andloga, a partir de las ecuaciones
de perturbacién ([2.150|) a primer orden

A(¢—>\):{a

Para las nutaciones en longitud, considerando la expresién ([5.17)) de la fun-
cién generatriz, se tiene

1 cospdWy ‘1 1 senp® (OWy OWY (5.43)
M*senI* do*  o* M*senI* \ Ov* ou* ) '

Aunque el factor 1/0* en el segundo de los sumandos puede hacer pensar
en la aparicién de un problema de pequenos denominadores, veamos que al
igual que ocurriera en la integracion del caso rigido, éste es sélo aparente. Los
sumandos 1) denotados por W, (k) [0], incluyen el factor o*que cancela
con 1/0*. Los sumandos , denotados por W (®) [0°], son nulos en virtud
de que para k£ = 0 no se tiene dependencia con las variables candnicas p* y
v*, y en el resto de casos se tiene la misma dependencia en p* y v*, lo que
anula la resta de derivdas. Es decir

«SEe1 U Wl*}7 A(@—I) — {O.*COSM*’W;}- (542)

sen [*’

INCEDE

0 0
<ay* - am) wr® e =0, k=0,1,2. (5.44)
Por otra parte la derivada d/0c* es no nula sélo para los términos Wi ™[],

Explicitando el célculo de las derivadas, y atendiendo directamente a la
posterior identificacién entre variables candnicas y funciones temporales para
simplificar la escritura de las expresiones, se tiene:

LS =
ow; Qwp < Ci,Biyg i} . -
do* - _§E Z Z Rpk:qn* —Tn; + €n; sett (,u B T@i + €@j>
P BT H J
LS ~
9(JJE ’ Bl* Cj'q -
+-—— Kpk P Sen (— *—T@”-‘—i—e@)
2Hdz,z PR —p* — 1n; + en a ! !
P.q i,§iTiE w J
LS ~
SwE ’ D: Cj'q ~
———= Kok P2 sen( * O @-)
2Hdz,z P s — i, + en; oo T €0
P 1JiTE " J
LS ~
Swp & Cx D )
+=-—— Kok AL sen(— *—T@*#—e@'),
2 H,; ;MZTG P q—n;‘;—7m+enj . ! J

(5.45)
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oW OwW;

ov* (9,u*

9 WE ; ~J 3q * * A

- Z Z Fpkq Tpn - cos (M —70; + 69]‘)
P G537 E J
9 ,w B:,Cj. ~
+- U—EZZKP(] " yin]ien cos(—u*—T@f—l—e@j)
P 1.5iT.€ ¢

C’Jq * * A
+30* —ZZ/@, “ —:;lz—I—EﬁJ cos(u —T@i-i-ﬁ@j)

P.q 1,5iTye
3 WE qu ~
E E Kpkyg Gp = Cos(u*—79f+e@j>
Ny — TN; + €n;
P.g 0,557 ,€
Dijq ~
E E Kpky Cip - cos(—u*—T@f—l—e@j)
—n —Tn; + €n;
P.q 1,5iTe
3 Wk qu ~
——U—E E Kpky cos (—u*—T@f—i-e@j).
Tm—i-m
P 0,57y

(5.46)

Tenemos por lo tanto funciones trigonométricas con argumentos del tipo
pput — 7O + eéj con p, 7 y € tomando los valores 1. Podemos agrupar
las contribuciones correspondientes a un mismo argumento definiendo las
cantidades

9 * * D * 3 * * 2 *
Piqu(7—7€) = §Ci;p (I 77—) Bj;Q([ >+§Di;p (I 7T) Oj;q (I ’6)7

9 * £\ A * 3 * * a *
QUPQ<7—7€) = iBi;p([ )Cj;q ([ 76)"—501';1) ([ 77—) Dj;q ([ 76)7 (5'47)

donde hemos explicitado, a modo de recordatorio, la dependencia funcional
de las funciones orbitales. Nétese la relacion existente entre ambas, mediante
permutacién de los pares de indices (i,7) y (p,q) y las variables (7, €)

Qijpg(T,€) = Pjigp(e, 7) (5.48)

Utilizando estas expresiones y sustituyendo el valor de las derivadas en
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(5.43)), obtenemos

L,S
wr 1 <
Alp—N) = F}zM*E:E:npqu

Dsq 1,J3T,€

cos i1* sen <u* —7O; + eéj>
B sen I* RJPQ<7—7 6) * ] ~
n ny, — TNn; + €n;

sen 1t Cos (u* —7O; + €éj)
ﬂPZ’J’M(T ) =
sen [* ny, — Tn; + €n;
cos j* sen <—u* —T7O; + e(:)j)
sen [* Quspa (7€) —n% — TN + €y
* cos (—p* — 70 + €O )
sen pu ( i J
—— Wijipg (T, = 5.49
sen]*Q]m(T J —nNy, — TN; + €n; ( )

Atendiendo a la simplicacién de los productos de funciones trigonométri-
cas en términos de la suma y resta de angulos se provoca la desaparicién
de la variable candnica p* de los argumentos. Finalmente, con la sustitucion
habitual M* = Cwg, se tiene

1 1 &
Ap—)N) = — D0 kpky % (5.50)

CH;sen I* <
p?q ,L’];T7€
K b €7 46 Qijpq(T, € ~
X ng A e qug ) sen <T@;~k —e@j>.
™; — €nj — n; TNn; — €n; + n;

El célculo de la expresién para las nutaciones en oblicuidad, A (6 — I), a
partir de (5.42), es completamente andlogo. Notése ademés que a partir de

1 owr ‘11 owy oWy

— * — * - 5.51
A e e i O ( v ou* )’ (5:51)
depende de las mismas derivadas de la funcién generatriz, y sélo varia el

producto final entre funciones trigonométricas.
La expresion final resulta entonces

L,S
1 b

D, ©,J5Ty€

X{ Piqu(TvG) 4 Qiqu(Tae)

TN; — €Nj — ny, o Tng — €n; + n,

AO-T)=

} cos <T@f - eéj> ,
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que depende de las mismas cantidades Pjjpq(7,€), Qijpg(T,€) definidas en
(15.47)).

Es posible reescribir estas expresiones para los términos de Oppolzer de
manera que sean formalmente mas parecidas a las obtenidas en los casos
precedentes: las correspondientes a la contribucion de la energia cinética de
redistribucién, expresiones , y las correspondientes al modelo de Tierra
rigida, expresiones (3.29) y (3.32)). Por parecido formal entendemos en este
caso que ambos términos puedan escribirse con una misma expresién para el
numerador de las amplitudes, salvo posibles factores +1, y que en el denomi-
nador se aisle el movimiento medio de p* de las frecuencias correspondientes
a los argumentos ©;.

Esto lo conseguimos introduciendo un indice adicional p = +1, de forma
que

- Y S—CY
TN — €nj — pn}, p [nf — p(Tn; — enj;)] ny — p(Tn; — eny)
Adicionalmente definiremos la cantidad
1 1
Tijpg(T, €, p) = D) (p+1) Pijpg(T,€) = ) (P = 1) Qijpg(T, €) (5.54)
que nos permite reescribir los términos de Oppolzer en la forma
PTwpq(T €,p)
Ap—N) =
(9=2) C’Hd senI* Z Z ke p(Tn; — en;) x
P 5T 6P J
X sen (T@f — e@-) ]
ijpa (T, €, )
ANO—-1) = ”’q( X
;: Z’JZT;p p(Tn; — €n;)
X COS <T@f — e@j) . (5.55)

En la tabla siguiente se representan numéricamente estas constribuciones
del movimiento de nutacién. Para facilitar la comparacién, se han incluido
para las mismas combinaciones de argumentos que en el caso previo (tablas
y . En virtud de la paridad de las funciones trigonométricas, las
amplitudes estdn dadas igualmente para la suma entre las correspondientes
al argumento indicado y a su opuesto. La contribucién zonal se divide en la
parte procedente de la marea permanente y el resto.

Como en los casos anteriores, se produce la cancelacién de las tres con-
tribuciones armonicas de segundo grado. La anulacién numérica es del orden
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de la precision numérica empleada en el cdlculo. Es decir,
A(p—A) =0, A0 —1I)=0 (numéricamente). (5.56)

El estudio de la cancelacion analitica se abordara en el siguiente capitulo.
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* 2

Tabla 5.4: Nutacién en longitud, términos de Oppolzer.

00000+  0000°0— 000000+ 00000— 00000+ ,0IxXZ ¢— ¢+ ¢— ¢+ O+
000000—  9FF0°0+ 8080°0— ¥.00°0+ 88200+  €I'6+ ¢+ 0+ ¢t o+ 1+
000000— 12200+ 1.70°0— SP000— L6200+ €9¢1+ 1+ 0o+ ¢+ o+ O+
00000+  T9LT°0— €LIL0+ 6£000+ O0SPT0— 99¢1+ ¢+ 0+ ¢+ 0+ o+
00000+  €100°0+ 9200°0— 90000+ L0000+ ¢SLz+ 0+ 0+ O+ o0+ 1+
00000+  T1G00°0+ €60000— G0000+ L£000+  GLIgI+ ¢+ ¢— ¢+ 1+ OF
00000—  €9.0°0+ F¥6ST°0— 10000— <8900+ €928T+ ¢+ ¢— ¢+ 0+ o+
00000—  0000°0— TO000'0+ <€000°0+ S0000— <€ze9e+ ¢+ ¢— o+ 1— O+
00000+  0000°0— 00000+ 000000— 00000— 9z¢9¢+ 0+ 0+ o0+ 1+ O+
00000— 90000+ ¥200'0— €I100°0+ 90000+ ¥.96£€— ¢+ 0O+ 0+ 0+ O+
00000+ 01200+ €9%0°0— 0£00°0— €820°0+ 8F'€6L9— I+ 0+ 0+ 0+ 0o+

a 0 0g —g (dm) og serq O ad A4 !
?dig MNQO,H Mdioﬁv@m ﬁmpowoa ﬁdgoN O@OE@& Oggwaswa@
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Tabla 5.5: Nutacién en oblicuidad, términos de Oppolzer.

0000°0+ 00000+ 0000°0— 000000+ 00000— ,01%xg ¢— ¢+ ¢— ¢+ O+F
00000—  ¥CTO°0— ¥S20'0+ L0000+ L0TO'0O— €16+ ¢+t o0+ o+ o+ 1+
00000+  TPO0'0+ LL00°0— 96000— 6000+ €9¢1+ 1+ 0+ 2+ 0+ o+
0000°0—  €090°0+ 0860°0— 8S10°0— G€c0'0+ 99 €¢I+ ¢+ 0+ g+ 0+ o+
00000+  SPTO'0+ 8820°0— 19000+ TI800°0+ &¢Lz+ 0+ 0+ o+ 0+ I+
000000+  L100°0— 82000+ €000°0+ ¥1000— GL 12T+ ¢+ ¢— ¢+ 1+ o+
000000+  G€Z0'0— ¥IFO0+ TL000+ T£20°0— €981+ ¢+ ¢— T+ 0+ o+
000000+ 00000+ 0000°0— T000'0— <0000+ Sze9e+ ¢+ ¢— T+ 1I— O+
00000+  20000— 82000+ 0T00°0— TI000— 92°69¢+ 0+ 0+ o+ I+ o+
00000+  T000°0— L0000+ €000°0— <0000— ¥L96£e— ¢+ 0+ 0+ 0+ o+
000000+  ¥£00°0+ €200°0— S6000— ¥800°0+ SP'€6L9— 1+ 0+ 0+ 0+ O+F

a 0) 0g —g (dm) Og serq O ad A4 !
?@ig ﬂmuOrH ﬁmﬁo\wowm ﬁ@m@wwu ﬁmQON OUOTHQAH OQQQESW.H«Q‘




Capitulo 6

Tierra elastica: cancelacion de
los efectos del potencial de
redistribucion

6.1. Introduccion

La representacion numeérica de las expresiones analiticas derivadas en el
capitulo anterior, para el estudio de la contribucién del potencial de redis-
tribuciéon a los movimientos de precesion y nutacion, revelan que éste no
influye en el caso del modelo de Tierra elastica desarrollado en el capitu-
lo 4l La cancelacién numérica, empero, puede deberse a muchos factores.
No en vano, tal como se menciond en la introduccion de esta memoria, al-
gunos autores (Souchay y Folgueira 2000, Lambert y Capitaine 2004]) han
dado contribuciones no nulas del potencial de redistribucion bajo las mismas
consideraciones de modelado.

El objetivo de este capitulo es demostrar que las cancelaciones numéricas
encontradas en el capitulo precedente, para el caso de la perturbacion dada
por el potencial de redistribucién , atienden a una cancelacién exacta
o analitica de la velocidad de precesién (5.23)), los términos de Poisson
y y los términos de Oppolzer y , tal como fue apunta-
do y parcialmente demostrado en Escapa et al. (2004). Desde el punto de
vista fisico, este hecho estd relacionado con la anulacion del torce asociado al
potencial de redistribucidn, tal como se indica en Krasinsky (1999). Si bien
esto ultimo, y a diferencia con este autor, se demostrara haciendo uso de la
mecanica hamiltoniana, por consistencia con el formalismo empleado en la
contruccién de toda la teorfall

! Aunque en el caso de sistemas mecdnicos se obtengan resultados equivalentes mediante

135
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Veremos que las caracteristicas de este modelo estdn directamente rela-
cionadas con este hecho, asi como ciertas propiedades satisfechas por los de-
sarrollos empleados para el movimiento orbital de los cuerpos perturbadores,
incorporados de la teorfa hamiltoniana de Kinoshita (1977) para la rotacién
de la Tierra rigida.

La construccion del potencial de redistribucién realizada en la secciéon
y que establece por lo tanto las hipétesis de aplicacién de las expresiones
analiticas derivadas, supone que en el estado no perturbado, la Tierra es
esférica y no rotante. La generalizacion de estas hipdtesis a casos mas proxi-
mos a la realidad (modelos de Tierra aneldstica) constituyen la materia del
proximo capitulo. Aunque ya se ha estudiado anteriormente, conviene recor-
dar que la caracteristica de estado no perturbado sin rotacién, hace referencia
al modelo elastico empleado para el calculo del campo de vectores desplaza-
miento, como una primera aproximacioén al problema. Asi, la aplicaciéon de
la segunda ley de Newton en la expresién (4.41) no incluye las fuerzas no
inerciales (centrifuga y de Coriolis) que necesariamente habrian de incluirse
de suponer una rotacién del sélido respecto de un sistema inercial.

Por otro lado, las expresiones correspondientes a las relaciones 5.9,
5.10 y 5.11 de Kinoshita (1977), introducen en la expresién de los arménicos
esféricos, la informacién relativa al movimiento orbital de los cuerpos pertur-
badores, via la dependencia funcional con las variables de Delaunay en los ar-
gumentos, y las constantes AEQ para las amplitudes de las series trigonométri-
cas.

Estas expresiones incluyen, implicitamente, las siguientes condiciones in-
dicadas por Kinoshita (I977) y Kinoshita y Souchay (1990):

AY = 0simg =1,2,
A = 0simg =0,2,
2 .
AP = 0simy =0,1, (6.1)

propiedades que por lo tanto también se incluyen, implicitamente, en la ex-
presion del potencial perturbador a través de las relaciones para los
armoénicos esféricos referidos a la ecliptica de la fecha. Dado que el valor en-
tero ms; solo toma los valores 0, 1 y 2 en el caso de un potencial que incluya
armoénicos de segundo gradoﬂ, las anteriores propiedades son aplicables en to-
dos los casos de nuestro problema, y por lo tanto permiten la simplificacion

el uso de los formalismos hamiltoniano y newtoniano, éstos no son completametne equiv-
alentes desde un punto de vista de matemadtico. A priori no estd justificado que puedan
mezclarse en los procesos de derivacién de las ecuaciones de movimiento del sistema.

2Véase las tablas y de la teorfia orbital.
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de las expresiones para las funciones B;,,, C;, y D;,p, discriminando segin
valores de ms;. Esta simplificacién, ademas de aconsejable para el manejo de
expresiones analiticas mas sencillas, es determinante para la exploracién de
propiedades matematicas de las expresiones analiticas derivadas en capitulos
previos.

Antes de proseguir, comprobaremos la validez de las expresiones .
Para ello debemos recordar de la seccién que Kinoshita (1977)) sustituye
las coordenadas angulares esféricas (1, a’) para los cuerpos perturbadores
por (n',a/ — ), o lo que es equivalente, se excluye la rotacién Rs(\) de
la secuencia de rotaciones , ya que se incluye en las series armonicas
de la teoria orbital, lo que provoca la dependencia de los argumentos con
la variable candnica A, a través de {2 = h— A. Considerando entonces la
siguiente relacion de ([2.112))

(2)3020(7],,0/ - )\) = —ZAZ(O) COS @ia (62)

dado que Coo(n, ' — X) = (3cos?n’ — 1)/2, no depende de \, pero ©; s lo

hace conforme a (2.113), ©; = ©;0 — ms; A, si ms; # 0 (ms; = 1,2) necesa-
riamente AZ(O) = 0, que es la primera de las condiciones |) Anélogamente,
considerando

an 3
(;) So1(n, 0/ — X)) =3 Z AW cos @, (6.3)
como So1(n', o — A) = 3cosn’ senn’sen(a’ — \), si desarrollamos

cos©; = cos(O; — ms\) = cos(O;p) cos(ms;A) + sen(B,g) sen(ms; ),
sen(a/ — A) = sen(a’)cos(\) — cos(a) sen(N), (6.4)

la igualdad (6.3) en el caso de mj # 1 (ms = 0,2) sélo puede darse si

Ail = 0, que es la segunda de las condiciones 1) Finalmente, tomando

a

(;)3 Conlr, 0’ = 2) =33 AP cos O, (6.5)

dado que Cyn(n';a’ — X) = 3sen? 7’ cos 2 (o/ — \), si desarrollamos

cosO; = cos(0;) cos(ms\) + sen(O;) sen(ms;\),
cos2(a’ —A) = cos2a’ cos2) + sen 2’ sen 2\, (6.6)

la igualdad 1' si ms; # 2 (ms; = 0,1) implica que Al(-z) = 0, que es la
tercera y tltima de las condiciones (/6.1)).
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Por aplicacién de las relaciones (/6.1]), las expresiones de las funciones
Bi,, Cip vy Dy dadas por (2.120), (2.122)) y ([2.124) respectivamente, quedan

simplificadas considerablemente, para cada caso del valor entero ms;:

- Si my; = 0
1 0 anL’ 1 0
Bip(I) = _EAEW) (3cos®I —1), Wp = §AZ(-;p) sen 21,
140 Cip _ 1,0
Cip(I,7) = —ZAi;p sen2/, 5 = —§Ai;p cos 21,
1 oD;. 1
D;,(I,7) = _ZAE;(;’) sen® I, T’p = —;4530) sen2]. (6.7)
- Si ms; = 1
1 0B;,
Bip(I) = —§A§;lp) sen 21, 7’1) = —ASp) cos2I
Cip(I,7) = AW 3 + cos® T + 17' cos I
1Y 2N ;P 2 2 )
ICip (1) 1
W = _Ai;p sen 2] —+ 57’ Sen ] s
D _ 4oL
iw(L,T) = A, 5 sen 2] +71senl |,
0D;.
W’p = Ag;lp) (cos2] +Tcosl). (6.8)
- Si ms; = 2
Bi,(I) = —lA@) sen” [ OBsy = —lA@) sen2/
“p 4 D ) 8[ 4 5D )
Cip(I,7) = AP 1S.en 21 + 17' sen [
P\ ;P 8 4 )
aC;, 1
aI’p = ZA?”) (cos2l +Tcos1),
1
D;,(I,7) = _ZAz(;zp) (14 cos® I + 27 cos 1),
0D;. 1
aI’p = ZAEQP) (sen2] +27senl). (6.9)

En la simplificacién de las expresiones anteriores se ha hecho uso de que
2
75 =1.
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6.2. Cancelacion de la velocidad de precesién

La contribucion a primer orden de la perturbacion dada por el potencial
de redistribucion, a la velocidad de precesion, viene dada por las expresiones

623 vy B-29)

(ny)
ony = —Sen I CHd Z ;6 Kpkd Ty (T5€), (6.10)
T@ 7fe(BJ_O
donde 08B oct 38
T~(<nA) . ip ’pD 1
b (7€) = 37 o + 3515 Chn + 351 (6.11)

La suma sobre los indices ¢, j y 7, €, esta sujeta a la condicién 707 — (—:C:)j = 0.
En la expresion para dn,, y a pesar de la notacién mantenida por cuestiones
de forma, ya se ha realizé la equivalencia entre las magnitudes asociadas a
los cuerpos perturbados y los perturbadores, de modo que, salvo diferencias
en el indice, se tiene que O = ©,. Por lo tanto la condicién TO! — 6@ =0
se traduce en las condiciones simultaneas

{i=j,7=¢€}, (6.12)

y Unicas, esto es, independientes de la igualdad o no en los indices p y q.
Discriminando segun los valores de ms;, la sustitucion de las relaciones

. y en (6.11)) conduce a que Tl(]p;) (7, €) puede descomponerse

como suma de las cantidades

TIN5 (7,€) = fugs (1", 7, ) ALp) AT sy = 0,1, 2. (6.13)

1ypq

Las funcionesﬂ fms; (I*,7,€) bajo aplicacién de la condicién (6.12]) verifican
la propiedad

Js (I, 7, %7) = 7 fo (I7), (6.14)
de manera que
T (r,r) = S rfib (1A 4G, (6.15)
msi=0,1,2

3En concreto, estas funciones son, tras manipulacién trigonométrica:

fO(I*aTae) = 07
fillI*,7,e) = —3/dsenI” [e — 1+ cos® I" (T + 2¢)],
fo(I*, 7€) = —3/32sen®I* (2¢+17),

comprobandose que verifican fo,,, (I*,7,£7) = 7fE_(I*).
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Por lo tanto, y por sustitucién directa en (6.10)), se tiene

ony = sen[*CHd Z ZzﬁpkAm& ’7251 725 I* ZT

ms5;=0,1,2 p,q i T=%1

(6.16)

que muestra que la contribucién a la velocidad de la precesién es exactamente
nula debido a la suma del indice 7

Sny = 0. (6.17)

6.3. Cancelacion de los términos de Poisson

La contribucién de primer orden a los términos de Poisson del movimiento
de nutacion terrestre, debida al potencial de redistribucién, viene dada por
las expresiones (5.36)), (5.37), (5.38) y (5.39).

) sen (T@;‘ — eéj)

AN = ke, TN
sen ]’* CHd Z Z;E Rphg iipq (7— € Ty — Eﬁj ’
79*766 ;70
Al = Z > kT (A1) () i <T@i _ 6@j>
 sen I* C’Hd o PR pg ™; —en;
T@ —€®; ;70
(6.18)
donde
9 0B 80* 3 oD
AN — B il
1Jpq (7-76) 4 81* aI* C 4 aI*
9 .
Z—L(J?q[) (7', 6) = ZTmmBi;ij;q + (619)
- 3 .
+3C;,Cjiq (Tms; — cos I*) + — D5, Dy, (Tms; — 2cos 7).

4

En este caso la suma sobre los indices i, j, 7, € estd restringida por la condicion
7O —€O; # 0, que es la complementaria a 1D y por lo tanto equivalente
a las siguientes condiciones independientes:

{i=j,7=—-e;U{i#j}. (6.20)



6. Cancelacién de los efectos del potencial de redistribucién 141

Abordaremos en primer lugar el estudio de la contribucién a la nutacion
en longitud, A\.

Dado que se verifica la relacién ((5.40 Tz( ) (1,€) = Tz(inz) (7,€), haremos

uso de los desarrollos de la seccién previa (6.13)):

ANsms; * ms; ms;
T(AXimsi) (1,€) = foe, (I", T, G)Az(.;p5 )A§-;q5 ); ms; = 0,1,2,

g

fmgi (I, 7, £7) = Tfom (I*). (6.21)

Consideremos entonces la suma en los indices 7, ¢ de (6.18]), bajo las condi-

ciones ({6.20)):

(AX)
Z Tijpa (T,€

T,e=+1
{i=jr=—c}U{i#j}

) sen (T@f - eéj>

™; — €Ny

) sen (7’@;‘ — e(:)j>

_ (mz) mz *
— Z A 5 A 5 Z Jmss (I, 7, € p—

ms;=0,1,2 T,e==+1 J
{i=j,r=—€}U{i#j}

= Z AZ(Z5L)A§7Z51) Z SZ(]msz) (7_7 6) , (622)

mp;=0,1,2 T,e=%1
{i=jr=—c}u{i#j}

donde hemos introducido la cantidad S;; (ms1) (7, €) por comodidad de notacién.
En aplicacién de las restricciones sobre los indices sumados, realizamos la
descomposicion

Z Sg-?m) (1,€) =

T,e=%1
{i=jr=—e}U{is}

= > S -+ Y ST (re) = (6.23)

T==+1 T,e=%1
{i#j}
— ZSm5’ — +ZS(m5‘TT ZSW’ZT—T
T==+1 T==+1
{i#j} {175]}

En virtud de las relaciones (6.21]), se tiene

Z T Z s '(I*)sen(QT@z‘) _

2 .
T==+1 T==+1 T

I A<I*>sen(2®;‘) Z .

2n;
v T=%1
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sen <7'®;k - Téj) B

STsi )y = N rfL(1)

T=%1 T==+1 Thi = Tn;
sen (@;‘ — @j>
N
- ms; ([ ) n: — ﬁ, T,
! J T==%1

Z S@ﬁ)@_ = Z . ([*)sen <T@2‘ +7—éj) _
= ’ = TN + TR
( )sen <@;‘ + éj)
= fme I

> o, (6.24)

i+ nj T=%1

que son todos nulos al realizar la suma en el indice 7.
Entonces, por sustitucién directa de (6.21)) en (6.18]) se obtiene

_ ms;) m51)
AA = senI*CHd Z ZZ/@J{:A %

m5;=0,1,2 p,q ,j
x > Sum) (r,e) (6.25)

T,e==+1
{i=jr=—€c}u{i#;j}

que implica la nulidad exacta de esta contribucion
AXN=0. (6.26)

Estudiaremos ahora la contribucion a la nutacién en oblicuidad, AI. En
este caso la estrategia de la demostracion es diferente, ya que la cancelacion
no se provoca por el mismo motivo que en los casos anteriores. Ello es debido
a que con la restriccion, ¢ # j, no se tiene una anulacién directa al realizar la
suma sobre los indices 7 y €, debido a que al menos en el caso 7 = € se tiene
una contribucion no nula por cancelacion de la variable 7 procedente de las

funciones
Z 7_cos [7’ (@;‘ —~ éj)] _ 2(:05 <@* : 0, ) 20 (6.27)

1 T (nl — TL]’) n; —ny

Discriminando segun los valores de ms;, la sustitucion de las relaciones

. y en (6.19) conduce a que TZ(]pq (7, €) puede descomponerse

como suma de las cantidades

TﬂAI;mm‘) (,7_, 6) _ gmm(f*,T, 6)A(ﬂ%z)A(mm)

1ypq P 759 )
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Las funcioneﬁ Gms,; (I*, T, €) bajo permutacién de los indices 7, € son simétri-
cas, esto es,

Gms; (I*a T, 6) = Gms; ([*, €, T) . (629)

Por lo tanto podemos escribir

Tt ()= D (I, 7. AT AT, (6.30)

1ypq up WAL
ms;=0,1,2

Consideramos las sumas existentes en la expresiéon de AT

N .9 cos (T@j — eéj)

Z Z Fph Twpq T — €n; = (6.31)

jTE

{l—J T=—e}U{i#j}

) cos <7‘@§‘ o) >

L,S ;
. * ms;) 4 (ms;)
= D> D gm (I Lk, AL AL,
TN; — €N
ms;=0,1,2 p,q 0,37 € 7
{i=j,r=—€}U{i#j}

y definimos por conveniencia las siguientes cantidades:

(ms:) CoSs (T@;‘ — e(:)j>
i = Z G, (1", T, €) — :

™ — €Ny
T,€E
{i:j T=—e}u{izj}

s — chpkA’"m AT (6.32)

AL

Notese que en la definicion de 3 ™51) 10 es preciso mantener la restric-
cién sobre la suma ya que, en lo referente a los indices 7, j se tienen todos
los casos, esto es, que puedan ser iguales o diferentes entre si. Estudiemos
las propiedades de simetria que tienen bajo permutacion de los indices i,
j. Hemos de recordar para ello que, ©f = ©; = 0; y n; = n,;, esto es,
que pese a la notacién mantenida por cuestiones de forma, las expresiones

“En concreto, estas funciones son, tras manipulacién trigonométrica:

go(I*) = —3/8sen®I*cosI* (1+ cos®I*),
gi(I*,7,€) = 3/dsen’I"* (14 € —2recosI* —cosI* +2cos® I*),
g2(I*, 7€) = —3/32sen”I* [cos® I* — 5cos I* — drecos I* — 4 (1 +¢€)],

comprobandose que se verifica g, (I*,7,€) = gm, (I*,€,7).
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de las contribuciones estudidadas ya incluyen la equivalencia entre cuerpos
perturbadores y perturbados. Para ello consideramos en primer lugar

pmsi) Z gmm([*,T,e)COS(T i€ )(é)

ji
Tn; — €N,

T,€

{i=jr=—€}U{i#j}

_ S g en) = (€0, —70i) @ (6.33)

ENn; — TNy
T,€
{i=jr=—c}U{izi}

O; — €O, e
- Z gmsi(I*7Ta€)COS(T ¢ J) _ _pmsi)

)
™; — €Ny

{i=j,r=—}U{izs}

En (1) hemos intercambiado el nombre de los indices 7 y € (por tratarse de
indices mudos), y en (2) se ha aplicado la propiedad de simetria y que
la funcién coseno es par. Asi pues, la cantidad 7"](-;"5” es antisimétrica bajo la
permutacién de sus indices.

Para el estudio de sg»nsi) hemos de recordar la simetria del producto de

constantes k,k, = K4k, dado por (5.11). Entonces

L,S
s =37 ek Ao Al ”Z e AL Ama) 2

Je

= ) hpkg Al Al = g0, (6.34)

ij
P#£q

donde en (1) se ha intercambiado el nombre de los indices mudos p y ¢ y en
(2) se ha hecho uso de la simetria en el producto de constantes. Asi pues, la
cantidad s( ™) o5 simétrica bajo la permutacién de sus indices.

Podemos reescribir la expresién de A en términos de estas cantidades.
Mediante sustitucion directa en ([6.18)) obtenemos

Al = —— ]* CHd > szpk Al Almsd)

ms;=0,1,2 4,5

cos (T@;k — Eéj)
ms; [*7 )
{i= ij—e}U{#j}

_ (m i) (ms;
~ sen [* C’Hd Z Z g (6.35)

ms;=0,1,2 4,5
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que demuestra la nulidad exacta de esta contribucién al tratarse del producto
de una cantidad simétrica por otra antisimétrica bajo permutacion de los
mismos indices sumados

AT=0. (6.36)

6.4. Cancelacion de los términos de Oppolzer

La contribucién de primer orden a los términos de Oppolzer del movi-
miento de nutacion terrestre, debida al potencial de redistribucién, viene

dada por las expresiones (5.50)), (5.52)

L,S
1 1
DOV = T S>3 Kk x (6.37)

D,q 4,J5T,€

Py (T, € Qiipg(T, € ~
X a7 €) Qi) | (r@;—e@j).
Tn; — €nj — n; T™; — €nj + n;‘b

1 L,S
AO-T) = —C—HdZZmpkqx

P, 4,557 ,€

% { Pijpg(T, €) 4 Qijpq(T, €) :|COS (T@;« —e(:)j>,
™

. en.. — n* €N *
i — €Ny — My TN — €nj + 0

donde las funciones P,jp,(7,€) ¥ Qijpq(T, €) se definen en (5.47))

9 * * D * 3 * * A *
PijPQ<T7€) T éci;p ([ ’7—) Bj;q([ )+§Dz,p ([ ’7—) Cj;q (I 76)7

9 * Ve * 3 * * a *
Qiqu(7—7€) = §Bi;p(‘[ )Cj;q (I 7€)+§Ci;p (I 77—) Dj;q (] ’6)7 (6'38)

A diferencia con los casos anteriores, no existe restriccién en la suma sobre
los indices ¢, j, T, €.

Estudiaremos en primer lugar la contribucién a la nutacién en longitud,
A (¢ — A). Para ello mediante la sustitucién de las expresiones (/6.7)), y
(6.9) en , discriminando segtin los valores de ms;, se obtiend’| que

P (7,€) = hyng, (17,7, €) Al ALe) (6.39)
5En concreto, estas funciones son, tras manipulacién trigonométrica
ho(I*) = 3/16sen2I” (3cos® I* — 1+ sen® I*),
hi(I*,7,€) = —3/dsenl* [4cos® I* + cos® I* (T —€) + 7 — Tecos I* — 2cos '],

ho(I*,7,€) = 3/32senl” [2cos® I* + cos® I* (T —€) — 37 — e — 2recos [* — dcos I*].
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En virtud de la propiedad (5.48)), Qijpe(7, €)
QE;;ZZ (7_7 6) = hmsi (]
es decir, se diferencian en la permutacién de los indices € y 7. Teniendo en

cuenta que OF = O, =0, y n; = i, estudiemos las propiedades de simetria
frente a permutacién de los indices ¢, j, de la cantidad r;; definida segin

= Pjigp(€,T), se tiene que

‘e, 7) Al g, (6.40)

ms; hm 3 I*7 9 hm ] ‘[*7 Y
rz(j 5i) — Z { o (I 7,6) o 5 6,7) sen (70; — €0;). (6.41)
— LT —enj —mny T — eng +ng
Consideramos
i [ B, (1,7, P, (I*,€,7) ]
7ﬁj(‘i 5i) Z 5i ( T 6) 5i ( € T) sen (T@j _ f@z) (:)
— TNy —€ng —ny TNy — €N + Ny |
[ hm i [*7 ) hm 3 I*7 Y ]
o LEnj — T —m o eny — Ty +ny, |
[ P, (I, hungs (I, €,7) ]
= Z my; (I, 7,€) mes (1", €7) sen (710; — €0,) =
o Leng — TN + Ny, €N — TN — Ny, |
[* hm i I*7 Y
— _Z{ 7€) e (1 67) sen (710; — €©,) =
TN; — €n; — Ny, TN; — €n; +ny
(msi)

(6.42)

= T’Lj y
donde en (1) hemos intercambiado el nombre entre los indices mudos ¢, T,
y en (2) se ha aplicado que el seno es una funcién impar para cambiar el

l(J %) es una cantidad antisimétrica bajo

permutacién de sus indices. A su vez, la cantidad s( %) definida en (6.32) es
simétrica bajo permutacion de sus indices, tal y como se probo en la seccion
anterior.

signo de los sumandos. Por lo tanto r

e Z gy A ) _ () (6.43)
Por lo tanto, y por sustitucién directa en ((6.37)), se tiene
A (p— A mai) .m5’ 6.44
(¢ )= CHdsen[* 2012ZJT ( )
msi=U,1,2 1,

0, equivalentemente, que

Ap—A)=0.
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Para el caso de la contribucién a la nutacién en oblicuidad, A (6 — I), la
situacion es andloga, definiendo la cantidad

i hm[*a ) hm'I*a?
7“(’7"”51):2{ o (I 7,6) + w (L, 607) cos (710; —€0;), (6.45)

v - . p* - . *
776 TN — €Nj — Ny, TN, enj+nu

que es antisimétrica bajo permutacién de sus indices en virtud de

* *

(msi) § : hmsi ([ )y T 6) + hmm (I ) € 7—)

Ji o em. — ¥ o em. *
TNj — €N — Ny, TN — €Ny + ny |

T, ~

cos (710, — €6;) W

[ s, (17 €, P, (I*, 7, €) |
_ Z 51( ) € 7_) + 51( T E) COS(E@j _T@i) (i)
— Lenj — TN —ny €ng — TN+ Ny |

[ i, (I* Ping; (1%, 7, €) ]
- Z 51( 7677-) + 51( 7—6) COS(T@Z‘—E@]'):

€N — TNy — Ny, €nj — Tn; +ny, |

T,€

(r* (I*
_ _Z |:7_ m5z ) T 6) + hmsz( >€a7_) CoS (T@z o 66]') —

nl—enj—n Tni—enj+n;

_r(msz‘), (6.46)

)

donde en (1) hemos intercambiado el nombre entre los indices mudos ¢, T,
y en (2) se ha aplicado que el coseno es una funcién par. Por sustitucién en

(6.37)) se tiene, finalmente,
AO-D)=—— Y Y rimdsline), (6.47)

m5'L 07172 27]

que implica la anulacién idéntica

A —T)=0. (6.43)

6.5. Cancelacion del torce del potencial de re-
distribucion

La nulidad de las contribuciones de primer orden que se han estudiado en
las secciones precedentes, se debe a la cancelacion del momento de la fuerza
gravitatoria resultante, que sobre la Tierra elastica (y sus particularidades
de modelado) ejerce el potencial de redistribucién.

Este hecho ya fue puesto de manifiesto por Krasinsky (1999)), mediante
mecanica vectorial de forma similar a la que sigue, a partir de la expresion
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vectorial de esta contribucién del potencial gravitatoria dada por (4.60)):

Vo) = kG L (“—E)5 [3(rr,)? — 2] . (6.49)

5
27’p7’

En esta expresion, referida a un sistema terrestre, el cuerpo pertubador p (o
inductor de deformacién) tiene masa m,, y vector posicién r,, y r es el punto
campo terrestre que experimenta la interaccion gravitatoria de deformacion.
El torce vendra dado por

N,(r)=rx V,V,(r). (6.50)

Realizando las operaciones de derivacion y producto vectorial obtenemos:

Gm, {_5 3 (rr,)? — r?r2] -

V.V,(r) = —k 5 OE e
p

A 6 (rr,)r, — 2ror
o7 ’

N,(r) = —Skapa%%r x 1, = f(r,r,)r X1, (6.51)
p

Esta expresion para N, (r), salvo notacién, es la dada por Krasinsky (1999).
En la expresién anterior se ha definido f(r, rp) por agilizar la notacién, que
verifica f(r,rp) = f(r,,1).

En el modelo elastico estudiado en los capitulos precedentes, la posicion
de los cuerpos perturbadores es una funcién conocida del tiempo. Ademas,
como primera aproximacién al problema dinamico de la deformacién, se con-
sider6 éste como una sucesién de soluciones del problema estético (seccién
. En cada una de estas instantaneas del movimiento tenemos, por un la-
do, la deformacién creada por el cuerpo perturbador p sobre la Tierra, y por
otro, la variacion de la interacciéon gravitatoria con el cuerpo perturbado ¢,
inducida por esta deformacién (potencial de redistribucién)ﬂ De manera que,
en un instante dado, el torce asociado a la variacion del potencial gravitatorio
de interacién con el cuerpo ¢ (en ese sentido es perturbado) de posicién ry,

6Como veremos en el préximo capitulo, los modelos aneldsticos introducen un retardo
temporal entre estos dos efectos, la deformacién y la interaccién.
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serd| N, (r,). El torce resultante serd entonces
LS
N => "N, (r,) =N (r;) + N (rs) + Ng (r;) + Ng (rs). (6.52)
p.q

El calculo de esta expresion, a partir de (6.51)), es inmediato:

NL (I'L) = f(I'L,I'L)I'LXI'L = 0,
Ns(rs) = [f(rs,rg)rsxrs =0,
NL (rs) = f(I'S7I‘L)I‘SXI‘L = —f(I‘L,I'S)I‘LXI‘S = _NS (I‘L) , (653)

de donde, finalmente,

N = 0. (6.54)

Nuestro propoésito ahora es llegar a este mismo resultado con las expre-
siones utilizadas para el potencial de redistribucion en el formalismo candnico
de las variables de Andoyer (seccién [5.1)), como verificacién del modelo em-
pleado para el estudio del movimiento de rotacién terrestre, y de los resulta-
dos de las secciones precedentes.

En la formulacién hamiltoniana el calculo de los momentos gravitatorios
se realiza a través del formalismo del trabajo virtual (6W) que realizan las
fuerzas (F) que actian sobre el sistema en un desplazamiento virtual (or)
(Goldstein [1987):

OW = F-or. (6.55)

Por desplazamiento virtual se entiende un desplazamiento infinitesimal
arbitrario en el espacio de fases del sistema, que sea compatible con las
fuerzas y ligaduras impuestas al sistema en un instante dado. En nuestro
problema éste viene dado por una rotacion infinitesimal expresada en el con-
junto canoénico de Andoyer, que atiende al caso mas general en el sentido de
que vincula coordenadas y momentos para describirla. Esto es, ademas de las
coordenadas canonicas A, u, v se precisa de las dngulos auxiliares o, I que
son funcién de los momentos candnicos A, M, N.

En virtud de la expresion (2.40|) para una rotacion infinitésimal en varia-
bles de Andoyer, el desplazamiento virtual vedra dado:

R = b3év + mdo + ur,dp + nol+szA, (6.56)

"Este torque es una contribucién al torque total asociado a la interaccién gravitatoria
con el cuerpo perturbado ¢, la debida al potencial de redistribucién. Nétese que éste no
depende de la masa m,, debido a que esta contribucién es la inducida por el cuerpo
perturbador p a través de la deformaciéon. Ademds, y por aplicacién de la tercera Ley de
Newton, el torque que la Tierra ejerce sobre ¢ es el mismo, pero de sentido contrario, que el
ejercido por ¢ sobre la Tierra. Evidentemente p y g pueden referirse al mismo o a distinto
astro.
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que se escribe en términos de las variaciones infintesimales de las coordenadas
y momentos del conjunto canoénico, diferenciando en ([2.13)),

N 5 ON N oM
= _— = —— -
cosa M “ M sen o COSUMsenU’
A oA oM
cos!] = M — 5] = —m + cos ]m (657)

Paralelamente, la rotacién infinitesimal y el desplazamiento virtual se rela-
cionan a través de la conocida representacién vectorial para rotaciones infi-
nitesimales (Goldstein [1987)):

dr =6R x r, (6.58)
de modo que (Escapa [2006])
W =F-ér=F- (/R xr) =(r x F)-dR = N-0R, (6.59)

donde N es el torce o momento de la fuerza F. La expresion ((6.56) nos
permite vincular las fuerzas generalizadas asociadas al conjunto canénico, que
denotaremos por {Qx, Q. Qv, Qa, Qrm, @n}, con el desplazamiento virtual,
y éste con las componentes del torce a través de . Dado que por cons-
truccionf] se tiene

SW = Qx0X + Quop + Q01 + QASA + QM + QnIN, (6.60)

igualando esta expresion a la resultante de sustituir (6.56)) en ((6.59)), obtene-
mos una relacion entre las fuerzas generalizadas y las proyecciones del torce
sobre los ejes de las rotaciones infinitesimales, y a la postre sus componentes

Qr = N'S37Qﬂ:N'uL7QV:N'b37

N -n
@ =  Msenl’
cos | Ccos o
- — N-n+—" N-
Qu M sen I n—i_]\/[sena m,
N -m
= —— 6.61
@n M seno ( )

8La construcciéon habitual (Meirovitch 1970, Gantméjer 1996, entre otros) supone un
desplazamiento virtual s6lo en las coordenadas del sistema ¢;, de modo que 6W = Z Qidq;
(es el caso, por ejemplo, de los dngulos de Euler y en general de los sistemas langrangianos).
Mediante una transformaciéon canénica (Escapa 2006]) esta expresion puede escribirse en
términos de un nuevo conjunto canénico donde el desplazamiento virtual del sistema de-
penda tanto de las nuevas coordenadas como de los nuevos momentos (Q;, P;), esto es,

oW = Z Qp,0P; + Qg,0Q; (es el caso, por ejemplo, del conjunto canénico de Andoyer).
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Por otro procedimiento y con otro propdsito, las expresiones fueron
obtenidas por Getino y Ferrdndiz (1997)).

Dado que el sistema estd sometido a un potencial, en nuestro problema el
de redistribucién V; , que no depende de las velocidades generalizadas
(el campo gravitatorio es conservativo), las fuerzas generalizadas derivan de
éste (Goldstein [1987), y podemos escribir

(Qrs O Qs Oy Qs On) = — (% Ve OV 9V OV %> (6.62)

ON Op’ Ov’ ON OM’ ON
que nos permite, junto a las relaciones , obtener el momento gravita-
torio en funcién de derivadas del potencial respecto del conjunto canoénico.
Podemos obtener las componentes del torce N = (Ny, Ny, N3) en el sis-
tema celeste, geocéntrico de base ortonormal {s1, s2, s3}, haciendo uso de las
relaciones mas convenientes de entre las . Asi por ejemplo, la primera
de ellas nos da directamente la tercera componente del torce

oV,
o\
Las expresiones para (), y Qa nos permiten formar un sistema de ecua-

ciones del que obtener el resto de componentes. Para ello, recordando ([2.37)),
n = s; cos A + Sg sen A, escribimos

Qr=N-s3=N; = (6.63)

B N-n Ccos A sen A aV,
@ =  Msenl  'Msenl ~°Msenl = OA’
m_ () o .
oA oA MsenI 01 Msenl OI’ '

donde se ha usado (3.17) y que V; no tiene dependencia explicita con el
momento A. Igualando obtenemos

Nicos A+ Nysen A = —%. (6.65)
Paralelamente, uy, = L/M = (senlsen ), —sen I cos A, cos ), haciendo uso
de ([2.46)), entonces

Q, = N-uL:leen]sen)\—Ngsenlcos)\—i-NgcosI:—%—>
1
— Npsenlsen A — Nysen/lcos A = —%—‘/f —i—cos[%, (6.66)

donde se ha usado (6.63). La solucién del sistema formado por (6.65)) y (6.66).

nos permite obtener las componentes Ny y N3 del torce. Recopilando los
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resultadog’] obtenemos

eos %_Sen)\%+se COS[%
¢ 0l senl Ou HSsenT oA
Ny
oV,  cos A0V, cos I 0V,
N. = | = -t —t_ ——= 6.67
N2 sen.\ ol + senl Ou S A en T OX (6.67)
3
_
oA

El proceso de obtencién de la foma explicita de estas componentes, a par-
tir de la expresion del potencial de redistribucion, es dnalogo al seguido para
la derivacién de las contribuciones al movimiento de rotacién en el capitulo
anterior. Por ello, y por abreviar la exposicion, omitiremos los detalles del
calculo que ya han sido expuestos con anterioridad.

Si es importante, empero, resaltar la principal diferencia respecto al pro-
ceso de derivacion de tales contribuciones, en lo concerniente a la expresién
empleada para el potencial de redistribucion. Esta procedia del pro-
ducto de las expresiones de los armoénicos esféricos, los referidos a los
cuerpos perturbadores dependientes de variables de Andoyer como funciones
conocidas del tiempo (denotadas por ~), y los referidos a los cuerpos pertur-
bados, dependientes de las variables candénicas del problema.

Para los primeros, dados por las expresiones solo era necesario admi-
tir el orden de aproximacién O(G%), mientras que para los segundos, con las
expresiones (5.6)), era necesario mantener el orden O(c!) a fin de garantizar la
completitud del orden O(c”) en las contribuciones derivadas del movimiento,
pues éstas incluian derivadas respecto de o.

Ahora, sin embargo, dado que las expresiones ([6.67)) no incluyen derivadas
respecto a este angulo auxiliar, y considerando que tras los procesos de
derivacién se aplicara de igual manera la equivalencia entre variables canénicas
y funciones del tiempo, y en particular ¢ = 7, es necesario mantener el orden
O(6') a fin de estudiar las posibles cancelaciones en este orden de aproxi-
macion. Asi pues, para los armonicos esféricos correspondientes a los cuerpos

9Esta expresién para las componentes del torque puede recuperarse por un camino
alternativo, en virtud de la la relacién general N =dL/d¢. Dado que disponemos de la
expresion del momento angular como funcién del conjunto candnico, la derivada
temporal de ésta vendrd dada (ecuaciones de Hamilton) por el corchete de Poisson:

dL
N=— ={L,V,
dt { ’ t}a

va que N es la contribucién aditiva al torque total asociada al hamiltoniano V;.
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perturbadores, se tomaran también las expresiones con la sustitucion
de las variables sin ~ por variables con ~, esto es, funciones conocidas del
tiempo.

Atendiendo a estas consideraciones, procedemos a indicar el resultado del
proceso de cédlculo de las derivadas para cada orden de aproximacion, y de
las componentes del torce.

A la expresion del potencial de distribucién, que incluye los térmi-
nos que denotamos con [¢°] y [0!], hay que afiadir entonces el cruce de los
términos O(c°) con O(G'), que denotaremos po (6]

ov, 9V, oV, oV .
o ~ox 7+ gyl T g 7] (6.68)
con
Vi ¢ o
I 0] = ZZ Zﬁ;pk‘ Tms; T Z]pq (7‘ €) sen (7‘@ 6@]‘) (6.69)
,] T,€
WV ¢+
W[a} = ZZZmkamm[ Pjipg (T, e)sen(,u — 707 —i—e@)
+Qijpq (T, €) sen (,u* + 70 — E@j)] : (6.70)
GVt 11 8‘/;

donde las funmones T( A o (7€), Pijpg (7,€) ¥ Qijpq (7€) son las definidas por
- ) v (@ respectlvamente

Como se aprecia los términos de orden 1 en ¢ cancelan entre si en virtud
de . El término de orden 0 en o puede demostrarse que es nulo siguiendo
un procedimiento andlogo a las secciones previas, dado que en aplicacion de
, la suma sobre los indices 7, € es nula

Z 7T, m)q ) sen (T@;“ - e@j> (6.72)

T,e==%1
_ A§$5i)A§?;5i) [f+(l*)sen (@;‘ _ (:)J) + f~([")sen (@ZK + éj>] Z 7=0
T==+1
por lo tanto
oV
oy =0 (6.73)

10Ge trata sélo de una notacién para identificar el origen del términos, pues o = &.
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Para las demas derivadas el proceso es andlogo:

ov, 0V, aV, oV (.
a]i = 8]i [ ] ali [ ] + 8Ii [ } (6.74)
con
oV, . ~
8I’i [ ] = Z Z Z Kpkg ijq T, €) COS (T@i = e@j> (6.75)
p,q lj T,€
8% 1 *
57 o] = —U—ZZZ% [ ing TE)COS(/L —70; +6@>
p,q 4,J T,E
Qggq (7,€) cos (,u + 707 — e@jﬂ , (6.76)
oVy . aV,
Vo] = ~Depp, (.77
donde se han definido las funciones
: 90C7, - 3 aD;
Pl(J‘Z/?fI) (T 6) - 5 aplp + 2 aj*p CJ 90
(V1) _ ?aB;p 3 (902*1,

Los términos de orden 1 en o cancelan entre si en virtud de (6.77)). El
término de orden 0 en o puede demostrarse que es nulo por el mismo motivo
que el caso anterior (6.72). Por lo tanto, se tiene

oV

o = 0. (6.79)

Por dltimo, la derivada respecto a u*

A Wiy, W,

donde
Vit o . ~
o [0"] = ZZZ/@, qu T,€) sen <T@i - e@j) , (6.81)
p,q Z] T,€
a‘/;f 1 VM) * * e
o o] = ZZZ’%P [ ipg (T, €) sen <p —70; + e@j)
pa ij T

+Q”pq (T,€) sen (u* +70; — e(:)j>] , (6.82)
oV . aV,
M) = -2, (69
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donde se han definido las funciones:

\%4 . & 3 . =
Ti(jp‘l;) (r.e) = 3Ci;pCj;q + §Di;ij;q>

1% . =
Pi(jpg) (7.6) = C Bj,q + 3D, Cj >

\% 3 . =
Qi (1) = 503Dy (6.84)

La cancelacion de los términos de orden 1 en o es directa a partir de
(6.83)). El término de orden 0 en ¢ es nulo, lo que puede evidenciarse a partir

de resultados previos. Asi, en virtud de la definicién de las cantidades Tl(qu),

Ti(]i;) y Twﬁ;) dadas por ([6.84)), (5.39) v (5.37) respectivamente, se tiene la

relacion
(AI) _ AX) (V)
Ty = Tm5zT;-qu cos I"T};,." (6.85)
Teniendo en cuenta el caso anterior , la suma sobre los indices 7, € en

L . AX
el término correspondiente a Tm5iTl-(qu)
diente a cos [ *Tz(qu), en aplicacién de (6.30]) se puede definir las cantidades
antisimétrica y simétrica bajo permutacion de sus indices:

7“%”51:) = ng&-([*’f,e)sen <T@ e@) ](;7151),

T,€

es nula. Para el término correspon-

853715;) — Z ka A ’m5z mSL) _ 8572"151)’ (686)
tales que
8‘/;5 0 m5 m5
= : = 0. 6.87
ou* [0 } Hd cos]* Z Z ( )
ms;=0,1,2 4,5
Por lo tanto oV
t
=0. 6.88
o (6.59)

En resumen, y dado que todas las derivadas que intervienen en la ex-
presién de las componentes del torce (6.67)) son nulas, tal como queriamos
probar

N =0. (6.89)

Realmente hemos probado que el torce es nulo a primer orden en o y 7, esto
es, en el orden de aproximacién en el que se han derivado las formulas de
rotacién. Noétese ademas que los motivos matematicos por los que se provo-
can las distintas cancelaciones en las componentes del torce son, como cabia
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esperar, los mismos que provocan la cancelacion de las contribuciones a los
movimientos de precesién y nutacién (y de éste, en particular, los términos
de Poisson).



Capitulo 7

Tierra elastica: generalizaciones

7.1. Generalizacion del modelo elastico

En los capitulos {4 y |5 se ha estudiado analiticamente el movimiento de
rotacién de una Tierra elastica. El modelo eldstico se construye sobre la
hipdtesis simplificadora de que la Tierra, en el estado no perturbado, es
esférica y sin rotacion, a efectos de modelar el campo de vectores desplaza-
miento (solucién del problema eléstico) y, a la postre, la forma del potencial
de redistribucién. En el capitulo[]se ha demostrado que las caracteristicas de
este modelo implican que no existe influencia del potencial de redistribucién
en el movimiento de rotacion de la Tierra, aunque si de la energia cinética
de redistribucion.

Paralelamente las hipdtesis simplificadoras de este modelo conducen a
que los numeros de Love son independientes tanto de las frecuencias del
movimiento (que son combinacién de las frecuencias orbitales inductoras de
la deformacién y las propias de la rotacién terrestre) como del orden m de
los armonicos esféricos componentes del desarrollo del potencial gravitatorio,
y . Este hecho contraviene desarrollos mas precisos del potencial
de redistribucién (Wahr 1981, Mathews et al. 1995, IERS 2010)).

Un modelado mas cercano a la realidad consiste en incluir la elipticidad
y la rotacion en el estado no deformado de la Tierra, para la resolucion del
problema elastico, y por ende condicionan la naturaleza matematica de los
nimeros de Love que describen la respuesta elastica del sistema. Modelos
con estas caracteristicas han sido desarrollados por Simth (1974), Shen y
Mansinha (1976) y Wahr (1979 y [1981)) entre otros.

A lo largo de las proximas secciones estudiaremos las contribuciones a
la rotacion de la Tierra debidas al potencial de redistribucién y a la energia
cinética de redistribucion, bajo las hipotesis de esta generalizacién del modelo
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elastico, y con inclusién de efectos anelasticos. Hasta la fecha la contribucion
de la energia cinética de redistribucion sélo ha sido calculada para la reologia
terrestre simplificada (estado no deformado esférico y sin rotacién), tal como
se ha especificado en el capitulo . En Krasinsky (1999) y Lambert y Mathews
(2006) encontramos antecedentes de célculo de la contribucién asociada al
potencial de redistribucién, con consideraciones eldsticas mas generales y
efectos anelasticos. En ambos casos, sin embargo, el problema se aborda
con una formulacién muy diferente de las ecuaciones dinamicas, que supone
mayores simplificaciones en el cdlculo numérico o en la derivacion de las
expresiones, pese a compartir similiares hipotesis de modelado con alguno de
los casos que se trataran en las proximas secciones.

Dada la complejidad de estos modelos reolégicos, y que no forman parte
de nuestro objetivo, no se incluye aqui sus desarrollos, aunque mencionare-
mos sus lineas generales. En éstos, en las ecuaciones del problema elastico,
en oposicién a , existe dependencia temporal en el campo de desplaza-
mientos, s(r,t), y no se dispone de simetria esférica radial en p(r). Adicional-
mente se han de incorporar las fuerzas inerciales, centrifuga y de Coriolis,
en la ecuacién del movimiento. Bajo estas condiciones el problema no es re-
ducible a ecuaciones diferenciales separadas para cada arménico Yy,. Es decir,
un potencial de marea con un término Y5, como en nuestro caso, provoca
que las funciones incognitas del problema, tales como el campo de despla-
zamientos s(r,t) o las componentes del tensor de tensiones eldstico, tengan
contribuciones acopladas con armonicos Y}, con [ # 2.

La formulacién del problema en ecuaciones diferenciales de funciones es-
calares (Smith [1974)) permite la separacién en funciones de tipo esferoidal
(01m) y toroidal (7,,). En el caso de un estado deformado esférico y sin
rotacion, no existe acoplamiento entre estos tipos de funciones, y de hecho,
el problema se formula sélo con funciones oy, (es el caso, por ejemplo, de la
expresion m para la expresién del potencial de redistribucién). Cuando se
introduce rotacién y elipticidad estos escalares se combinan siguiendo cier-
tas reglas de acoplamiento (Shen y Mansinha [1976)), y la respuesta eldstica
del sistema se describe, ante un potencial externo de tipo Yj,,, con la serie
truncada de funciones escalares dada por (Wahr [1981):

U=01-2m+ Ti—1,m + Otm + Tix1,m + Ol42,m, (7.1)
que para el caso [ = 2 se reduce a
U=Tim+02m+ T3m T Tam. (72)

El hecho de usar una serie truncada es equivalente a ignorar ciertos términos
de acoplamiento en las ecuaciones dinamicas, pero resulta necesario para
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poder acometer el estudio. La precision del truncamiento es de, al menos, una
parte en 300 (ndtese que Hy ~ 1/300). Bajo estas condiciones, la expresién
correspondiente en este modelo a , para las componentes del potencial
de redistribucion, viene dada por (Wahr [1981], Dehant et al. [1999)

Vm<7n7 97 (b) = k2m (%)3 YVZm (9, ¢) + ké;) (GTE>5 Yzlm (97 ¢) y T 2 ap, (73)

donde ko, v ké;) son escalares (generalizacién del nimero de Love) que son
combinacion lineal adimiensional de los escalares solucion , y por ello
dependen de m (y para una perturbacién mds general, de [) y en principio,
también de las frecuencias de la perturbacion.

Numéricamente, dado que estamos desarrollando una teoria a primer or-
den, podemos despreciar la contribucién del término asociado a k:éj;l) (véase
tabla 6.3. de IERS 2010) que se trascribe a continuacién como tabla y
la mayor potencia del factorﬂ ap/r), de modo que consideraremos

Voo (r,0,6) = ko (‘ITE)?’YM 0,6), 1 > ag. (7.4)

Notese, por comparaciéon con , que la introduccion en el modelo elastico
de la elipticidad y rotacién se ha traducido en la sustitucién del nimero de
Love k por un conjunto de nimeros de Love ks, (m = 0, 1,2), dependientes
del orden del arménico de perturbacién, con una precision aproximada de al
menos una parte en 300.

Es conveniente aclarar que, a resultas de la expresién , R,.(ag) =k,
no es correcta su sustitucion directa por R,,(ag) = ko, bajo la consideracion
de que es una generalizacion natural dada la dependencia con m de la solu-
cion radial. Tal planteamiento es érroneo, pues la utilizacién del conjunto de
numeros de Love ks, no tiene cabida con un modelo elastico donde el estado
no deformado sea esférico y sin rotacién (salvo la solucién trivial ko, = k,
m = 0,1,2), y por el contrario es la manifestacién de las hipdtesis méas gene-
rales consideradas.

Tabla 7.1: Numeros de Love para Tierra eldstica (IERS 2010, Tabla 6.3)

Lm) K ECH

,0)  0.29525 —0.00087
,1)  0.20470 —0.00079
,2)  0.29801 —0.00057

!Véase la nota al pie en la pagina
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A partir de ([7.4]) generalizaremos la expresién del potencial de redistribu-
cién, Vi, , dado por (5.1) y (5.2)), reconstruyendo su forma a partir de (4.54)),

sustituyendo k por ks,,, esto es

> Vi (r)

Reescribimos en términos de los arménicos esféricos reales, definidos por

(2.95)), teniendo en cuenta la relacién

V(r) = Re _ (%)5 22: Fom Re[amUn] . (75)

20+ 1(l —m)!
4 (IL+m)!
(7.6)
donde por consistencia de notacion con los capitulos precedentes, hemos de-
notado las coordenadas angulares esféricas por (1, ). A partir de las expre-

siones (4.39), y para [ = 2, se tiene

Yim(na Oé) = Nim [Clm(ny Oé) + ZSZm(Uy Oé)] , con Ny, = \/

2
= CnNom (G = 15,) s Un = =5 Now (Chy, + i), (7.7)
E

donde recordamos que las primas hacen referencia al argumento (7', ’). Por

lo tanto

7"2

Re [, Up,] = cma—2N22m (ComCh,.. + SamSh,) . (7.8)
E

Sustituyendo en (|7.5)), con los valores

47 Gm
o = ?r_’?’a%’ c1 = cy = 2¢g, (7.9)
5 15 15
N2 = — Ni=-— Ni,=—— 7.10
20 471-7 21 6471-7 22 24 47]—, ( )

se obtiene la generalizacion de las expresion de la energia potencial de redis-
tribucién :

a’, )
313 Gmymyg | k20C20Ca (7.11)

V;‘/;p,q =

1 ! / 1 ! !
+k21§ (021021 + 521521> + szE (022022 + 522522)

Como vemos, esta nueva expresion se obtiene a partir de la dada por (/5.1])
5.2)), con la sustitucion de k por kg, € introduciendo éstos como factor

Y m sy
de los armoénicos CY v S5, Siguiendo esta regla, el proceso de construccién
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de la expresion del potencial de redistribucién en términos de las variables
de Andoyer y la introduccion de las series de movimiento orbital, es andlogo.
Esto permite recuperar las expresién ((5.12) con la sustitucion de k), por K,

en cada término Vt(m) [0*] (m = 0,1,2) dado por lb y 1} definiendo

1 3
Kmip = gk'zmmpaz (a—E) , (7.12)

ap

conforme a (4.66). Como hasta ahora, dado que | = 2, lo omitimos de la
notacion.

Estudiaremos ahora la generalizacion de la expresion (4.67) de I, esto
es, la dependencia temporal del tensor de inercia. Para ello reescribiremos en
primer lugar la expresién de I en términos de los armoénicos esféricos reales,

a partir de las relaciones (2.91)):

r lC/ _15/ el
an 3 207 3V TaPn 21

L=k <F) — 5999 20+ 350 =5 (7.13)
/ / /
—Cy =5y —2Cy

Siguiendo el proceso de deduccién realizado en la seccién [4.4] compararemos
con la expresién dada por la férmula de MacCullagh , en térmi-
nos de los arménicos esféricos de segundo grado (recuérdese que se ha cam-
biado el signo para comparar con la expresion del potencial de redistribucion,
ya que de origen se han derivado con convenios de signo distinto):

Gm, |2AC — AA - AB AA - AB
Viba = — 3 . { 5 Cyo + 1 Caor+
1
+ECy + DSy + §F5221 , (7.14)

La comparacion de los términos de los coeficientes que acompanan a los
armoénicos Cog y Cao, junto al teorema de Darwin demostrado en la seccién
4.4 conduce al sistema de ecuaciones:

2AC — AA—AB = =2 (a%/r"®) mykaCh,
1
AA—-AB = 3 (a%/r") mpkaaChy,,
AA+AB+AC = 0, (7.15)
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cuya solucién es, introduciendo convenientemente las constantes ([7.12))

/ ! ]' !/
AA = ((Z5E/’I" 3) (520020 — 5/‘{?22022) 5
1
AB = (CL5E/7"/3) ('KQZOCéO + 5/4?22052> y
AC = —=2(al/r") k0Cy. (7.16)

El resto de términos estan desacoplados, y directamente se obtiene

E = — (a%/r’g’) Kk21Chy,
D = — (a%/r'S) K211
F = —% (a%/r") K22.5%. (7.17)

En virtud de estos resultados, la expresion ([7.13)), para el caso de un modelo
elastico con consideracién de la elipticidad y la rotacion, queda modificada
segun

i 1 ! 1, l !
a3 “200201 y 5522022 _5"@221522 —k1Cy
— 1 l l 1 4 o 4

que como se aprecia obedece a la misma regla de generalizacién: la sustitucién
de k por ks,,, o equivalentemente k por ks,,, e introduciendo éstos como
factor de los arménicos C},, y S5,,. La expresién es equivalente, salvo
notacion, a la dada por Lambert y Mathews (2006).

Como se estudié en la seccién [4.5] la influencia de la matriz I en las
ecuaciones del movimiento es a traves del término de energia cinética de
redistribucion, T}, dado por en el hamlltomano del sistema. Este de-
pende de AC, E y D, dados por las expresiones , que ahora quedan
modificadas segin

AC = —62/—@2ng (Ip) cos@]7
J
E = -3 Z 52110 (I, 7) sen (wEt—eC:)j>,
j,e=%1
D = -3 Z /4321]0 (Io, )COS (wEt—e(:)j> . (719)
j,e=%1

En estas expresiones se ha empleado la notacién ks, ; para evidenciar
que, tal como se indicé anteriormente, los valores de ks,,, y por ende los
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de Ko, dependeran de la frecuencia de perturbacion, en;, en el modelo de
Tierra considerado (estado no perturbado elipsoidal y con rotacién). Por ello
en las expresiones anteriores se ha introducido ks,, dentro de la suma sobre
el indice j. La frecuencia de excitacion de la respuesta elastica de la Tierra
depende de forma més explicita de la frecuencia asociada a los argumentos
de los arménicos (5.3)), o equivalentemente la correspondencia (5.5)), esto es,
de la frecuencia de perturbacién vista desde el sistema terrestre. Podremos
escribir entonces, a nivel de notacién,

kgm,j = kzm (me — E’Flj) = kgm (Eﬁj) .

En primera aproximacién, siguiendo criterios numéricos que se emplearan
bajo ciertas consideraciones de modelado en las secciones siguientes, es posi-
ble ignorar la dependencia con la frecuencia de perturbacion, y considerar
valores nominales por banda de frecuencia, es decir, ko ; = kon. Esto se
indicara, a través de esta notacion, cuando sea procedente.

En virtud de ([7.19), y de las para los arménicos esféricos, existe una
correspondencia directa entre las funciones Bj, C']. y Dj y el orden m de los
armonicos y el factor ko, que los acompana, y que generaliza la dada por

(65):

, -
50 — k20 — Bj,

! / A

21,021 — ko1 — Cj’

!/ !/

225922 7 "122—>Dj- (7.20)

Dado que todos los resultados de secciones precedentes se han obtenido
bajo el orden de aproximacion de validez de esta correspondencia, nos facilita
la generalizacién de las féormulas de rotacién, una vez garantizada en cada
caso la equivalencia del proceso de deduccion.

7.2. Modelos de comportamiento anelastico

La introduccién en el modelo de deformacion de la Tierra de compor-
tamientos no eldsticos persigue una mayor cercania del modelado teérico con
el comportamiento real del solido deformable.

En la literatura especifica se siguen dos estrategias, casi equivalentes desde
un punto de vista numérico como se mostrara, para introducir este tipo de
efectos sin acometer el complejo problema reolégico que supondria modelar
un comportamiento aneldstico (deformacién no eldstica, pero recuperable) o
ineldstico (deformacion irrecuperable).
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La primera es la seguida por Mignard (1979), Krasinsky (1999) y Getino
y Ferrandiz (1991 y 2001) entre otros, y consiste en la introduccién ad hoc
de un retardo temporal en la respuesta elastica de la Tierra.

La segunda, reglada a través de las IERS Conventions (2010)), introduce
ab initio unos nimeros de Love complejos (y en general, dependientes de las
frecuencias). En ambos casos la respuesta de la Tierra es anelastica, mante-
niendo la linealidad de la respuesta que introduce el formalismo de nimeros
de Love y se incorporan desfases angulares en los argumentos de las férmulas
de rotacion.

El modelo del retardo, pese a su simplicidad de partida y caracter ad
hoc, permite la construccion e interpretacién fisica de las magnitudes involu-
cradas, reproduce la aparicion de términos fuera de fase en el movimiento
de rotacion, y proporciona una justificacién razonable para la generalizacion
que supone la segunda de las estrategias. Comenzaremos con éste.

La construccion que se va a incluir a continuacién trata de deducir e
interpretar las expresiones que en las referencias relacionadas (las incluidas
en la tabla en la pagina se introducen de forma no justificada.

Supondremos para la respuesta eldstica de la Tierra un retardo temporal
constanteEL denotado por At, de forma que la posicion de los cuerpos pertur-
badores, inductores de la deformacion en un instante ¢, referida al sistema de
Tisserand, se evaluara en el instante ¢ — At. Es decir, un cuerpo perturbado
por el potencial de redistribucién, lo esta por la marea creada eldsticamente
por el cuerpo perturbador en el instante ¢t — At.

Matematicamente se traduce en determinar las magnitudes correspon-
dientes a los cuerpos perturbadores en el instante retardado, en nuestro caso
el tensor de inercia y el potencial de redistribucién, esto es, I;(t — At) y en
Vipq los términos correspondientes. Por ello no se precisa reconstruir tales
funciones como ocurrié en la seccién previa, ya que la introduccién del retardo
es directa sobre los argumentos dependientes del tiempo.

Por conveniencia formal, al igual que se hizo con el potencial de redis-
tribucién en las ecuaciones y (5-14)), separaremos la expresién de I (t)

dada por (|7.18)) segtin los diferentes érdenes de la contribucién arménica,

Igm)(t), y sustituimos las expresiones 1}

. CcoS éj 0~ 0
IgO) (t) = 3%20 Z B]([0> 0 COS @j 0 B , (721)
J 0 0 —2cosO;

2Una de las criticas, justificada, a esta hipStesis de partida segin Efroimsky (2012)),
es que el retardo temporal debe depender tanto del grado de los arménicos como de las
frecuencias de perturbacién. Con la notacién empleada, esto es, At = Aty (€n;).
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Rotacidn relativa

Cuerpo perturbador
ent— At

Figura 7.1: Visién esquemética del modelo aneldstico del retardo temporal.

IV(t) = —3km Y Cy(lo,€) %
Jre==1
0 0 sen | [t + v — eC:)j
X 0 0 cos | L+ v — e(:)j
sen (/] +v— eC:)j) coS (/1 +v— eéj) 0
190 = _gmj;ﬂf)j(]o, €) X

— cos (2;1 + o — eéj> sen (21 + 20 — ¢©;) 0
X sen (2/1 + 20 — e(:)j> cos (201 +20 —€©;) 0 |>
0 0 0

de forma que
L(t) = 100) + 1) + T2 (1), (7.22)

Estas expresiones se han evaluado en una época determinada (f = Iy, para
J2000), y para las funciones se asume las usuales dependencias temporales

[@380) y (2.114)

gt}

Mo + Vo + wgt,

+
i n;t + Bjo. (7.23)

ol

t

~—

La sustituciéon t — t — At conduce a diferentes desfases angulares en los
argumentos de las funciones trigonométricas



166 7.2. Modelos de comportamiento anelastico
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Q[L—I—ZI/—GC:) ) () + 22,5,
donde se han definido
€90 = —AIN, €915 = —At (wg — €ny), €215 = —At (2wg —eny), (7.25)
0, equivalentemente,
Eom; = —At {mwp — [e — dpmo (L +€)] 725}, m=0,1,2. (7.26)

El desfase angulaxﬂ es diferente para cada contribucién arménica o banda
de frecuencias, en virtud de las correspondencias y . Esto moti-
va la conveniencia de separar por contribuciones del tensor de inercia. Las
expresiones quedan modificadas entonces por las sustitucién de los ar-
gumentos , o equivalentemente, por la determinacién de las matrices
Igm) (t — At) para el estudio del movimiento del sistema en el instante ¢.

Si se desprecia la contribucién al desfase del movimiento orbital de los
cuerpos perturbadores a efectos de la respuesta elastica del sistema, lo que
matematicamente es aceptable con la aproximacién n; << wg, el desfase
angular se reduce a

Eam,j = —Atme = E2m, (727)

que es el valor empleado, por ejemplo, en Getino y Ferrdndiz (1997]), y sélo
depende de la banda (zonal, teseral o sectorial).

Esta aproximaciéon nos facilita la interpretacién geométrica de lo que
supone la introducién del desfase angular en los argumentos. Para ello supon-
dremos que r(t) es el vector de posicién, en el sistema de Tisserand, del astro
perturbador. Bajo la aproximacién de despreciar el movimiento orbital de
éste, respecto al sistema celeste se tendra 7; = 0 (©; constante). Si wy es
el vector velocidad angular terrestre, se tiene a partir de la relacién general
entre sistema inercial y rotatorio (Goldstein [1987)

dr* dr dr

i :0:%+LUEXY—>$:—OJEXI', (728)

3Notese que el desfase eg,,, ; depende también de €. Realmente su dependencia es con
la frecuencia de excitacién del sistema, asociada al argumento m(ii + o) — €O, esto es,
mwp — €n;. Una notacién més completa serfa entonces,

Eom,j = Eam (MwE — €M) = o, (€715) .
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donde dr*/dt representa la velocidad del cuerpo perturbador para un obser-
vador en el sistema inercial, que es nula bajo la hipoétesis de trabajo. Para
la posicién retardada del astro perturbador, r(t — At), y si se considera que
At es pequeno frente a los tiempos de movimiento caracteristicos del sistema
(en la tabla se muestran distintos valores de referencia para el valor del
retardo temporal), se tiene

r(t — At) ~r(t) — At% =r(t) — At (—wpg x 1), (7.29)

(esta aproximacion se sigue andlogamente en Mignard [1978). Con un mode-
lo de uniformidad en el movimiento de rotacion terrestre, podemos escribir
wg = wgbs, donde bs es el vector unitario en la direccién del eje de figura
terrestre (siguiendo la notacién de capitulos precedentes), que se asume fijo
en el sistema celeste. Por lo tanto

r(t — At) >~ r(t) + Atwgbs X r(t). (7.30)

Esta relacion vectorial se corresponde con la aproximacion para un angulo
—Atwp suficientemente pequeno, de una rotaciénﬁ de eje bg, es decir

r(t — At) ~ R (—Atwg ,bs) r(t). (7.31)

Teniendo en cuenta que los vectores en los sistemas de referencia terrestre
y celeste estan conectados via la secuencia de rotaciones en angulos
de Andoyer, la introduccion del retardo At es equivalente a introducir una
rotacion adicional en la secuencia, esto es

r(t—At) = R(—Atwg,bs)r(t) (7.32)
= R (—Atwg,b;)R(v,bs)R(c, m) x
XR(p, ur)R(I,n)R(\, s3)r"
= R(v — Atwg ,b3)R(o,m)R(y, ur,)R(I,n)R(\, s3)r",

o equivalentemente, en las expresiones en términos de las variables de Ando-
yer como funciones conocidas del tiempo, la sustitucién

7 — 7 — Awpg . (7.33)

“En efecto, la expresién vectorial de una rotacién de dngulo o € [0,27[ (en sentido
antihorario) y eje de giro segun el versor n, viene dada por (Goldstein [I987)

R(a,n)r =cosa+ (1 —cosa) (nr)n+sena(r xn).
Sia << 1 setiene cosa~1,1—cosa ~ 0, sena ~ o, de modo que

R(a,n)r ~r+a(r x n).
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Trasladado esto a los argumentos del tensor de inercia, se recuperan las
expresio con el desfase angular , Eom,j ~ —Atmwpg = €9y, La
relacién ([7.33)) es la considerada directamente por Getino y Ferrdandiz (1991,
QOOIED entre otros.

Tabla 7.2: Valores de referencia para el retardo temporal

At Fuente

4.67 min Getino y Ferrandiz (2007])
8.64 min Getino y Ferrandiz (1997])
~ 10 min Mignard (1978)

9.30 min Krasinsky (1999))

Notemos ademas que las _expresiones del tensor de inercia dadas por
, Igm), y las relaciones para los arménicos esféricos de los cuerpos
perturbadores, que participan directamente en la expresion del potencial de
redistribucion , Vip,q» comparten los mismos argumentos en las fun-
ciones trigonométricas. Por lo tanto la sustituciéon t — ¢t — At conduce en
ambas expresiones a las relaciones y la definicién de los mismos des-
fases angulares.

Paralelamente, si consideramos cualquiera de los argumentos de ,
afectados por el retardo temporal y que reescribimos de forma compacta
como

\Ijm,j (t = At) = \Ifmjj (t) + €om,j (734)

donde 1
U, ;=m (L+7) —[€ — Omo (1 +€)] 0, (7.35)

su insercion en las funciones trigonométricas se puede expresar como

co8 (Wpnj + €2mj) = cosW,, ;coSEay, j —senW,, ;sen ey, ;,

sen (U, ; + €omj) = senW,, ;coseyy, ; + cosV,, iseneqy, ;. (7.36)

El primer sumando de cada expresion mantiene la funcién y argumento orig-
inales, multiplicados por coses,, ;. Tras un proceso de construccién parale-
lo al seguido en los capitulos precentes, generaran las férmulas de rotacion
conocidas, y que se denominan términos en fase. Los segundos sumandos
provocaran la aparicién de nuevas contribuciones a las férmulas de rotacién,

5El valor del retardo temporal dado por esta referencia, incluido en la tabla procede
de un ajuste de pardmetros en un modelo de Tierra de dos capas (manto ineldstico y niicleo
liquido) a partir de series de nutacién. Debido a la diferencia en la reologia con el modelo
aqui tratado, su uso tiene un cardcter estrictamente comparativo.
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denominadas términos fuera de fasd’l Aunque existen otras contribuciones
que pueden provocar la aparicién de términos fuera de fase (véase por ejemplo
la nota al pie en la pagina , constituyen una de las principales consecuen-
cias de introduccion de la anelasticidad en el modelo.

Desde un punto de vista operativo las relaciones , con el objetivo de
mantener una estructura formal similar al caso elastico, inducen el empleo de
magnitudes complejas que permitan el tratamiento conjunto de los términos
en fase y fuera de fase. Con este propdsito se puede definir el conjunto de
nimeros de Love complejos segiin

EQm,j = ko2 € C, Rom,j = Kome 2™ € C, (7.37)

donde ks, son los nimeros de Love reales del caso elastico y kg, las cons-
tantes definidas por ([7.12)).

Estrictamente, en este modelo basado en el retardo temporal, no puede
suponerse que los nimeros de Love reales tengan dependencia con la fre-
cuencia de la perturbacién (asociada al argumento V,, ;). Esto se debe al
conflicto que supondria tener en la expresion del potencial de redistribucion
unos numeros de Love dependientes de la frecuencia de V,, ; en el instante
t, para describir la respuesta elastica de la Tierra en el instante retardado,
t — At. En cuanto a notacion, este hecho se refleja en que ks, no incluye el
subindice j.

Al utilizar su forma compleja que depende de las frecuencias del argu-
mento a través de , €9m,j, ¢ ha de introducir dentro de la suma so-
bre el indice j en las expresiones del tensor de inercia y el potencial de
redistribucién. Asi pues, estas magnitudes, dependientes de los productos
Kam,j €OS (U i + €2m.j) ¥ Kam,; Sen (Vy, ;i + €2im.5), S pueden reescribir en vir-

tud de:

‘Ilm,j:| _

= Re [@m jei(‘lfm,ﬁﬁzm,j)]

Re [chm,jei = Kam,; €08 (W, + €2m ;) ,
Re [-il%gmd'ei\pm’j} = Re |:—’L.I{2m7j€i(\ym’j+62m’j)} = Kam,j Sen (\Ijm,j + 52m7j) .

(7.38)

Por lo tanto, en los elementos del tensor de inercia, y del potencial de
redistribucién, que incluyan los argumentos ((7.24)), se habrd de realizar las
siguiente sustituciones para para obtener sus formas complejas i&m) (t)y ‘_/tmq:

k2m7 Raom k2m,j7 RQm,ja

H
cos (\IJmJ + 52m,j) - ez\Pm,%
ﬁ

sen (U, ; + €2m ) —je"mi (7.39)

6Véase las expresiones lb de la introduccién.
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donde

7. _ €o9m. i = o 1€2m, 5
komj = kom€ ™7, Komj = Kome' ™7,

Uiy = m(i+7)—[e—du(1+€)] 6,
—At{mwg — [€ — 0mo (1 +€)] 72, } .
(m=0,1,2) (7.40)

52m,j

Entonces las magnitudes fisicas que incluyen el modelo de anelasticidad
quedan definidas por

I (t— At) = Re [T&m)(t)],
Viva = Re [Vt;p,q}- (7.41)

Notese ademas que, en las expresiones explicitas de Igm) Y Vip.g, ast como
en las féormulas de rotacién derivadas (siguiente seccién), la dependencia con
la frecuencia de los nimeros de Love implica que Ky, ; debe introducirse en
el sumatorio sobre el indice j.

A modo de ejemplo, la primera de las componentes quedara escrita
como

17(t) = 3 |faoyl Bj(Io) x (7.42)
J
Cos ((:)] — €2m7j> 0 0
X 0 cos ((:)j — 52m,j> 0
0 0 —2cos ((:)J — sng)

Este modelo, tal como se ha desarrollado, da una forma concreta para el
desfase angular €5, ;, dependiente de las constantes conocidas del problema
de rotacién, y la magnitud adicional At.

La generalizacion del modelo parece entonces inmediata, eliminando esta
dependencia funcional del desfase angular, y permitiendo que sus valores
puedan ser datos de entrada independientes de la teoria (como de hecho lo es
el retardo temporal), tales como los ofrecidos por IERS (2010) en las tablas
6.3 (se transcribe en la tabla y 6.5a, o procedentes de alguna reologia
particular.

A efectos de célculo, esta generalizacién supondria la sustituciéon de la

definicién ([7.37)) de los nimeros de Love complejos, por

lz;2m,j = ‘EQm,j’ ei82m'j (743)
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en funciéon de las magnitudes independientes Re %gm,j e Im /_sz,j, y la apli-
cacion de las relaciones y . Con el subindice j denotamos la
posible dependencia del niimero de Love con la frecuencia de excitacién del
sistema, de forma que

l%gm,j = /;;Qm (me — Eﬁj) = %Qm (Gflj) . (744)

Notese que por economia de notacion no se ha empleado el subindice e,
sin embargo la dependencia implicita con éste, a través de la frecuencia,
debera ser considerada para la aplicacion de las férmulas de rotacion que se
derivaran en la siguiente seccién.

Sin embargo, no podemos obviar el caracter ad hoc de la introduccién
del retardo temporal en el planteamiento del modelo anelastico, esto es sobre
expresiones construidas sin él para el tensor de inercia y el potencial de redis-
tribucién. Por tanto, la obtencién de las equivalencias no esta garan-
tizada con una imposicion de la definicién ([7.43)) ab initio en el modelo.
Nos planteamos entonces reconstruir estas expresiones, tal como se hizo en
la seccién previa, siguiendo esta segunda estrategia para el modelado del
comportamiento anelastico del sistema.

Tabla 7.3: Numeros de Love para Tierra aneldstica (IERS 2010, Tabla 6.3)

(I,m) Rekyn Im Ky, k:l(;)

(2,0) 0.30190 —0.00000 —0.00089
(2,1)  0.29830 —0.00144 —0.00080
(2,2) 0.30102 —0.00130 —0.00057

Para ello partimos de la expresién ([7.5)) de la seccién previa, donde se
considera qu kom = |k2m| eiezm ¢ C,

2 2
V(r)=Re [Y 0l ()| = () S Re[fanontln] . (7.5
m=0 m=0
Entonces resulta
Re [kammUn| = |kom|Re (e a,Upy,) = (7.46)

= ‘];/‘gm‘ [cos eam Re (i, Uyy) — sen e, Im (v, Uy )]

"Por simplicidad prescidiremos ahora del subindice j ya que en estas expresiones no se
realiza la suma sobre él.
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donde Re (a,Uy,) viene dado por (7.8), y se tiene una nueva contribucién
dada por Im (a,,Up,)

Re (amUm) = cma_2N22m (CQmCém + Sam ém) )
FE
2
m (amUy) = —cm;—2N22m (ComSh — SamCl ). (7.47)
E

El primero de los sumandos conduce a la expresio'n equivalente a ([7.11f) del

potencial de redistribucién, que denotamos por V,; D

5
CL
i = s sl emenac

+ ‘]{321| COS 521 (021021 + 821521)

+ | k2o | cos 2Ty (022022 + 522522)} , (7.48)
y la nueva contribucion, V; > viene dada por
A Tfj%,g Gmyim | [Far | sen 21 5 L (s — S
+ | k22| sen 522% (CyaShy — 5220;2)} : (7.49)

Es importante senalar que ésta ultima no tiene componente zonal, m = 0,
debido a la nulidad de los armoénicos Sag.
Mediante manipulaciones trigonométricas usuales, es posible reescribir
estos términos introduciendo las fases €9, en los argumentos de los arménicos
o Y S9m- Asi, y en virtud de su definicién (2.95)), podemos escribir

€2
! ! ! / / m
Y, COS Eop + S5, €09, = O (77 o — F) , (7.50)
S C! _ / 1o E2m -1.2
om €08 Eam — O SeNEam = S (1,0 = —= ), m = 1,2.

La expresion ([7.11) queda entonces generalizada para nimeros de Love

complejos denotados segin (|7.43)), como V., , = th v V,;(i)q

V;f;p,q = Gmpmq {|k20| COoS 520020020 (751)

r3r3

+ ’kzl‘ 710210y (', 0" —€21) + 82155, (0, @ — £21))]

+ a2 7 [022052( o — 7) +522522( o — 522)}}
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Observemos que con este modelo de anelasticidad se provoca un desfase en
el argumento de los armoénicos esféricos de los cuerpos perturbadores, de-
pendiente de m, pero no en la contribucién zonal, m = 0. Para estudiar su
trasposicion a los argumentos dependientes de éj, utilizamos las relaciones
y para los arménicos referidos al sistema de Tisserand

(%)3 é1(77/70/_521) =3 Z Cj(j,T)Sen(ﬂ+D—€éj—|—g21>,

Je==£1
3
(%) 51(7]04—821) = 3ZCITCOS< +V—E@ +€21>
J,e=%1
3
<%) o (n’,a' — %) = -3 Z (I, 7) cos (2/1 + 20— €O; + 522>
J,e==%1
3
(%) 5 (n’,a’—%) =3 Z i(I,7)sen (2u+21/—e@ +€22>
J,e==%1
(7.52)
A partir de estas relaciones, las componentes del tensor de inercia Igm) se

obtienen de V},, ,, como en la secciéon precedente, mediante la conexién dada
por la féormula de MacCullag.

Las expresiones resultantes, tanto para el tensor de inercia como para el
potencial de redistribucién, son equivalentes a realizar las siguientes sustitu-
ciones en las expresiones del caso elastico generalizado:

0,(t) — ©; (m=0),
i+ —€0; — fi+i—€e0;+en; (m=1),
2+ 20 —€©; — 20420 —€O; + ey (Mm=2). (7.53)
koy, — ‘ffgm’j’ , Kom — |Ram.;

Noétese, por comparacion con las equivalentes del modelo del retardo tem-
poral , que la diferencia estriba en que no existe modificacion en la
contribucion zonal.

Esta, no obstante, puede introducirse por uniformidad de notacién en
todas la contribuciones, exigiendo la nulidad del desfase para m = 0

éj(t> — (:)j + 820;7]‘ (m = 0) s
0

€205

(7.54)

Esta condicion se satisface por el conjunto de ntimeros de Love complejos
dado en la tabla Im kyy = ’kgo‘ sen egg = 0, es decir, 99 = 0.
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Ademas este modelo si permite considerar dependencia de los nimeros
de Love reales, , con la frecuencia de los argumentos W, ;. Valores

%mej
numéricos de esta dependencia, por argumento (:)j, estan disponsibles en las
tablas 6.5a, 6.5b y 6.5 de las IERS Conventions (2010)).

Como en el caso del modelo del retardo, al mismo resultado se llega
realizando una sustitucién directa en las expresiones del caso elastico gene-
ralizado de los niimeros de Love reales por los nimeros de Love complejos,
y de las funciones trigonométricas conforme a (7.39). A partir de las formas
complejas del tensor de inercia y el potencial de redistribucion, Tﬁm) )Y Vipas
se obtienen las magnitudes fisicas tomando la parte real (7.41)).

7.3. Formulas de rotacion generalizadas

La trasposicion de los modelos de comportamiento aneléstico estudiados
en la seccién previa a los hamiltonianos de perturbacion desarrollados en los
capitulos 4 y 5 no supone una variacién significativa del proceso de derivacién
de las ecuaciones del movimiento. Esto se debe a que el desfase adicional en
los argumentos de las funciones trigonométricas no depende de las variables
canoénicas del problema, ni de las variables de Andoyer como funciones tem-
porales. Tampoco afecta en este sentido la correspondencia que nos
permite generalizar el comportamiento eldstico. Este hecho es una ventaja
del formalismo hamiltoniano empleado, ya que con otros planteamientos de
las ecuaciones dindmicas no ocurre asi.

Una de los propédsitos de esta investigacién es, entonces, dar una formu-
lacion general de las componentes del movimiento de rotacién, independiente
del modelo reoldgico. Es decir, que permitan la incorporacién de cambios en
el modelo reolégico (esto es, en el conjunto de nimeros de Love emplead-
0s), sin necesidad de rehacer la formulacién. Se persigue cierta similitud con
el modo en que los coeficientes orbitales se introducen en el formalismo de
base, que se pueden considerar como una entrada numérica de la teoria de la
rotacion.

Asi pues, la funcién generatriz dada por (4.89)) para el estudio de la con-
tribuciéon de la energia cinética de redistribucion, quedara reescrita en la
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forma

. N*2 B - ~
Wi = Z {3 2 Z ‘520,j;p| Bj;pUO) sen (@j + 5207J> B

p=L,S J#0

éj;p(jﬂve)
(A= C)N*+ AC (enj — wp)

—3M*N*c* Z |R21,j;p’ X

jye==%1

X sen (wEt — e(:)j — v+ 521,j) } ) (7.55)

Para el estudio de la contribucién del potencial de redistribucién, se han
de generalizar siguiendo las reglas de sustitucion establecidas, las expresiones

(5.15) v (5.16]) del hamiltoniano secular H;

Hi = Hiwee0*,¢*) = VO, [0°] + V&, [0°] + V2, [0°], (7.56)

w ~ ~
‘/tfge)c [UO] = 1 HE Z Z |F20,jip| kg Bip Biiq cOS (T@: —€0; + 620,3’) ;
d

1,J357,€

T@) *6@] =0

Vt(:e)c [‘70] = Z Z ’“21]17’ k,C, éjq X

1,737 ,€
T@*—eGJ—O

X COS <[1/*+1/*—T@Z—Ia—f)‘{'fé]"{'gg:[,j) ,
3w ~
2 E — *
‘/tfse)c [UO] = 4 Hd Z Z |'%22,j;p’ qui;pDﬁq X
1,737 ,€
T@f—eéj:()

X €OS <2,u* + 2 — 7OF — 21 — 20 + €O, + 5227j> ; (7.57)

y las (5.17), (5.18) y (5.19) de la funcién generatriz W7

Wi = W o] WO 0] + 97 [o7] +
B O e O] @
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donde los términos de orden O (¢) son

WI*(O) [00] _

Wl*(l) [ao] _

W1*(2) [00] _

. =
gwE = k B pBJq @* é
|Roo0,jip| kg ——"———sen (7O — €0, +e2; ) ,
4Hd TN; — €N,
]’TE
T@ —e®; 70
7 k CipCig
E : E : K21,5:p| Fq - — X
. ntny —ng—ng —Tn; + en;
pg GgiTe K’ Y ! J
T@*—e@ 70

XSGH(N*+V*—[L—D—T@Z‘f—eéj"‘gﬂ,j),

.
3CL)E Z Z |R ' |]§ Di;ij§q %
o v 1 v ? J
,J357,€
T@ —e®; 70

X sen (2,u* + 20" — 20— 20 — 7O + Eéj + 522,j) )

(7.59)

y los de orden O (o)

Wi [o'

Wl*(l) [0_1]

Wi [o]

4 _gwE » IH | ,p J, %
B 20.53p1 M * —Tn; + en;
J

D,q 1,J5T,€
X sen (u* — 707 + €0, + 520,j> )
— * =
Swp Z 5 |Ra1,jpl ko B}, Clig "
2Hd n*—nﬂ—nD—TnmLeﬁj

p,q i,5;me Y

XSCH(V*—ID—I;—T@:—I—E(:)]'—I—SQLJ')—

_3we *ZZ |Favjipl kg D7, qu .
2 Hy, n +np—mng—ng —TN; +€n;

g 1,757 €

X sen <2p* +v - —v—10] +€éj +€21,j> ;

3wE o Z Z |"_f22,j;p| kqC;ij;q %
2 Hd n +2n) — 2np — 2ng — T + €n;

P 1,757 €

X sen (,u* + 20 — 2L — 20 — 7O} + €0, + 8227]‘) . (7.60)
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7.3.1. Velocidades de precesién

Emplearemos a partir de ahora los subindices 7" y V' para distinguir las
contribuciones del movimiento de rotacion que proceden, respectivamente,
de las energias cinética y potencial de redistribucién.

En el caso de la contribucion de la energia cinética de redistribucion, el
hamiltoniano secular no produce contribucién a las velocidades de precesién,
al ser toda la perturbacion periddica

(STTL)\ = O, 5TTL[ =0. (761)

Con un proceso de derivacién andlogo al seguido en la seccién la
contribucion de primer orden del potencial de redistribucién a las velocidades
de precesion viene dada por

0,1,2

ovny = " sen I* C'Hd Z ]ZTE Z |Rom,jipl ﬂjzz)m (7, €) cos e j,
’T@*—E@J—O
0,1,2
. (nr)
oyny = - I* C’Hd Z ;E Z |Bam.jip| KqTijpgum (T, €) S€N €2 j,
T@ 7—59 =0
(7.62)
donde se ha definido
(n2) 9 0B p oC: iop 3 asz -
,I;'jp/(\],m (7—7 6) 1 4 oI* B 6m0 +3—= OI* C], 6m1 4WDj;q6m27
n 9 * * 3 * T
,I'z(jp;),m (T,E) = TMs; <4B B 5 30 0]7,1(5 4Di;ij;q5m2) y
(7.63)

Notese que la condicién de secular dada por la anulacion de la frecuencia
del argumento es la misma en este caso que en la seccién Tn; —en; = 0,
dado que €9, ; s constante. En las expresiones aparecen por lo tanto
los factores ReRom jp = |Rom,jip| COSEam,; € IMRop jp = |Ram.jip| S€N E2m 5,
respectivamente.

Es significativo que, sélo en el caso anelastico (con algin €5, ; # 0), existe
una contribucién no nula para la velocidad de precesion en oblicuidad, dn;. Se
trata por lo tanto de un efecto puramente anelastico, de suma importancia
debido a que el valor nominal de la velocidad de precesién en oblicuidad
es pequeno en comparacién, por ejemplo, con la velocidad de precesion en

longitud (véase la seccién [3.3).
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Tanto en las expresiones anteriores, como en el resto de contribuciones
que se derivardn a continuacion, con la condicion e, ; = 0 se recuperan las
férmulas para el modelo de Tierra elastica.

7.3.2. Términos de Poisson

En consecuencia, con un proceso de derivacion analogo al seguido en la
seccién [4.5] las expresiones a primer orden de perturbacién de la energia
cinética de redistribucion, para los términos de Poisson de las nutaciones,
son son

ArA=0, Apl=0. (7.64)

En lo referente al potencial de redistribucion, paralelamente a la secciéon
[5.4] se obtiene

0,1,2
_ AX)
AV)\ - Sen[*CHdZ Z Z‘H2m,j,p|kﬂqum( )X
TO¥ i;;ﬁéo
sen <T@Z — e(:)j + 52m,j)
X
TN; — Eﬁj ’
0,1,2
(AD)
Lvl = sen[* C'Hdz Z Z|/€2m7“’|k Twpqm( €) X
G SN
cos (T@;‘ — eéj + €2m7j>
X — , (7.65)
TN — €Nn;
donde se han definido las cantidades
AN 90B : aCr : 3 8D;*;
Tl (€)= 7 af*p Bjabmo + 3572 Ciabms + 537 Do,
9 N -
jjz(jﬁql) (T, 6) = Zng)iB;ij;qémo + 30;;;00]';(1 (ng,i — COS [*> (5m1 +
3 .
+=D7,Djq (T5; — 208 I*) o (7.66)

4
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7.3.3. Términos de Oppolzer

Los términos de Oppolzer para la contribucién de la energia cinética de
redistribucién resultan

Ar(p—A) = Z Z Kt21]p :p ]Oi )Sen (éj+521,j)7
,LL

sen] €n;
0 p je=%x1 J

AT(G—I) = —Z Z Kt21jp zp IO, ) OS<@ +521,j)a (767)

—€n,;
p je==%£1 J

donde a partir de (4.105)) se ha definido K01 5., = 3 |Ra1,jp| we/A.

Para la contribucion del potencial de redistribucion se tiene

0,1,2

Avie=X) = CHdsen[*ZZZ’”2me‘k X

p,q 1,);T,€ ™M

X{ Pijpgm (7, €) _ Qijpgm (T, €) }X

TN; — €nj — ny, o Tng — €n; + ny,

X sen <7’@’-k — e(:)A + 52mj) :

0,1,2

Ay (O—1) = C’HdZZZMQmJPW X

P,q ©,7;T,€ M

X{ Piqu,m(Tve) + Qiqu,m(Tve) }X

TN — €Nj — Ny, TN — €N + nj,

X oS (T@f — €0, + 82m7j) : (7.68)
con
9 * * D, * 3 * * ~ *
Piqu(T7 6) = §Ci;p (I ) ) B (I >5m0 + §‘Di;p ([ 77—) Cj;q ([ 76) 5m1;
9 ~ 3 -
Qiqu(T, 6) = §BZ (I*)O (I*, E) 5m1 + §O:p (I*, ’7') Dj;q (I*, E) 6m2-

(7.69)
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Estos términos se pueden reescribir en la forma

0,1,2

Avio—A) = CHdsen[*Z Z Z‘@m”’k *

D,q 1,J;T,,p M

T;;' m\T, €, a
PLijpq, ( /)~) ) sen <T@;‘ — €®j + €2m,j> )

n, —p(Tni—enj
0,1,2
M=) = S TS el
d D,g 4,J;T.€p M
E' m ) &y * A
spam (T € p)~ )cos (T@i — €0 +€2m7j>,

* . .
nk — p(Tn; — en;

(7.70)

donde se ha definido

1

- (P = 1) Qijpgm(7,€).  (7.71)

1
T;qu’m(77 €, P) =5 (p + 1) Piqu,m(Ta E) = 2

2
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7.3.4. Términos en fase y fuera de fase

La incorporacién del desfase angular en las férmulas de rotacion provoca
la aparicién de términos fuera de fase, segiin se deduce de , y
. Las contribuciones en fase y fuera de fase obedecen a la estructura
que se muestra en la siguiente tabla:

Tabla 7.4: Términos en fase y fuera de fase

Contribucién Términos en fase Términos fuera de fase

Funcién Amplitud X  Funcién Amplitud X
AN, A (6 — N) sen COS €21, cos Sen €9y
AVAVAN R ) cos COS Eaym sen  —SeN &gy

Considerando que la energia cinética de redistribucién no contribuye a los
términos de Poisson, podemos dar expresiones para las férmulas de nutacién
en la forma siguiente

Ay A = Z [Lf;plqm sen (T@f — e@j> Lf;l;qlm cos (T@;k — eéjﬂ ,
Dyq58,J5T,€,m
TO! —€O;#0
Ayl = Z [O;?pzm cos <T@;~k - e(:)j) Of;;fqlm sen <7’@ eéj>] )
Dyq58,35T,€,m
TO! —€O;#0
Ap(p—A) = Z <L$p?qm sen ©; + Lf;;ffm cos O, )
Dyjse
Dr(0-1) = 3 (052, cos0; + O sen®;).
Dyjse
Ay (p—)N) = Z [L;?p?;m sen <7’@;k - e(:)j> Lf;;fq?’m cos (7’@;k - eéj>] ,
DP,q,8,J;T,€,m
Ay (0—1) = Z [O;Zfl’]’m cos (7‘@2‘ - e(:)j> Of;;;q?’m sen <T@:‘ - eéj>] ,

D,q,8,J5T,€,m

(7.72)

donde las amplitudes para la longitud y oblicuidad de los términos en fase,
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in,k in,k out,k out,k .
Liiram ¥ Oiing.ms ¥ fuera de fase, Li »" 'y O, vienen dadas por
(&N)
in,1 1 L ijpg,m m (7€)
ijpgm T | Ram.jip| kg COS €25,
’ sen [* CHy TN; — €N,
(A1)
in,1 1 1 — T; pg,m (7—7 E)
Oiji)q m = |Ram,jipl kg ; —— COS €9, 5,
’ sen [* CHy Tn; — €n;
(AN
LOut,l o 1 1 ’R | k ijpg,m (7—, 6) cen &
ij = T~ 1F2my; — 9m.j
WpLm sen I[* CH, PP g — eny 77
(AI)
ontl - — 4 L L & | k ipam (7€) sen €
iJ - Y Te Y IT 2”’r7/7 ; 2m7 ]
P sen I* CH, R 7
i = = Cipllo, cose
ij - L2L5p ™ _  ~ 2m
1JPq, sen IO J5P n; E?’LJ NE
on? Cip(Io, €) cose
- t;21,7; 2m,
ijpg,m P _ eny m,j
1 j
Lout? - 1 CJ)(IU’ ) sen e
- ;21,55 = 2m
wpg,m sen I, P n — €n; o
out,2 C (IO> )
Oijp% = +Kia5p —Sen52mg,
n* — en;
m j
i3 _ 1 1 ’ Ry ‘ k, PTijp, m(T ¢ ,0) COS £
ijpgm « 1v2m,gip * _ m,js
~ CHgsenI* p:il nk — p(tn; — eny)
in,3 Lijpgm (T, € p)
(O = |Ram,jip| Kq E COS E9p i
1Jpg,m m,J;p N 1= 2m,js
C'H e (Tn; — en;)
R - 1 1 [ |k, PTijpgm (T, €, p) sen e
- Ram 2m
1Jpgq,m * 7]yp * _ J?
"~ CHysen I* = p(Tn; — €n;)
t,3 Lo § : Tijpg m(T,€ )
OOU = 4+ ’KJQm . | k’ ) ~ Sen €95+ (773)
1Jpq,m CHd EVRY 2 ) nz _ ;O(Tnz _ enj) »J

7.4.

p==x1

Representaciones numeéricas

La representacion numérica de las férmulas anteriores para los movi-
mientos de precesién y nutacién, permite realizar una comparacion entre
estas contribuciones para los diferentes modelos de comportamiento elastico
y anelastico de la Tierra considerados.

En los casos en que se quiera modelar la dependencia del conjunto de
nimeros de Love (reales o complejos) con la frecuencia de excitacién del
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sistema, son relevantes los trabajos de Wahr (1979, 1981]), Mathews et al.
(1995)) y especialmente Dehant et al. (1999), entre otros. En este capitulo se
siguen los modelos analiticos incluidos en las IERS Conventions (2010), que
se basan en los trabajos referenciados, para los nimeros de Love en las bandas
diurna y de largo periodo, ]%2“- y l_fg()’j. La dependencia con la frecuencia de
74320,3’ dada por estas referencias no es significativa, y se tomaréan los valores
nominales dados en la tabla [Z.3

Cabe decir que las expresiones analiticas siguientes para los nimeros de
Love proceden de modelos reoldgicos de dos capas (manto y nicleo). Las
emplearemos, empero, en nuestro caso para obtener el orden de magnitud de
los movimientos de precesion y nutacién. Esta inconsistencia provoca que la
representacion numérica de la contribucion de la energia cinética de redis-
tribucion, a través de los términos de Oppolzer, pueda ser significativamente
diferente a la que se obtendria en el problema con un estado no perturbado
de dos capas. Su interés, sin embargo, radica en evidenciar la importancia de
emplear en el modelado una dependencia con la frecuencia en los ntimeros
de Love. Paralelamente, la contribucion del potencial de redistribucion no se
vera significativamente afectada por el empleo de estas expresiones analiticas,
respecto del modelo de dos capas, debido a que los términos numéricamente
dominantes son los de Poisson. Como ya se ha indicado, éstos no dependen
del modelo de Tierra, en el sentido de que I y A tienen la misma solucién
para el problema no perturbado, independientemente del modelo de Tierra
que se considere.

La dependencia con la frecuencia de kg; ; = ko (€2,;) puede representarse
mediante la férmula de resonancia

Egl (0’) = L() + Z , (774)

a=10 — Oqy

3 La

donde o, (o =1,2,3) son las frecuencias de resonancia asociadas con el pe-
riodo de Chandler (CW, Chandler wooble), y las del movimiento libre de
nutacién del nicleo (FCN;, free core nutation). Dada una frecuencia f de ex-
citacién del potencial de marea (wg — €f;), en grados por hora, o y o, se ex-
presan en ciclos por dia sidéreo (cpsd) mediante o = f/ (15 x 1.002737909),
donde el factor 1.002737909 es el niimero de dias sidéreos por dia solar. Las
frecuencias de resonancia y los parametros de la férmula vienen dados
en la tabla [Z.5l
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Tabla 7.5: Pardmetros para férmula de resonancia (IERS 2010, Tabla 6.4)

« L, Ou

0 0.29954 — 0.1412 x 10~%

1 —0.77896 x 1072 — 0.3711 x 10~% —0.0026010 — 0.0001361:
2 0.90963 x 107* — 0.2963 x 1075 1.0023181 + 0.0000257
3 —0.11416 x 1075+ 0.5325 x 10~ 0.999026 + 0.000780z

Para la variacién con la frecuencia de la contribucién zonal, kg ; =
koo (en1;) , se tomard la representacion

Foo (f) = 0.29525 — 5.796 x 1074 {cot% l1 _ (fTW)a} w (me)a}
(7.75)

donde f es aqui la frecuencia de la componente del potencial de marea (en;),
fm es una frecuencia de referencia, equivalente a un periodo de 200 s, y
a = 0.15.

Wy
0.5
0.4
—_—
|§ Qo (@]
U 0.3 B
ot
K
| Nombre (I,I', F,D Q)
0-27 K (0,0,0.0,0)
%3 (0,-1,0,0,0)
0y (0,0,2,0,2)
Ooy (0,0,-2,0,-2)
P (0,0,2,-2.2)
D.1p.g 0.9 1 1.1 1.2

Periodo (dias)
Dependencia con la frecuencia del nimero de Love en la banda diurna.

Los detalles de construccién e hipétesis de cada modelo se han abordado
en los capitulos correspondientes, y establecen la siguiente clasificacion. Las
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formulas de rotacion en cada caso se derivan de las generales del capitulo[7.3]
a partir de las equivalencias que se senala:

1. Modelo de Tierra eldstica, con un estado no perturbado esférico y
sin rotacién.

El movimiento se rige por las férmulas de rotacion derivadas en los
capitulos [] y 5l que se obtienen mediante la sustitucién

];'de' = k c R (776)

l

|R2m,j;p| = Kp;

— ESamj = 0.

Esto es, el conjunto de niimeros de Love complejos se reduce al niimero
de Love k definido por , que es una constante independiente de la
teoria dada por algiin modelo reolégico o procedimiento observacional.
En estas condiciones en el capitulo [f] se demostré que la energia po-
tencial de redistribucion no contribuye al movimiento de rotacion. La
representacién numeérica en este caso se reduce a la tabla

2. Modelo de Tierra eldstica general, con un estado no perturbado
elipsoidal y con rotacién.
Las féormulas de rotacion se derivan siguiendo las consideraciones de la
seccién [7.1], que conduce a la equivalencia:

ffgm,j = k/’gm,jER (777)

!

|R2m,j;p| = Kom,jips

— &amj = 0.

Se tiene un conjunto de nimeros de Love reales dependientes del orden
de los arménicos (o la banda de frecuencias para ji+7) y, en el caso ge-
neral, de las frecuencias de la perturbacién (en;). Sus valores proceden
de modelos reoldgicos o procedimientos observacionales. Un conjunto
de valores nominales de estos ntimeros viene dado en la tabla 6.3 de las
IERS Conventions (2010) (tabla[7.1]). Como funciones dependientes de
la frecuencia, a efectos comparativos, se dispone de la parte real de las

representaciones ((7.74) y ((7.75)).

3. Modelo de Tierra anelastica basado en el retardo temporal,
con un estado no perturbado elipsoidal y con rotacion.
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Los numeros de Love complejos son de la forma (7.37), con la fase
definida por ([7.26|):

kom; = kome™™i € C (7.78)

!

|Rom,jip| = Komip,
— €2m,j = —At {me — [6 — 5m0 (]_ + E)] fLJ} .

donde kgpyp ¥ Komyp son las constantes definidas en el caso eldstico, no
dependientes de la frecuencia de excitaciéon. El retardo At es una cons-
tante independiente de la teorfa (la tabla contiene algunos valores
de referencia).

4. Modelo de Tierra anelastica general, con un estado no perturbado
elipsoidal y con rotacién.

Se aplican las formulas generales de rotacién, para numeros de Love
complejos del tipo (|7.43)):

%de = ‘];?Qm,j‘ €i€2m"j eC (779)
= Fomjip = |Fom,jip| €
Los valores numéricos de sus partes real e imaginaria dependen del
orden de los armoénicos y, en el caso general, de las frecuencias de la
perturbacion. Estos proceden de modelos reolégicos o procedimientos
observacionales. Un conjunto de valores nominales de estos nimeros
viene dado en la tabla 6.3 de las IERS Conventions (2010) (tabla [7.3)).
Como funciones dependientes de la frecuencia se dispone de las repre-

sentaciones ([7.74]) y (7.75)).

A continuacion se incluyen las representaciones numéricas correspondien-
tes a los casos anteriores y a las contribuciones al movimiento de rotacion
que se han generalizado en la seccién precedente. Estas son las debidas a
la energia cinética de redistribucion y el potencial de redistribucién, en la
velocidad de precesién en longitud y oblicuidad, y los términos de Poisson
y Oppolzer de las nutaciones. En las nuevas contribuciones de la energia
cinética de redistribucién los términos de Poisson son nulos en todos los ca-
sos. Se vera que existen diferencias significativas en los términos de Oppolzer,
respecto al modelo de reologia simplificada (estado no deformado esférico y
sin rotacién) estudiado hasta la fecha, que llegan a alcanzar los 140 pas en
longitud y 50 pas en oblicuidad. Para las nuevas contribuciones del potencial
de redistribucién, los términos dominantes numéricamente son los de Poisson,
cuya magnitud es del orden de 5 pas en longitud y 10 pas en oblicuidad. En lo
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referente a las velocidades de precesion, en las que no existe contribucion en
el caso eldstico simplificado, se obtienen aproximadamente 6 mas/cent ™! en
longitud y de 0.8 mas/cent™! en oblicuidad, al considerar el modelo reolégico
con numeros de Love dependientes de la frecuencia.

El caracter original de la mayor parte de los restultados que se presen-
tan en este capitulo, no permite la comparacién con la literatura existente
relacionada. Asi, los principales antecedentes con modelos de Tierra que in-
cluyen consideraciones elasticas o aneldsticas mas generales que las de la
reologia simplificada, Lambert y Mathews (2006]) y Krasinsky (1999), no son
comparables por diversos motivos.

En ambos casos el cédlculo se aborda con un formalismo totalmente di-
ferente al empleado en esta investigacion, que no conduce a expresiones
analiticas para las componentes del movimiento (Lambert y Mathews 2006)),
o éstas se consiguen con mayores simplificaciones de modelado (Krasinsky
1999)). Ademas en la primera de estas referencias, el modelo de Tierra in-
cluye la contribucién de las mareas ocednicas, que no puede desacoplarse de
los resultados numéricos, invalidando cualquier posible comparacién.

Las simplificaciones de modelado en Krasinsky (1999) conducen a dife-
rencias numéricas no despreciables con respecto a nuestra representacién. La
reologia es, sin embargo, comparable (modelo anelastico del retardo tempo-
ral). Se ha constatado, sin embargo, que la tnica forma de reproducir sus
resultados numéricos consiste en despreciar, en buena medida, la expresién
precisa del movimiento orbital dentro del potencial perturbador. En virtud
de la base del formalismo hamiltoniano desarrollado por Kinoshita (1977), no
se considera que ésta sea una simplicacion aceptable para estos propdsitos.

La cuantificacion de las contribuciones netas permite valorar comparati-
vamente la influencia del comportamiento aneldstico y de la dependencia con
la frecuencia del conjunto de nimeros de Love. A tenor de los resultados, esta
dependencia con la frecuencia en la respuesta elastica de la Tierra, principal-
mente en la banda diurna, resulta especialmente significativa en virtud de los
efectos resonantes indicados anteriormente. A esta cuestion se retornard en
las conclusiones finales.



2

101nes numericas

7.4. Representac

188

Tabla 7.6: Precesion en longitud y oblicuidad
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Tabla 7.7: Nutaciones.
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Tabla 7.8: Nutaciones.
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Tabla 7.9: Nutaciones.

0¢°L+ 0¢° L+ 000+ 66 6T+ 66 6T+ 000+ €16+ ¢t o0+ ¢+ o+ 1+
179+ 179+ 00°0+ 79 1¢+ 79 1¢+ 000+ €9°eT+ I+ o+ 2+ 0+ o0+
11°8¢+ 1186+ 00°0+ 7wyoT+  ¥9P0T+ 000+ 99°¢T+ ¢t 0+ ¢+ 0+ O+
LG9— LG9~ 000+ 00°0+ 000+ 000+ GG LCt 0+ o0+ 0+ ot 1+
70 1+ 70 T+ 000+ 8¢+ 8¢+ 000+ GLTICT+ ¢t ¢— ¢t I+ 0+
69° LT+ 69 LT+ 000+ SY 8¥+ SY'8¥+ 000+ €9°C8T+ ¢t ¢— ¢t 0+ Ot
Sr'o— Gr'0— 000+ 70— 70— 000+ G G9¢+ ¢t ¢— ¢t 1— 0t
88'0— 880— 00°0+ 00°0+ 000+ 000+ 92 G9¢+ o+ o+ o+ 1+ O+
910+ 910+ 000+ e€v0+ €0+ 000+ VL9666 — ¢t o0+ o+ o+ ot
67'9— 67'9— 000+ 68 T¢— 68 1¢— 000+ 8V'€6L9— I+ 0+ o0+ 0+ o0t
OSBJ Op BIONJ SOUTULIY T,
9¢vor+  9¢TvOv+ 000+ LE'680T— LE€'680T— 000+ €16+ ¢t o0+ ¢+ o+ 1+
0S'9¥e+  0S°9¥¢+ 000+ I8CCIT— 1I8CCIT— 000+ €9°eT+ I+ 0+ gt 0+ O+
8¢ 700+ 8T 720+ 000+ LT°CSVPS—  LTC8¥S— 000+ 99°¢T+ ¢t o0+ ¢+ o0+ 0o+
c0'L0e— ©0'L0e— 000+ GR° LG+ GRLCH 000+ GG'LC+ 0o+ o+ o0+ o+ I+
0¢' 16+ 02 16+ 000+ OT'0vI— OT'0FPI— 000+ GLTCT+ ¢t ¢— ¢t 1+ 0ot
GO'TLS+  GO'TILS+ 000+ 0S¥8¢c— 09¥86¢— 000+ €9°C8T+ ¢t ¢— ¢t 0+ 0O+
6¢'L— 6¢°L— 000+ G661+ G661+ 000+ G2 G9¢+ ¢t ¢— ¢t 1— 0O+
68— 68°CV— 000+ 630+ 60+ 000+ 92 G9¢+ 0o+ o+ o+ 1+ 0+
€9 L+ €9 L+ 000+ 16°0¢— 16°0¢— 000+ V.L966E— ¢+ 0+ 0+ 0+ O+
ceLIE— CELIE— 000+ €8°0L0T+ €8°0L0T+ 000+ 87'66L9— I+ 0+ 0+ 0+ o0t
OS] Ud SOUTULIY T,
®10], Iozjodd() uossiod [e10], Iozjodd() wuossiog sei( ) a 4 ]
[ser]] pepmoiiqO [ser]] pnySuory OpOLIdJ oyuewINI3IY

um )9y = 2V “([erodwe) opIejal [op O[9POUL) BIIJSR[OUR RIIDL], ¢ OSB))

"UQIOTLQLIISIPAI 9P BIIIQUID BISIOUS B[ 9P UQINLIJUOD :SOUOIIRIILN]



2

101nes numericas

7.4. Representac

192

Tabla 7.10: Nutaciones.
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1zaciones

7. Tierra elastica: general

Tabla 7.11: Nutaciones.
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7. Tierra elastica: general

Tabla 7.13: Nutacién en oblicuidad.
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1zaciones

7. Tierra elastica: general

Tabla 7.15: Nutacién en oblicuidad.
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Tabla 7.16: Nutacién en longitud.

0000°0+ 0000°0+ 0000°0— 00000+ 00000+ 09TL°0+ O0O¥6S¢+  OI88C— 0€00°0+ 0000°0+ ¢— ¢t e— et 0t
¢000'0— 8T00°0— 91000+ 0000°0— 00000— €g00'0— €210°0—  00T10°0+ 1000°0+ 0000°0+ ¢t 0+ 2+ ot I+
00000+ 6000°0— 6000°0+ 0000°0— 0000°0— 0€00°0— L¥0O00—  ¥I00°0+ 7000°0+ 0000°0+ I+ 0+ ¢+ 0+ 0+
8000°0+ TL00°0+ ¥900°0— 0000°0+ 00000+ 8FI0'0+ 89L0°0+  TT190°0— 8000°0— 00000+ ¢+ 0+ ¢+ 0+ 0+
0000°0+ 0000°0— TO00°0+ 00000+ 00000+ L0000— €0¥0'0—  L6€0°0+ ¢000°0— 00000+ 0+ 0+ 0+ 0+ T+
0000°0— @000'0— 0000+ 0000°0— 00000— €VO0'0— LIGO0—  TLIOO+ 0000°0+ 0000°0+ ¢t C— Tt 1+ 0+
€000°0— CGEO0'0— 68000+ 0000°0— 0000°0— ¥960°0— 6687°0—  TE6E0+ 7000°0+ 0000°0+ ¢t C— ¢t 0t 0t
0000°0+ 00000+ 0000°0— 0000°0— 00000+ TO00°0+ 90000+  S000°0— 0000°0— 00000+ ¢t C— et 1—- 0t
0000°0— 00000+ 0000°0— 0000°0— 0000°0— 0820°0— €920°0t+  ¥¥S0°0— 0000°0+ 0000°0+ 0+ 0+ 0+ 1T+ 0+
00000+ 0000°0— 00000+ 00000+ 0000°0— &I90°0— 96500+  80ZT'0— 0000°0— 00000+ ¢+ 0+ 0+ 0+ 0+
1000°0+ 8000°0— 6000°0+ 00000+ 0000°0— TIPEV'I+ €0SCCt+  89IELL0— ¢6L0°0— 0000°0+ T+ 0+ 0+ 0+ 0+
9S®J 9P BISNJ SOUTULIY T,
0000°0— 0000°0— 00000+ 0000°0— 00000+ 6SE0°T— 9LTO88— FOSV'IVI+ L8IF¥SG— 00000+ ¢— ¢t e— et ot
90000+ 8S¥0°'0+ T1Z80'0— GLOO0+ €6C00+ 8E000+ T6IE0+  FEIG0— ¥9c0'0— eeee 0+ ¢t ot et ot I+
€000°0+ L2200+ 8LV0'0— 8¥00°0— <¢0E00+ LT000+ €E€CT0+  6180°0— €ree0— G16¢° 0+ I+ 0+ ¢+ 0+ 0+
¢c00'0— 808T'0— ggee o+ 0v00°0+ 9LFT°0— 0€20°0— G9S6'T—  POIT'EC+ 60990+ 69ELT— ¢t 0+ 2+ 0+ 0+
00000+ ¥100°0+ Lg00'0— 90000+ L0000+ O0€TO0+ ¥REO'T+  6£€0C— T€ET 0+ GGLG0+ 0+ 0+ 0+ 0+ T+
10000+ €000+ ¥600°0— <0000+ 8E00°0+ €900°0+ 0TES0+  TVS80— 7¢60°0— 60C7 0+ ¢t C— Tt 1+ 0+
0T00°0+ €8L0°0+ GIPT'0— T000°0— ¢€¥90°0+ FIVI'0O+ CLIOCI+ €C6C°61—  6VSEE— PILLOT+ C+ ¢— ¢+ 0+ 0+
0000°0— 0000°0— TO000+ S0000+ S0000— TO000— GETO0—  €IT0°0+ LTLT 0+ LOST 0— ¢t C— 2t 1— 0t
0000°0— 0000°0— 00000+ 0000°0— 0000°0— OTTO0— 99¥9°0—  2%99°C+ G296'0— L0 T— 0+ 0+ 0+ 1+ 0+
0000°0+ 9000°0+ ¥200'0— €100°0+ 90000+ 9¥20'0— GLSV'T—  LLO6'G+ 780L°C— V99L°T— ¢+ 0+ 0+ 0+ 0+
€000°0+ 41200+ T.LVO'0— 0E000— 88200+ FOIS0— ¥CIT'6S— 96696E+  €LTGGIT+ 6V98°9¥T— T+ 0+ 0+ 0+ 0+
9SeJ U9 SOUTULIQ T,
[®30L a 0 ‘ga—-—ag g [®10L, a 10) ‘g—4a g C ad A4 1 1
[serf] 1oz[odd() op soutuLIg T, [serf] woss10g op souruIgJ, 0y UOMNSIY

198

um )9y = 2V ([erodwe) opIejal [op O[9POUL) BIIJSR[OUS RIIDL, :§ OSR))
"UQIONLIFSTPAI 9p Te1oua30d [op UQIONQIIYUOD :pNYSUO] US UQIIRINN



m 00000+ 00000+ 0000°0— 0000°0+ 00000+ 8L9T°0+ 9POL T+  LSES'T— 61000+ 00000+ C— ¢t C&— ¢t 0+
1000°0— 9000°0— <0000+ 00000+ 00000+ 9000°0— 6500°0— #5000+ 0000°0— 00000+ G+ O+ C+ O+ I+
10000+ €000°0+ T000'0— 0000°0— 0000°0— €000°0— S8¥00'0+  TS00°0— 0000°0+ 00000+ I+ 0+ ¢+ 0+ O+
60000+ ¥200°'0+ 0200'0— 0000°0— 0000°0— 8E00'0+ 99€0°0+  8CEO'0— 0000°0— 00000+ Gt 0+ C+ 0+ 0+
00000+ 90000+ 9000°0— 0000°0+ 00000+ TO00'0— <000'0—  0000°0— 0000°0+ 00000+ O+ O+ 0+ O+ T+

0000°0— T000°0— T0O00'0+ 0000°0+ 00000+ O0TO00— €0T0O'0—  €600°0+ 0000'0— 00000+ ¢+ C— ¢+ 1+ 0+
¢000'0— TT100°0— 6000°0+ 00000+ 00000+ ¥¢cO'0— ¥2e€c'0—  001¢ 0+ 0000°0— 00000+ ¢+ ¢— ¢+ 0+ 0+

0000°0+ 0000°0+ 0000°0— 0000°0— 0000°0— 00000+ €000°0+  Z000°0— 0000°0— 00000+ ©¢t+¢— ¢+ 1I— 0+
0000°0+ 0000°0— TO000+ 0000°0— 0000°0— 0000°0— 00000+  0000°0— 0000°0— 00000+ O+ O+ O+ I+ O+
00000+ 0000°0— 0000°0+ 0000°0+ 00000+ T¥PEO0— 9€E€0°0+  LL90'0— 0000°0— 00000+ ¢+ 0+ 0+ O+ O+

1000°0+ T000°0+ 0000°0— 0000°0— 0000°0— €LVC'O+ TI¥6C'Cc—  T60S°Ct €¢10°0+ 00000+ T+ 0+ 0+ O+ 0+
9S®] 9P BIANJ SOUTULIY T,

0000°0+ 0000°0+ 0000°0— 0000°0+ 00000+ 88060+ TLVLIV+ 0¢CcSGL—  LE8T¥E+ 00000+ ¢— ¢+ C— ¢t 0+
¢000°0— 8ST0°0— 8¢CO'0+ L0000+ 60T0°0— 6T00°0— GIST0—  IPLC O+ 18¢0°0—  €9600— ¢+ 0t ¢t 0+ I+

)
m 10000+ ¢¥00°0+ 8€00°0— L600°0— €600°0+ LT00°0+ L6IT0O+  0LSC0— 29T0°0—  96ST°0+ 1+ 0+ ¢+ 0+ 0+
m L0000+ 8T90°0+ G660°0— TI9TO0— GPS0°0+ €TTO0+ 99260+  TE99°T— 8G00°0—  9¢GL 0+ ¢t 0+ T+ 0+ 0+
g ¢000'0+ 67100+ ¢620°0— €900°0+ €800°0+ 00000+ 00000+  0000°0— 0000°0— 00000+ O+ O+ 0+ O+ T+

0000°0— LT00°0— 8000+ €000°0+ ¥IOO0— TE€000— €2sc0—  T9S47 0+ ¥¥20'0—  9¢8T0— ¢t ¢— ¢+ 1+ 0+
€000°0— 29¢0°0— 1ZV0°'0+ €L000+ S€200— ¥690°0— 0869'G—  ¥00¢'0T+  8I000—  00L9F%— ¢+ C— ¢t 0+ 0+

Tabla 7.17: Nutacién en oblicuidad.

0000°0+ 00000+ 0000°0— ©000°0— €000°0+ TO00'0+ #9000+  ¥IT0°0— ¢eL00—  €8L00+ T+ C— T+ 1— 0+
0000°0— L000°0— 6¢00°0+ 0T00°0— €I00°0— 0000°0— 0000°0— 00000+ 0000°0— 00000+ O+ O+ O+ I+ O+
0000°0— T000°0— L0000+ €000°0— €0000— 8ETO'0+ 0¢e80+  €EIe¢— €66L° T+ 899L°0+ T+ 0+ 0+ 0+ O+

0000°0+ ¥€00°0+ €200°0— 9600°0— 98000+ FEPS0— L69G'8G— LIS6'LCT+ FLLI'S+  6CIF'8L— T+ 0+ 0+ 0+ O+
9SB] US SOUIULIY T,

[®19L a 0 ‘ga-—ag ‘g %190 a 19 ‘g—-4q g 6 ada 4 11

ger!| 1ozjodd() op soururIg ser!| U0SSIOJ Op SOUTULIY 0JuaWIN 31
[oddQ °p UL T, 10d @p UL T, )

urr )9y = 72V C([eioduwe) opIeial [op O[oPOW) BIIISR[OUS RIIOL], ¢ OSe))
"UQIONLIYSIPAI 9P [e1oU30d [9p UQIONLIJUOD :PRPIMDII[O Ud UQIIRINN

7. Tierra elastica: general



2

101nes numericas

7.4. Representac

Tabla 7.18: Nutacién en longitud.

0000°0— 0000°0+ 0000°0— 00000+ 00000+ 0L0€'0— €¥RE0+  €I1690— 0000°0+ 0000°0+ ¢— ¢t e et ot
¢000°0+ 2000°0— #0000+ 00000+ 00000+ TTO0'0+ ¥I00°0—  SGTOO0+ 0000°0+ 0000°0+ ¢t 0+ 2+ ot I+
10000+ TO00'0— €000°0+ 00000+ 00000+ TO00°0— S000°0—  ¥000 0+ 000070+ 0000°0+ I+ 0+ ¢+ 0+ 0+
8000°0— 8000°0+ 9T100°0— 00000+ 00000+ 2900°0— 498000+  ZSTO'0— 0000°0+ 0000°0+ ¢+ 0+ ¢+ 0+ 0+
0000°0+ 0000°0— 00000+ 00000+ 00000+ ¥S00°0+ S¥00'0— 66000+ 000070+ 0000°0+ 0+ 0+ 0+ 0+ T+
0000°0+ 0000°0— 00000+ 00000+ 00000+ 6T00°0+ €2000—  ¢¥00'0+ 0000°0+ 0000°0+ ¢t C— Tt 1+ 0+
€000°0+ €000°0— L0000+ 00000+ 00000+ 8IFO'0+ 92S0'0—  €¥60°0+ 000070+ 0000°0+ ¢t C— ¢t 0t 0t
0000°0— 0000°0+ 0000°0— 00000+ 00000+ 0000°0— TO00°0+  TOOO'0— 0000°0+ 0000°0+ ¢t C— et 1—- 0t
0000°0— 0000°0+ 0000°0— 00000+ 00000+ €O0TO'0— 8¢00'0+  0OETO'0— 0000°0+ 0000°0+ 0+ 0+ 0+ 1T+ 0+
0000°0+ 0000°0— 00000+ 00000+ 00000+ 9220'0— %9000+  68¢0°0— 0000°0+ 0000°0+ ¢+ 0+ 0+ 0+ 0+
1000°0+ TO00'0— €000°0+ 00000+ 00000+ CFP90°0+ €850+  OV6T0— 0000°0+ 0000°0+ I+ 0+ 0+ 0+ 0+
9S®J 9P BISNJ SOUTULIY T,
0000°0— 0000°0— 00000+ 0000°0— 00000+ &89¥'T— LOSG'88— 080T EVT+ G969°65— 00000+ ¢— ¢t e— et ot
60000+ €970°0+ TE800— LL00°0+ 0000+ €500°0+ 6220+ 86190~ 67¢c0'0— cLee 0+ ¢t ot et ot I+
G000°0+ 0€c0'0+ ¥870'0— 6¥V00°0— 60€0°0+ TT000+ L¥CcT'0t+  6280°0— 88€E€0— 186¢°0+ I+ 0+ ¢+ 0+ 0+
7€00'0— 8Z8T'0— T92€0+ TIV000+ OIST0— €TE00— LIL6'T—  TIPST'E+ 799970+ 0GLLT— ¢t 0+ 2+ 0+ 0+
00000+ ¥T100°0+ Lg00'0— 90000+ 80000+ 8IZO'0+ 96V0' T+  T650°C— 8CV¥ 0+ G889°0+ 0+ 0+ 0+ 0+ T+
10000+ €S00°0+ 9600°0— <0000+ 6£00°0+ 6800°0+ 8LESO+  S¥98°0— G¥60°0— €0ev 0+ ¢t C— Tt 1+ 0+
GT00°0+ €6L0°0+ €E€PT°0— T0000— L990°0+ 000+ L8PICI+ 0CES6I—  SOEVE— 0710°TT+ ¢+ ¢— ¢+ 0+ 0+
0000°0— 0000°0— TO000+ S0000+ S0000— TO000— 9€T0°0—  91T0°0+ 99L1°0+ 8V8T°0— ¢t C— 2t 1— 0t
0000°0— 0000°0— 00000+ 0000°0— 0000°0— LOEO'0— 9€99°0—  ¥869°C+ ar86'0— G160 T— 0+ 0+ 0+ 1+ 0+
0000°0+ 9000°0+ GZOO'0— €T00°0+ 90000+ 6.900— GELV'T—  TI8G'G+ V69L°C— ¢908'T— ¢+ 0+ 0+ 0+ 0+
60000+ 81200+ 9.70°0— T€000— S6¢0°0+ 06€9°0— 0€086¢— CI6GT'OV+  €4PC'69T+ 8CLT'0ST— T+ 0+ 0+ O+ O+
9SeJ U9 SOUTULIQ T,
[®30L a 0 ‘ga—-—ag g [®10L, a 10) ‘g—4a g C ad A4 1 1
[serf] 1oz[odd() op soutuLIg T, [serf] woss10g op souruIgJ, 0y UOMNSIY

200

“RIDUDNODIJ Op 'pUR( Iod [RUITION IO[RA 10D sOlo]dUI0d A0 op solewmy ‘([eIous3d) BOIJSR[OUR BIIDL], Bf OSB))
"UQIONLIFSTPAI 9p Te1oua30d [op UQIONQIIYUOD :pNYSUO] US UQIIRINN



M 0000°0— 00000+ 0000°0— 0000°0+ 00000+ 898T0— €TI0+  169¢0— 00000+ 00000+ ¢— gt C— ¢t 0+
1000°0+ TO00'0— TO000+ 00000+ 0000°0+ L0000+ L000'0—  €TI00°0+ 00000+ 00000+ ¢+ O+ C+ O+ T+
00000+ 00000+ 0000°0— 0000°0+ 00000+ L000°0— GO0O0'0+  €T00°0— 00000+ 00000+ 1+ 0+ ¢+ 0+ O+
¢000'0— €000°0+ S000°0— 00000+ 00000+ T¥00°'0— OFVO0'0+  TSO00— 00000+ 00000+ ¢+ O+ ¢+ 0+ O+
1000°0— TO00'0+ TO00'0— 00000+ 00000+ 0000°0+ 0000°0+  0000°0— 00000+ 00000+ O+ O+ O+ O+ T+

0000°0+ 0000°0— 0000°0+ 0000°0+ 00000+ TTIOO'0+ TTI00'0— 2000+ 00000+ 00000+ ¢+ C— ¢+ 1T+ 0+
1000°0+ TO00'0— 0000+ 00000+ 00000+ GSTO°0+ 6¥200—  €0S0°0+ 0000°0+ 00000+ ¢+ ¢— ¢+ 0+ O+

0000°0— 00000+ 0000°0— 0000°0+ 00000+ 0000°0— 00000+  TO000— 00000+ 00000+ ©¢t+¢— ¢+ 1I— 0+
00000+ 0000°0— 0000°0+ 0000°0+ 00000+ 0000°0— 0000°0—  0000°0— 00000+ 00000+ O+ O+ O+ T+ O+
00000+ 0000°0— 0000°0+ 0000°0+ 00000+ 9¢T00— 9€00°0+  C9T00— 00000+ 00000+ ¢+ O+ 0+ O+ O+

00000+ 00000+ 0000°0— 00000+ 00000+ L69€0+ 999C¢°0—  €929°0+ 0000°0+ 00000+ T+ 0+ 0+ O+ 0+
9S®] 9P BIANJ SOUTULIY T,

0000°0+ 0000°0+ 0000°0— 0000°0+ 00000+ ¥66L0+ 6€£02Cr+ F097'9L—  69G0°GE+ 00000+ ¢— &+ C— ¢t 0+
€000°0— 09T0°0— 19200+ L0000+ TITO0— 62000— TEST'O—  GLLZO+ 88¢0°0—  48600— T+ 0+ C+ 0+ I+

)
m 00000+ €¥00°0+ 8€00°0— 00TO0— 96000+ 0€000+ O0ICT'0+  209%'0— 0LT0°0—  ©6ST°0+ I+ 0+ ¢+ 0+ 0+
m 0T000+ 92900+ L00T'0— G9T0°0— L9%0°0+ 9LT0°0+ 99€6'0+  LZ8I'T— 6500°0—  969L0+ ¢+ 0+ ¢+ 0+ O+
g €000°0+ TSTO'0+ 96¢0°0— ¥900°0+ S800°0+ 0000°0— 00000—  0000°0— 00000+ 00000+ O+ O+ O+ O+ T+

0000°0— 8T00°0— 82000+ €000°0+ F¥IOO0— 8¥O0'0— 095C°0—  LI9P 0+ 06c0°0—  998T0— G+ C— ¢+ I+ 0+
7000'0— 99¢0°0— 9¢¥0°'0+ ¥L00'0+ 0FC0'0— 060T°0— €09L°G—  ¥8CV'0I+  61000—  CSLLYV— ¢t C— ¢t 0+ 0+

Tabla 7.19: Nutacién en oblicuidad.

0000°0+ 00000+ 0000°0— ©000°0— €000°0+ TO00'0+ #9000+  GTT0°0— 6¥7L0°0— 10800+ ¢+ C— ¢+ 1— 0+
0000°0— L000°0— 62000+ TTI00°0— €I00°0— 0000°0— 0000°0—  0000°0— 0000'0— 00000+ O+ O+ O+ I+ O+
0000°0— T000°0— L0000+ €000°0— €0000— T18€O'0+ OTE80+  SPeee— GRLL'T+  T€8L°0+ T+ 0+ 0+ 0+ 0+

0000°0+ G€00°0+ €200°0— 6600°0— L8000+ 8ELV'I— G961°65— TOPS'6CT+ 9T19€'8+  06L1°08— T+ 0+ O+ O+ O+
9SB] US SOUIULIY T,

[®19L a 0 ‘ga-—ag ‘g %190 a 19 ‘g—-4q g 6 ada 4 11

ger!| 1ozjodd() op soururIg ser!| U0SSIOJ Op SOUTULIY 0JuaWIN 31
[oddQ °p UL T, 10d @p UL T, )

"RIDUONOAIJ Op 'puR( Jod [euruou Iofea w0 sofo[durod oA0T op soruwmy *([elouas) edI)SR[oUR RIIDLT, ‘R OSR))
"UQIONLIYSIPAI 8P [RIOUR0d [0 UQIONLIFUOD :PRPINDI[O US UQIIRITLN]

7. Tierra elastica: general



2

101nes numericas

7.4. Representac
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Tabla 7.22: Comparativa
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Tabla 7.23: Comparativa
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Capitulo 8

Conclusiones

Resumiremos por capitulos las contribuciones presentadas en esta memo-
ria senalando aquéllas que son originales, bien por la construccién o célculo
de nuevas expresiones, bien por la diferencia de enfoque o camino en su
derivacion.

El contexto general de este trabajo es el formalismo hamiltoniano de la
rotacién de la Tierra introducido originariamente por el doctor Hiroshi Ki-
noshita (1977) y profusamente desarrollado en las tltimas décadas por los
doctores José Manuel Ferrandiz, Juan Getino y Alberto Escapa. La linea ar-
gumental del estudio consiste en el calculo del movimiento forzado de rotaciéon
de la Tierra por la accién gravitatoria de la Luna y el Sol, para diferentes
modelos de Tierra.

1. Capitulos 2] y

Se ha presentado el formalismo hamiltoniano del problema de la rotacion
de la Tierra rigida, que sirve de base al desarrollo posterior basado en el
calculo perturbativo. Se ha construido el conjunto canénico de Andoyer
a partir de la técnica de las funciones generatrices, como alternativa a
las diferentes construcciones que, de estas variables, puede encontrarse
en la literatura. Se ha presentado un método original para la obtencion
de la expresion de los armoénicos esféricos de grado dos del potencial
perturbador (o de marea), en variables de Andoyer del sistema de refe-
rencia terrestre, eludiendo la aplicacién del Teorema de Wigner como
en la construccion original de Kinoshita. Se ha presentado el método de
perturbaciones de Lie-Hori como herramienta estructural del trabajo.
Finalmente se han reproducido los principales resultados de Kinoshi-
ta (I977) para los movimientos de nutacién y precesién, y comparado
la representacion numérica de estos movimientos, senalando algunas
diferencias de planteamiento.

207



208

2. Capitulo [4:

Se ha presentado la formulacién candnica del problema de una Tierra
elastica con deformacién de marea, siguiendo el enfoque de niimeros de
Love para la solucién del problema elastico y la construccién del po-
tencial de redistribucién. Esta se basa en un modelo de Tierra que en
el estado no perturbado es esférica y sin rotacién. Con especial énfasis
se ha mostrado el uso de la traza del tensor de inercia para el desacople
del sistema de ecuaciones que conduce a la expresion de la dependencia
temporal del tensor de inercia, y realizado una demostracién particula-
rizada del Teorema de Darwin, consistente con el modelo reolégico em-
pleado. Se ha estudiado la contribuciéon a los movimientos de nutacion
y precesion de la perturbacién dada por la energia cinética de redis-
tribucion. Se han comparado los resultados y representacién numérica
con Escapa (2011)), senialando las diferencias de planteamiento.

Capitulo

Se ha estudiado la contribucién a los movimientos secular y periédico
dada por el potencial de redistribucion. En lo referente al movimiento
de precesion en longitud y de los términos de Poisson de la nutacién se
han reproducido los resultados de Escapa et al. (2004) y de Ferrdndiz et
al. (2012)) que muestran numéricamente la no influencia del potencial de
redistribucién del modelo elastico en éstos, por cancelacién de las con-
tribuciones armoénicas zonal, teseral y sectorial. Adicionalmente se han
derivado las expresiones analiticas para los términos de Oppolzer de
las nutaciones y representado numéricamente, comprobando que tam-
bién en éstos se produce la cancelacion de las distintas contribuciones
armonicas.

Capitulo [6}

Se ha realizado una demostracién de la cancelacion exacta de los efectos
del potencial de redistribucién en las expresiones analiticas derivadas
para los movimientos de precesion y nutacion previos. Esta anulacion
esta directamente relacionada con las caracteristicas del modelo eléasti-
co, asi como ciertas propiedades matematicas satisfechas por los desa-
rrollos con los que se introduce el movimiento orbital de la Luna y el Sol
en la expresién del potencial perturbador. Las condiciones de simetria
inducidas en las féormulas analiticas conducen a su cancelacion.

Por consistencia necesaria se ha demostrado que los mismos motivos
provocan la cancelacién exacta del torce asociado al potencial de redis-
tribucion, empleando el formalismo canénico de fuerzas generalizadas.



8. Conclusiones 209

Aunque este hecho fisico fue puesto de manifiesto con anterioridad (p.
ej. Krasinsky [1999)) a partir de la expresién vectorial (o newtoniana)
del potencial de redistribucion, era necesario llegar a este mismo resul-
tado desde el formalismo hamiltoniano empleado para el calculo de las
expresiones analiticas del movimiento. Esto es, bajo las mismas consi-
deraciones de aproximacion y modelado.

5. Capitulo [T}

Se ha replanteado el problema de derivaciéon de expresiones analiticas
para el movimiento de rotacién, considerando la solucién del problema
elastico para el caso de la Tierra deformable con un estado no pertur-
bado elipsoidal y con rotacién.

Se han introducido también modelos de respuesta anelastica del sélido
deformable, en particular el inducido por un retardo temportal cons-
tante y el formalismo general basado en la introducciéon de un conjunto
de nimeros de Love complejos y dependientes de la frecuencia de ex-
citaciéon del sistema. Bajo estas condiciones no se produce la cancelacion
exacta de los efectos del potencial de redistribucion, y se han construi-
do féormulas de rotacion generalizadas para la velocidad de precesién y
los términos de Poisson y Oppolzer de las nutaciones.

Se tiene entonces una formulacion general independiente del modelo
reolégico (esto es, del conjunto de nimeros de Love empleados en cada
caso), que permite la incorporacién de diferentes modelos de Tierra
como una entrada numérica de la teoria de la rotacion.

Se ha interpretado el modelo aneléstico del retardo temporal justifican-
do la forma en que éste provoca la entrada de desfases angulares en el
argumento de los armoénicos esféricos. Se ha evidenciado que la formu-
lacién anelastica conduce a la aparicién de términos fuera de fase en las
nutaciones, y de contribucién a la velocidad de precesiéon en oblicuidad.

Las diferentes representaciones numéricas realizadas muestran una con-
tribucion especialmente significativa en el caso de existir dependencia
con la frecuencia del conjunto de nimeros de Love, debido a los pro-
cesos resonantes, en la banda diurna de frecuencias, entre la respuesta
elastica de la Tierra (estrictamente del manto terrestre) y las frecuen-
cias asociadas al periodo de Chandler (CW) y el movimiento libre de
nutacién del nicleo (FCN). Estas se introducen en el calculo mediante
su representacion en férmula de resonancias, siguiendo las referencias
indicadas.
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Las tablas comparativas incluidas muestran la mayor o menor relevan-
cia en el movimiento de rotacion, de los diferentes modelos reologicos
considerados. Resultan destacablen las diferencias significativas exis-
tentes en las velocidades de precesién (aproximadamente 6 mas/cent ™!
en longitud y 0.8 mas/cent™! en oblicuidad) y en la contribucién de la
energfa cinética de redistribucién (aproximadamente 140 pas en longi-
tud y 50 pas en oblicuidad, en las componentes con mayores diferen-
cias).

En todos los casos se ha senalado la parte de la contribucion correspon-
diente a la marea permanente. Es de destacar que si el modelo basico
considerado, esto es, sobre el que se considera la perturbacion elastica,
incluye la marea permanente (o dicho de otra forma, ésta se incluye
en la “parte rigida”), las contribuciones adquieren mayor relevancia
numérica.

La adaptacion de las férmulas de rotacion obtenidas, al modelo de dos

capas desarrollado en Getino y Ferrdndiz (2001)) siguiendo el formalismo ha-
miltoniano, es la continuacién natural del trabajo que se ha presentado.
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