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U n  t r a b a j o  d e  i n v e s t i g a c i ó n ,  y  e s t e

ent iendo que 1o  €s  r  no  es  cosa ún icamente  de l  que

1 o  r e a l - - j - z a ,  s i n o  t a m b i é n  d e  l a s  p e r s o n a s  q u e  1 o

r o d e a n  q u e  c o n  s u  a p o y o ,  m o r a l  o  m a t e r i a l ,  a y u d a n

a  l l e v a r  a  f e J , i - z  t é r m i n o  d i c h o  t r a b a j o .  E s  p o r  e s t o

q u e  q u i e r o  a g r a d e c e r  a  m i s  c o m p a ñ e r o s  d e 1  D e p a r t a -

m e n t o  d e  F u n d a m e n t o s ,  e n  e s t a  U n i v e r s i d a d :  s ü  c a -

r i ñ o ,  a y u d a  y  p a c i e n c i a .  E n  e s p e c i - a l  a  l o s  m á s

c e r c a n o s ,  B e g o  y  J o s é  A n g e l .  L a s  a y u d a s  y  s u g e r e n -

c i a s  d e  f g n a c i o  J í m é n e z  R a n e d a  h a n  t e n i d o  g r a n  v a l o r

p a r a  m i ,  a s í  c o m o  1 o s  c o m e n t a r i o s  e f e c t u a d o s  p o r

A n t o n i o  V i l l a r

C l a r a m e n t e ,  u n  t r a b a j o  s i n  d i r e c c i ó n  n o

p u e d e  l l e v a r  b u e n  r u m b o .  H e  d e  r e c o n o c e r  m i  s u e r t e

a l  t e n e r  c o m o  d i r e c t o r a  d e  é s t e  a  C a r m e n  H e r r e r o ,

a  q u i e n  d e b o  a g r a d e c e r  n o  s ó 1 o  e l  h a b e r  p o d i d o

r e a l i z a r  e s t a  m e m o r i a .  s i n o  t a m b i é n  e l  h a b e r m e

i n t r o d u c i d o  e n  l - o s  t e m a s  d e  E c o n ó m i a  M a t e m á t i c a .

P o r  ú l t i m o ,  a g r a d e z c o  a  l a  F u n d a c i ó n

G i l  A l b e r t  d e  l a  D i p u t a c i ó n  d e  A l i c a n t e  l - a  a y u d a

e c o n ó m i c a  c o n c e d i d a  a  e s t e  t r a b a j o .

A  p e s a r  d e  q u e  t o d o s  s e  s o l i d a r i z a r í a n ,

h e  d e  r e c o n o c e r  e u e  r  s i  h a y  a l g ú n  e r r o r ,  l a  r e s p o n -

s a b i l i d a d  e s  e x c l u s i v a m e n t e  m i - a .

E n  A l a c a n t  a  2 7  d e  G e n e r  d e  1 9 8 7
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E l  c o n j L r n t o  d e  r e l a c i o n e s  d e  p r o d u c c i ó n

e  i n t e r c a m b i o  d e  u n  s i s t e m a  e c o n ó m i c o  s ó l o  p u e d e

c a p t a r s e  a d e c u a d a m e n t e  m e d i a n t e  u n a  m o d e l i z a c i ó n

e n  t é r m i n o s  d e s a g r e g a d o s .  L o s  m o d e l o s  e c o n ó m i c o s

m u l t i s e c t o r i a l e s  c o n s t i t u y e n r  
" i l  

d u d a ,  u n o  d e  l o s

i n s t r u m e n t o s  a n á l i t i c o s  m á s  p o d e r o s o s ,  t a n t o  d e n t r o

d e 1  c a m p o  d e  l a  e c o n o m í a  t e ó r i c a  ( t e o r i a  d e 1  v a 1 o r ,

d é  1 a  d i s t r i b u c i ó n ,  d e l  c r e c i m i e n t o ,  e t c .  ) ,  c o m o

d e l  c a m p o  d e  1 a  e c o n o m í a  a p l i c a d a  ( a n á 1 i s i s  d e  1 a

e s t r u c t u r a  i n d u s t r i a l ,  c o n t a b i l i d a d  n a c i o n a l :  P r o -

g r a m a c i ó n  e c o n ó m i c a ,  e t c .  )  .

U n  g r u p o  d e  m o d e l o s  m u l t i s e c t o r í a l e s ,  c o n

c a r a c t e r í s t i c a s  e s p e c í f í c a s ,  s o n  l o s - q u e  s e  s u e l e n

a s o c i a r  a  1 o s  n o m b r e s  d e  L e o n t i e f ,  V o n  N e u m a n n  y

S r a f f a .  E 1  e l e m e n t o  c o m ú n  a  e s t o s  m o d e l o s  p u e d e

r e s u m i r s e  s e ñ a l a n d o  q u e  t o d o s  e l l o s  p o s e e n  u n a

c i e r t a  r r o r i e n t a c i ó n  c 1 á s i c a r t ,  e n  e 1  s e n t i d o  d e  q u e

l o s  p r o b l e m a s  q u e  a b o r d a n  y  l o s  e l e m e n t o s  a n a l í t i c o s

q u e  e n f a t  í z a n  e s t á n  p r ó x i m o s  a  l a s  o b r a s  d e  a u t o r e s

c o m o  l o s  f i s i ó c r a t a s ,  R i c a r d o  o  M a r x .  E s t a  o r i e n t a -

c i ó n  c 1 á s i c a  s e  t r a d u c e :  p o r  L t n a  p a r t e :  € D  e 1  e n f o -

q u e  r e p r o d u c t i v o  d e  1 a  p r o d u c c i ó n  y  e l  i n t e r c a m b j - o

(  1 o  q u e  l 1 e v a  a  c o l o c a r  e n  p r i m e r  p l a n o  l o s  a s p e c t o s

p r o d u c t i v o s ,  r e l e g a n d o  e n  p a r t e  1 a  t e o r í a  d e  l o s
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c o n s u m i d o r e s  )

d i s t r i b u c i ó n v

p o r  o t r a  l a  p r e o c u p a c í ó n  p o r  1 a

1 a  a c u m u l a c i ó n  c o m o  a s p e c t o s  c l a v e

d e l  a n á l i s i s  s  y  t  f i n a l m e n t e ,  e n  l a  c o n s i d e r a c i ó n

d e  1 a  c o m p e t e n c i a  c o m o  u n a  s i t u a c i ó n  d e  m e r c a d o

c a r a c t e r í z a d a  p o r  l a  l i b r e  e n t r a d a ,  1 o  q u e  c o m p o r t a

u n a  t e n d e n c i a  a  l a  i g u a l a c i ó n  d e  l o s  t i p o s  d e  b e n e -

f i c i o t  S e c t o r i a l e s .

E n  e s t e  c o n t e x t o  e x i - s t e  u n  n o t a b l e  d e s *

e q u i l i b r i o  e n t r e  e l  n ú m e r o  d e  t r a b a j o s  r e a l i z a d o s

b a j o  e l  m a r c o  d e  p r o d u c c i ó n  s i m p l e  y  e l  d e  p r o d u c -

c i ó n  c o n j u n t a .  S a l v o  1 a  d e s t a c a b l e  e x c e p c í ó n  d e l

t r a b a j o  d e  V o n  N e u m a n n ,  p u e d e  a f i r m a r s e  q u e  e l

a n á l i s i s  e c o n ó m i c o  c 1 á s i c o  h a  d e d i c a d o  m u c h o  m a y o r

e s f u e r z o  a  I a  f u n d a m e n t a c i ó n  t e ó r i c a  d e  l o s  m o d e l o s

d e  p r o d u c c i ó n  s i m p l e .  A l g u n o s  a u t o r e s  ( v é a s e  K u r z ,

1  9 8 6  )  s e  p r e g u n t a n  s i  e s t e  d e s e q u i l i b r i o  e s t a r á

f u n d a d o  e n  d o s  c a u s a s  b á s i c a s

( a )  1 a  m a y o r  i m p o r t a n c i a  e m p í r i c a  d e  1 o s

m o d e l o s  d e  p r o d u c c i ó n  s i m p l e

( b  )  1 a  c r e e n c i a  d e  q u e  1 o s  r e s u t a d o s

o b t e n i d o s  e n  1 o s  m o d e l o s  d e  p r o d u c c i ó n

s i m p l e  s o n  f á c i l m e n t e  g e n e r a l i z a b l e s

a l  c a s o  d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a .
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E n  r e l a c i ó n  a  l a  s e g u n d a  c a u s a  s e ñ a l a d a ,

d e b e m o s  a f i r m a r  q u e  l o s  d i f e r e n t e s  e s t u d i o s  t e ó r i c o s

a r r o j a n  s e r i a s  d u d a s  d e  q u e  s e a  p o s i b l e  g e n e r a l i z a r ,

" s i n  m á s ,  l o s  r e s u l t a d o s  d e  p r o d u c c i ó n  s i m p l e  a  p r o -

d u c c i ó n  c o n j u n t a  (  p u e d e n  v e r s e . ,  e r  e s t e  s e n t i d o ,

S t e e d m a n  ( 1 9 8 2 ,  1 9 8 5 )  y  W o o d s  ( 1 9 8 4 )  ) .

P o r  o t r o  l a d o ,  s i  b i e n  e s  c i e r t o  q u e  1 o s

t r a b a j o s  e m p í r i c o s  s e  h a n  c o n c e n t r a d o  e n  1 a  p r o d u c -

c i ó n  s i m p l e  ( e l  e m p l e o  d e  t a b l a s  i n p u t - o u t p u t  c o m o

m o d e l i z a c i ó n  e m p í r i c a  d e  1 a  p r o d u c c i ó n  e s t á  u n i v e r -

s a l m e n t e  e x t e n d i d o  )  ,  c a b e  p r e g u n t a r s e  s i  e 1 l o  n o

e s  d e b i d o  m á s  a  l a  f a l t a  d e  s o p o r t e  t e ó r i c o  c o n s i s -

t e n t e  p a r a  l a  c o n s t r u c c i ó n  d e  m o d e l o s  e m p í r i c o s  d e

p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a  q u e  a  1 a  m a y o r  r e l e v a n c i a  r e a l

d e  l a s  t a b l a s  t r a d i c i o n a l e s  ( v é a n s e  l o s  c o m e n t a r i o s

d e  S c h e f o l d  (  1 9 8 5  )  a c e r c a  d e  l a  c o n s t r u c c i ó n  d e

t a b l a s  i n p u t - o u t p u t  c o n  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a ,  o  I o s

i n t e n t o s  d e  e l a b o r a c i o n e s  m e t o d o l ó g i c a s  p a r a  l a

c o n s t r u c c i ó n  d e  1 a s  l - l a m a d a s  t a b l a s  m e r c a n c í a - p o r -

i n d u s t r i a  ( O l ¡ U  ( t 9 7 0 ,  t 9 7 4 ) ,  H o f f m a n  &  K e n t  ( t g Z 6 ) ) .

, { l : .  margen de  l -as  cor r_q iderac iones  prev ias ,

e x i s t e n  u n a  s e r j - e  d e  m o t i v a c i o n e s  q u e  a v a l a n  e l

i n t e r é s  d e  l a  i n v e s t i g a c i ó n  d e  m o d e l o s  c o n  p r o d u c -

c i ó n  c o n j u n t a .  P o r  u n a  p a r t e ,  D o  e s  a v e n t u r a d o

_ A  _
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a f i r m a r  q u e  l a  m a y o r  p a r t e  d e  1 o s  p r o c e s o s  d e  p r o *

d u c c i ó n  r e a l e s  f u n c i o n a n  e n  r é g i m e n  d e  p r o d u c c i ó n

c o n j u n t a  ( 1 a  e x i s t e n c i a  d e  u n a  s o l a  i n d u s t r i a  q u e

p r o d u z c a  v a r i o s  b i e n e s ,  s e r í a  s u f i c i e n t e  p a r a  a l t e -

r a r  c u a l i t a t i v a m e n t e  1 a s  c a r a c t e r í s t i c a s  d e l  s í s t e m a

p r o d u c t i v o  e n  s u  c o n j u n t o ) .  E n  e s t e  s e n t i d o ,  e s  i n t e -

r e s a n t e  r e c o r d a r  q u e  y a  J e v o n s  a f i r m a b a  I t e s t o s  c a s o s

d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a ,  l e j o s  d e  s e r  a l g u n o s  c a s o s

p a r t i c u l a r e s ,  f o r m a n  l a  r e g l a  g e n e r a l  "  .  U n  p u n t o

d e  v i s t a  s i m i l a r  h a  s i d o  r e c i e n t e m e n t e  e x p r e s a d o

p o r  S t e e d m a n ,  a p o r t a n d o  n u m e r o s o s  e j e m p l o s  d e  p r o *

d u c c i ó n  c o n j u n t a .

E n  s e g u n d o  l u g a r ¡  u f l  a d e c u a d o  a n á 1 i s i s

d e  d e t e r m i n a d o s  p r o b l e m a s  e x i g e  u n a  m o d e l i z a c i ó n

e n  t é r m i n o s  d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a ;  a s í  p o r  e j e m p l o

l o s  e s t u d i o s  s o b r e  e l i m i n a c i ó n  d e  r e s i d u o s  ( b a s u r a .

p o l u c i ó n  ,  a t c .  )  ,  o  e l  t r a t a m i e n t o  d e 1  c a p i t a l  f i j o

(  l a s  m á q u i n a s  s o n  c o n s i d e r a d a s  c o m o  i n p u t s  d e 1  p r o -

c e s o  o b t e n i e n d o ,  c o r n o  o u t p u t s  d e l  m i s m o ,  o t r a s

m á q u i n a s  u n  p e r i o d o  m á s  v i e j a s ,  j u n t o  a  1 o s  b i e n e s

p r o d u c i d o s  )  .
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U n a  y e z  f i j a d a  1 a  i m p o r t a n c i a  d e  r e a l í z a r

u n a  m o d e l i z a c i ó n  t e ó r i c a  a d e c u a d a  e n  t é r m i n o s  d e

p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a ,  d e b e  d e c i d i r s e  e l  m a r c o  e n  q u e

s e  v a  a  e f e c t u a r  e l  e s t u d i o .  D e n t r o  d e  l o s  m ó d e l o s

c l á s i c o s  m u l t i s e c t o r i a l e s ,  e x i s t e n  d o s  a l t e r n a t i v a s

c l a r a s ,  m o d e l o s  t i p o  V o n  N e u m a n n ,  o  b i e n  e n  l a  l i n e a

d e  S r a f f a - L e o n t i e f .  A u n q u e  c o n c e p t u a l m e n t e  d i s t i n -

t o s ,  e s t o s  d o s  m o d e l o s  p r e s e n t a n  u n a  r r e q u i v a l e n c i a

m a t e m á t i c a ' r  ( S c h e f o l d ,  1 9 8 0 )  y ,  b a j o  c i e r t a s  c o n d i -

c i o n e s  p r o p o r c i o n a n  i d é n t i c a s  s o l u c i o n e s .  N o  o b s t a n -

t e ,  e l  m o d e l o  d e  V o n  N e u m a n n  p r e s e n t a  d e t e r m i n a d a s

l i m i t a c i o n e s .  D a d o  s u  p l a n t e a m i e n t o  m a t e m á t i c o  c o m o

r e s u l - t a d o  d e  u n  p r o g r a m a  l i n e a l  y  s u  d u a l ,  p r o p o r -

c i o n a  s i e m p r e  s o l u c i o n e s  s e m i p o s i t i v a s  p a r a  1 o s

p r e c i o s .  S i n  e m b a r g o ,  a l g u n o s  d e  1 o s  p r o b l e m a s

r e l e v a n t e s  p r e v i a m e n t e  s e ñ a l a d o s ,  c o m o  e 1  c a s o  d e l

a n á l i s i s  d e  e l i m i n a c i ó n  d e  r e s i d u o s ,  e x i g e n  1 a  p o s i -

b i l i d a d  d e  o b t e n c i ó n  d e  p r e c i o s  n e g a t i v o s ,  q u e  s e

i n t e r p r e t a n  c o m o  c o s t e s  d e  e l i m i n a c i ó n .  E s t e  t i p o

d e  l i m i t a c i o n e s  n o s  1 1 e v a n  a  s e l e c c i o n a r  c o m o  m a r c o

d e  r e f e r e n c i a  e l  m o d e l o  p l a n t e a d o  p o r  S r a f f a  ( t q ó O ) .

U n a  v e z  s i t u a d o s  e n  e l  c o n t e x t o  d e 1  ¡ n o d e l o

d e  S r a f f a ,  s o r p r e n d e  c o n s t á t a r  1 a  d i f e r e n c i a  c u a l i -

t a t í v a  y  c * . ¡ ¡ S n t i t a t i v a  e n  e 1  d e s a r r o l l o  t e ó r i c o  d e
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l o s  m o d e l o s  d e  p r o d u c c i ó n  s i m p l e  y  p r o d u c c i ó n  c o n -

j u n t a .  D e j a n d o  a 1  m a r g e n  c u e s t i o n e s  e s t r u c t u r a l e s ,

q u e  s e  a n a l i z a r á n  p o s t e r i o r m e n t e ,  a p a r e c e n  u n a

p r i m e r a  s e r i e  d e  p r e g u n t a s  i n m e d i a t a s :

¿ p o r  q u é  e s t u d i a r  e l  c a s o  p a r t i c u l a r  y  n o  e 1  g e n e -

r a I T  ( a 1  f i n  y  a l  c a b o :  D o  s o n  m á s  q u e  s i s t e m a s  d e

e c u a c i o n e s  l i n e a l e s ) ;  ¿ p o r  q u é  n o  h a y  c o n d i c i o n e s

q u e  a s e g u r e n  l a  v i a b i l i d a d  d e  u n  m o d e l o  d e  p r o d u c *

c i ó n  c o n j u n t a ?  ( c o m o  1 a  p r o d u c t i v i d a d  e n  p r o d u c c i ó n

s i m p l e ) ;  ¿ p o r  q u é  n o  s e  c o n s t r u y e n  t a b l a s  e m p í r i c a s

c o n  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a ?

L a  n o  e x i s t e n c i a  d e  r e s p u e s t a s ,  i n c l u s o

e n  c a s o s  m u y  e s p e c i f í c o s ,  p u e d e '  d a r  i d e a  d e 1  v a c i o

q u e  e x i s t e  s o b r e  e 1  t e m a .  U n  e j e m p l o  s e r v i r á  p a r a

i l u s t r a r  e s t a  a f i r m a c i ó n .

S u p ó n g a s e  q u e  a I g ú n  s e c t o r  p r o d u c e  m á s

d e  u n a  m e r c a n c í a  ( b i e n ) ,  p . " o , . ,  e n  t é r m i n o s  d e  o u t p u t

n e t o ,  c a d a  p r o c e s o  e s t á  a s o c i a d o  a  u n  ú n i c o  b i e n ;

e s t e  c a s o ,  t é c n i c a m e n t e  d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a :  s €

p u e d e  d e c i r  q u e  " e n  r e a l i d a d r r  e s  d e  p r o d u c c i ó n

s i m p l e  V  ¡  s i n  e m b a r g o  r  r o  e x i s t e n  c o n d i c i o n e s  q u e

a s e g u r e n  s u  b u e n  c o m p o r t a m i e n t o  ( e x i s t e n c i a  d e  p r e -

c i o s  d e  e q u i l i b r i o  p o s i t i v o s ,  t a s a  d e  b e n e f i c i o  n o

n e g a t i v a ,  e t c .  )  ,  a u n q u e  u n o  p u e d a  p e n s a r  q u e  s u
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f u n c i o n a m i e n t o  s e r á  a n á 1 o g o  a 1  d e  u n  s i s t e m a  d e

p r o d u c c i ó n  s i m p l e  (  ?  )  .  E n  e l  c a p í t u l o  4  s e  d a  u n a

r e f e r e n c i a  m á s  a m p l i a  d e  e s t e  c a s o ,  v i e n d o  q u e  e s t a

s o s p e c h a  e s  a s í  e n  r e a l i d a d .  E n  d e f i n i t i v a ,  ¿  q u é

o c u r r e  c o n  l a  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a  ? ,  ¿ e x i s t e n  s i e m -

p r e  a n o m a l í a s  o  e s  p o s i b l e  e n c o n t r a r  c o n d i c i o n e s

q u e  g a r a n t i c e n  u n  c o m p o r t a m i e n t o  r r a c e p t a b l e r r  ? .

Q:u ízá  desde e1  punto  de  v is ta  de  una

p e r s o n a  c o n  f o r m a c i ó n  b á s i c a m e n t e  m a t e m á t i c a  (  " M a t e -

m á t i c a s ,  e s a  m a l d i t a  h e r r a m i e n t a  q u e  s i e m p r e  s e

a c a b a  u t i l i z a n d o t t )  p u e d e n  e x i s t i r  o t r a s  r a z o n e s  p o r

l a s  q u e  e l  m o d e l o  d e  p r o d u c c i ó n  s i m p l e  h a  s i d o

ampl iamente a n a l i z a d o  y  e l  d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a

ú n i c a m e n t e  e s b o z a d o .  P a r a  d e s c u b r i r l a s  e s  ú t i l -

r e a l - i z a r  u n  e s t u d i o  d e t e n i d o  y  c o m p a r a t i v o  d e  a m b o s

s i s t e m a s ,  s i e m p r e  d e n t r o  d e 1  m a r c o  e l e g i d o  d e 1  m o -

d e l - o  d e  S r a f f a .  A m b o s  c a s o s -  d a n  l u g a r  a  s i s t e m a s

d e  e c u a c i o n e s  l i n e a l e s ,  p e r o  e n  e l  c a s o  d e  p r o d u c -

c i ó n  s i m p l e  l a  m a b r í z  d e l  s i s t e m a  e s  c u a d r a d a  ¡  € S

u n a  N - m a t r i z  Í c 1 a s e  d e  m a t r i c e s  e x t e n s a n e n t e  e s t u -

d i a d a )  y  e x i s t e  u n a  r e l a c í ó n  b i u n í v o c a  e n t r e  m e r -

c a n c í a s  y  p r o c e s o s  p r o d u c t i v o s .  E l  t e o r e m a  d e

P e r r o n - F r o b e n i u s  r e s u l t a  d e  u t i l i d a d  e n  1 a  d e t e r -

m i n a c i ó n  d e  I a  t a s a  m á x i m a  d e  b e n e f i c i o .  I a  m e r c a n -

-8 -

Análisis sobre la resolubilidad de modelos lineales de producción conjunta. Josep Enric Peris i Ferrando

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1987



c í a  p a t r ó n  y  l a  r e l a c i ó n  e n t r e  l a s  v a r i a b l e s  d í s -

t r i b u ü i v a s .  F i n a l m e n t e ,  b a j o  h i p ó t e s i s  s e n c i l l a s

y  r a z o n a b l e s  ( p o r  e j e m p l o r  l a  p r o d u c t i v i d a d )  d a n

I u g a r  a  s i s t e m a s  d e  p r o d u c c i ó n  c o n  b u e n a s  p r o p i e -

d a d e s .  T o d a s  e s t a s  c a r a c t e r í s t i c a s  n o  
" o :  

e x t e n s i -

b l e s  d e  m o d o  n a t u r a l ,  a  1 o s  m o d e l o s  d e  p r o d u c c i ó n

c o n j u n t a .  E n  e s t e  c a s o ,  1 a  m a t r í z  n o  t i e n e  p o r  q u é

s e r  u n a  N - m a t r i z  
(  1  )  

,  n i  s i q u i e r a  t i e n e  p o r  q u é

s e r  c u a d r a d a ,  1 o  c u a l  d i f i c u l t a  l a  d i s c u s i ó n  t e ó r i c a

d e  l a  r e s o l u b i l i d a d  a l  n o  d i s p o n e r  d e  u n a  c l a s e

c o n o c i d a  d e  m a t r i c e s  d o n d e  s e  s i t u e n  e s t o s  m o d e l o s .

P o r  o t r o  l a d o  ,  1 a s  m e r c a n c í a s  y a  n o  e s t á n  a s o c i a d a s

a  u n  ú n i c o  s e c t o r  p r o d u c t i v o  (  d e s a p a r e c e  l a  r e l a c i ó n

b i u n í v o c a  )  y  l a  p r o d u c c i ó n  d e  u n  b i e n  p u e d e  r e a l i -

z a r s e  a c t i v a n d o  d i s t i n t o s  p r o c e s o s ,  o  t o d o s  e 1 l o s

a  l a  v e z .  B a j o  l a s  h i p ó t e s i s  r e a l i z a d a s  e n  1 o s  m o d e -

l o s  d e  p r o d u c c i ó n  s i m p l e  r  D o  s e  p u e d e  g a r a n t í z a r  ,

e n  g e n e r a l ,  7 a  p o s i b i l i d a d  d e  s a t i s f a c e r  c u a l q u i e r

d e m a n d a  f i n a 1 ,  n i  l a  e x i s t e n c i a  d e  p r e c i o s  d e  e q u i -

l i b r i o  p o s i t i v o s  p a r a  L r n a  t e c n i c a  d a d a .  T a m p o c o

/ .  \  / .  ^ ^ F  \

t t J  L n  r u n z 0  ( l v u ) J  s e  0 1 c e  q u e ,  p a n a

n e " ^ l t , h l o  o "  ¡ n n r l  i. - , , - - c 1 0 n  n e c e s a r l a  q u e

o n r r e h a  e n  e s f e  f r a h a  i o .  e s t a  e n n e c i a c i ó n

s e r  u n  s i s t e m a  d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a

s u  m a t n i z  s e a  u n a  N - m a t n i z .  C o m o  s e

n o  e s  c i e r t a  ( v é a s e  c a p í t u i o  . 4 ) .
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resu l ta  de  u t i l i dad  e l  t eo rema de  Per ron -F roben ius ,

po r  I o  cua l  1os  temas  de  d i s t r i buc ión ,  as í  como 1a

ex i s tenc ia  de  mercanc ía  pa t rón :  Do  quedan  c l a ros .

E s t a  m e m o r i a  c o n s t i t u y e  u n  e s t u d i o  s o b r e

c ó m o  d e b e n  s e r  l o s  m o d e l o s  d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a ,

p a r a  g u e  s e  c o m p o r t e n  d e  m o d o  s i m i l a r  a  l o s  d e

p r o d u c c i ó n  s i m p l e ,  b u s c a n d o  h i p ó t e s i s  s o b r e  l a s

m a t r i c e s  d e  o u t p u t s  e  i n p u t s  p a r a  c o n s e g u i r l o  y  d e

m o d o  q u e  l a  p r o d u c c i ó n  s i m p l e  y  s u s  p r o p i e d a d e s  s e

o b t e a . g a n  c o m o  c a s o  p a r t i c u l a r  d e  l o P  m o d e l o s  i n t r o -

d u c i d o s .

E n  e 1  c a p í t u l o  1  s e  i n t r o d u c e  e l  m o d e l o

e c o n ó m i c o  q u e  v a  a  s e r  o b j e t o  d e  e s t u d i o  ( m o d e l o

S r a f f a - L e o n t i e f  ) ,  p l a n t e a n d o  t a n t o  e 1  c a s o  d e  p r o -

d u c c i ó n  s i m p l e  c o m o  c o n j u n t a .  S e  d e f i n e n  l o s  c o n c e p -

t o s  d e  r e s o l u b i l i d a d ,  s e g ú n  e l  c a s o  e s t u d i a d o ,  y

s e  m a r c a n  l o s  o b j e t i v o s  d e l  t r a b a j o .

L o s  c a p í t u l o s  2  y  3  c o n s t i t u y e n  e I  a n á l i -

s i s  m a t e m á t i c o  d e l  p r o b l e m a ,  s i e n d o ,  e n  e l  p r i m e r

c a s o ,  I a  m a t r i z  c u a d r a d a  y  r e g u l a r ,  m i e n t r a s  e I  o t r o

e s t á  d e d i c a d o  a  m a t r i - c e s  n o  i n v e r t i b l e s .  E n  e l

c a p í t u 1 o  2  s e  a n a T í z a  1 a  s e m i p o s i t i v i d a d  d e  1 a

i n v e r s a  d e  1 a  m a t r í z  d e l  s i s t e m a .  P a r a  e 1 1 o  s e

b u s c a n  e x t e n s i o n e s .  a  p a r t i r  d e  1 a  c o n o c i d a  c l a s e
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d e  l a s  N - m a t r i c e s ,  d e  t a l  f o r m a  q u e  1 a s  g e n e r a l i -

z a c i o n e s  d i s p o n i b l e s  d e l  t e o r e m a  d e  P e r r o n - F r o b e n i u s

s e a n  a p l i c a b l e s  ( e t  p a r t i c u l a r , 1 a  g e n e r a l i z a c j - 6 n

d e  M a n g a s a r í a n ) .  A p a r e c e n  a s í ,  s u c e s i v a m e n t e  1 a s

N - ) .  y  B - m a t r i c e s ,  c l a s e s  p a r a  l a s  q u e  s e  o b t i e n e  u n

g r u p o  d e  c o n d i c i o n e s ,  n e c e s a r i a s  y  s u f i c i e n t e s ,

q u e  g a r a n t i z a n  1 a  s e m i p o s i t i v i d a d  d e  l a  i n v e r s a .

S e  c o n c l u y e  c o n  u n  r e s u l t a d o  i m p o r t a n t e :  L a  c l a s e

d e  l a s  m a t r j - c e s  c o n  i n v e r s a  s e m i p o s i t i v a  e s t á

i n c l u i d a  e n  l a  d e  l a s  B - m a t r i c e s ,  c o n  1 o  c u a l  s e

p o n e  f i n  a  l a s  s u c e s i v a s  g e n e r a l i z a c i o n e s .

E n  e l  c a p í t u l o  3 ,  s e  t r a b a j a  c o n  m a t r i - c e s

q u e  n o  s o n  i n v e r t i b l e s ,  1 o  q u e  d a  l u g a r  a  l a  u t i l i -

z a c i 6 n  d e  i n v e r s a s  g e n e r a l i z a d a s .  A d e m á s  d e  1 a s

c l a s e s  d e  m a t r i c e s  i n t r o d u c i d a s  e n  e 1  c a p í t u l o

a n t e r i o r ,  s e  e s t u d i a  a q u í  u n a  n u e v a  c l a s e ,  c o n  e l

n o m b r e  d e  B - m a t r i c e s  g e n e r a l i z a d a s r  e u e  c o n t i e n e

a  l a s  m a t r i c e s  q u e  d a n  l u g a r  a  s i s t e m a s  r e s o l u b l e s .

E s  e n  l o s  c a p í t u 1 o s  4  y  5  d o n d e  s e  d e f i n e n

l o s  m o d e l o s  d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a  c o n  l a s  p r o p i e -

d a d e s  d e s e a d a s .  E n  e l  c a p í t u l o  4 ,  d e d i c a d o  a  s i s t e -

m a s  c o n  t a n t o s  b i e n e s  c o m o  D r o c e s o s .  s e  a n a l i z a n

t r e s  m o d e l o s  d i s t i n t o s . s e g ú n  1 a s  c o n d i c i o n e s

i m p u e s t a s  s o b r e  l a  m a t r i z  d e l  s i s t e m a .  E n  e l  ú 1 t i m o
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d e  l o s  m o d e l o s  d e f i n i d o s  s e  v e r i f i c a  e l  c u m p l i m i e n t o

d e  i d é n t i c a s  p r o p i e d a d e s  q u e  e n  l a  p r o d u c c i ó n  s i m -

p l e .  H a y  q u e  r e s a l t a r  q u e  1 o s  m o d e l o s  d e  p r o d u c c i ó n

s i m p l e  v e r i f i c a n  t o d a s  1 a s  h i p ó t e s i s  u t i l i z a d a s  e n

1 a  d e f i n i c i ó n  d e  e s t o s  m o d e l o s .

E l  c a p í t p l o  5  e s t á  d i v i d i d o  e n  d o s  p a r t e s :

. u n a  d e d i c a d a  a l  e s t u d i o  d e  m o d e l o s  c e r r a d o s  y  o t r a

e n  l a  q u e  s e  p l a n t e a  e 1  c a s o  g e n e r a l  d e  p r o d u c c i ó n

c o n j u n t a ,  c o n  L l n  n ú m e r o  d e  b i e n e s  y  d e  p r o c e s o s

i n d e p e n d i e n t e  .  E n  a m b o s  c a s o s  s e  e s t u d i a  l a  r e s o -

l u b i l i d a d  d e 1  m o d e l o ,  o b t e n i e n d o  p a r a  e 1  p r i m e r o

u n  r r b u e n  f  u n c i o n a m i e n t o r r  d e  1 a s  B - m a t r i c e s  s i n g u -

1 a r e s ,  y  d e f i n i e n d o  p a r a  e l  s e g u n d o  u n  n l l e v o  m o d e l o ,

c u y a  m a i - r í z  e s t á  e n  l a  c l a s e  d e  l a s  B - m a t r i c e s  g e n e -

r a l i z a d a s ,  q u e  t i e n e  u n  c o m p o r t a m i e n t o  s i m i l a r  a 1

c a s o  d e  p r o d u c c i ó n  s i m p l e ,  s i e n d o  e s t e  u n  c a s o  m u c h o

m á s  g e n e r a l .

F i n a l m e n t e ,

a p é n d i c e s  d e d i c a d o s

e s t u d i o  r e a l i z a d o ,  o

d e  t r a b a j o .  E s t o s  s o n :

1 .  T e o r e m a s

2 .  M a t r i c e s

3 .  I n v e r s a s

l a  m e m o r i a  c o n t i e n e  t r e s

a  t e m a s  r e . l a c i o n a d o s  c o n  e l

u t i l i z a d o s  c o m o  h e r r a m i e n t a s

d e  P e r r o n - F r o b e n i u s

d e  s i g n o s

g e n e r a  l i z  a d a s

1 ,
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E n  t o d o s  e l l o s r  s e  r e c o g e n  u n  r e s u m e n  d e  l a  l i t e -

r a t u r a  a 1  r e s p e c t o  y  s e  r e a l i z a  a l g u n a  a p l i c a c i ó n

d e  u t i l i d a d  e n  e I  d e s a r r o l l o  d e  1 a  m e m o r i a .

S e ñ a l a r :  p o r  ú l t i m o :  g u e  l a  n o t a c i ó n

u t i l i z a d a  e n  1 a  m e m o r i a  e s  1 a  h a b i t u a l ,  r e m a r c a n d o

e u e ,  e n  1 a  c o m p a r a c i ó n  d e  v e c t o r e s ,

x > y  ,  s i g n i f i c a  q u e  * i t y i  i = 1 : 2 , , . . , r r

x  > y  ,  s i g n i f i c a  q u e  * i i y i  i = 1 r 2 , . . . r f ,

x  /  y ,  s i g n i f i c a  q u e  e x i s t e  k  I  * t  I  y k

1 a- r J -
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CAPITULO 1

EL MODELO ECONOMICO DE

PRODUCCIOI{ CONJUNTA

1 . 1  I n t r o d u c c i ó n

L.2  E l  mode lo  económico  de  producc ión  con jun ta

1 . 3  R e s o l u b i l i d a d  d e l  m o d e l o

- 1  4 -

Análisis sobre la resolubilidad de modelos lineales de producción conjunta. Josep Enric Peris i Ferrando

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1987



1 . 1 TNTRODUCCTON

E n  e s t e  c a p í t u l o  s e  d e f i n e  e l  m o d e l o  g e -

n e r a l  d e  u n  s i s t e m a  p r o d u t i v o  q u e  v a  a  s e r  e l  m a r c o

de es tud io  de  eq ta  memor ía  '  Como se  k ra  comentado

c o n  a n t e r i o r i d a d ,  e l  m o d e l o  e l e ' x i : - i d o  c o r r e s p o n d é  a 1

p l a n t e a d o  p o r  S r a f f a  e n r r P r o d u c c i ó n  d e  m e r c a n c í a s

p o r  m e d i o  d e  m e r c a n c í a s  t t  (  1 9 6 0  )

E n  l a  s e c c i ó n  1 . 2  s e  d a n  l o s  s u p u e s t o s

q u e  c a r a c t e r í z a n  a 1  s i s t e m a  e c o n ó m i c o ,  r e a l i z a n d o

a d e m á s  a l g u n a s  e s p e c i f i c a c i o n e s  s o b r e  l o s  r e q u e r i -

m i e n t o s  d e  i n p u t s  ( m e r c a n c í a s  y  t r a b a j o )  u t i l i z a d o s

e n  l a  p r o d u c c í 6 n ,  a s í  c o m o  d e  l o s  o u t p u t s  q u e  s e

o b t i e n e n .  D a d a s  l a s  h i p ó t e s i s  r e a l í z a d a s  (  e n  p a r -

t i c u l a r  e l  h e c h o  d e  q u e  p r e v a l - e z c a n  r e n d i m i e n t o s

c o n s t a n t e s  a  e s c a l a  )  e s t e  t i p o  d e  m o d e l o s  e c o n ó m i -

c o s  d e  p r o d u c c i ó n  p u e d e n  f o r m a l i z a r s e  m e d i a n t e

i d e n t i d a d e s  l i n e a l e s

B x - A x + d

p B = ( l + r ) P A + w a

( 1 )

( 2 )

c o n o c i d a s ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  c o m o  s i s t e m a  d e  c a n t i -

d a d e s  y  s i s t e m a  d e  p r e c i o s .  S e  i n t r o d u c e n ,  s o b r e

e s t e  m o d e l o ,  I a s  n o c i o n e s  d e  p r o d u c t i v i d a d ,  r e n t a -

b i l i d a d  y  r e s o l u b i l i d a d .  A  c o n t i n u a c i ó n  s e  d i f e r e n -
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c í a  e n t r e  p r o d u c c i ó n  s i m p l e  y  p r b d u c c i ó n  c o n j u n t a ,

v i e n d o  1 a s  d i - v e r g e n c i a s  d e  1 o s  s i s ü e m a p  a  q u e  _ . d a n . .

l u g a r  c a d a  u n o  d e  e s t o s  c a s o s .

E n  l a  s e c c i ó n  1 . 3  s e  i n t e n t a  v e r ,  d e s d e

l a s  p r o p i e d a d e s  d e  l o s  m o d e l o s  d e  p r o d u c c i ó n  s i m p l e

( c o n o c i d a s  y  b i e n  a n a l i z a d a s  e n  l a  l i t e r a t u r a  s o b r e

e l  t e m a ) ,  c o m o  e s  e l -  m o d e l - o  d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a

y  s i  c o n s e r v a  l a s  p r o p i e d a d e s  d e  a q u e l .  S e  p l a n t e a n

f i n a l m e n t e  I o s  o b j e t i v o s  p e r s e g u i d o s  e n  e s t e  t r a b a *

j o .
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L .2 EL MODELO ECONOMICO DE PRODUCCION CONJUNTA

S e  c o n s i d e r a  u n a  e c o n o m i a  c e r r a d a  y  s i n

s e c t o r  p ú b l i c o r  g u e  p r o d u c e  n  m e r c a n c i a s  m e d i a n t e

m e r c a n c i a s  y  t r a b a j o  h o m o g e n e o ,  a  t r a v e s  d e  m

s e c t o r e s  p r o d u c t i v o s  q u e  v e r i f i c a n  l o s  s i g u i e n t e s

s u p u e s f o s  :

1 .  T o d a s  1 a s  m e r c a n c i a s  t i e n e n  e l  m i s m o  p e r i o d o

d e  p r o d u c c i ó n .  S e  d i s p o n e  d e  1 o s  i n p u t s  a 1  i n i c i o

d e  d i c h o  p e r i o d o  y  l o s  o u t p u t s  s e  o b t i e n e n  a 1  f i n a l

d e 1  m i s m o .

, E 1  t r a b a j o  ( q u e  s e  s u p o n e  h o m o g e n e o )  e s  e 1

ú n i c o  i n p u t  p r i m a r i o  d e  l a  p r o d u c c i ó n ,  c u y a  p a r t i -

c i p a c i ó n  s e  r e q u i e r e  e n  t o d o s  l o s  p r o c e s o s .  S e

c o n s i d e r a  q u e  p r e v a l e c e n  c o n d i c i o n e s  c o m p e t i t i v a s

e n  e 1  m e r c a d o  d e  t r a b a j o ,  d e  m o d o  q u e  e 1  s a l a r i o

e s  u n i f o r m e

3 .  E x i s t e n  r e n d i m i e n t o s  c o n s t a n t e s  a  e s c a l a .

4 .  C u a l q u i e r  n ú m e r o  r e a l  n o  n e g a t i v o  p u e d e  r e p r e -

s e n t a r  c i e r t a  c a n t i d a d  d e  c u a l - q u i e r  m e r c a n c i a

(  d i - v i s i b i l i d a d  d e  1 o s  b i e n e s  )  .

5 .  S ó 1 o  e x i s t e  u n a  t é c n i c a  a  d i s p o s i c i ó n  d e  c a d a

u n o  d e  1 o s  s e c t o r e s  p r o d u c t i v o s .

_17 _
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U n  p r o c e s o  p r o d u c t i v o  c o n s t i t u y e  L r n a

e s p e c i f i c a c i ó n  d e  l o s  i n p u t s  r e q u e r i d o s  p o r  u n

s e c t o r  y  1 o s  o u t p u t s  g u e  d i c h o  s e c t o r  p r o d u c e .

T e n i e n d o  e n  c u e n t a  1 o s  s u p u e s t o s  e s t a b l e c i d o s :  € s

p o s i b l e  r e p r e s e n t a r  1 a s  p o s i b i l i d a d e s  p r o d u c t i v a s

d e  c a d a  s e c t o r ,  a c t u a n d o  a  u n  c i e r t o  r r n i v e l  u n i -

t a r i o "  p r e f j - j r d o (  
1 ) ,  

m e d i a n t e  u n a  t e r n a

i
a J  -  t ^  .  . a  . ) t-  \ q l j r " Z j '  , * r r j ,

b i  =  ( b  
t  j r b . , i ,  , b r j  ) '

a . €R
J

d o n d e  a .  >  0 .  e s  l a  c a n t i d a d  d e  m e r c a n c i a  i  u t i l i -
a J

z a d a  c o m o  i n p u t  e n  e l  p r o c e s o  i ;  a .  >  0  1 a  c a n t i d a d

d e  t r a b a j o  h o m o g e n e o  y  O U j  l a  c a n t i d a d  d e  m e r c a n c i a

k  p r o d u c i d a  p o r  d i c h o  p r o c e s o ,  a c t u a n d o  a 1  n i v e l

u n i t a r i o .

E 1  c o n j u n t o  d e  m é t o d o s  p r o d u c t i v o s  d e f i n e n

l a  t é c n i c a  d e l  s i s t e m a  e c o n ó m i c o ,  q u e  v i e n e  d e s c r i t a

p o r  l a  t e r n a

( A  '  a  t

( a . . )  e s'  
a J '  r I  x  I I I

( 1 )  D a d a  l a  p e r f e c t a  d i v i s i b i l i d a d  d e  l o s  b i e n e s ,  Y  e l  h e c h o  d e  q u e  p n e v a -

l e z c a n  n e n d i m i e n t o s  c o n s t a n t e s  a  e s c a l a ,  n o  e s  i m p o n t a n t e  c u a l  e s  e l  n i v e l

q u e  s e  f i j a  c o m o  u n i t a n i o .  S e  s u p o n d n á  u n o  p r  e f i j a d o  a r b i t r a n i a m e n t e .

donde

B)

L d matr iz d e  i n p u t s ,

r Q
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a  =  ( a j  ) ,  . .  _  e s  e l  v e c t o r  d e  r e q u e r i m i e n t o s  d e
l _  r x n

t r a b a j o  y  B  =  ( o r ¡ ) r r r *  l a  m a t ' r j - z  d e  o u t p u t s ,  t o d o

e 1 1 o  a 1  n i v e l  u n i t a r i o  p r e f i j a d o .  C l a r a m e n t e ,  l a s

m a t r i c e s  A  y  B  s o n  s e m i p o s i t i v a s ,  s i e n d o  e 1  v e c t o r

a  e s t r i c t a m e n t e  p o s i t i v o  ( p o r  e l  s u p u e s t o  2 ) .  S e

r e a l í z a n  f i n a l m e n t e ,  a l g u n a s  e s p e c i f i c a c i o n e s  s o b r e

I o s  t é r m i n o s  d e  l a s  m a t r i c e s  d e  i n p u t s  y  o u t p u t s

a ) Para  que e l  s is tema pueda reprodu-

c i r s e ,  c a d a  b i e n  d e b e  s e r  p r o d u c i d o  € f , :

a l  m e n o s :  ü D  s e c t o r ,  e s t o  e s

b .  =  ( b . . , b . ^ ,
t _  l - t  -  r L '

p a r a  í = 1  1 2 ,  , n  .  " '

b  )  C a d a  p r o c e s o  u t i l i z a

c o m o  m e d i o  d e  p r o d u c c i ó n ,

.b .  )  +  0' 7-m'

a l g u n a  m e r c a n c í a

e s  d e c i r

,a  . ) '+  0- n J

p a r a  i = L  1 2 ,  , m

c )  C a d a  s e c t o r  p r o d u c e ,  a 1  m e n o s :  ü f l

b i e n ,  c o n  1 o  c u a l

b J  =  ( b , - r b . r ,
r J  . J

p a r a  i = L , 2 ,  , m

i ,
a -  =  t a t : ¡ á , > : t

r J  L J

.  ,bn . ) ' l  o
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s e  a s u m e  c o m p e t e n c i a ,  e n  e l  s e n t i d o  c l á s i c o  d e 1

t é r m i n o ,  y  s e  t o m a  u n a  t a s a  d e  b e n e f i c i o  h o m o g e n e a

r  p a r a  t o d o s  l o s  p r o e e s " o s  p r o d u c L i v o s ,  d e b e r á n

p r e v a l e c e r  u . n o s  P r e c i o s

P  =  ( P 1 ,  , P r r )  > 0  ,

de  manera  que

r p A + w a = v

o ,  e s c r i t o  d e  o t r a  f o r m a

p B  =  ( l + r ) p A  +  w a  ( 2 )

d o n d e  r > 0  e s  l a  t a s a  d e  b e n e f i c i o  y  w > 0  1 a  t a s a

d e  s a l a r i o  u n i t a r i o .  L a  e c u a c i ó n  ( 2 )  e s  c o n o c i d a

c o m o  s i s t e m a  d e  p r e c i o s  d e l  m o d e l o .

D E F I N I C I O N  1  .  -

E 1  m o d e l o  e c o n ó m i c o  s e  d i c e  q u e  e s

p r o d u c t i v o  s i  e x i s t e  u n  n i v e l  d e  a c t i v i d a d  x  >  0  ,

t a 1  q u e

B x >  A x  ,

e s t o  € s ,  e I  s i s t e m a  e s  c a p a z  d e  p r o d u c i r  o u t p u t  n e t o

d e  t o d o s  l o s  b i e n e s .
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S i  s e  r e p r e s e n t a  p o r  O j

n i v e l  d e  a c t i v i d a d  p a r a  e l  j - é s i m o  s e c t o r ,  y  s i e n d o

i  -  ( i t ,  . . .  ,  i r )

e l  v e c t o r  d e  n i v e l e s  d e  a c t i v i d a d ,  s e  t e n d r á  q u e :

a *  e s  l a  c a n t i d a d  t o t a l  d e  t r a b a j o  e m p l e a d o

A i  e s '  e l  v e c t o r  d e  c o n s u m o  i n t e r n n e d i o  d e  i n p u t s

B i  e s  e 1  v e c t o r  d e  o u t p u t s  b r u t o s  t o t a l e s

E l  vec to r  A  =  (B  -  A ) *  r ep resen ta  e1

ou tpu t  ne to  de  l a  economía  (o fe r t a ) .  Pa ra  sa t i s f ace r

exac tamen te  una  demanda  f i na l  de  l os  n  b ienes  dada

p o r  e 1  v e c t o r

d  =  ( d 1  , d r )  ,

e l  s i s t e m a  d e b e r í a  a c t u a r  a  u n  n i v e l

t a l  q u e

B x = A x + d ( 1 )

ecuac ión  a  la  que se  denomina s is tema de cant idades

d e l  m o d e l o .

S í  0 i  e s  e 1  p r e c i o  d e 1  b i e n  i - é s i m o ,  e l

p r o d u c t o

p(e -  A)  -  +

d e n o t a  e I  v e c t o r  d e  v a l o r e s  a ñ a d i d o s  u n i t a r i o s .  S i

, 1
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D E F I N I C I O N  2 . .

S e  d i c e  q u e  e l  m o d e l o  e s  r e n t a b l e  s i

e x i s t e n  p r e c i o s  p  >  0 ,  t a l e s  q u e

P B  > P A  '

e s  d e c i r r  e o  c a d a  s e c t o r  e 1  v a l o r  a ñ a d i d o  e s

p o s i t i v o .

DEFIN IC ION 3 .  -

E l  m o d e l o  s e  d i c e  q u e  e s  t o t a l m e n t e

p r o d u c t i v o  s i  e s  c a p a z  d e  s a t i s f a c e r  c u a l q u i e r

d e m a n d a  f i n a l .  e s t o  e s .

p a r a  t o d o  d > 0 ,  e x i s t e  x > 0  t a 1  q u e

B x = A x + d

Se d ice  también  que e l  s is tema es  fuer temente

r e s o l u b l e .

D E F I N I C I O N  4 .  _

E 1  s i s t e m a  s e  d i c e  q u e  e s  d e  p r o d u c c i ó n

s i m p l e ,  s i  c a d a  s e c t o r  p r o d u c e  u n  s o l - o  b i e n ,  y  c a d a

m e r c a n c í a  e s  r ¡ r o d u c i d a  p o r  u n  ú n i c o  s e c t o r .

E s t o  i m p l i c a  q u e  a p a r e c e r á n  t a n t o s  s e c t o -

r e s  c o m o  b i e n e s  y  l a  m a t r í z  d e  o u t p u t s  s e r á  d i a g o n a l

, ,
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s a l v o  p e r m u t a c i ó n ,  p u d i e n d o  e l e g i r  e I  n i v e l  u n i t a r i o

d e l  m o d e l o  p a r a  q u e  s e a  l a  m a t r i z  i d e n t i d a d .

pEFrNrc roN 5 .  -

El  mode lo  es  de  producc ión  con jun ta  cuando

a 1 g ú n  p r o c e s o  p r o d u c e  m á s  d e  u n a  m e r c a n c í a .

E n  e s t e  c a s o .  1 a s  m a t r i c e s  n o  s e r á n

n e c e s a r i a m e n t e  c u a d r a d a s  y  t  e n  c a s o  d e  s e r  c u a d r a -

d a s ,  7 a  m a t r i z  d e  o u t p u t s  n o  p o d r á  s e r  d i a g o n a l .

- 2  " ¿ -
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1.3 RESOLUBILIDAD DEL MODELO

L o s  m o d e l o s  d e  p r o d u c c i ó n

p a r a  s u s  s i s t e m a s  d e  c a n t i d a d e s

e s t r u c t u r a s  m á s  s e n c i l l a s

x = A x + d

p = ( l + r ) p A + w a

s i m p l e  p o s e e n ,

y  d e  p r e c i o s ,

( 1 )

( 2 )

A d e m á s ,  p a r a  e s t o s  m o d e l o s ,  1 a s  c o n d i c i o n e s  d e

p r o d u c t i v i d a d ,  r e n t a b i l i d a d  y  r e s o l u b i l i d a d  f u e r t e

s o n  e q u i v a l e n t e s ,  s i e n d o  e l  s i s t e m a  d e  p r e c i o s

t a m b i é n  r e s o l u b l e  s i e m p r e  q u e  1 a  t a s a  d e  b e n e f i c i o

n o  s u p e r e  u n  v a l o r  m á x i m o  R ,  q u e  v i e n e  d a d o  p o r

I

R -  
- - - 1

r " (A)

d o n d e  l " ( A )  e s  1 a  r a í z  d e  F r o b e n i u s  d e  l a  m a t r í z  A

d e  r e q u i s i t o s  d e  i n p u t s .

E s t a  p r o p i e d a d ,  a s í  c o m o  o t r a s  q u e  p o s e e n

l o s  m o d e l o s  d e  p r o d u c c i ó n  s i m p l e r  o o  s e  c o n s e r v a n  e n

g e n e r a l  c u a n d o  1 a  p r o d u c c i ó n  e s  c o n j u n t a .  A u n q u e  s o n

h a b i t u a l e s  I a s  h i p ó t e s i s  d e  p r o d u c t i v i d a d  y  r e n t a b i -

1 i d a d ,  e s t e  t i p o  d e  s u p u e s t o s  ( i n c l u s o  a m b o s )  n o

g a r a n t i z a n  l a  r e s o l u b i l i d a d  e n  e 1  s i s t e m a  d e

c a n t i d a d e s  o  e n  e l  d e  p r e c i o s .  S e  i n t e n t a ¡  € D  e s t e

_ ) A -
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t r a b a j o ,  e s t a b l e c e r  c o n d i c i o n e s  q u e  g a r a n t i c e n  1 a

r e s o l u b i l i d a d  d e  u n  s i s t e m a  d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a ,

a s í  c o m o  e s t u d i a r  q u é  p r o p i e d a d e s  d e  l o s  m o d e l o s  d e

p r o d u c c i ó n  s i m p l e  p u e d e n  c o n s e r v a r s e .  E n  p a r t i c u l a r

s e  e s t á  i n t e r e s a d o  e n  a n a l i z a r  l o s  s i g u i e n t e s

a s p e c t o s  :

1 .  R e s o l u b i l i d a d  d e  l o s  s i s t e m a s  d e  c a n t i d a d e s  y  d e

p r e c i o s

E x i s t e n c i a  d e  u n a  ú n i c a  t a s a  d e  b e n e f i c i o  R

E x i s t e n c i a  d e  I a  m e r c a n c í a  p a t r ó n  d e  S r a f f a

,

3.

4 .  C o m p o r t a m i e n t o  d e  l o s

c o m p r o b a r  s i  1 o s  p r e c i o s ,

s a l a r i o ,  c r e c e n  c u a n d o  1 o

t a s a  m á x i m a  d e  b e n e f i c i o

p r o d u c c i ó n  s i m p l e  )

p r e c i o s  (  e n  p a r t i c u l a r ,

m e d i d o s  e n  t é r m i n o s  d e

h a c e  r  y  d i v e r g e n  e n  1 a

R ,  c o m o  e n  e 1  c a s o  d e

E x i s t e  a d e m á s  u n  p r o b l e m a  a d i c i o n a l ,

p r o v o c a d o  p o r  e 1  h e c h o  d e  q u e  e n  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a

l a s  m a t r í c e s  p u e d e n  n o  s e r  c u a d r a d a s ,  q u e  e s  I a

p o s i b i l i d a d  d e  q u e  e 1  s i s t e m a  n o  p u e d a  s a t i s f a c e r
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c u a l q u i e r  v e c t o r l  d e  d e m a n d a  f i n a l .  E n  e s t e  c a s o  l a

d e f i n i c i ó n  d e  r e s o l u b i l i d a d  n o  t i e n e  s i g n i f i c a d o ,

d e b i e n d o  r e l a j a r s e  e n  e l  s e n t i d o  d e  q u e

p a r a  t o d o  d  >  0 ,  d €  I m ( t " t ) ,  e x i s t e  *  :  O  I

B x = A x + d ,

e s  d e c i r ,  c u a l q u i e r  v e c t o r  s e m i p o s i t i v o  q u e  e 1

s i s t e m a  s e a  c a p a z  d e  p r o d u c i r ,  d e b e r á  p o d e r  o b t e n e r -

s e  m e d i a n t e  n i v e l e s  d e  a c t i v i d a d  n o  n e g a t i v o s .  S e g ú n

e l  c o n t e x t o  s e  u L í L í z a r á  u n a  u  o t r a  d e f i n i c i ó n  d e

r e s o l u b i l i d a d .

E n  r e s u m e n ,  € D  e s t e  t i p o  d e  m o d e l o s

a p a r e c e n  d o s  s i s t e m a s

(B -A )x -d

p (e  -  ( 1+ r )A )  =  h i a

( 1 )

( 2 )

e n  l o s  q u e  
-  s e  d e s e a  a n a l i z a r  l a  r e s o l u b i l i d a d .

Denominando

M(r ) -B - (1+ r )A  ;M=M(o )

ambos  s i s temas  poseen  la  m isma es t ruc tu ra  ma temát i ca

M( r ) x  =  z  ( 3 )

E l  e s t u d i o  s e  d í v i d e  e n  d o s  p a r t e s ,  s e g ú n

l a  m a t r i z  M  s e a  i n v e r t i b l e  o  n o .  E s t o s  s e  a n a l i z a n

- 26 -
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e n  d i s t i n t o s  c a p í t u l o s ,

t i c o  c o m o  e c o n ó m i c o .

t a n t o  e n  e l  e s t u d i o  m a t e m á -

_ ?  1 _

Análisis sobre la resolubilidad de modelos lineales de producción conjunta. Josep Enric Peris i Ferrando

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1987



CAPTTULO 2

STSTEMAS REGULARES :

SEMTPOSTTTVTDAD DE LA TNVERSA

2. t

2 .2

z . J

2.4

2 .5

fn t roducc ión

Resu l tados  genera les

N - m a t r i c e s

N ' " . -mat r ices

B - m a t r i c e s

r Q

Análisis sobre la resolubilidad de modelos lineales de producción conjunta. Josep Enric Peris i Ferrando

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1987



2. t TNTRODUCCTON

E 1  p r e s e n t e  c a p í t u l o  e s t á  d e d i c a d o  a l  e s t u -

d i o  d e  1 a  e x i s t e n c i a  y  s e m i p o s i t i v i d a d  d e  l a  i n v e r s a

d e  u n a  m a t r i  z  c u a d r a d a  M ,  c o n d i c i ó n  e q u i v a l e n t e  a

l a  l l a m a d a  " r e s o l u b i l i d a d  f u e r t e r r  d e l  s i s t e m a  d e  m a -

t r í z  M ,  e s  d e c i r ,  a  l a  e x i s t e n c i a  d e  s o l u c i ó n  s e m i -

p o s i t i v a ,  p a r a  t o d o  d  > 0 :  € ñ  e l  s i s t e m a

M x - d

E I  p r o b l e m a  p l a n t e a d o  s e  r e s u e l v e  a n a l i z a n -

d o  d e s c o m p o s i c i o n e s  d e  1 a  m a t r i z  M  e n  I a  f o r m a

M=B A B ,  A>0

q u e  s e  d e n o m i n a r á n  r r d e s c o m p o s i c i o n e s  s e m i p o s i t i v a s  I '

d e  M .  S e g ú n  e 1  t i p o  d e  d e s c o m p o s i c i ó n  q u e  M  a d m i t e ,

s e  e n c u e n t r a n  c o n d i c i o n e s  n e c e s a r i a s  y  s u f i c i e n t e s

p a r a  g a r a n t i z a r  1 a  e x i s t e n c i a  y  s e m i p o s i t i v i d a d  d e

- 1
M

L a  s e c c i ó n  2 . 2  r e c o g e  u n a  s e r i e  d e  c o n d i -

c i o n e s  e u e :  e n  c u a l q u i e r  s i t u a c i ó n  ( e s  d e c i r ,  i n d e -

p e n d i e n t e m e n t e  d e l  t i p o  d e  d e s c o m p o s i c i ó n  q u e  a d m i t e

M )  s o n  n e c e s a r i a s  y  s u f i c i e n t e s  p a r a  1 a  e x i s t e n c i a

y  s e m i p o s i t i v i d a d  d e  M - 1 .  J u n t o  a  l a s  c o n o c i d a s  e n

I a  l i t e r a t u r a ,  s e  o f r e c e  L r n a  n u e v a  c o n d i c i ó n  n e c e s a -

- ? o -
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r i a  y  s u f i c i e n t e :  1 a  a c o t a c i ó n  p o r  l a  u n i d a d  d e l  r a :

d i o  e s p e c t r a l  g e n e r a l i z a d o  p ( A g )  p a r a  c u a l q u i e r  d e s -

c o m p o s i c i ó n  s e m i p o s i t i v a  d e  M

L a s  s e c c i o n e s  s i g u i e n t e s  o b t i e n e n  c o n d i c i o -

n e s  n e c e s a r i a s  y  s u f i c i e n t e s  p o r  s u b c l a s e s  d e  m a t r i -

c e s  p a r t i c u l a r e s ,  c l a s i f i c a d a s  d e  a c u e r d o  a 1  t i p o

d e  d e s c o m p o s i c i ó n  s e m i p o s i t i v a  q u e  a d m i t e n .  A , s í ,  1 a

s e c c i ó n  2 . 3  e s t á  d e d i c a d a  a  l a s  N - m a t r i c e s ,  q u e  s o n

a q u e l l a s  q u e  a d m i t e n  u n a  d e s c o m p o s i c i ó n  d e I  t i p o

M -  r ( r -A) r  >0 A>0

f  la  mat r iz  iden t idad

P a r a  e s t e  t i p o  d e  m a t r i c e s  h a y  u n  c o n j u n t o  a m p l i o

d e  c o n d i c i o n e s  n e c e s a r i a s  y  s u f i c i e n t e s  p a r a  l a  e x i s -

t e n c i a  y  s e m i p o s i t i v i d a d  d e  1 a  i n v e r s a ,  p r e s e n t a d a s

p o r  d i v e r s o s  a u t o r e s  ( H a w k i n s  &  S i m o n ,  D e b r e u  &  H e r s -

t e i n ,  G a 1 e ,  N i k a i d o ,  e t c . ) .  E n  e ' s t a  s e c c i ó n  s e  a ñ a d e

u n a  n u e v a  c o n d i c i ó n  a  1 a s  y a  l i s t a d a s ,  d e n o m i n a d a

S M D  ( s e m i m o n o t o n í a  d é b i 1 ) .

L a  s e c c i ó n  2 . 4  p r e s e n t a  u n a  p r i m e r a  e x t e n -

s i ó n  d e  l a s  N - m a t r i c e s ,  d e n o m i n a d a s  N - x - - m a t r i c e s ,  c o m o

a q u e l l a s  q u e  a d m i t e n  u n a  d e s c o m p o s i c i ó n  s e m i p o s i t i v a
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P a r a  l a s  N - ) í - m a t r i c e s  s e  g e n e r a l  i - z a n  l a s  c o n d i c i o n e s

e q u i v a l e n t e s  o b t e n i d a s  p a r a  l a s  N - m a t r i c e s  e u e r  e n

e s t e  c a s o ,  c o n t i n u a n  t e n i e n d o  s e n t i d o .  E 1  a l c a n c e

d e  e s t a  e x t e n s i ó n  r e s u l - t a  p a t e n t e  u n a  v e z  s e  h a  p r o -

b a d o  q u e  t o d o  N - ) . ' - m a t r i z  e s  e q u i v a l e n t e  p o r  p e r m u t a -

c i ó n  a  u n a  N - m a t r i z .

e n  l a  f o r m a

M-B  A

L a  s e c c i ó n  2 . 5

m a t r i c e s ,  I a s  B * m a t r i c e s ,

c i ó n s e m i p o s i t i v a M - B

c i o n e s :

descomposic ión

Bx>0

compa t ib le :

M x > 0

B  r e g r r l a r  ,  B - l t  0

e s t u d i a  u n  n u e v o  t i p o  d e

q u e  p o s e e n  u n a  d e s c o m i r o s i -

A  s a t i s f a c i e n d o  l a s  c o n d i -

no  don inante :

,  Bx>o

P a r a  e s t e  t i p o  d e  m a t r i c e s  (  q u e  i n c l u y e n  a  l a s  N - ) i

y :  p o r  t a n t o ,  a  l a s  N )  s e  e n c u e n t r a n  u n  g r u p o  d e  c o n -

d i c i o n e s  e q u i v a l e n t e s  a  1 a  e x i s t e n c i a  y  s e m i p o s i t i v i -

d a d  d e  l a  i n v e r s a  d e  M ,  q L r e  c o i n c i d e n  c o n  a l g u n a  d e

I a s  a n a l i z a d a s  e n  l o s  c a s o s  a n t e r i o r e s .

F i n a l m e n t e ,  s e prueba que e l - c a m i n o  d e

- ? t -
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e x t e n s i o n e s  s u c e s i v a s  r e a l ¡ * z a d o

p r u e b a  q u e  l a  f a m i l i a  d e  m a t r i c e s

s a  s e m i p o s i t i v a  e s  u n  s u b c o n j u n t o

s u b c o n j u n t o  q u e  s e  c a r a c t e r í z a .

t e r m i n a  a q u i :  s e

M  q u e  a d m i t e  i n v e r -

d e  l a s  B - m a t r i c e s ,

., .l
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2.2 ALGUNOS RESULTADOS GENERALES

B e r m a n  &  P l e m m o n s  ( 1 9 7 9 ) ,  p r o p o r c i o n a n  u n a

s e r i e  d e  c o n d i c i o n e s  e q u i v a l e n t e s  a  l - a  e x i s t e n c i a

y  s e m i p o s i t i v i d a d  d e  1 a  i n v e r s a  d e  u n a  m a t r i z  c u a d r a -

d a  M :  g u e  s e  r e c o g e n  e n  e 1  s i g u i e n t e  t e o r e m a .

T e o r e m a  L . -

P a r a  u n a  m a t r í z  c u a d r a d a  M ,  s o n  e q u i v a l e n -

t e s : .

( r )  M  es  regu la r  y  M- l  . "  sem ipos i t i va

(2 )  V  d  ¿0 ,3  x  >0  t a1  que  Mx  -  d

(3 )  Vx€Rn  ta l  que  Mx¿  o  ->  x ¡o

(4 )  Ex i s ten  dos  ma t r i ces  regu la rés  D ,  F  con  D -1  >  0 ,

F * l>o  t a res  que

D  :M  <  F

(5 )  M  posee  una  descompos i c i ón  conve rgen te  regu la r ,

es to  €S ,

M  -  B  -  A  ,  B - t ,  o  ,  A>o  ,

AB-1  conve rgen te

(  6  )  M  posee  L rna  descompos ic ión  conve rgen te  déb i lmen te

r e g u l a r ,  e s t o  € s . ,

M  -  B  -  A ,  B - 1 t  O ,  A B - t ¿  o  c o n v e r g e n t e

- 33-

Análisis sobre la resolubilidad de modelos lineales de producción conjunta. Josep Enric Peris i Ferrando

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1987



( 7 )  Ex i s te  una  ma t r í z

r  -  D - l t " t , o

r e g u l a r  D ,  c o n

y  es ta  mat r íz

>  0  t a 1  q u e

c o n v e r g e n t e

- 1
D

C S

L a s  c o n d i c i o n e s  (  5 )

r e l a c i o n a n  l a  s e m i p o s i t i v i d a d

c i a  d e  u n a  d e s c o m p o s i c i ó n  d e

r e n e i a  d e  d o s  m a t r i c e s

B >0

,  ( 6 )  d e  e s t e  t e o r e m a

- 1
d e  M ' ,  c o n  l a  e x i s t e n -

l -a  mat r íz  M como d i fe -

A¿O

M _ B - A

s a t i s f a c i e n d o  d e t e r m i n a d a s  p r o p i e d a d e s .  N o  s e  e x i g e

q u e  l a s  m a t r i c e s  A  y  B  s e a n  s e m i p o s i t i v a s .  S i n  e m b a r -

g o  l a s  d e s c o m p o s i c i o n e s  d e  u n a  m a t r i z  c o m o  d i f e r e n c i a

d e  d o s  m a t r i c e s  s e m i p o s i t i v a s  ( d e s c o m p o s i c i ó n  s e m i p o -

s i t i v a  )

M-B_A

s o n  ú t i l e s  e n  l - a  d i s c u s i ó n  d e 1  p r o b l e m a  p l a n t e a d o

( p . e .  l a s  N - m a t r i c e s  M  -  f  -  A  ,  f > 0 ,  A > O ) .

S i  s e  a n a l í z a n  1 a s  d i s t i n t a s  d e s c o m p o s i c i o -

n e s  s e m i p o s i t  i v a s  d e  u n a  m a t r i  z  M  ,  u - n  p r i m e r  p a s o

s e r í a  s e p a r a r  l o s  t é r m i n o s  p o s i t i v o s  d e  e s t a  m a l - r i z

p o r  u n  l a d o  ( l t * )  y  l o s  n e g a t i v o s  p o r  o t r o  ( u - ) .  A s í

M = M * - M -  M + > o  ,  M - > o

E 1  r e s t o  d e  e s t a s  d e s c o m p o s i c i o n e s  d e  M  s e r í a n  d e

l a  f o r m a

M  =  ( M -  +  C )  -  ( t v t -  +  C ) ,  C > O  a r b i t r a r i a .

- " t A -
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O t r a  f o r m a  d e  d e s c o m p o s i - c i ó n  s e m i p o s i t i v a

c o n s í s t i r á  e n  b u s c a r ,  p a r a  u n a  d e  l a s  m a t r i c e s  A ,

B ,  l a  m a y o r  s e n c i l l e z  p o s i b l e .  U n  e j e m p l o  s e r í a

cons t ru i r  1a  mat r i -z  B  con todas  sus  componentes

i g u a l e s  a  u n a  c o n s t a n t e  d a d a  b ,  p a r a  1 o  c u a l  b a s t a

t o m a r

b >  m a x  { m = ,  } .
i , i  

t J

E l  s i g u i e n t e  t e o r e m a  p r o p o r c i o n a  u n a  n u e v a

c o n d i c i ó n  e q u i v a l e n t e  a  l a s  l i s t a d a s  e n  e 1  t e o r e m a

a n t e r i o r :  e u e  s e  r e f i e r e  a  u n a  p r o p i e d a d  d e  l a s

d e s c o m p o s i c i o n e s  s e m i p o s i t i v a s  d e  1 a  m a t ' r í z  M .

T e o r e n a  2 . -

D a d a  u n a  m a t r í z  c u a d r a d a  M ,  s o n  e q u i v a -

l e n t e s  :

( 1 )  E x i s t e  M - 1  y  e s  s e m i p o s i t i v a ,

( 2 )  P a r a  t o d a  d e s c o m p o s i c i ó n  s e m i p o s i t i v a  d e  M

M  =  B  -  A  B > 0  ,  A > 0

e x i s t e n  v €  R n  ,  v  > O  y  I * €  [ 0 r 1 [

t a l e s  q u e  A v  =  l . * B v

A d e m á s  t r x  =  o ( A U )  =  m a x {  t r  |  d e t  ( A -  r  B )  =  0 }
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D e m o s t r a c i ó n .

D a d a  u n a  d e s c o m p o s i c i ó n  s e m i p o s i t i v a  d e  M

M  -  B  -  A  B > 0  ,  A : 0  ,

l a  m a t r í z  t u t -  
1 g  

e s  s e m i p o s i t i v a ,  p u d i e n d o s e  a p l i c a r

e 1  t e o r e m a  d e  P e r r o n - F r o b e n i - u s  a  e s t a  m a t , r í 2 .  P o r

t a n t o ,  e x i s t e n

v  >  0  v €  R n

y  > o  u € R

t a l e s  q u e

( ¡ l * 1 g ) r ,  = ! v  t  1 ]

D a d o  q u e  ¡ ' t -  
1 g  =  r  *  M -  

1 A  :  I  :  p o r  l - a s  p r o p i e d a d e s

d e  l a  r a i z  d e  F r o b e n i u s ,  p  >  1 .

P r e m u l t i p l i c a n d o  p o r  l a  m a t r i z  M  I a  e x p r e -

s i ó n  t 1 ]  s e  o b t i e n e

B v  =  ¡ . r  M v  =  U  ( B  -  A ) v  ,

de  donde

Av =  (1  -  ! )u '
p

L l a m a n d o  t r * =  1  -  1  
,  r e s u l t a

u
Av =  l . *Bv

d o n d e  f  * r e  [ 0 ,  I  I  a l  s e r  ¡ r  >  1

S ó 1 o  r e s t a r í a  p r o b a r  q u e  t r *  =  0  ( n U ) .  P a r a

e l l o  s e a  I € R  t a l  q u e  d e t ( A  -  I  B )  =  0 .  A 1  s e r  e s t a

m a t r í z  s i n g u l a r  e x i s t i r á  u n  v e c t o r  u €  R n ,  u  I  O

-  { o -
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t a l  q u e

( t  -  r  B )u  -  0 .

M u l t i p l i c a n d o  l a  m a t r í z  M  p o r  e s t e  v e c t o r

M u  =  B u  -  A u  =  ( 1 * I )  B u

de donde

M-  
18 , '  1= 

l:T 
tt

) ,  *  1  p o r  s e r  M  r e g u l a r .

P o r  l a s  p r o p i e d a d e s  d e  l a  r a i z  d e  F r o b e n i u s

-L<[ r
1 - I

luego

db donde

t r<1-+= t* .
F

As í  pues  r *=  o  (AU)  y  I a  demos t rac i ón  es tá  comp le ta .

(2 )

Ya  que  l *  =  0  (A ¡ )  y  ¡ . *  <  1 ¡  se  t i ene  eue r

pa ra  cua lqu ie r  descompos i c i ón  sem ipos i t i va

d e t ( B  -  A )  +  0 ,  e s t o  e s ,  d e t  M  f  0 ,

y  p o r  t a n t o  l a  m a t , r í z  M  e s  r e g u l a r .

L a  p r u e b a  d e  M - l  >  O  s e  h a r á  p o r  r e d u c c i ó n

a l  a b s u r d o .  S i  s e  s u p o n e  q u e  M - t t -  O ,  
"  

s e  d . e n o t a

- 1
M- '  =  ( t . . )

r-J

ex i s t i r á  L rn  t é rm ino  a r j  .  O

1
1 -  L >  - :

-  l l
F
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S e a ,  e n t o n c e s

S = I I lSXl- f lO t ,  k = l r . . . r n  )
I  t i r l

I t . . f'  r_J

M  v i e n e  d a d a  p o r

onde

a 1 n  
\
\. \

a .  + k  I
Jn I"l

a t
n n /

i - t r a r i o .

q u e  e x i s t e n

Una descompos i

B=

A=

s iendo  b  >  0 ,  y

Pa ra  es ta  desc

c i ó n  s e m i p o s i t i v a  d e

M - B - A r d

l r  b b\
/ \t'\
I  

b+t< b+k b+k 
I[.t

\ /
\ b  b  b /

I
I  

^ tL  aLz
I
t'
I  a . . + k  a . ^ + k

I  ' '  J¿
\ '
\  " . 1  

anz

tomando  k>  0  .  a rb

omposic i ,ón se tendrá

I  €  [  O ,  t  I

, . € R t ¡  v > O

t a l e s  q u e

de  donde

A v  = t r B v

M v  ( 1 - r ) B v .

- ? 8 -
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S e a w = B v r e n t o n c e s

r ^ r . =  b ( v , + v ó + . . . + v - )  p a r a  c a d a  i  *  j
] .  I ¿ N

w . =  ( ¡ + t ) ( v . + v ^ + . . . + v  )
J r L n

Se cumple  que para  todo i  *  j

w .  b
i =_
w .  b + k

J

Tomando k  su f ic ien temente  grande se  puede consegu i r

b - t

b+k  ns+1

P o r  o t r o  l a d o

- 1  - ' t  1
M w - I l  

-Bv = --  v > o
1- r

E x a r n i n a n d o  1 a  i - é s i m a  c o m p o n e n t e  d e  e s t e  v e c t o r

c .  Q.D.

( a r r ,  .  .  . , t i j , .  .  . , t i r r ) o (w l

=  w - ( t . , r r . . . r t j i ' . . . , t . - ) " (  
b  

, . . . t \ r . . . r !  )  <
J  

'  r _ I ' ,  '  L J  r - n ' ,  
b + k  b + k

< l t . - l * - , ( =  r . . . , - l r . . . r s ) . (  
b  

r . . . r 1 r . . . r !  )r - J  J  b + k  b + k

s i e n d o  e s t e  ú l t i m o  v a l o r  n e g a t i v o ,  p o r  1 a  e l e c c í ó n

d e  s  y  k ,  l - o  c u a l  c o n t r a d i c e  e l  h e c h o  d e  q u e  M - 1 r  e s

n o  n e g a t i v o .  P o r  t a n t o  s e  t i e n e  q u e  M - l  
" "  

s e m i p o s i -

t i v a .
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N O T A S

1 .  D e  l a  p r u e b a  d e l  t e o r e m a  2 ,  s e  o b s e r v a

q u e  n o  e s  n e c e s a r i o  e x i g i r  1 a  s e g u n d a  c o n d i c i ó n  p a r a

c u a l q u i e r  d e s c o m p o s i c i ó n  s e m i p o s i t i v a  d e  1 a  m a t r í z

M ,  s i n o  q u e  b a s t a  c o n  q u e  s e  c u m p l a  p a r a  d e s c o m p o s i -

c i o n e s  c o m o  l a s  u t i l i z a d a s  e n  l a  d e m ó s t r a c i ó n ,  v 3 -

r i a n d o  j  d e s d e  t  h a s t a  n ,  y  d o n d e  e l  n ú m e r o  r e a l

k  s e  c o n s i d e r a  t a n  g r a n d e  c o m o  s e  d e s e e .

2 .  N o  b a s t a :  € D  g e n e r a l ,  e x i g i r  q u e  1 a

p r o p i e d a d  s e  c u m p l a  p a r a  a l g u n a  d e s c o m p o s i c i ó n

d e t e r m i n a d a ,  c o m o  p r u e b a  e 1  s i g u i e n t e  e j e m p l o .

EJEi.4PLO 2 .  T

S e a

S A  S C

M =

c o n s i d e r

M

M =

1a mat r iz

I r  1 1\
l r  -1 1l  ;
t l
\  r  1  -1  I

a  l a  d e s c o m p o s i c i ó n

+ -
M - M r e s t o e s r

I r  1  1\  /o  o
l l t

[ t  
0 1l- lo 1

\ r  1  o l  \o  o

s a t i s f a c e  1 a  c o n d i c i ó n  (S C

ma

cumple  que

2 ,  c o n

t r x =  0  ,  v  =  (

1

S i n  e m b a r g o  M - '  n o  e s  s e m í p o s i t i v a .

0

0

1

2 )

1 r 0 r 0 )

d e 1  t e o r e -
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L o s  t e o r e m a s  q u e  a p a r e c e n  e n  e s t a  s e c c l - o n ,

p r o p o r c i o n a n  c o n d i c i o n e s  e q u i v a l e n t e s  a  1 a  e x i s t e n -

c ia  y  semipos i t i v idad de  1a  inversa  de  una mat , t i z

c u a d r a d a  M ,  p e r o  n o  a p o r t a n  n i n g u n a  i n f o r m a c i ó n

s o b r e  l a s  c a r a c t e r í s t i c a s  d e  e s t a  m a t r í 2 .  L a  n u e v a

c o n d i c i ó n  o b t e n i d a  e n  e l  t e o r e m a  2  ,  i n d i c a  Q u e  ¡  p a r a

c u a l q u i e r  d e s c o m p o s i c i ó n  s e m i p o s i t i v a  d e  M ,  e l  r a d i o

e s p e c t r a l ,  p  ( A B ) ,  d e b e  s e r  m e n o r  q u e  l a  u n i d a d .

Y a  s e  h a  v i s t o  q u e  n o  b a s t a  p a r a  a l g u n a

d e s c o m p o s i c i ó n .  L a  c u e s t i ó n  p l a n t e a d a  e s  s i  s e r á

p o s i b l e  e n c o n t r a r  u n a  d e s c o m p o s i c i ó n  p a r t i c u l a r

M_B_A ,  B  >  0  ,  A>  0

d e  m o d o  q u e  s i  o  ( A g )  .  t  '  e s t o  s e  v e r i f i q u e  p a r a

c u a l q u i e r  d e s c o m p o s i c i ó n  s e m i p o s i t i v a  d e  M  Y  ¡  p o r

I

t a n t o .  M - '  >  0 .  E n  l a s  s e c c i o n e s  s i g u i e n t e s  s e  t r a t a

d e  r e s p o n d e r  a  e s t a  p r e g u n t a ,  a n a l i z a n d o  c l a s e s  d e

m a t r i c e s  q u e  p o s e e n  L r n a  d e s c o m p o s i c i ó n  r r e s p e c i a l r r .

- / 1  1 -
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2 .3  N-MATRICES

Una mat r íz  cuadrada M se  d ice  que es  una

N - m a t r i z ,  s i  t o d o s  s u s  e l e m e n t o s  f u e r a  d e  l a  d i a g o -

n a 1  p r i n c i p a l  s o n  n o  p o s i t i v o s .  U n a  N - m a t r i z  s e

p u e d e  e s c r i b i r  e n  l a  f o r m a

M = r  ( r  -  A )  ,  r r )o  ,  A>o  .

E x i s t e n  n u m e r o s o s  e s t u d i _ o s  s o b r e  1 a  s e m i _

p o s i t i v i d a d  d e  l a  i n v e r s a  d e  u n a  N - m a t r i z .  E n  e 1

s i g u i e n t e  t e o r e m a  s e  o f r e c e n  a l g u n a s  d e  1 a s  c o n d i -

c i o n e s  e q u i v a l e n t e s .

Teore¡ra 3.  -

D a d a  u n a  N - m a t r i z r M  =  r  ( f  _  A ) ,  r >  O ,

A  >  O ,  1 a s  s i g u i e n t e s  c o n d i c i o n e s  s o n  e q u i v a l e n t e s

( 1 )  E x i s t e  M - 1  y  e s  s e m i p o s i t i v a .

( 2 )  P a r a  t o d o  d  >  0 ,  e x i s t e  x  >  O  t a l  q u e  M x  -  d .

( 3 )  E x i s t e  x >  0  t a 1  q u e  M x >  0 .

( 4 )  M  c u m p l e  l a s  c o n d i c i o n e s  H - S .

( 5 )  M  e s  u n a  P - m a t r í 2 .

( 6 )  M  p o s e e  d i a g o n a l  d . o m i n a n t e .

( 7 )  ¡ , x ( A )  <  r .

( 8 )  A  e s  c o n v e r g e n t e .

_ A ) _
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( 9 )  M  n o  i n v i e r t e  e l  s i g n o  d e  1 o s  v e c t o r e s  d e  R n .

( 1 0 )  M  n o  i n v i e r t e  e l  s i g n o  d e  l o s  v e c t o r e s  s e m i p o -

s i t i v o s  d e  R n .

( 1 1 )  P a r a  t o d a  m a t r i z  D  d i a g o n a l ,  d . = ; t  1  s e  v e r i f i c a

p > 0  
- )

I
pDMD<0 J

L a  e q u i v a l e n c i a  e n t r e  l a s  c i n c o  p r i m e r a s

c o n d i c i o n e s  a p a r e c e  e n  e I  t r a b a j o  d e  H a w k i n s  &  S i m o n

( 1 9 4 9 ) .  L a  c o n d i c i ó n  ( ó )  s e  d e b e  a  M c k e n z i - e  ( 1 9 ó 0 ) .

D e b r e u  &  H e r s t e i n  ( 1 9 5 3 )  v i n c u l a n  a 1  r e s t o  I a  ( 7 ) .

E n  G a l e - N i k a i d o  ( 1 9 6 5 )  a p a r e c e n  1 a s  c o n d i c i o n e s  ( 9 )

y  ( 1 1 ) . N i k a i d o  ( 1 9 7 0 )  p r o p o r c i o n a  1 a  ( 8 ) .  F i n a l - m e n -

t e ,  l a  c o n d i c i ó n  ( 1 0 )  s e  d e b e  a  S i l v a  ( 1 9 8 4 ) . L a

p r u e b a  d e  1 a  e q u i v a l e n c i a  e n t r e  1 a s  o c h o  p r i m e r a s

c o n d i c i o n e s  p u e d e  v e r s e  e n  H e r r e r o - S i l v a - V i 1 1 a r

(1984) .

E n  e 1  s i g u i e n t e  t e o r e m a  s e  a ñ a d e  u n a  n u e v a

c o n d i c i ó n  a  l a s  l i s t a d a s  e n  e 1  t e o r e m a  3 .
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S e a  M  u n a  N - m a t r i z .

seminonótona déb i l  (s t t lo ) " ,  de f in i

p>0 I
|  

- t  P=o
p M < 0  )

e s  e q u i v a l e n t e  a  1 a s  c o n d í c i o n e s

D e m o s t r a c i ó n .

T e o r e m a  4 . -

L a  c o n d i c i ó n  t ' M  e s

d a  p o r

d e l  t e o r e m a  3 .

O b v i a m e n t e  1 a  c o n d i c i ó n  ( S p t O )  e s  u n  c a s o

p a r t j - c u l a r  d e  l a  c o n d i c i ó n  ( 1 1 ) ,  t o m a n d o  D  -  I ;  p o r

t a n t o ,  ( 1 1 )  i m p l i c a  ( S M D ) .  P a r a  v e r  e 1  r e c í p r o c o  s e

p r o b a r á  q u e  ( S M D )  i n P l i c a  ( 7 ) .

S e a  l . *  =  r *  ( A ) .  A p l i c a n d o  e l  t e o r e m a  d e

P e r r o n - F r o b e n i u s ,  e x i s t e  u n  v e c t o r  s e m i p o s i t i v o

a s o c i a d o  a  l a  m a t r i z  A ,  t a n t o  p o r  l a  d e r e c h a  c o m o

p o r  l a  i z q u i e r d a ,  a s í  p u e s ,  e x i s t e  v >  0 ,  v L O  t a l  q u e

v A  =  ) ' * v

L a  c o n d i c i ó n  (  S M D  )  i m p l i c a  q u e  v t " t  I  0  ,  p o r  t a n t o ,

e x i s t e  u n a  c o m p o n e n t e  d e  e s t e  v e c t o r  q u e  e s  p o s i t i -

v a .  P o r  o t r o  l a d o

v M = v - v A =

P a r a  l a  c o m p o n e n t e  ( v M )

( t M ) i =  ( 1 - r * ¡

( r -  r*¡

.  >  0 ,
a

v .  )  0 ,
1
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por  tan to

( t - l * )>0  t  y  l , *<1

c .  Q .  D .

NOTA

L a  c o n d i c i ó n  ( S M D ) ,  e q u i v a l e n t e  e n  e 1  c a s o

d e  N - m a t r j - c e s  a  1 a s  ( 1 ) - ( 1 1 ) ,  e s  g e n e r a l m e n t e  m á s

d é b i 1 ,  c o m o  m u e s t r a  e 1  s i g u i e n t e  e j e m p l o .

E J E M P L O  2 . 2

S e a

ver  que no  sa

s e  t i e n e

l - t  2  \
M=l I

\  z  -1 I

t i s f a c e  l a  c o n d i c i ó n  ( 1 1 )  b a s t a

l - t  o  \
D = [  J  

"  
o  = (1,0) .

\  0  t l

S i n  e m b a r g o  c u m p l e  l a  c o n d i c i ó n  ( S t " t O )  y a  q u e  s i

l - t  2  \( v ,o2)>o  y  (n 'n r ) [o  
, , | :0 ,\  z  - r  I

-P1*ZPZ:0 
I
|  

- t  P1 'o '  P2<  o
zpr  pz  .o  j

y ,  p o r  t a n t o :  p = 0 .

P a r a

t o m a r
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2.4 N-X--MATRICES

D E F I N I C I O N  1  .  -

Una matr íz  cuadrada M, se d ice que es una

N-x--matr iz  s i  posee una descomposic ión semiposi t iva

p t  =  B  -  A  ,  B>0 ,  A>0

- 1
t a1  que  B  es  regu la r  y  B  

^  >  0 .

C la ramen te ,  t oda  N-mat r i z  es  una  N- ; r -ma t r i z

(  n  =  r I ,  r  >  0 )  pe ro  e1  rec íp roco  no  es  c i e r t o  como

mues t ra  e l  s i gu ien te  e jemp lo .

EJEMPLO 2 .3

Sea 1a mat,r ' iz

M =

- 1
B

l - t  2  o \
/ \
I  t  - 1  - 1
\ l
\  0  -1  2  I

y a  q u e  n o  p u e d e  d e s c o m p o n e r -

-  A )  c o n  A ¿ 0 ,  T )  0 .  S i n

o m p o s i c i ó n

s\ l t  o o\
o I  - i  o 1 1 I  ,

t \ t
2 l  \0  1  0 l

lo 
t  o\

=l*  o  o  \>o
l - j -
\o o + j

E s t a  n o  e s  u n a  N - m a t r i z

s e  e n  l a  f o r m a  M  =  r ( I

e m b a r g o ,  t o m a n d o  l a  d e s c

lo z
M= 

t1 
0

\ 0  0
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l u e g o  e s  u n a  N - ) i - m a t r i z  .  P o r  t d n t o ,  l a  c l a s e  d e  l a s

N - m a t r i c e s  e s t á  e s t r i c t a m e n t e  c o n t e n i d a  e n  1 a  d e

l a s  N ) i - m a t r i c e s .

E 1  s i g u i e n t e  t e o r e m a  p r o p o r c i o n a  c o n d i c i o -

n e s  e q u i v a l e n t e s  a  l a  e x i s t e n c i a  y  s e m i p o s i t i v i d a d

d e  l a  i n v e r s a  d e  u n a  N - ) . ' - m a t r i z .

T e o r e m a  5 . -

1 a s

Mx

E n  e s t e  c a s o ,  l a  c o n d i c i ó n  ( 6 )  i n d i c a  q u e

1 a  m a t r L z  M  p o s e e  u n a  d e s c o m p o s i c i ó n  c o n v e r g e n t e

r e g u l a r  s  y  t  p o r  a p l i c a c i ó n  d e 1  t e o r e m a  1 ,  s e  t i e n e

l a  e q u i v a l e n c i a  e n t r e  e s t a  c o n d i c i ó n  y  l a  (  1  )  .

S e a  M  u n a  N - ) í - m a t r i z  ¡  e n t o n c e s

t e s  c o n d i c i o n e s  s o n  e q u i v a l e n t e s

( 1 )  E x i s t e  M - 1  y  e s  s e m i p o s i t i v a .

( 2 )  P a r a  t o d o  d  >  0 ,  e x i s t e  x  >  0  t a l  q u e

( 3 )  E x i s t e  x > 0  t a l  q u e  M x > 0 .

(4 )  p>o  1
I  - t  p=0 .
T

PM<O J

(5 )  p (An)  < r .
I

(  6  )  A B - '  e s  c o n v e r g e n t e .

D e m o s t r a c i ó n .

s i g u i e n -

-  d .

_ 4 1 _
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P o r  o t r o  l a d o ,  d a d o  q u e  B - 1 ' 0 ,  s e  P u e d e

a p l i c a r  e l  t e o r e m a  d e  M a n g a s a r i a n  ( 1 9 7 1 ) ,  d á n d o s e

que

p ( A B )  =  ^ *  i l e - 1 )

y  t  p o r  t a n t o ,  l a  e q u i v a l e n c i a  e n t r e  l a s  c o n d i c i o n e s

(s)  y  (6) .

E l  r e s t o  d e  c o n d i c i o n e s  s e  p r u e b a  m e d i a n t e

e l  s igu ien te  esquema

( 1 )

( r )

D a d o  d  >  0 ,  e l  s i s t e m a  M x  -  d  p o s e e  s o l u -

c i ó n  ú n i c a

- 1
x - M - d

- 1
y  a I  s e r  M  

' >  
0 r  s €  t i e n e  q u e  x >  0 .

O b v i a ,  b a s t a  t o m a r  d  >  0 ;  e n t o n c e s  e x i s t e

x  : 0  t a l  q u e

M x  =  d  > 0
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(3)

E n  e s t e  c a s o  e x i s t e  u n  v e c t o r  x  >  0 ,  t ' a l .

que Mx >  0 .  La  mat r íz  M se  puede expresar  en  la  fo rma

M=(r -eg- l )g

donde I  AB-1  es  r . rna  N-mat r iz . .  L lamando

y  =  B x f  0  '

se  t iene  que ex is te  y  >  0  ta l  que

( r  AB-1  )y  >  o

V :  a p l i c a n d o  e l  t e o r e m a  3

( r  AB-1) -1  t  o
- 1

C o m o  B  
^  )  0 ,  p o r  s e r  M  u n a  N - ) i - n i a t r i z :  e n t o n c e s

M - l  =  B - 1 ( r  -  A B - t ) - t  t o .

( 1 )

S e a  p  >  0 ,  t a l  q u e  p M  <  0 .  P o s t - m u l t i p l i c a n -

d o  e s t e  ú l t i m o  v e c t o r  p o r  l a  m a t r í z  M - 1

t i e n e  q u e

(p r ' r )  M- l  .  0  ,

l u e g o  p  < 0  V t  p o r  t a n t o  P = 0 .

(4 )

S e a  t r *  =  o  ( A " ) .  C o m o  e s  p o s i b l e  a p l i c a r

e 1  t e o r e m a  d e  M a n g a s a r i a n ,  e x i s t i r á  u n  v e c t o r  v  >  O

t a l  q u e vA =  ) , *  vB.
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L a  c o n d i c i ó n  ( 4 )  i n d i c a  q u e

t í rá  una componente  ta l  que

v M = v B - v A = ( 1 -

p a r a  1 a  i - é s i m a  c o m p o n e n t e

( v M ) . =  ( r -  ¡ * ¡ ( B v ) i

d e  d o n d e  l * <  1 .

vM I  o ,

( v M ) .  >  0

¡ *  )vB

>0

por  tan to  ex i s -

C . Q . D .

S i  Iv I  es  una N- ) i -mat r i z :  se  puede escr ib i r

e n  l a  f o r m a

M  =  ( r  -  A B - 1 ) B  ;  , A , B , B - 1  
" " r i p o s i t i v a s ,

e s t o  o s ¡  c o m o  p r o d u c t o  d e  u n a  N - m a t r i z  ( r  -  A B - 1 )

y  u n a  m a t r í z  s e m i p o s i t i v a  B .  L a  c o n d i c i ó n  ( 6 )  d e 1

t e o r e m a  5  r e l a c i o n a  I a  s e m í p o s i t i v i d a d  d e  l a  i n v e r s a

d e  l " I  c o n  I a  i n v e r s a  d e  I a  m a t r L z  ( f  -  A g - 1 ) ,  s i e n d o

M - 1  > o  < - >  ( r  -  A B - t ) - t t o

A  p r i o r i ,  I a  c o n d i c i ó n  ( r  -  A B - t ) - 1  t  o  e s

u n i c a ¡ n e n t e  s u f  i c i e n t e ,  y a  q u e

M - l  =  B - 1 ( r  -  A B - t ) - t ,  B - 1 , o

y  p o d r í a  p e n s a r s e  q u e  e s t a  c o n d i c i ó n  n o  e s  n e c e s a -

r i a ,  e s t o  e s :  ( r  -  A B - t ) - t  p u e d e  t e n e r  a l g u n a  c o m -

p o n e n t e  n e g a t i v a ,  s i e n d o  r \ ' ( -  1  
s e m J - p o s i t i v a  .  E s t e
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h e c h o  l 1 e v a  a  r e a L í z a r  L r n  a n á 1 i s i s  d e t e n i d o  s o b r e

c o m o  d e b e  s e r  u n a  m a t r í z  B >  0 ,  p a r a  q u e  n - 1 ¿  o .

J o h n s o n  (  1 9 8 2  )  a n a l i z a  c o m o  d e b e n  e s t a r

s i t u a d o s  1 o s  s i g n o s  e n  u n a  d e t e r m i n a d a  m a t , r i z ,  p a r a

q u e  p u e d a  t e n e r  i n v e r s a  n o  n e g a t i v a .  E s t o  n o  c a r a c -

t , e r í z a  a  l a s  m a t r i c e s  c o n  t a 1  p r o p i e d a d ,  p e r o  s i

a  1 a s  c l a s e s  d e  m a t r i c e s  q u e  n o  1 a  p o s e e r á n .  C o m o

c o n s e c u e n c i a  d e  e s t e  t r a b a j o  s e  e n c u e n t r a  e l  s i -

g u i e n t e  r e s u l t a d o .

P r o p o s i c i ó n  1 . -

Dada Lrna

- 1
B

ta les  que

mat- r j -z  cuadrada B,  ta1  que B >

m a t r i c e s  d e  p e r m u t a c i ó n  P ,

0 ,

Q '

D=PBQ

es  una  ma í r i z  d iagona l  pos i t i va .

a lgunos

v e r s e  e n

L a  p r u e b a  d e

r e s u l t a d o s  d e l

e l  a p e n d i c e  I I .

e s t a  p r o p o s i c i ó n ,  a s í  c o m o

t r a b a j o  d e  J o h n s o n ,  p u e d e

A p l i c a n d o  e s t e  r e s u l t a d o  a 1  c a s o  d e  l a s
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2.3 ,

l - t  2  o\
t \

I  1 -1 -1 
I  ,

\o -1 z l

a c i - ó n  e n t r e  l a s

N - m a t  r í z  .

M =

s i  s e  e f e c t u a  u n a  p e r m u t

c o l u m n a s  s e  o b t i e n e  u n a

N ) t  -  m a t r i c e s ,  r e s u l t a

M = ( r  Rn-1 )s  =  ( r  -  AB- t ) t -1oQ-1

s i e n d o  P - 1 ,  Q - 1  t a m b i é n  m a t r i c e s  d e  p e r m u t a c i ó n  V t

p o r  t a n t o ,  s e m i p o s i t i v a s .  A s í  l a s  N J I - m a t r i c e s  r e s u l -

t a n  s e r  N - m a t r i c e s  e n  l a s  q u e  s e  h a n  e f e c t u a d o  c i e r -

t a s  p e r m u t a c i o n e s .

E n  e l  e j e m p l o

d o s  p r i m e r a s

C o m o  c o n s e c u e n c i a  d e  e s t o s  r e s u l t a d o s  c a b e

d e s t a c a r  1 o s  s i g u i e n t e s  p u n t o s  :

L a s  N - ) i - m a t r i c e s  s o n  e q u i v a l e n t e s  p o r  p e r m u t a -

c i ó n  a  l a s  N - m a t r i c e s .

L a  d i f e r e n c i a  b á s i c a  e n t r e  l a s  N - m a t r i c e s  y

1 a s  N - ) í - m a t r i c e s  r a d i c a  e n  1 a  o r d e n a c i ó n .  M i e n -

t r a s  e n  1 a s  p r i m e r a s  1 o s  e l e m e n t o s  n o  n e g a t i _ v o s

d e b e n  s i t u a r s e  n e c e s a r i a m e n t e  e n  1 a  d i a g o n a l

p r i n c i p a l  r .  e n  1 a s  s e g u n d a s  n o  o c u r r e  a s í .  E s  p o r

e s t o  e u e :  e n  e l  e s t u d i o  d e  e x i s t e n c i a  y  s e m i p o -

1 .

t
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3.

s i t i v i d a d  d e  l a  i n v e r s a  d e  u n a  N - ; í - m a t r i z  p i e r d e n

s r l  s i g n i f i c a c i ó n  1 a s  c o n d i c i o n e s  r e f e r i d a s  a 1

o r d e n :  P - m a t r í 2 ,  H a w k i n s - S i m o n ,  d i a g o n a l  d o m i -

n a n t e .

D a d o  q u e  1 a  m a b r i z  B  s e r á  d i a g o n a l  p o s i t i v a

s a l v o  p e r m u t a c i ó n ,  s e  p u e d e  e s t a b l e c e r  u n a  n u e v a

c o n d i c i ó n  e q u i v a l e n t e  p a r a  1 a  s e m i p o s i t i v i d a d

- 1
d e  M  

'  
,  l a  r r d o m i n a n c i a  n o  d e  d i a g o n a l t r ,  e s t a b l e -

c i d a  d e  1 a  s i g u i e n t e  f o r m a

t a l e s  q u e

d .  m ,
r_k n ak

4 .  E s  p o s i b l e

m a t r j - z  € S ,  o  D o :

s i c i o n e s  d e  M  s o n

M  =  ( M + + C  )

e n t o n c e s :

( a )  S i  u . n a  f i l a ,

u n  e l e m e n t o

N - ) t - m a t r i z .

( b )  S i  c a d a  f i l a

o  c o l u m n a ,  d e  M * ,

p o s i t i v o r  l a  m a t r i

p o s e e  m a s  d e

z  N l  no  será

E x i s t e n d . > 0 r k = l
1k

i l r i z r . . . r i n

, 2 ,  .  .  .  , f t

d is t i n tos

j* i r
d - h . -  ,  h . = L r 2 r . . . r n

J N J

o b s e r v a r  f a c i l m e n t e  c u a n d o  u n a

N - ) r - m a t r i z :  y a  q u e  l a s  d e s c o m p o -

d e  l a  f o r m a

-  ( t ' t - + C )  c o n  C > O  ,

y  c o l u m n a  d e  M '  ,  p o s e e l-o
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s u m o  u n  e l e m e n t o  p o s i t i v o ,  p u e d e  c o n s t r u i r s e

u n a  m a t r í z  B ,  d i a g o n a l  p o s i t i v a  s a l v o  p e r m u t a -

c i ó n ,  t a 1  q u e

M _  B  A  A>0 .  B>O

y t  p o r  t a n t o ,  M  s e r á  L r n a  N - ; r - m a t r i z .
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2 .5  B -MATRTCES

D E F I N I C I O N  2 . _

Una mat , r íz  cuadrada M se  d ice  que cumple

1a prop iedad de  descompos ic ión  no  dominante  (DND)

s i  p o s e e  L r n a  d e s c o m p o s i c i ó n  s e m i p o s i t i v a

M-B-A A>  0 ,  B  >  0 ,  B  regu la r ,

ta l  que

Bx>  0

NOTA

M a n g a s a r i a n  ( 1 9 7 1 )  i n t r o d u c e  1 a  c o n d i c i ó n

( g x  >  0  - >  A x  >  0 )  e n  s u  g e n e r a l i z a c i í n  d e l  t e o r e m a

d e  P e r r o n - F r o b e n i u s ,  p r o b a n d o  q u e  e s  e q u i v a l e n t e  a

l a  e x i s t e n c i a  d e  u n a  m a t r i z  T  >  0  ,  t a 1  q u e

A  =  T B .

S i  a d e m á s  l a  m a t r í z  B  e s  r e g u l a r :  s e  c u m p l e  q u e

T = A B - 1 r 0

D e  e s t a  m a n e r a ,  s i  L l n a  m a t , r i z  M  s a t i s f  a c e  l a  c o n d i -

c i ó n  ( D N D ) ,  s e  p u e d e  e x p r e s a r  e n  1 a  f o r m a

M  =  ( r  -  T ) B  T  =  A B - 1 r 0 ,  B ) 0 ,

e s t o  € S ,  c o m o  p r o d u c t o  d e  u . n a  N - m a t r i z  p o r  u n a  m a -

b r . i z  s e m i p o s i t i v a .
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d i c i ó n

de no

aquí  se

Fu j  imoto

( B x >  o  : >

d o m i n a n c i a r r

u t i l i z a .

& Kráuse

Ax>  0 )  con

,  de donde

(1985 )  u t i l i zan  1a  con -

e l  n o m b r e  d e  I t p r o p i e d a d

se  toma  e I  nombre  que

C l a r a m e n t e ,  1 a s  N

l a  p r o p i e d a d  ( D N D ) ,  p e r o

q u e  c u m p l e n  e s t a  p r o p i e d a d

l r a  e l  s i g u i e n t e  e j e m p l o .

EJEMPLO 2  , 4

N - ) ! - m a t r i c e s  s a t i s f  a c e n

c o n j u n t o  d e  m a t r i c e s

m á s  a m p l i o ,  c o m o  t o , r á = -

Y

e1

E S

t

r \
. \

I

1 l
, t

ol

de Lln

m b a r g o

\
I
I

+
M  _  M '

\ /
t t
t l

t\
a  f i l a

a t r í 2 .

S e a  l a  m a t r i

lo  1
M= f  1 1

\
\  -+ -1

T o m a n d o  1 a  d e s c o m p o s i c

lo  1
M =  { 1  1

\
\ 0  0

a l  t e n e r  M +  e n  l a  s e

p o s i t i v o ,  M  n o  e s  L l n a

- 1
A B  

- > O

y t  p o r  t a n t o ,  M  c u m p l e

. z

1- 2

. - 1

1

i ó n

0

0

1

gund

N-)r-m

_M

00

00
1 . t
2 L

rnás

S in  e

e l e m e n t o

,

1 a  p r o p i e d a d  ( D N D ) .
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L a s  c o n d i c i o n e s  (  1  )  y  ( 2 )  d e l  t e o r e m a  1

s o n  e q u i v a l e n t e s  p a r a  c u a l q u i e r  m a t r í z  c u a d r a d a ,  € s

d e c i r ,  s i e m p r e  s e  c u m p l e  1 a  e q u i v a l e n c i a  e n t r e  :

( 1 )  E x i s t e  M - 1  y  e s  s e m i p o s i t i v a .

( 2 )  P a r a  t o d o  d  > 0 ,  e x i s t e  x  > 0  t a 1  q u e  M x  -  d .

E l  r e s t o  d e  c o n d i c i o n e s ,  m a n e j a d a s  e n  e 1  c a s o  d e

N ) i - m a t r i c e s ,  r e s u l t a n  s e r  ú n i c a m e n t e  n e c e s a r i a s  p a r a

m a t r i c e s  q u e  s a t i s f a c e n  1 a  p r o p i e d a d  ( O u o ) .

T e o r e m a  6 . -

(  3  )  O b v i a m e n t e  s e  c u m p l e  e s t a  c o n d i c i ó n ,  b a s t a

t o m a r  d  > 0  y  s e  t i e n e

x  =  M  
t d r 0  

v  M x  =  d > 0  .

S e a  M  u n a  m a t r i z  q u e  c u m p l e  l a  p r o p i e d a d

( D N D ) ,  e s t o  e s

M  =  ( r  -  A B - 1 ) B  A , B > o  ;  A g - 1 t  o

- 1
S i  M  -  >  0 ,  s€  cump le :

(3 )  Ex i s te  x>0  t a1  que  Mx>0 .

(4 )  p>o  1
|  

- t  P=o
pM<Ol

J

( 5 )  p ( A s )  < 1 .

(  6  )  A B - 1  e s  c o n v e r g e n t e .

D e m o s t r a c i ó n .
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( 4 )  S e a  p  >  0  t a 1  q u e  p M  <  0 ,  p o s t - m u l t i p l i c a n d o

p o r  M - l  r  0  s e  t i e n e  q u e  p  <  0 ,  y ,  p o r  t a n t o ,  p = 0 .

L a s  c o n d i c i o n e s  ( 5 )  y  ( 6 )  s o n  e q u i v á 1 e n -

t e s , p o r t a n t o b a s t a r á p r o b a r q u e S e c u m p 1 e u n a d e

e l 1 a s .

( 5 )  E l  t e o r e m a  d e  M a n g a s a r i a n ,  a p l i c a b l e  a . e s t e

t i p o  d e  m a t r i c e s ,  g a r a n t í z a  l a  e x i s t e n c i a  d e  u n

v e c t o r  v  > 0  t a l  q u e

v A  =  ) , * v B  ;  t r * =  o ( A U )

luego

v M  =  v ( B  _  A )  =  ( 1 _ ¡ * ) v B

M u l t i p l i c a n d o  p o r  M - t  
" "  

t i e n e  q u e

0 < v  =  ( 1 - l x ) v B M - l

de donde ).*  < 1 .

C  . Q .  D .

E l  s i g u i e n t e  e j e m p l o  p r o p o r c i o n a  u n a  m a -

L r í z  q u e  c u m p l e  l a  p r o p i e d a d  ( n m n ¡  
"  

s a t i s f a c e  l a s

c o n d i c i o n e s  ( 3 ) - ( 6 ) .  S i n  e m b a r g o  M - 1  n o  e s  s e m i p o -

s i t i v a .
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EJEMPLO 2 .5

Sea 1a mat r iz

25 \

)

0 l

lo 'S -o '25\

M= I \
\o'u o'5 1

d e s c o m p o n e r  e n  1 a  f o r m a

lo,t o \ loB-A= f l- l
\o'r o'sJ \.

E s t a :  s e  p u e d e

M =

donde

S E

demás :

(3) .

s )  y  (6)

c o m o

0 '25  o '5  
\
I
I

0 g ,5 l

i ó n  ( D N D ) .  A

y  se  cumple

m p l i é n d o s e  (

l a  v e r i f i c a ,

l
- r  I

AB '= l
I

\

p o r  t a n t o  s e  c u m p l e  1 a  c o n d i c

a )  T o m a n d o  ¡ = ( 1 r 1 ) '  ,  M x  > 0

b)  p (A- )  =  ^ *1An- l )  =  + :  cu'  
I J '

c )  L a  c o n d i c i ó n  ( 4 )  t a m b i é n

p u e d e  c o m p r o b a r  f á c i l m e n t e .

S i n  e m b a r g o  M - l  n o e s  s e m i p o s i t i v a .

P a r a  b u s c a r  q u e  e l  c o n j u n t o  d e  c o n d i c i o -

n e s  ( 3 ) - ( 6 )  s e a n  n e c e s a r i a s  y  s u f i c i e n t e s  p a r a  1 a

s e m i p o s i t i v i d a d  d e  M - 1 ,  h a c e  f a l t a  i n t r o d u c i r  u n

t i p o  d e  m a t r i c e s  m a s  r e s t r i c t i v o .
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- l
A B  

- >  
O

Una

i :

1e

M=

I

I>
I

)

L a  c o n d i c i ó n  2  d e  1 a  a n t e r i o r  d e f i n i c i ó n

i n d i c a  q u e  I a  m a t r L z  J  =  
(  

" \\ ; /  
e s  m o n ó t o n a ,  p a r a  1 o

c u a l  n o  e s  n e c e s a r i o  q u e  1 o  s e a n  1 a s  s u b m a t r i c e s

M  y  B ,  a u n q u e  s i  1 o  f u e r a  u n a  d e  e l l a s  t a m b i é n  1 o

s e r í a  l a  m a t , r i z  J .  E s t o  m u e s t r a  q u e  l a s  N - m a t r i c e s

y  N - ) í - m a t r i c e s  e s t á n  i n c l u i d a s  e n  1 a  c l a s e  d e  l a s

B - m a t r i c e s ,  p u e s  e n  a m b o s  c a s o s  l a  m a t , r í z  B  e s

m o n ó t o n a .

DEFIN IC ION 3 .  -

mat , r íz  cuadrada M,  se  d ice  que es  una

l a  p rop iedad  (DND)

B  -  A  A ,  B>o  ,

E I  e j e m p l o  2 . 4  p r o p o r c i o n a  u n a  B - m a t , r i z

q u e  n o  e s  N - ) i - m a t r i z  .  A s í  p u e s ,  l a  i n c l u s i ó n  e s

e s t r i c t a .

E n  e l  c a s o  d e  B - m a t r i c e s  l a s  c o n d i c i o n e s

m a n e j a d a s  a n t e r i o r m e n t e  r e s u l - t a n  s e r  n e c e s a r i a s  y

s u f i c i e n t e s ,  c o m o  s e  v e  e n  e 1  s i g u i e n t e  t e o r e m a .

B-matriz s

1 .  M  cump

2 .  M x . >  0

B x  > 0

- ó0 -
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T e o r e m a  7 . -

S e a  M  u n a  B - m a t r i z .  L a s  s i g u i e n t e s  c o n d i -

c i o n e s  s o n  e q u i v a l e n t e s

(  1  )  E x i s t e  M - l  y  e s  s e m i p o s i t i v a

( 2 )  P a r a  t o d o  d  > 0  e x i s t e  x  > 0  t a l  q u e  M x  =  d .

( 3 )  E x i s t e  x : 0  t a I  q u e  M x > 0 .

(4)  p :o '1
i  

- t  P=o
PM<OJ

(5)  p(An) '1 .

(  6  )  A B - 1  e s  c o n v e r g e n t e .

D e m o s t r a c i ó n .

Y a  s e  h a  c o m e n t a d o  e u € :  p a r a  e s t e  t i p o  d e

m a t r i c e s ,  1 a s  c o n d i c i o n e s  ( 5 )  y  ( 6 )  s o n  e q u i v a l e n -

t e s .  E 1  r e s t o  d e  l a  p r u e b a  s e  r e a l í z a r á  m e d i a n t e  e 1

s igu ien te  esquema

(6 )

(4 )

Y a  q u e  l a s  B - m a t r i c e s  c u m p l e n  1 a  p r o p i e d a d  ( D N D ) ,

c o n  e s t o  s e  c o m p l e t a r í a  l a  d e m o s t r a c i ó n .

S e a  x  t a l  q u e  M x  >  0 .  S e  t i e n e  q u e

Mx =  ( r  -  AB- t )g* ,  o

- ó 1 -
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A1 se r  AB-1  conve rgen te ,  l a  ma t r i z

( r  -  AB -1 )  es  monó tona ,  y :  po r  r an ro ,

Bx  >  0 .

Ap l i cando  la  cond ic ión  z  de  B -ma t r i z  se  ob t i ene  que

x  >0 ,  l uego  1a  ma t , r í z  M  es  monó tona  y t  equ iva len te_
- 1

m e n t e ,  M  
^ > 0 .

(4 )

S e a  K  =  t p  I  p M < 0  ]  L a  p r o p i e d a d  ( 4 )

ind íca  que

Kn Rl=io]

por  tan to  ex i s te  y  >  O  ta l  que

y€Kr , - ' = { z  I  z ,=  Mx ,  x : 0 i

l uego  ex i s te  x  >0  ta l_  que  Mx  =  y  >  0 .

(3)

E x i s t e  x  >  0  t a 1  q u e  M x  >  0 .  L a  m a t r í z  M  s e

p u e d e  e s c r i b i r

M=(r_AB-1)a

y  l l a m a n d o  y  =  B x  )  0 ,  s e  t i e n e  q u e  e x i s t e  y  >  0  t a l

q u e  ( r  -  ¡ g - 1 ) r  >  o .  A p l i c a n d o  e l  c o r r e s p o n d i e n t e

t e o r e m a  d e  N * m a t r i c e s  A B - 1  e s  c o n v e r g e n t e .

C .  Q .  D .

A q
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H a s t a  a h o r a  - s e  h a n  i d o  g e n e r a l i  z a n d o  l o s

r e s u l t a d o s  p a r a  d i s t i n t o s  t i p o s  d e '  m a . t r i c e s  ( N ,  N i i  y

B - m a t r i c e s )  e n c o n t r a n d o  c o n d i c i o n e s  p a r a  q u e  u n a

m a l c r i - z  e n  u n a  d e  e s t a s  c l a s e s  p o s e a  i n v e r s a  s e m i p o -

s i t i v a .  E l  s i g u i e n t e  t e o r e m a  a n a T i z a  1 a  c l a s e  d e

1 a s  m a t r i c e s  c u y a  i n v e r s a  e s  s e m i p o s i t i v a ,  p r o b á n -

d o s e  q u e  e s  u n  s u b c o n j u n t o  d e  l a s  B - m a t r i c e s  Y  t  p o r

t a n t o ,  f i n a l í z a n  a q u í  l a s  s u c e s i v a s  g e n e r a l i z a c j - o -

n e s .

T e o r e m a  8  . -

D a d a u n a  m a t r i z c u a d r a d a  M . s o n  e q u i v a -

l e n t e s  :

( 1 )  E x i s t e  M

( 2 )  M  e s  u n a

D e m o s t r a c i ó n .

E1

por 1o que

imp l i cac ión .

( 1 )

S e

m i s m o  o r d e n

lx

- 1*  y  e s  s e m i p o s i t i v a .

B - m a t r i z  c o n  p  ( A B )  <  1

t e o r e m a  7  p r u e b a  q u e

e s  s ó I o  e s  n e c e s a r i o

( 2 )  i m p l i c a  ( 1 ) ,

p r o b a r  I a  o t r a

c o n s t r u y e n

q u e  M ,  t a l e s

( T )  <  1 ,  B  e s

T  >  0 ,  B

que

m a t r i c e s  d e I>0

r e g u l a r  y  M ( I  -  T ) B

- n  ¿ -
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L lamando  A  =  TB  se  tend rá  que  M es  una  B -mat r i z  con

p (A - )  =  r *  (AB-1 )  =  t *  (T )  <  1 .
tt

p a r a  e l l o  s e a  x = ( L r ! r . . . r 1 ) M - 1  .  C o m o

- 1
M

p o " i t l o o .  e  p a r t i r  d e  e s t e  v e c t o r  s e  c o n s t r u y e
' 1

V  =  _  x  0 > 0

f* '* e

V ,  =
l-

< 1X*,
X*, + o

v \
n \

v ln 
I  to
l -
I

v lnl

e un  mat , r i z  semipos i t i va  es tá

mín imo y  e I  máx imo de las

s  d e  c a d a  f i l a .  C o m o  e n  e s t e

a s  f i l a s  e s  i d é n t i c a ,  r e s u l t a

uz

" . :

uz

i u s  d

e l

: m e n t o

, d a s  I

|  " ,

l " t
l
I

\  
" '

r o b e n .

e n t r e

s  e l e

d e  t o

L a  r a L z  d e  F

c o m p r e n d i d a

sumas de  1o

caso la  sLrma

Sea T  Ia  mat r iz

T=

I *  (T)  = tv ,  (  1

P o r  t a n t o ,  e x i s t e  l a  i n v e r s a  d e  1 a  m a L r í z  I  - T  ,

y  s e  t i e n e

( r  -  T ) - 1  =  r  +  T  *  1 2  +  . . .  +  T n  +  . . .

E f e c t u a n d o  e 1  p r o d u c t o  d e  e s t a  m a t r í z  p o r  M  s e  t i e n e

r r  -  r ) - 1  \ r

-6+-
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+T  +Tz  + +  T n  +  . . . ) M  =

T M  *  T 2 M  +  . . .  +

-  M  *  1  E  +  . . .
Fx .+o

t-

-M* ln
,Á

donde

I  . .

1  . .

. 1

. 1

1  . . .  1

0  t a l  q u e

I  l m . . [  ]r-J '

M =

.  - t-  T )  
- M > 0  

,

a  e s t a  m a t r í z

( r  *  r )B

L a  c o n d i c i ó n  2  d e  B - m a t r i z  s e

t r í z  M  
' m o n ó t o n a .  

P o r  t a n t o  .  M

(r

M + TnM+ =

*  
( rx i )n *1  "  

E+ . . .=
(Z* i+  o  )n

: )

/ L
I
l 1

. l
- l

I
\
I\

\ r

0 >

> max
a r J

Tomando

I

s e  t i e n e  q u e

( r

y  l l a m a n d o  B

B >  0 ,  T  >  0 .

cump le  a I  se r  1a  ma-

es  una  B -ma t r j - z .

C .  Q . D .

- o 5 -
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mat r i ces

guiente

De  es ta

cuadradas

esquema

m a n e r a r  € D

d e  o r d e n

e l  con jun to  de  l as

n ,  se  t end rá  e l  s i -

NIalAceS cow
ljllferÉA'
Semtwgj

s i e n d o ,

m a t r i - c e s

p ( A n )  <  t

e n  t o d o s  l o s  c a s o s .  e l

c o n  i n v e r s a  s e m i _ p o s i t i v a

(  e n  e 1  c a s o  d e  l , l - m a t  r i c e s

s u b c o n j u n t o  d e

a q u e l  q u e  c u m p l e

ñ  - \
D  -  - L ) .

- ó ó -
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E l  t e o r e m a  8 ,  a d e m á s  d e  a ñ a d i r  u n a  n u e v a

c o n d i c i ó n  e q u i v a l e n t e  a  l o s  t e o r e m a s  1  y  2 ,  p r o p o r -

c i o n a  i n f o r m a c í ó n  s o b r e  c o m o  e s  1 a  e s t r u c t u r a  d e

u n a  m a t r i z  c o n  i n v e r s a  s e m i p o s i t i v a .  A s í ,  u n a  m a i - r í z

- 1
M ,  c o n  M  

-  >  0 ,  s e r á  d e  1 a  f o r m a

M  =  ( I  -  T ) B  ,  B > 0 , T > 0 ,  I * ( T ) <  1

c u m p l i é n d o s e  a d e m á s  l a  c o n d i c i ó n

M*,0.  I
'  - >  x>o

Bx>0 J
E s t a  c o n d i c i ó n  s e  p u e d e  e x p r e s a r  e n  l a  f o r m a

( r  -  r )y>o ' )  _ ,
) ->  B  -Y>o  

'
y>0J

y ,  como  ( r  -  T ) - t ,  o ,  queda

( r  -  T ) y  >  o

de  donde

ol .  K((B- t ) ' )  c  K(r  -  r , )

A s í  p u e s r  € D  l a  c o n s t r u c c i ó n  d e  m a t r í c e s

c o n  i n v e r s a  s e m i p o s i t i v a  s e  u t i l i z a r á n

( " )  U n a  m a t r i z  ( I  -  T )  c o n  T  >  0 ,  r * ( T )  <  1

( b )  U n a  m a t r í z  B ,  t a l  q u e  R t c  K ( ( B - t ) '  )  -  K ( r * 1 r  ;

M  =  ( I  _  T ) ¡

- o / -
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.\.

k (r-Y)

\

\

t  
' - -

\  
- \

\ _ - ' -

U n a  e l e c c i ó n  p o s i b l e ,  p a r a  1 a  c o n s t r u c c i ó n

d e  m a t r i c e s  c o n  i n v e r s a  s e m i p o s i t i v a r  € s  t o m a r  u n a

N - m a t r i z  e n  e 1  l u g a r  d e  ( g ' ) - 1  ,  e s t o  e s ,

B . -  ( r  -  s ) -1
E n t o n c e s ,  1 a  c o n d i c i ó n

* l  .  K(r -  s ')c K(r -  r ' )
s e  c o n v i e r t e  e n

O : S < T

E 1  s i g u i e n t e  e j e m p l o

d e  c o n s t r u c c i ó n .

A ^u d u n a  m u e s t r a d e  e s t e  t i p o
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E n  l a  c o n s t r u c c i ó n  d e  u n a  m a t r í z  2 x 2 ,  c o n

i n v e r s a  s e m i p o s i t i v a :  S €  p a r t e  d e  u n a  m a t r í z  T  >  0 ,

c o n  r *  ( T )  <  1 .  S e a ,  p o r  e j e m p l o  ,

lo 'z  6 '3\
T=  |  |

\g 'z o '41

y  s é  c o n s i d e r á  u n a  m a t r i - z  S  >  0 ,  S  <  T ,  p o r  e j e m p l o

/o ' t  o '2 \
S= I  I

\o 'z  o '3 /

Entonces  Ia  mat r j -z

M = ( r  -  T) ( r  -  s ) -1

p o s e e  i n v e r s a  s e m i p o s i t i v a

EJEMPLO 2 .6

F i n a l m e n t e ,  e n  e 1  t e o r e m a  q u e  f i g u r a  a

c o n t i n u a c i ó n :  s e  p r u e b a  q u e  L r n a  c o n o c i d a  p r o p i e d a d

d e  1 a s  N - m a t r i c e s ,  q u e  p e r m i t e ,  m e d i a n t e  c o m p a r a -

c i ó n ,  d e t e r m i n a r  s i  u n a  m a t r í z  p o s e e  i n v e r s a  s e m i -

p o s i t i v a :  s e  c u m p l e  t a m b i é n  p a r a  l a s  B - m a t r i c e s .

T e o r e m a  9 .  -

S e a n  M t  y  M Z  B - m a t r i c e s ,  d e l  m i s m o

o r d e n ,  t a l e s  q u e  M f ¡ 1  M Z .  S i  ( M r )  1  t  0 ,  e n t o n c e s

(Mr )  r  >  (Mz) -1  t  o
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D e m o s t r a c i ó n .

E n  p r i m e r  l u g a r r  s €  p r o b a r á  q u e  ( M 2  )  
- 1

e s  s e m i p o s i t i v a .  P a r a  e 1 l o ,  u t i l i z a n d o  e I  t e o r e -

m a ' 7  ,  s e a  p  >  0 ,  t a 1  q u e  p M Z . 0 .  D a d o  q u e  M ' 5 M Z

y  p  >  0 ,  s e  t i e n e  q u e

p > 0 ,  p M r : 0

.  - 1
C o m o  ( M t )  -  > 0 ,  d e b e  s e r  p = 0 .  L u e g o

I

(Mz)  '  >  o .

P a r a  p r o b a r  1 a  o t r a  d e s i g u a l d a d ,  s ó 1 o  s e

n e c e s i t a  m u l t i p l i c a r  l a  r e l a c i ó n

Mr ÍMz

a  l a  d . e r e c h a  p o r  ( M "  )  
t  ,  o ,  

"  
a  1 a  i z q u i e r d a  p o r

'  - 1  -  
o b t i e n e  a s í( M r )  -  > 0 .  S e

t M  ) - 1  
' - 1

' " 2 '  '  (Mr  )

c .Q.D.
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CAPTTULO 3

STSTEMAS STNGULARES

3 .1  f n t r oducc ión

3 .2  Resu l tados  genera les

3 .3  N -ma t r i ces

3 .4  N-x - *ma t r i ces

3 .5  B -ma t r i ces

3 .6  B -ma t r i ces  gene ra l i zadas
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3.1 INTRODUCCION

E l  o b j e t i v o  d e  e s t e  c a p í t u 1 o  € s :  c o m o  e n

e 1  a n t e r i o r  o  d e t e r m i n a r  1 a  e x i s t e n c i a  d e  s o l u c i ó n

s e m i p o s i t i v a  p a r a  u n  s i s t e m a  d e l  t i p o

M x  -  d  ;  d > 0  .

E n  e l  c a p í t u 1 o  2  h a  s i d o  a n a l i z a d o  e l  c a s o  e n  q u e

l a  m a t r í z  M  e s  r e g u l a r ,  y  e l  s i s t e m a  s i e m p r e  p o s e e

- 1
s o l u c i ó n ,  e n c o n t r a n d o  c o n d i c i o n e s  p a r a  q u e  M  

'  
s e a

s e m i p o s i t i v a .  A h o r a  s e  p l a n t e a  e l  c a s o  e n  q u e  n o

e x i s t e  I a  i n v e r s a  d e  1 a  m a t r í z  M ,  b i e n  p o r  n o  s e r

c u a d r a d a ,  o  p o r  s e r  s i n g u l a r .  E n  r e a l i d a d  a m b o s

c a s o s  s o n  e q u i v a l e n t e s  t  y d  q u e  s i  I a  m a t r í z  n o  e s

c u a d r a d a  s e  p u e d e  c o m p l e t a r  c o n  f i l a s  o  c o l u m n a s  d e

c e r o s  h a s t a  c o n s e g u i r  u n a  m a t , r i - z  c u a d r a d a  s i n g u l a r

q u e  d a  o r i g e n  a  u n  s i s t e m a  e q u i v a l e n t e ;  e n  e l  c a s o

d e  r r n a  m a t , r i z  s i n g u l a r  p u e d e n  e l i m i n a r s e  l a s  f  i l a s

d e p e n d i e n t e s  c o n s i g u i e n d o  u n  s i s t e m a  n o  c u a d r a d o .

S e a  c o m o  f u e r e ,  e f  h e c h o  e s  q u e  a h o r a  n o  t o d o s  l o s

v e c t o r e s  d  >  0  t i e n e n  p o r  q u é  e s t a r  e n  l a  i m a g e n  d e

l a  m a t r i z  M  ( e s  d e c i r ,  p u e d e  q u e  n o  s e a  p o s i b l e

s a t i s f a c e r  c u a l q u i e r  v e c t o r  d e  d e m a n d a  f i n a l ) .  D e b e ,

p o r  t a n t o ,  r e p l a n t e a r s e  e 1  c o n c e p t o  d e  r e s o l u b i l i d a d ,

c o n s i d e r a n d o  e n  e s t e  c a p í t u l o  q u e  u n  s i s t e m a  e s

1 '
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fuer temente  reso lub le  s i :

p a r a  t o d o  d 0 ,  d C  I m ( M ) ,  e x i s t e  x  >  0  t a l  q u e  M x = d

P a r a  e s t e  .  t i p o  d e  s i s t e m a s ,  a p a r e c e n  a d e m á s  d o s

c u e s t i o n e s  a d i c i o n a l e s ,  o b v i a s  e n  e l  c a s o  d e l  c a p í -

t u l o  a n t e r i o r :  e u e  s o n  :

R e l a c i ó n  e n t r e  l a  r e s o l u b i l i d a d  d e l

s is tema de mat r íz  M.  r ¡  la  de l  s is tema

c u y a  m a t - r j - z  e s  l a  t r a s p u e s t a ,  M r .

E x i s t e n c i a  d e  u n  v e c t o r  e s t r i c t a m e n t e

p o s i t i v o  e n  I m ( M )  o  e n  t n ( l ' t  t  )  ( p r o d u c t i -

v i d a d  o  r e n t a b i l i d a d ) .

L a  p r i m e r a  d e  e s t a s  c u e s t i o n e s  s e  r e s u e l v e  p o s i t i v a -

m e n t e ,  l o g r a n d o  p r o b a r  q u e  e l  s i s t e m a  i n i c i a l  e s

f u e r t e m e n t e  r e s o l u b l e  s i ,  y  s ó l o  s i ,  1 o  e s  e l  d e

m a t r i z  M r .  S i n  e m b a r g o ,  l a  s e g u n d a  c u e s t i ó n  o b l i g a

a  i n t r o d u c i r  L r n a  n u e v a  c l a s e  d e  m a t r i c e s .  l a s

B-nat r i ces  genera l i zadasr  eue poseen un  vec tor

p o s i t i v o  e n  s u  i m a g e n ,  h e c h o  q u e  n o  v e r i f i c a n  1 a s

c o n o c i d a s  c l a s e s  d e  N ,  N - ) r  y  B - m a t r i c e s  ,  c u a n d o  n o

s o n  i n v e r t i b l e s .

S e  c o m i e n z a :  € n  1 a  s e c c i ó n  3 . 2 ,  p r o p o r c i o -

n a n d o  u n a  s e r i e  d e  r e s u l t a d o s  g e n e r a l e s ,  i n d e p e n d i e n -

t e s  d e  l a  c l a s e  a  q u e  p e r t e n e c e  l a  m a t r j -  z  M .  E n  1 a s
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s i g u i e n t e s  s e c c i o n e s ,  s e  a n a l i z a n  l a s  m a t r i c e s  s e g ú n

e 1  t i p o  d e  d e s c o m p o s i c i ó n  s e m i p o s i t i v a  q u e  a d m i t e

M  (  N ,  N - ) r  y  B - m a t r i - c e s  )  r  s i e m p r e  e n  ' e l  s u p u e s t o  d e

q u e  e s t a  m a t r í z  e s  c u a d r a d a .  P a r a  c a d a  c l a s e ,  s €

e n c u e n t r a  u n  g r u p o  d e  c o n d i c i o n e s  a  l a  r e s o l u b i l i d a d

f u e r t e ,  o b s e r v a n d o  q u e  e s  n e c e s a r i o  a ñ a d i r  u n a  c o n d i -

c i ó n  d e  r e g u l a r i d a d  p a r a  o b t e n e r  e s t o s  r e s u l t a d o s .

F i n a l m e n t e ,  e n  1 a  s e c c i ó n  3 . 6 ,  s e  g e n e r a 1 i z a  e l

c o n c e p t o  d e  B - m a t r i z ,  d i c i e n d o  q u e  M  e s  u n a  B - m a t r i z

g e n e r a l i z a d a  s i  p o s e e  u n a  d e s c o m p o s i c i ó n  s e m i p o s i -

E t -va

M - B - A

t a l  q u e

1 .  B x >  0

2 .  M x >  0

B x >  0

p r o b á n d o s e  q u e  u n a

r e s o l u b l e s  e s t á  e n

l o  q u e  t e r m i n a n  a q u í

!  B  >  0 ,  A  >  0

A  1 o  l a r g o  d e 1  c a p í t u l o  s e  h a c e  u s o  d e

l a s  i n v e r s a s  g e n e r a l i z a d a s  d e  u n a  m a t r i z  ( v é a s e  a p é n -

d i c e  3 ) ,  q u e  p r o p o r c i o n a n ,  p a r a  c a d a  s i s t e m a  c o m p a -

t i b l e  ( d  g  I m ( M ) ) ,  u n a  s o l u c i ó n  q u e  v i e n e  d a d a  p o r

1
|  

* t  E x i s t e  y :  0  |  M x = M y
t

)

m a t r i z  q u e  d a  l u g a r  a  s i s t e m a s

e s t a  n l r e v a  c l a s e  d e f  i n i d a ,  p o r

1 a s  g e n e r a l i z a c i o n e s .
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x = M g d

S e  b u s c a  e n t o n c e s  u n a  i n v e r s a  M g .  m o n ó t o n a  s o b r e

I m ( M ) ,  e s t o  o s :

s j -  d € I m ( M ) ,  d > 0 ,  e n t o n c e s  M g a : o

U n a  t a l  i n v e r s a ,  s i  e x í s t e ,  p r o p o r c i o n a r á  u n a  s o l u -

c i ó n  s e m i p o s i t i v a  d e l  s i s t e m a ,  a s e g u r a n d o  l a  r e s o l u -

b i l i d a d  f u e r t e  d e l  m i s m o .
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3.2 RESULTADOS GENERALES

S e  p r e s e n t a n  e n  e s t e  e p í g r a f e  u n  c o n j u n t o

d e  c o n d i c i o n e s  e q u i v a l e n t e s ,  o  s ó l o  s u f i c i e n t e s ,  p a r a

l a  r e s o r u b i l i d a d  d e  u n  s i s t e m a .  A l g u n o s  r e s u l t a d o s

s e  e x t r a e n  d i r e c t ' a m e n t e  d e  t e o r e m a s  c o n o c i d o s .  a  1 o s

q u e  s e  v i n c u l a n  o t r a s  c o n d i c i o n e s .  F i n a l m e n t e ,  s e

p r u e b a  1 a  e q u i v a l e n c i a  e n t r e  1 a  r e s o l u b i l i d a d  d e L

s i s t e m a  d e  m a t r í z  M  y  e l  d e  m a t , r í z  M | .

T e o r e m a  1 . -

S e a  M  u n a  m a l , r j - z  d e  o r d e n  n x m .  E n t o n c e s ,

l a s  s i g u i e n t e s  c o n d i c i o n e s  s o n  e q u i v a l e n t e s  :

( 1 )  P a r a  t o d o  d  > .  0 ,  d €  I m ( M ) ,  e x i s t e  x  >  0  t a 1  q u e

M x - d

( 2 )  S i  M x  >  0 ,  e x i s t e  y  >  O  t a 1  q u e  M x  -  M y

( 3 )  S i  M x ¿  0 ,  e n t o n c e s  x €  R T  +  K e r ( M )
T

D e m o s t r a c i ó n .  -

E l  e s q u e m a  s e r á

( 1 )

( 1 )

S e a  x G R m  t a l  q u e  M x >  0 .  L l a m a n d o

d - M x  ,

s e  t i e n e  q u e

d : 0 ,  d € I m ( M )  ,

-  / ( \ -
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p o r  t a n t o

e x i s t e  y > 0  t a l  q u e  M y  =  d  =  M x

(z )  => (3)

S i  M x > 0  ,  a p l i c a n d o  ( 2 )

e x i s t e  y  > 0  t a l  q u e  M x  -  M y

de donde

x ;  yg  Ke r (M)

v

x - y + ( x - y ) € R m + K e r ( M )
+

( ¡ )  ->  ( r )

S e a  d g r m  ( u )  . ,  d > O  )

e n t o n c e s  e x i s t e  x € R n  t a l  q u e  M x  -  d

A p l i c a n d o  l a  c o n d i c i ó n  (  3  )

x  =  r t  +  v  u € R m  :  v € K e r ( M )
f

P e r o

d = M x = M ( u + v ) = M u

d e  d o n d e

d  =  M u  c o n  u > 0 .

C . Q . D .
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S e a  M  u n a  m a t r i z  d e  o r d e n  n x m .  L a s  s i -

g u i e n t e s  c o n d i c i o n e s  ( e q u i v a l e n t e s  e n t r e  , s i ( 1 ) )  i m -

p l i c a n  l a s  c o n d i c i o n e s  d e l  t e o r e m a  1

( 1 )  M x > 0 ,  x € r m  ( M ' ) - >  x > o

( 2 )  E x i s t e  u n a  {  1  }  -  i . n v e r s a  d e  M ,  M g  >  0

t a 1  q u e  f m  ( u 8 l ' t )  =  f m  ( M ' )

(  3  )  E x i s t e  u n a  {  1  }  -  i n v e r s a  d e  M ,  i " t g ,  t " 1  q u é

a )  J m  ( u g u )  =  f m  ( M ' )

b )  M g  n o  n e g a t i v a  s o b r e  T m  ( p t ) ,  e s t o  e s ¡

x  >0  1
l : t  Mgx ¿  o

x€  rm (M)  J

( 4 )  C a d a  { 1 } *  i n v e r s a  d e  M ,  c o n  r m ( u 9 m ) =  l m ( p t ' )

e s  n o  n e g a t i v a  e n  f m  ( M )

( 5 )  E x i s t e  u n a  {  1 , 2 }  -  i n v e r s a  d e  M ,  M g  t a l

q u e  r m  ( e r g )  =  I m  ( p t ' )  y  M g  e s  n o  n e g a t i v a

e n  T m  ( M )

( 6  )  C a d a  {  1  ,  2 t  -  i n v e r s a  d e  M ,  c o n  l m ( t v t g )  = l m ( p I '  )

e s  n o  n e g a t i v a  e n  f m  ( M )

T e o r e m a  2 . -

( 1 )  B e r m a n - P l e r n r n o n s  ( t g z S )

, 7 Q
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D e m o s t r a c i ó n .

E v i d e n t e ,  a l  e x i s t i r  u n a  i  1  I  - i n v e r s a

o
M o ,  s e m i p o s i t i v a .  E n t o n c e s  e l  v e c t o r

x = lta¿

e s  s o l u c i ó n  d e l  s i s t e m a  M x  =  d  ,  p a r a  t o d o  d  p e r t e -

n e c i e n t e  a  I n ( M ) .  S i  d  e s  s e m i p o s i t i v o ,  t a m b i é n  1 o

e s  M 9 d . '

c.  g .  D.

T e o r e m a  3 . -

L a s  s i g u i e n t e s  c o n d i c i o n e s  i m p l i c a n  I a

r e s o l u b i l i d a d  f u e r t e  d e 1  s i s t e m a

( 1 )  E x i s t e  u n a  { t }  - i n v e r s a  g e n e r a l i z a d a  d e  M ,  n o

n e g a t i v a  e n  I m ( M ) .

( 2 )  M  e s  m o n ó t o n a  e n  L r n  c o m p l e m e n t a r i o  d e  K e r ( M ) ,

e s t o  € s ¡  s i  S  g  K e r ( M )  =  R ú

D e m o s t r a c i ó n .

O b v i a m e n t e  (  1  )  g a r a n t i z a  q u e  e l  s i s t e m a

e s  f u e r t e m e n t e  r e s o l u b l e .

P a r a  v e r  q u e  ( 2 )  t a m b i é n  e s  s u f i c i e n t e ,

s e a  d  > 0  ,  d € I m ( M )  ;  e n t o n c e s  e x i s t e  u  e n  R m

M x  > 0  ' l

I  - t  x>o
x G S  j  

-
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ta l  que

M u - d

C o m o  R m  =  S  @  K e r ( M ) ,  e 1  v e c t o r  u  s e  p u e d e  d e s c o m -

p o n e r  e n  l a  f o r m a

u = x + y ; x € S , V € K e r ( M )

con 1o  que

M u  =  M x  =  d ¿ 0  ;  x € S  ,

l u e g o  x  >  0 ,  y  e l  s i s t e m a  e s  f u e r t e m e n t e  r e s o l u b l e .

c .Q.D.

T e o r e m a  4 . -

C l a r a m e n t e  e s t a s  c o n d i c i o n e s  s o n  s u f i -

c i e n t e s .  R e s t a  p r o b a r  1 a  e q u i v a l e n c i a  e n t r e  e l l a s .

( 1 )

S i  n o  e x i s t e  M #  ,  e n t o n c e s  i n d ( M )  >  1  y  t

Ker (M)  #  rce r (u2)

S i  1 a  m a t , r i z  M  e s  c u a d r a d a ,  1 a s  s i g u i e n t e s

c o n d i c i o n e s  s o n  e q u i v a l e n t e s  t  y  s o n  s u f i c i e n t e s

p a r a  q u e  e l  s i s t e m a  s e a  f u e r t e m e n t e  r e s o l u b l e

(1 )  Mx>0 I

x€ rm(M) j
a

( 2 )  E x i s t e  M t r  y  e s  n o  n e g a t i v a  e n  I m ( M ) .

D e m o s t r a c i ó n .
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l u e g o  e x i s t i r á  u n  v e c t o r  y  d e  R n  t a l  q u e

My I  o  ;  MZy -  o  i r l

Dado  que  My€  Im(M)  y  M(My )  =  0  ap l i cando  l a  h i pó -

t es i s

My>0 .

Razonando  de  fo rma  aná loga  pa ra  - y  ¡  se  t i ene  que

Mv-o

en  con t rad i cc ión  con  t  1  ]  .  Luego  ex i s te  #

Sea  x€ Im(M)  ,  x | 0 .  Ex i s te  z  t a1 -  que

N lz  =  x .  S i  se  cons ide ra
4

t ¡ = M o x ,

s e  t i e n e

u  =  I r t ( t t # z )  - >  u € r m ( M )  ,

Mu = l4.z = x )0 .

P o r  h i p ó t e s i s  t e n d r e m o s  q u e  u  >  0 ,  l u e g o
J¿

M o x  > 0  .

S e a  x €  I m ( M )  t a t  q u e  M x  >  O .  E x i s t i r á  u n

v e c t o r  z  t a l -  q u e  x  =  N l z .  S e  t i e n e  q u e

M x  > 0

M x €  I m ( M )
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P o r  ( 2 ) ,  s e  c u m p l e

M#M* > o

p e r o

M # M *  = M # M N I " - N l z  = x

F i n a l m e n t e ,  x  >  0

' ' : 'o '

P a r a  s i s t e m a s  n o  c u a d r a d o s ,  o  s i n g u l a r e s ,

n o  q u e d a  c l a r o  1 a  v i n c u l a c i ó n  e n t r e  l a  r e s o l u b i l i d a d

fuer te  de

M x  =  d  ,  d > o

y  l a  d e 1  s i s t e m a

M ' P  =  a  ,  a  ) 0 .

E 1  s i g u i e n t e  t e o r e m a  p r u e b a  l a  e q u i v a l e n c i a  e n t r e

a m b o s .

T e o r e m a  5 . -

S e a  M  u n a  m a t r í z  d e  o r d e n  m  x  n '  S o n

e q u i v a l e n t e s  :

( t )  P a r a  t o d o  d  > 0 ,  d € I m ( M ) ,  e x i s t e  x  > 0  t a 1  q u e

M x = d

( 2 )  P a r a  t o d o  a  >  0 :  a € I m ( M ' ) ,  e x i s t e  p  >  0  t a 1  q u e

M ' P  =  a

Q t
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D e m o s t r a c i ó n .

D a d a  1 a  s i m e t r í a  d e  1 a s  c o n d i c i o n e s ,

b a s t a r á  p r o b a r  u n a  d e  1 a s  i m p l i c a c j - o n e s .

( 1 )

Sea  a  )  o ,  a  €  rm(M '  ) .  S i  é1  s i s t ema

M 'p  =  a  ,P  >o

no  posee  so luc i ón ,  ap l i cando  e l  l ema  de  Fa rkas ,

ex i s t i r á  x  t a1  que

Mx<0 ,  a r x )0 .

Sea  d  =  M( - x ) ,  en tonces  d  >  0 ,  d€  Im(M) .  Po r  h i pó te -

s i s  e x i s t i r á  u  >  0 ,  t a l  q u e

M u - d

de donde

M ( x + u ) = 0

C o m o  I m ( p t ' )  y  K e r ( M )  s o n  s u b e s p a c i o s  s u p l e m e n t a r i o s

o r t o g o n a l e s ,

a r ( x  +  u )  =  Q

c o n  1 o  q u e

a l x  =  - a r u  ( 0

e n  c o n t r a d i c c i ó n  c o n  a r x  )  O .  P o r  t a n t o ,  e x i s t i r á

p  : 0  t a l  q u e

M ' P  =  a

c .  Q .D .

Q r
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3.3 N-MATRTCES

E n  e s t e  e p í g r a f e :  s o  e s t u d i a  l a  r e s o l u -

b i l i d a d  f u e r t e  d e  s i s t e m a s  c o n  i g u a l  n ú m e r o  d e

e c u a c i o n e s  q u e  d e  i n c o g n i t a s  ( s i s t e m a s  ó u a d r a d o s ) ,

c u y a  m a t r í z  M  e s  u n a  N - m a t r i z  s i n g u l a r .  P a r a  e l l o ,

b a s t a  a n a l  i z a r  e l  c a s o  e n  q u e  M  a d m i t e  u n a  d e s c o m -

p o s i c i ó n  e n  l a  f o r m a

M-T-A A>0 .

L a  e x t e n s i ó n  d e  1 a s  p r o p i e d a d e s  a n a l i z a d a s  e n  l a

s e c c i ó n  2 . 3 ,  d e d i c a d o  a  1 a s  N - m a t r i c e s  r e g u l a r e s ,

p a s a  1 ó g i c a m e n t e  p o r  1 a  c o n s i d e r a c i ó n  d e  a l g u n a s

n l l e v a s  c o n d i c i o n e s  e u € :  e n  e 1  c a s o  s i n g u l a r ,  j u g a -

r á n  u n  p a p e l  a n á 1 o g o  a  1 a s  a n a l i z a d a s  p r e v i a m e n t e .

S e  c o m i e n z a  c o n  u n a  e x t e n s i ó n  n a t u r a l  d e l  c o n c e p t o

d e  P - m a t r i  z  a I  c a s o  s i n g u l a r ,  e s  d e c i r ,  1 a s

P o  - m a t r i c e s .

D E F T N T C T O N  1  .  -

U n a

u n a  P o - m a t r i z

n o  n e g a t i v o s .

m a t r i z  c u a d r a d a  M ,  s e  d i c e  q u e  e s

s i  t o d o s  s u s  m e n o r e s  p r i n c i p a l e s  s o n

- 8+-
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D E F T N I C f O N  2 .  -

U n a  m a t r í z  c u a d r a d a  e s  M o - m a t r i z ,  s i  e s

N - m a t r i z  y  P o - m a t r i z .

L a s  s i g u i e n t e s  p r o p o s i c i o n e s .  a n a L i z a n

a l g u n a s  p r o p i d a d e s  d e  1 a s  M o  - m a t r i c e s .

P r o p o s i c i ó n  1 .  -

D a d a  u n a  M o - m a t r i z ,  t o d o s  s u s  c o f a c t o r e s

s o n  n o  n e g a t i v o s .

L a  p r u e b a  p u e d e  v e r s e  e n  H e r r e r o - S i 1 v a _

V i l l a r  (  1 9 8 4 ) .

P r o p o s i c i ó n  2 .  -

S e a  M  u n a  M o - m a t r i z .  S i  u n  m e n o r  p r i n c i p a l

e s  n u l - o ,  e n t o n c e s  d e t ( M )  -  0 .

D e m o s t r a c i ó n .

S e  p r o b a r á  q u e  s i  u n  m e n o r  p r i n c i p a l  e s

n u 1 o ,  e l  o b t e n i d o  d e  u n  o r d e n  s u p e r i o r  o r r a n d o  e s t e ,

e s  t a m b i é n  n u 1 o .  R e p i t i e n d o  e 1  p r o c e s o  s e  l t e g a

a  d e t ( M )  -  0 .

S i n  p é r d i d a  d e  g e n e r a l i d a d ,  y a  q u e  p e r _

r n u t a c i o n e s .  s i m u l t á n e a s  d e  f i l a s  y  c o l u m n a s  n o
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a n  a l -  v a l o r  d e 1  d e t e r m i n a n t e :  s €  s u p o n e  q u e

n o r  p r i n c i p a l  s u p e r i o r  i z q u i e r d a ,  d e  o r d e n  p - 1 ,

1 o .  C o n s i d e r a n d o  l a  s u b m a t r i z

I  ^rr .  -^Lz -" ,  ̂  \
I  

t r  r ¿  L p  
\

M = [  
-az t  ^zz  -^2 ,  

Ip t  ' t

t ' lI

\ -"o L -^p2 ^o, 
I

e s  u n a  M o - m a t r i z  y  t  p o r  t a n t o ,  t o d o s  s u s  c o -

r e s  s o n  n o  n e g a t i v o s .  S i  s e  d e s a r r o l l a  p o r  1 a

a  f i l a  ,  p a r a  h a l l a r  e 1  d e t e r m i n a n t e  d e  e s t a

t r i z r  s €  t i e n e

d e t ( M o )  =  - u p r A p r  -  u p z A p z  = r p p A p p

n d e  r e s u l t a  q u e

d e t ( M  )  <  o .'  
D -  -

men te ,  . i  se r  un  meno r  p r i nc i pa l  de  una

t r í 2 ,

a f e c t

un  me

es nu

e s t a

f a c t o

ú 1 t i m

subma

de do

F i n a l

M o  - m a

de t (Mo)  -  0 .

C .  Q . D .

E s t e  r e s u l t a d o  a s e g u r a  e u e  r  d a d a  u n a

M o - m a t r i z ,  o  b i e n  t o d o s  s l r s  m e n o r e s  p r i n c i p a l e s  s o n

p o s i t i v o s  ( c o n  1 o  c u a l  M  e s  r e g u l a r  y  s u  i n v e r s a

e s  s e m i p o s i t i v a  )  o ,  s i  a l g u n  m e n o r  p r i n c i p a l  e s

n u l - o ,  l a  m a t r i z  e s  s i n g u l a r .
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P a r a  N - m a t r i c e s  . ] . a  c o n d i c i ó n  r t  M  e s  u n a

P - m a t r i z r r  a s e g u r a  l a  e x i s t e n c i a  d e  s o l u c i ó n  x >  0 ,

p a r a  t o d o  d  >  O ,  d e J -  s ' i - s t e m a

M x - d

S i n  e m b a r g o ¡  € D  e I  c a s o  d e  q u e  1 a  m a t r í z .  s e a - s i n g u -

l a r ,  1 a  c o n d i c i ó n  r r M  
.  e s  u n a  P o  - m a t r i z I t  n o  e s  s u f  i -

c i e n t e  p a r a  l a  r e s o l u b i l i d a d  f u e r t e  d e 1  s i s t e m a .

E I  s i g u i e n t e  e j e m p l o  d a  u n a  m u e s t r a  d e  e s t e  h e c h o .

E J E M P L O  3  "  1

S e a  1 a  m a t r i z

que es  una

Ir
= 

{o
\o

M o  - m

, l
l l  1
I  L  _ 2

I
M = l  0  0

I .
\ _ü  0

o o\  l0
1 ol  -  lo

l l
0 1/  \+

a t , r í 2 .  S i n  e m b a r g o

d = (+,0, t )>

n o  e x i s t e  x )  0 ,

a\
o/  =

al

a 1

t

U

+

L
2

I

0

e l

0 \

ol
t l

v e c t  o r

e s t á  e n  I m ( M )  y que Mx =  f l .

E s t e  e j e m p l o  i n d i c a  e u e :  a d e m á s  d e  p e d i r

q u e  M  s e a  u n a  P o - m a t r í 2 ,  e s  n e c e s a r i o  e x i g i r  q u e

v e r i f i q u e  p r o p i e d a d e s  a d i c i o n a l e s .  S e  i n t r o d u c e

a s í  u n a  n u e v a  c o n d i c i ó n  a  l a  q u e  s e  d e n o m i n a  s e m i -

r r e g u l a r i d a d .

Q ' 7
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DEFTNTCTON 2 .  _

U n a  m a t r i z  c u a d r a d a  M ,  c o n  r g ( M )  =  r ,

s e  d i c e  q u e  e s  s e n i r r e g u l a r  s i  e x i s t e  u n  m e n o r

p r i n c i p a l  d e  M ,  d e  o r d e n  r ,  d i s t i n t o  d e  c e r o .

P a r a  e s t e  t i p o

l a  s i g u i e n t e  p r o p i e d a d .

Propos i c i ón  3 .  -

S e a  M  u n a

r g ( M )  =  r .  S i  M  e s  u n a

t r i z  p r i n c i p a l  d e  o r d e n

D e m o s t r a c i ó n .

de m a f  r r _ c e s s e  v e r i f i c a

N - m a t r i z  s e m i r r e g u l a r ,  c o n

P o - m a t r i z ,  e x i s t e  u n a  s u b m a -

r ,  q u e  e s  P - m a t r i z .

z  y  r e g u l a r .

P - m a t  r i z  .

C . Q . D .

A 1  s e r  M  s e m i r r e g u l - a r ,  e x i s t e  u n a  s u b m a _

t r i z  p r i n c i p a r  d e  o r d e n  r ,  c o n  d e t e r m i n a n t e  n o  n u r - o .

S e a  M - _  e s t a  s u b m a t  r i z .
T

M  e s  L r n a  N - m a t r i z ,  p o  - m a t r i
r

A p l i c a n d o  1 a  p r o p o s i c i ó n  Z ,  M "  e s  u n a

m a t  r  i  c e s

g e n e r a  1  i

p o s i b l e

C o m o  s e

s i n g u l a r e s

z a d a s .  E n

e m p l e a r  1 a

h a  c o m e n t a d o ,  e n

r  € s  ú t i 1  t r a b a j

e l  c a s o  d e  1 a s

r r i n v e r s a  g r u p o ' l

e l  e s t u d i o  d e

a r  c o n  i n v e r s a s

N - m a t r i c e s  e s

q u e  p o s e e  c o m o
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v e n t a j a  a d i c i o n a l  e l  c o n m u t a r  c o n  l a  m a í r i - 2 ,  a u n q u e

s ó l o  e x i s t e  b a j o  c o n d i c i o n e s  b a s t a n t e  r e s t r i c t i v a s .

E n  p r i m e r  l u g a r :  S e  d e f i n e  e s t a  i n v e r s a ,  p r o b a n d o

a  c o n t i n u a c i ó n  q u e  l a s  m a t r i c e s  q u e  s e  e s t á n

e m p l e a n d o  p o s e e n  u n a  i n v e r s a  g r u p o .

pEFrNrc r0N 3 .  -

D a d a  u n a  m a t r i z  c u a d r a d a  M .  s e  1 l a m a

í n d i c e  d e  M  a l  m e n o r  e n t e r o  k ,  t a l  q u e

t m l M k )  =  l . ( t { k * 1 ) .

D E F T N f C T O N  4 .  _

D a d a  u n a  m a t , r í z  c u a d r a d a  M ,  s e  d e n o m i n a
JI

i nve rsa  g rupo  de  M,  a  una  ma t rLz  N lo ,  t a1  que

( r )  M  M#  M -  M

(z )  N Í  M  M#  =  Y t#
.ll Jt

( 3 )  M  M o  =  M o  M

P r o p o s i c i ó n  4 .  -

S e a  M  u n a  m a L r í z  c u a d r a d a .  E n t o n c e s  :

a )  M #  e x i s t e  ( : )  i n d ( M ) < 1

b )  M #  s i  e x i s t e ,  e s  ú n i c a

c )  S i  M  e s  r e g u l a r  ( i n ¿ ( M ) = O )  ,  M #  =  M - l

L a  p r u e b a  p u e d e  v e r s e  e n  B o u l l i o n  &  0 d e 1 l _  ( I 9 T I ) .
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P r o p o s i c i ó n  5 . -

S e a  M  u n a  m a t r i z  c u a d r a d a ,  s e m i r r e g u l a r

y  P o - m a t r i z .  E n t o n c e s  i n d ( M )  <  1  :  y t  p o r  t a n t o ,
4

e x i s t e  M o .

D e m o s t r a c i ó n

S i  l a  m a t r í z  e s  d e  o r d e n  n ,  y  s u  r a n g o

e s  r ,  s e  t i e n e  q u e

d i m  K e r  ( M )  =  n - r .

S e a  p ( I )  e 1  p o l i n o m i o  c a r a t e r í s t i c o  d e  M ,

p ( r )  =  d e t ( l r  -  M )  =

. n  . n * 1'  =    +  
" l n  

+  . . .  +  a n

d o n d e

a ^  =  s u m a  d e  1 o s  m e n o r e s  p r i n c i p a l e s  d e  o r d e n  sS

E n  e s t e  c a s o ,  a 1  s e r  M  u n a  P o - m a t r i z  s e m i r r e g u l a r

p ( I )  -  l n  *  
" 1 t r n - 1  

+  . . .  *  
" " t n - r

s i e n d o  e s t e  ú 1 t i m o  c o e f i c i e n t e  d i s t i n t o  c l e  c e r o .

L u e g o  l a  m u l t i p l i c i d a d  d e l  v a l o r  p r o p i o  I  -  0  e s

ñ - r r  c o n  l - o  q u e  l a  f o r m a  d e  J o r d a n  a s o c i a d a  a  1 a

m a t r í z  M  s e r á

l r ,  o\
\ l
\ 0  0 /

donde  J t  es  una  ma t r í z  r egu la r  de  o rden  r .  As í ,  l a
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f o r m a  d e  J o r d a n  a s o c i a d a  u . M Z  s e r á

( t '2  o  
\

\ l
\ 0  0  /

de donde

rg (P t )  =  r g (M2  )

Luego  i nd (M)  <  1 ,  po r  1o  que  ex i s te  M#

C . Q .  D .

E l  s i g u i e n t e  t e o r e m a  r e c o g e  u n a  s e r i e  O :

c o n d i c i o n e s  e q u i v a l e n t e s  a  1 a  r e s o l u b i l i d a d  f u e r t e

d e  u n  s i s t e m a  c u y a  m a t r i z  e s  L r n a  N - m a t r i z  s e m i r r e -

g u 1 a r .

T e o r e m a  6 .  -

S e a  M  u n a  N - m a t r i z  s e m i r r e g u l a r ,

M  -  T  -  A  ,  A  > 0

E n t o n c e s ,  1 a s  s i g u i e n t e s  c o n d i c i o n e s  s o n  e q u i v a l e n -

t e s  :

( 1 )  P a r a  t o d o  d € f m ( U ) ,  d  > 0 ,  e x i s t e  x  >  O  t a l  q u e

M x = d

( 2 )  E x i s t  e  N t #  y  p a r a  t o d o  d  >  0 ,  d €  r m ( M )  : > M # x  >  0

(3 )  Mx  >o  I
i  : t  x  >o

x€rm(M)  J  
-

- o 1 -
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(4 )

(s)
(6 )

( 7  )  L a  p a r t e

n e g a t i v a .

( 8 )  P a r a  t o d o

g u l a r .

( 9 )  r * ( A )  < 1 .

( 1 0 )  P a r a  t o d o

e s t o  € s :  p a r a  t o d o  x  I  O  ,

I
¡
J

r í z

D á :

e

*k

de

Mx<0

x  >0  ,  x€ Im(M)

M es Lrna Po -mat

M  e s  s e m i m o n ó t o

e x i s t e  k  t a 1  q u

r e a l

(Mx ) ,  >  o
K _

c a d a  v a l o r p r o p i o  d e  ! l  e s  n o

r  )  0 , l a  m a t r i z M  +  r I  e s  n o  s i n -

a Q I m ( M ' ) ,  a  > 0 ,  e x i s t e  p > 0  t a l  q u e

M ' P  =  a

D e m o s t r a c i ó n .

L a  e q u i v a l e n c i a  e n t r e  ( Z )  y  (  3  )  s e  p r o b ó

e n  e l  t e o r e m a  4 ,  a s í  c o m o  l a  i m p l i c a c i ó n  d e  ( Z )  a

(  1  )  .  E n  e l  t e o r e m a  J  v i e n e  l a  e q u i v a l e n c i a  e n t r e

( 1 )  y  ( r O ) .  E n  F i e d l e r  &  p t a k  ( t g 6 6 )  a p a r e ó e  l a

e q u i v a l e n c i a  e n t r e  ( 5 )  y  ( 6 ) .  F i n a l m e n t e ,  e n  B e r m a n

&  P l e m m o n s  ( I 9 7 9 )  s e  e n c u e n t r a n  1 a s  s i s u i e n t e s

i m p l  i c  a c  i o n e s

(7 )  (_ )  (8 )

c o n  1 o  q u e  s e  t i e n e  l a s  e q u i v a l e n c i a s  e n t r e  ( Z ) ,

( 3 ) ,  ( 5 ) ,  ( 6 ) ,  ( 7 ) ,  ( 8 )  y  ( r o ¡ .  E 1  r e s t o  d e  l a s

_ o ? _
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e q u i v a l e n c i a s  s e  p r o b a r á  s i g u i e n d o  e l  e s q u e m a  q u e

f i g u r a  a  c o n t i n u a c i ó n

( 1 )

(3)

( 1 )

S i  s e  s u p o n e  I * ( A )  >  1  :  p o r  e l  t e o r e m a

d e  P e r r o n - F r o b e n i u s  s e  t i e n e  q u e  e x i s t e  v  >  0  t a l  q u e

Av = t r *v

e n t o n c e s

M ( _ v )  =  ( r * _ 1 ) v > 0

S e a  d  =  M ( - v )  > 0  ,  d € I m ( M ) ,  l u e g o  e x i s t e  x > 0

ta l  que

M x - d ,

e s t o  € s :

M ( x + v ) - 0

p o r  t a n t o ,

A ( x  +  v )  =  x  +  v

A x  =  x  +  ( 1 -  I * ) v

D a d o  q u e  A  > 0  y , x ) 0 ,  e 1  p r o d u c t o  A x > 0 ,  y  s e

t i e n e

x  >  (  l *  - 1 ) v

P r e m u l t i p l i c a n d o  p o r  l a  m a L r í z  A  >  0 _ ,  S €  c o n s e r v a  l a

-93-

Análisis sobre la resolubilidad de modelos lineales de producción conjunta. Josep Enric Peris i Ferrando

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1987



d e s i g u a l d a d

A x  >  (  r *  - 1 )  A v

x  +  ( 1 - r " ) v >  ( t r * - 1 ) t * v

x  >  (  r * - 1 ) (  ¡ * + 1 ) v

R e p i t i e n d o  s u c e s i v a m e n t e  e s t e  p r o c e s o :  s €  t i e n e

(  r * - 1 ) ( r * k + l * k - l *  +  1 ) v  =
'  

=  ( l * k * l - t ) r .

1 o  c u a l  n o  p u e d e  s a t i s f a c e r  x  s i  l *  >  1 .  C o n  1 o  q u e

s e  l o g r a  l a  c o n t r a d i c c i ó n ;  l u e g o

L a  f u n c i ó n  f :  R  - >  R  d e f i n i d a  p o r

f ( r ) = d e t ( l I - A )

e s  c o n t i n u a  y  n o  s e  a n u l a  a  1 a  d e r e c h a  d e  r *  ( A ) ,

y  p a r a  l .  s u f i c i e n t e m e n t e  g r a n d e  s e  h a c e  p o s i t i v a .

P o r  t a n t o ,  p a r a  t o d o  I  >  f *  (  A  )

f  ( r )  >  0

E n  p a r t i c u l a r  p a r a  L = 1 ,  s e  t i e n e

d e t ( I  -  A )  =  d e t ( U )  > O

L o s  v a l o r e s  p r o p i o s  d e  m ó d u l o  m á x i m o  d e  c a d . a  s u b -

m a t r í z  p r i n c i p a l  d e  A  s o n  m e n o r e s  o  i g u a l e s  a  l o s

d e  A ,  l u e g o  e s  p o s i b l e  a p l i c a r  u n  r a z o n a m i e n t o

a n á l o g o ,  y  s r l  d e t e r m i n a n t e  s e r á  n o  n e g a t i v o .  p o r
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t a n t o ,  M  e s  u n a  P o - m a t r i z .

S e a  x

M x  < 0  ,

s e  t i e n e  q u e

M(-x )  >o

-x€  Im(M)  ,

po r  t an to ,  - x  ) 0  .  Luego  x=0 .

t a 1  q u e

e n t o n c e s

S e a  t r * -  I * ( A )  ,  e n t o n c e s  e x i s t e  v  >  0

Av = lf v

a  q u e  v  e s  u n  v e c t o r

C . Q . D .

v  =  ( 1 -  l * ) v

e  t r *  >  1  se  t iene  que

> 0  
' \

I

I
v  < 0  )  : >  v = 0

I
I

€ rm(M) J

u n a  c o n t r a d i c c i ó n ,  y

d o n d e ,  l x  <  1 .

M

u p o n

v

M

E S

De

S i s e s

1 o  c u a l

p r o p i o .
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P a r a  l a s  N - m a t r i c e s  l a  d o m i n a n c i a  d e

d i a g o n a l  e s  u n a  c o n d i c i é n  e q u i v a l e n t e  a  l a  e x i s -

t e n c i a  y  s e m i - p o s i t i v i d a d  d e  l a  i n v e r s a  A q u í  s e

r e l a j a  l a  c o n d i c i ó n  i n t r o d u c i e n d o s e  u n  n u e v o  c o n c e p -

t o  d e  d o m i n a n c i a ,  m a s  d é b i 1  :  e u €  r e s u l t a  s e r

c o n d i c i ó n  s u f i c i e n t e  p a r a  l a  r e s o l u b i l i d a d  f u e r t e .

D E F I N I C I O N  4 . _

Una mat r i z  cuad rada  M posee  d iagona l

dominante débi l -  (aaa¡ ,  s i  ex is ten números reales

pos i t i vos  d i ,  i =1 :  , n  ,  t a l es  que

j = 1 , . : f ,

S i  f , * - ,  ; ' 0 ,  s e  d i c e  q u e  p o s e e  d d d  p o s i t i v a .
J J  _

N O T A

V e a s e  W o o d s  ( 1 9 7 8 )  p a r a  c o m p a r a r  1 a  c o n -

d i c i ó n  ( ¿ ¿ ¿ )  c o n  l a s  c o n d i c j - o n e s  d i a g o n a l  d o m i n a n t e

( d d )  y  q u a s i - d i a g o n a l  d o m i n a n t e  ( q d d ) .  A m b a s  c o n -

d i c i o n e s  . i m p l i c a n  1 a  ( d d d )  y  e l  s i g u i e n t e  e j e m p l o

m u e s t r a  u n  c a s o  e n  q u e  é s t a  e s  m á s  d é b i 1 .

E J E M P L O  3 . 2

a. lmrr l  ¿J JJ - 
iTl r- r-J

S e a M =

Tomando d . ,  =d . ,  =  1  ,L L

S i n  e m b a r g o :  f l o  s

y  ( q d d ) .

( r  -1  
\

\J
\ - 1  |  /

s e  v e r i f i c a  1 a

e  s a t i s f a c e n  1 a s

c o n d i c i ó n  ( d d d ) .

c o n d i c i o n e s  ( d d )

- q 6 -
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"  E 1  s i g u i e n t e  t e o r e m a  p r u e b a  g u e  e s t a

c o n d í c i ó n  e s  s u f i c i e n t e  p a r a  l a  r e s o l u b i l i d a d

f u e r t e  d e l  s i s t e m a .  A  c o n t i n u a c i ó n  u n  e j e m p l o  m u e s -

t r a  q u e  n o  e s  n e c e s a r i a .

T e o r e m a  7 . -

S e a  M  u n a  N - m a t r i z  s e m i r r e g u l a r  s a t i s f a -

c i e n d o  1 a  c o n d i c i ó n  ( d d d ) .  E n t o n c e s  M  v e r i f i c a  1 a s

c o n d i c i o n e s  e q u i v a l e n t e s  ( 1 ) - ( 1 0 )  d e l  t e o r e m a  6 .

D e m o s t r a c i ó n

S e  p r o b a r á  q u e  (  d a a ;

P a r a  e l 1 o  s e a  t r  u n  v a l o r  p r o p i o  d e

q u e  R e ( r )  > 0 ,  e n t o n c e s

J m . . -  I  I  t  l r , . l  j = l ,.  
J J  J J

d e  d o n d e

d. lm. . -  r  l>¿ .1 ' . . l tF¿
J  JJ  J  JJ  _A

P e r o  e s t o  i n d i c a  q u e  l a  N - m a t r i z

a  =  lv t  -  l I

p o s e e  d d ,  c o n  1 o  c u a l  e s  r e g u l a r ,

c o n  e l  h e c h o  d e  q u e  ¡ .  e s  u n  v a l o r

t a n t o ,  R e ( r )  > 0 .

i m p l i c a  ( 7  )  .

M .  S i  s e  s u p o n e

, n

i l * i j l  i = l , . . . ,n

e n  c o n t r a d i c c i o n

p r o p i o  d e  M .  P o r

C . Q . D .
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E J E M P L O  3 . 3

S e a  I a  m a t r í z

l r 1 1 \

l ' -z  
-z  

\M=l_+ + _+ |
t t
\o  0  o  l

E s t a  e s  u n a  N - m a t r i z ,  s e m i r r e g u l a r  y  P o - m a t r i z .  S i n

e m b a r g o :  o o  c u m p l e  l a  c o n d i c i ó n  d d d .
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3.4 NX-_MATRICES

Se ana1-  j -zar  €D es te  ep ígra fe ,  e l  con jun to

d e  l a s  N - ) " - m a t r i c e s  s i n g u l a r e s ,  e s t o  € s :  a q u e l l a s

m a t r i c e s  n o  r e g u l a r e s  q u e  s e  p u e d e n  e x p r e s a r  e n  1 a

forma

M  -  B  -  A  i  A  >  0 ,  B  >  0 ,  B - 1  t  0 .

P a r a  e s t e  t i p o  d e  m a t r i c e s  s e  t i e n e  L l n  t e o r e m a  d e

c a r a c t e r i z a c i ó n  d e  1 a  r e s o l u b i l i d a d  f u e r t e .  s i m i l a r

a l  t e o r e m a  5  p a r a  N - m a t r i c e s .

Teo rema  8 . -

Sea M una N- ) i -mat r i z  r  ta l  que N= f  AB-  
1

e s  s e m i r r e g u l a r .  E n t o n c e s  s o n  e q u i v a l e n t e s  :

( 1 )  P a r a  t o d o  d € I m ( M ) ,  d  >  O ,  e x i s t e  x >  O  t a 1  q u e

M x - d

( 2 )  E x i s t e  N #  y  l a  m a t r i z  M g  =  B - 1 N #  c u m p l e  q u e

pa ra  cada  xQ  Im(M) ,  x  >  0 ,  en tonces

Msx  >  O .

(  3  )  Pa ra  t odo  x  t a l  que

M x >  0 ,  B x €  I m ( M ) ,  e n t o n c e s

x  >  0 .

- 1 0 0 -
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( 4 )  P a r a  c a d a  x  t a 1  q u e

M x < 0 ,  x > 0 ,  B x € I m ( M ) ,  e n t o n c e s

x=0

(5 )  ¡ *1n-1A)  =  r * (AB-1)  <  1

( 6 )  P a r a  t o d o  a  d e  I m ( M ' ) ,  a  >  0 ,  e x i s t e  p  ¿ O

t a l  q u e

M t P  =  a

D e m o s t r a c i ó n

S e  r e a l i z a  s e g ú n  e l  s i g u i e n t e  e s q u e m a

( 1 )  ( - )  ( 5 )

(3)

La prueba de  (  1  )

A s o c i a d o  a  ) , * e x i s t e  v > 0  t a 1  q u e

B- 
1A.,  = l*  v

E n t o n c e s

Av  =  t r *Bv

Mv  =  (1_  r )Bv

S i  l *>1 :  s€  t i ene  que  Mv  <0 ,  l uego

d  =  M( - v )  >0  ,  d€ Im(M)

Po r  h ípó tes i s ,  ex i s t i r á  x  >0  t a l  que

M x  =  M ( * v )

M ( x + v ) - 0

- 1 0 1 -
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D e  a q u í ,

e n t o n c e s

A ( x + v ) = B ( x + v )

O < A x  =  B ( x  +  v )  A v  =  B ( x  +  v  -  ¡ x v )

x  :  (  r *  - 1 ) v

Mu l t i p l i cando  po r  A  >  0 :  s€  ob t i ene  que

x  :  (  r ' t ' 2  - t  ) v

y  rep i t i endo  e l  p roceso

x : (  ^ * t t - r ) y

que  es  una  con t rad i cc i -ón  ¡  ya  que  v  >  0 ,  v+0 .  As í

t r *  <1

(s)
Ya que

M = N B r N - I - A B - 1 ,

s i e n d o  é s t a  u n a  N - m a t  r í z  ,  a p l i c a n d o  e 1  t e o r e m a  6  ,

y  d a d o  q u e  I m ( l t )  =  I m ( N ) ,  e x i s t e  y  >  0  t a l  q u e

N v - d

L l a m a n d o  x  =  g - t "  r O r  S €  t i e n e

M x  - d

(s)
S e a  x €  R n ,  t a l  q u e
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Mx >_0  ,  Bxe  Im(M)  ,

en tonces

N(Bx )  >o  ,  Bx€ rm(M)

y  t  ap l i cando  e l  t eo rema 6 ,

Bx>0

A1  se r  B -1  ,  0 . ,  se  t i ene  x  >  0 .

(3)

E n  p r i m e r  l u g a r  s e  p r o b a r á  1 a  e x i s t e n c i a

d e  N o  ,  u t j - L j - z a n d o  e l  t e o r e m a  4 .  P a r a  e 1 1 o ,  s e a  y

t a l  q u e

Ny :0  ,  y€ }n ( t t )

y  sea  x  ta l  que  y  =  Bx .  Se  tend rá

M x > 0 ,  B x € I n ( M )

P o r  h i p ó t e s i s  x  > 0  e n t o n c e s

y  > 0

l u e g o  e x i s t e  N #  y  e s  n o  n e g a t i v a  e n  I m ( N ) .

S e a  a h o r a  x  > 0 ¡  x € I m ( M ) ,

M g x  =  B - l N #  x  > o  ,

p o r  s e r  N #  x  > o  y  g - 1  > 0 .

( 2 )

Dado  que  Mg  es  una  {  1  }  - i nve rsa  de  M
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( v é a s e  a p é n d i c e  3 ) ,  p a r a  t o d o  d  d e  l m ( p l ) ,

x = M 9 d

e s  s o l u c i ó n  d e l  s i s t e m a .  S i  d  >  0  a p l i c a n d o  ( 2 )

x  > 0

E v i d e n t e .

(4 )

Sea  t * -  ¡ *  1Re-1) .  En tonces  ex is te  v  )  0 ,

v *0 ,  t a l  que

AB-1v  =  t r * v

L lamando  w  -  B - l t r 0 ,

Aw = tr*Bw

M w  =  ( 1 -  ¡ x ) B w

Si  ) , *  >  1  :  s€  t iene  que

B w  €  I m ( M )

w > 0

M w < 0

e n t o n c e s  w = 0  y  e s t o  i m p l i c a

v = 0  ,

q u e  e s  u n a  c o n t r a d i c c i ó n .  L u e g o

t r *  <1 "

C . Q . D .

1 ^ , 1
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3 .5  B -MATRICES

S e  r e p i t e  e 1  a n á l i s i s  e f e c t u a d o  a n t e r i o r -

m e n t e :  € o  e l  c a s o  d e  q u e  M  s e a  u n a  B - m a t r i z ,  e s t o

€ s ,  p o s e a  u n a  d e s c o m p o s i c i ó n  e n  l a  f o r m a

M =  S  -  A  B>0 ,  A>0  ,  B  regu la r

t a l  q u e

T e o r e m a  9 . -

Sea M una B-mat r iz  ,  t ,aL  que la  mat r íz

N  -  I  -  A B - 1  
" "  

s e m i r r e g u l a r .  E n t o n c e s  l a s  c o n d i -

c i o n e s  s i g u i e n t e s  s o n  e q u i v a l e n t e s .

( 1 )  P a r a  t o d o  d  >  0 ,  d €  I m ( M ) ,  e x i s t e  x  >  0

t a l  q u e

r .  Ag-1  >  o

2 .  M* ' ;  I
t  - t  x  >o

Bx>O |  
-

J

S e  v e r i f i c a  e l  s i g u i e n t e  t e o r e m a .

M x - d

( 2 )  E x i s t e . .  t l  t  y  l a  m a t r í z  M 9 =  g - 1 N #  e s  n o

n e g a t i v a  e n  I m ( M ) .

( 3 )  M x > O  
' \

l  - t  x >  o
B x €  I m ( M )  )  

-
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(4 )  Mx<0 I
I

x  > 0  ) .  
- )  x = 0

f
Bx€ rm(t"f  )  J

( 5 )  ¡ x  ( A B - t  )  .  t

( 6 )  P a r a  t o d o  a  d e  I m ( M ' ) ,  ¿  )

ta1  que

0 ,  ex i s t e  p>0

M ' P  =  a

D e m o s t r a c i ó n

Se rea l ízará  según e1  esquema que aparece

a  c o n t i n u a c i ó n

A p l i c a n d o  e 1  t e o r e m a  d e  M a n g a s a r i a n  ( v a 1 o r

p r o p i o  g e n e r a l i  z a d o )  ,  e x i s t i r á  u n  v e c t o r  v  t a 1  q u e

A v  -  l x B v  ,  v + O

B v  > 0

E n t o n c e s

M v  =  ( 1 -  I * ) B v

s i  ¡ ,x>  1

M v  < 0

M ( - v )  >  0

P o r  t a n t o ,  e x i s t e  x  > 0  t a l  q u e

- i 06 -
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M x  =  M ( - v )

M ( x + v ) = 0

de donde

0  <  Ax  =  Bx  +  (1 -  ¡ * )Bv

v

Bx  >  (  r * - 1 )Bv

- 1
p r e m u l t i p l i c a n d o  p o r  A B  

^  >  0 ,

A x  >  (  r * - 1 )  ) r x B v

y ,  d e  a q u í

,
B x  >  (  r * - - 1 ) B v

R e p i t i e n d o  e l  p r o c e s o :  S €  t i e n e
l -

B x  >  (  l * ^ - 1 ) B v

1 o  c u a l  e s  u n a  c o n t r a d i c c i ó n  t  y a  q u e  B v  +  0 .  P o r

t a n t o ,

t r *  <  1 .

S e a  x  t a 1  q u e

M x  > 0

B x €  I m ( M )

E n t o n c e s  s e  c u m p l e  q u e

N ( B x )  >  0

B x € I r n ( t l )

y :  p o r  a p l i c a c i ó n  d e l  t e o r e m a  4 ,

- t 07  -
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Bx  >  0 ,

es ta  cond i c i ón ,  j un to  a  Mx  ¿  0  y  l a  de f i n i c i ón  de

B-mat r i z ,  imp l i ca  que

x > 0

#
La prueba de  la  ex is tenc ia  de  N"  t  y  qLre

e s t a  m a t r í z  e s  n o  n e g a t i v a  s o b r e  f m ( M ) ,  e s  a n á l o g a

a  I a  r e a l i z a d a  e n  e l  t e o r e m a  8 .  P a r a  p r o b a r  l a

s e g u n d a  p a r t e ,  s e a  x  >  0 ,  x €  I r n ( M ) ,  e n t o n c e s

B ( l t g x )  =  N # x  >  o

M ( M S x )  =  x  > 0

D e  1 a  d e f i n i c i ó n  d e  B * m a t r i z ,  s €  t i e n e

M S x > 0

( 2 )

I nmed ia ta ,  a1  se r  Mg  una  {1 } - i nve rsa  de

M,  no  nega t i va  en  Im(M)  .

E v i d e n t e .

A s o c i a d o  a  l *  ,  e x i s t e  u n  v e c t o r  v f 0 ,
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ta I  que

A v  =  t r * B v ,  B v > 0

D e  a q u í ,

M v  =  ( 1 -  l * ) B v

S i  l * > 1 r  s e  t i e n e

M v < 0 ,  B v € I n ( M )

y t l l a m a n d o w - B v ,

N w < 0

w  > 0

w €  I m ( N )

e u €  r  p o r  e I  t e o r e m a  4 ,  i m p l i c a  q u e

w=0

luego  se  l 1ega  a  1a  con t rad i cc ión

v = 0

Q u e d a  d e  e s t a  f o r m a  p r o b a d a  1 a  e q u i v a l e n c i a  e n t r e

t o d a s  l a s  c o n d i c i o n e s .

C .  Q .  D .

NOTA

E n  e l  c a s o  d e  l a s  B - m a t r i c e s  (  a s í  c o m o

e n  1 a s  N  y  N - ; . ' - m a t r i c e s  )  ,  s i  e x i s t e  u n  v e c t o r  d  >  0 ,

e n  I m ( M ) ,  o  u n  v e c t o r  a  >  0  e n  I m ( M '  ) ,  l a  m a t r i z

e s  r e g u l a r  y  s l - r -  Í n v e r s a  s e m i p o s i t i v a  (  v é a n s e  t e o -
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c u a d r a d a s

l i m i t a c i ó n

t a 1  q u e  s e

r e m a s  c o r r e s p o n d i e n t e s  e n  e l  c a p í t u 1 o  2 ) ,  P o r  t a n t o

s i  e s t a s  m a t r i c e s  s o n  s i n g u l a r e s ,  p o s e e n  l a  i m p o r *

t a n t e  r e s t r i c c i ó n  d e  q u e  n o  e x i s t e n  v e c t o r e s  e s t r i c -

t a m e n t e  p o s i t i v o s  e n  I m ( M ) ,  n i  t a m p o c o  e n  I m ( M ' ) .

H a s t a  e l  m o m e n t o  s e  h a n  u t i l i z a d o  m a t r i c e s

(  1 o  c u a l ,  c o m o  s e  c o m e n t ó no es  una

i m p o r t a n t e )  q u e  p o s e e n  u n a  e s t r u c t u r a

p u e d e n  e s c r i b i r  e n  1 a  f o r m a

M = ( r  _  T )B

p e r o r  € r  t o d o s  1 o s  c a s o s  a n a l i z a d o s ,  s e  h a  e x i g i d o

q u e  1 a  m a t r i z  B  s e a  r e g u l a r  y  e s t o  s i  s u p o n e  u n a

r e s t r i c c i ó n  m á s  f u e r t e .  E n  1 a  s i g u i e n t e  s e c c i ó n

s e  e l i m i n a  e s t e  s u p u e s t o ,  a s í  c o m o  l a  c o n d i c i ó n

d e  q u e  l a s  m a t r i c e s  s e a n  c u a d r a d a s .
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3.6 B-MATRICES GENERALIZADAS

E n  e s t e  e p í g r a f e  s e  g e n e r a l i z a  e l  c o n c e p t o

d e  B - m a t r i c e s  a  m a t r i c e s  n o  n e c e s a r i a m e n t e  c u a d r a d a s

a I  m i s m o  t i e m p o  q u e  s e  d e b i l i t a  1 a  s e g u n d a  c o n d i c i ó n

q u e  d e f i n í a  a  e s t a  c l a s e  d e  m a t r i c e s .

D E F I N I C I O N  5 . -

es  una

s l c r - o n

U n a  m a t r í z  M ,  ' d e  o r d e n  Í l x n :  s e  d i c e  q u e

B-nat r i z  genera l i zada g i  posee una descompo-

s e m i p o s i t i v a

M _ B - A j  B > 0 ,  A > 0 ,

t a l  q u e  :

C l a r a m e n t e ,  e s t a  d e f i n i c i o n  e s  u n a

extens ión  de l  concepto  de  B-maLr í2 .  S i  1a  mat , r i z

M  e s  r e g u l a r  a m b a s  d e f i n i c i o n e s  c o i n c i d e n .  P o r  o t r o

1 a d o ,  1 a  c o n d i c i ó n  1  e q u i v a l e  a  l a  e x i s t e n c i a  d e

u n a  m a t r i z  c u a d r a d a  T ,  d e  o r d e n  m x r n :  t a l  q u e

A  =  T B  ,  T t  0

c o n  l o  q u e  l a  m a t r i z  M  s e  p o d r á  e x p r e s a r  e n  l a  f o r m a

1 .  Bx>  0

2 .  Mx>  01
I
I
I

B x >  0  |)
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M = ( r  _  T )B  ,

d o n d e  N  -  I  -  T  e s  u n a  N - m a t r i z .

Los  s igu ien tes  teoremas ana l - j -zan  la

r e s o l u b i l i d a d  f u e r t e  d e  s i s t e m a s  c u y a  m a t r i z  p e r t e -

n e c e  a  e s t a  c l a s e ,  a l  m i s m o  t i e m p o  q u e  e x p l i c i t a n

e 1  c o n j u n t o  d e  m a t r i c e s  q u e  d a n  l u g a r  a  s i s t e m a s

f u e r t e m e n t e  r e s o l u b l e s .

T e o r e m a  1 0 . -

Sea M una mat r íz  de  orden Í l x  o :  ta l  que

e x i s t e  p ¿ 0 ,  c o n  p M  >  0 .  E n t o n c e s  s o n  e q u i v a l e n t e s

( 1 )  P a r a  t o d o  d > 0 ,  d € I m ( M ) ,  e x i s t e  x > O

t a l  que

M x - d

( 2 )  M  e s  u n a  B - m a t r í z  g e n e r a l i z a d a ,  c o n

r * ( T )  <  1

D e m o s t r a c i ó n

S e a  p  >  0 ,  t a 1  q u e  p M  >  0 .  S e  c o n s i d e r a

1
V = P  ;  c o n  e > 0

I p .  +  0- a

E n t o n c e s ,  L a  m a t r í z
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es seml-pos

Po r  t an to ,

Pos t -mu1 t i

donde

s i e n d o

T o m a n d o

t l  uz

v
-=  )  v .
1 1

e ( r
I

= I

d o  p o r

1 ,

)  
- 'M  

=

T

I
I

T =  |

\
\

i t i v a

I *  ( T )

e x i s t

(r  -  r

p l i c a n

(r  -  r

< 1

- . - 1
T )  

'  
y  e s  s e m i p o s i t i v a

+  T  *  T Z  +  . . .

L a  m a t r í z  M ,  s e  t i e n e

,
( r  +  T  +  T ' +  . . .  ) p t  =

H + .

:  ) . . _

- M +

: )
^zt 1

I
H = [

\

a r  a o
L L

H +

>0

pequeño ,  s€

. a

. a

a = p M

0  s u f i c i e n t e m e n t e p u e d e  l o g r a r

Ioi- + o

, F  r k - 1
\ . ü i )

* ---------------
( Y o .  +  e  ) K' C L

1
- M + - H

U

*113 -

Análisis sobre la resolubilidad de modelos lineales de producción conjunta. Josep Enric Peris i Ferrando

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1987



que

( r  -  T) -1 l , r  ro

y  d e f i n i e n d o  B  c o m o  e s t a  m a t , r í 2 ,  r e s u l t a

M  =  ( I  T ) B

p o r  1 o  q u e  M  c u m p l e  l a  p r i m e r a  c o n d i c i ó n  d e  B - m a t r i z

g e n e r a l i z a d a .  P o r  o t r o  1 a d o ,  s i

M x  > 0

B x  > 0

l l a m a n d o  d  =  M x ,  d €  I m ( t " t ) ,  p o r  h i p ó t e s i s  e x i s t i r á

u n  v e c t o r  y  ¿ 0  t a l  q u e

M Y = d

y  s e  v e r i f i c a  t a m b i é n  I a  s e g u n d a  c o n d i c i ó n  d e

B - m a t r i z  g e n e r a l i z a d a .

( 2 )

Sea  d  >  0 ,  vec to r  de  Im(M) .  Ex i s te :  po r

tant,o, z de Rm tal que

N I z  =  d  > 0

d e  d o n d e

( r -T )Bz -d

La  ma t r í z  I  -  T  es  una  N -ma t r i z  con  I * (T )  <  1 ,  l uego

( r  -  T ) -1  >  o

en tonces

Bz  =  ( r  -  T ) - t d to  .

- 1  1  A  _
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L a  s e g u n d a  c o n d i c i ó n '  d e  B - m a t , r i z  g e n e r a l i  z a d a

i n d i c a  e u e :  e n  e s t e  c a s o  e x i s t e  x  >  0  t a l  q u e

Mx = Nlz

l u e g o  e x i s t e  x > 0  t a l  q u e

M x - d

y  e l  s i s t e m a  e s  f u e r t e m e n t e  r e s o l u b l e .

c .Q.D.

E s t e  t e o r e m a  p u e d e  a f i n a r s e  u n  p o c o  m a s ,

o b t e n i e n d o  e l  s i g u i e n t e  r e s u l t a d o

T e o r e m a  1 1 . -

D a d a  u n a  m a t r i - z  M ,  d e  o r d e n  m x n ,  s o n

e q u i v a l e n t e s :

( 1 )  P a r a  t o d o  d  > 0 ,  d C  I m ( M ) ,  e x j - s t e  x  >  O  t a 1  q u e

M x - d

y  a d e m á s ,  e x i s t e  p  > 0  t a l  q u e  p M  >  0 .

( 2 )  M  e s  u n a  B - m a t r i z  g e n e r a l i z a d . a ,

M = ( r  _  T )B

d o n d e  I * ( T )  <  1  y  B  n o  p o s e e  n i n g u n a  c o l u m n a

n u l a .

D e m o s t r a c i ó n

( 1 )

E n  1 a  c o n s t r u c c i ó n  d e 1  t e o r e m a  1 0  p u e d e

o b s e r v a r s e  q u e  l a  m a t , r i z  B  e s  p o s i b l _ e  t o m a r l a
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p o s i t i v a ,  c o n  1 o  c u a l  s e  t i e n e  e s t a  p r u e b a .

B a s t a  v e r  q u e  e x i s t e  p  :  0 ,  t a l  q u e  p M  >  0

y a  q u e  e l  r e s t o  d e  l a  p r u e b a  s e  d e d u c e  d e l  t e o r e m a

1 0 .  P a r a  e 1 l o ,  d a d o  q u e  ( r  -  T ) - 1  >  0 ,  e x i s t i r á  u n

v e c t o r  p  >  0 ,  t a l  q u e

p( r  -  T )  >  o

P o s t - m u l t i p l i c a n d o  p o r  l a  m a t r í z  B ,  t e n i e n d o  e n

cuenta  que és ta  no  posee n inguna co lumna nu la  y  que

e s  s e m i p o s i t i v a ,

p ( I  -  T )  B  >0

Iuego

p M > 0

C .  Q .  D .

E 1

q u e  s a t i s f a c e

e s  r e g u l a r .

E J E M P L O  3 . 4

s i g u i e n t e  e j e m p l o

l a s  c o n d i c i o n e s

muest ra  una mat r íz

d e l  t e o r e m a  1 1  y  n o

S e a  l a

T o m a n d o  p  = ( 1 , 0 , 1 ) , q u e  p M  >  0 . P o r  o t r o

m a t r

l1
I=t1
\
\ 0

i z

M

1

I
I

S C

0 \

.j
t l

t i e n e
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l a d o ,  r e s u l t a

I m ( M )  =  {  ( x r y , z ) Q .

E l  s is tema cuya mat ' t í z  es  M

y  e l  v e c t o r  ( 1 , 1 , 1 ) €  r m ( M '

b a r  s i n  d i f i c u l t a d .

l x=y ]

fue r temen te  reso lub le

como se puede compro-

a

R "

E S

l .

I t  1 \
t)
\ -r  -r  l
1  ) '  e s  p o s i t i v o  y  p e r t e n e c e

n o  e x i s t e  u n  v e c t o r  d e  e s t a s

E n  e I  t e o r e m a  4 ,  s e  p r o b ó  q u e  s i  e l  s i s t e -

m a  d e  m a t r í z  M  e s  f u e r t e m e n t e  
' r e s o l u b l e ,  

t a m b i é n

1 o  e s  e l  d e  m a t r i z  M ' ,  t r a s p u e s t a  d e  M .  S i n  e m b a r g o ,

n o  o c u r r e  q u e  1 a  e x i s t e n c i a  d e  u n  v e c t o r  e s t r i c t a -

m e n t e  p o s i t i v o  e n  I m ( M )  i r n p l i q u e  q u e  l o  m i s m o  o c l r r r e

e n  I m ( M '  ) ,  c o m o  * , r " = a " "  e l  s i g u i e n t e  e j e m p l o .

E J E M P L O  3 . 5

Sea 1a  mat r íz

M _

T o m a n d o  e l  v e c t o r  a =  (  1 ,

a  I m ( l t '  )  .  S i n  e m b a r g o ,

c a r a c t e r í s t i c a s  e n  I m ( M )

F i n a l m e n t e ,  e 1  s i g u i e n t e  t e o r e m a  c a r a c t e -

r í z a  l a s  m a t r i c e s  Q u e ,  t a n t o  e l 1 a s  c o m o  s u s  t r a s -

p u e s t a s ,  d a n  l u g a r  a  s i s t e m a s  f u e r t e m e n t e  r e s o l u -

b l e s .

- L I 7  _
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T e o r e m a  t 2 . -

S e a  M  u n a

e x i s t e n  p  >  0 ,  c o n  p M

s o n  e q u i v a l e n t e s :

(  1  )  E l  s is tema Mx =

m a t r i z  d e  o r d e n  m x

> 0 y x > 0 :  c o n M x )

n ,  t a l  q u e

0 .  E n t o n c e s

d

( 2 )  E l  s i s t e m a  p M  =  a

( 3 )  M  e s  u . n a  B - m a t r i z

es  fuer temente

es  fuer temente

g e n e r a l i  z a d a

c o n  ¡ * ( f  )  <  1

g e n e r a l i  z a d a

c o n  f * ( S )  <  1

r e s o l u b l e .

r e s o l u b l e .

(4 )

M  =  ( I  T ) B

M r  e s  L r n a  B - m a t r i z

M '  =  ( I  _  S ) C

Demos t rac ión

1 1 o r e s .

E l  s i g u i e n t e

B-mat r , íz  genera l i  zada ,

a  u n  s i s t e m a  f u e r t e m e n t e

E J E M P L O  3 .  ó

S e a

M =

e x p r e s a n d o  M  c

I n m e d i a t a ,  a  p a r t i r  d e  l o s  t e o r e m a s  a n t e -

la  maLr iz

I  s/4 -t/+\

\ : , : : :  

' , : : . )

\ - t /+  s /8 t
o m o  d i f e r e n c i a

e  j  e m p l o  p r o p o r c i o n a  L ¡ . n a

n o  c u a d r a d a :  e u é  d a  l u g a r

r e s o l u b l e .

d e  l a s  m a t r i c e s
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Itto t/z\
t l;  A= lS/B s/8 I
t t
\  t /z t /a I

m a t r j - z  g e n e r a l i z a d a ,  c o n

e 1  s i s t e m a  e s  f u e r t e m e n t e

\

I
I
B-p o s e e

¡ , *  ( T )  <

r e s o l u b l e .

r /4

1

1

de

V : p o r  X a n t . o ,

l1B = 
I  r /2

\"u
e s t r u c t u r a
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CAPITULO 4

MODELOS DE PRODUCCION CONJÜNTA

RESOLUBLES (1 )

4 . I  I n t roducc ión

4 .2  Nx - -ma t r i ces

4 .3  B -ma t r i ces

4 .4  Un  mode lo  pa r t i cu la r

_  L  L V _
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4.r INTRODUCCION

E n  e 1  a r t í c u l o  " M u 1 t i p l e  P r o d u c t  T  e c h n i -

q u e s  W i t h  F r o p e r t i e s  o f  S i n g l e  P r o d u c t  S y s t e m s r l

( S c h e f o l d ,  1 9 7 8 )  s e  s e ñ a l a n  u n a  s e r i e  d e  p r o p i e d a d e s

d e s e a b l e s  p a r a  l o s  m o d e l o s  d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a .

D i c h o  t r a b a j o  p l a n t e a  d i s t i n t a s  h i p ó t e s i s  ( p r o d u c t i -

v i d a d ,  r e g u l a r i d a d  d e  l a  m a t r i z  M  =  B  A )  y  o b -

t i e n e  q u e  s i  s e  v e r i f i c a  1 a  c o n d i c i ó n

- 1
M  

- > 0 ( a 1 1 - e n g a g i n g  s y s t e m s )

e 1  m o d e l o  d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a  c o n s e r v a  1 a  m a y o r

p a r t e  d e  l a s  p r o p i e d a d e s  d e  l o s  m o d e l o s  d e  p r o d u c -

c i ó n  s i m p l e .  E s t a  c o n d i c i ó n  s i g n i f i c a  q u e  p a r a  1 a

o b t e n c i ó n ,  p o r  s e p a r a d o ,  d e  u n a  u n i d a d  d e  u n o  d e

l o s  b i e n e s :  e s  n e c e s a r i o  a c t i v a r  t o d o s  1 o s  s e c t o r e s

p r o d u c t i v o s .  A d e m á s  d e  s e r  u n a  c o n d i c i ó n  a  p r i o r i _

e x c e s i v a m e n t e  f u e r t e ,  n o  s e  e s p e c i f i c a  c o m o  d e b e

s e r  e l  m o d e l o  ( l a s  m a t r i c e s  A ,  B  o  M )  p a r a  q u e  u n

s i s t e m a  s e a  a l l - e n g a g i n g .

E s t e  c a p í t u l o  p l a n t e a  e l  e s t u d i o  d e  s i s t e -

m a s  c u y a  m a t r í z  e s t á  e n  1 a s  c l a s e s  d e f i n i d a s  e n  e 1

c a p í t u 1 o  2  ,  e s t o  € s ,  N - ) i  o  B - m a t r i c e s ,  o b t e n i e n d o

g u e :  c o n  I a  ú n i c a  c o n d i c i ó n  d e  p r o d u c t i v i d a d  e s

. I 2 L  _
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p o s i b l e  c o n s e g u i r  e s t a s  p r o p i e d a d e s  y  a ú n  e s  p o s i b l e

a ñ a d i r  o t r a s .  E l  e s q u e m a  q u e  s e  s i g u e  e s  e I  d e  r e a *

I í z a r  d i s t i n t a s  h i p ó t e s i s  s o b r e  1 a  m a t r i z  d e l  s i s t e -

m a  M ,  o  b i e n  s o b r e  1 a s  m a t r i c e s  d e  i n p u t s  A  y

o u t p u t s  B ,  e s t u d i á n d o s e  1 o s  r e s u l t a d o s  q u e  p u e d e n

o b t e n e r s e  d e 1  m o d e l o  d e f i n i d o  y  a n a l i z a n d o  e l  s i g n i -

f i c a d o  e c o n ó m i c o  d e  l o s  s u p u e s t o s  r e a l i z a d o s .

S e  p l a n t e a n  a s í  t r e s  m o d e l o s  d i s t i n t o s ,

a n a l i z a d o s  e n  o t r a s  t a n t a s  s e c c i o n e s .  E I  p r i m e r o ,

e n  l - a  s e c c i ó n  4 . 2 ,  r e a l i z a  1 a  h i p ó t e s i s  d e  q u e  M

e s  u n a  N - ) r - m a t r i z .  E n  l a  s e c c i ó n  4 . 3  s e  .  s u p o n e  q u e

M  e s  u n a  B - m a t r i z .  F i n a l m e n t e :  € f l  e 1  p u n t o  4 . 4  s e

s u p o n d r á  q u e  s o n  p r e c i s a m e n t e  l a s  m a t r i c e s  d e

i n p u t s  y  o u t p u t s  ( A ,  B )  1 a s  q u e  p r o p o r c i o n a n  a  M

1 a  e s t r u c t u r a  d e  B - m a t r i z :  € s  d e c i r ,  .  e s t a s  m a t r i c e s

c u m p l i r á n  l a s  s i g u i e n t e s  c o n d í c i o n e s

1 .  L a  m a t r i z  B  e s  r e g u l a r

2 .  B x >  0

3 .  B x > 0  y  B x ) A x

T a l  c o m o  s e  v i o  e n  e l  c a p í t u l o  2 ,  u n a  N - ) i - m a t r i z  e s

t a m b i é n  B - m a t r i z  y  e l  c a s o  p l a n t e a d o  e n  4 . 4  e s  u n a

B - m a t r i z  u n  t a n t o  e s p e c i a l :  p o r  l o  q u e  a m b o s  s o n

p a r t i c u l a r i z a c i o n e s  d e  l a  s e c c i ó n  4 . 3 .  N o  o b s t a n t e ,

t i e n e  i n t e r é s  r e a l í z a r  e l -  e s t u d i o  p o r  s e p a r a d o  :

1 a n
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E 1  c a s o  d e  1 a s  N - ) r - m a t r i c e s  a p a r e c e  c o m o

u n a  p r í m e r a  g e n e r a l i z a c L ó n  d e  l a  p r o d u c -

c i ó n  s i m p l e .  E s  u n  m o d e l o  d e  g r a n  s e n c i -

L I e z  m a t e m á t i c a  y  p r o p o r c i o n a  I a  p a u t a

d e  e s t u d i o  a  s e g u i r  e n  e I  m o d e l o  m á s  g e -

n e r a 1 .

-  E l  c a s o  p l a n t e a d o  e n  1 a  s e c c i ó n  4 . 4

p o s e e  l a  v e n t a j a  d e  c o n o c e r  c u a l  e s  l a

descompos ic ión  de  la  mat , r íz  M,  que permi te

d e f i n i r l a  c o m o  B - m a t r í 2 .  E s t o  d a  u n a  m e j o r

í n t e r p r e t a c i ó n  d e  1 o s  s u p u e s t o s  y  f a c i l í t a

l a  d i s c u s i ó n  d e 1  m o d e l o .  A d e m á s :  € D  e s t e

c a s o  s e  o b t i e n e n  l a s  p r o p i e d a d e s  d e  e x i s -

t e n c i a  d e  m e r c a n c í a  p a t r ó n  d e  S r a f f a ,  l a

c u r v a  s a l a r i o - b e n e f i c i o ,  .  .  .

A s í  p u e s  r  e s  c o n v e n i e n t e ,  a ú n  c a y e n d o  a  v e c e s  e n

1 a  r e i t e r a c i ó n  d e  r e s u l - t a d o s ,  d i v i d i r  e 1  e s t u d i o

e n  l o s  t r e s  c a s o s  m e n c i o n a d o s .

A  1 o  l a r g o  d e I  c a p í t u l o  s e  a n a l i z a n ,  € D

u n  m o d e l o  d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a  c o n  i d é n t i c o  n ú -

m e r o  d e  b i e n e s  q u e  d e  p r o c e s o s ,  e l  s i s t e m a  d e

c a n t i d a d e s

- t2  3 -
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B x . =  A x  +  d  ( 1 )

y  e l  d e  p r e c i o s

p B  =  ( l + r ) p A  +  w a  ( 2 )

e s t u d i a n d o  1 a  e x i s t e n c i a  d e  s o l u c i ó n  s e m i p o s i t i v a

p a r a -  a m b o s  s i s t e m a s .

- 1 )  A  _
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4.2 NX-MATRICES

E n  e s t a  s e c c i ó n  s e  c o n s i d e r a  q u e  7 a  m a t ' r í z

d e l  m o d e l o  e c o n ó m i c o  d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a

M = B - A

e s  u n a  N - ) i - m a t r í z :  e s t o  € s :  p u e d e  e x p r e s a r s e  e n  1 a

f o r m a

- 1
M  -  D  -  C  i  C . : 0 ,  D > 0 ,  D  

t > 0  
t 1 ]

C o m o  s e  p r o b ó  e n  e 1  c a p í t u 1 o  2 ,  1 a  m a t , r i z  D  e s

d i a g o n a l  s a l v o  p e r m u t a c i ó n .  S i  l a s  m a t r i c e s  d e

i n p u t s  A  y  o u t p u t s  B  v e r i f i c a n  I a  c o n d i c i ó n  [ 1 ] ,

e n t o n c e s  B  s e r á  d i a g o n a l  s a l v o  p e r m u t a c i ó n  y  c a d a

s e c t o r  p r o d u c e  u n a  ú n i c a  m e r c a n c i a ,  c o n  1 o  c u a l

e l  m o d e l o  r e s u l t a  s e r  d e  p r o d u c c i ó n  s i m p l e .  A s í

p u e s ,  h a y  q u e  e l i m i n a r  e s t e  c a s o  p a r a  m o d e l o s  d e

p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a .  E n  e l  c a s o  g e n e r a l ,  € s  p o s i b l e

e l e g i r  1 a s  m a t r i c e s  D  y  C  d e  m o d o  q u e

B - D + H

A - C + H

s i e n d o  H  u n a  m a t r í z  s e m i p o s i t i v a .  L o s  s i s t e m a s  d e

c a n t i d a d e s  y  p r e c i o s  s e  p u e d e n  r e e s c r i b i r  c o n  l a s

n u e v a s  m a t r i c e s  a d o p t a n d o  1 a  f o r m a

D x = C x + d

p D = ( l + r ) p C + r p H + w a

( 1 ' )

( 2 ' )
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d o n d e  l a s  m a t r i c e s

M-D-C

M( r )  -  D  -  t ( 1+ r )C  +  rH l

son  N- ) í -ma t r í ces  pa ra  todo  r  >  0 .

Bajo  e l  supuesto  de  que M es  una N: ) í -mat r iz

s e  t i e n e  e l  s i g u i e n t e  r e s u l t a d o .

T e o r e m a  1 . -

D a d o  u n  m o d e l o  e c o n ó m i c o ,  c u y a  m a t r í z

M = B - A

e s  u n a  N ) f - m a t r i z ,  s o n  e q u i v a l e n t e s  :

( a )  E l  s i s t e m a  e s  t o t a l m e n t e  p r o d u c t i v o

( b )  E l  s i s t e m a  e s  p r o d u c t i v o

( c )  E 1  s i s t e m a  e s  r e n t a b l e

( d )  E x i s t e  R  ¡  0 ,  t a l  q u e  p a r a  c u a l q u i e r

r €  [ 0 r R [ ,  e 1  s i s t e m a

p B = ( l + r ) p A + w a

p o s e e  s o l u c i ó n  p  > 0

( e )  S i  e x i s t e  u n  v e c t o r  d e  p r e c i o s  p  >  0 ,

t a 1  q u e  p M  <  0 ,  e n t o n c e s  p = 0
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D e m o s t r a c i ó n

L a  e q u i v a l e n c i a  e n t r e  1 a s  c o n d i c i o n e s

( a ) ,  ( b ) ,  ( c )  y  ( e )  s e  d e d u c e  d e  l o s  r e s u l - t a d o s  d e

l a  s e c c i ó n  2  . 3 .  T o m a n d o  r = 0 ,  1 a  c o n d i c i ó n  (  d )

i m p l i c a  e l  r e s t o  d e  c o n d i c i o n e s .  R e s t a  v e r  q u e

( " )

P a r a  e l l o ¡  S €  c o n s i d e r a  l a  m a t r í z

M ( r )  -  B  ( 1 + r ) A  ,  r ) 0

T e n i e n d o  e n  c u e n t a  q u e  M  e s  u n a  N j r - m a t r i z ,

s e  p u e d e  e x p r e s a r  e n  1 a  f o r m a

M - D  C i C > 0 ,  D > 0 r D - l r 0

y  1 a s  m a t r i c e s  B  y  A ,  s e r á n

B=D+H

A-C+H

c o n  H  >  0 .

E n t o n c e s ,  M ( r )  s e  p u e d e  e s c r i b i r  c o m o

M ( r ) = ! - t ( 1 + r ) C + r H l

q u e  e s  u n a  N - ) i - m a t r i z :  p a r a  t o d o  r  >  0 .

P o r  o t r o  1 a d o ,  c o n s i d e r a n d o  1 a  c o m p o s i c i ó n

d e  f u n c i o n e s

r  - >  T ( r )  =  [ ( 1 + r ) C  *  r H ] n - l

d a  l u g a r  a  u n a  f u n c i ó n  c o n t i n u a ,  c r e c i e n t e ,  y  p a r a

r = 0  s e  t i e n e

I "  ( T ( 0 ) )  <  t

- 127  -

Análisis sobre la resolubilidad de modelos lineales de producción conjunta. Josep Enric Peris i Ferrando

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1987



P o r  t a n t o ,  e x i s t i r á  u n  n ú m e r o  r e a l  p o s i t i v o  R ,  t a l

que

r * ( r (R)  )  =

y  p a r a  c a d a  r € [  0 ,  R [

i n v e r s a  s e m i p o s i t i v a

As í  pues ,

r * (T ( r )  )  <  1 .  Luego  M( r )  posee

se  cump le  (d ) .

C . Q . D

e s t e  t i p o  d e  m o d e l o s  d e

c o n d í c i ó n  d e  p r o d u c t i v i d a d

tal- que Bx ) Ax ]

v

p r o d u c c i ó n

t
a s e g u r a  1 a

c o n j u n t a ,

e x i s t e  ¡  )

e n

1 a

0

e x i s t e n c i a  d e  n i v e l e s  d e  a c t i v i d a d  n o

n e g a t i v o s  c a p a c e s  d e  s a t i s f a c e r  c u a l q u i e r  v e c t o r

d e  d e m a n d a  f i n a 1 ,  a s í  c o m o  1 a  e x i s t e n c i a  d e  p r e c i o s

d e  e q u i l i b r i o  s e m i p o s i t i v o s  s i e m p r e  q u e  1 a  t a s a  d e

b e n e f i c i o  n o  s u p e r e  u n  c i e r t o  v a l o r  R .  A d e m á s ,

a p a r e c e  u n a  n u e v a  c o n d i c i ó n  e q u i v a l e n t e  f á c i l m e n t e

i n t e r p r e t a b l e  e n  t é r m i n o s  e c o n ó m j - c o s .  E s t a  c o n d i c i ó n

[ p t o  ,  p M < o

i n d i c a  q u e  p r e c i o s  n o  n e g a t i v o s  p r o p o r c i o n a n :  € D

a l  m e n o s  L l n  s e c t o r ,  ü f l  v a l - o r  d e 1  o u t p u t  n e t o  e s t r i c -

t a m e n t e  p o s i t i v o .

E n  e l  t e o r e m a  q u e  f i g u r a  a  c o n t i n u a c i ó n

s e  o b t i e n e  t a m b i é n  u n  c o n o c i d o  r e s u l t a d o .
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0=P/w '

c r e c e n  c u a n d o  1 o  h a c e  r  y  t i e n d e n  a  i n f i n i t o  c u a n d o

r  s e  a c e r c a  a  1 a  t a s a  m á x i m a  d e  b e n e f i c i o  R .

D e m o s t r a c i ó n .  -

P a r a  o b t e n e r  e s t e  r e s u l t a d o ,  b a s t a  o b s e r -

v a r  q u e  p a r a  c a r a  r g  [ o r n [  l o s  p r e c i o s  e n  t é r m i n o s

d e  s a l a r i o  v i e n e n  d a d o s ,  s i g u i e n d o  l a  n o t a c i ó n  d e 1

T e o r e m a  2 . -

E n  l o s  t é r m i n o s  d e l

e l  m o d e l o  e s  p r o d u c t i v o ,  l o s

r e l a c i ó n  a  l a  t a s a  d e  s a l a r i o

t e o r e m a  1 ,  p o r

É ( r )  =  a D - 1 ( r  +  T ( r )  +

s e r i e  q u e  c r e c e  c u a n d o  1 o  h a c e

g e n t e  c u a n d o  r = R .

m o d e l o s

m a n e r a

anaLj-za

t e o r e m a

p r e c i o s

a n t e r i o r ,  s . i

,  m e d i d o s  e n

,
) ) -  +  . . . )

q u e  e s  d i v e r -

( r ( r

r t  Y

c.g .D.

E s t o s  d o s  t e o r e m a s  m u e s t r a n  q u e  e s t o s

d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a  s e  c o m p o r t a n  d e

s i m i l a r  a  l o s  d e  p r o d u c c i _ ó n  s i m p l e .  S i  s e

c o n  d e t e n i m i e n t o  l a  h i p ó t e s i s  r e a l i z a d a

M  e s  u n a  N - ) i - m a t r i z

S C

e n

o b s e r v a  q u e  e n  M  s ó l o  a p a r e c e  u n  t é r m i n o  p o s i t i v o

c a d a  f i l a  y  c o l u m n a :  € s  d e c i r ,  c a d a  s e c t o r  p r o -

_ 1  ) O _
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d u c e ,  m i r a n d o  ú n i c a m e n t e  e l  o u t p u t  n e t o ,  s ó l o  u n a

m e r c a n c í a ,  s i e n d o  b a j o  e s t e  p u n t o  d e  v i s t a  u n  m o d e l o

d e  p r o d u c c i ó n  s i m p l e ,  a u n q u e  p o r  s u s  c a r a c t e r í s t i c a s

t é c n i c a s  n o  1 o  s e a .  E l  s i g u i e n t e  e j e m p l o  m u e s t r a

u n  m o d e l o  d e  e s t e  t i p o .

EJEMPLO 4, .  T

S e a n  1 a s outputs e inputs

B=

A =

p r o d u c c i ó n  s i m p l e ,

d e  u n a  m e r c a n c í a .

co l l l o  -  se  obse rva ,

d e  o u t p u t  n e t o .

m a t r i c e s  d e

lo 1 +\
lz + +)
\ r  L  3 l

l+ t t\
f ' t 1l
\z r  L l

E l  m o d e l o  q u e  d e f i n e n  n o  e s  d e

y a  q u e  l o s  s e c t o r e s  p r o d u c e n  m á s

p e r o  l a  m a t r í z  d e l  s i s t e m a

l -+ + o\
M=B-A=r ; ; -+l

\-r o zl

e s  u n a  N - ; . ' - m a t r i z  y  c a d a  s e c t o r ,

p r o d u c e  u n  s o l o  b i e n  e n  t é r m i n o s
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4.3 B-MATRICES

E n  e s t e  e p í g r a f e  s e  g e n e r a l i z a n  l o s  r e s u l -

t a d o s  d e  l a  s e c c i ó n  a n t e r i o r  a l  c a s o  m á s  g e n e r a l

e n  q u e  M  e s  u n a  B - m a t r i z ,  e s t o  e s :  e x i s t e n  u n a s

m a t r i c e s  s e m i p o s i t i v a s  D  y  C ,  t a l e s  q u e

1 .  M  -  D  -  C  ,

2 .  S i  p a r a  u n  x ,

3 .  S i  p a r a  u n  x ,

e n t o n c e s  ¡  )

D regu la r

Dx  >  0 ,  en tonces  Cx  :  0

Dx>0  y  Mx>0 ,

0

E I  c a s o  p a r t i c u l a r  e n  q u e  l a s  * " a " i . " .  d e  o u t p u t s

y  d e  i n p u t s  v e r i f i c a n  e s t a s  c o n d j - c i o n e s  s e  e s t u d i a r á

e n  l a  s i g u i e n t e  s e c c i ó n .  S e  a n a l i z a  a h o r a  e l  c a s o

m á s  g e n e r a l .

L a  p r i m e r a  d e  l a s  c o n d i c i o n e s  i m p l i c a  1 a

ex is tenc ia  de  Lrna  mat , r íz  H,  cuyos  e lementos  pueden

t e n e r  s i g n o  a r b i t r a r i o ,  d e  m a n e r a  q u e

B = ! + H

A - C + H

S e  v e r i f i c a n ,  e n  e 1  c a s o  d e

p r o p i e d a d e s  a n á l o g a s  a  l a s

a n t e r i o r  p a r a  N - ; t - m a t r i c e s .

que M sea una B-mat , r í2 ,

o b t e n i d a s  e n  I a  s e c c i ó n
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Teorema 3 . -

Dado  un  mode lo  de  p roducc ión  con jun ta ,

cLrva mat,ríz

M = B - A

e s  u n a  B - m a t r i z ,  l a s  s i g u i e n t e s  c o n d i c i o n e s  s o n

e q u i v a l e n t e s  :

( a )  E l  s i s t e m a  e s  t o t a l m e n t e  p r o d u c t i v o

( b )  E l  s i s t e m a  e s  p r o d u c t i v o

( c )  E 1  s i s t e m a  e s  r e n t a b l e

( d )  E x i s t e  R  >  0 ,  d e  m a n e r a  q u e  p a r a  c u a l -

q u i e r  r E I O , R I  e 1  s i s t e m a

p B  =  ( 1 + r ) p A  +  r ^ r a

p o s e e  s o l u c i ó n  p  > 0

( e )  P a r a  t o d o  p  >  0 ,  t a l  q u e  p M  <  O ,  s e

b i e n e  q u e  p = 0

D e m o s t r a c i ó n .  -

C o m o  e n  e I  t e o r e m a  | ,  u t i l i z a n d o  a h o r a

l o s  r e s u l t a d o s  d e  l a  s e c c i ó n  2 . 4 ,  b a s t a  p r o b a r  q u e

( a )

M(r )  *  B  (1+r )A  =  ( I  -  reu - l )u

E s t a  m a t , r í z  p o s e e  i n v e r s a  s e m i p o s i t i v a  s i e m p r e  q u e

r * ( reu-1 )  <1  ,

e s t o  € s  r  c u a n d o

¡ (
r*( AM- 1 

)
- 1
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D e f i n i e n d o  l a  t a s a  m á x i m a  d e  b e n e f i c i o  c o m o

R -
1*1 Rt"t- 1 

)

s e  t i e n e  q u e  p a r a  t o d o

Y t ( " ) - 1  =  M * 1

1

rE  [ 0 ,  R

( r  -  rAM

t
- t  

) - t

produc to

s e  t i e n e

q u e  e s  s e m i p o s i t i v a  p o r  s e r

s e m i p o s i t i v a s ,  c o n  1 o  c u a l

c o n d i c i ó n  ( d ) .

S e  v e r i f i c a

f i g u r a  a  c o n t i n u a c i ó n .

a s r - m r _ s m o , e l t e o r e m a  q u e

d e  m a t r i c e s

p r o b a d a  1 a

c .Q.D.

NOTA

C o m o  s e  o b s e r v a  e n  l a  p r u e b a  d e  e s t e

t e o r e m a ,  L a  t a s a  m á x i m a  d e  b e n e f i c i o  R ,  ú n j - c a m e n t e

depende de  la  mat r íz  de l  s is tema M y  de  la  mat r íz

d e  i n p u t s  A ,  s i e n d o  i n d e p e n d i e n t e  d e  l a s  m a t r i c e s

q u e  p r o p o r c i o n a n  a  M  e s t r u c t u r a  d e  B - m a t r i z  (  1 o

m i s m o  o c u r r e  e n  e 1  c a s o  d e  1 a s  N - ; i - m a t r i c e s  )  .  P o r

t a n t o :  € o  c a s o  d e  e x i s t i r  v a r i a s  d e s c o m p o s i c i o n e s

d i s t i n t a s  d e  M  c o m o  B - m a t r i z ,  r e s u l t a  i r r e l e v a n t e

c u a l  s e  e l i j a ,  s i e n d o  d e  i n t e r e s  ú n i c a m e n t e  q u e

M  p o s e e  d i c h a  e s t r u c t u r a .
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T e o r e m a  4 . -

E n  u n  m o d e l o  d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a ,

p r o d u c t i v o ,  c u y a  m a t r i z  e s  u n a  B - m a t r i z ,  l o s  p r : e c i o s

m e d i d o s  e n  t é r m i n o s  d e l  s a l a r i o  c r e c e n  c u a n d o  1 o

h a c e  r ,  t e n d i e n d o  a  i n f i n i t o  c u a n d o  r  s e  a c e r c a  a

l a  t a s a  m á x i m a  d e  b e n e f i c i o  R .

D e m o s t r a c i ó n .  -

B a s t a

m a t r i c e s  M ( r )

t i v a  y  s o n ,  p o r

M ( r '  )

de  donde

t " t ( " ) - 1

con  1o  cua l

o b s e r v a r  q u e  s i

y  M (  r '  )  p o s e e n

t a n t o ,  B - m a t r i c e s .

:  M ( r )

1 M ( r '  ¡ - 1

r r r r €  [ o ,R [  1 . "

i nve rsa  semipos i -

Además  s i  r  (  r t

P o r  o t r a

d e f i n e  1 a

n i to  y  1 t l

ñ( r )  5ñ ( r ' )

p a r t e ,  c u a n d o

m a t , r í z  M ( r ) -

m i s m o  o c u r r e

ñ ( " )  =  a  M ( r )

r  t i e n d e  a  R ,  l a  s e r i e  q u e

I
s e  h a c e  d i v e r g e n t e  a  i n f i -

c o n  l o s  p r e c i o s

- 1

c .  Q.  D .
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R e s u l t a  d i f í c i 1  e x p l i c a r  e 1  s i g n i f i c a d o

d e  l a s  c o n d i c i o n e s  q u e  d e f i n e n  a  u n a  B - m a t r i z  ¡  V A

q u e  n o  s e  p o s e e  i n f o r m a c i ó n  s o b r e  l a  d e s c o m p o s i c i ó n

d e  M  q u e  l e  p r o p o r c i o n a  t a l  e s t r u c t u r a ,  n i  s o b r e

l a  m a t r í z  H  q u e  l a  r e l a c i o n a  c o n  l a s  m a t r i c e s  d e

i n p u t s  y  o u t p u t s .  S i n  e m b a r g o  u n a  c o s a  e s  c l a r a  :

s i  u n  s i s t e m a  e s  t o t a l m e n t e  p r o d u c t i v o ,

e n t o n c e s  M  e s  u n a  B - m a t r i z .

L u e g o  s i  s e  d e s e a  t e n e r  u n  m o d e l o  c o n  t a l  p r o p i e d a d

deben cons t ru i rse  de  modo que su  mat r íz  es té  en

e s t a  c l a s e .  A s í  p u e s ,  p o d r í a  d e c i r s e  q u e  s u p o n e r

q u e  M  e s  B - m a t r i z  e s  e 1  e l e m e n t o  d e  p a r t i d a  p a r a

c o n s t r u i r  s i s t e m a s  t o t a l m e n t e  p r o d u c t i v o s .
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4.4 UN MODELO PARTICULAR

Bx  >0

(  3  )  Pa ra  cada  x

e n t o n c e s  A x  >

de Rn s i

E n  e s t a  s e c c i ó n  s e  c o n s i d e r a  e l  m o d e l o

d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a ,  s o b r e  e 1  q u e  s e  r e a l i z a n

1 a s  s i g u i e n t e s  h i p ó t e s i s  a d i c i o n a l e s  :

(  1  )  La  mat r íz  B  de  ou tpu ts  es  regu la r

( 2 )  P a r a  c a d a  x  d e  R n  s i

Bx>0yMx>O,  en toncesx> 0

L a  m a t , r í z  d e 1  s í s t e m a  M  € s :  p o r  t a n t o ,  u n a  B - m a t r i z

y  s e  c u m p l i r á n  l o s  r e s u l t a d o s  d e  1 a  s e c c i ó n  4 . 3 .

N o  o b s t a n t e  r  € D  e s t e  c a s o ,  l a s  p r o p i a s  m a t r i c e s

d e  i n p u t s  y  o u t p u t s  p r o p o r c i o n a n  1 a  d e s c o m p o s i c i ó n

a d e c u a d a .  E 1 1 o  t i - e n e  c o , m o  c o n s e c u e n c í a  q u e  e l  m o d e l o

f u n c i o n a :  € ñ  e 1  s i s t e m a  d e  p r e c i o s ,  d e  m o d o  m á s

s i m p l e .  B a j o  e s t a s  c o n d i c i o n e s ,  1 a  t a s a  m á x i m a  d e

b e n e f i c i o  a d m i s i b l e  r e s u l t a  s e r

1
R = - ; - 1

s i e n d o  ¡ . x  e 1  a u t o v a l o r  g e n e r a l i  z a d o  d e  F r o b e n i u s

d e  l a  m a t r i z  A  c o n  r e s p e c t o  a  B  ( c o m o  s e  o b s e r v a ,

t i e n e  I a  m i s m a  e x p r e s i ó n  q u e  e n  p r o d u c c i ó n  s i m p l e  )  .

- r  36-

Análisis sobre la resolubilidad de modelos lineales de producción conjunta. Josep Enric Peris i Ferrando

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1987



P o r  e 1  t e o r e m a  3 ,  c u a l q u i e r a  d e  l a s  c o n -

d i c i o n e s  ( a ) - ( e )  e s  e q u i v a l e n t e  a  l a  r e s o l u b i l i d a d

f u e r t e  d e 1  s i s t e m a .  S e  i n t r o d u c e  a s í  u n a  n u e v a

h i p ó t e s i s  e n  e l  m o d e l o

( D  P r o d u c t i v i d a d

f E x i s t e  x  >  0

L a  i n t e r p r e t a c i ó n  d e  e s t e

a d e m á s  d e  s e r  h a b i t u a l  e n

t e m a .  S e  p i d e  q u e  e l  s i s t e m a

u n a  c i e r t a  d e m a n d a  e x t e r n a

b i e n e s ,  a s e g : u r a n d o  d e  e s t e

q u e  p a r a  c u a l q u i e r  d > 0  ,

v i d a d  x > 0  ,  d e  m a n e r a  q u e

E n t o n c e s ,

e s t o  € S ,

s e c t o r e s

ta l  que Bx  >  Ax  ]

s u p u e s t o  e s  s e n c i 1 l a ,

I a  l i t e r a t u r a  s o b r e  e 1

s e a  c a p a z  d e  s a t i s f a c e r

p o s i t i v a  d e  t o d o s  1 o s

m o d o  1 a  p o s i b i l i d a d  d e

e x i s t a  u n  n i v e l  d e  a c t i -

M x > d

E n  o r d e n  a  i n t e r p r e t a r  l a s  c o n d i c i o n e s

( 2 )  y  ( 3 )  i m p u e s t a s  e n  e s t e  m o d e l o :  e s  c o v e n i e n t e

r e e s c r i b i r l a s  d e  o t r a  f o r m a .  P a r a  e 1 1 o .  s e  c o n s i -

d e r a n  d . o s  n i v e l e s  d e  a c t i v i d a d

x .  >  0 ,  X ^  )  0  a r b i t r a r i - o s .

l a s  c o n d í c i o n e s  v i e n e n  d a d a s  p o r

( 2 )  B x ,  )  B x "
r -  ¿  L -  ¿

s i  e 1  o u t p u t  b r u t o  o b t e n i d o  c u a n d o

s e  a c t í v a n  a l  n i v e l  X l  e s  s u p e r i o r ,

l o s

e n
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t o d a s  l a s  m e r c a n c í a s ,  a 1

e s  X ,  r  1 o  m i s m o  o c u r r e  c o n

o b t e n i d o  c u a n d o  e 1  n i v e l

1 o s  i n p u t s  u t i l i z a d o s .

(3)

e s  d e c i r ,  s i

l a s  m e r c a n c í a

que e l  ob ten

s e r á ¡  € D  c a d a

e I *1s

t, bruto

n i ve l

yo ro i

M*'  ,  M*r ' l
-  - |

nx, : U*, J
c o n  e l  n i v

s ,  L tn  ou tpu

i d o  c o n  e l

s e c t o r  r  ñ á

*1 i *2

e  o b t i e n e ,  p a r a  t o d a s

y  ne to  mayor  o  igua l

* 2 ,  e 1  p r i m e r  n j - v e 1

gua l  a I  segundo.

L a  p r i m e r a  d e  1 a s  c o n d i c i o n e s

( 1 )  B  e s  r e g u l a r  ,

e s  u n  m e r o  r e q u e r i m i e n t o  t é c n i c o  y  s u  s i g n i f i c a d o

e s  q u e  l o s  p r o c e s o s r  € D  c u a n t o  a  s u  o u t p u t  r e s p e c -

t i v o ,  s o n  i n d e p e n d i e n t e s .  E s t a  e s  u n a  c o n d i c i ó n

b a s t a n t e  u s u a l  c u a n d o  s e  c o n s i d e r a n  m o d e l o s  c o n

i d é n t i c o  n ú m e r o  d e  b i e n e s  q u e  d e  p r o c e s o s  p r o d u c -

t i v o s .

U n  m o d e l o  d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a  c o n  e s t a s

c a r a c t e r í s t i c a s  f u n c i o n a  d e  m o d o  a n á l o g o  a  1 o s

m o d e l o s  d e  p r o d u c c i ó n  s i m p l e .  A  c o n t i n u a c i ó n  s e

p r o p o r c i o n a  u n  e j e m p l o  d e  u n  m o d e l o  d e  e s t e  t i p o .
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t r es  b i enes

mat r i ces  de

S e  c o n s i d e r a  u n  s i s t e m a  c o n

s e c t o r e s  p r o d u c t i v o s ,  c u y a s

o u t p u t s  s o n

/o o +\
t - \

A={ o o 1i
t . !

\á.  t  o l

/o  1  o \
/ i

B =l  1 1 o I
t i
\ 0  0  1 /

EJEMPLO 4 ,2

y  t r es

inputs y

y  e 1  v e c t o r  d e

La mat,r íz del

M =

b r a b a j  on t o s  d e

\

r \' t \
'I

- 1  I
I

L /

requer im ie

a = (1 , i , i

s i s t e m a  e s

/
/ ^
I

B -  A  = l  1
\
l 1

\  
- t

I

1

- 1

q u e  d a  l u g a r  a  u n  s i s t e m a  t o t a l m e n t e  p r o d u c t i v o ,

t e n i e n d o ,  m e d i a n t e  l a s  m a t r i c e s  B  y  A ,  e s t r u c t u r a

d e  B * m a t r i z .  E n  e s t e  c a s o  n o  c a b e  n i n g u n a  i n t e r p r e -

t a c i ó n  c o m o  p r o d u c c i ó n  s i m p l e .
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P a r a  e s t e  m o d e l o  s e  c u m p l e n  a d e m á s  o t r a s

i n t e r e s a n t e s  p r o p i e d a d e s  d e  l o s  m o d e l o s  d e  p r o d u c -

c i ó n  s i m p l e ,  c o m o  1 a  e x i s t e n c i a  d e  m e r c a n c í a  p a t r ó n

( 1 )
d e  S r a f f a  t  - '  

,  l a  r e l a c i ó n  e n t r e  l a s  v a r i a b l e s  d i s -

t r i b u t i v a s  r  y  w ,  a s í  c o m o  l a  n o  r e p e t i c i ó n ,  e n

g e n e r a l ,  d e  p r e c i o s  a  d i - s t i n t a s  t a s a s  d e  b e n e f i c i o .

E s t a s  p r o p i e d a d e s  s e  p r u e b a n  e n  1 o s  t e o r e m a s  q u e

a p a r e c e n  a  c o n t i n u a c i ó n .

T e o r e n a  5 . -

P a r a  u n  m o d e l o  .  d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a ,

c u m p l i - e n d o  1 o s  s u p u e s t o s  ( 1 ) - ( 4 ) ,  p u e d e  e n c o n t r a r s e

u n a  m e r c a n c í a  p a t r ó n  d e  S r a f f a ,  y  e s  p o s i b l e  e s t a *

b l e c e r  u n a  r e l a c i ó n  e n t r e  l a s  v a r i a b l e s  d i s t r i b u t i -

v a s  c o n  i n d e p e n d e n c i a  d e  1 o s  p r e c i o s .

D e m o s t r a c i ó n .  -

S e a

a s o c i a d o  a  ) . * =

A x =

n o r m a l i z a d o  c o n

a x =

R n  e l  a u t o v e c t o r

)  ,  e s t o  e s

;  B x : 0  '

g e n e r a l i  z a d ox€

p  (An

Lx Bx

/ i  \  ^(  r  /  ) r a r r a

0 e  f n a n e n a

d e f i n e

q u e  s u

l a  m e r c a n c í a  p a t r ó n  c o m o

v a l o n  e s  i n d e p e n d i e n t e  d e

u n  v e c t o n  d e  b i e n e s  f  =  ( f r , . . . , t n )

I a  d i s t n i b u c i ó n  c l p n i d a .
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S e  d e f i n e  c o m o  m e r c a n c í a  p a t r ó n  a l  v e c t o r

Y *  =  B x > 0

T o m a n d o  c o m o  n u m e r a r i o  d e l  s i s t e m a  d e  p r e c i o s  1 a

e x p r e s i ó n

p ( B - A ) x - l  ,

s e  o b t i e n e n  l a s  s i g u i e n t e s  p r o p i e d a d e s  :

1 .  E 1  v a l o r  d e  l a  m e r c a n c í a  d e f í n í d a  c o m o

p a t r ó n  n o  d e p e n d e  d e  1 a  d i s t r i b u c i ó n

2 .  E s  p o s i b l e  o b t e n e r  u n a  r e l a c i ó n  e n t r e

L a s  v a r i a b l e s  d i s t r i b u t i v a s  i n d e p e n -

d i e n t e  d e 1  s i s t e m a  d e  p r e c i o s

P a r a  o b t e n e r  l a  p r i m e r a  c u e s t i ó n ,  y a  q u e

1
R-F- -1

s e  t i e n e  q u e

( g - A ) x = R A x

y  t  m u l t i p l i c a n d o  p o r  p

1 - RpAx

d e  d o n d e ,  s u s t i t u y e n d o  A x _ ,

p B x  =  l I R
R

e s t o  € s  ¿

pv*=#

c o n  1 o  q u e  e l  v a l o r  C e  l a  m e r c a n c í a  p a t r ó n  n o  d e p e n -

d e  d e  l a  d i s t r i b u c i ó n .
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P a r a  a n a l i z a r  l a  s e g u n d a  c u e s t i ó n ,  s e a

e I  s i s t e m a  d e  p r e c i o s

p B  =  ( 1 + r ) p A  +  r ^ ¡ a  ,

de  donde

P ( B  A )  =  r P A  +  w a

M u l t i p l i c a n d o  p o r  e 1  v e c t o r  x ,  q u e d a

1 - r p A x + w

F i n a l m e n t e ,  s e  t i e n e

r = R ( 1 _ w ) ,

e x p r e s i ó n  q u e  
" . 1 " " i o n a  

1 a s  t a s a s  d e  b e n e f i c i o  y

s a l a r i o  c o n  i n d e p e n d e n c i a  d e  f o "  p r e c i o s .

c .Q.D.

NOTA

S i  s e  c o n s i d e r a  e l  p a g o  d e  s a l a r i o s  a d e -

l a n t a d o ,  e l  s i s t e m a  d e  p r e c i o s  d e l  m o d e l o  t i e n e  l a

e x p r e s r - o n

p B  =  ( 1 + r )  ( p A  +  w a )

y  l a  r e l a c i ó n  q u e  s e  o b t i e n e  e n t r e  l a s  v a

d i s t r i b u t í v a s  e s

r  -  ( 1 - w ) R

1 + w R

d e  m o d o  i d é n t i c o  a  l a  p r o d u c c i ó n  s i m p l e .

h i a b l e s
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T e o r e m a  ó . -

E n  u n  m o d e l o  d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a ,  c o n

l a s  c o n d i c i o n e s  ( 1 ) - ( 4 ) ,  y  s i e n d o  l a  m a t r í z  A B - 1

i n d e s c o m p o n i b l e ,  s i  u n  v e c t o r  d e  p r e c i o s  s e  r e p i t e

p a r a  d o s  v a l o r e s  d i s t i n t o s  d e  r ,  e n t o n c e s  s e  r e p i t e

p a r a  t o d o  r  e n  e l  i n t e r v a l o  [ O r n [ .

D e m o s t r a c i ó n .  -

S e a n  d o s  p a r e s  d i s t r i b u t i v o s  ( " r r )  y

( r t  , w '  ) ,  c o n  r f r '  ,  t a l e s  q u e  u n  m i s m o  v e c t o r  d e

p r e c i o s  p r  e s  s o l u c i ó n  d e  l o s  s i s t e m a s

p B = ( l + r ) p A + w a

p B  =  ( 1 + r r ) p A  +  w t a

S i  s e  s u p o n e  q u e  r  )  r t  t  y  s e  r e s t a n  l a s  e x p r e s i o -

n e s  a n t e r i o r e s .  s e  t i e n e

0  -  ( r  -  r ' ) p A  +  ( w  -  w r ) a  ,

d e  d o n d e  e l  v e c t o r  a  p u e d e  e x p r e s a r s e  e n  1 a  f o r m a

a = o p A

s i e n d o  o  u r l  n ú m e r o  r e a l -  p o s i t i v o .  S u s t i t u y e n d o  e 1

v a l o r d e a r q u e d a

p B  =  ( 1 + r ) p A  +  w a p A  =

=  [ ( 1 + r )  +  w a ] p A

l u e g o  p  e s  u n  a u t o v e c t o r  g e n e r a l i z a d o  s e m i p o s i t i v o

y  ,  d a d o  q u e  1 a  n n a r . r i  z  A B -  
t  

. .  i n d e s c o r n p o n i b l e ,  S €
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debe cumpl i r  que

(1+r )+wc=#

S e a  a h o r a  ñ  u n  v a l o r  c u a l q u i e r a  d e l  c o n j u n t o  [ O r n [ . f f

v e c t o r  p  s e r á  s o l u c i ó n  d e l  s i s t e m a  d e  p r e c i o s ,

f i j a d a  1 a  t a s a  i ,  s i  e x i s t e  ñ  >  0 ,  t a 1  q u e

p B = ( l + ñ ) p A + ñ a

R e a l i z a n d o  1 a s .  s u s t i t u c i o n e s  a d e c u a d a s ,  s e g ú n  1 a s

c o n d i c i o n e s  o b t e n i d a s ,

p B  =  [ ( 1 + ñ ) t r * +  ñ a r * ] p A

e c u a c i ó n  q u e  s e  c u m p l i r á  s i

( 1+ñ ) r *+  ña  -  1

De  aqu í :  s€  deduce  que

^ f JÉ

S ó 1 o  r e s t a  p r o b a r  q l r e  f i '  >  0 ,  h e c h o  q u e  r e s u l t a  i n m e -

d i a t o  p o r  s e r

1
ñ . É  _  1  _  R

L u e g o  p  e s  s o l u c i ó n  d e 1  s i s t e m a  d e  p r e c i o s  a  1 a

t a s a  d e  b e n e f i c i o  ñ .
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CAPTTULO 5

MODELOS DE PRODUCCION CONJUNTA

RESOLUBLES (2 \

5 . 1  f n t r o d u c c i ó n

5 . 2  E l  m o d e l o  c e r r a d o

.  5 . 3  E l  m o d e l o  a b i e r t o  g e n e r a l
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5.1 INTRODUCCION

E n  e s t e  c a p í t u 1 o ,  c o n t i n u a c i ó n  d e l

a n t e r i o r ¡  s €  e s t u d i a n  s i s t e m a s  d e  p r o d u c c i ó n  c o n -

j u n t a  r e s o l u b l e s  a b a n d o n a n d o  a h o r a  1 o s  s u p u e s t o s

d e  q u e  l a  m a t r í z  e s  r e g u l a r :  e r  p r i m e r  t é r m i n o ,

y  f i n a l m e n t e  q u e  e s  c u a d r a d a ,  e s t o  € s :  q u e  e x i s t a n

t a n t o s  p r o c e s o s  c o m o  b i e n e s .  E n  e l  a n á l i s i s  q u e  s e

e f e c t u a  s e  u t i l i z a n  1 o s  r e s u l t a d o s  m a t e m á t i c o s

o b t e n i d o s  e n  e 1  c a p í t u l o  3 .

L a  h i p ó t e s i s  d e  r e g u l a r i d a d  d e l  s i s t e m a

s e  a b a n d o n a  a l  r r . " r r r r "  e 1  m o d e l o  c e r r a d o r  e o  e 1

q u e  s e  m a n t i e n e  e l  s u p u e s t o  d e  q u e  e x i s t e n  t a n t o s

p r o c e s o s  c o m o  b i e n e s .  A p a r e c e ,  e n  e s t e  c a s o ,  u r r

s i s t e m a  d e  e c u a c i o n e s  l i n e a l e s  h o m o g e n e o ,  e n  e 1  q u e

s e  d e b e  e x i g i r  q u e  l a  m a t r i  z  Í r o  s e a  r e g u l a r  p a r a

q u e  e x i s t a n  s o l u c i o n e s  d i s t i n t a s  d e  c e r o .  E s t e

m o d e l o ,  a n a l i z a d o  e n  l a  s e c c i ó n  5 . 2 ,  r e s u l t a  r e s o -

l u b 1 e  b a j o  l a s  h i p ó t e s i s  d e  q u e  l a  m a t , r i z  e s t é  e n

l a  c l a s e  d e  l a s  B - m a t r i c e s  ( p o r  t a n t o ,  v á l i d o  s i

s e  t r a t a  d e  u n a  N  o  N - ) i - m a t r i z  ) .  C u a n d o  e l  m o d e l o

e s  d e  p r o d u c c i ó n  s i m p l e  e x i s t e n  t e o r e m a s  q u e  a f i n a n

e s t o s  r e s u l t a d o s .  E s t o s  t e o r e m a s  s e  g e n e r a L i z a n
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i n t r o d u c i e n d o  u n a  c i e r t a  i n d e s c o m p o n i b i l i d a d  d e 1

m o d e l o .  F i n a l m e n t e  s e  r e c o g e . u n  r e s u l t a d o ,  r e f e r i d o

a l  s i s t e m a  d e  p r e c i o s  d e  e s t e  m o d e l o ,  á 1  c u a l  s e

h a c e n  u n o s  b r e v e s  c o m e n t a r i o s "

E n  l a  s e c c i ó n  5 .  3  s e  a r . a l - i z a  e 1  c a s o  m á s

g e n e r a l  d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a ,  d o n d e  n o  h a y  n i n g u -

n a  r e l a c i ó n  r r a  p r i o r i t r  e n t r e  e l  n ú m e r o  d e  b i e n e s

y  e l -  d e  s e c t o r e s ,  p u d i e n d o  e s t o s  s e r  d i s t i n t o s .

E s t o  d a  l u g a r  a  s i s t e m a s  c o n  d i s t i n t o  n ú m e r o  d e

e c u a c i o n e s  q u e  d e  i n c ó g n i t a s  ( ¿ e  1 o s  d o s  s i s t e m a s

e s t u d i a d o s ,  c a n t i d a d e s  y  p r e c i o s ,  u n o  t e n d r á  m á s

e c u a c i o n e s  q u e  i n c ó g n i t a s  y  e l  o t r o  a  1 a  i n v e r s a  )  .

E n  e 1  c a p í t u l o  3  s e  p r o b ó  q u e  p a r a  o b t e n e r  a a  r e s o -

l u b i l i d a d  e n  e s t e  t i p o  d e  s i s t e m a s ,  € s  c o n d i c i ó n

n e c e s a r i a  q u e  l a  m a t r i z  d e 1  m o d e l o  e s t é  e n  l a  c l a s e

d e  l a s  B - m a t r i c e s  g e n e r a l i z a d a s .  S e  p l a n t e a  a s í  u n

m o d e l o  e c o n ó m i c o  e n  q u e  s e  e x i g e  q u e  1 a s  m a t r i c e s

de ou tpu ts  e  inputs  p roporc ionen a  1a  mat , r íz  de l

s i s t e m a  e s t e  t i p o  d . e  e s t r u c t u r a ,  e s t u d i a n d o  q u e

p r o p i e d a d e s  a d i c i o n a l e s  p u e d e n  o b t e n e r s e  y  v i e n d o

q u e  e s t e  t i p o  d e  m o d e l o s  f u n c i o n a n  d e  m a n e r a  s i m i -

l a r  a  l o s  d e  p r o d u c c i ó n  s i m p l e .
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5.2 EL MODELO CERRADO

S e  d e f i n e :  € f l  p r i m e r  l u g a r ,  e 1  m o d e l o

c e r r a d o  d e  L e o n t i e f f  p a r a  u n  m o d e l o  d e  p r o d u c c i ó n

s i m p l e ,  o b s e r v a n d o  q u e  u n  r a z o n a . m i e n t o  a n á l o g o

p u e d e  s e g u i r s e  c o n  m o d e l o s  d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a .

E s t o s  m o d e l o s  d a n  l u g a r  a  s i s t e m a s  d e  e c u a c i o n e s

h o m o g e n e o s ,  t a n t o  e n  e l  s i s t e m a  d e  c a n t i d a d e s  c o m o

e n  e 1  d e  p r e c i o s ,  p a r a  l o s  c u a l e s  s e  d e f i n e  u n

nuevo concepto  de  reso lub iJ . idad,  que es  ana l izado

p a r a  1 a s  c l a s e s  d e  m a t r i c e s  i n t r o d u c i d a s  h a s t a

a h o r a  ( N * m a t r i c e s ,  N j i - m a t r i c e s  y  B - m a t r i c e s ) .  E n

e l  c a s o  d e  p r o d u c c i ó n  s i m p l e :  s €  r e c o g e  u n  r e s u l t a -

d o  a d i c i o n a l  ( B e r m a n  &  P l e m m o n s ,  1 9 7 9 )  r e f e r i d o

a l  s i s t e m a  d e  c a n t i d a d e s ,  s e g ú n  e 1  c u a l  l o s  n i v e l e s

d e  a c t i v i d a d  p u e d e n  o b t e n e r s e  e s t r i c t a m e n t e  p o s i -

t i v o s .  E s t e  r e s u l t a d o  s e  e x t i e n d e  a  m o d e l o s  m á s

g e n e r a l e s .  F i n a l m e n t e ,  e n  e l  a n á 1 i s i s  d e l  s i s t e m a

d e  p r e c i o s :  s €  r e c o g e  u n  r e s u l t a d o  (  F u j i m o t o  &

K r a u s e ,  1 9 8 5 )  q u e  a s e g u r a  1 a  e x i s t e n c i a  d e  u n a  t a s a

d e  b e n e f i c i o  u n i f o r m e  p o s i t i v a  y  p r e c i o s  n o  n e g a -

t i v o s ,  e u e  s a t i s f a c e n  d i c h o  s i s t e m a .  P a r a  e 1 1 o :  s €

u t í 1 i z a  1 a  p r o p i e d a d  d e  d e s c o m p o s i c i ó n  n o  d o m i n a n -

t € ,  p r i m e r a  d e  l a s  c o n d i c i o n e s  q u e  a p a r e c e n  e n  1 a
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def in ic ión  de  B-mat r íz  v

A  1 o  l a r g o  d e  e s t a  s e c c i ó n

t a n t o s  b i - e n e s  c o m o  p r o c e s o s

B - m a t r i z  g e n e r a l i z a d a .

s e  s u p o n e  u n  m o d e l o  c o n

p r o d u c t i v o s .

E n  o r d e n  a  i n t r o d u c i r  e l  m o d e l o  c e r r a d o ,

s e  s u p o n e  q u e  1 a  d e m a n d a  f i n a l  d e p e n d e  d e  1 a  c a n -

t i d a d  t o t a l  d e  t r a b a j o  u t i l i z a d a  e n  l a  p r o d u c c i ó n ,

p o r  m e d i o  d e  u n o s  c o e f i c i e n t e s  f i j o s .  D e n o m i n a n d o

t  a  l a  c a n t i d a d  t o t a l  d e  t r a b a j o ,  l a  d e m a n d a  f i n a l

d e 1  b i e n  í - é s í m o ,  s e g ú n  1 a  h i p ó t e s i s  e s t a b l e c i d a ,

v e n d r á  d a d a  p o r

d .  =  c . E
l- l-

;  i  -  L , 2 r . . . r n

S i  s e  t i e n e  u n  m o d e l o  d e  p r o d u c c i ó n

s i m p l e ,  e 1  s i s t e m a  d e  c a n t i d a d e s  v i e n e  r e p r e s e n t a d o

p o r  1 a  i d e n t i d a d

x  =  A x  +  d  ( 1 )

s i e n d o  1 a  c a n t i d a d  t o t a l  d e  t r a b a j o  e m p l e a d o

E  =  L f  *  L Z  +  . . .  +  L n

d o n d e

e s  l a  c a n t i d a d

s e c t o r  i - é s i m o .

e s c r i - b i r s e  e n  1 a

L .  =  a . x .  ;  i  -  I 1 2 r . . . r f l
l_ t_ l_

d e  t r a b a j o  q u e  s e  u t i l i z a  e n  e 1

E n t o n c e s ,  I a  e x p r e s i ó n  ( 1 )  p u e d e

f o r m a

x  =  A x  +  E c

- r49-
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o  b i e n ,

x=Ax+ (ca )x

F ina lmen te ,  denominando  C  a  1a  ma t r i z  cuad rada . ,

de  o rden  nxn .

C  =  A  +  c a > 0

r e s u l t a

x = C x

es to  €s :

M x = 0

s i e n d o  M  l a  N - m a t r i z

( r ' )

M = I - C

L a  e x i s t e n c i a  d e  s o l - u c i ó n  d i s t i n t a  d e  c e r o  p a r a

u n  s i s t e m a  d e I  t i p o  (  1 '  ) ,  e s t á  v i n c u l a d a  a  l a  s i n -

g u l a r i d a d  d e  . l - a  m a t r i z  M ,  ú n i c o  c a s o  q u e  r e s u l - t a

d e  i n t e r é s  a n a l t z a r .

P o r  o t r o  l a d o ,  e l  s i s t e m a  d e  p r e c i o s

p a r a  u n  m o d e l o  d e  p r o d u c c i ó n  s i m p l e ,  c o n  s a l a r i o s

a d e l a n t a d o s ,  v i e n e  d a d o  p o r  1 a  e c u a c i ó n

p  =  ( t + r ) ( p A  +  w a ) ( 2 )

B a j  o  1 a  h i p ó t e s i s  i n t r o d u c i d a ,  d e b e  v e r i f i c a r s e

o u e

w E  =  p d

d e  d o n d e  l a  t a s a  d e  s a l a r i o  d e b e  v e n i r  d a d a  D o r
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l a  i d e n t i d a d

w = p c

S u s t i t u y e n d o  e s t a  e x p r e s i ó n ,  e l  s i s t e m a  ( 2 )  q u e d a

e n  l a  f o r m a

p  -  ( l + r ) p C  ( 2 , )

e c u a c i ó n  q u e  r e p r e s e n t a  e I  s i s t e m a  d e  p r e c i o s  d e

e s t e  m o d e l o

r e s u m e n ,  e 1  m o d e l o  c e r r a d o  d e  p r o d u c -

c i ó n  s i m p l e  v i e n e  c a r a c t e r i z a d o  d o s  e c u a c i o n e s ,

c a n t i d a d e s  y  O " . " i o s ,  q u e  s o n

d o n d e  C  e s  u n a  m a t r i z  c u a d r a d a  s e m i p o s i t i v a ,  d e f i -

n i d a  D o r

C = A + c a

C o n  u n  r a z o n a m i e n t o  t o t a l m e n t e  a n á l o g o ,

y  s i e n d o  C  l a  m a t , r í z  d e f i n i d a  a n t e r i o r m e n t e ,  s e

i n t r o d u c e  e 1  m o d e l o  c e r r a d o  p a r a  p r o d u c c i ó n  c o n j u n -

L a ,  q u e  v i e n e  c a r a c t e r í z a d o  p o r  1 a s  e c u a c i o n e s

x = C x

p  =  ( 1 + r ) p C

B x = C x

p B  =  (  t + r ) p C

( r ' )

( 2 '  )

( 1 ' )

( 2 ' )

- 1  < 1 -
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d o n d e  l a  t a s a  d e  s a l a r i o  r e s u l t a  s e r

w = p c

S e  t o m a  c o m o  m a t r i z  d e  e s t e  m o d e l o  a

M=B-C

S e  i n t r o d u c e n ,  p a r a  e s t e  n u e v o  m o d e l o ,

l o s  c o n c e p t o s  d e  f a c t i b i l i d a d  y  d e  r e s o l u b i l í d a d .

D E F T N T C T O N  1 .  -

U n  m o d e l o  c e r r a d o ,  c u y a  m a t r i z  e e  M ,  s e

d i c e  q u e  e s  f a c t i b l e  s i  e x i s t e  x  >  0  ,  t a 1  q u e

M x >  0  ,  M x  /  0

DEFTNTCT0N 2  "  -

U n  m o d e l o  c e r r a d o ,  d e  m a t r i z  M ,  s e  d i c e

q u e  e s  r e s o l u b l e  s i  e x i s t e  x > 0  ,  x  I  O  ,  t a l -  q u e

M x - 0

E n  e l  s i g u i e n t e  t e o r e m a  s e  e s t u d i a  1 a

r e s o l u b i l i d a d r  e ñ  e l  s e n t i d o  d e f i n i d o ,  d e 1  m o d e l o

c e r r a d o ,  t a n t o  e l  d e  p r o d u c c i ó n  s i m p l e  c o m o  e l  d e

p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a

- L  52 -
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T e o r e m a  1 .  -

S e a  u n  m o d e l o  c e r r a d o ,  c u y a  m a t r i z  M  e s t á

e n  u n a  d e  l a s  s i g u i e n t e s  c o n d i c i o n e s  :

a )  M  e s  u n a  N - m a t r i z ,  M  -  I  -  C ,  t a l  q u e

M  e s  s e m i r r e g u l a r  y  r * ( C ) = 1

b )  M  e s  u n a  N - ) r - m a t r i z :  M  -  B  -  C ,  t a 1  q u e

r  -  C B - 1  
" "  

s e m i r r e g u l a r  y  r * ( c g - t ) = t

c )  M  L s  L ¡ . n a  B - m a t r i z ,  M  -  B  -  C ,  t a l  q u e

f  -  C B - 1  * "  s e m i r r e g u l a r  y  l * ( C n - t ) = ,

E n t o n c e s  e l  m o d e l o  e s  r e s o l u b l e .

D e m o s t r a c i ó n .  -

P o r  a p l i c a c i ó n  d e l  L e m a  d e  F a r k a s ,  s €

t i e n e  q u e  e x a c t a m e n t e  u n o  d e  l o s  d o s  s i s t e m a s

s i g u i e n t e s  p o s e e  s o l u c i ó n  :

( 1 )  M x  -  0  ,  x ) 0  ,  x  /  0

( 2 )  p M > 0

E 1  c u m p l i m i e n t o  d e l  s i s t e m a  ( 2 ) ,  u n i d o  a  1 a s  c a r a c -

t e r í s t i c a s  d e  1 a  m a t r í z  M ,  d a r í a  l u g a r  a  q u e  M

f u e r a  i n v e r s i b l e  y  s u  i n v e r s a  s e m i p o s i t i v a ,  c o n

l o  c u a l  ) , * <  1  : € D  c o n t r a  d e  ] a s  h i p ó t e s i s  d e l  t e o -

r e m a  ( v e r  c a p í t u l o s  2  y  3 ) .  P o r  t a n t o ,  d e b e  t e n e r

s o l u c i ó n  e l  s i s t e m a  (  t  )  y  e l  m o d e l o  e s  r e s o l u b l e .

C  . Q .  D .

- 1 i ? -
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E l  r e s u l t a d o  o b t e n i d o  e n  e 1  t e o r e m a  1

p u e d e  a f i n a r s e  m á s ,  e x i g i e n d o  i n d e s c o m p o n i b i l i d a d

e n  l a  m a t r i z  d e 1 -  s i s t e m a .  E I  s i g u i e n t e  t e o r e m a ,

v á 1 i d o  p a r a  N - m a t r i c e s ,  e s  u n  p r i m e r  p a s o  e n  e s t e

s e n t i d o .

T e o r e m a  2 . -

D a d o  u n  m o d e l o

u n a  N - m a t r i z  s i n g u l a r ,

c e r r a d o .  c u v a  m a t r i z  N I  e s

M=T-C

son  equ i va len tes  :

,  c o n i n d e s c o m p o n i b l e

( a )  Ex i s te  x>0  t a1

( ¡ )  Ex i s te  x>o  t a l

( c )  M  es  sem i r regu la r

Demos t  rac  i  ón  .  -

L a  p r u e b a  s e  o b t i e n e  a

&  P l - e m m o n s  ( 1 9 7 9 ) ,  c a p .  9 ,  s i n

1 a  c o n d i c i ó n  d e  s e m i r r e g u l a r i d a d

c i a , d e  1 a . s ¡ r c e - q i ó n  { C n  } ,  y a  q u e  s e

N - m a t r i c e s ,  s o n  e q u í v a l e n t e s

( t )  M  e s  s e m i r r e g u l - a r  y  r * ( C )  =  1

( 2 )  M  e s  u n a  P o - m a t r i z  s i n g u l a r  y

c ó n v e r g e .

p a r t i r  d e  B e r m a n

m á s  q u e  p e r m u t a r

p o r  1 a  c o n v e r g e n  -

t i e n e  Q U e :  P a r a

l a  s u c e s i ó n  {  C n  }

C . Q . D

q u e  M x > 0

q u e  M x - 0

,  c o n  i - ( c )  =

_r  54_
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U n  r e s u l - t a d o  s i m i l a r  p u e d e  o b t e n e r s e

c u a n d o  s e  t i e n e  u n a  B - m a t r í z  ( s i e n d o :  p o r  t a n t o ,

v á l i d o  p a r a  1 a s  N - ) í - m a t r i c e s ) .

T e o r e n a  3 . -

D a d o  u n  m o d e l o  c e r r a d o ,  t a l  q u e  M  e s  u n a

B - m a t r i z  s i n g u l a r ,

M  -  B  -  C ,  c o n  C B - l  i n d e s c o m p o n i b l e

s o n  e q u i v a l e n t e s  :

( a )  Ex i s te  x>0  t a1  q l r e  Bx>0 ,  Mx>0

(b )  Ex i s te  x  >  0  t a I  que  Bx  >  0 ,  Mx=O

, : ,  La  ma t , r i : z  f  -  CB-1  es  semi r regu la r

con  r * ( cB -1 )  -  1

Demos t rac  i ón .  -

S e  r e a l i z a r á  s e g ú n  e l  s i g u i e n t e  e s q u e m a

( b )

( b )

E s  i n m e d i a t a ,  y a  q u e  s i  M x  =  0  ,  e n t o n c e s

t a m b i é n  s e  c u m p l e  q u e  M x  >  0

( a )

S i  e x i s t e  x ) 0  :  c o n  B x > 0  ,  M x > 0  ,

c o n s i d e r a n d o  1 a  m a t r i z
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- 1
N-T -CB-  ,

e s t a  e s  s i n g u l a r  y  s a t i s f a c e  q u e

N Y  >  0  ,  Y  =  B x > g

A p l i c a n d o  e 1  t e o r e m a  2 ,  N  e s  s e m i r r e g u l a r  y  a d e m á s

r * (cB-1 )  -  1

P o r  a p l i c a c i ó n  d e 1  t e o r e m a  2 ,  e x i s t e  u n

v e c t o r  y  >  0 ,  t a l  q u e

( r  -  cB-1)y  -  o

Tomando

x  =  B -1y

se  t i ene  que

Mx-0

Bx>  0

de  donde :  po r  l a  de f i n i c i ón  de  B -ma t r í 2 ,

x>0

y  se  ob t i ene  e l  r esu l t ado  buscado .

C .  Q . D .

A n a l - i z a n d o  a h o r a  e l  s i s t e m a  d e  p r e c i o s

d e l  m o d e l o ,

p B  =  (  1 + r ) p C

l a  e x i s t e n c i a  d e  s o l u c i ó n  i n d i c a  q u e  ( I  /  1 + r )  e s

- 1 ( 6 -
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u n  a u t o v a l o r  g e n e r a l i z a d o  d e  l a  m a t " r i z  C  c o n  r e s -

p e c t o  a  B .  D a d o  e l  t i p o  d e  m a t r i c e s  q u e  s e  e s t á

u t i l í z a n d a  ( e n  t o d o s  1 o s  c a s o s  M  e s  u n a  B - m a t r i z ) ,

s e  . s a b e  q u e  e x i s t i , r á ,  a l  m e n o s ,  s o l u c i ó n  p  s e m i p o -

s i t i v a  c u a n d o  ( t / t + r )  s e a  i g u a l  a l  r a d i o  e s p e c t r a l

p ( C B )  =  m á x  i r € R  I  d e t ( t B  -  C )  -  O  ]

S i  l a  m a t , r i z  M  e s  s i n g u l a r ,  e n t o n c e s  e l  r a d i o  e s p e c -

t r a l  e s  1 ,  c o n  1 o  c u a l  e l -  s i s t e m a  d e  p r e c i o s  p o s e e

s o l u c i ó n  s e m i p o s i t i v a  p a r a  1 a  t a s a  d e  b e n e f i c i o

r  -  0 .  E l  s i g u i e n t e  t e o r e m a  r e c o g e  e s t e  r e s u l t a d o .

Teorema 4 .  -

Dado  un  mode lo  ce r rado ,  cuya  ma t r í z

M-B -C

e s  s i n g u l a r  y  s a t i s f a c e  q u e

P a r a  c a d a  x  t a f  q u e  B x  >  0

e n t o n c e s  e x i s t e  p  >  0 ,  p  I  O ,  t a l  q u e

p B = p C

D e m o s t r a c  i ó n  .  -

Es

Mangasa r i an

zados .

u n a  s i m p l e  a p l i c a c i ó n  d e I  t e o r e m a

( L 9 7 I )  p a r a  v a l o r e s  p r o p i o s  g e n e r a l

C . Q . D

de

i -
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N O T A  1

D a d o  q u e  l a s  h i p ó t e s i s  d e  e s t e  t e o r e m a

s e  v e r i f i c a n  c u a n d o  l a  c o n d i c i ó n  i m p u e s t a ,  s o b r e

I a s  m a t r i c e s  d e  i n p u t s  y  o u t p u t s ,  l e  d a n  a  M  e s t r u c -

t u r a  d e  N - m a t r í 2 ,  N - ) í - m a t r i z  o  B - m a t r í 2 ,  e I  r e s u l t a d o

e s  v á l i d o  p a r a  e s t e  t i p o  d e  m o d e l o s .

NOTA 2

E l  t e o r e m a  4  p r u e b a  q u e  e x i s t e n  p r e c i o s

d e  e q u i l i b r i o  n o  n e g a t i v o s  p a r a  1 a  t a s a  d e  b e n e f i c i o

r = 0 . .  E s  p o s i b l e  q u e  t a m b i é n  e x i s t a n  p a r a  a l g u n a

t a s a  s u p e r i o r  y t  p a r a  e 1 1 o ,  € s  c o n d i c i ó n  n e c e s a r i a

y  s u f i c i e n t e  e l  q u e  e x i s t a  u n  v a l o r  p r o p i o

0 < ) , < 1

c o n  u n  v e c t o r  p r o p i o  s e m i p o s i t i v o

Cv =  ) .Bv

v  )  0 ,

E n t o n c e s ,  p a r a

r =+-1>o

e I  s i s t e m a  d e  p r e c i o s  p o s e e  s o l u c i ó n  s e m i p o s i t i - v a

P a r a  f i n a l i z a r ,  € D  e l  s i g u i e n t e  t e o r e m a ,  d e b i d o  a

F u j i m o t o  &  K r a u s e  (  t 9 8 5 ¡ ,  s e  r e c o g e  u n  r e s u l t a d o

a p l i c a b l e  a  e s t e  t i p o  d e  m o d e l o s .

- 158 -
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Teo rema  5 . -

D a d o  u n  m o d e l o  c e r r a d o  r  c n y a  m a l . r i - z

M - B - C

v e r i f i c a  l a  c o n d i c i ó n

p a r a  t o d o  x  t a l  q u e  B x  >  0

s e  c u m p l e  i

a )  S i  B  n o  p o s e e  n i n g u n a  f i l a  n u l a ,

e x i s t e  p > 0  ,  t a 1  q u e

p B  =  ( l + r ) p C  ;  1 + r > 0

b )  S i  a d e m á s  e x i s t e  x  :  0  ,  t a 1  q u e

B x > C x  ,  e x i s t e  p > 0  ,  t a 1  q u e

p B  =  ( l + r ) p C  ;  r  > 0

N O T A  3

1 .  E s t e  r e s u l t a d o  s i g u e  s i e n d o  v á l i d o  s i

s e  c o n s i d e r a  u n  m o d e l o  c e r r a d o  d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n -

t a  c o n  d i s t i n t o  n ú m e r o  d e  b i e n e s  q u e  d e  p r o c e s o s .

L a  p r u e b a ,  d e 1  m i s m o  m o d o  q u e  e n  e l  t e o r e m a  4 ,  s e

d e d u c e  d i r e c t a m e n t e  d e l  t e o r e m a  d e  M a n s a s a r i a n .

2 .  E n  1 a  p a r t e  a )  n o  s e  g a r a n t i z a  l a  n o

n e g a t i v i d a d  d e  l a  t a s a  d e  b e n e f i c i o  r ,  p u d i e n d o s e

d a r  e l  c a s o  d e  q u e  l a  ú n i c a  s o l u c i ó n  f u e r a  p a r a

v a l o r e s  d e  r  n e g a t i v o s .
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3 .  S i  e 1  m o d e l o  p o s e e  t a n t o s  p r o c e s o s  c o m o

b i e n e s ,  l a  c o n d i c i ó n  i m p u e s t a  e n  d )  e s  i n c o m p a t i b l e

c o n  e l  h e c h o  d e  q u e  M  s e a  u n a  B - m a t r i z  s i n g u l a r  y  t

p o r  t a n t o ,  b a j o  e s t e  s u p u e s t o  e l  s i s t e m a  d e  c a n t i -

d a d e s  n o  s e r í a  r e s o l u b l e .

4 .  E n  e I  c i t a d o  t r a b a j o  d e  F u j i m o t o - K r a u s e

s e  p r u e b a  e u € :  e n  L r n  m o d e l o  c e r r a d o  q u e  c u m p l e  l a

c o n d i c i ó n  d e  q u e  C  n o  p o s e e  n i n g u n a  f i l a  n u 1 a ,

€ o n  e q u i v a l e n t e s  :

a )  E x i s t e  p > 0  |  p B  =  ( 1 + r ) p C ,  1 + r > 0

b )  E x i s t e  u n a  m a t r í z  T  >  0  c o n ,  a l  m e n o s ,

u n a  c o l u m n a  e s t r i c t a m e n t e  p o s i t i v a ,

t a l  q u e

TBx>0
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5.3 EL MODELO ABTERTO GENERAL

E n  e l  e s t u d i o  q u e  s e  r e a l - i -  z a  e n  e s t a  s e c -

c i ó n :  s €  t i e n e  u n  m o d e l o  a b i e r t o  d e  p r o d u c c i ó n

c o n j u n t a ,  c o n  m  b i e n e s  y  n  p r o c e s o s ,  s a t i s f a c i e n d o

l o s  s i g u i e n t e s  s u p u e s t o s  :

( S , )  L a  m a t r i z  d e  o u t p u t s  B  n o  p o s e e  f i l a s  n i
I

co lumnas  nu1as .

(S2 )  La  ma t r i z  de l  mode lo  M  =  B  -  4  posee  es t ruc -

t u ra  de  B -ma t r i z  gene ra l i zada ,  es to  €s ,

1  .  S i  p a r a  u n  x  ,  B x  >  0 ,  e n t o n c e s  A x  >  0

2 .  S i  p a r a  u n  x  ,  B x >  0  y  M x >  0  , e n t o n c e s

e x i s t e  y > 0  :  t a l  q u e  M x  -  M y

/  -  \  ñ a( S ? )  E l  m o d e l o  e s  p r o d u c t i v o ,  e s  d e c i r ,  e x i s t e

x : 0  ,  t a 1  q u e  M x > O

T o d a s  e s t a s  c o n d i c i o n e s ,  e x c e p t o  l a  s e g u n -

d a  d e  B - m a t r i z  g e n e r a l i z a d a ,  h a n  s i d o  a n t e r i o r m e n t e

c o m e n t a d a s  e  i n t e r p r e t a d a s .  E n  o r d e n  a  r e a l  i z a r  l o

m i s m o  c o n  e s t a  n u e v a  c o n d i c i ó n ,  s e a n

* r f - 0  '  * 2 t O

n i v e l e s  d e  a c t i v i d a d ,  t a l e s  q u e
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Bx ,  )  Bx .
l -  L

M x ,  )  M x .
l -  . L

e n t o n c e s ,  e l  s u p u e s t o  i n t r o d u c i d o  i n d i c a  q u e  e s

-  p o s i b L e  e n c o n t r a r  n i v e l e s  d e  a c t i v i d a d

y1>  y2>  0  '

t a l e s  q u e

( M x r  - M x r )  =  ( M y t  - M y Z )

e s t o  € s :  p a r a  d i s m i n u i r  e 1  o u t p u t  p r o d u c i d o ,  n e t o

y  b r u t o ,  e s  p o s i b l e  e l e g i r  u n  n i v e l  d e  a c t i v i d a d

i n f e r i o r .

B a j o  l - o s  s u p u e s t o s . i n t r o d u c i d o s ,  s e  o b t i e -

n e  u n  c o n j u n t o  d e  r e s u l t a d o s  q u e  m u e s t r a n  c ó m o  e s t o s

m o d e l o s  f u n c i o n a n  d e  m o d o  p a r e c i d o  a  l o s  d e  p r o d u c -

c i ó n  s i m p l e .

T e o r e m a  6 .  -

Dado  un  mode lo  que  ve r i f i ca  1os  supues tos

(s1  ) - ( s3 ) ,  se  cump le  que  :

a )  Pa ra  t odo  d>0  ,  d€Tm(M) ,  ex i s t e  x>0

t a l  q u e  M x  =  d

b )  E l  m o d e l o  e s  r e n t a b l e

c )  S e a  R  =  - J ^  -  t  .  E n t o n c e s ,  R > 0  y  p a r a  t o d o
I * ( T )

' t  A a
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r € [ O r R I  y p a r a c a d a  a > O  ,  a € f m ( M ( " ) ' ) ,

e l  s i s t e m a

p B = ( 1 + r ) p A + w a

p o s e e  s o l u c i ó n  p  > 0  ,  s i e n d o

M ( r )  -  B  -  ( t + r ) A

T > 0  ,  t a 1  q u e  A  =  T B

D e m o s t r a c i ó n .  -

P a r a  p r o b a r  l a s  d o s  p r i m e r a s  p a r t e s  d e l

t e o r e m a ,  b a s t a  v e r  q u e  I * ( T )  <  1  y  a p l i c a r  l o s  r e -

s u l t a d o s  d e 1  c a p í t u l o  J  r e f e r e n t e s  a  B * m a t r i c e s

g e n e r a l i z a d a s .  P a r a  e I l o :  s €  u t i l í z a r á  l a  c o n d i c i ó n

d e  p r o d u c t i v i d a d  :

e x i s t e  x > 0 ,  t a l  q u e  M x > 0

E n t o n c e s ,  l l a m a n d o  y = B x >  0  :  s e  t i e n e  q u e

M x  =  ( f  -  T ) y > 0  ,  ¡ r > 0

d e  d o n d e

r (T )  <  1

C o n  e s t o  s e  t i e n e  a d e m á s  q u e  R ,  t a l  c o m o  h a  s i d o

d e f i n i d o ,  e s  e s t r i c t a m e n t e  p o s i t i v o .  p a r a  p r o b a r

e l  r e s t o  d e 1  a p a r t a d o  c )  s e  v e r á  e u € :  p a r a  c a d a  r

e n  e I  i n t e r v a l o  i n d i c a d o ,  M ( r )  e s  L r n a  B - m a t r i z  g e n e -

r a l  i  z a d a  .

S e a  x  >  0  ,  t a }  q u e  B x  >  0 .  E n t o n c e s  A x  >  0

Y  t  p o r  t a n t o ,
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(  1 + r ) A x  >  0

p o r  1 o  q u e  s e  c u m p l e  l a  p r i m e r a  c o n d i c i ó n .

Sea  aho ra  x>O ,  t a1  que

M( r ) x  >  0

Bx>  0

En tonces  r  s€  cump le  que

Ax>0

con  1o  cua l

(n  -  A )x : rAx>0

y ,  po r  se r  M  una  B -ma t r i z  gene ra l i zada ,  ex i s t e  un

vec to r  y>0  ,  t a l  qL re  Mx  -  My  ,  de  donde

( r *T ) (Bx-By)=o

l - o  c u a l  i m p l i c a  q u e  B x  -  B y  .  F i n a l m e n t e ,

M ( r ) x  =  ( r  -  ( 1 + r ) f ) g x  =

=  ( f  ( 1 + r ) T ) B y  =  l * l ( r ) y

L u e g o  M ( r )  e s  u n a  B - m a t r i z  g e n e r a l i z a d a ,  c o n

r ( ( t + r ) T )  <  1

y  l a  m a l . r í z  B  n o  p o s e e  f i l a s  n i  c o l u m n a s  n u l a s .  P o r

t a n t o ,  e l  s i s t e m a ,  c u y a  m a t r í z  e s  M ( r ) r  e s  f u e r t e -

m e n t e  r e s o l u b l e  y  s e  v e r i f i c a  c  )  .

c .Q .D .
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T e o r e m a  7 . -

S e  c o n s i d e r a  L r n  m o d e l o  d e  p r o d u c c i ó n  c o n -

j u n t a ,  e u €  v e r i f  i c a  l - o s  s u p u e s t o s  ( S  
1  )  -  ( S 3  )  ,  c o n

r a n g o ( B ) = m .  S i  a €  f m ( p t ( r ) ' )  ,  p a r a  t o d o  r €  [ 0 , R [  ,

1 o s  p r e c i o s  m e d i d o s  e n  t é r m i n o s  d e  s a l a r i o  c r e c e n

c u a n d o  1 o  h a c e  r  y  n o  e s t á n  a c o t a d o s  e n  l a  t a s a

m á x i m a  d e  b e n e f i c i o  R .

D e m o s t r a c i ó n .  -

E n  p r i m e r  l u g a r :  s o  p r o b a r á  q u e  s i  
" 1 .  " 2 ,

e s  p o s i b l e  e l e g i r  s o l u c i o n e s  t a l _ e s  q u e

p( r r )  >  n ( r r )

P a r a  e l 1 o ,  d a d a  u n a  s o l u c i ó n  p ( 1 1 )  >  O ,  e 1  s i s t e m a

vM( r r )  =  ( r r . -  r1 )p ( " r )R>o

p o s e e  s o l u c i é n  v  >  0 ,  p o r  s e r  l { ( r  
r )  u n a  B - m a t r i z

g e n e r a l i z a d a ,  c o n  r * ( ( 1 + r r ) T )  < 1 .  E n t o n c e s ,

p ( " 2 )  =  p ( r r )  +  v > p ( r r )

e s  s o l u c i ó n  d e 1  s i s t e m a  d e  p r e c i o s  p a r a  l a  t a s a  d e

b e n e f i c i o  r Z .

L a  s e g u n d a  p a r t e  d e 1  t e o r e m a  s e  v e r á  e n

d o s  p a s o s  :  e n  p r i m e r  l u g a r  o b s e r v a n d o  q u e  p a r a  1 a

t a s a  R  e l  s i s t e m a  d e  p r e c i o s  n o  p o s e e  s o l u c i ó n ,  t o -

m a n d o  a  c o n t i n u a c i ó n  u n a  s u c e s i ó n  t e n d i e n d o  a  R  y

v i e n d o  q u e  l o s  p r e c i o s  n o  p u e d e n  e s t a r  a c o t a d o s .
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A s í  p u e s :  s e  d e s e a  v e r ,  e n  p r i n c i p i o ,  e u €

e l  s i s t e m a

p B  =  ( l + R ) p A  +  a

n o  p o s e e  s o l u c i ó n  p  >  0 .  A p l i c a n d o  e l  L e m a  d e  F a r k a s

b a s t a r á  p r o b a r  q u e  e 1  s i s t e m a

( n  -  ( t + R ) A ) x < 0  ,  a x ) 0

p o s e e  s o l u c i ó n .  A 1  s e r

I
T;E 

= ¡* (f ) = I*

e x i s t e  u n  v e c t o r  v ,  t a l  q u e

A v  -  l x B v

B v  > 0

de donde

( e  -  ( t + R ) A ) v  -  o

B v > 0

V t  a 1  s e r  M  u n a  B - m a t r i z  g e n e r a l i z a d a ,  e x i s t e  x  )  0 ,

x / o  ,  t a 1  q u e

( e  -  A )x  =  (B  -  A )v .  =  RAv>0

Operando  en  es ta  exp res ión ,  se  t i ene  que

A x = A v ; B x = B v

y ¡  p o r  t a n t o ,

M ( R ) x : 0  ,  a x ) 0
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S e a  a h o r a  u n a  s u c e s i ó n  d e  n ú m e r o s  r e a l e s

0  < r L < r z

q u e  c o n v e r g e  a  R .  P a r a  c a d a  i  e s  p o s i b l e  e l e g i r

u n  p r e c i o  p , ,  d e  m a n e r a  q u e-  - L '

o <pL Ípz

S i  e s t a  s u c e s i ó n  e s t u v i e r a  a c o t a d a .  a f  s e r . c r e c i e n t e

t a m b i é n  s e r í a  c o n v e r g e n t e  y  t  p o r  t a n t o ,  e x i s t . i r í a n

p r e c i o s  n o  n e g a t i v o s  p a r a  1 a  t a s a  d e  b e n e f i c i o  R .

A s í  p L r e s ,  e s t a  s u c e s i ó n  n o  e s t á  a c o t a d a .

c .Q.D.

De modo aná1ogo a  como se  .o r ra t " r ryó  en

e 1  c a p í t u l o  a n t e r i o r ,  t a m b i é n  e n  e s t e  m o d e l o  e s

p o s i b l e  d e f i n i r  L r n a  m e r c a n c í a  p a t r ó n ,  c u y o  v a l o r

e s  i n d e p e n d i e n t e  d e  l a  d i s t r i b u c i ó n .  P a r a  e 1 1 o :  c s

n e c e s a r i o ,  c o m o  e n  e l  t e o r e m a  7 ,  e x i g i r  1 a  c o n d i c i ó n

r a n g o ( B )  =  m

j u n t o  a  l o s  s u p u e s t o s  ( S 1  ) - ( S 3 )  B a j o  e s t a s  c o n -

d i c i o n e s ,  a s o c i a d o  a  l * =  I *  ( T )  ,  e x i s t e  x  t a 1

que

A x  -  L * B x  ,  B x >  0  ,  á X  -  1

S e  d e f i n e  1 a  m e r c a n c í a  p a t r ó n  c o m o  e 1  v e c t o r

Y * = B x
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En tonces ,  s€ v e r i f i c a  q u e

,  l + R
, , p y * = R

e s t o  e s :  e l  v a l o r  d e  l a  m e r c a n c í a  d e f i n i d a

c o m o  p a t r ó n  e s  i n d e p e n d i e n t e  d e  l a  d i s t r i -

b u c  i é n  .

(2)  r  =  R(1-* )

i g u a l d a d  q u e  p r o p o r c i o n a  1 a  r e l a c i ó n  e n t r e

l a s  v a r i a b l e s  d i s t r i b u t i v a s .

L a  p r u e b a  d e  l a s  c o n d i c i o n e s  (  1  )  y  ( 2 )  e s  a n á l o g a

a  l a  e f e c t u a d a ,  e n  e l  c a p í t u l o  4 ,  p a r a  p r o b a r  1 a

e x i s t e n c i a  d e  m e c a n c í a  p a t r ó n  c u a n d o  e 1  s i s t e m a

e s t a b a  d e f i n i d o  p o r  u n a  B - m a t r í 2 .

F i n a l m e n t e ,  e n  e 1  s i g u i e n t e  t e o r e m a ,  s €

m u e s t r a  c o m o  d e b e  s e r  1 a  m a t ' r i z  d e  u n  s i s t e m a  p a r a

q u e  e s t e  d e  l u g a r  a  u n  m o d e l o  d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a

r e s o l u b l e  ( 1 a  d e m o s t r a c i ó n  s e  o b t u v o  e n  e l  c a p í -

t u l o  3 ) .

T e o r e m a  8 .  -

( t

D a d o  L r n  m o d e l o

c u y a m a L r i z  e s  M - B - A

c o n  p M  > 0  .  E n t o n c e s  s o n

d e  p r o d u c c i ó n  c o n j u n t a ,

,  y  t a l  q u e  e x i s t e  p > 0  ,

e q u i v a l e n t e s :
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S e  s u p o n e  u n a  e c o n o m Í a  c o n  d o s  b i e n e s  y

t r e s  p r o c e s o s  p r o d u c t i v o s ,  d e f i n i d o s  p o r  l a s  m a t r i -

c e s  d e  o u t p u t s  e  i n p u t s

/  |  L / 2  1 / 4 \
B=t I

\ t / q  L  1 /2 /

A =("0  
s /8  1 /2  

)
\ r /z s/8 r /8 /

a )  M  e s  u n a  B - m a t r i z  g e n e r a l i z a d a  c o n  r * ( T )  <  1

b )  E l  m o d e l o  e s  f u e r t e m e n t e  r e s o l u b l e

S e  p r o p o r c i o n a  a  c o n t i n u a c i ó n  u n  e j e m p l o

d e  u n  m o d e l o  c o n  e s t a s  c a r a c t e r í s t i c a s .

E J E M P L O
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APENDICES

1" .  Teoremas de  Per ron-Froben ius

2 .  Mat r ices  de  s ignos

3.  Inversas  genera l i zadas  de  mat r ices
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1 . TEOREMAS DE PERRON-FROBENIUS

E s t e  a p é n d i c e  c o n s t i t u y e  u n a  r e c o p i l a c i ó n

d e  r e s u l t a d o s  r e f e r e n t e s  a 1  a u t o v a l o r  m á x i m o  d e

una mat r iz r  gü€ en  e l  caso de  una mat r i -  z  cuadrada

s e m i p o s i t i v a  e s  l a  r a í z  d e  F r o b e n i u s  ( 1 9 0 8 )  y  e n

e l  c a s o  g e n e r a l  s e  r e f i e r e  a  I a  e x t e n s i ó n  d e b i d a

a  M a n g a s a r i a n  ( I 9 7 I ) .  L o s  r e s u l t a d o s  d e  e s t e  ú l t i m o

a r t í c u l o  s e  p u e d e n  a p l i c a r  a  1 a s  N - ) r  y  B - m a t r i c e s ,

o b t e n i e n d o  c o r o l a r i o s  q u e  s e  u t i l i z a n  e n  l o s  c a p í -

t u l o s  2  y  3 .  L a s  p r u e b a s  d e  l o s  t e o r e m a s  c o r r e s p o n -

d i e n t e s  a  1 a  r a í z  d e  F r o b e n i u s  p u e d e n  l o c a l i z a r s e

e n  H e r r e r o - S i - 1 v a - V i 1 1 a r  (  1 9 8 4  )  .

T e o r e m a  1 . -  (PERRoN 1907-FRoBENrus  1908)
I

S e a  A  u n a  m a t r í z  c u a d r a d a  s e m i p o s i t i v a .

E n t o n c e s  :

(  a  )  L a  m a t r í z  A  p o s e e  u - n  v a l o r  p r o p i o ,

I * ( A )  :  0 ,  l l a m a d o  r a í z  d e  F r o b e n i u s

d e  A ,  q u e  a c o t a  e n  m ó d u 1 o  a 1  r e s t o  d e

a u t o v a l o r e s  d e  l a  m a t r j - z

( b )  A s o c i a d o  a  I *  ( A )  e x i s t e  u n  v e c t o r

p r o p i o  v  >  0

( c )  S i  A > B : 0 ,  e n t o n c e s  r * ( A )  > l { B )
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A d e m á s ,  s i  l a  m a t r i z  A  e s  i n d e s c o m p o n i b l e ,  e l  v e c t o r

p r o p i o  a s o c i a d o  a  I a  r a í z  d e  F r o b e n i u s  p u e d e  t o m a r s e

e s t r i c t a m e n t e  p o s í t i v o :  r o  e x i s t i e n d o  p a r a  e l  r e s t o

d e  v a l o r e s  p r o p i o s  a u t o v e c t o r e s  n o  n e g a t i v o s  a s o -

c i a d o s .

Teorema 2 . -  ( ¡n tunn  Lg46-so low 1952)

Sea A una mat ' r j -z  cuadrada semipos i t i va ,

v  s e a  r .  l a  s u m a  d e  l o s  e l e m e n t o s  d e  l a  i - é s i m a

f i l a  d e  A .  S i

r :  r i  p a r a  t o d o  i = l r  2 ,  .  .  .  , r t

e n t o n c e s

r  >  r * (A)

U n a  p r o p i e d a d  a n á 1 o g a  s e  c u m p l e  c o n  l a s  s u m a s  d e

c o l u m n a  d e  l a  m a t r í z  A .

T e o r e n a  3 . -

S e a  A  u n a  m a t r i z  c u a d r a d a  s e m i p o s i t i v a

y  r * ( A )  s u .  r a í z  d e  F r o b e n i u s ,  e n t o n c e s  :

(  1  )  S i  p a r a  u n  v e c t o r  n o  n u l o  v  )  0  ,

A v > l r v  ,  e n t o n c e s  I * ( A )  >  u

( 2 )  S í  p a r a  u n  v e c t o r  v  )  0  ,  A v :  I V ¡

e n t o n c e s  f * ( A )  :  i . t
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(  3  )  S i  p a r a  u n  v e c t o r  n o  n u l o  v  >  0  ,

A v  <  ¡ r v  ,  e n t o n c e s  r * ( A )  <  u

(  4  )  S i  p a r a  u n  v e c t o r  n o  n u l o  v  >  0  ,

A v  >  ¡ r v  ,  e n t o n c e s  l * ( A )  >  p

L e m a . -  ( M A N G A S A R T A N  L 9 7 t )

S e a  A  y  B  m a t r i c e s  d e  o r d e n  m x n  ;  e n t o n c e s

l a s  s i g u i e n t e s  c o n d i c i o n e s  s o n  e q u i v a l e n t e s

(  1  )  P a r a  t o d o  x  t a l  q u e  x B  >  0 ,  e n t o n c e s

x A > 0

( Z )  E x i s t e  u n a  m a t r i z  c u a d r a d a  T  :  0 ,  t a l

que

A=BT

Teorema 4 . -  (MANGASARIAN 1971)

Sean  A  y  B  ma t r i ces  de  o rden  mxn ,  t a l es

que

xB>0  ->  xA>0

E n t o n c e s  :

( a )  E l  s i s t e m a

A v  =  l B v

v > 0  i  v  I  0

p o s e e  s o l u c i ó n  p a r a  a 1 g ú n  l  >  0

S i  a d e m á s  r g ( A )  ó  r g ( n ) = ¡ ,  e n t o n c e s  ¡ . -  o ( A U )
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( b )  S i  r g (A )  ó  r g (B )=n ,  e l  s i s t ema

yA = tryB

yB>0  ,  V fO

posee  so luc ión  pa ra  a1gún  I  >  0

S i  además  m=r r :  en tonces

I  -  p ( A B )  =  p ( A ' g ,  )

Coro la r io  1  .  -

C o r o l a r i o  2 . -

S i  A  y  B  s o n  m a t r i c e s  c u a d r a d a s ,  c o n  B

r e g u l a r  y  A ,  B - 1  s e m i p o s i t i v a s ,  e n t o n c e s

( 1 )  e ( A B )  =  p ( A ' B , )  =  r * ( A B - 1 )  =  r * ( e - 1 , { )

( 2 )  E 1  p r o b l e m a

A v = l , B v ; v l O

e s  e q u í v a l e n t e  a 1  p r o b l e m a

( g - 1 4 ) v = t r v  i v + O

S e a n  A  ,  B  m a t r i c e s  c u a d r a d a s  t a l e s  q u e

B  e s  r e g u l a r  y  A B - 1  >  O ,  e n t o n c e s

( 1 )  E l  s i s t e m a

Av = trBv

Bv>0  ,  v lO

posee  so luc i ón  I>0
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( 2 )  E 1  s i s t e m a

yA =  FyB

y > 0  ,  V * O

p o s e e  s o l u c i ó n  U : 0

A d e m á s ,  l a s  s o l u c i o n e s  d e  l o s  s i s t e m a s  (  1  )  y  ( 2 )

c o i n c i d e n

I  -  u  =  p ( A B )  =  o ( A ' u ,  )  =  l " * ( A B - 1 )

L a s  p r u e b a s  d e  a m b o s  c o r o l a r i o s  s o n  i n m e -

d i a t a s  a  p a r t i r  d e l  t e o r e m a  4  y  e l -  c o r r e s p o n d i e n t e

p a r a  l a s  m a t r i c e s  t r a s p u e s t a s .
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MATRICES DE SIGNOS

E s t e  a p é n d i c e  e s  u n  e s t r a c t o  d e  u n  t r a b a j o

d e  J o h n s o n  ( 1 9 8 3 ) ,  e n  q u e  s e . a n a l i z a n  l a s  m a t r i c e s

s e g ú n  s u  p a t r ó n  d e  s i g n o s ,  e s t o  € s :  a t e n d i e n d o

ún icamente  a1  s igno de  cada e lemento  de  1a  mat r íz

y  n o  a l  v a l o r  n u m é r i c o  d e  d i c h o  e l e m e n t o .  E n  e 1

c i t a d o  t r a b a j o  s e  c a r a c t e r i z a n  l o s  p a t r o n e s  d e

s i g n o s  q u e  a d m i t e n  l a  p o s i b i l i d a d  d e  q u e  u n a  m a t r i z

c o n  t a I  p a t r ó n  p o s e a  i n v e r s a  s e m i p o s i t i v a .  E s t e

hecho resu l ta  ú t i1  para  de terminar  s i  una mat , r íz

n o  p o s e e  i n v e r s a  s e m i p o s i t i v a  * s i e m p r e  q u e  n o  e s t é

e n  u n o  d e  1 o s  p a t r o n e s  a d e c u a d o s - ,  p e r o  n o  c l a s i -

f i c a  l a s  c l a s e s  d e  m a t r i c e s  c u y a  i n v e r s a  s í  1 o  e s .

A  p a r t i r  d e  a q u í  s e  o b t i e n e n  d o s  s e n c i l l o s  c o r o l a -

r i o s  ,  d e  1 o s  c u a l e s  e 1  s e g u n d o  s e  a p l i c a  e n  e 1

e s t u d i o  d e  l a s  N - ) i - m a t r i c e s  ( c a p .  Z ,  s e c .  4 )  .

De. f  in ic iones  prev ias .  -

1 .  U n a  m a t r i z  c u a d r a d a  M  s e  d i c e  d e s c o m p o n i b l e

s i  e s  s e m e j a n t e ,  v í a  p e r m u t a c i ó n ,  a  u n a  m a t r i z  d e 1

t i p o

(  
n"

\ 0

M" t 2

Mzz
[ 1 ]
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d o n d e  l a s  m a t r i c e s  M i i  s o n  c u a d r a d a s .  E n  c a s o  c o n -

t r a r i o  s e  d i c e  q u e  l a  m a t r í z  e s  i n d e s c o m p o n i b l e .

2 .  U n a  m a l , r i z  c u a d r a d a  M  s e  d i c e  q u e  e s  p a r c i a l -

m e n t e  d e s c o m p o n i b l e  s i  e s  e q u i v a l e n t e ,  m e d i a n t e

m a t r i c e s  d e  p e r m u t a c i ó n ,  a  u n a  m a t r í z  d e l  t i p o

[  1  ] .  E n  c a s o  c o n t r a r i o  s e  d i c e  q u e  e s  c o m p l e t a m e n t e

i n d e s c o m p o n i b l e .

U n a  m a t r í z  p a r c i a l m e n t e  d e s c o m p o n i b l e

e s  e q u i v a l e n t e ,  m e d i a n t e  p e r m u t a c i o n e s ,  a  u n a  m a t r í z

d e  I a  f o r m a

Mt r  Mtz  Mu.

Mzz. . .Mzt .

0  0  M , ,

12l

d o n d e  c a d a  s u b m a t r i "  M í i  e s  c u a d r a d a ,  c o m p l e t a m e n t e

i n d e s c o m p o n i b l e  o  1 a  m a t , r í z  n u l a  d e  o r d e n  1 .

3 .  D a d a  u n a  m a t r í z  c u a d r a d a  M ,  s e  c o n s t r u y e  s u

p a t r ó n  d e  s i g n o s  S  d e  l a  s i g u i e n t e  f o r m a  :

s i  m .  > 0  - >  s .  =  +
A J  A J

s i  m .  <  0  = . >  s .  =  -
l -J r-J

s i m . = 0 : > s . . = 0
r -J  1J
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La mat , r íz  de  s ignos

S e  i n t e n t  a  d i s c u t i r

S ,  e x i s t e  u n a  m a t r i z

p o s i t i v a .

t a 1  q u e

a lguna de

S  d e f  i n e  L r n a  c l a s e  d e  m a t r i c e s .

s i ,  e n  l a  c l a s e  d e f  j - n i d a  p o r

r e g u l a r ,  c u y a  i n v e r s a  e s  s e m i -

a p a r e c e r

4.

s i

1a

U n  p a t r ó n  d e  s i g n o s  S  s e  d i c e  c o m p l e m e n t a r i o

e s  e q u i v a l e n t e  p o r  p e r m u t a c i ó n  a  u n a  m a t r i  z  d . e

f o r m a

/ t t t  
t t r \

t l
\ s  q  I
\  "21  '22  

I

S tz l  o  ,  Sz t i  o  ,  pud iendo  no

es tas  submat r i - ces .

Si  u .na  mat r íz  de  s ignos  S posee

que no  contenga n ingun s igno +

e n t o n c e s  e s  c o m p l e m e n t a r i a .

o col-umna

s i g n o  - ) ,

u n a  f i l a

(¿  n ingún

S i  l a  m a t , r í z  e s  d e  o r d e n  n =  1  ,  e l  ú n i c o

p a t r ó n  c o n  i n v e r s a  n o  n e g a t i v a  e s  S  =  ( * ) .  E s t e

e s  u n  c a s o  a t í p i c o  q u e  n o  s i g u e  1 a  n o r m a  g e n e r a l ,

y  e n  1 o  q u e  s i g u e  s e  s u p o n d r á  n  >  2 .
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Teorema l-  .  -

Sea S una mat , r íz  de  s ignos  comple tamente

i n d e s c o m p o n i b l e .  E n  1 a  c l a s e  d e f i n i d a  p o r  S  h a y

u n a  m a t r i z  c o n  í n v e r s a  s e m i p o s i t i v a  s i ,  y  s ó l o  s i ,  S

es  no  complementar i -a

C o r o l a r i o  1 . -

S i  M es  una mat r íz  comple tamente  indes-

c o m p o n i b l e  y  p o s e e  u n a  f i l a  o  c o l u m n a  s i n  t é r m i n o s

p o s i t i v o s  o  n e g a t i v o s ,  e n t o n c e s  s i  M  e s  r e g u l a r

s u  i n v e r s a  M - 1  n o  e s  s e m i p o s i t i v a .

L a  p r u e b a  e s  i n m e d i a t a  a  p a r t i r  d e l  t e o -

r e m a  1  y  1 a  d e f i n i c i ó n  4 .

T e o r e m a  2 . -

S e a  S  u n  p a t r ó n  d e  s i g n o s  p a r c i a l m e n t e

d e s c o m p o n i b l e  t o m a d o  e n  l a  f o r m a  t Z l .  E n t o n c e s r  € D

l a  c l - a s e  d e f i n i d a  p o r  S  h a y  u n a  m a t r i z  c o n  i n v e r s a

s e m i p o s i t i v a  s i ,  y  s ó 1 o  s i ,

(  a  )  C a d a  s u b m a t r i z  c o m p l e t a m e n t e  i n d e s -

c o m p o n i b l e  S i i  e s  n o  c o m p l e m e n t a r i a

( b )  N i n g u n a  s u b m a t r i z  d e  l a  f o r m a
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t ^
l .  " t , i+ l '

^ \
, . i j  

/

o e n

e s  n o

C o r o l a r i o  2 . -

S i

- 1
c o n  A * > 0

t a c i ó n  a  u n a

D e m o s t r a c i ó n

\
I
I

I
I
I
I
I

/

no

j <

l a  f o rma

/ t .
I 'J
t:
\ " - ,

n e g a t i v a

1 < i

, i

v n u l a

k

A  e s  u n a  m a t r í z  c u a d r a d a  s e m i p o s i t i v a ,

,  e n t o n c e s  A  e s  e q u i v a l e n t e  p o r  p e r m u -

m a t , r í z  d i a g o n a l  p o s i t i v a .

S i  A  e s  c o m p l e t a m e n t e  i n d e s c o m p o n i b l e ,

e 1  c o r o l a r i o  1  i n d j - c a  q u e  A - 1  n o  e s  s e m i p o s i t i v a .

P o r  t a n t o ,  A  d e b e  s e r  p a r c i a l m e n t e  d e s c o m p o n i b l e

y  e s  e q u i v a l e n t e  p o r  - p e r m u t a c i ó n  a  u n a  m a t , r í z  e n

1 a  f o r m a  l 2 )  ,  L a s  s u b m a t r i c e s  d i a g o n a l e s  d e b e n  s e r

c u a d r a d a s ,  c o m p l e t a m e n t e  i n d e s c o m p o n i b l e s  y  n o

c o m p l e m e n t a r i a s .  A 1  s e r  A > 0  ,  d e b e n  s e r

A i i  =  ( . i i ) 1 * t  ;  
" i i t  

o

y  l a s  s u b m a t r i c e s  p o r  e n c i m a  d e  1 a  d i a g o n a l  d e b e n

s e r  t o d a s  n u 1 a s .
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A s í  p u e s ,  l a  m a t r i z  A  e s  e q u i v a l e n t e  p o r

permutac ión  a  una mat r iz  de  la  fo rma

lor 
o . 

\
f'dzz 

' 
I\...1

\ .  0 . . .o , , /

c .  Q.  D .

N ó t e s e  q u e  e 1  r e c í p r o c o  d e  e s t e  r e s u l t a d o

e s  t a m b i é n  c i e r t o ,  e s t o  € s :  s i  A  e s  e q u i v a l e n t e  p o r

p e r m u t a c i ó n  a  u n a  m a t , r i z  d i a g o n a l  p o s i t i v a ,  e n t o n c e s

A - 1  >  o
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3. INVERSAS GENERALIZADAS DE MATRICES

E n  e s t e  a p é n d i c e  s e  o f r e c e  u n a  i n t r o d u ó -

c i ó n  a  l a  t e o r í a  d e  i n v e r s a s  g e n e r a l i z a d a s  d e

m a t r i c e s .  L a  i d e a  e s  e n c o n t r a r ,  p a r a  u n a  m a t , r i z

dada M,  una mat r íz  Mg que haga 1as  func iones  de

i n v e r s a  d e  M ,  c o i n c i d i e n d o  c o n  M - 1  
" i  

M  e s  r e g u l a r .

E x i s t e n  m ú l t i p l e s  d e f i n i c i o n e s  d e  i n v e r s a  g e n e r a l i -

z a d a ,  d e p e n d i e n d o  d e l  m a r c o  e n  q u e  s e  u t i l i z a  y

l a s  p r o p i e d a d e s  d e s e a d a s .  H a y r  o o  o b s t a n t e ,  u n a

c o n d i c i ó n  e x i g i d a  e n  l a  m a y o r í a  d e  e l 1 a s

It t"tg lt - M

y  s e  p o d r í a  d e f i n j - r  1 a  i n v e r s a  g e n e r a l i  z a d a  d e  u n a

m a t r i - z  c o n  e s t a  c o n d i c i ó n  ( h e c h o  q u e  e s  h a b i t u a l

e n  l a  l i t e r a t u r a  s o b r e  e l  t e m a  )  .

E n  e 1  c a p í t u l o  3  s e  u t i l i z a n  b á s i c a m e n t e

d o s  i n v e r s a s  g e n e r a l i z a d a s ,  1 a s  d e n o m i n a d a s  l L r Z j -

i n v e r s a s  y  l a s  g r u p o - i n v e r s a s .

P a r a  u n  e s t u d i o  m á s  c o m p l e t o ,  y  c o n s u l t a r

l a s  p r u e b a s  d e  l o s  t e o r e m a s  q u e  s e  e n u n c i a n ,  p u e d e

v e r s e  G r a y b i l l  (  1 9 ó 9  ) ,  B o u l l i o n  &  O d e 1 1  ( L 9 7 1 )  y

R a o  &  M i t r a  ( t 9 7 L ) ,  e n t r e  o t r o s .

de I a

E n  e s t e  a p é n d i c e  s e  c o n s t r u y e ,  a  p a r t i r

g r u p o - i n v e r s a ,  u n a  { t r 2 }  - i n v e r s a  u t i l i z a d a
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e n  e l  e s t u d i o  d e  l a s  N - ) t  y  B - m a t r i c e s  s i n g u l a r e s .

D E F I N I C T O N  1  .  -

Sea M una mat , r íz  de  orden m x  n .  Se d ice

q u e  u n a  m a t r í z  M g  d e  o r d . e n  n x m ,  e s  L r n a  { 1 "  } - i n v e r s a

d e M s i

{1 }  p t  t " t8  y  =  p t

E s t a  i n v e r s a :  e u e  s i e m p r e  e x i s t e :  € s  t a m b i é n  d e n o -

m i n a d a  i n v e r s a  g e n e r a l i z a d a  d e  M ,  o  i n v e r s a  c o n d i -

c i o n a l  d e  M .

Teorema 1  " -

C u a l q u i e r  m a t , r i z  M  p o s e e  u n a  { 1 } - i n v e r s a ,

q u e  p u e d e  n o  s e r  ú n i c a .

T e o r e m a  2 . -

S i  M  e s  u n a  m a t r i z  c u a d r a d a  y  r e g u l a r ,

s ó l o  p o s e e  u . n a  { 1 } - i n v e r s a  q u e  c o i n c i d e  c o n  M - 1 .

T e o r e m a  3 .  -

D a d a  u n a  m a t r i z  a r b i t r a r i a  M ,  e l  s i s t e m a

M x = d

p o s e e  s o l u c i ó n  s i ,  y  s ó l o  s i ,

- r  R r -
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M M g d - d ,

s i e n d o  M g  c u a l q u i e r  {  1  }  - i n v e r s a  d e  M . .  E n  c a s o  d e

e x i s t i r  s o l - u c i ó n ,  e l  c o n j u n t o  d e  s o l u c i o n e s  d e 1

s i s t e m a  v i e n e  d a d o  p o r

x  =  Ms d  +  ( r  -  t " tg  NI )h

s i e n d o  h  u n  v e c t o r  a r b i t r a r i o  d e  R n .

D E F I N I C I O N  2 . -

S e  1 1 a m a  í n d i c e  d e  u n a  m a t r i z  c u a d r a d a

M ,  a l  m e n o r  e n t e r o  n o  n e g a t i v o  k ,  t a 1  q u e

lm ( l , t k )  =  6 (uk *1 )

N ó t e s e  q u e  s i  M  e s  r e g u l a r  s u  í n d i c e  e s  0 .

DEFTNTCTON 3 .  -

D a d a  u n a  m a t , r i z  c u a d r a d a  M ,  s e  1 l a m a
4

grupo- inversa  de  M a  una mat r íz  M '  ,  ta t  que
4

i l ]  M  M o  M  -  M
' J t 4 J t

t z i M o M M " = M o
J t l

{ 3 }  M  M "  =  M o  M

T e o r e m a  4 . -

S e a  M  u n a  m a t r í z  c u a d r a d a .  E n t o n c e s

(  a  )  M o  e x i - s t e  s i ,  y  s ó 1 o  s i ,  i n d ( p t )  I  r
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4

( b )  s i  M o

( c )  s i  M

e x i s t e  e s

e s  r e g u l a r ,

Llnl_ c a

NOTA

Si  e l  índ ice  de  una mat , r i z

i g u a l  a  t ,  l a  f o r m a  d e  J o r d a n  a s o c i a d a

e s  d e l  t i p o

s i e n d o  C

M# =  M-1

En tonces .

LINA S

M =

l a g

MO

T e o r e m a  5 . -

Cua lqu ie r  mat , r i z  M

q u e  p u e d e  n o  s e r  ú n i c a .  S i

1 1 , 2 ] - i n v e r s a  e s  M - 1

s ingu l -a r  M es

a es ta  mat r íz

r e g u l a r . P o r  t a n t o ,

e s

p o s e e  u n a  { L r 2 } - i n v e r s a

M  e s  r e g u l a r ,  I a  ú n i c a

lc  o\
J=l  I

\o  o/

u b m a t r i z  c u a d r a d a

- 1
P J P

r u p o - i n v e r s a  d e  M

l  r - t  o\
= Pl  l r - t

\  o ol

D E F T N I C I O N  4 .  -

D a d a  u n a  m a t r i z  M ,  d e  o r d e n  a r b i t r a r i o ,

s e  d i c e  q u e  M g  e s  u n a  f | , 2 ] - i n v e r s a  d e  M  s i

{ 1 }  M  M g  M  -  M

tZI tt8 tut tut$ = M8
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Probos i c i ón  1 . -

Dada una mat r íz  cuadrada M,  de  manera  que

s e  p u e d e  d e s c o m p o n e r  e n  l a  f o r m a

M  -  N  B  ;  B  r e g u l a r ,  i n d ( N )  <  1

entonces  La  mat r íz

o  - 1  #
M O _ B ' N "

e s  u n a  { I  r Z  }  - i n v e r s a  d e  M

D e m o s t r a c i ó n .  -

{ 1 } Pt Pts lt = fvt

t"t t"t9 pt - N B B-1 N# N B =

- N N " N B = ] r [ B - M

tzt luts t"t ¡"tS = M9

o  c ,  - l  4  - ' l  4
M O M M O _ B ' N " N B B ' N " =

- 1  #  4  - l  #  o- B ' N " N N " - B - N " = M -

c .  Q.D.
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