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Capitulo 1

Introduccion axiomatica de
los numeros

1.1. Numeros naturales

1.1.1. Axiomas de Peano

Definicién 1.1.1 (Axiomas de Peano). Se llama conjunto de los nimeros
naturales, y se denota por ‘N”, a cualquier conjunto que verifica las cinco condi-
ctones siguientes:

(1) Existe un elemento de N al que llamaremos uno 1, esto es, 1 € N.

(2) Para cada nimero n € N existe otro nimero natural inico, ng, que se llama
sucesor de n.

(3) El1 no es el sucesor de ningin nimero natural. (Yn € N, ng # 1).
(4) Sean n,m € N, entonces:

Ng = Mg <= N =m.

(5) Principio de induccion matemdtica:
Sea A un subconjunto de N. Si

e 1A vy

e para cada elemento n € A, se tiene que ng, € A } entonces N



Observacion 1.1.2. Los numeros naturales son los niumeros 1,2,3, ...

Observacion 1.1.3. A partir de estas cinco condiciones, y usando sistemdticamente
el quinto axioma, de la induccion, podemos probar todas las propiedades del conjunto

N.

1.1.2. Definicién de la suma y del producto

Definicién 1.1.4 (Axioma de la suma). Definimos la suma de nimeros naturales
como una aplicacion

S: NxN-—N,
de modo que para cada (n,m) € N x N, tenemos S(n,m) € N y se cumple que

e S(1,n) = ng,

e S(ng,m)=[S(n,m)] .

Notacion 1. Representaremos en adelante la suma de dos elementos de N, n y m,
en la manera habitual:
S(n,m) =n+m,

y las dos condiciones de la definicion serian, con esta notacion:

o 1+ n=ng

e ny,+m=(n+m)s.

Definicién 1.1.5 (Axioma del producto). Definimos el producto de nimeros
naturales como una aplicacion

P: NxN-—N,
de modo que para cada (n,m) € N x N, tenemos P(n,m) € N y se cumple que

e P(l,n)=n,

e P(ng,m)= P(n,m)+m.

Notaciéon 2. Representaremos en adelante el producto de dos elementos de N, n y
m, en la manera habitual:

P(n,m)=n-m o nm (sino hay lugar a confusion).
y las dos condiciones de la definicion serian, con esta notacion:

o 1.-n=n,

e Ng-M=mn-m-+m.



1.1.3. Axiomas de la suma y del producto

Axioma 1.1.6. Sean n,m,p € N.

(1) Asoctativa de la suma:

(n+m)+p=n+(m+p).

(2) Conmutativa de la suma:

n+m=m-+n.

(3) Asociativa del producto:
(n-m)-p=n-(m-p).
(4) Conmutativa del producto:

(5) Ezistencia de elemento neutro:

n-1=1-n=mn, 1 es el elemento neutro para el producto
(6) Distributiva del producto respecto de la suma:
n-(m+p)=n-m+n-p.

1.1.4. Axiomas de orden

Los nimeros naturales pueden “ordenarse” mediante la relaciéon “ser menor
o tgual que”, que se representa por “ < 7.

Definicién 1.1.7.

e Se define la relacion “menor o igual que” (<) del modo siguiente:
VonmeN n<m < n=m o ddeN: n+d=m,
en estas circunstancias d se designa
d=n—m,

y se llama diferencia de n a m.



o Se define la relacion “mayor o igual que” (>) de la forma:

VnmeN n>m < m<n.

e Se define la relacion “menor estrictamente que” (<) como:

VnmeN n<m <= n<m y n#m.

e Se define la relacion “mayor estrictamente que” (>) de la manera:

VnmeN, n>m < m<n.

Axioma 1.1.8. La relacion < satisface los siguientes axiomas:
(7) Reflexiva: n < n para todo n € N.

(8) Antisimétrica: sin < m ym < n, entonces n =m
para todos n,m € N,

(9) Transitiva: sin <m ym < p, entoncesn < p
para todos n,m,p € N.

(10) Orden total: dos naturales cualesquiera n y m siempre son comparables, esto
es, bien n < m, bien m < n.

Definicién 1.1.9. Por satisfacer las tres primeras propiedades, se dice que “<7 es
una relacion de orden en N, y por satisfacer ademas la cuarta, se dice que es una
relacion de orden total.

Axioma 1.1.10 (Principio de buena ordenacién). Todo conjunto no vacio de
numeros naturales posee un elemento minimo, es decir, dado un subconjunto S C N
no vacio, existe un elemento m en S tal que m < n para todon € S.

1.2. Numeros enteros

1.2.1. Definicion de los niimeros enteros

Se trata ahora de obtener el conjunto que denotamos “Z” de los niimeros enteros
apoyandose en el ya conocido N.



Definicién 1.2.1. Definimos la aplicacion
v: NxN-—Z,

de la forma siguiente: para cada par ordenado de nimeros naturales (n,m), le aso-
ciamos un elemento:

el entero positivo n—m st n>m
w(n,m) =< elemento neutro (cero) 0 st n=m
el entero negativo —(m—-n) s n<m

Observacion 1.2.2. Se observa asi que a pares distintos puede asociarse el mismo
numero entero n. Precisamente, se establece que la coleccion de tales pares constituye
la identidad de n.

Ejemplo 1.2.3. El nimero 3 significa dos cosas: un ntmero natural y el entero
positivo asociado mediante la aplicacion ¢ a:

{(4,1),(5,2),(6,3),... },
y los nuevos objetos 0 y —3 son, respectivamente,
{(1,1),(2,2),(3,3),... }

y
{(1,4),(2,5),(3,6),... }.

Resumen 1.2.4. Los numeros enteros son:
) _‘57 _47 _37 _27 _17 07 17 27 37 47 57
El conjunto de los numeros enteros es:

Z ={a=p(n,m): (n,m) €N xN}.

1.2.2. Definicién de la suma y del producto
Definicién 1.2.5. Sean (n,m) y (p,q) dos pares ordenados de nimeros naturales.
e La suma “+7:
p(n,m) +¢(p,q) = e(n+p,m+q).
e FEl producto “”:
o(n,m) - ¢(p,q) = ¢(np + mq, mp + ng).

Observacion 1.2.6. FEstas definiciones coinciden con las de N cuando se trata de
enteros positivos y son independientes de la eleccion del par ordenado que representa
a cada numero.



1.2.3. Propiedades de la suma y del producto

Observacion 1.2.7. Los axiomas de la suma y del producto para los nimeros nat-
urales también los cumplen los nimeros enteros.

Proposicién 1.2.8.

(11) Elemento neutro (cero) para la suma: hay un nimero entero, que deno-
tamos por 0, tal que
O+a=a+0=a

para cualquier entero a.

(12) Elemento opuesto para la suma: para cada entero a hay otro nimero
entero (y solo uno), que denotamos por —a, tal que

Demostracion. Es inmediato basta aplicar la definicién. O]

1.2.4. Ordenacion de los enteros

Definicién 1.2.9 (Ordinacién). Sean (n,m) y (p,q) dos pares ordenados de nimeros
naturales.

o(n,m) < p(p,q) significa n+q < m+ p.

Observacion 1.2.10. Los axiomas del orden para los nimeros naturales también
los cumplen los niumeros enteros.

Proposicion 1.2.11. Otros propiedades de la relacion “<” para los numeros enteros
son los siguientes:

(13) Sean a,b € Z. Si a < b, entonces a+ ¢ < b+ ¢ para todo c € 7.

(14) Sean a,b,c € Z. Sia <by0 <c, entoncesa-c<b-c.

Demostracion. Es inmediato basta aplicar la definicién. ]
Definicién 1.2.12. Sea S un subconjunto de Z.

e Se dice que S estd acotado inferiormente si existe un
numero M € Z tal que

M <z para todo z € S.



e Se dice que S esta acotado superiormente si existe un
numero N € 7 tal que

z< N paratodo z € S.

Axioma 1.2.13 (Principio de buena ordenacién). Todo subconjunto, S, no
vacio, de 7 que esté acotado inferiormente contiene un elemento minimo, es decir,

existe un entero a € S tal que a < z para todo z € S.

Teorema 1.2.14. Todo subconjunto, A, no vacio, de 7 que esté acotado superior-
mente contiene un elemento mdximo, es decir, existe un entero b € A tal que z < b
para todo z € A.

Demostracion. Sea A un subconjunto de Z, no vacio y acotado superiormente. En-
tonces el conjunto

—A={-a: a€ A}

de los numeros opuestos de los de A, no vacio y es acotado inferiormente. Por el
Axioma 1.2.13, existe un nimero m € —A tal que

m<—a V —a€ —A.

Luego
a<-—m VacA.

Por tanto el nimero —m es el maximo de A. OJ

Observacion 1.2.15. En Z puede hablarse del siguiente a un numero entero, en el
sentido de que entre n y n+ 1 no hay ningun otro niumero entero.

1.3. Numeros racionales

1.3.1. Definicion de los nimeros racionales

La division es una operacion aritmética consiste en averiguar cuantas veces un
nimero (el divisor) esta contenido en otro numero (el dividendo).

Al resultado entero de la division se denomina cociente y si la divisién no es exac-
ta, es decir, el divisor no esta contenido un ntimero exacto de veces en el dividendo,
la operacion tendra un resto o residuo, donde:

dividendo = cociente x divisor + resto.



Definicién 1.3.1. Sean a,b € Z tal que b # 0. La expresion a--b denota el resultado
de dividir a (el dividendo) por b (el divisor) lo cual también se escribe 4 es decir:

a
p=2
a4 b

a

La expresion § se llama fraccion, y se lee “a sobre b”.
o« o, . / . . .
Definicion 1.3.2. Dos fracciones § y 3 son equivalentes significa que
ab = a'b.
Definicién 1.3.3. La coleccion de todas las fracciones que son equivalentes entre

st se llama ndmero racional, y el conjunto de todos ellos se designa por “Q7, es
decir:

@:{%: mbeZyb¢0}
Definicién 1.3.4. La suma y el producto en Q se define mediante:

e La suma “+7:

E+E_a'd+b c
b d  b-d
e El producto “7”:
e c_ac
b d b-d

1.3.2. Propiedades de la suma y del producto

Proposicion 1.3.5. Sean x,y,z € Q.

(1) Asociativa de la suma:

(x+y)+z=a+(y+2).

(2) Conmutativa de la suma:

TH+Yy=y+zx.

(3) Existencia de elemento neutro para la suma:

z+0=0+z==z.



(4) Existencia de elemento opuesto para la suma:

r+ (—z)=—-x+2=0.

El elemento —x se llama opuesto de x, y estd definido por == si - representa

a x. Bl nimero x + (—y) se designa también x —y y es el unico z que verifica
r=z+y.

(5) Asociativa del producto:
(@-y)-z=2-(y-2)

(6) Conmutativa del producto:

(8) Distributiva del producto respecto de la suma:

r-(y+z2)=z-y+a-z.

(9) Existencia de elemento inverso para el producto:

Six # 0 existe 71 tal que

El elemento =1 se llama tnverso de x, y estd definido por 2 si % representa
a x. El nimero x-y~1, y # 0, se designa también x +y = 5, y es el unico z
tal que x = z - y.

Demostracion. Es inmediato basta aplicar la definicion. n

Definicién 1.3.6.

e Los cuatro propiedades implican que (Q,4+) es un grupo conmutativo.
e Las ocho primeras nos dice que (Q,+,-) es un anillo conmutativo.

e Las nueve azriomas significan que (Q,+,-) es un cuerpo conmutativo.
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1.3.3. Ordenacion de los numeros racionales

Definicion 1.3.7. La fraccion § se llama positiva si ab > 0, y es fdcil comprobar
que la suma y el producto de fracciones positivas lo son también. La coleccion de
todas fracciones positivos se designa por Q. Que x € QT se denota también x > 0.

Axioma 1.3.8. Cada nimero racional x verifica una y solo una de las relaciones
x>0, =0, —x>0.

Definicién 1.3.9.

e Se define la relacion “mayor estrictamente que” (>) de la manera:

Ve,yeQ, x>y < xz—y>0.

o Se define la relacion “mayor o igual que” (>) de la forma:

Ve,yeQ, x>y < =y o x>y.

e Se define la relacion “menor o igual que” (<) del modo siguiente:

Vr,yeQ, v<y < y=>u.

o Se define la relacion “menor estrictamente que” (<) como:

Ve,yeQ, z<y<— y>u.

Proposiciéon 1.3.10. Sean x,y,z € Q.

(10) Reflexiva:

(11) Antisimétrica:

St z<y e y<x entonces x=y.

(12) Transitiva:
Si x<y e y<z entonces x<z.

(13) Orden total:
r<y obien y<ux
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(14) Compatibilidad del orden con la suma:

St x <y entonces x+z<y+z.

(15) Compatibilidad del orden con el producto por elementos no nega-
tivos:
Si x<y e z>0 entonces x-z<y-z.

Demostracion. Es inmediato basta aplicar la definicion. O

Definicién 1.3.11. Las 15 propiedades implican que (Q, +, -, <) es un cuerpo con-
mutativo totalmente ordenado.

Proposicion 1.3.12. En Q no podemos hablar de siguiente de un racional.

Demostracion. Sean a,b € Q con a < b, entonces:

2-a a+a a+b b+b 2-0b
a = = =

5 5 ST <3 5 =0

Con lo que entre cualesquiera dos racionales distintos hay infinitos racionales dis-
tintos. []

1.4. Axiomas de cuerpo

Definicién 1.4.1. Un cuerpo es un conjunto A en el que hay definidas dos opera-
ciones “suma” + : A X A — A y “producto” - : A x A — A, y dos elementos
0 # 1 que cumplen los siguientes axiomas:

Si x,y,z son elementos del conjunto A, entonces:

(1) Asociativa de la suma:
(t+y)+z=x+(y+2).
(2) Conmutativa de la suma:
rt+y=y+uzx

(3) Existencia de elemento neutro para la suma:

El niimero 0 es un elemento neutro para la suma, es decir:

z+0=0+z==z.
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(4) Existencia de elemento opuesto para la suma:

Para cada x € A existe un elemento —x € A, que se llama opuesto de x, tal
que
r+(—z)=—x+x=0.

(5) Asociativa del producto:
(y)z=o-(y-2).
(6) Conmutativa del producto:
rToy=1y-.

(7) Existencia de elemento neutro para el producto:

El nimero 1 es un elemento neutro para el producto, es decir:

(8) Distributiva del producto respecto de la suma:

r-(y+z2)=z-y+a-z

(9) Existencia de elemento inverso para el producto:

Six # 0 eriste ™! tal que

1

El elemento x= se llama tnverso de x.

Definicién 1.4.2.

e Los cuatro propiedades implican que (A, +) es un grupo conmutativo.
e Las ocho primeras nos dice que (A, +,-) es un anillo conmutativo.
e Las nueve ariomas significan que (A, +,-) es un cuerpo conmutativo.

Ejemplo 1.4.3. Los conjuntos (N,+,:) v (Z,+,) no son cuerpos. El conjunto
(Q,+,-) st lo es.

Ejercicio 1.4.4. Sea (A, +,-) un cuerpo conmutativo. Demostrar que para cada
a € A tenemos a -0 = 0.
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Solucion. Observamos que no se puede deducir inmediatamente de los axiomas.
Sea a € A se tiene que

a-0=a-(0+0)=a-0+a-0.
Por otra parte tenemos que
a-0=a-0+0=0a-0+ (a-0+(—a-0))
=(a-0+a-0)+(—a-0).
Utilizando la igualdad anterior queda
a-0=(a-04+a-0)+(—a-0)=a-0+4(—a-0)=0.

Notacion 3. Representaremos en adelante el producto de dos elementos de A, a y
b, en la manera habitual:
a-b=ab

st no hay lugar a confusion.

1.5. Axiomas de orden

Definicién 1.5.1. Una relacion en un conjunto A es un subconjunto de A x A.

Observacion 1.5.2. En el conjunto Q, hay una relacion “<” que ordena los nimeros
racionales, y tiene propiedades bien conocidas. FEstas propiedades motivan la sigu-
iente definicion general:

Definicién 1.5.3. Un cuerpo (A, +,-) es un cuerpo ordenado si hay una relacion
< definida en A que cumple los siquientes axiomas:
St x,y,z son elementos del conjunto A, entonces:

(10) Reflexiva:

Tz <z
(11) Antisimétrica:

St x<y e y<uz entonces x=y.

(12) Transitiva:
Si x<y e y<z entonces x<z.

(13) Orden total:
r<y obien y<ux
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(14) Compatibilidad del orden con la suma:

Si x<wy entonces x+z<y-+z.

(15) Compatibilidad del orden con el producto por elementos no nega-
tivos:

St <y e z>0 -entonces zz<yz.

Definicién 1.5.4.

o A la relacion < se la denomina relaciéon de orden.

e Los 15 aziomas significan que (A, +,-, <) es un cuerpo conmutativo total-
mente ordenado.

Definicién 1.5.5. Sea (A, +,-, <) es un cuerpo conmutativo totalmente ordenado.
o Se define la relacion “menor estrictamente que” (<) como:

Ve,yeA rz<y<—= <y y x#y.

e Se define la relacion “mayor o igual que” (>) de la forma:

Ve,yeA x>y < y<u.

e Se define la relacion “mayor estrictamente que” (>) de la manera:

Ve,ye A >y < y<uzx.

Definicién 1.5.6. Sea (A, +, -, <) es un cuerpo conmutativo totalmente ordenado y
x € A.

e Se dice que x es positivo si x > 0, y AT designa al conjunto de los nimeros
Positivos.

e Se dice que T es negativo si x < 0.

e Se dice que x es no negativa si x > 0, o que es no positivo si v < 0.
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1.6. Supremo, infimo, maximo y minimo

Definicién 1.6.1. Sea (A, +,-, <) es un cuerpo conmutativo totalmente ordenado y
B un subconjunto de A.

e Se dice que B estd acotado superiormente si existe algiun elemento xg € A
tal que
Vae B, a< xg,

Y que Ty se una cota superior del conjunto B.

e Se dice que B estd acotado inferiormente si existe algun elemento xg € A
tal que
Va € B, xy<a,

Y que xo se una cota inferior del conjunto B.
e Diremos que B estd acotado si estd acotado superiormente e inferiormente.
e Un elemento xg se dice supremo de B, que se designa
xro = sup B,
st xg es la menor de las cotas superiores, es decir: si

. YaeB, a<uxy vy

entonces g < Ij.
. VaeB, a<uz, dondexleA} 0 ="

e Un elemento z( se dice infimo de B, que se designa
Tog = inf B7
st xg es la mayor de las cotas inferiores, es decir: si

. YaeB, x9<a, vy

entonces x1 < xp.
Vae B, z; <a, donde:vleA} L=-"0

e Un elemento xq se dice mdximo de B, que se designa
ro = max B,
st xg es una cota superior y pertenece al conjunto B esto es

. Vae B, a<uxy vy
QloeB.
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e Un elemento xg se dice minimo de B, que se designa
ro = min B,
st xo es una cota inferior y pertenece al conjunto A esto es

. YaeB, xg<a, vy
xg € B.

Observacién 1.6.2.

e zy=supB=min{rcA : a<z Vae B}
o pp=mfB=méx{zr€A : x<a Vae€ B}.
e inf B = —sup(—B), donde

—B={-a: a€eB}={a: —a€ B}.

Definicién 1.6.3. Sea (A, +,-, <) es un cuerpo conmutativo totalmente ordenado.
Six,y € A, se define

, x st v <y,
* mln{x,y}:{y 51 x>z.

) _Jy st x<y,
* max{x,y}—{ T st T >y
Proposicién 1.6.4 (Caracterizacién de supremo y de infimo). Sea (A, +, -, <)
es un cuerpo conmutativo totalmente ordenado y B un subconjunto de A. Entonces
Va€e B, a<x, y
1) z9p=supB <=
Ve>0, dag e B: xg—¢ < agp.
YaeB, zg<a, y
2) xp=infB <
Ve>0, dag € B: ag < zo+e.
Demostracion. 1)

Si x¢o = sup B, entonces xy es una cota superior de B y dado € > 0, g — € no
puede ser cota superior de A, luego existe ag € B tal que

Tog — € < Qp.
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Claramente x( es una cota superior de B. Sea y una cota superior cualquiera
de B. Si fuese y < zg, aplicando la hipétesis al positivo € = zo—y > 0, existiria
ag € B tal que

y=2x0+ (y—x0) =20 — € < ayp,

lo cual es absurdo pues y es una cota superior de B. Asi pues xg < y, lo que
prueba que z( es el minimo de las cotas superiores de B.

2) Andloga a 1). O

Observacion 1.6.5. Los términos supremo e infimo se suelen usar también para
referirse a conjuntos A no acotados superiormente (sup A = +00) o inferiormente
(inf A = —00).

1.7. Caracter “incompleto” de QQ

Hasta aqui hemos hablado de “lo que funciona bien” en Q. Este cuerpo resulta
ser “incompleto” como se puede ver en esta seccion.

Definicién 1.7.1.

e Un entero positivo par es el que se puede escribir en la forma 2n, para algin
entero positivo n.

e Un entero positivo tmpar es aquel que se puede escribir en la forma 2n + 1
para algun entero n > 0.

Lema 1.7.2.

1) El cuadrado de un entero par es par.
2) El cuadrado de un nimero impar es impar.

Demostracion.

1) Tenemos que:
(2n)? = 4n? = 2(2n?),

y esto es un niimero par ya que es el producto de 2 y 2n?.
2) Se tiene que:
(2n+1)> =4n®* +4n + 1 = 2(2n + 2n) + 1.

Puesto que 2n?+2n es un entero, hemos escrito el cuadrado de nuestro ntimero
impar en la forma 2k 4 1 para algtin entero k > 0, y asi hemos mostrado que
nuestro cuadrado es impar.
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Proposicién 1.7.3. La ecuacion x> = 2 no tiene solucion en Q.

Demostracion. Supongamos que existe dicho nimero racional x. Podemos suponer
que x > 0, y escribir x = 7> donde m y n son enteros positivos.
Mas ain, podemos suponer que tanto m y n no son pares, pues podemos poner
la fraccion 7* en forma reducida al cancelar las potencias de 2 que dividan a m y a
n. Asi, podemos suponer que al menos uno de los enteros m o n es impar.
Entonces TS—; = 2 o bien
m? = 2n?,

esto significa que m? par. Por el Lema 1.7.2, m es par también y, por lo tanto,
podemos escribir

m = 2k

para algtin entero positivo k, se verifica que
m? = 2n? = 4k,

asi que
n? = 2k%,

2 es par y, en consecuencia, por lo que ya vimos en el Lema 1.7.2,

esto significa que n
que n es par.

Asi hemos llegado a la conclusién de que tanto m como n son pares, lo cual
contradice el hecho de que pusimos nuestra fracciéon en forma reducida.

Por lo tanto la suposicién de la que partiamos es falsa y no existe ningiin nimero

racional cuyo cuadrado sea 2. O]

Proposicién 1.7.4. El conjunto A = {x € Q" : 2% < 2} es acotado superiormente
sin embargo no tiene supremo en Q.

Demostracion. Sea x € A tenemos que
0<a2?<2<4=2%

con lo que
T < 2,

y esto lo hemos hecho para cualquier elemento de A. Por lo tanto queda demostrado
que A esta acotado superiormente.
Sea (3 = sup A, existen dos posibilidades 5 € Ao [ ¢ A:
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1) Si 8 € A. Tomando

_ B(B*+6)
302 + 2
se tiene que
_28(2-p) 2 o5 (B2—2)

Esto implica que
YE€A yv>p=sup4,

lo que es contradictorio.
2) Si f ¢ A. Entonces tenemos que
g > 2.
Sabemos por la Proposicién 1.7.3 que $% # 2, con lo que

B> 2.

Seaézﬁ—%, asi que

ﬁ2—2>2

0<d<pf vy 52262—(62—2)+< 25

de donde
2 < 6.

Observando que
<2< 8 VaeA,

se concluye que
r<d VrxeA,

con lo que 0 es una cota superior menor que el supremo, llegando asi a una
contradiccion.

En definitiva el conjunto A estd acotada superiormente pero no tiene supremo en
Q.
O
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1.8. Axioma del supremo

Axioma 1.8.1 (Axioma del supremo o Axioma de completitud). Sea (A, +, -, <
) un cuerpo conmutativo totalmente ordenado.

(16) Todo subconjunto no vacio de A, acotado superiormente tiene supremo.

Teorema 1.8.2. Todo subconjunto no vacio B de A, acotado inferiormente tiene
infimo.

Demostracion. Sea—B = {—a : a € B} el conjunto de los nimeros opuestos de los
de B. Entonces — B es no vacio y acotado superiormente. Por el axioma del supremo
existe un numero « € R tal que a = sup(—B). Por tanto el nimero —a es el infimo

de B. N

1.9. Numeros reales

El hecho de que cualquier conjunto no vacio acotado superiormente posee supre-
mo, la propiedad esencial de la que carece el conjunto de los nimeros racionales, y
que sirve para definir y caracterizar al conjunto de los ntimeros reales.

Definicién 1.9.1. Se llama recta real o conjunto de los nimeros reales a
todo conjunto no vacio “R” dotado de dos operaciones suma “+” y producto “7,
y una relacion de orden “<” tal que (R, +,-, <) es un cuerpo conmutativo totalmente

ordenado y verifica el axioma del supremo.

En otras palabras, el conjunto R es un cuerpo conmutativo totalmente ordenado
en el que cualquier subconjunto no vacio y acotado superiormente posee supremo.

Observacion 1.9.2. La definicion aziomdtica de los niumeros reales plantea dos
problemas:

e La existencia, haya algun cuerpo totalmente ordenado en el que se cumpla
el axioma del supremo.

e La unicidad, el conjunto de los nimeros reales es unico salvo isomorfismos,
es decir, st dos conjuntos con sus respectivas operaciones y relaciones de orden
verifican los 16 azxiomas, entonces existe una biyeccion entre ambos que es
isomorfismo algebraico y de orden.
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1.9.1. Propiedad arquimediana de los ntimeros reales

Teorema 1.9.3 (Propiedad arquimediana). Para todo par de elementos x,y €
R, con x > 0, existe un numero entero n € N tal que

nr > .

Demostracion. Sean x,y € R, con x > 0. Supongamos que la tesis del teorema no
es cierta, esto es

VneN, nx<uy.

e Si y <0, entonces x < 0 contradiccion con la hipotesis z > 0.
e Si y > 0. Definimos el conjunto

A={nx : neN}

Trivialmente A C Ry A # () (x pertenece a A), ademds A estd acotada superior-
mente por y.

Por el axioma del supremo sabemos de la existencia de

o =sup A.
Utilizando la tnica hip6tesis (z > 0) tenemos
—r<0=a—z<a,

con lo que @ — = no es cota superior de A, luego existe ag € A tal que

a—x < ag,

esto es:

dng e N a—x < axng = ap.

Pero esto es equivalente a
a < (ng+ 1)z,

y como (ng + 1)z € A se obtiene un resultado contradictorio con la definicién del
supremo. m

Corolario 1.9.4. FEl conjunto de los niumeros naturales no estd acotado superior-
mente.
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1.9.2. Parte entera de un numero real

Teorema 1.9.5 (Parte entera). Sea x € R, existe un unico nimero entero, que
denotaremos por [x] y que denominaremos parte entera de x verificando:

[z] <z < [z]+ 1.

Demostracion. Sea x € R. Definimos el conjunto
A={neZ: n<uxz}.

Por supuesto A es un subconjunto de Z.
Por la propiedad arquimediana existe ng € N tal que

Ing > —x
y asi

—ng <x,
luego

—Ng € A

Por otra parte A estd acotado superiormente (por x o por cualquier nimero
natural superior a x).

Por el Teorema 1.2.14, A tiene un elemento maximo, llamémosle m. Comom € A,
se tendra

m <.

Y como m es el maximo de Ay m < m + 1, se deduce que
m+1¢ A,

es decir,
r<m+ 1.

1.9.3. Densidad de Q en R

Teorema 1.9.6 (Densidad de Q en R). Sean z,y € R, con x < y. Entonces
existe un numero racional v € Q tal que

T <r<uy.
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Demostracion. Como x < y podemos aplicar la propiedad arquimediana a los
nimeros y —x > 0 y 1 con lo que

dng e N: (y—a)ng > 1 <= nox +1 < ngy.
Definimos hora el conjunto
A={meZ : nox <m},

aplicando otra vez la propiedad arquimediana a los nimeros 1 > 0 y ngz tenemos
la existencia de un numero py € N tal que

Do > NoZ,
asi que A # () y gracias a la parte entera observamos que
[noz] < ngx <m VYm € A,

es decir, A estd acotada inferiormente.
Como A C Z, entonces por el Teorema 1.2.14, existe mg € A tal que

mo = min A,

con lo que
mo — 1 ¢ A,
esto es
mo— 1 <ngx obien mog<ngxr-+1
entonces
noxt < my < ngx + 1 < ngy
luego
myo
< — <.
no

]

Observacién 1.9.7. Entre dos nimeros reales distintos existen infinitos numeros
racionales.

1.10. Numeros irracionales

Definicién 1.10.1. Los nimeros reales que no son racionales se llaman nimeros
irracionales.
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1.10.1. Existencia de raices cuadradas

Ya sabemos que la ecuacién 2 = 2 no tiene solucién en Q (ver Proposicién
1.7.3). Asi que vamos a probar que si hay un nimero real positivo cuyo cuadrado es
2. Este niimero tendra que ser irracional.

Proposicién 1.10.2. La ecuacion x> = 2 tiene solucion en R.
Demostracion. Consideremos el conjunto
S={zxcR: 2>0, 2* <2}

Este es un conjunto no vacio de ntimeros reales (por ejemplo, 1 € S). Y estd acotado
superiormente, ya que si x € S,

2 <2< 4=2?

de donde se deduce que = < 2. Es decir, 2 es una cota superior de S. Luego el
conjunto S tiene supremo.
Sea a = sup S. Como 1 € S, entonces

0<1<a.

Comprobemos que no puede ser a? > 2 ni o < 2.
e Si a? > 2, entonces tomando

22
ﬁ:ml’n{a, a },
2a

se tendria 6 >0ya—0(3>0y
(=B =a”>—2aB+ 3 >a”>—2a3>a”— (a® —2) =2 > 27
de donde
r<a-—[,

para todo z € S. Pero @ — 3 no puede ser cota superior del conjunto S porque es
menor que su supremo (a — 3 < «a).
e Si a? < 2, entonces tomando

, 2 —a?
fy:mm{a, },
3a

setendriay>0ya+~v>0y

(a+y)P=a*+2a7+7* <a®+ 20y +ay=a’+3ay <+ (2—-a?) =2,
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asi que
a+vyedl.

Pero esto no puede ser, porque o« + vy > a y en cambio para todo x € S se tiene
z < q.

Queda asi como tnica posibilidad a? = 2. Este ntimero positivo cuyo cuadrado
es 2 se representa por v/2. O

Teorema 1.10.3 (Existencia de raices cuadradas). Todo nimero real no neg-
ativo a tiene una unica raiz real cuadrada no negativa.

Demostracion. La demostraciéon es exactamente igual a la realizada anteriormente
para a = 2. [

Ejemplo 1.10.4.
e 0,202002000200002000002 - - -

o 5, 782232224222252222226 - - -

Notacién 4. FEl conjunto cuyos elementos son los numeros irracionales, recibe el
nombre de conjunto de los niumeros irracionales y se denota con el simbolo 1.

Observacion 1.10.5. Por la definicion de numero racional y irracional se tiene
que no existen numeros que sean racionales e irracionales a la vez, es decir,

QNI=0.

1.10.2. Densidad de I en R

Teorema 1.10.6 (Densidad de I en R). Sean z,y € R, con x < y. Entonces
existe un numero 1rracional o € 1 tal que

r<a<y.

Demostracion. Sea z € T = R\Q cualquiera (ya hemos visto que existe alguno).
Puesto que

r—z<y-—z,
segun el teorema de la densidad de Q en R existe algiin r € Q tal que

rT—z<r<y-—2z,

de donde

r<z+r<y.
Por dltimo, r 4+ z es un nimero irracional, ya que si fuera racional se tendria z =
(r+z2)+(-r) €Q. O

Observacion 1.10.7. Entre dos numeros reales distintos existen infinitos niumeros
irracionales.
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1.11. Intervalos en R

Definicién 1.11.1 (Intervalos de la recta). Se dice que un subconjunto I de R
es un tntervalo si verifica la siguiente propiedad:

“Six,y €I, con x <y, entonces para cada z € R tal que v < z < y se tiene que
zel”

Definicién 1.11.2 (Intervalos acotados). Dados a,b € R con a < b se definen
los intervalos acotados de extremos a y b de la siguiente forma:

(a,b) ={x € R: a<x < b},

la,b) ={z € R: a <z < b},

(a,b] ={zx € R: a <z <b},

[a,0) ={r €eR: a <z <b}.
El primero se denomina intervalo abierto, y el sequndo, cerrado.

Definicién 1.11.3. Dados a,b € R y I un intervalo acotado de extremos a y b. El
nimero positivo b — a se denomina longitud de I y lo denotamos por I[(I) = b — a.

Definicién 1.11.4 (Intervalos no acotados). Dados a,b € R con a < b se definen
los intervalos no acotados de la siguiente forma:

o (a,+0)={reR: z>a},

[a,+00) ={z €eR: x> a},

(—o0,a)={z€eR: z <a},

(—o0,a] ={zeR: z <a}l,

(—o00, +00) = R.
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1.12. Valor absoluto de un numero real

Definicién 1.12.1. Sea x € R, se define el valor absoluto de x, denotado por
“z|”, como el nimero real no negativo

T st x>0,
—x st x<0.

|z| = méx{z, —x} = {
Proposicion 1.12.2. Sea x € R y a > 0. Entonces
lz| <a<—= —a<z<a
Demostracion. Tenemos |z| < « es equivalente a decir que

r<a y —z<a

Como la desigualdad —x < « es equivalente —a < x, la propiedad esta demostrada.
O

Proposicion 1.12.3. Sean z,y,a € R. Entonces
1) |z| =0 si, y sdlo si, x = 0.
2) |ax| = |oflx].
3) |z +y|l <l|z|+|y| (desigualdad triangular).

Demostracion. 1) Es trivial.
2) Consideraremos tres casos:
2.1)Sia >0y x>0, entonces ax > 0 y tendremos

lax| = ax = |al|z|.
2.2)Sia <0y x <0, entonces azx > 0y tendremos
x| = oz = (—a)(—z) = |af|x].
23)Sia<0yx >0, entonces ar < 0y serd
x| = —(ax) = (—a)z = [af|x].
3) Por la Proposicién 1.12.2; se tiene que

—lz| <2 <zf, [yl <y <yl
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Sumamos las desigualdades y resulta
—lzl =yl <z +y <z + |yl

es decir
—(lzl+ ) <24y < (2| + |y]).

Usando otra vez la Proposicién 1.12.2deducimos que

|z +y| < |z] + |yl

1.13. Principio de Induccién

Definicién 1.13.1. El principio de induccion es una téecnica muy utilizada en
Matemdticas para demostrar la veracidad de algunas proposiciones en las que inter-
viene una variable entera positiva n.

1.13.1. Primera version del principio de induccién

Teorema 1.13.2. Sea P(n) una proposicion matemdtica que depende de n € N.
Supongamos que existe ng € N tal que:

1) P(ng) es verdadera, es decir ng satisface la proposicion P(n).
2) Sik >ngy P(k) es verdadera, entonces P(k + 1) es verdadera.

Entonces P(n) es verdadera para todo entero n > ng. En particular, si ng = 1
resulta que P(n) es cierta para cada n € N.

Demostracion. Definimos el conjunto
A={keN: k>ng y P(k) esfalsa}.

Supongamos que hay algin elemento en A. Por el Axioma 1.1.10 (Principio de
buena ordenacién) existe un elemento minimo kg en A.

Asi, como ky es minimo de A, se deduce que kg — 1 ¢ A, lo cual implica dos
posibilidades:

[ko—1<mg] o [P(ko—1) es verdadera].
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e Si kg — 1 < ng, entonces ky < ng + 1, y puesto que ng < kg, se deduce que
ko =mng+ 1.
Asi, como P(ng) es verdadera, se concluye por hipétesis 2) que
P(ky=mno+1)

es verdadera, lo cual contradice el hecho que P(kg) es falsa.

e Si P(kg—1) es verdadera, entonces por hip6tesis 2) nuevamente se deduce que
P(ko= (ko —1)+1)
es verdadera, lo cual contradice el hecho que P(kg) es falsa.

Luego el conjunto A debe ser vacio.

Ejemplo 1.13.3. Demuestra que 1+2+4---+n = @ para todo n > 1.

Paso 1: Definimos la proposicién P(n).
Sea
n(n+1)

Pn):=|14+2+---4+n= 5

Paso 2: Comprobamos que P(1) es verdadera.
1(1+1)

Puesto que 1 = =5, entonces P(1) es verdadera.
Paso 3: Sea k > 1 arbitrario, tal que P(k) es verdadera. Es decir:

k(k+1)
2

Veamos si P(k + 1) es verdadera. Para ello deberemos probar que:

424kt (bt 1) = (k:+1)(k2+1+1) _ (k:+1)2(k+2)‘

En efecto: utilizamos la hipétesis de induccién:

1424 +k= [Hipdtesis de Induccién].

Bkt 1)

1424 +k+(k+1) = (k+1)

k(k+1)+2(k+1)
2
(k+1)(k+2)
2

Por tanto: P(k + 1) es verdadera.
Luego la proposiciéon P(n) es verdadera para todo n > 1.
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Ejemplo 1.13.4. Demuestra que 2" < n! para todo n > 4.
Paso 1: Definimos la proposicion P(n).
Sea,
P(n):= [2" < nl]

Paso 2: Comprobamos que P(4) es verdadera.

Puesto que 2* = 16 < 4! = 24, entonces P(4) es verdadera.

Paso 3: Sea k > 4 arbitrario, tal que P(k) es verdadera. Es decir:
2F < k! [Hipétesis de Induccion].

Veamos si P(k + 1) es verdadera. Para ello deberemos probar que:

2k < (k+1)!

En efecto: utilizamos la hipotesis de induccion:

okl — 9. 9F < 9. k!
<(k+1) -k
= (k+1)!

Por tanto: P(k + 1) es verdadera.
Luego la proposiciéon P(n) es verdadera para todo n > 4.

1.13.2. Segunda version del principio de induccion

Teorema 1.13.5. Sea P(n) una proposicion matemdtica que depende de n € N.
Supongamos que existe ng € N tal que:

1) P(ng) es verdadera.

2) Sik > ngy P(m) es verdadera para cada m conng < m < k, entonces P(k+1)
es verdadera.

Entonces P(n) es verdadera para cada n > ng. En particular, si ng = 1 resulta que
P(n) es cierta para cada n € N.

Demostracion. Definimos el conjunto
A={keN: k>ny y P(k) esfalsa}.

Supongamos que hay algin elemento en A. Por el Axioma 1.1.10 (Principio de
buena ordenacién) existe un elemento minimo kg en A.

Asi, como kg es minimo de A, se deduce que P(k) es verdadera para todo entero
k con ng < k < k.

Por la hipétesis 2) concluimos que P(ko =(ko— 1)+ 1) es verdadera. Esto es
una contradiccion, que prueba lo que queriamos. O
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Ejemplo 1.13.6. Definimos los nimeros a,, € R para n € N del modo siguiente:

Ap = Qp_1 + Ap_2 n >3
a1:1,a2:3

Demuestra que a,, < (%)n, Vn>1.

Paso 1: Definimos la proposicién P(n).
Sea

Paso 2:
P(1) es verdadera, dado que: a; =1 < %

P(2) es verdadera, dado que: ay = 3 < (%)2

Paso 3: Sea k > 2 arbitrario, tal que P(1), P(2), ..., P(k—1), P(k) son verdades.
Es decir verdadera. Es decir:

_1<7 =3< 7 : < 7 o < ’ '
ay = 4,@2 - 4 ) y Ak—1 4 , Ak 4

Hipdtesis de Induccion.
Veamos si P(k + 1) es verdadera. Para ello deberemos probar que:

7\ 1
Qg1 < (Z)

En efecto: utilizamos la hipdtesis de induccién:

Q41 = Qe 1)-1 T O(k41)-2) = Gk + Q-1 < (Z) - (Z)

k
7
_ 7k+(4)_ 7’“+47’“_ 7k1+4
4 oo \4 T\4) \4 7

/T\ . N 7 T\
- \4 7 4) 4 \4

Por tanto: P(k + 1) es verdadera.

Luego la proposicién P(n) es verdadera para todo n > 1.



32

1.14. Numerabilidad

Definicién 1.14.1.

e Se dice que un conjunto A es finito si es vacio o existe un numero ng € N y
una biyeccion f : A — Jp,, donde J,, = {k € N: k < ng}. En este caso se
dice que A tiene cardinal ny y se denota

card(A) = no.

e Se dice que un conjunto es infinito si no es finito.
Observacion 1.14.2. Se conviene en que card(()) = 0.

Definicién 1.14.3 (Conjunto numerable). Se dice que un conjunto A es nu-
merable si es finito o cuando, siendo infinito, existe una biyeccion f: A — N.

Ejemplos 1.14.4.

1) El conjunto N es infinito y numerable.
2) El conjunto Z es numerable infinito y. En efecto, la aplicacién definida por

f: Z —N
2n+1 si n>0
n — f(n)= 1 si n=0
n si n<0

es claramente biyectiva.
Proposicién 1.14.5. El conjunto Q es numerable.

Demostracion. Basta con ordenar Q de la siguiente forma:

0 L =1 1 -1 2 =2 1 -1 3 =3 2 =2 1 =1 4 =4
+r 1 1r 2 2 1 1 3 3 1 1 3 3 4 4 1 1
L e
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Proposicién 1.14.6. Todo subconjunto de N es numerable.

Demostracion. Sea A un subconjunto de N. Si A es vacio entonces por definicion A
es numerable. Si A no es vacio entonces por el Axioma 1.1.10 (Principio de buena
ordenacién) existe un nimero n; € A que es menor que todos los elementos del
conjunto A.
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Si el conjunto A; = A\{n,} es vacio, entonces A constard de un solo elemento,
luego sera numerable.

Si A; no es vacio tendra, analogamente, un elemento minimo ny € Aj.

Prosiguiendo estos razonamientos, o bien encontraremos que A es finito, o bien
habremos conseguido escribir todos sus elementos en la forma

{ni,ng, ..., g, ...},

lo cual supone haber establecido la biyeccion f : A — N definida por

En cualquier caso, A resulta numerable. O
Proposicion 1.14.7. Todo subconjunto de un conjunto numerable es numerable.

Demostracion. Sea X un conjunto numerable e Y un subconjunto no vacio de X.
Si X es finito, entonces Y es también finito (la demostracién es trivial), luego nu-
merable.

Supongamos que X es infinito y sea f : X — N una biyeccién. Denotando por
i Y — X la inyeccién natural de Y en X, es decir, i(x) = z € X para cada
reyY.

La funciéon g = f o4 es una aplicacién inyectiva de Y en N y por consiguiente
una biyeccién de Y sobre el conjunto A = ¢g(Y) de N.

Como A es un subconjunto de N entonces por la Proposicion 1.14.6 A es numer-
able, asi que existe una biyeccién h : A — N luego h o g es una biyeccién de Y
sobre N. O
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Capitulo 2

Sucesiones de numeros reales

2.1. Definiciones y terminologia

2.1.1. Swucesiones

Definiciéon 2.1.1. Sea X un conjunto no vacio. Una sucesion de elementos de
X es una aplicacion del conjunto de los nimeros naturales en X,

c: N — X

n — o(n).
Habitualmente una sucesion se representa por el simbolo
(Tn)n>1, donde xz, =o(n).
o Il elemento x, se denomina término n-ésitmo de la sucesion.

e El conjunto {x, : n € N}, se denomina conjunto de términos o rango
de la sucesion.

Ejemplos 2.1.2.

e 1, = a, donde a es un numero real prefijado (sucesién constante); la suce-
sion consta de los términos
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e z, = n (sucesion de los nimeros naturales); la sucesion consta de los
términos

1,2,3,4,5,....m, ...
e z, = (—1)"; la sucesion consta de los términos

~1,1,-1,1,=1,...,(=1)",...

Definicién 2.1.3. Sea (2,)n,>1 una sucesion de nimeros reales.

e Se dice que (x,),>1 estd acotada inferiormente si existe un nimero A € R
tal que

A<z,

para todo n € N. Se dice entonces que A es una cota inferior de la sucesion.

o Se dice que (r,)n>1 estd acotada superiormente si existe un nimero B € R
tal que

T, < B,

para todon € N. Se dice entonces que B es una cota superior de la sucesion.

o Si (xn)n>1 estd acotada superiormente e inferiormente se dice que estd aco-
tada. Esto equivale a que exista un numero K > 0 tal que para todo n € N,

lz,| < K.

2.1.2. Sucesiones monoétonas
Definicién 2.1.4. Sea (,),>1 una sucesion de nimeros reales.

e Se dice que (r,)n,>1 es creciente si
Tp < Ty,
para todo n € N.
o Se dice que (r,),>1 es estrictamente creciente si
Ty < Tpyt,
para todo n € N.
o Se dice que (z,),>1 es decreciente si
Ty, Z Tn+1,

para todo n € N.
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o Se dice que (r,),>1 es estrictamente decreciente si
Tp > T4,
para todo n € N.

Todos estos tipos de sucesiones se denominan sucesiones monotonas.
Proposicién 2.1.5. Sea (x,)n,>1 una sucesion de nimeros reales.

1) Si(x,)n>1 es creciente, entonces, estd acotada inferiormente.

2) Si (z,)n>1 es decreciente, entonces, estd acotada superiormente.
Demostracion. 1) Como (z,),>1 es creciente, entonces, se tiente que

1 S Xy S a3 < STy S
Si tomamos A = z; deducimos que
A<z,

para todo n € N. Luego (z,),>1 esta acotada inferiormente y A es la cota inferior

de ((L’n)n21.
2) Anéloga a 1). O

2.1.3. Subsucesiones

Definicién 2.1.6. Sea (x,,),>1 una sucesion de elementos de un conjunto X. Una
subsucesion de (z,),>1 es la composicion de una sucesion estrictamente creciente
de numeros naturales con la sucesion dada:

N — N — X

k Ny Tny s
donde
N < Mgy,

para todo k € N. Una subsucesion de (x,)n>1 se representa por (T, )g>1-

Ejemplos 2.1.7.

1) Sea (z,)n,>1 una sucesion de elementos de un conjunto X. Las sucesiones de
nimeros naturales (2k)g>1 v (2k+1)x>1 son estrictamente crecientes. Entonces
(Zor)k>1 Y (Tor+1)k>1 son dos subsucesiones de (x,,),>1 de los términos de indice
par e impar, respectivamente.
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2) La sucesion de término k-ésimo x,, = 4k? es una subsucesién de la sucesién

de término n-ésimo x,, = (—1)"n? como se ve tomando

ng = 2/{?,
para cada k € N.

Proposicion 2.1.8. Si la sucesion (ny)r>1 es estrictamente creciente, entonces para
cada k € N, se tiene que

Demostracion. Para m = 1, tenemos que n; > 1. Sea m > 1 arbitrario, tal que
Ny = M.

Veamos si n,11 > m + 1 es verdadera. Supongamos que n,,.; < m + 1. Como
(ng)k>1 es estrictamente creciente se tiene que

Ny < Nypt1-
Por la hipdtesis de inducciéon sabemos que
m < Nyy,.

Asi que
m < Ny < Npppp < m+ 1.

Esto es una contradiccién. O

Proposicion 2.1.9. Una sucesion mondtona estd acotada, si y solo si, posee una
subsucesion acotada.

Demostracion.

En inmediato que si la sucesién esta acotada, cualquier subsucesion de ella es
acotada.

Supongamos que (z,),>1 Una sucesion creciente y sea (x,, )x>1 una subsucesion
acotada de (z,,)p>1-

Como el subconjunto
A={nj<na<---<np<---}

de N es infinito, equivale a que A no esta acotado, se sigue que dado m € N
arbitrario, existe n, € A tal que

m < Ng.
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Puesto que (z,, )r>1 estd acotada, entonces existe § € R tal que
Tn, < B, paratodo nj € A.
Asi que, para cualquier m € N existe ny € A tal que
m < ng,

luego

Por tanto
Ty < B

para todo m € N.

2.2. Limite de una sucesiéon. Convergencia

Definicién 2.2.1. Sea (z,)n>1 una sucesion de nimeros reales.

e Se dice que el numero xy € R es el limite de la sucesion (T,)n>1 0 que (Tp)n>1
converge a T, y se expresa mediante

lim z,, = g

n—oo

si, y solo si, para todo € > 0 existe un nimero natural n. (que depende de )
tal que para todo numero natural n > n. se tiene que:

|z, — 0| < €.
Se dice entonces que (r,),>1 es convergente.
e Las sucesiones que no son convergentes se denominan divergentes.

Ejemplos 2.2.2 (Sucesiones convergentes).

1) Las sucesion constante (z, = a)p>1 (@ € R) converge al nimero a.

2) La sucesion (%)n>1 converge a (. Consecuencia de la propiedad arquimediana,
Teorema 1.9.3. (Para £ > 0, existe n. € N tal que 1 < n.e).

Ejemplos 2.2.3 (Sucesiones no convergentes).
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1) La sucesion ((—1)"),>1 no es convergente. Supongamos que existe un nimero
xo € R que es su limite.

Si g = 1 entonces eligiendo € = 2 > 0, cualquiera que fuese n € N bastaria
tomar m = 2n + 1 > n para conseguir que

|Tm —x0| =] —1—=1]=2<Le.

Si zg # 1, eligiendo ahora € = |1 —x4| > 0, cualquiera que fuese n € N bastaria
tomar m = 2n > n para conseguir que

|Tm — xo| = |1 — 20| £ € =11 — x0.

2) Lasucesién (n),>1 no puede ser convergente, pues si tuviese limite x, tomando
e =1 en la definicién de convergencia, para algin n. € N habria de ser

n<zy+1

siempre que n fuese mayor que 7n..

Por la propiedad arquimediana Teorema 1.9.3 existe my € N tal que

mo > g + 1.

Si mg > n., entonces my < zo + 1, lo cual es imposible.

Si mg < n., entonces
To+1l<myg<n:<n.+1<zxy+1,
lo cual es imposible.

Proposicién 2.2.4 (Unicidad del limite de una sucesién convergente). Sea (z,)n>1
una sucesion convergente y sean a,b € R tales que

lim z, =a, lim z, =0.
n—oo n—od

Entonces a = b.

Demostracion. Supongamos, por ejemplo, a < b. Sea ¢ € (a,b).
Puesto que ¢ < by lim x, = b, entonces existe n; € N tal que para todo n > ny
n—oo
tenemos que

Ty > C.
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[gualmente, puesto que a < ¢y lim x, = a, entonces existe ny, € N tal que para
n—oo

todo n > ng tenemos que
T, < C.

Tomando n = méx{n, ny} llegamos a una contradiccién: tendria que cumplirse

c<x, <c
n
Proposicién 2.2.5. Sea (a,),>1 una sucesion en R y sea 9 € R
1) lim x, =29 <= lim |z, — 20| = 0.
n—oo n—oo
2) lim z, = z9 = lim |z,| = |zo.
n—oo n—oo
El reciproco solo es cierto, en general, cuando xy = 0.
Demostracion. Inmediata. O

Proposicién 2.2.6. Toda sucesion convergente estd acotada.

Demostracion. Sea (z,),>1 una sucesiéon convergente a un nimero a € R. Tomamos

= )
por ejemplo, € = 1 en la definicién de limite y existira algin nimero n. € N tal que
|z, —a| < 1 para todo n > n.. Si escribimos

B =méx{1,|x; —a|,|xs —a|,...,|xn._1 —al}
se tiene que
|z, —a| <3,
es decir,
a — 6 S Tn S a—+ ﬁ?
para todo n € N. Luego la sucesién esta acotada. O]

Observacion 2.2.7. El reciproco de la proposicion anterior es falso. Por ejemplo,
la sucesion

T, =14+ (=1)",

estd acotada, pero no es convergente.

Proposicién 2.2.8. Sea (z,),>1 una sucesion mondtona. Se verifican las siguiente
afirmaciones:
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1) Si(x,)n>1 es creciente, entonces (T,)n>1 €S convergente si, y sélo si, estd aco-
tada superiormente, en cuyo caso

lim x,, = sup{z, : n € N} =supx,.
n—00 n>1

2) Si(x,)n>1 es decreciente, entonces (x,)n>1 €s convergente si, y sélo si, estd aco-
tada inferiormente, en cuyo caso

lim z,, = inf{z, : n € N} = inf z,.
n>1

n—oo

Demostracion. Sea (xy),>1 una sucesién monétona.
1) Si (x,)n>1 €s creciente.

Supongamos que (x,),>1 es convergente. Segin la proposicién 2.2.6 la
sucesion esta acotada superiormente.

Supongamos ahora que la sucesién estd acotada superiormente, sea a su
supremo y veamos que la sucesion converge al punto a.

Sea e > 0. Como a—e < a, el nimero a—¢ no puede ser una cota superior
de la sucesién, y por lo tanto existira algin n. € N tal que

a—¢e< Ty,
Como la sucesién es creciente, para cada n > n,, se tiene que
a—€< Ty STy <0 <oy,
Por la definiciéon de supremo tenemos que,
T, <a<a-+e,
para cada n > n.. Por lo tanto,
a—e<z,<a-teg,

para cada n > n.. Esto demuestra que la sucesién converge al punto a.

2) La demostracion es andloga.
[

Corolario 2.2.9. Si una sucesion mondtona posee una subsucesion convergente,
entonces ella es convergente.
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Demostracion. Sea (x,),>1 una sucesion mondtona, por ejemplo creciente, y (Zy, )k>1
una subsucesion de (z,,),>1 que converge a xo. Por la Proposicién 2.2.8, basta probar
que (z,)n>1 estd acotada superiormente. Sea € > 0, entonces existe kg € N tal que
para todo k > kg se tiene que

Ty, < To+E.

Como ny > k para todo k € N, es claro que k > ky implica
T < Ty, < Xpt+E.

Si tomamos
M = max{xy,za,...,Tp,—1,T0 + €},

se tiene que

para todo k € N. n
Proposicién 2.2.10. Sea (z,),>1 una sucesion y o € R. Son equivalentes:

1) La sucesion (x,)n>1 converge hacia .

2) Toda subsucesion (x,, )k>1 de (Tn)n>1 converge hacia .

Demostracion.

1) =2)| Sea (zy, )k>1 una subsucesién de (z,),>1 y € > 0. Como (x,,),>1 converge

hacia z(, entonces existe n. € N tal que para todo n > n. se tiene que
|z, — x| < €.
Puesto que el conjunto
A={nt € N: ng <ngy paratodo ke N}
de los indices de la subsucesion es infinito, se sigue que existe
ng, € A

tal que
Ngy = Ne.

Luego, para nj; > ng, se tiene que ny > n., por tanto
|2, — 20| < e.
Luego

lim x,, = .
k—o00
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2) =1)

Si (xp)n>1 fuera una sucesién que no converge a xy, entonces existirfa un

e > 0 tal que para cada N € N existe un n € N con n > N tal que

|z, — 20| > €.
Entonces
e Para N =1 existe un ny € N con ny > 1 tal que
|zn, — xo| > €.
e Para N = 2 existe un ny € N con ny > 2 tal que
|, — x| > €.
Usamos este hecho repetidamente, podemos seleccionar
Ny <Ng <ng < - < ng < ---

tales que
|z, — zo| > €

Esto nos da una subsucesién que no converge a .

]

Corolario 2.2.11. Si la sucesion (x,)n,>1 tiene dos subsucesiones que convergen
hacia distintos limites, o una subsucesion que no converge, entonces la sucesion
(Tn)n>1 no puede ser convergente.

Proposicién 2.2.12. Sea (z,),>1 una sucesion. Son equivalentes:

1) La sucesion (x,)n>1 €s convergente.

2) La subsucesion de términos de lugar par (Tan)n>1 y la subsucesion de términos
de lugar impar (Ton—1)n>1 Son ambas convergentes y tienen el mismo limite.

Demostracion. Por la Proposicion 2.2.10 basta con demostrar que si

entonces

lim z9, = lim 29,1 = 29 € R,
n—oo

n—oo

lim z,, = x.

n—oo

Sea € > (. Por la definicion de limite existen nq,ny € N tales que:

y

Ahora si n > méax{2n4,2ns — 1} se tiene, tanto si n es par como impar que

n>ny = |r, — xo| < &,

n > nyg — |l’2n_1 — C(]()l < E.

|z, — 0| < €.
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2.3. Propiedades elementales de los limites

Proposicién 2.3.1. Sean (a,)n>1 ¥ (by)n>1 dos sucesiones de nimeros reales tales
que

lim a, =0 y (by)n>1 estd acotada.
n—oo

Entonces
lim a,b, = 0.

n—oo

Demostracion. Sea K > 0 tal que |b,| < K para todo n € N.

Dado € > 0, como lim a, =0 , existe n. € N tal que
n—oo

19
lan| < I

para todo n > n.. Luego, se sigue que
lanbn| < e,
para todo n > n.. O

Observacion 2.3.2. En la proposicion anterior no es necesario que exista

lim b,,.

n—oo

Proposicién 2.3.3. Sean (a,)n>1 y (bn)n>1 dos sucesiones de nimeros reales con-
vergentes con limites

lim a, = a, lim b, = b

n—oo n—oo

y sea A € R. Entonces

1) La sucesion (a, + by)n>1 es convergente y

fm (a, + by,) = ( lim an> + ( fm bn> —a+b.

n—oo < n—o0 n—oo

2) La sucesion (Aan)n>1 €s convergente y

lfm (\a,) = A( lfm an> = a.

n—oo n—oo

3) La sucesion (apby,)n>1 es convergente y

lfm (anby) = ( lfm an)< lim bn) — ab.

n—0o0 n—oo n—o0o
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4) Sib, # 0 para cadan € N y b # 0, entonces la sucesion (‘;—;‘)n>1 y convergente

y e
lim a,,
lfm on = oo O
n—oo by, lim b, b
n—oo

Demostracion. Sea € > 0.

1) Usando la definicién de convergencia de (a,),>1 obtenemos que existe n., € N
tal que si n > n.,, entonces

£
la, —al < 3

De igual manera existe n., € N tal que si n > n.,, entonces
3
|b, — b| < 3"

Tomamos ahora n. = max{n.,,n.,}. Por tanto, si n > n., se verifican las dos
desigualdades a la vez y asi,

3

225.

(@n +b) = (@ +B)] < lan —al + by —b] < = +

2) Si A =0 el resultado es trivial. Suponer por tanto A # 0. Usamos la definicién
de convergencia de (ay,),>1 y asi, existe n., € N tal que si n > n.,, entonces

Por tanto
15

| Aa, — Aa| = |M|a, —a| < |A| =
Al

€.

3) Como (a,)n>1 es convergente, estd acotada por la Proposicién 2.2.6 y existe
K >0 tal que
la,| < K, Vn € N.

Puesto que (a,),>1 converge, entonces existe n., € N tal que si n > n.,

entonces c

n—a < V.
jan = al 2[b] + 1

Por otra parte, como (b,),>1 converge, entonces existe n., € N tal que si

n > ne, entonces
€
b, — b < —.
[bn | 2K



47

Finalmente si n. = max{n.,,n.,} y n > n., se tiene
|aynb, — ab| = |anb, — anb + a,b — ab|
< [an|lbn — 0 + [b]|an — al

g g
<K—+1b
s Kog + |2|b|+1

<S4t ¢
2 2 7

4) Tenemos que
lim bb, = b.
Luego existe n. € N tal que
b2
— < bb,,
2

para todo n > n.. En efecto, basta tomar ¢ = 0

7.

. ’ 1 e
Se sigue entonces que para todo n > n,, el nimero 7 €s positivo y menor que

b%. Por lo tanto (ﬁ)n21 estd acotada.

Ahora como

S

n

by,

ba,, — ab,,

a
b bb,,

lim ba,, — ab, = ba — ab = 0,

n—oo

obtenemos por la Proposicién 2.3.1 que

2.4. Limites y desigualdades

Proposicién 2.4.1. Si la sucesion (a,)n>1 converge hacia un nimero real a # 0,
entonces:

1) Sia >0, para cada X € (0,a) existe ny € N (que depende de ) tal que para
cada n > ny se tiene que A < a,.

2) Sta <0, para cada v € (a,0) existe n, € N (que depende de ) tal que para
cada n > n., se tiene que a, < 7.
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Demostracion.

1) Dado A € (0,a), si tomamos € = a — A > 0, entonces existe n, € N tal que
para cada n > n) se tiene que

A=—c+a<a,.

2) Razonamiento similar.
]
Corolario 2.4.2. Sea (a,)n,>1 una sucesion convergente con limite a y sea 5 € R.
1) Si existe ng € N tal que para todo n > ngy es § < a,, entonces § < a.
2) Si existe ng € N tal que para todo n > ng es a, < 3, entonces a < f3.

Demostracion.

1) Supongamos que # > a. Consideramos la sucesién (8 — a,)n>1. Dado A =

ﬁ;“ € (0,8 — a). Por la Proposicién 2.4.1 existe n, € N tal que para cada

n > ny se tiene que

A< B —ay,.
Asi que
an<ﬁ;ra<ﬁ,

para todo n > ny.

Por hipétesis tenemos la existencia de ng € N tal que

6§an7

para todo n > ny.

Si tomamos n’ = max{ng, n,}, se tiene que, para todo n > n' tenemos que

B <a, <p.
Esto es una contradiccién.

2) Anélogo a 1).
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Proposicién 2.4.3. Sean (a,)n>1 Y (bn)n>1 Sucesiones convergentes y existe ng € N
tal que

a, < b, paratodo n > ny,

entonces
lim a, < lim b,.

n—oo n—oo

Demostracion. La sucesion (b, — a,),>1 cumple la desigualdad
b, —a, >0 paratodo n > ng,

y converge a
lim b,, — lim a,

n—oo n—~oo

Por el Corolario 2.4.2,
0 < lim b, — lim a,,

n—oo n—oo
es decir,
lim a, < lim b,.

Observacion 2.4.4. Si existe ng € N tal que
a, < b, para todo n > ny,

no podemos concluir
lim a, < lim b,.

Por ejemplo
1 1
0< - < —,
n n
para todo n > 2, pero
.1 .1
lim — = lim — =0.
n—oo 1, n—oo 1

Proposicién 2.4.5 (Regla del sandwich). Sean (a,)n>1, (bn)n>1 ¥ (Cn)n>1 Suce-
sitones tales que existe ng € N de manera que

a, <c, <b, paratodo n > ng.
Si (an)n>1 Y (bp)n>1 Son sucesiones convergentes y con el mismo limite 3, es decir,

lim a, = lim b, = (3,

n—oo n—oo

entonces (¢,)n>1 €s también convergente y tiene el mismo limite (3, es decir,

lim ¢, = (.

n—o0



50

Demostracion. Sea € > 0. Por la definicion de limite existe n; € N tal que si n > ny
entonces

la, — ] < ¢,

es decir,
f—e<a,<p+e.

Anélogamente, existe ny € N tal que si n > no entonces
B—e<b,<f+e.
Por tanto si n > max{ng, ni,ng} se tiene que
fb—ec<a,<c,<b,<f+e¢,

es decir,
le, — B < e.

2.5. Teorema de los intervalos encajados

El axioma del supremo es equivalente al resultado que se presenta a continuacion
y que resulta ser bastante 1til a la hora de demostrar ciertas proposiciones, princi-
palmente referidas al concepto de limite.

Teorema 2.5.1 (de los intervalos encajados). Para cadan € N sea I, = [a,, b,]
un intervalo cerrado de la recta real. St

o [,.1C1I, paracada n €N,

o lim (b, —a,) = 0.

n—oo

Entonces existe un unico xqg € R que pertenece a cada uno de los intervalos I,,, es
decir,

() In = {xo}-
n=1
De hecho,

r9 = lim a, = lim b,,

n—oo n—oo

= sup{a, : n € N} =inf{b, : n € N}.
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Demostracion. Por hipdtesis, tenemos que la sucesion (ay,),>1 es monétona creciente
y acotada superiormente (por by, por ejemplo), luego, por la Proposicién 2.2.8, con-
verge a un numero real xg, es decir,

Ty = nh—{go a, =sup{a, : n € N}

Analogamente, la sucesion (b,,),>1 converge a un numero real

yo = lim b, = inf{b, : n € N}

n—oo

Por la Proposicién 2.4.3, se tiene que
CLnSIOSyOSbm
para todo n € N. Ahora, la condicién

lim (b, — a,) =0

n—oo

asegura que
To = Yo

y que
n=1
L]

Observaciéon 2.5.2. La hipotesis de los intervalos I, sean cerrados y acotados es
esencial; por ejemplo los intervalos (O, ﬂ forman un encaje pero tienen interseccion
vacio.

Teorema 2.5.3. El conjunto R de los nimeros reales no es numerable.

Demostracion. Basta probar que el intervalo [0, 1] no es numerable. Si lo fuese exi-
stirfa una aplicacién f: N — [0, 1] biyectiva.

Dividimos [0, 1] en dos intervalos cerrados de igual longitud y al menos en uno
de ellos, que notamos I, no estd el punto f(1).

Dividimos I; en dos intervalos de igual longitud y al menos en uno de ellos, que
notamos I, no esta f(2).

En el n-ésimo paso I, es un intervalo que no contiene al punto f(n) y cuya
longitud es un medio de la del intervalo I,,_;.

Por lo tanto I, # 0, I,,41 C I, y verificando que

1
l([n) = bn —Qp = T,

2n
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para todo natural n € N. Luego,

1
lim (b, — a,) = lim o = 0.

Por lo tanto, el teorema de los intervalos encajados (Teorema 2.5.1) nos asegura que
existe zo € [0, 1] tal que

() In = {xo}-
n=1
Esto es absurdo pues al ser f biyectiva ha de existir ky € N tal que

f (ko) = o

con lo que zg ¢ I, y con mayor motivo

n=1

2.6. Teorema de Bolzano-Weierstrass

Teorema 2.6.1 (Bolzano-Weierstrass). Toda sucesion acotada tiene una sub-
sucesion convergente.

Demostracion. Sea (z,),>1 una sucesion acotada en Ry M > 0 tal que
|z, < M,

para todo n € N.
Vamos construyendo la subsucesién de la siguiente forma: bien en [0, M], bien
en [—M, 0], habrd infinitos términos de la sucesién (quizd incluso en los dos).

Supongamos que en
Il - [O, M]

hay infinitos términos y elijamos cualquier elemento
T, S Il-

De nuevo repetimos la idea y, o bien en [0, %} 0 en [%, M ], habra infinitos
términos de la sucesién. Nos quedamos uno de los intervalos que contenga infinitos

Zp; supongamos, por ejemplo, que es

M
L= |y
2
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Elegimos un elemento

Tp, € I,
que ademas cumpla
Ty < Ty
Observemos que
L Ch

El siguiente paso es de nuevo subdividir I, en dos mitades, [%, %} y [%, M ],

elegir una mitad I3 que contenga infinitos términos de la sucesion y seleccionar un
nuevo
Ty, € I3

con
Ty < Tpy < Ty

Construimos de esa forma una sucesion de intervalos cerrados encajados
LODLDI3D---1,D--
y una subsucesion (z,, )x>1 de (,)n>1 con
T, € 1,

para todo k € N. Por comodidad escribimos I}, = [ay, b] con lo que

ar < T, < by
para todo k € N y ademas, como la longitud de cada [} es %, se tiene
lim (b, — = lim — =0.
dim (b —aw) = lim o

Por tanto podemos aplicar el Teorema 2.5.1 de los intervalos encajados y asegurar
la existencia de xg € R tal que

To = lim a; = lim b,
k—oo k—o00

Pero por la regla de sandwich (Proposicién 2.4.5) tenemos que

lim ,, = .
k—o0
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2.7. Sucesiones de Cauchy

Hasta este punto, el tnico resultado que permite averiguar si una sucesion es
convergente sin necesidad de tener una idea previa acerca del valor de su limite es
la Proposicién 2.2.8, que se aplica sélamente a un tipo muy particular de sucesiones
(las acotadas). El criterio de Cauchy, que veremos a continuacién, caracteriza de
forma relativamente sencilla a las sucesiones convergentes sin necesidad de conocer
cudl es su limite.

Definicién 2.7.1. Una sucesion (x,)n>1 se dice que es de Cauchy si para cada
e >0, existe n. € N (que depender de €) tal que

n,m>n. = |x, — T,| <e.
Lema 2.7.2. Toda sucesion de Cauchy estd acotada.

Demostracion. Sea (,),>1 una sucesién de Cauchy. Tomando € = 1, existe ng € N,
tal que
n,m >mng = [T, — T, <1

En particular
n>ng = || < |Tn — Tog| + |Tne] < 14 |20,
Entonces (z,),>1 estd acotado por
méx {1+ |z, |21, |22, - - ., [Tng-1] }-
O

Teorema 2.7.3 (Criterio de convergencia de Cauchy). Una sucesion de nimeros
reales es convergente si y solo si es una sucesion de Cauchy.

Demostracion. Sea (,),>1 una sucesién de nimeros reales.

Supongamos que (x,),>1 converge a xy € R. Entonces para todo € > 0 existe
n. € N tal que

€
n2n€:>]xn—xo\<§.
De esto se deduce que
n,m>n. = |, — Tp| =T, — o + To — Tp

< |xp — xo| + |Tm — x0

<f4f-.
2 2 7
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Sea (z,)n>1 una sucesion de Cauchy. Puesto que estd acotada (Lema 2.7.2), el
Teorema 2.6.1 de Bolzano-Weierstrass asegura la existencia de una subsucesion
(@, )k>1 convergente.

Dado € > 0, entonces existe n. € N tal que
€
n,m>n. = |, —r,| < 7
Por otra parte, si
xo = lim x,,
k—o00
existe k. € N tal que
€

k2k5:>‘$nk—l'0’<§.

Como (por definicién de subsucesion) la sucesion de nimeros naturales (ny)g>1
es mondétona creciente, existe mgy > k. tal que n,,, > n..

Si tomamos ng = n,,, > n. entonces se cumple

5
n > nyg = |z, — 2o| < |Tn — Tp, | + [Ty, — Tol < 5+

]

Nota 2.7.4. El conjunto de las sucesiones convergentes de numeros reales coincide
con el de las sucesiones de Cauchy, a diferencia de lo que sucede con las sucesiones
de niumeros racionales, por ejemplo la sucesion de nimeros racionales

1\"
(1+3)
n
es de Cauchy pero no converge en Q.

Esta propiedad se conoce con el nombre de completitud de los nimeros
reales.

2.8. Limites infinitos

Definicién 2.8.1. Sea (z,),>1 una sucesion de nimeros reales.
e Se dice que (x,)n>1 tiende a +0o o que tiene limite +o0o, y se escribe:

lim z, = +o0,

n—oo

st para cada numero real M > 0 existe un numero natural ng, que depende de
M, tal que:
n>ny = x, > M.
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o Se dice que (z,),>1 tiende a —oo o que tiene limite —oo, y se escribe:

lim z,, = —o0,
n—oo
st para cada numero real N < 0 existe un numero natural ng, que depende de
N, tal que:
n>ny = x, <nN.

Proposicién 2.8.2.

1) Sea (zp)n>1 una sucesion mondtona creciente. Si no estd acotada superior-
mente, entonces
lim z,, = +o00.
n—oo
2) Sea (T,)n>1 una sucesion mondtona decreciente. Si no estd acotada inferior-
mente, entonces

lim x, = —o0.
n—oo
Demostracion. Es consecuencia directa de las definiciones. O

2.9. Criterios para el calculo de limites

Teorema 2.9.1 (Criterio de Stolz). Sean (an)n>1 ¥ (bn)n>1 dos sucesiones de
nimeros reales. Supongamos que (b,),>1 es de términos no nulos, estrictamente
creciente y lim b, = +00. Si

n—oo

lfm 270 e RU{—o0, 400,
n—00 bn+1 - bn

entonces

Demostracion. Nos limitaremos al caso [ € R. Las otras situaciones se prueban
analogamente.

Sea € > 0, entonces existe n. € N tal que para cada n > n. se tiene
An41 —

ap
<l+e.

| —
°= bn+1_bn

Como (b,),>1 es estrictamente creciente, se tiene que

(I —&)(bny1 —bn) < a1 —an < (L +€) (b1 — by).
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Sea k > n. un nimero natural. Obtenemos

(l—¢) Z(bm —bi) < Z(am —a;) <(l+¢) Z(bm = bi).

Asi que
(I =€) (bry1 — bn.) < g1 — an, < (I +€)(bpg1 — bn.).

Por otra parte, sea M > 0, como lim b, = 400, entonces existe ng € N tal que para

n—oo

cada n > ng se tiene que b, > M. Por tanto para k > max{ng,n.} tenemos que

bn g1 Qp, ( bn )
[—e)[1l—-—) < —— < ({l+e(1-—).
( ) ( bit1 ) T ( ) br+1

Luego

n n, b’I’L n
(l—s)(l—ba)JraE<ak+1<(l+s)(1 E>+a5

b1 brv1 ben b1 byt
Esto significa que existe un ky € N tal que para k > kg tenemos

Ap+1
I —

e < <l+e.

k+1

Obviamente, esto significa que:

O

Observacion 2.9.2. El reciproco no es cierto. Por ejemplo si a, = (—1)" y b, = n,
tenemos que

y sin embargo a, = (—1)" no tiene limite.
Proposicién 2.9.3 (Criterio de la media aritmética). Supongamos que

lim a, =1 € RU{—00,+0},

n—oo

entonces
atayt--tay,
lim =1

n— oo n
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Demostracion. Basta aplicar el criterio de Stolz tomando

Tn=a1+ay+ - +ay

Yp = N.
[l

Proposicién 2.9.4 (Criterio de la media geométrica). Si (a,,),>1 una sucesion
de términos positivos tal que

lim a, =1 € R* U {+o0}

n—oo

entonces
lim aay---a, = 1.

n—o0

Demostracion. Basta aplicar el criterio de la media aritmética a la sucesion
In(a,).
Por tanto

1 1 ot
li 2R(00) FIn(ax) 4 Inlen) 0y C),

n—00 n n—oo

Esta igualdad es equivalente a

lim In (\”/a1a2 e an) = In(1).

n—oo
Tomando la funcién exponencial llegamos al resultado buscado. O
Proposicién 2.9.5 (Criterio de la raiz). Sea (a,),>1 una sucesion de términos

POsitivos Y Supongamos que

lfim — = € R U {+oo}.

n—00 Gy

Entonces
lim a, =1

n—oo

Demostracion. Tenemos que
ap Gg Qn
n/an — n/_—__=

Aplicando el criterio de la media geométrica se tiene que

lim /a, = lim

n— oo n—00 (y_1

Lar  ap1

Qp

=1



Capitulo 3

Funciones de una variable real

3.1. Topologia de R

3.1.1. Conjuntos abiertos

Definicién 3.1.1. Sea xg € R, un conjunto V-C R es un entorno de xq si existe
e >0, tal que
(I’O —€,$0+5) cV.

Definicién 3.1.2. Si dice que un subconjunto V' de la recta real es abierto si es
vacio o si es entorno de todos sus puntos, es decir, si se verifica que:

VoeeV, Je>0 (que depende de x) tal que (v —e,x+¢) C V.

3.1.2. Puntos interiores

Definicién 3.1.3. Sean A C R y xy € R. Se dice que el punto xy es interior al
conjunto A si existe € > 0 tal que

(xog —e,m9 + ) C A.

(Un punto interior de A estd “completamente rodeado” de puntos de A). El
conjunto de todos los puntos interiores a A se llama interior de A y se representa

por Int(A) o por A.

Proposicién 3.1.4. Sea A un conjunto en R. Se tiene que:

29
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1)

2)

3)

AC A.
A es el mayor abierto contenido en A, esto es,

A= J{U CR: U abierto, U C A}.

El conjunto A es abierto si, y solo si, /i: A.

Demostracion. Sea A un conjunto en R.

1)

Sea x € A. Por definicion, existe € > 0 tal que
(x —e,x+¢) C A

En particular, x € (x — e,z +¢) C Ay, por tanto,
AC A.

Veamos, en primer lugar, que si U es un conjunto abierto, con U C A entonces
[¢]
U CA.

Sea x € U. Por ser U un conjunto abierto, existe ¢ > 0 tal que
(x—e,x+¢e)CUCA

Por tanto, existe € > 0 tal que (z —¢,x +¢) C A, de donde resulta que x € 4.
Asi pues,

UcA.
Veamos ahora A es un conjunto abierto, con lo que quedara demostrada la
propiedad. En efecto:

Sea © €A. Por definicién, existe ¢ > 0 tal que (x — e,z +¢) C A. Como
(x — e, + €) es un conjunto abierto y (z — e,z +¢) C A, por lo demostrado
anteriormente, resulta que

o

(r—e,x+¢e)CA.

Asi pues,

o

Vxefi, Je>0: (r—eg,x+¢e)CA.

Por definicién, el conjunto A es abierto.
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3) Para demostrar la equivalencia, veamos las dos implicaciones:

Una de las dos inclusiones, AC A, se verifica para cualquier conjunto
(véase apartado 1)).

Veamos, pues, la otra inclusién, en el caso que A sea abierto:
Sea x € A. Por ser A un conjunto abierto, x es un punto interior de A,
[¢]

y, por tanto, x €A.

Supongamos que A= A. Entonces, para todo = € A, se tiene que z €A,
y, por tanto, cualquier punto del conjunto A es interior. Por definicién,
el conjunto A es abierto.

]

3.1.3. Puntos adherentes

Definicién 3.1.5. Sean C' un subconjunto de R y xzo € R. Se dice que xy es ad-
herente al conjunto C' si para cada € > 0 se tiene que:

(xg — e, 20 +)NC # 0.

Bl conjunto de todos los puntos adherentes a un conjunto C se llama adherencia,
(cierre o clausura), de C' y se designa por C' o C1(C).

Observacion 3.1.6. Un punto xg € R es adherente a C C R wviene a decir que en
el conjunto C' hay infinitos puntos tan proximos a xo como se quiera.

3.1.4. Conjuntos cerrados

Definicién 3.1.7. El conjunto C C R es un conjunto cerrado si, y solo si
C° =R — C (complementario de C),
es un conjunto abierto.
Proposicion 3.1.8. Sea C' un conjunto en R. Se tiene que:
1) CccC.

2) El conjunto C' es cerrado si, y sélo si, C = C.

[e)

3) o= (O).
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4) C es el menor cerrado que contiene a C, es decir,

ézﬂ{FCR: F cerrado CCF}.

Demostracion. Sea C' un conjunto en R.
1) Sea xz € C. Entonces Ve >0, x € (x —e,2 +¢) N C y, por tanto,
Ve>0, (z—c,x+e)nNC#0.
Asi pues, z € C, de donde resulta que C' C C.
2) Para demostrar la equivalencia, veamos las dos implicaciones:

Una de las dos inclusiones, C' C C, se verifica para cualquier conjunto
(véase apartado 1)).

Veamos, pues, la otra inclusién por reduccion al absurdo:

Sea x € C, y supongamos que x ¢ C. Por ser C' un conjunto cerrado, su
complementario, C¢, es un conjunto abierto, y x € C*. Por tanto,

de >0 tal que (x —e,z+¢) C C.
Es decir,

Je >0 tal que (x —eg,x+¢)NC =1
y, en definitiva, = ¢ C.

Hemos llegado, pues, a una contradiccién. Por tanto, x € C.

Supongamos que C' = C. Para demostrar que C es un conjunto cerrado,
hemos de ver que C° es abierto:

Sea z € C°, es decir, v ¢ C' = C. Por no ser z un punto de adherencia de
C, se verifica que existe € > 0 tal que

(x—e,x4+e)NC =0,
0, equivalentemente;
Jde >0 tal que (x —¢g,x+¢)C C"

Por tanto, C¢ es un conjunto abierto y, por definicién, C' es un conjunto
cerrado.
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3) A partir de las definiciones, se tiene:

£ €C° <= 3¢ >0 tal que (x —e,x +¢) C C°
< Je>0 talque (x —eg,x+e)NC =10
—az¢C
—zeC.

4) Por el apartado 1), tenemos que C' C C'.

Veamos, en primer lugar, que si F' es un conjunto cerrado, con C' C F', entonces
CCF.

Si C' C F, entonces F¢ C C°. Por definicion, si F' es un conjunto cerrado, su
complementario, F'°, es abierto. Por el apartado 2) de la Proposicién 3.1.4, si
F¢ C C° F° conjunto abierto, se verifica que

Fecee.
Por tanto, teniendo en cuenta el apartado 3),

Fecoe= (O),

de donde se deduce que

CCF

Veamos ahora que C es un conjunto cerrado, con lo que quedara demostrada
la propiedad.

Por el apartado 3), se verifica C°= (C)°. Como hemos demostrado que el
interior de un conjunto es un conjunto abierto, resulta que (C')¢ es abierto, v,
por definicién, su complementario, C, serd un conjunto cerrado.

]

Proposiciéon 3.1.9. Un conjunto A de R es cerrado si, y sélo si, para toda sucesion
(Zn)n>1 C A y todo x € R tales que lim x,, = x, se tiene que x € A.

n—oo

Demostracion. Sea A un subconjunto de R.

Supongamos que A es un conjunto cerrado y que (z,),>1 es una sucesién de
elementos de A convergente a un elemento x € R.
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Demostremos entonces que x € A:

Yn>1, z,€¢ Ay limz,=uz,

=Vn>1,2,€A y Ve>0, dngeN: zy 1 € (z—¢c,x+¢),
= Ve>0, (r—c,x+e)NA#D.

Como € > 0 es un numero arbitrario, entones si € tiende a 0, se tiene que

r € A.

Supongamos ahora que A es un conjunto tal que, toda sucesién (z,),>1 en A,
convergente a un elemento x € R, verifica que x € A.

Demostremos entonces que A es cerrado:
r€A=Ve>0, (x—c,x+e)NA#D,
1 1
—VneN, (:v——,$~|——> NA#0Q,
n n

1 1
—VneN, Elxn€<x——,x+—>ﬂA,
n n
= (Tp)n>1 estden A y lim z, =z

==z c A.

Hemos asi demostrado que A C Ay, por lo tanto A = A y entonces A es
cerrado.

]

3.1.5. Puntos de acumulacion

Definicién 3.1.10. Sean A un subconjunto de R y xy € R. Se dice que zy es un
punto de acumulacion del conjunto A si para cada € > 0 se tiene que:

((wo — &, @9+ &) — {zo}) N A #0.

El conjunto de todos los puntos de acumulacion de A se llama conjunto derivado
de A y se designa por A'.
Observacién 3.1.11.

e Un punto a € R es de acumulacion de A C R si hay infinitos puntos de A,
distintos del propio a, tan proximos como se quiera a dicho punto.
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e Un punto de acumulacion de A no tiene por qué pertenecer al conjunto A.

e Un conjunto finito, A, no puede tener puntos de acumulacion, mientras que
los conjuntos infinitos pueden tenerlos o no.

Definicién 3.1.12. Sixz € A y x no es punto de acumulacion de A, se dice que x
es un punto aislado de A, es decir,

Je >0 tal que (v —¢e,x+e)NA={z}.

3.1.6. Algunas relaciones

Ejemplo 3.1.13. El conjunto
1
A= {— T n € N}

no es cerrado ni abierto, y
A=0, A'={0}, A=AU{0}.
Proposicion 3.1.14. Sea A un subconjunto de R, entonces
A=AUA.
Demostracion. Veamos las dos inclusiones:

Sea z € R tal que x ¢ AUA". Entonces v ¢ Ay x ¢ A’. Luego, por definicién,
existe g9 > 0 tal que

((z — €0, +e0) — {z}) NA =10,
y como x ¢ A concluimos que
(x —eg,x+e9)NA=10,

con lo cual

v ¢ A
Sea z € R tal que z ¢ A. Por definicién existe g9 > 0 tal que
(l’—go,l’—i‘go)ﬂA:@,

es decir

r¢ A yrgA.
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O
Corolario 3.1.15. Sea A un subconjunto de R.
A es cerrado si, y sélo si, A C A.
Demostracion. A=A = AU A" lo que implica A’ C A. n

Proposicién 3.1.16. Sean A un subconjunto de R y xq € R.

o
1) @y €A si, y sdlo si, para cada sucesion (z,),>1 de nimeros reales que converge
hacia xq, existe ng € N tal que x,, € A para todo n > ny.

2) xo € A si, y sélo si, existe una sucesion (z,)n>1 C A tal que

lim x, = zg.

n—oo
3) xg € A si, y sdlo si, existe una sucesion (x,)n>1 C A —{xo} tal que

lim z,, = zo.

n—oo

Demostracion.

1) Supongamos que xg € /Cl), por definicién existe € > 0 tal que
(xg —e,m0+¢) C A

Por otra parte si (z,),>1 C R con lim x,, = z, tenemos la existencia de

n—oo

ng € N tal que
T, € (xg —e,9+¢€) paratodo n > ny.
Por tanto, para todo n > ng tenemos
Ty € (xg—e,9 + ) C A.

Veamos, el reciproco por reduccion al absurdo:
Supongamos que

Ve>0, (xog—e,m0+¢) ¢ A.

Sea (z)n>1 C R tal que lim z, = xy. Fijamos un niimero ¢4 > 0. Por

n—oo

definicién del limite existe mg € N tal que n > my implica

Ty € (T — €0, %o + €0)-
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Por hipétesis tenemos que existe ng € N tal que
r, € A para todo n > ng.
Asi que, si tomamos n > max{ng, mg} se tiene que
Ty € (g — €0, +60) ¥ X, €A
Hemos llegado, pues, a una contradiccién. Por tanto,

de>0, (zg—e,20+¢)CA.

Luego xg E/i.

2) Supongamos que zy € A. Por definicién del punto adherente al conjunto
A tenemos

1 1
<xo——,x0+—>ﬂA7é@, para todo n € N,
n n

Podemos construir entonces una sucesién de la siguiente forma:
Sin =1 tomamos z1 € (xg — 1,29+ 1) N A.
Sin = 2 tomamos x5 € (xo — %,xo + %) N A.

Asi sucesivamente para cada n € N tomamos
1 1
T, € (:Uo — —,xo—l——) NA.
n n

De esta manera obtenemos una sucesién (z,),>1 de puntos de A que
converge a o evidentemente.

Si existe una sucesion (z,),>1 en A tal que lim xz,, = xy. Entonces para

n—oo

todo € > 0, existe ng € N tal que n > ngy implica
Ty € (l'() —&,%0 +€)a

es decir
(xg —e,x0+e)NA#D.

Por tanto =y € A.

3) La demostracién es andloga a la de la proposicién anterior.
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3.1.7. Conjuntos compactos

Definicién 3.1.17. Si dice que un subconjunto K de R es compacto si toda suce-
sion en K tiene una subsucesion convergente a un elemento de K.

Proposiciéon 3.1.18. Un subconjunto K de R es compacto si, y solo si es cerrado
y acotado.

Demostracion. Sea K un subconjunto de R.

Para demostrar que si K es compacto entonces es cerrado, usaremos la Proposi-
cién 3.1.9.

Sea (x,)n>1 €s una sucesién de elementos de K convergente a x € R.

Como K es compacto, entonces existe (z,, )r>1 una subsucesion de (x,),>1
que converge a un punto de K.

Sabemos que toda subsucesion de (z,),>1 converge hacia el mismo limite x
(véase Proposicién 2.2.10).

Por tanto, se tendra obligatoriamente que x = klim T, € K, lo quenos permite
— 00
concluir que K es cerrado.

Ahora demostraremos que si K es compacto entonces es acotado. Razonemos
por contradiccion.

Supongamos que K no es acotado, entonces para cada n € N existe un punto
x, € K tal que
|zn| > n,

asi conseguimos una sucesién (z,),>1 de puntos de K.

Cualquier subsucesién (z,, )r>1 extraida de ésta verificarfa
‘xnk‘ > Ny,

y como los indices n; forman una sucesién creciente, la sucesion (z,, )g>1 no
podria estar acotada y por tanto no podria ser convergente (véase Proposicion
2.2.6).

Supongamos que K es cerrado y acotado. Sea (z,)n,>1 C K.

Por ser K acotado, esta sucesion esta acotada.

Luego, por el Teorema 2.6.1 de Bolzano-Weierstrass, (x,),>1 tiene una sub-
sucesion (z,, )k>1 que converge a un punto x € R.

Como K es cerrado contiene a los limites de las sucesiones de puntos de él
(véase Proposicién 3.1.9) y por tanto = € K.

Asi pues, de la sucesién (z,),>; de partida ha sido posible extraer una sub-
sucesion convergente hacia un punto de K, lo que prueba que K es compacto.
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3.2. Aplicaciones entre conjuntos

3.2.1. Correspondencias y aplicaciones

Definicién 3.2.1. Sean A y B dos conjuntos no vacios. Una correspondencia de
A en B es un subconjunto C del producto cartesiano

AxB={(x,y): x€ A e ye€ B}

Definicién 3.2.2. Sean A y B dos conjuntos no vacios. Se dice que una correspon-
dencia C de A en B es aplicacion si ademds verifica la siguiente propiedad:

“Para cada a € A existe un, y sdlo un, b € B tal que (a,b) € C”.

Habitualmente una aplicacion de A en B se representa por “f : A — B” y se
denota por “f(a)” al inico elemento de B que es imagen de a por f.

3.2.2. Tipos de aplicaciones

Definicién 3.2.3 (Aplicacién inyectiva). Sean A y B dos conjuntos no vacios y
f+A— B una aplicacion.
Se dice que [ es inyectiva (o uno-uno) si verifica la siguiente propiedad:

Yory, e €A 1 Fay = f(z1) # f(z2)”
O, equivalentemente,
Ya,r €A flxy)=fra) = x=ax"

Definicién 3.2.4 (Aplicacién sobreyectiva). Sean A y B dos conjuntos no vacios
y f: A— B una aplicacion.

Se dice que f es sobreyectiva, cuando cada elemento y € B es la imagen
mediante f de algin elemento x € A, es decir,

“Yye B, 3z e A (al menos uno) tal que f(x)=1y”

Definicién 3.2.5 (Aplicacién biyectiva). Sean A y B dos conjuntos no vacios y
f A — B una aplicacion. Se dice que f es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

O, equivalentemente,

“Vye B, 3! (existe un inico) v € A tal que f(z)=1y".
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Definicién 3.2.6. Si f : A — B es una biyeccion entre A y B, y C es la cor-
respondencia que la define, entonces la correspondencia C~' de B en A definida
por:

(b,a) € C™" si, y sélo si, (a,b) € C,

es también una aplicacion que se denomina aplicacion inversa de f y se denota
por
f':B— A

Observacion 3.2.7. Si f: A — B es biyectiva, entonces

fHb) =a <= f(a) =0

3.2.3. Imagen directa y inversa de una aplicacion
Definicién 3.2.8. Sean X y Y dos conjuntos no vacios y f : X — Y wuna apli-
cacion

1) La imagen directa de un subconjunto A C X por f es el conjunto de
puntos de 'Y que poseen algin antecedente en X mediante la aplicacion f y lo
denotaremos por:

f(A):{f(x)EY: xeA}
:{er: existe algin v € A con yzf(w)}

2) La imagen inversa de un subconjunto B C Y por f es el conjunto de

todos los elementos de X cuya tmagen mediante f es un elemento de B, y se
denota f~1(B), es decir,

f'B)={rec X: f(z)e B}

Observacién 3.2.9. La notacién f~(B) se usa incluso cuando no estd definida,
es decir, aunque f no sea biyectiva.

3.2.4. Composicién de aplicaciones

Definicién 3.2.10. Sean f una aplicacion del conjunto A en el conjunto B y g una
aplicacion del conjunto B en el conjunto C.

Se llama composicion de f con g, o f compuesta con g, y se denota go f,
en este orden, a la aplicacion

h=gof: A — C
z — h(z) = go f(z) = g(f(2)).



71

3.3. Funciones reales de una variable real

Definicién 3.3.1. Si una aplicacion definida en un conjunto X toma valores en un
conjunto numérico recibe el nombre de funcion.

Definicién 3.3.2. Una funcion se dice real de variable real si tanto los valores
que toma como la variable, son nimeros reales.

Observacion 3.3.3. Como solo vamos a considerar funciones de este tipo, a partir
de ahora diremos simplemente funciones.

Definicién 3.3.4. Sea f: X C R — R una funcion. El dominio de definicion
de f esta formado por todos aquellos puntos x € X para los cuales la expresion
f(x) tiene sentido y lo denotaremos por:

D(f)={z € X tal que f(z) estd definido} ={x € X: 3 f(z) € R}.

3.4. Funciones crecientes y decrecientes

Definicién 3.4.1. Sea f una funcion definida en un intervalo I.

1) Se dice que f es creciente en I si para cualquier par de puntos x1, xo en I
tales que x1 < x5 Se tiene

f(z1) < f(2).

2) Se dice que f es estrictamente creciente en I si para cualquier par de
puntos x1, xo en I tales que x1 < x5 se tiene

fz1) < f(w2).

3) Se dice que [ es decreciente en I si para cualquier par de puntos xi, xs en
I tales que 1 < o se tiene

f(x1) = f(2).

4) Se dice que f es estrictamente decreciente en I si para cualquier par de
puntos x1, xo en I tales que x1 < x5 se tiene

f(z1) > f(w2).

Definicién 3.4.2.

e Una funcion monotona es una funcion creciente o decreciente.

e Una funcion es estrictamente mondtona es una funcion estrictamente
creciente o estrictamente decreciente.
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3.5. Limite de una funcién en un punto

Definicién 3.5.1. Sean A un subconjunto no vacio de R, x¢ un punto de acumu-
lacion de A y f : A — R una funcion.

Se dice que f tiene limite (finito) cuando z tiende hacia x, si existe un
numero real { € R verificando la siguiente propiedad:

Para cada nimero real € > 0, existe un nimero real 6 > 0 (que depende de ) tal
que, para cada

WA (($0—5,$0+5) —{Io}) NA
(es decir, para cada x € A con 0 < |z — x| < 0), se tiene que
flz)e ({—e,l+¢)

(es decir, |f(x) —{] < ¢e).
En este caso el niumero { se denomina limite de f en xq, y escribimos

lim f(x) =¢.

T—T0

Observaciones 3.5.2. Sean A un subconjunto no vacio deR, zo e Ry f: A — R
una funcion.

1) Sdlo tiene sentido escribir lim f(x), cuando xy es un punto de acumulacion

T—T(
de A.

2) Sixg ¢ A, entonces cualesquiera que sea £ € R serd el limite de f(x), cuando
x tiende a xg.

En efecto, como xoy ¢ A" existe 6 > 0 tal que
V;CO = (330 —5,$0—5) — {l’o}) NA= @
Dado cualquier € > 0, elegimos este 0 y se tiene

D= (Vi) C (£ —e,0+2).

3) El punto xy no necesariamente debe pertenecer al conjunto A.

Proposicién 3.5.3 (Unicidad del limite). Una funcion no puede tener dos limites
distintos en un mismo punto.

Demostracion. Supongamos que ¢, y {5 sean dos limites de la funcién f en el punto
Xo.
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Fijamos arbitrariamente el nimero real ¢ > 0, entonces existen dos numeros
reales positivos d; y 0o tales que

0<|z—mx0 <d, x€ A, 1implica |f(z)—11]<e¢

0<|x—mx| <dp, x€ A, 1implica |f(z)—Ls] <e.
Tomando § = min{d;, d }, es claro que para los puntos tales que
O<|z—xo| <9, ze€A
se verifican las dos implicaciones simultaneamente y como por otra parte es
6 — o] < |6 — f(@)| + | f(2) — Lo

resulta
Ml — €2| < 2e.

Luego, para todo ntimero real positivo €, se tiene
Ml — £2| < 26,

de donde se deduce que |[¢; — 5| = 0, es decir, ¢, = (5. O

3.6. Limites infinitos y limites en el infinito

Definicién 3.6.1. Sean A un subconjunto no vacio de R, x¢ un punto de acumu-
lacion de A y f : A — R una funcion.

1) Se dice que f tiene limite +oo cuando z tiende hacia xy y se escribe

lim f(z) =400

T—T0

si se verifica la siguiente propiedad:

Para cada nimero real M > 0 existe un nimero real 6 > 0 (que depende de
M) tal que, para cada © € A con

0 < |z — x| <9,

se tiene
f(z) > M.
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2)

Se dice que [ tiene limite —oco cuando x tiende hacia z( y se escribe
lim f(x) = —o0
r—x0

si se verifica la siguiente propiedad:

Para cada nimero real N < 0 existe un nimero real § > 0 (que depende de
N) tal que, para cada x € A con

O<|I—l‘0|<(5,

se tiene
f(z) < N.

Definicién 3.6.2. Sean A un subconjunto de R no acotado superiormente, £ € R y
f:A— R una funcion.

1)

Se dice que [ tiene limite +00 cuando x tiende hacia 400 y se escribe

lim f(z) =400

T—-+00

si se verifica la siguiente propiedad:

Para cada nimero real M > 0 existe un nimero real K > 0 (que depende de
M) tal que, para cada x € A con

x> K,
se tiene
f(x) > M.
Se dice que [ tiene limite —oo cuando x tiende hacia +o0o y se escribe
lim = —00
Jim f(z)

st se verifica la siguiente propiedad:

Para cada nimero real N < 0 existe un nimero real K > 0 (que depende de
N) tal que, para cada x € A con

x> K,

se tiene
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Se dice que [ tiene limite ( cuando x tiende hacia +o0o y se escribe
1i =/
Jim f(z)

si se verifica la siguiente propiedad:

Para cada nimero real € > 0 eziste un nimero real K > 0 (que depende de €)
tal que, para cada x € A con
x> K,

se tiene

|f(z) —{] <e.

Definicién 3.6.3. Sean A un subconjunto de R no acotado inferiormente, £ € R y
f+A— R una funcion.

1)

Se dice que [ tiene limite +00 cuando x tiende hacia —oo y se escribe

lim f(z) =400

Tr——00

st se verifica la siguiente propiedad:

Para cada nimero real M > 0 existe un nimero real K < 0 (que depende de
M) tal que, para cada © € A con

r < K,
se tiene
f(z) > M.
Se dice que [ tiene limite —oo cuando x tiende hacia —oo y se escribe
lim f(zx) =—oc0
T——00

st se verifica la siguiente propiedad:

Para cada niumero real N < 0 existe un numero real K < 0 (que depende de
N) tal que, para cada x € A con

r< K,

se tiene
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3) Se dice que f tiene limite { cuando = tiende hacia —oo y se escribe

lfm f(z)=1¢

Tr——00

si se verifica la siguiente propiedad:

Para cada nimero real € > 0 eziste un nimero real K < 0 (que depende de €)
tal que, para cada x € A con

r< K,

se tiene

3.7.

|f(z) — 4] <e.

Caracterizacion del limite por sucesiones

Proposicién 3.7.1 (Limite a través de sucesiones). Sean A un subconjunto no
vacio de R, x¢ un punto de acumulacion de A, f : A — R una funcion y { € R.
Las siguientes propiedades son equivalentes:

1) lim f(x)="¢.

T—T0

2) Para cada sucesion (xp,)n>1 de puntos de A — {xo} tal que lim x, = xy se

verifica lim f(x,) =1{

Demostracion.

1) =2)

Supongamos que lim f(x) = ¢.
T—x0

Sea ¢ > 0, entonces existe dg > 0 tal que para cada x € A con 0 <
|z — xo| < g se cumple |f(z) — | < e.

Sea (,)n>1 una sucesién de puntos de A — {zy} tal que

lim z,, = .

n—oo

Por definicion del limite existe ng € N tal que para todo n > nq se verifica
|0 — 20| < do,
y como z,, # xg, se deduce que |f(z,) — {| < €. Esto significa

lim f(x,)="¢.

n—oo
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2) =1)| Vamos a probar que si 1) no se cumple, entonces 2) tampoco.

La proposicién 1) no se cumple significa que existe algin € > 0 tal que
para todo 0 > 0 hay al menos un x5 € A que cumple

0 < |xs — o] <9,
y sin embargo

| f(xs) — L] > &.

Para cada n € N, elijamos 6 = % Hay algin punto x,, € A que cumple
0< |.Tn—l’0| <5,
y sin embargo

|f (@) = £] = &

La sucesién (z,,),>1 asi obtenida tiene las siguientes propiedades:

e Estd contenida en A — {z¢}, porque z,, € A, pero

e lim z, = g, porque 0 < |z, — zo| < % (Basta aplicar la regla del

sandwich, véase Proposicién 2.4.5).

e La sucesion (f(xn)) no tiende a ¢, porque para todos los n € N,

|f(zn) = £] = €.

Por lo tanto, no se cumple 2).

]

Proposicién 3.7.2. Sean A un subconjunto no vacio de R, xg € A’ U {0}, f :
A — R una funcion y £ € RU{xoo}. Las siguientes propiedades son equivalentes:

1) lim f(x)=~¢.

T—T(
2) Para cada sucesion (x,)n,>1 de puntos de A — {zo} tal que lim z,, = xy se
n—oo

verifica lim f(x,) = ¢

Demostracion. Basta adaptar a cada caso la demostracion de la Proposiciéon 3.7.1.
O
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3.8. Calculo de limites

Proposicién 3.8.1 (Operaciones algebraicas con limites). Sean A C R, z €
R U {£o0} un punto de acumulacion de A, N € Ry f,g: A — R dos funciones.
Se tiene:
1) lm [f(z)+ g(z)] = lim f(z) + Um g(z), si estos dltimos limites existen y
Tr—xQ Tr—x0 Tr—x0
su suma estd definida en R U {Zo00}.
2) lim [Af(z)] = )\[ lim f(x)], si este ultimo limite existe y su producto por \
T—T0

r—x0

estd definido en R U {£o0}.

3) lim [f(z)g(z)] = [ lim f(a:)} [ lim g(x)}, si estos ultimos existen y su pro-
T—2T0 T—T0

r—x0
ducto estd definido en R U {fo00}.
lim f(x)
/ (z) z—1( . s . : :
4) lim v) = m, st estos ultimos limites existen y su cociente
r—1g 9 x—>xog

estd definido en R U {£o0}.

Demostracion. Basta aplicar la Proposicion 3.7.2 y el resultado andlogo para suce-
siones. O

Proposicién 3.8.2. §i A C R, xg punto de acumulacion de A y f: A — R una

funcion.
1) lim f(z) =¢ e R < lim |f(z) — ¢ =0.
2) lim f(z) =0 = lim |f(z)| = |{|.

El reciproco solo es cierto, en general, cuando { = 0.

Demostracion. Inmediata. OJ

3.9. Limites y desigualdades

Definicién 3.9.1 (Funcién acotada). Sea f una funcion definida en un conjunto
X a valores reales. Se dice que f es acotada en X si existen o, 3 € R tales que:

a< f(x)<p para cada z € X,
o equivalentemente, si existe M > 0 tal que:

|f(x)| <M para cada z € X.
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Proposicién 3.9.2. Sean A C R, xg € RU {Zo0} un punto de acumulacion de A
y f,g: A— R dos funciones. Supongamos que

1) La funcion f estd acotada.

2) lim g(xz) =0.

Entonces
lim [f(z)g(z)] = 0.

T—T0

Demostracion. Basta aplicar la Proposicion 3.7.2 y el resultado andlogo para suce-
siones. O

Proposicién 3.9.3. Sean ACR, g€ A, l1,lo e Ry f,g: A— R. Si

lim f(z) =4, < lim g(z) = (s,

T—xQ T—IQ

entonces eziste 6 > 0, tal que para todo x € A, con 0 < |z — xo| < I se tiene

flx) < g(z).
Demostracion. Sea & = %, es claro que € > 0. Tenemos

b+ 0y

9 282—8.

£1+€:

Para este ¢, existe 6 > 0 tal que para todo x € A, con 0 < |x — 2| < J se tiene
b—e<flr)<li+ey bb—e<g(x)<ly+e
de donde

b+ 4y
2

fz) < g(x).

]

Corolario 3.9.4. Si f(z) < g(x) para todo x € A — {xo} y lim f(z) = 4

lim g(x) = {y entonces

T—xo

by < U,
Observacién 3.9.5. En el corolario anterior, no se puede cambiar < por <.

Proposicién 3.9.6 (Regla del sandwich). Sean A C R, x5 € R un punto de
acumulacion de A y f,g,h : A — R funciones tales que:
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1) Existe r > 0 de modo que
g(x) < f(x) < h(x)
para todo x € ((zo — 1,9 + 1) — {z0}) N A.

2) Ezisten lim g(z) = lim h(z) =€ R .

T—x0 T—x0

Entonces
lim f(x) =¢.

T—T0

Demostracion. Dado ¢ > 0, existen 0, y &y tales que
€ ((wo—rzo+r)—{zm})NA=l—e <g(z),h(z) <l+e
Tomando § = min{d, dy, 7} > 0 se obtiene
z€ ((wo—b,z0+0) —{m}) NA=l—e <g(z) < f(z) < h(z) <l+e
0

Corolario 3.9.7. Si eziste r > 0 tal que 0 < |f(2)| < g(x) para todo x € ((zo —
r,@o+ 1) —{zo}) N A, y lim g(z) =0, entonces lim f(z) =0
T—x0

T—T0

3.10. Propiedades locales del limite

Proposicion 3.10.1. Sean A un subconjunto no vacio de R, xq un punto de acu-
mulacion de A y f: A — R una funcion. Supongamos que lim f(z) =/ € R.
T—x0

1) Existe § > 0 tal que f estd acotada en (o — d, 0 + 0).

2) Si € > 0 entonces existen § > 0 y ¢ > 0 tales que 0 < ¢ < f(x) para todo
x € (xo—é,xo—l—é) —{xo}) NA.

3) Si ¢ < 0 entonces existen 6 > 0 y ¢ > 0 tales que f(x) < —c < 0 para todo
WS ($0—5,$0+5) —{l'()}) NA.

4) Si ¢ # 0 entonces existe 6 > 0 tal que el signo de f es constante e igual al
signo de { en el conjunto (xg — 0,20 +8) — {zo}) N A.

Demostracion.
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Hay que probar que existen § > 0y M > 0 tales que
1f(z)| <M Yze(zg—0,x0+0)NA.
Por la definicién del limite existe 6 > 0 tal que
|f(z) =1l <1 Vae (zo— 0 z+08) —{zo}) NA
Por tanto, si z € (g — 0,20 — §) — {z0}) N A entonces
[f(@)] < [f(2) =€)+ €] <1+ e].

Tomando
M =méx {1+ (], 1+ |f(z0)|} >0,

Se obtiene por tanto la acotacién deseada.

De la definicion de limite aplicada a ¢ = é se deduce la existencia de § > 0 tal
que

14 l
El resultado se cumple por tanto tomando este 6 > 0y ¢ = % > 0.

Aplicando el apartado anterior a — f se demuestra que existen § > 0y ¢ > 0
tales que

0<c<—f(z) Vo€ (zg—0dz0+0)—{zo})NA
Por tanto

f@) < —c<0 Ve (zg—05z0+0)— {z}) NA

Andlogamente a los apartados 1) y 2).

3.11. Limite de la funcién compuesta

Proposicion 3.11.1. Sean A, B subconjuntos de R, xq un punto de acumulacion
de A, yo un punto de acumulacion de B, f: A — B yg: B — R. Supongamos
que

lim f(x) =y, lim g(y)=¢€R.
Y=o

T—T0

Siyo ¢ f(A), entonces

lim g[f(z)] = ¢

T—x0
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Demostracion. Dado € > 0. Como lim g(y) = ¢, existe § > 0 tal que, cuando
Y=o

y € (yo—0,50—08) —{w}) N B,

entonces
9(y) — €] <e.
Para el ¢ anterior dado, como lim f(x) = yo, existe u > 0 tal que, cuando
r—x0
YIS (xO _Mamo—i_:u’) - {'IO}) m147
entonces

|f(z) = yol <.
Por otra parte, como yo ¢ f(A)y f(A) C B, se tiene

F(@) € (yo— 6,90 +8) — {wo}) N B.

Finalmente, para
YRS (xO _MJxo—i_/’L) - {IO}) ﬂA7

se tiene

}g[f(q:)] —6‘ <e.

Observaciones 3.11.2.

1) La hipdtesis yo & f(A) es suficiente, pero no es necesaria para que se verifique
la tesis.

2) El resultado también es cierto, por ejemplo, si f es una funcion inyectiva o
que yo € B y g(yo) = ¢.

3) Sin anadir alguna condicion como estas, no puede garantizarse la validez del
resultado final.

Ejemplo 3.11.3. Sean f, g : R — R funciones definidas por:

fo)=0 vock, gt)={] 3 V70

Entonces g[f(x)] = ¢(0) =1 para todo z € R, y asi
lim g[f(2)] = 1.

En cambio,

lim f(z) =0 € f(R) ={0},  limg(y) =0.
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Ejemplo 3.11.4. Sean f,g: R — R funciones definidas por:

ro={0 % rge ww={1 3 7o

x si xeQ, si y=0.

Tenemos

lim /() =0 € f(R)=Q, limg(y) =0,

0 si xeQ-—A0},
(90f>(f’f):{1 si xeﬂu{{O}}:

no tiene limite en el punto xy = 0, ya que g o f no tiende cerca de 0 hacia ningin
nimero ¢ € R. En efecto, no es posible hacer

pero

1
(go Nw) — € <2
por mucho que se aproxima x a 0, porque en cualquier intervalo alrededor de 0 existen
nimeros € R con (go f)(z) = 0 y también nimeros = € R con (go f)(x) =1, de
modo que deberiamos tener al mismo tiempo

1 1
00—/ <= 1-7] < -.
\ | P Y ! \ z

3.12. Limites laterales

Definicién 3.12.1. Sean ACR, f: A— R, zg € Run punto de acumulacion de
Ayl eR.

1) Se dice que { es el limite por la derecha de f en el punto z, y se denota
por:
lim f(z) =4,

Z‘—’.Z’g

st para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que, para todo x € A con
To < T < x9+0,

se tiene que:

[f(x) =] <e.

2) Se dice que { es el limite por la izquierda de [ en el punto xy y se
denota por:
lim f(x)=1¢,

T—Ty



84

si para todo € > 0 existe § > 0 tal que, para todo x € A con
To— 0 < x < Ty,

se tiene que:

[f(z) =] <e.

Ejemplo 3.12.2. Aunque HI% vz =0, no existe

lim /z,

z—0~
ya que la funcién /- no estéd definida en (—o0,0).

Proposicién 3.12.3. Sean ACR, f: A— R yzq € R de modo que (xo— 6,0+
d) C A para algin 6 > 0. Sea ¢ € R. Entonces,

lim f(z) =( <= lim f(z)= lim f(z) ="

=0 xﬂzg =T

Demostracion.

Inmediata.
Si h’m+ f(z) = lim f(x) = ¢, entonces dado € > 0, existe 6 > 0 tal que para

T—T T—T(

r € AN (g, z0+ ) se tiene

|[f(z) =] <e,
y para cada x € AN (zg — I, z9) se tiene

[f(z) =] <e.
Luego si € AN ((wg — 6,19 + 0) — {xo}), entonces

@) €] <e.

O

Ejemplo 3.12.4. Tomemos la funcién f(z) = 2l Esta funcién estd definida para

T '

todo numero real x excepto para xy = 0. Observemos que en realidad se trata de la

funcién
-1 six <0
flz) = { 1 siz>0
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Por tanto, para cualquier nimero real ¢, ¢ # 0, tenemos

lim f(z) = f(c).

Tr—cC

En cambio, en el punto 0,

lim =—1+# lim =1.

z—0~ z—0t

Asi que la funcién f no tiene limite en el punto 0.

Definicién 3.12.5. Sean A C R, f: A — R una funcion, ry € R un punto de
acumulacion de A.

1)

Se dice que lim f(x) = 400 si para cada M > 0 existe § > 0 tal que para

x*){ﬂo
cada x € A con
To < x < xg+ 0,

se tiene
f(z) > M.

Se dice que Hm+ f(z) = —o0 si para cada N < 0 existe 6 > 0 tal que para

1‘—>1’0
cada x € A con
To < x < x9+ 0,

se tiene

f(z) < N.

Se dice que lim f(x) = 400 si para cada M > 0 existe § > 0 tal que para

I—>CE8
cada T € A con
To— 0 < x < Xy,

se tiene
f(x) > M.

Se dice que lim f(z) = —oo si para cada N < 0 existe § > 0 tal que para

xﬁma
cada x € A con
To— 0 < 1x < x,

se tiene

f(z) < N.

Proposicion 3.12.6. Sean A C R, f : A — R mondtona creciente, xo € R U
{£o0}.
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1) Sizo € [AN(—o0, xo)}/, entonces f tiene limite por la izquierda en xo (finito
o0 infinito) y es
lim f(z) =sup{f(z): v € AN (—o0,x0)},
I—’IO

(entendiendo que si el conjunto no estd acotado superiormente, su supremo es
+00).

2) Sizy € [AN (20, +oo)}/ entonces f tiene limite por la derecha en xy (finito o
infinito) y es
lm f(z)=if{f(z): z€ AN (z,+0)},
ZC*}ZBO

(entendiendo que si el conjunto no estd acotado inferiormente, su infimo es
—00).

Demostracion. Solo demostramos el apartado 1) y en el caso de que 25 € R y el
conjunto {f(z) : © € AN (—o0, )} esté acotado. Los demds casos son similares.
Sea ¢ = sup{f(x) : * € AN (—oo,z0)} vy sea € > 0. Entonces, { — ¢ no es
una cota superior del conjunto {f(z) : * € AN (—oo,x9)}. Asi que existe algin
re AN (—oo,x) tal que
0 —e < f(r).

Si ahora elegimos § = xg — r, todos los x € A tales que 0 < x¢p — x < § cumplen
r=xy—0<u,

luego
C—e< f(r)< f(zx)<l<l+e¢,

es decir

@) —f] <e.
L]

Proposicion 3.12.7. Sean A C R, f : A — R mondtona decreciente, xqg € R U
{£o0}.

1) Sizo € [AN(—o0, xo)]/, entonces f tiene limite por la izquierda en xy (finito
o infinito) y es

lim f(z) =if{f(z): € AN (—o0, o)},

T—T(

(entendiendo que si el conjunto no estd acotado inferiormente, su infimo es
—00).
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2) Sizy € [AN (20, +oo)}/ entonces f tiene limite por la derecha en xy (finito o
infinito) y es

h’m+ f(z) =sup {f(a;) s rx€eEAN (9507—1-00)},

CE—>$0

(entendiendo que si el conjunto no estd acotado superiormente, su supremo es
+00).

Demostracion. Anéalogo al anterior. m

3.13. Funciones equivalentes en un punto

Definiciéon 3.13.1. Sean A un subconjunto no vacio de R, xqg € R un punto de
acumulacion de A, y [, g dos funciones reales definidas en A.
Se dice que f es equivalente a g en el punto xy, y escribimos

[~ g
si existe 0 > 0 y una funcion h definida en
AN ((zo — 6,20 + 6) — {z0})
tal que:
1) wlir};lo h(z) =1,

2) f(z)=h(z)g(z) para cada x € AN ((zo— 6, x0+ 0) — {x0}).

Proposiciéon 3.13.2. Sean A un subconjunto no vacio de R, xy € R un punto de
acumulacion de A, y f, g, h, p, ¥ funciones definidas de A en R. Se verifica:

1) Sif ~u gy gru h, entonces [~y h.

2) Si f(x) #0 yg(z) #0 para cada x € A, y f ~,, g, entonces % ~o é.
3) Sig(x)#0 para cada v € A y lim % =1, entonces f ~,, g.
T—x0

4) Si [~y g Y @~y U, entonces @f ~q, V.

5) Si f ~u, g, entonces ambas funciones tienen el mismo comportamiento en
el punto xq, es decir, tienen limite o no en dicho punto simultineamente.
Ademds, si tienen limite, finito o infinito, dicho limite es el mismo.

Demostracion. Inmediata. OJ
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Observacion 3.13.3. No es cierto en general que si f ~g, g Y @ ~u ¥, entonces
fHomae g+

Ejemplo 3.13.4. Como lim Smmﬂ = 1 tenemos sin(x) ~g x y trivialmente —x ~jq

—x.
Si ahora sumamos obtenemos que

sin(x) —x ~o 0
y esto es falso porque existiria un entorno del origen donde la funcién
sin(x) — x
serfa nula.

Definicién 3.13.5. Sea A un subconjunto de R no estd acotada superiormente
(respectivamente inferiormente) y f , g, funciones definidas de A en R.

Se dice que [ y g son equivalentes en +oo (respectivamente —oo) si existe M > 0
y una funcion h tal que

f(z) = h(z)g(x) para todo x> M, (respectivamente x < —M)

tal que
lim h(x) =1 (respectivamente lim h(z)=1).

r—-+00 T——00

b 114 »
~Nioo g7 0 Yf o g7

144

Utilizindose en estos casos las expresiones

Ejemplos 3.13.6.

—_

sin(x) ~ ,

172

1 — cos(z) ~q 5

\V]

tg(l’) ~o T,
In(1+x) ~ z,

e’ —1 ~g x.

= W
— — L —

(@)

3.14. Condicién de Cauchy para funciones

Proposicion 3.14.1. Sean A C R, xg € R un punto de acumulacion de A y f :
A — R. Las siguientes propiedades son equivalentes:

1) lim f(x) existe

T—x0
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2) Condicion de Cauchy: para cada € > 0 existe 0 > 0 tal que para todo x € A
con 0 < |z —xg| < y0<|y—axo| <9, setiene |f(x) — f(y)] <e.

3) Para cada sucesion (x,)n,>1 de puntos de A — {zo} tal que lim z,, = zy se

verifica que la sucesion (f(a;n))

es de Cauchy.

n>1

Demostracion.

1) =2)

2) =3)

3) =1)

Sea lim f(z) = ¢ € R. Dado € > 0, entonces existe § > 0 tal que, para

T—XT0
z,y€ A con 0 < |z —x0| <dy0<|y—xo| <9, se tiene
€ €
@)=t <3 v Ifly) -t <3

Luego
[f(z) = fly)l <e

Es una comprobacion sencilla.

Sea (z,,)n>1 una sucesiéon de numeros en A — {zo} tal que

lim z,, = zo.

n—oo

Como la sucesién ( f (:L‘n)) es de Cauchy tendrd un limite ¢, posible-

n>1
mente distinto para cada sucesion (z;,),>1.

Segtn la caracterizacién del limite mediante sucesiones (Proposicién 3.7.1),
para completar la demostracion sera suficiente que probemos que

lim f(z,)

n—oo

es el mismo para todas las sucesiones (,),>1.

Sean, (Yn)n>1, (2n)n>1 sucesiones de puntos de A — {zo} tales que
lim y, = lim z, = xg,
n—oo n—oo

y sean
lim f(y,) =01, lm f(z,) =l
n—oo n—od
La sucesién (z,),>1 definida por
Ton—1 = Yn, Lon = Zn

es una sucesiéon de puntos de A — {xp} con

lim z,, = zo.

n—oo
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Luego (f ( ) ,>1 Serd una sucesion convergente. Si £ es su limite, como

(f(y ))n>1, ( f(2n)), -, son subsucesiones suyas, debe cumplirse

Uy =1y = 1.

3.15. Limites de restricciones

Definicién 3.15.1. Sean A un subconjunto de R y f : A — R una funcion. Sea
B C A. La funcion [ restringida a B, es la funcidn que denotamos por f|p, y
definida por:
fle: B —R
b — fls(d) = f(b).

Si g € R es un punto de acumulacion de B, y existe

lim f|g(x),

T—T0

entonces, este limite, se denomina limite de f(z) cuando x tiende a xy a través
de B, y se denota por:
lim f(x).

T—T0
reB

Andlogamente se definen los limites a través de subconjuntos B en +00 0 —00; en
este caso se requiere, por supuesto, que el conjunto B no esté acotada superiormente
o inferiormente, segun corresponda.

Proposicién 3.15.2. Sean f : A C R — R, g € R U {£oo} un punto de
acumulacion de A, ¢ € RU{Zoo}. Se cumple:

1) SiBC Ayuxzy€ B, entonces

lim f(z) =0(= lim f|p(z) =".
T—T0

r—x0
El reciproco, en general, no es cierto.

2) Si B es un conjunto abierto y xo € B, entonces

lim f(z) =( <= lim f|g(x) = (.
T—T0

T—T0o

Demostracion. Facil. O
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3.16. Funciones continuas

Definicién 3.16.1. Sean A un subconjunto no vacio de R, xo € Ay f: A— R
una funcion.

e Se dice que f es continua en el punto x, si se verifica la siguiente propiedad:

Para cada € > 0 existe un 0 > 0 (que depende de €) tal que, si:
r€A y |v—zo| <8 [equivalentemente, x € (xg— 0,20+ 8) N A],
entonces:

|f(z) = fzo)| <0  [equivalentemente, f(x) € (f(zo) — &, f(zo) +¢)].

e Se dice que f es continua en A si es continua en cada punto de A.

Proposicién 3.16.2. Sean A un subconjunto no vacio de R, xy € A un punto de
acumulacion de A y f: A — R una funcion. Son equivalentes:

1) f es continua en x.

2) Eziste lim f(x) y es precisamente f(xg), es decir:

T—X0

I f(z) = f (o).

T—xo

Demostracion. Inmediata. O

Observacion 3.16.3. Para que f sea continua en xg se tiene que cumplir las tres
condiciones siguientes:

1) Que f esté definida en xq, es decir xog € D(f).

2) Que exista lim f(zx) y que sea finito. Obsérvese que xo ha de ser punto de
T—xQ

acumulacion de D(f), pues en caso contrario no tendria sentido considerar el
correspondiente limite.

3) Que el limite anterior sea f(xo): lim f(z) = f(xg).

T—x0
St alguna de las condiciones anteriores falla entonces f es discontinua en xg.

Proposiciéon 3.16.4. Sean A un subconjunto no vacio de R, vy € A un punto
aislado de A y f : A — R una funcion. Entonces f es continua en x.
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Demostracion. Como xy es un punto aislado de A, existe 6 > 0 tal que
(xg — 0,20 + ) N A= {xo},
para € > 0 tomamos ese ¢, y se tiene
T € (xg—0d,x0+d0)NA= 1z = x,

luego
|f(x) = f(zo)| =0 <e.
O

Ejemplo 3.16.5. Toda funciéon f : N — R o f : Z — R es continua en cada
punto n € N o n € 7Z, respectivamente.

Ejemplo 3.16.6. La funcién de Dirichlet,
1 st 2e@Q
f@)_{ 0 si z¢Q
no es continua en ningun punto.

Proposicién 3.16.7. Sean A un subconjunto no vacio de R, zo e Ay f: A— R
una funcion. Son equivalentes:

1) f es continua en xy.
2) Para cada sucesion (T,),>1 de elementos de A, con lim x, = xy, se tiene
n—oo
lim f(x,) = f(xo).
n—oo
Demostracion. Andaloga a la de la Proposicion 3.7.2. O

Proposicion 3.16.8. Sean A un subconjunto no vacio de R, xg € A, a € R, y
fig: A — R funciones continuas en el punto xy. Se verifica que:

1) f+ g es continua en xy.

2) fg es continua en x.

3) af es continua en xy.
)

4) Si g(zo) # 0 entonces g es continua en .

Demostracion. Inmediata. OJ
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3.17. Continuidad de la funcién compuesta

Proposicion 3.17.1. Sean f : ACR — R yg: B C R — R funciones tales
que f(A) C B. Si f es continua en el punto xg € A y g es continua en el punto
f(zo) € B, entonces la funcion compuesta go [ es continua en xg.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como g es continua en el punto f(xg), entonces existe
~ > 0 tal que para todo y € B con |y — f(x)| < 7, se tiene

19(y) — g(f(w0))| <e.

Ahora, como f es continua en x, entones existe d > 0 tal que para todo = € A con
|z — xo| < 4, se tiene
[f (@) = flzo)| <.

Sea x € A con |z — xg| < ¢, entonces f(x) € By

[f (@) = f(zo)| <,
luego
9(f () — g(f(x0))| <e.
O

Corolario 3.17.2. Sean f: ACR — R, g: BCR — R funciones y xqg € A’.
Supongamos que lim f(x) =b € R, y que g es continua en b € B . Entonces, existe
T—xQ

lim g[f(:v)} :g[ lim f(x)}

T—T0 T—x0

Demostracién. Basta aplicar la Proposicién anterior a las funciones g y f : A U
{z¢} — B definida por

=y | flx) st ze A x# o,
f(a:)—{ b si x = xo. ’

]

Observacién 3.17.3. Si la funcion g no es continua en el valor del limite de f,
este corolario no es cierto en general.

Ejemplo 3.17.4. Sean f,g: R — R funciones definidas por:

st y#0,

fo=a veer, gw-{g 3 470

Entonces

lim g[f(z)] =1#0=g(0) = g[mlirgof(x)]-

r—T0
En este caso el problema estda en que, aunque g si tiene limite en 0, su valor no
coincide con el que toma g en 0.
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3.18. Continuidad en intervalos

Definicién 3.18.1. Una funcion f : A C R — R es continua por la derecha
en xo € A si

lim_f(x) = (o).

$*>x0

Andlogamente, diremos que f es continua por la izquierda en xy € A si

ltm f(z) = f(z0).

T—T)

Ejemplo 3.18.2. La funcién x — /7 es continua por la derecha pero no por la
izquierda en 0. ya que no existe
lim +/z.

z—0~

Ejemplo 3.18.3. La funcién x —— [z] es continua por la derecha, pero no por la
izquierda, en todos los puntos de Z.

Proposicién 3.18.4. Si f : AC R — R es continua en A y B C A, entonces la
funcion f|p es también continua en B.

Demostracion. Sea xg € B. Si xg es un punto aislado de A, la prueba es inmediata.
Por otra parte, si zy € A’, el resultado se deduce del correspondiente definicién del
limite.

]

Observaciéon 3.18.5. El reciproco no es cierto en general, es decir, puede ocurrir
perfectamente que f|p sea continua sin que ello implique que f es continua en B.

Ejemplo 3.18.6. Sea

x—>{1 sio x#0

0 st z=
con B = {0}, la funcién

fle: {0} —R
0 — flp(0)=f(0)=0

es continua en B = {0} ya que
I f1a(z) = lim £(0) = 0 = f1(0),
mientras la funcién f no es continua en B = {0} ya que

lim /(@) = 170 = /(0).
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Definicién 3.18.7. Una funcion f : A C R — R es continua en un intervalo
cerrado [a,b] C A, si f es continua en x para todo x € (a,b), es continua por la
derecha en a 1y es continua por la izquierda en b.

Equivalentemente, f es continua en [a,b] si flja), la restriccion de f al intervalo
[a,b], es continua en x para todo = € [a,b].

Ejemplo 3.18.8. La funcién parte entera es continua en los intervalos [0, 3] y [0, 1),
y 1o lo es en el intervalo [0, 1] (al no ser continua por la izquierda en 1).

Ejemplo 3.18.9. La funcion
f: R — R

=

no es continua en [—1, 1], ya que no es continua en 0.

si x#0

si =0

—8 =

3.19. Teoremas fundamentales

Proposicién 3.19.1 (Conservacion del signo). Si f: A C R — R es continua
en xg y f(xg) > 0, entonces existen § >0 y a > 0 tales que

f(x) >a>0, Vze(xrg—0dzo+d)NA.
Un resultado andlogo es vdlido si f(xg) < 0.
Demostracion. Inmediata por la Proposicion 3.10.1. O

Observacion 3.19.2. FEste resultado es vdlido también cuando f es continua por la
derecha 6 por la izquierda en zo y f(zo) # 0.

Por ejemplo, si f es continua por la derecha en xo y f(xg) > 0 entonces existen
0>0ya>0 tales que

fl) >a>0, VzeD(f)N][xo,zo+9).

3.19.1. Teorema de Bolzano

Teorema 3.19.3 (Bolzano). Sea f : [a,b] C R — R wuna funcién continua.
Supongamos que f(a)f(b) < 0. Entonces existe xg € (a,b) tal que f(zg) = 0.

Demostracion. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que f(a) <0y f(b) >
0. Definimos el conjunto A mediante

A={teab: f(t) <O}
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Como f(a) < 0, entonces a € A, luego A # (). Ademés, por construccién de A,
tenemos

Vte A, t<b.

Por el axioma del supremo, existe xqg = sup A. Probaremos a continuacién que

En primer lugar, es facil ver que zg € (a,b). En efecto, como f(a) < 0y f es
continua por la derecha en a, entonces por la proposicion de conservacién del signo,
existe > 0 tal que

f(z) <0, Vzé€la,a+)).

Puesto que a + g € [a,a+ ), entonces f(a + g) < 0, es decir, a + g € A, por tanto
)
xozsupAZa+§>a.

Andlogamente, al ser f continua por la izquierda en by f(b) > 0, f es positiva un
intervalo de la forma (b — 4,b] con § > 0. Como b — 2 € (b — 4, b], entonces

)
fo-3) >0
es decir,
b— 0 ¢ A
5 .
Por tanto

)
xozsupAgb—§<b.

Probemos ahora que f(zy) = 0, eliminando las posibilidades f(z¢) < 0y f(x¢) >
0.
Supongamos que f(zg) < 0. Segun la Proposicién 3.19.1, existe un 6 > 0 tal que

F(t) <0, Yte (zo— 08,10+ 0).

Entonces los puntos del intervalo (zg, zg + §) estardn todos en A, y por tanto zy no
sera una cota superior de A.
Supongamos, que f(z9) > 0. Entonces por la Proposicién 3.19.1 existe § > 0 tal
que
f(t) >0, Vte (xg—4dz0+9).

Por otra parte tenemos,
Vte A, t<uxy—0.
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En efecto: supongamos que existe ty € A tal que tg > x¢ — J, entonces como xg =
sup A se tiene que
Ty — 0 < ty < xg

esto implica que
f(to) <0y f(to) >0,

lo cual es imposible. Por tanto
Vte A, t<uxg—0.
Esto significa que z¢g — 0 es una cota superior de A. Pero
To—0<x9 y xo=supA.

De este modo la suposicion f(z) > 0 lleva también a una contradiccién. La tnica
posibilidad es por tanto que f(z() = 0. ]

Observacion 3.19.4. El resultado es falso en general si f deja de ser continua
incluso en un solo punto de |a, b].

Ejemplo 3.19.5. La funcién escaléon

f: [-1,1] — R

. . 1 si >0
-1 s1 z<0

continua en [—1,1] — {0}.

3.19.2. Teorema de los valores intermedios

Teorema 3.19.6 (Teorema de los valores intermedios o de Darboux). Si
f :]a,b) € R — R una funcion continua y f(a) < a < f(b), entonces eziste
zo € (a,b) tal que

f(zo) = av.

Un resultado andlogo es vdlido si f(b) < a < f(a).

Demostracion. 1) Dividimos [a, b] en dos intervalos cuyo extremo comun es el punto

medio ‘%b

Si f(%%) = a, ya se ha encontrado el zy =

5 buscado.
Si no, para alguno de los dos intervalos, que designamos [ay, b;], sucede que « es
intermedio entre f(ay)y f(by).
Continuando el proceso se obtienen dos sucesiones monétonas (a,)n>1y (bp)n>1

convergentes ambas a un nimero z, € [a, b|.

a+b
2
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Como f es continua en z;, entonces las dos sucesiones (f(an))n>1 y (f(bn))n>1
convergen a f(xg). - -

Por otra parte, al ser « intermedio entre f(a,)y f(b,) para cada n € N, se tiene
que f(xg) = a con lo que, ademés, xy # a, b. H

Demostracion. 2) Basta aplicar el Teorema de Bolzano a g = f —a, que sigue siendo
continua en [a, b] y cumple g(a) = f(a)—a < 0, g(b) = f(b) —a > 0. Existe entonces
zo € (a,b) tal que g(zg) = f(xo) — a = 0. Para probar la segunda afirmacién, basta
aplicar lo anterior a la funcién —f. O

3.19.3. Teorema de acotacion

Teorema 3.19.7. Si f : [a,b] C R — R es continua, entonces f estd acotada en
la, b].

Demostracion. Supongamos que f no estd acotada, entonces para cada n € N existe
un punto z, € [a,b] tal que |f(x,)| > n. En particular,
lim |f(x,)] = +oc.

n—oo

Como la sucesién (x,),>1 estd acotada, asi que, por el Teorema 2.6.1 de Bolzano-
Weierstrass, hay alguna subsucesién (x,, )r>1 suya que converge, es decir, existe
zo € [a,b] tal que

lim z,, = xo.

k—o0
Por otra parte tenemos
lim |f(x,, )| = +o0,
k—o0

por ser una subsucesién de (|f(z,)]), _,. Entonces, la funcién f no es continua en
xg, ya que si lo fuera deberia ser a

i [ f(zn, )| = |f (o).

k—o0
Pero esto contradice el hecho de que f es continua en [a, b]. O

Observacion 3.19.8. Si hay un solo punto de [a,b] en que f sea discontinua, en-
tones el resultado anterior es falso.

Ejemplo 3.19.9. La funcién
f:[-1,1] — R
1 .
- . { : S x #0
0 si z=

continua en [—1,1] — {0}.
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Observacion 3.19.10. Es fundamental que el intervalo en que f es continua sea
compacto, es decir cerrado y acotado a la vez. Por ejemplo, la funcion anterior es
continua pero no estd acotada en el intervalo acotado (0,1).

3.19.4. Teoremas de Weierstrass

Proposicion 3.19.11. Sea f : K C R — R continua. Supongamos que K es
compacto, entonces f(K) es compacto.

Demostracion. Sea (y,)n>1 una sucesién en f(K), es decir, para cada n > 1, y, €
f(K), luego existen x,, € K tales que y, = f(x,). Como K es compacto, la sucesién
(n)n>1 de elementos de K, posee una subsucesion (z,, )x>1 convergente, luego y,, =
f(zy,) forma una subsucesion de (yy,)n>1. O

Teorema 3.19.12 (Weierstrass). Sea [ una funcidn continua en un intervalo
cerrado y acotado [a,b], entonces existen x1, o € [a,b] tales que

Jnin fy) = f(11) < f(2) < flra) = méx f(y)

para todo x en |a,b.

Demostracion. Sea f : [a,b] — R continua. Por el Teorema 3.19.7 sabemos que
estd acotada. Por tanto el conjunto

A={f(z):z € a,b]}
tiene supremo e infimo en R. Sean
a=supAeR, [=infAeR

Se trata de probar que ese supremo y ese infimo se alcanzan, es decir, que existen
ciertos xq, x1 € [a, b] tales que

@) =, f(z2) = 0.

Para cada n € N, el nimero [ — % no es una cota superior de f , de modo que
podemos elegir algin x,, € [a, b] tal que

B < flen) <8

En particular,

lim f(z,) = 6.

n—oo
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Como la sucesién (z,),>1 estd acotada, tendrd alguna subsucesion (z,, )g>1 conver-
gente hacia x; € [a, b], es decir,

lim z,, = ;.
k—oo

Como la funcién f es continua en todos los puntos de [a,b] y < f (xnk)> es una
k>1

subsucesién de (f (mn))n>1, entonces
flz1) = lim f(x,,) = 0.
k—o0
De manera andloga se demuestra que existe algin punto xs € [a, b] tal que

flz2) = a.
]

Observacion 3.19.13. El teorema anterior puede fallar si f es discontinua en
algin punto de [a,b] o si f es continua en un intervalo no compacto. Por ejemplo,
la funcion © +— % es continua y acotada en el intervalo cerrado [1,4+00). Sin

embargo, f no alcanza su minimo en dicho intervalo.

3.20. Funciones mondétonas y continuidad

Proposicién 3.20.1. Sea I C R un intervalo, f : I — R continua. Entonces f(I)
es un intervalo.

Demostracion. Sean

a=iuf f(x), §=supf(x)

zel zel

(o puede ser —oo si f no estd acotada inferiormente y 3 puede ser +oo si f no
estd acotada superiormente).
Sea y € R tal que a < y < 3. Lo que debemos probar es que existe x € [ tal que

flz)=y.

En efecto, por las definiciones de supremo e infimo si la funcion esté acotada o por
la definicién de conjunto no acotado si uno de los extremos es —oo 0 +00 0 ambos
casos, existen a,b € I, tales que

fla) <y < f(b),

y por el Teorema de los valores intermedios existe x entre a y b, tal que

f(z) =y.
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Proposicién 3.20.2. Si f : R — R es una funcion estrictamente mondtona en
un intervalo I, entonces f es continua en I si y sélo si f(I) es un intervalo.

Demostracion. Por el teorema anterior, basta probar que si f es (por ejemplo) es-
trictamente creciente y f(I) es un intervalo, entonces f es continua en I (en el otro
caso, se sigue de forma andloga). Sea o € I, entonces

lim f(z) =sup{f(z): v €I,z <xzo} < f(zo)

T—T)

h’m+ fl@y=hf{f(z): v €I, x>z0} > f(xo)

T—T(q

(esto, en caso de que xg no sea uno de los extremos del intervalo; si lo es, la de-
mostracion se reduce a tomar el unico limite lateral que tenga sentido).
Se trata de probar que las dos desigualdades son igualdades. Supongamos que,
por ejemplo,
sup {f(z): z €I, <z} < f(xo),

(para la otra desigualdad se procede de manera similar). Elijamos cualquier A tal
que
sup {f(z): z €I, v <z} <A< f(xo).

Entonces,
flz) <A, Vzel, z<ux.

Por otra parte, si € I, pero x > x(, resulta que
A < f(wo) < f(x).

Asi que
f(z) # X, paratodo x € I.

Luego
A& f(I).
Sin embargo, tomando cualquier x € I tal que z < xg, se tiene
f(fI?) <AL f(.fC()), donde f<x>7 f(x(]) Ef([)

Por lo tanto, f(I) no es un intervalo, lo que contradice las hipdtesis. O

Proposicién 3.20.3. Si f : I C R — R es continua en I, entonces f es inyectiva
en I sty solo si f es estrictamente mondtona en 1.
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Demostracion. Basta probar que si f es continua e inyectiva en el intervalo I en-
tonces f es estrictamente monétona en .

Supongamos que no lo fuera; entonces (al ser f inyectiva) existirian tres puntos
To < Yo < 2o en el intervalo I tales que

f(wo) < f(yo) v [flwo) > f(20),

f(xo) > flwo) v [fyo) < f(20)-

Veamos, por ejemplo, que no se puede dar la primera de estas dos posibilidades
(la segunda se trata exactamente igual, 6 simplemente se aplica lo que veremos a
continuacién a la funcién —f).

En efecto, [zo,y0] C I e [y0,20] C I al ser I un intervalo, y al ser f continua en
I también lo serd en [z, o] y en [yo, 2o

Si f(z0) > f(wo), entonces f(20) € (f(20), f(yo)). Aplicando el teorema de los
valores intermedios a f en el intervalo [zg, yo|, deducimos que existe ty € (xg,yo) tal
que

f(to) = f(20)

Pero esto contradice claramente la inyectividad de f en I, ya que
to < yo < zp implica que ty # 2.

Andlogamente, si f(20) < f(z) entonces f(zo) € (f(20), f(y0)). El teorema de
los valores intermedios aplicado a f en el intervalo [yo, 2o] proporciona la existencia
de s € (yo, 20) tal que

f(s0) = f(wo).

Esto es, de nuevo, contradictorio, ya que
To < Yo < So 1implica que xg # So.
m

Teorema 3.20.4 (Continuidad de la funcién inversa). Sea I un intervalo de
R. Si f: I — f(I) es inyectiva y continua en I, entonces =% : f(I) — I es
continua en f(I).

Demostracion. Por la Proposicién 3.20.1, se tiene que, f(I) es un intervalo. Por
la proposicién anterior, f es estrictamente mondétona. Como f inyectiva entonces
f I — f(I) es biyectiva, y por tanto existe

F R — 1.

Por tanto, f~! es una funcién estrictamente monétona en el intervalo f(I), y

) =1

es un intervalo. Por la Proposicién 3.20.3, f~! es continua en f(I). O
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3.21. Clasificacion de discontinuidades

Definicién 3.21.1. Sea f: ACR — R, zg € A'.

1) Se dice que f tiene en zy € A una discontinuidad evitable si existe lim f(x) €

T—T0

R pero o bien el limite no coincide con f(xq), o bien xo ¢ A.
2) Se dice que f tiene en ry € A una discontinuidad de salto si ezisten
lim f(x) eRy lim, f(z) € R pero son distintos.

T—T) T—T)

3) Se dice que f tiene una discontinuidad en ro € A de primera especie si
tiene una discontinuidad evitable o de salto en xy € A.

4) Se dice que f tiene una discontinuidad en ro € A de sequnda especia si
tiene una discontinuidad y no es de primera especie.

Observaciéon 3.21.2. En el caso de la discontinuidad evitable, se puede prolongar

f por continuidad a otra funcion g continua en el punto xo, definida de la forma
stguiente:

f(zx) si reA—{x}

t—xo

Ejemplos 3.21.3.

1) La funcién

una discontinuidad evitable en z = 0.
2) La funcién f(x) = [z] tiene discontinuidades de salto en todo Z.

3) La funcién

sin (1) si x#0
f(x):{o ) siox=0

tiene una discontinuidad de segunda especie en z = 0.
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4) La funcién

tiene discontinuidades de segunda especie en todos los puntos.

Proposicién 3.21.4. Sea f : (a,b) — R una funcidon mondtona. Si xy € (a,b),
entonces o bien f es continua en xo o bien f tiene en xy una discontinuidad de
salto.

Demostracion. Supongamos que f es creciente, la demostraciéon en el caso decre-
ciente es similar.

Supongamos que f no es continua en xy € (a,b). Por la Proposicién 3.12.6 se
tiene que

lim f(x) = sup {f a,xo)} € R,
14)10
Yy
hm flx mf{f (o, b }GR
I*’.’EO

Como f no es continua en z( entonces

lim f(x) # lim_f(z).

(L'—>ZL'0 (L'—>ZL'0
Por tanto f tiene en xg una discontinuidad de salto. O]

Teorema 3.21.5. Sea f : (a,b) — R una funcion mondtona. Entonces f es con-
tinua excepto en una cantidad numerable de puntos.

Demostracion. Supongamos que f es creciente, la demostracion en el caso decre-
ciente es similar.

Por la proposicion anterior sabemos que las discontinuidades de f sélo pueden
ser del primer tipo.

Sea D el conjunto de discontinuidades de f:

D={re(@b): lim f(t) < lim f(1)}.

t—x— t—xt

Para z € D sea I, = < lim f(¢), lim f(t)) y por la densidad de Q en R tomamos
t—x

t—x—

¢ € I, N Q. El conjunto
{¢. : x € D}

es un subconjunto de Q y por lo tanto es numerable. O]
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3.22. Continuidad uniforme

Definicién 3.22.1. Sean A un subconjunto no vacio de R y f una funcion real
definida en A. Se dice que f es uniformemente continua en A si

Ve >0,39 >0 (que sélo depende de €) tal que:
si z,y € A con |z —y| <3 entonces |f(z)— f(y)|<e.

Ejemplo 3.22.2. La funcién

1 1
Tr = — =
P A
para un entero grande n, entonces
2
|$ - y| < -,
n
pero
[f(x) = f(y)] = 1.

Ejemplo 3.22.3. La funcion

fooll4o0) —

€T —

HI)—!%

es uniformemente continua. En efecto, tenemos
ly — =

- =T <z —yl

@) = f)] = L= < o=

Si
lr —y| <e=4,

entonces

[f(x) = f(y)] <e.
Ejemplo 3.22.4. La funcién

f: R — R

r — x?
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no es uniformemente continua. En efecto:

Supongamos que f es uniformemente continua en todo R. Dado ¢ > 0, existe
d > 0tal que, |h| <0, (h=y—2x)

(x4 h)? — 2?| = |2zh + h?| < ¢,

cualquiera que sea x € R.
Considerando un xg > 0 y h > 0 tendremos:

|2£L’0h + h2| > 2ZL‘Qh

Sl lO“la“lOS
= y 0

resulta
|(xo + h)* — 23| > 2z0h > ¢

con lo que llegamos a una contradiccion.

Observacion 3.22.5. La diferencia entre continuidad y continuidad uniforme con-
siste en que en la primera, dado un € > 0 y un punto xy, se exige la existencia del
d = 0(xg,€) correspondiente, que dependerd del e elegido y del punto xy de que se
trate; mientras que la continuidad uniforme exige que dado un € > 0 encontremos
el 0 = §(e) correspondiente, que dependerd solamente de €, vdlido para todos los
puntos del conjunto A.

Proposicién 3.22.6. Sean A un subconjunto no vacio de R y f : A — R una
funcion real definida en A. Si f es uniformemente continua en A, entonces f es
continua en A.

Demostracion. Inmediata. O
Observacion 3.22.7. El reciproco de la proposicion anterior no es cierto.

Nota 3.22.8. Por comodidad, diremos a veces que una funcion es uniformemente
continua en un subconjunto de su dominio en lugar de decir que la restriccion de
la funcion a dicho subconjunto es uniformemente continua. Asi, en los ejemplos
anteriores, la funcion

f: R—{0} — R

i —

8] =

es uniformemente continua en [1,4+00), pero no es uniformemente continua en (0, 1].
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Observacion 3.22.9. Si f : R — R es uniformemente continua en A C R,
entonces fla : A — R es continua (lo cual, ndtese bien, no quiere decir que
f:R — R sea continua en A, como ya sabemos, Observacion 3.18.5).

Proposicién 3.22.10. Sean A un subconjunto no vacio de R y f : A — R una
funcion real definida en A. Son equivalentes:

1) f es uniformemente en A

2) Para cada par de sucesiones (Tn)n>1, (Yn)n>1 C A con

lim |2, —y,| =0

n—oo

se tiene que

lm |f(zn) = f(yn)| = 0.

n—oo

Demostracion.

1) =2)

2)=1)

Como f es uniformemente continua en A, dado € > 0, existe § > 0 tal
que para z,y € A, con |x —y| < J se tiene

|f(z) = f(y)] <e.
Sean (z)n>1, (Yn)n>1 C A tales que

lim |z, — y,| = 0.

n—oo

Para este 6 > 0, existe ng € N tal que para n > ng se tiene
|xn - yn| < 5a

luego
f (@) = flyn)| <e,

es decir,

i |f(zn) = fyn)] = 0.

n—oo

Supongamos que f no es uniformemente continua en A, entonces existe

g9 > 0 tal que para todo § = % (n natural) existen z,, y, puntos en A
tales que

1
|xn - ynl < " pero |f(In) - f(yn>| > €.
Entonces

lim |xn - yn| = O,

n—oo

Esto contradice la afirmacién 2).

pero
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]

Nota 3.22.11. El resultado anterior resulta especialmente indicado en la prdctica
para ver que una determinada funcion no es uniformemente continua: basta encon-
trar dos sucesiones tales que la distancia entre sus términos tiende a cero pero la
distancia entre los términos de sus sucesiones imdagenes no tiende a cero.

Teorema 3.22.12 (Heine). Sea K un subconjunto compacto de R. Si f es una
funcion continua en K, entonces [ es uniformemente continua en K.

Demostracion. Sea f: K — R, supongamos que no es uniformemente continua en
K y probemos que entonces hay algtiin punto de K donde f no es continua.

Como f no es uniformemente continua, existe algtiin €y > 0 tal que para cualquier
d > 0 hay al menos un par de puntos z,y € K (que dependeran de ¢) para los cuales

|z —y| <94, pero |[f(x)— f(y)| = €0

Entonces, para cada n € N tenemos un par de puntos z,, ¥y, € K tales que

1
’xn - yn| < ﬁa pero ‘f(xn) - f(yn)| 2 €o-

En particular
lim |z, —y,| = 0.

n—oo
Dado que la sucesion (y,),>1 esta acotada, por el Teorema 2.6.1 de Bolzano-Weierstrass
hay alguna subsucesién suya convergente:

lim y,, =2 € K.
k—o0

Por otra parte, y dado que
lim |$n - yn| = 07

n—oo
también
klilgo |xnk - ynk| = 0.
Por lo tanto
b = | Jin =g} i = 20
Por dltimo, la funcién f no puede ser continua en el punto xy, ya que entonces se
tendria

Y [ f () = fyn)] = [f(@0) = f(z0)] =0,

y, sin embargo,
|f<xnk) - f(ynk)| 2 €0,
para todos los k € N. O
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Observacion 3.22.13. Aunque el dominio A de la funcion f continua no sea un
compacto, el Teorema 3.22.12 puede sequir siendo aplicable, ya que tal vez [ pueda
extenderse con continuidad a una funcion f definida sobre un compacto K que con-
tenga a A, con lo que [ serd uniformemente continua en K y por tanto fla = f
también serd uniformemente continua en A.

Proposicién 3.22.14. Si f es uniformemente continua en un conjunto A y (T, )n>1
es una sucesion de Cauchy contenida en A, entonces (f(xn))n>1 es una sucesion de
Cauchy. -

Demostracion. Sea e > 0. Como f es uniformemente continua, entonces existe algin
d > 0 tal que para cualesquiera z,y € A con |x — y| < J, se tiene

[f(z) = fly)] <e.

Ahora, como la sucesién (z,),>1 es de Cauchy, existe algin ng € N tal que para
cualesquiera n,m > ng se tiene |z, — x,,| < §. Y ademas, z,,z,, € A. Entonces,
para cualesquiera n, m > ng se tiene

‘f(a:n) - f(xm>| <e.
Por lo tanto, la sucesién ( f (xn))n>1 es de Cauchy. O

Observacion 3.22.15. FEl resultado anterior no es cierto, en general, si f no es
uniformemente continua, como prueba el ejemplo siguiente: la funcion

f: (0,1) — R

r — 2
x

no es uniformemente continua y la sucesion x,, = % es de Cauchy.

Nota 3.22.16. Una propiedad importante de las funciones uniformemente continuas
es que siempre poseen extensiones unicas a la adherencia de sus dominios.

Proposicién 3.22.17. Una funcion f : (a,b) — R es uniformemente continua si
y solo si posee una extension continua en [a,b).

Demostracion. Si f tiene una extensién continua g : [a,b] — R, entonces g es
uniformemente continua, segin el Teorema 3.22.12 de Heine. Cualquier restricciéon
de una funciéon uniformemente continua también es uniformemente continua, y en
particular, f.

Ahora supongamos que f es uniformemente continua en (a, b); se trata de probar
que existen los dos limites

lim f(x), lim f(x)

z—a™t T—b~
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y que son numeros reales, ya que entonces la siguiente funciéon sera una extension
continua de f al intervalo [a, b]:

f(l’) si x € (CL, b)
g(x) = xligl+ f(l’) si r=ua
h/rll){ f<x> si x =

Solo vamos a probar que existe lim f(x) y que es un nimero real; el otro limite se
z—a™t

prueba de manera andaloga.
Elijamos una sucesion (x,),>; contenida en el intervalo (a,b) y tal que

lim z, = a.

n—oo
Como es convergente, la sucesiéon es de Cauchy; y como la funcién f es uniforme-
mente continua, la sucesién ( f (xn))n>1 es también de Cauchy y, por lo tanto, con-
vergente. Sea B

lim f(z,) =¢eR.
Ahora sea (y,),>1 una sucesién cualquiera contenida en el intervalo (a,b) y tal que

lim y, = a.

n—o0

Definamos la nueva sucesién

Zon = Yn, Zoan—1 = Tn

Por la misma razon que antes, la sucesién ( f (zn)) es convergente. Como ( f (yn))

n>1
y ( f (:cn))n21 son dos subsucesiones suyas, deducimos que

n>1

lim f(z,) = lm f(y,) = lm f(z,) = ¢

Segun la proposicion 3.7.2,
lim, f(x)=CeR

r—a



Capitulo 4

Derivabilidad

4.1. La derivada

Definicién 4.1.1. La derivada de una funcion f en el punto a € D(f), que
denotaremos f'(a), es:

) — 1 L) =@ S o) = fa)

r—a T —Q h—0 h

siempre que el limite anterior exista. En este caso, decimos que f es derivable en
a.

e La expresion f'(a) se lee “f prima de a”. También se emplean las notaciones:

d df
@) o S

que se leen “derivada de f respecto de x en a”.

e Decimos que f es derivable si f es derivable en a para todo a del dominio de
f.
Proposicion 4.1.2. Si [ es derivable en el punto a, entonces f es continua en a.

Demostracion. Si f es derivable en a podemos escribir:
lim (f(z) = f(a)) = lim M(w —a)=f"(a)-0=0
r—a r—a T — Qa
es decir, f es continua en a. O
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Observacion 4.1.3. Hay funciones continuas que no son derivables, por ejemplo,
la funcion f(x) = |x| es continua en 0 pero no derivable (véase Ejemplo 4.2.7).

Proposicion 4.1.4. La recta tangente a la grdfica de f en el punto (a, f(a)) tiene
POT eCUACIOn

y— fla) = f'(a)(z —a)

Ejemplo 4.1.5. Encontrar la recta tangente a la grafica de f(x) = x
punto de abscisa % sabiendo que f’ (%) =1,

3
Como f(%) = (2)3 — 2= —;—g, el punto correspondiente a x =

3 3
GG)=G%)
3'"\3//) \3" 27
Por tanto, la recta tangente sera:

_(_1o>_1(x_2><:> L1 o2 116
Y 27) = 3 3 YTor 73" Y=3" 7957

53—z, en el

es:

wirno

El cociente tg(a) = 2222 recibe el nombre de pendiente de la recta tangente.

4.2. Significado de la derivada

Proposicion 4.2.1. La derivada es la pendiente de la recta tangente.

Dada una funcién f, busquemos la tangente a su grdfica en un punto

(a. f(a)).
Las rectas que pasan por el punto (a, f (a)) tienen la forma:
y— f(a) =m(x —a), (m esla pendiente de la recta).

Segun varia m, vamos recorriendo todas las rectas del plano que pasan por
(a, f(a)) (excepto la vertical).

Asi pues, la pregunta “jcudl es la recta tangente?” significa simplemente “;qué pen-
diente m debemos tomar?”.

Una idea para encontrar esta pendiente, que no conocemos, es partir de pendi-
entes que si conocemos.

Para ello, tomamos puntos x proximos a a, que expresamos de la forma a + h, y
consideremos las rectas que pasan por (a, f(a)) y por (a + h, fa+ h))
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Estas rectas tienen pendiente:

fla+h)—f(a)
h

Haciendo h mas y maés pequeno, nuestras rectas se aproximan mas y mas a la
tangente, es decir, sus pendientes se acercan méas y mas a la pendiente buscada.
En una palabra, la pendiente buscada sera:

flath) = f@) _
=1 )

Ejemplo 4.2.2. Sea f(z) = mz + b. Calcular f'(x).
Tomemos un punto x cualquiera, se trata de calcular

flz+h) - [f(z)

lim

h—0

i h
Tenemos:
i flx+h)— f(x)  lm m(x 4+ h)+b— (mx+0b)
h—0 h h—0 h
=lim — =limm=m

h—0 h h—0
Asi, obtenemos f'(x) = m para todo x.

Ejemplo 4.2.3. Sea g(x) = 2. Calcular g’(z). Tomemos un punto x cualquiera, se
trata de calcular
gz +h) —g(z)

lim
h—0
Tenemos:
_ 2 .2
9@ —g(e) (b=
h—0 h h—0 h
h? + 2xh
— Jim = lim(h + 2z) = 2z
h—0 h h—0

Asi, obtenemos ¢'(z) = 2x para todo z.

Definicién 4.2.4. Dada una funcion f definida en un intervalo I y un punto a € I,
definimos la deriwada lateral por la derecha de f en a como el limite finito

@) =t LB @) St h) — f(a)

z—a™t Tr—a h—0t+ h

Andlogamente se define la derivada lateral por la izquierda de f en a, f'(a).
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Nota 4.2.5. Si a es uno de los extremos de I solo tiene sentido una de las dos
derivadas laterales.

Observacion 4.2.6. La derivabilidad de f en a equivale a que las dos derivadas
laterales de f en a existan y sean iguales.

Ejemplo 4.2.7. Sea la funcién f(z) = |z|. Estudia en qué puntos es derivable y
calcular la derivada cuando exista.
Observamos que dado x > 0, si h es suficientemente pequeno tenemos x + h > 0.
Por tanto, si x > 0:
lz+h|—|z] r+h—x

. fle+h)—f(z) . _
hli>1(1)1+ h - hlir(r)lJr h a hlg(r)l+ h =1

Anélogamente, si x < 0, también tenemos x + h < 0 para valores pequenos de
h, por lo que:

e @) kbl k) - (ca)
h—0~ h h—0~ h h—0~ h
Luego
1 sixz >0
fix) =
-1 siz <0
Sin embargo, para x = 0, tenemos:
 fO+R)—fO) o b h
/ o o r R
£ = A, h = = g =
S0+ h)— f(0) Al .. —h
/ _ — Ll [
0= lim h B
Asf, los limites laterales f7 (0) y f’(0) son distintos y deducimos que no existe
lfy @01
h—0

Por tanto |z| no es derivable en 0.

Nota 4.2.8. Las funciones derivables son aquellas cuyas grdficas son curvas “suaves”,
es decir, curvas que no tienen “picos” o “esquinas”

4.3. Técnicas para el calculo de derivadas

Con la definicién de la derivada y las propiedades de los limites, se obtienen unas
reglas que convierten el proceso de calcular derivadas en algo sencillo y mecanico.
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4.3.1. Reglas basicas de derivaciéon

Sean f y g dos funciones definidas en un intervalo I y derivables, y a € R.
Entonces:

1)

La funcién f + g es derivable, y se tiene que la derivada de la suma es la suma
de las derivadas, es decir,

(f(x)+g(x)) = f'(x) + ¢ (z) Yael

La funcién af es derivable, y se tiene que La derivada del producto de una
constante por una funcién es la constante por la derivada de la funcion, es
decir,

(af(x))/:ozf/(x) Vaoel

La funcién f — g es derivable, y se tiene que La derivada de la diferencia es la
diferencia de las derivadas, es decir,

(f(x) —g(x)) = f'(x) —d(x) YVael

La funcién fg es derivable, y se tiene que la derivada del producto de dos
funciones es la derivada de la primera por la segunda mas la primera por la
derivada de la segunda, es decir,

(f(x)g(x)) = f'(x)g(x) + f(2)g'(x) Vel

Si g(x) # 0 para todo x € I entonces la funcién % es derivable, y la derivada

del cociente viene dada de la siguiente forma:

(f(x))' _ f'(@)g(@) — f(2)g'(z)
g9(z) '

Observacién 4.3.1.

1) %a =(a)' =0, donde a € R (funcion constante f(x) = )
d
) Looy=1 (w=u)

Ejemplo 4.3.2. Calcular la derivada de f(z) =3z + 7.
Utilizando las propiedades 1 y 2, obtenemos:

flla)=0Bz+7"=@Bz)+ (7)) =3(z)+0=3-1=3.
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Ejemplo 4.3.3. Calcular la derivada de 2? y de x®.
Utilicemos que 22 es el producto de x por si mismo. Asi podemos aplicar la
propiedad 3:

(@) =(z-2) = @) -v+a-(2) =1-z+z-1=2
Utilizando esto, y de nuevo la propiedad 3:

(x?’)’ — (;pQ cx) = (xZ)’ . x—i—xQ.(x)’ =2r-x+2%-1=23a22

Con la idea del Ejemplo 4.3.3 podemos calcular también la derivada de %, 25,

... En general, tenemos (basta utilizar induccion):

Proposicién 4.3.4.
(") = na"".

Ejemplo 4.3.5. Calcular la derivada de
f(z) = 22°% +32° — 9% + 72* — 82 + 3.
Determinar la recta tangente a la grafica de f en el punto
(1, £(1)) = (1,-2).
Aplicamos las propiedades anteriores:

(22° + 32° — 92°+72* — 8z + 3) =
= (225 + (32°) — (92°) + (72*)" — (82)" + (3)’
=2(2%) +3(z°) — 9(z*)" + 7(z*) — 8(z) + 0
=2-62°+3 52t —9-322+7-22' —8-1
= 122° + 152* — 2727 4 142 — 8

Por tanto,
f/(x) = 1220° + 152* — 272% + 14z — 8.

La recta tangente en el punto (1, f(1)) = (1, —2) es:
y—(=2)=f"(D(z—-1).
Como f'(1)=12-1°+15-1* —27-12 4+ 14 -1 — 8 = 6, la recta tangente sera:

y+2=6(x—1) < y=>06z—28.
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Proposicion 4.3.6. La derivada de un polinomio de grado m es un polinomio de
grado n — 1, es decir,

(anx” 4t ar® +agx + CL(])/ = na, " 4 - 4 2007 + ay.

Ejemplo 4.3.7. Calcular la derivada de %41

(x—l)/:(x—1)’(:1c2+1)—(a:—1)(x2—|—1)’

r? +1 (2 +1)2
1@+ —(z—1)-20  —zP420+1
B (22 +1)2 o (22+1)?

4.3.2. Derivadas de algunas funciones

1) La funcién exponencial:

d

%em — (eac)/ — 61.

2) La funcién logaritmo neperiano:

d ;o1
%ln(x) = (In(z)) = -

3) Las funciones trigonométricas:

d . , /
¢ — sin(z) = (sin(z)) = cos(z)

d / .
. - cos(z) = (cos(z)) = —sin(z)
o e = (180) = g

Ejemplo 4.3.8. Calcular la derivada de sin(z) tg(z) + 3 cos(z) y la de mfﬁ—ﬁsm

(sin(z)tg(z) + 3 COS(I)), = (sin(z) tg(m))/ +(3 cos(m))/
= (sin(x)), tg(x) + sin(z) ( tg(x))/ + 3(cos(x))/

= cos(x) tg(x) + sin(x) — 3sin(x)

cos?(x)
tg(x)
) cos(x)

— 3sin(x)

— 2sin(z).
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< 2+ 7 >' _ (@ +7)(sin(z) + cos(x)) — (a* + 7)(sin(z) + cos(z))’
sin(z) + cos(z) (sin(z) + cos( a:))2
2x(sin(z) + cos(z)) — (2% 4 7) cos(z) — sin(z)
(sin(z) + cos(x ))2
(22 4+ 2z + 7) sin(z) — (22 — 22 + 7) cos(z)
(sin(z) + cos(z ))2

4.3.3. Derivadas de funciones definidas “a trozos”

Nota 4.3.9. Si una funcion no es continua en un punto, entonces no puede ser
derivable en dicho punto.

Ejemplo 4.3.10. Estudiar la derivabilidad y calcular la derivada, donde exista, de

la funcion:
4+t +1 six <0

fz) =

|22 — 1| six >0

Para estudiar la derivabilidad lo mas recomendable es expresar la funcion sin
valor absoluto.
Como z? — 1 = (x + 1)(z — 1), entonces:

?—=1>0 si x€(—oo—1]UJl,+00)
2 —-1<0 si rel[-1,1]

Por tanto
2?41 si <0

flx) =< —(2*-1) si0<xr<l1
x?—1 si x>1
» Paraz <0, f'(z) = (2 + 22+ 1) = 32 + 2x.
» Paral<z <1, f'(z)=(1—2?) =2z
» Paraz>1, f'(z) = (2 — 1) = 2x.

Falta estudiar qué ocurre en los puntos “de empalme”: 0 y 1. En primer lugar,
se prueba facilmente que la funcién es continua en ambos:
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¢ Paraz =1,
si x > 1, tenemos:
— f(1 2-1) - -1 1
L f@=J) @) -0 (-t
z—1+ z—1 r—1t r—1 z—1t r—1
= zlirﬁ(x +1)=2
Anélogamente, si z < 1, tenemos:
_ (72 1) — —(r —
Lf@ S0 )0 -t
z—1- r—1 z—1- r—1 z—1- r—1
= lim —(z+1)=-2
r—1—
Estos limites laterales no coinciden, luego no existe
— f(1
S - f)
z—1 x—1
Por tanto, f no es derivable en 1.
¢ Paraz =0,
si x > 0, tenemos:
— f(0 —(22—1) -1 —x?
P €2 B () B Cnt) Bt P
z—0F z—0 z—0t x z—0t X
si x < 0, tenemos:
- 0 3 2 1—1 3 2
TN A Co ) P A i el S PN
z—0~ z—0 z—0~ T z—0~ X
= lim (z°+2) =0
z—0~
Esto nos dice que f es derivable en 0 y que f'(0) = 0.
En resumen, f es derivable en R — {1}, y
3% + 2x si x <0
fl(x)y=<¢ —2z si 0<x<1

2 si x>1
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Ejemplo 4.3.11. Estudiar la derivabilidad y calcular la derivada, donde exista, de
la funcién
xsin (%) six #0
flz) =
0 siz =0

Para x # 0, f es claramente derivable, y con las reglas de derivacién tenemos:

( Y L1 Y
x sin (—) = (z)"sin (—) + x| sin (—)
x x x
vl
= sin <—> + Z Cos (
x
. 1
= sin <—> + x cos (
x
n(3) —peos(3)
=sin(—)— —cos|(—
x T x
En cuanto a la derivabilidad en z = 0, tenemos:

LG (U )

.1
—_— — 72 = ]limsin ( —
x—0 €T — 0 x—0 €T x—0 T

pero ya vimos que este limite no existe. Por tanto, f no es derivable en x = 0.

f(z)

S|~

4.4. La regla de la cadena

Proposicién 4.4.1 (Regla de cadena). Si f es derivable en ¢ y g es derivable en
f(c), entonces go f es derivable en c y

(9o 1)'(e) = (9(7(e))) =4 (F©) 1 (©)
Ejemplo 4.4.2. Sea h(z) = sin(z? + z + 7). Calcular //(0) y I/(z).
Para aplicar la regla de la cadena, tomemos f(x) = 2® +x + 7, g(y) = sin(y).

Asi, tenemos h(z) = g(f(z)) = (go f)(z).
Por tanto:

1'(0) = (g0 f)(0) = g'((0)) f'(0) = ¢'(0* + 0+ m) f(0)
Como f'(x) =2x+ 1y ¢ (y) = cos(y), tenemos

R'(0) = (go f)'(0) =cos(m)- (2-0+1)=(-1)-1=—1.
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En general, tenemos:
W) = (9(7@)) = o (F@)) (@) = [eos(a® + &+ m)](2 + 1)
= (224 1) cos(2® + = + 7)
Ejemplo 4.4.3. Sea h(x) = 5@, Calcular h/(0) y h'(z).
Tomamos f(z) = sin(z), g(y) = ¥. Tenemos:
1) = cos(z)  d(y) ="

Por tanto:

En particular,
R(0) = e cos(0) =e®-1=1-1=1.

Proposicion 4.4.4.

. <sin (u(x)))l = [cos (u(z))] - /(z)

/
° <eu(a:)> — eu(av) . u’(x)
Ejemplo 4.4.5. Calcular las derivadas de las funciones
f(x) =tg(72% + 92), g(x) = cos*(z® + 22) y h(z) = (@ +32)°

En el primer caso, utilizamos que (tg(x))/ =1

cos?(z) "
Por tanto, tenemos:
1
/ =t / 2 9 X 7 2 9 /:
[(x) =tg' (T2 + 9z) - (T2* + 9x) cos? (722 + 92) - (147 1 9)
142 +9

~ cos?(7x2 + 97)

Para la funcién g utilizamos que (z*) = 423

¢ (z) = 4cos®(2® + 2x)[cos(z® + 22)]'.
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Ahora tenemos que seguir derivando cos(z3+2x). Utilizamos el mismo argumento
(teniendo en cuenta ahora que (COS(ZL’))I). Asi, tenemos:

g () = 4cos®(2® + 22)[— sin(z® + 22)](2® + 272)’
= —4cos®(x® + 2x)[sin(2® + 22)](32* + 2)
= —4(32* + 2) sin(2® + 22) cos® (2° + 27)

Finalmente, para h, como (e*)’ = e*, tenemos:
W (z) = el +32)° ((=*+ 33:)5)/
Por tanto
h(x) = 6(12+3@5( (2% + 37) )/ (a®+32)° ( (z* + 3z)* (2 + 3z)')
4

= (@ +32)° (5(z* + 3x) (Zx +3))
= 5(2z + 3) (2 + 3z)le@ +30°,

4.5. Funciones inversas
Proposicion 4.5.1. La funcion g es inversa de [ si y solo si se cumple

go f(x)==a (f inyectiva) y fog(y)=y (f sobreyectiva)
para todo x € D(f) y para todo y € D(g). En tal caso se denota g = f~*.

Observacién 4.5.2.

1) Tenemos que trabajar en un dominio en el que distintos valores de z den
distintos valores de f(z) (f inyectiva), asi, eliminamos el problema siguiente:

Sea f(x) = 2. Dado y = 4, tanto x = 2 como x = —2 satisfacen f(z) = 4.
2) Hay puntos y para los que no existe ningin z tal que f(z) = y. En el ejemplo
f(z) = 22, basta tomar y = —1.

En general, el dominio de f~! no es toda la recta real (f no es sobreyectiva).

Observaciéon 4.5.3. Usamos las letras x para la variable de la funcion f ey para
su inversa f=1, con el fin de subrayar que la inversa f~' estd definida en los valores
que toma la funcion f, y viceversa.

Proposicién 4.5.4. La grdfica de la inversa f=' es simétrica de la grdfica de f
respecto a la recta y = x.
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Proposicion 4.5.5.
¢ Si f es continua en c, entonces la inversa f~' es continua en f(c).

¢ Si f es derivable en ¢, f'(c) # 0 entonces la inversa f=* es derivable en f(c).

Teorema 4.5.6. Si f es derivable en x € D(f), f'(x) # 0, entonces la inversa f~*
es derivable en f(x) y

Ejemplo 4.5.7. Calcular la derivada de In(y).
La funcién In(y) es inversa de f(x) = €%, con x € R. Como f'(z) = e*, para
cada y > 0 tenemos:

;o 1 1 :1
(ln(y)) - f’(ln(y)) O y

Ejemplo 4.5.8. Calcular la derivada de arcsin(y).
La funcién que tenemos que derivar es la inversa de f(x) = sin(z), donde x €

(=5,3)-

Como f'(z) = cos(x) = \/1 — sin®(z), para cada y € (—1, 1) tenemos:

. / o 1 = 1
(arcsm(y)) - f ’(arcsin(y)) cos (arcsin(y))
\/1 — sin? (arcsin(y)) L—y?

Ejemplo 4.5.9. Calcular la derivada de arccos(y).

La funcién que tenemos que derivar es la inversa de f(x) = cos(z), donde x €
(0, 7).

Como f'(x) = —sin(x) = —y/1 — cos?(x), para cada y € (—1,1) tenemos:

/ o 1 — 1
(arccos(y)) = f'(arccos(y)) ~ sin (arccos(y))

1 1

- \/1 — cos? (arccos(y)) 1—y?
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Ejemplo 4.5.10. Calcular las derivadas de las funciones %, a” y %, donde a, z > 0.
Recordemos que si o, 3 € R, con o > 0, se tiene af = P,
Por la regla de cadena, tenemos:

> (2% = (") = ") (gIn(z)) = 2% (In(z))’

> (%) = (") = " (z1n(a)) = a" In(a)

> (%) = (ewln(m))/ = ¢*In(@) (x ln(m))/ =" [(m)’ In(z) + :E(ln(x))/}

=" [ln(x) + xé] = (1+In(z))z"

4.6. Teorema de los valores intermedios para la
derivada

Teorema 4.6.1 (Darboux). Sea f una funcion derivable en un intervalo I. Si la
derivada [’ toma dos valores, toma también todos los valores intermedios; es decir,

sia,be I, a<b, y\estdentre f'(a) y f'(b), existe al menos un xq € (a,b) tal que

f(xg) = .

4.7. Teorema de Rolle

Teorema 4.7.1 (Rolle). Sea f una funcion continua en un intervalo [a,b] y deriv-
able en (a,b). Si f(a) = f(b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que

f'(e)=0
Observacion 4.7.2. Geométricamente el Teorema de Rolle dice que en algin punto

(¢, f(c)) de la grifica de f, siendo c intermedio entre a y b, la tangente es horizontal
y paralela, al segmento que une los extremos de la grdfica.

4.8. Teorema del Valor Medio

El siguiente resultado constituye una generalizaciéon del Teorema de Rolle.
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Teorema 4.8.1 (Lagrange o Valor Medio o incrementos finitos). Sea f una
funcion continua en un intervalo [a, b] y derivable en (a,b), entonces existe ¢ € (a,b)
tal que

f/(C) _ f(bl)):is(a)

Observaciéon 4.8.2. Geométricamente el Teorema de Valor Medio dice que cuando
unimos los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) mediante una grdafica suave, en algin punto
la tangente a la grdfica es paralela, al segmento que une (a, f(a)) con (b, f(b)).

4.9. Aplicaciones del Teorema del Valor Medio

Ejemplo 4.9.1. Demostrar que |sin(z) — sin(y)| < |z — y| para cualquier par de
numeros reales x, y. Deducir el valor de

lim (sin (\/n——l—l) — sin (ﬁ))

n—-+o0o

Sean x, y numeros reales.

Si x = y, la desigualdad es trivialmente cierta (tenemos el valor 0 en ambos
lados).

Si x # y, supongamos, por ejemplo, x < y (el otro caso es igual). Apliquemos el
Teorema del Valor Medio a la funcién f(t) = sin(t) en el intervalo [z, y]. Deducimos
que existe ¢ € (z,y) tal que

fly) = f(z) _ sin(y) —sin(z)

e = ) = cos(o)

Tomando valor absoluto y recordando que |cos(t)| < 1 para todo t, tenemos:

_ \sm(?(y) :Zl|n(x)| — | cos(e)| < 1

sin(y) — sin(z)
y—x

Asi que,
|sin(z) — sin(y)| < [z —y|

que es la desigualdad que queriamos demostrar.
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En cuanto al limite, utilizando la desigualdad anterior, tenemos:
’sin(\/n+1) —sin(\/ﬁ)‘ < |\/n+ — \/ﬁ‘ =vn+1—+vn
(Vn+1—yn)(Vn+1+n)
Vn+1+n

C(Var D) = (Vi)' ntl-nm
Vit ld+vn Vntl+yn
1

T Vntl+vn

Por tanto,

lim = (sin (\/n——{—l) — sin (\/ﬁ)> =0.

n—-400
Ejemplo 4.9.2. Demostrar que arctg(z) < x para todo x > 0.
Sea f(x) = arctg(z). Como f(0) = arctg(0) = 0, resulta que
arctg(z) = f(z) — f(0).

Tomemos z > 0 y apliquemos el teorema del Valor Medio en el intervalo [0, x].
Existe ¢ € (0, ) tal que

/ —
f (C) - -0 - T
Pero f'(c) = 7 < 1. Por tanto,
f(z) 1

il < 1= arctg(z) = f(x) < .

Ejemplo 4.9.3. Calcular HT (Vn+2—n).
Sea f(z) = /z. Tenemos v/n +2 — ¢/n = f(n+2) — f(n). Para cada n, vamos

a aplicar el Teorema del Valor Medio en el intervalo [n,n + 2].
Deducimos que existe ¢, € (n,n + 2) tal que

fin+2)—f(n) _ f(n+2)—f(n)

n+t2-n 2 = f(en)
= f(n+2) — f(n) =2f"(cs)
Como f'(x) = #ﬁ’ y n < ¢, se tiene
0<Vn+2-vn=f(n+2)— f(n)=2f"(cn)
2 2

0

B 3/c2 = 3v/n2  noteo
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Por el criterio del sandwich, obtenemos el resultado:

m (m—%):O.

Ii
n——+00
Veamos ahora las dos consecuencias del Teorema de valor Medio que anun-

ciabamos antes.

Proposicién 4.9.4. Sea f una funcion derivable en un intervalo I. Si f'(x) =0
para todo x € I, entonces [ es constante.

Proposicion 4.9.5. Sean f,g funciones derivables en un intervalo I tales que
f'(z) = ¢'(z) para todo x € I. Entonces existe una constante « tal que

para todo x € I.

Ejemplo 4.9.6. Demostrar que sin?(x) + cos?(x) = 1 para todo niimero real x.
Consideremos f(x) = sin?(z) + cos?(z). Tenemos

f'(z) = 2sin(x) cos(z) + 2 cos(z)( — sin(z)) =0 Vz €R.

Por tanto, gracias a la primera de las proposiciones anteriores, f es constante en
todo la recta real.

Para saber cudl es la constante, evaluamos f en un punto sencillo, por ejemplo
en x = 0. Tenemos

£(0) = sin*(0) + cos?(0) = 0> + 12 =1
De lo que se deduce
f(z) = sin®(z) + cos®(z) =1
para todo nuimero real x.

Ejemplo 4.9.7. Comprobar que In(z°) = 9In(z) para todo = > 0.
Sea f(z) =1In(z%) y g(x) = 91In(x). Tenemos
928 9 1

/ = —-——= - ! = -

fa ==y g0l

Como f y g tienen la misma derivada en (0, +00), difieren en una constante, esto
es, existe a tal que

f(z) =In(2") = g(x) + a = 9In(z) + «
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para todo x > 0. Pero, ademas, tomando x = 1, tenemos

f()=m(1°)=In(1)=0 y g(1)=9In(1)=9-0=0.

Con lo cual,
f)=9gl) +a=0+a=a= a=0.
Luego In(z?) = 91n(z) para todo = > 0.

4.10. Monotonia local de una funcion

Definicién 4.10.1. Sea f wuna funcion real definida en un intervalo I y x E;
(interior de I).

1) Se dice que f es creciente en x si existe § > 0 tal que

flx) < flxo) s xp— 0 <x <,
(wo — 0,20 +0) C 1, y

flzo) < f(x) si mo<x<z9+0.
2) Se dice que [ es decreciente en x, si existe 6 > 0 tal que

flz) > flxg) st x9g—0d <z <z,
(xg—0,x0+0)C I, y

flzo) > f(x) si my<x<z9+0.

3) Si estas desigualdades se verifican en sentido estricto se dice f es estricta-
mente creciente (resp. decreciente) en xg.

Definicién 4.10.2. Una funcion f es mondtona en un punto xq si f es creciente
o decreciente en x.

Observacién 4.10.3. Sea f una funcion real definida en un intervalo I y xq E;
(interior de I).

1) f es creciente si, y sdlo si, existe § > 0 tal que

f(@) = f(xo)

T — X

>0

para todo x € (xg — 0, x0 + 0) — {0}
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2) f es decreciente si, y solo si, existe 6 > 0 tal que

f@) = Flwo) _

T — Xg -

0

para todo x € (xo — 6,20+ 0) — {xo}-

Proposicién 4.10.4. Sea f una funcion definida sobre el intervalo I y derivable en

el punto xy € ; Se tiene que:

1) Si f es creciente en xy entonces f'(xg) > 0.

2) Si f'(xg) > 0 entonces [ es creciente en xg.

)

)

3) Si f es decreciente en xqy entonces f'(xg) < 0.

4) Si f'(x9) <0 entonces f es decreciente en xy.
)

5

Si f'(z9) = 0 no se puede asegurar nada a este respecto.

4.11. Monotonia en un conjunto

Proposicion 4.11.1. Si f es mondtona en un intervalo abierto (ver Definicién
3.4.1), entones f es mondtona en cada uno de sus puntos.

Observacion 4.11.2. Una funcion puede ser creciente en un punto xq sin serlo en
ningun entorno de la forma (xg — 6, o + 6).
Como ejemplo, considérese la funcion

f: R — R
{x+2x2sin(1) si x#0

T

t 0 st x=0.

y estudiese su comportamiento en un entorno de xo = 0.

Proposicion 4.11.3. Sea f una funcion continua en un intervalo I y derivable en
todos los puntos interiores del intervalo. Se tiene:

1) f es creciente en I si, y sdlo si, f'(x) > 0 para cada x € I.
2) f es decreciente en I si, y sélo si, f'(x) <0 para cada x € I.

3) Si f'(x) >0 para cada x € ;, entonces [ es estrictamente creciente.
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4) Si f'(z) <0 para cada x € j’, entonces f es estrictamente decreciente.

Observacion 4.11.4. El reciproco de 3) y 4) es falso, es decir, de la monotonia
estricta de una funcion derivable en un intervalo no se deduce la no anulacion de la
deriwada. Basta considerar la funcion f : R — R dada por:

flz) =47,
que es estrictamente creciente en R, y para la que f'(0) = 0.

Ejemplo 4.11.5. ;Cuéntas soluciones tiene la ecuacién 2z = cos?(x)?
Consideremos la funcién f(z) = 2z — cos?(z). Se trata de contar cudntos ceros
tiene.
Como f es continua en toda la recta real y

f(O):—1<O<7r:f<g>

sabemos, por el teorema de Bolzano, que, al menos, se anula en un punto ¢ € (0, %) )

Estudiando el crecimiento y decrecimiento de f, podemos ir mas lejos: podemos
decir exactamente en cuantos puntos se anula.
Tenemos

f'(x) =2—2(cos(x)) - (— sin(z)) = 2+ 2cos(z) sin(z) = 2 + sin(2x).
Por otra parte,
—1<sin(2x) <1=1< f'(z) =2 +sin(2z) <3

Asi que, f'(x) > 0 para todo z. Luego f es estrictamente creciente en (—o00, +00).
Deducimos que la ecuacion tiene una solucion que, de hecho, pertenece al inter-

valo ¢ € (0, %)

4.12. Teorema de Cauchy

El siguiente resultado generaliza el Teorema del Valor Medio, tiene interés prin-
cipalmente por sus aplicaciones.

Teorema 4.12.1 (Cauchy). Sean [ y g funciones continuas en un intervalo [a,b]
y derivables en (a,b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que

&) _ ) - fla)
7(0) ~ gb) — gla)
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Nota 4.12.2. El Teorema de Cauchy es el instrumento bdsico que usaremos a
menudo para el calculo de limites de la forma:

lim @)
a—a g(z)
donde a € R = [—o0, +00].
Ejemplo 4.12.3. Calcular
| esin(@) _ geos(a)
i:r% sin(z) — cos(x)

Hagamos: v = 7 +¢,siz — 5, t — 0:

R
esin(a:) _ ecos(:v) esin (%—l—t) — %8 (%-i—t)
lim — =lim —
s—% sin(z) —cos(z) =0 sin (T +1¢) —cos (T +1)

= lim
t—0 sin (E +1t) —sin (% — t)
Aplicando el Teorema de Cauchy a las funciones f(x) = e¥"@) g(z) = sin(z) en
el intervalo [% —t, 5+ t}, obtenemos que existe ¢ € (% —t, 5+ t) tal que

f(b) . f(a) B 6sin (%—&—t) . esin (%—t) f/(C)

g(b) —g(a) — sin (T +1) —sin (T —1) = 700
— M __ _sin(c)

cos(c)

Puesto que c € (% —t, 7+ t), tenemos que, si t — 0, ¢ — 7:
De aqui se deduce:
esin(m) _ 6cos(w) 2

Iim _ — lim 6sin(c) — esin(%) — 7.
e—T sin(z) — cos(x) T

4.12.1. Regla de L’Hopital (caso 8)

Proposicién 4.12.4 (L’Hopital). Sean f y g funciones derivables en el intervalo
(a,b) y supongamos que g y g’ no se anulan en (a,b). Si h’m+ f(z) = h'm+g(x) =0
f'(z)

Y Hm+ W = [, entonces

lim ﬁ = lim /(@)
xz—at g(ilj') z—at g/<l‘>

donde | puede ser un numero real, +00 0 —00.

:l’
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sin(z) .

xT

Ejemplo 4.12.5. Calcular lim

z—0t
Observemos que el limite pedido es una indeterminacién del tipo %. Apliquemos
la regla de L’Hopital.

im sin(x) _0
et in(z) (x)
_ sin(z . cos(z
) — hm+ = hm+ ] =1.
lim (sm(z ) _ h’m cos() _1 x—0 xr x—0
oot @) soot 1

4.12.2. Regla de L’Hoépital (caso =)

Proposicién 4.12.6 (L’Hopital). Sean f y g funciones derivables en el intervalo
(a,b) y supongamos que g y g no se anulan en (a,b). Si lim f(z) = lim g(x) =00
z—0 z—0

y lim f'(x)

z—0t+ g'(z)

= [, entonces

!/
o 1@ _ o S@)
v—0t g(z)  am0t g'(x)

donde | puede ser un numero real, +00 0 —00.

Ejemplo 4.12.7. Caleular lim ™).

I—>O+ T
Tenemos una indeterminacion del tipo 22. Apliquemos la regla de L’Hopital. Se

tiene

: cos(x)
g 2OR@) e g cos(@)
70+ % 20+ ;_21 v—0+  sin(z)

= —( lim zcos(x)) - ( lim L)

z—0t

= —( lim a:cos(:p)) . (4) =—0-1=0

IO+ lim sin(x)
z—0t T

Observacion 4.12.8. La regla de L’Hopital no solo es vdlida para limites por la
derecha, sino que lo es para todo tipo de limites de funciones: cuando v — a™,
r—a ,r—a, r—> +00 Yy xr —> —00.

Nota 4.12.9.

1) La condicion “g y ¢’ no se anula en (a,b) es para que tenga sentido hablar de

- fla) . f'(x)
las funciones TORAIOR
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x

2) Si no tenemos una indeterminacion de la forma % 0 2, en general,

w10 o)
D@ T N @)

Por ejemplo,

Ejemplo 4.12.10. Calcular lim %

T—+00

Se trata de una indeterminacion del tipo =

oo’

i e’ i (em)l i e’
lim — = lim = lim — = +4+o0.
r—+00 I T——+00 (J,’)l z—+oo 1

Aplicamos L’Hopital:

Nota 4.12.11. No es raro que tengamos que aplicar la regla de L’Hopital mds de
una vez.

Ejemplo 4.12.12. Calcular h’n[l)w.

3

Es una indeterminacién de la forma %. Aplicando la regla de L’Hopital, obten-
€1mos: _ .
sin(z) — x cos(x) —
z—0 T z—0 312

Y llegamos de nuevo a una indeterminacién de la forma 8. Aplicamos L’Hopital dos
veces mas:

Hm% :h’an(x) — h’mls(x) :_1_
z—0 31‘2 z—0 ox z—0 6 6
Por tanto,
lim M — _1_
z—0 3 6

Observacion 4.12.13. Muchas veces, indeterminaciones de la forma oo — 0o o

0 (£o0), se pueden expresar, mediante alguna sencilla manipulacion, de la forma

90 2 Esto nos permite utilizar L’Hopital. Otras veces, utilizando la iqualdad o =

() podemos trabajar con indeterminaciones de la forma 0°, 1%° 0 0.

Ej lo 4.12.14. Calcular lim 2%, lim zr v lim (1 + %)
Jjemplo acuarzir%x,m_l)rfwx yw_lgloo( —|—x)

Son tres indeterminaciones de la forma 0°, 1° y oc?, respectivamente.

En el primer caso, tenemos:

Bl
|

In(z)

’ ’ ’ 1 s - , —
lim 2% = lim e )= lme * = lime 22 = lim e @ =¢" = 1.
z—0+ z—0+ z—0t z—0t z—0t

zIn(z



134

Procedemos de igual forma con los otros dos limites:

lim =)

1 1

lim z7 = lim er™®) = go—too #

Tr——+00 Tr——400
Ahora, por L’Hopital, tenemos
1
In(z = 1

lim ()zhmﬁzhm—:Q

r— 400 €T r——+400 1 x——+0c0 I

Luego

, 1

lim zz =€ = 1.
r——400

En el ultimo,
lim (1 + l)x = lim &*™® (1+%).
T——+00 e r—+00

Pero, por L’Hopital

. In (1+1) = .
lim ot (14-) = lim ———"% = lm ZF = lim —— =1
Por tanto,

1
lim xln(l—i——) =el =e.
T

T——+00

Proposicién 4.12.15. Supongamos que f es derivable en (a,a+d). Si existe ll'm+ f(x),
entonces [ es derivable por la derecha en a y se tiene

f'(a)= lim flath) = fla) = lim f'(x).

+ h—0t r—a™t

Demostracion. Obsérvese que

L flath) - fla)
h—0t+ h

es una indeterminacion de tipo %. Aplicando la regla de L’Hopital, se tiene

h) - a+h
T AR R O PN A Ce D TR TS
h—0+ h h—0+ 1 h—0*+

Hagamos: x = a + h, si h — 0", z — a™. Por tanto

z / o z !/
hlir(r)lJr [lath) = D, /@)

Asi que
flath)—fla) . fllath) .
hhjgl‘*‘ h B hhj£l+ 1 N xET*’ @)
O]

lo que prueba el resultado.
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Observacion 4.12.16. El resultado andlogo para calcular derivadas por la izquierda
(o derivadas), también es cierto.

Ejemplo 4.12.17. Estudiar la derivabilidad de la funcién f(x) = sin |z|.

Lo primero que debemos hacer es estudiar la continuidad, teniendo en cuenta
que las funciones g(x) = |z| y h(x) = sin(z) son continuas en todo R, se deduce que
f = g o h es continua.

Para estudiar la derivabilidad es conveniente escribir

sin(z) si x>0 sin(z) si >0

fz) = =

sin(—x) si <0 —sin(z) si z<0

puesto que la funcién seno es derivable, se deduce que f es derivable en (—o0,0) U
(0, +00) y que se tiene

cos(z)  si x>0
fiz) =

—cos(x) st <0
Para la derivabilidad en cero aplicamos el resultado anterior, para lo que usamos

lim f'(z) = lim cos(x) =1

z—07T xz—07T
lim f'(z) = lim (- cos(z)) = —1.
z—0~ z—0~

Por tanto, f derivable por la derecha y la izquierda en el punto 0 y se tiene,

FLO)=1, FL(0)=—1
Como las derivadas laterales no coinciden, la funcién no es derivable en 0.

Observacion 4.12.18. A la hora de aplicar el resultado anterior, hay que tener
cuidado ya que puede ocurrir que no exista el limite

lim f'(x).

z—at
y sin embargo la funcion si sea derivable por la derecha. (La existencia de f' (a) no
garantiza la de h’m+ f'(x), es decir,

r—a

= h'm+f'(m) = 3f', (a)

r—a

3f ' (a) &= 3 lierf’(:c)).

r—a

El problema andlogo también se puede presentar por la izquierda. Para evitar esto
es mejor estudiar la existencia de derivadas laterales directamente por la definicion.
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Ejemplo 4.12.19. Estudiar la derivabilidad en cero de la funcién

22 sin (%) si x#0

flz) =
0 si x=0

Comenzamos estudiando la continuidad en cero, para ello teniendo en cuenta
que

|
—1§sin<—>§1, Va0
xXr

y que lim 22 = 0, se tiene
z—0

1
HH(I) 2% sin (—) =0=f(0), (%)
por tanto f es continua en 0.
Para la derivabilidad en 0 podemos tratar de aplicar el resultado anterior para
lo cual usamos

f(z) = 2zsin <é> + 2% cos (%) (;_21> = 2zsin (é) T <%>

para todo x # 0.
Observamos que andlogamente a (%), obtenemos

1
lim z sin (—) =0.

x—0 €x

1

La funciéon x — cos <; en cambio no tiene limite cuando z tiende a cero, ni

por la izquierda ni por la derecha ya que lo que hace es oscilar entre —1 y 1. Esto
implica que no puede existir ninguno de los limites

lim f'(xz), lim f'(z)

z—0t z—0~

Veamos que sin embargo, aunque no existe ninguno de los limites laterales de f’
en cero, la funcién f es derivable en 0 y su derivada es cero. Usamos la definicién
de derivada que nos da

2 o1 1
Cgoem-fo W)y
fiy T =l = lyein () =0=/10)
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4.13. Aproximacion polinémica local

Definicién 4.13.1. Sea f una funcion derivable en todos los puntos de un intervalo
1. Si f' es derivable en c € I, es decir, si existe y es finito
"(z) — f'(c
o 112 = 1)
z—c xr—c
éste se designa f"(c) y se llama la derivada sequnda de f en c.
De igual forma se define la derivada tercera, cuarta, etc., que denotamos " o
O, f@  ete. (derivadas sucesivas).
En general, la derivada n—ésima, ™, donde n es un nimero natural.

Nota 4.13.2. Las derivadas sucesivas de una funcion nos permiten aproximar lo-
calmente la funcion por un polinomio.

4.13.1. Desarrollo de Taylor

Definicién 4.13.3. Sea n € N y sea f una funcion n veces derivable en un punto
a. Llamamos polinomio de Taylor de orden n en a al polinomio

(x —a) (x —a)? (x —a)”

Pale) = (@) + T @) + S 0 4 e 0 ),

Ejemplo 4.13.4. Calcular el polinomio de Taylor de orden 3 de In(z) en el punto
1.

Por la definicién, si denotamos f(z) = In(x), el polinomio pedido es

("E ; 1)f/(1) + (J} ;'1) f”(l) + (:)3 ;'D f(3)(1)-

Por tanto, solamente tenemos que calcular las tres primera derivadas de In(z) y
evaluarlas en z = 1. Tenemos

Py(x) = f(1) +

fl(z) = % f(x) = —%, O (z) = %
Con lo cual,
Cl() =0, f(1)=1, f L _ Gy = 2 _
) =m1) =0, f')=7 [f()=-5=-1 [fP1)=5=2
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Observacion 4.13.5. El polinomio de Taylor de orden n de f en a es el unico
polinomio de grado menor o igual que n que coincide con f en a hasta la derivada
n—ésima, es decir, que cumple

Nota 4.13.6. El polinomio de Taylor de orden n de f en a “normalmente” tiene
grado n, pero mo siempre: si f(")(a) = 0, entonces su grado es estrictamente menor
que n (ver el ejemplo siguiente).

Ejemplo 4.13.7. Calcular el polinomio de Taylor de orden 5 de cos(x) en el punto
0.
Denotamos g(z) = cos(x), tenemos

¢ (x) = —sin(z), ¢"(x) = —cos(z), ¢ (x)=sin(z),
g (x) = cos(x), 9(5)(x) = —sin(z).

Por tanto,
g(O) = cos(0) =1, g'(0) = — sm(()) 0,
g9"(0) = —COS(O) =-1,  ¢¥(0) =sin(0) =0,
9(4)(0) 0s(0) = 1, g®(0) = —sin(0) = 0.

Asi, el polinomio de Taylor de orden 5 de cos(z) en 0 es el polinomio

r—0 r —0)? r—0)>
pie) = 90) + T D0 + T g0y + T g
r—0)* r—0)°
( I ) g (0) (5—!)9(5)(0).
Por tanto,
1 1 2 4
Ps(x )—1—{—995—1——1: + Ox + —x —1—295 —1- 4

1! 21 3! 41 5! 2 24
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4.13.2. Teorema de Taylor

Teorema 4.13.8 (Taylor). Sea n € N y sea f una funcion n + 1 veces derivable
en un intervalo 1. Sea a € I y sea P, el polinomio de Taylor de orden n de f en el
punto a. Entonces, dado x € I, x # a, existe un punto ¢ entre a y x tal que

(@)~ Pula) = 1) = 3 T 00 =

k=0

e

Observacion 4.13.9. El Teorema de Taylor nos dice que el error que cometemos
al sustituir f(x) por P,(z) es

(x —a)"t

B@) =

f(n—i-l)(c)‘
En general, no sabemos exactamente cudl es el punto c. Por ello, tampoco podemos
saber cudl es exactamente el valor de E(x).

Lo que haremos normalmente es acotar |E(x)| y asi lo que tendremos es una
cota del error que estamos cometiendo.

En efecto: Sea K el mdzimo valor de | f™+V(t)| para t entre a y x. Entonces

K|z — a|"+!

(n+1)!

|E(z)] <

Otras formas de la formula de Taylor.

Proposicién 4.13.10 (Taylor). Si en el Teorema de Taylor anterior hacemos x =
a+ h, entonces existe § € (0,1) (¢ = a+ 0h) tal que

n hk hn+1 .
Ademas Ela+h)
i a
o =
Sia=0 (z=nh),
f(x) = Py(z) = f(z) — zn: x—kf(’“)(o) = hn—ﬂf("“)(@h)
S k! C(n+1)! ‘

Esta ultima formula se conoce como la formula Mac-Laurin.
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Ejemplo 4.13.11. Dar una cota del error que cometemos al considerar que el valor
del niimero e es

Observamos que 1+ = + 5 + 3; + 37 + 3 es exactamente P5(1), donde P5(x) es el
polinomio de Taylor de orden 5 de f(z) = €* en el punto 0. Por tanto se trata de
acotar |f(1) — Ps(1)].

Por el Teorema de Taylor sabemos que existe ¢ € (0,1) tal que

()
~ 6

Por tanto, teniendo en cuenta que todas las derivadas de e” coinciden con e, y que
como 0 < ¢ < 1 tenemos 1 < e¢ < e < 3, deducimos

\f<1)—P5(1)y:]e—(1+1+1+1+1+ 1)‘

12 T34
1 f9) 3
_’ 6! (

f(1) = B5(1) (1-0)°

1
= —  ~ 4
= 6! 240 0,00

1—0)6‘:

eC
6!

4.14. Convexidad y concavidad

Definicién 4.14.1. Diremos que un subconjunto C' de R es convexo si para todo
z,y € C, el segmento que une x cony estd contenido en C, es decir, si (1—=N)x+Ay €
C' para todo X € [0,1].

Ejemplo 4.14.2.
» Si C' es un intervalo de R, entonces C' es un conjunto convexo
» El conjunto C' = [—1,2] U[3,4] no es convexo.
Definicién 4.14.3. Sea D un subconjunto convexo deR y f : D — R una funcion:
e Se dice que f es convexa si para cada x,y € D y cada \ € [0, 1] se tiene que
FOz+ (1= Ny) < Af(2)+ 1=\ [fy).

e Se dice que f es convexa si para a,r,y € D con a < x <y se tiene

f) = fla) _ 1) = fla)

T —a y—a
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e La funcion f se dice estrictamente convexa si
Az + (1= Ny) <Af(x) + (1= [f(y).
para cada x,y € D con x # vy, para cada X € (0,1)
Nota 4.14.4.
¢ La nocion de funcion convexa tiene su origen en la de conjuntos converos.

¢ La funciones convexas son aquellas tales que el recinto del plano que queda
encima de su grdfica es un conjunto convexo (véase la figura anterior).

Proposicion 4.14.5. La funcion f: D — R es convexa si y sélo si su epigrafo

epi(f) ={(z,y) e DxR: f(z) <y}

es convexo en D x R.

Cuando la funcién f es derivable, las derivadas son muy utiles para estudiar la
convexidad.

Proposicion 4.14.6. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1) f es convexa en el intervalo I.

2) f' es creciente en el intervalo I.

)
)
3) f” >0 en el intervalo I.
4)

Las rectas tangentes a la grdfica de f, en el intervalo I, se mantienen “debajo”
de la grdfica, esto significa que para cada xog € 1

f(wo)(x — w0) < f()
para cada x € 1.

La siguiente figura ilustra el significado de estas afirmaciones:

3

Ejemplo 4.14.7. Comprobara que f(x) = z° es convexa en (0,400) y deducir que

si a,b > 0 entonces:

a+b\3 _a* v
< — 4+ —.
( 2 ) -2 * 2
Derivando tenemos f'(x) = 3X?, f’(z) = 6x. Por tanto, f"(x) = 6z > 0 si z €
(0, +00). Esto implica que f es convexa en (0, +00).
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Por la segunda parte, dados dos nimeros a,b > 0, por ser f convexa,
ST =Xa+Xb) < Af(a)+ (1= N)f(D)

para todo A € [0,1]. En particular, tomando \ = %, tenemos

(%50 < )+ 5 10)

es decir,
a® b
3ty

(5 =

El concepto “simétrico” al de convexidad es el de concavidad.

Definicién 4.14.8. La funcion f es concava en el intervalo I si para cada par de
puntos x,y € I, se tiene:

F(A =Xz +Xy) = Mf(z) + (1= N) f(y).
para todo A € [0, 1].

Proposicion 4.14.9. La funcion f es concava en I si y solo st —f es convexa en
I.

Naturalmente, la concavidad tiene un comportamiento analogo al de la convexi-
dad.

Proposicién 4.14.10. S la funcion f es derivable, las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

1) f es concava en el intervalo I.

2) f' es decreciente en el intervalo I.

3) f" <0 en el intervalo I.

)
)
)
)

4

Las rectas tangentes a la grdfica de f, en el intervalo I, se mantienen “encima”
de la grdfica, esto significa que para cada xog € 1

f'(xo)(x = x0) = f(2)
para cada x € 1.

La siguiente figura ilustra el significado de estas afirmaciones:
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Ejemplo 4.14.11. Comprobar que la funcién f(z) = \/z es céncava en el intervalo
(0, +00) y deducir, a partir de la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en
el punto (1, f(1)), que

r+1

<
VI < —

para todo z > 0.

En primer lugar, f'(z) = %m_%, f(x) = —%:p_%. Asi, f"(z) < 0six € (0,400),
luego f es céncava en (0, +00).

La recta tangente a la grafica de f en el punto (1, f(1)) = (1, 1) es:

y=[f"W(-1)+ f(1)
que, sustituyendo f'(1) y f(1) por sus valores, se transforma en la siguiente ecuacién:
1
y = 5(1: -1)+1

Como f es céncava en (0, +00), esta recta tangente estd por encima de la grafica de
f. Por tanto,

1 T+ 2
< —(x—1 1=
fa) < gl -1 +1="1
para todo x > 0, luego
VT < x;—l

para todo z > 0.

Definicién 4.14.12. Sea f : (a,b) CR — R y ¢ € (a,b). Se dice que f tiene un
punto de inflexion en c si existe 0 > 0 tal que

o bien f es convexa en (¢ — d,¢) y concava en (¢, c+ )

o0 bien f es concava en (¢ — 6,¢) y convexa en (¢, c+ 9).

Nota 4.14.13. Los puntos puntos de inflexion, son los puntos en los que la funcion
pasa de ser concava a Ser convera, 0 Viceversa.

Como consecuencia del punto 3 de las caracterizaciones de convexidad y con-
cavidad, tenemos La condicién necesaria para la existencia de punto de inflexion
siguiente:

Proposicién 4.14.14. Si c es un punto de inflexion, entonces f”(c) = 0.
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Ejemplo 4.14.15. Estudiar la convexidad y la concavidad de f(z) = 2* — 822 + 8.
Tenemos f'(x) =4z — 16z y f"(z) = 1222 — 16.

Asi,
1 2 2
f”(:):):0<:>129[:2—16:0<:>952=—6<=>x:ig 0 ;(;:_Lg,
12 3 3
Ademas,
2 2 2 2
f"<0 en [—g,g] = [ es concava en [—ﬁ,%gl

f">0 en (— 00, 2?] U [2\3/3,—|—oo>

—> f es convexa en <— 0, 2\3/51 U [2\3/5,+oo>.

Claramente, los puntos —%ﬁ y %ﬁ son puntos de inflexion.

4.15. Maximos y Minimos locales

Definicién 4.15.1. Sea f una funcion definida en un intervalo I, c € I.

Se dice que [ alcanza un mdximo local (o relativo) en c si existe algin § > 0
tal que

f(z) < f(¢), paratodo x € (c—d,c+0)CI.

(¢ es un mdximo local de f en I).

Andlogamente, se dice que f alcanza un minimo local en c si eziste algin 6 > 0
tal que

fle) < f(x), paratodo x€ (c—¥d,c+0)ClI.

(c es un minimo local de f en I).

Definicién 4.15.2. Se dice que ¢ € I es un extremo local o (relativo) de una
funcion f si ¢ es un mdximo local o un minimo local de f en I.
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4.15.1. Condicion necesaria de extremos locales

La derivada es una herramienta excelente para encontrar los extremos locales,
gracias al Teorema del Valor Medio, obtenemos el resultado siguiente:

Proposicién 4.15.3 (Primer orden). Sea f una funcion definida en un intervalo
I y derivable en el punto c € I.
Si ¢ es un extremo local de f, entonces f'(c) = 0.

Nota 4.15.4. Si una funcion es derivable en I y queremos encontrar sus extremos
locales, solo tenemos que buscarlos entre los ceros de la derivada.

Teorema 4.15.5. Sea D C R un conjunto abierto y convexo. Sea f: D CR — R
una funcion convexa y derivable en un punto ¢ € D. Entonces,
la funcion f admite un minimo local en ¢ si y solo si f'(c) =0

Definicién 4.15.6. Decimos que ¢ € I es un punto critico de f, si f'(c) =0.

Observacién 4.15.7. OJO! Un punto critico puede no ser extremo (por ejemplo
el punto x = 0 para la funcién f(x) = x3).

Proposicién 4.15.8 (Segundo orden). Sea f una funcion definida en un intervalo
1, dos veces derivable en ¢ € I, donde ¢ € I un punto critico de f.

1) Si f tiene un minimo local en c, entonces f"(c) > 0.

2) Si f tiene un mdzimo local en c, entonces f"(c) < 0.

Dada la funcién f(x) = cos(x) definida en el intervalo [0,7]. Sabemos que f
alcanza su maximo en ¢ = 0 y su minimo en ¢ = 7, puesto que | cos(z)| < 1.
Como f'(x) = —sin(z) y f"(x) = — cos(z), se tiene que

f0)=-1<0y f'(m)=1>0.

Observacion 4.15.9. Si f tiene (por ejemplo) un mdzximo local en c y f"(c) existe,
esto no garantiza que f"(c) sea negativa (f"(c) < 0), ya que podria perfectamente
anularse (f"(c) = 0).

Por ejemplo, con la funcién dada por f(x) = —z*, (¢ =0).

4.15.2. Condicion suficiente de extremos locales

Proposicion 4.15.10. Sea f una funcion definida en un intervalo I, sean a,b,c
puntos de I tales que a < ¢ < b. Tenemos:
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f decreciente en (a,c]
—> [ tiene un minimo local en c
f creciente en  [c,b)

[ creciente en  (a,c]
= [ tiene un mdximo local en c
[ decreciente en [c,b)

Ejemplo 4.15.11. Encontrar intervalos de crecimiento, decrecimiento, méaximos y
minimos locales de la funcién f(z) = 23 — 322 + 3.

La funcién es un polinomio, por tanto, es continua y derivable en toda la recta
real. Calculemos su derivada:

f'(z) = 32* — 62 = 3w(z — 2).
El signo de f’ nos indica dénde crece y dénde decrece la funcion f.
e Puntos criticos de f: 0y 2
e f'>0en (—o0,0] = f creciente en (—o0, 0]
e f'<O0en[0,2] = f decreciente en [0, 2]
e f'>0en [2,+00) = [ creciente en [2, +00)

Podemos representar la informacién que tenemos del siguiente modo:
Vemos claramente cudles son los extremos locales:

f creciente en  (—o0,0]
—> [ tiene un méaximo local en 0
[ decreciente en [0, 2]

[ decreciente en [0, 2]
—> f tiene un minimo local en 2
f creciente en  [2,400)

Ahora sustituimos para calcular f(0) y f(2). Obtenemos f(0) =3y f(2) = —1.

Ejemplo 4.15.12. Encontrar los intervalos de crecimiento, decrecimiento, maximos

y minimos locales de la funcién f(z) = ﬁ.

La funcion f(z) es una funcién racional (es un cociente de polinomios), por tanto,
continua y derivable en su dominio, que es toda la recta real excepto los puntos 2 y —2

(las raices del denominador). Es decir, su dominio es (—oo, —2) U (—2,2) U (2, +00).
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Calculemos la derivada de f:

La funcién f’ tiene el mismo dominio de definicién que f, es decir,
(=00, —2) U (—2,2) U (2, 4+00)
y también es continua.
Observamos que:
f’(x):0<:>_—2x:0<:>—2x20<:>x:0
(2= 1p
Luego el tnico punto critico de f es 0.
Analizando el signo de f’ tenemos:
e f'>0en (—00,—2) = f creciente en (—o0, —2)
e f'>0en (—2,0] = f creciente en (—2,0]
e ["<0en[0,2) = [ decreciente en [0, 2)
o f'<O0en (2,+00) = f decreciente en (2,+00)

Esquematicamente, recogemos la informacién obtenida hasta ahora en el sigu-
iente grafico:
En visto de esto:
[ creciente en  (—2,0]

—> f tiene un maximo local en 0
f decreciente en [0, 2)

Sabemos que la funcién f es creciente en (—oo, —2), pero para saber qué valores
toma, hemos de calcular el limite de f en los extremos del intervalo, es decir, debemos
calcular lim f(z)y lim f(z). Lo mismo hemos de hacer en los otros intervalos.

r——00 T——2"

Tenemos:

1 1
1/ pu— 1, = -
Jim S = lim e = T
1
zgr_nr flz) = ml}r_%i 2170 (indeterminacién)

Analicemos con cuidado el limite anterior. Tenemos 2 — 4 = (z + 2)(z — 2), por
tanto,
1i 2-4)=0
A = L
—
xig_ x2—4

22 —4>0 si x<—2
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Anélogamente,

lim (z2—4)=0
r——21 1 1
>
w—}I—%JF x2—4

2 —4<0si —2<x<?2

De igual forma,

1
li =— Ii =
oore 72— oY M E 4T
Por 1ltimo,
, 1 1
lim =

z—too 12 — 4 +o0

Recogemos esquematicamente esta informacién en el siguiente grafico:

Proposiciéon 4.15.13. Sea f una funcion definida en un intervalo I, dos veces
derivable en c € I, donde ¢ € I un punto critico de f.

1) Si f"(c) > 0, entonces f tiene en c un minimo local.
2) Si f"(c) <0, entonces f tiene en ¢ un mdzximo local.

Nota 4.15.14. Si en algin momento olvidamos si se da el minimo con f"(c) > 0

o con f"(c) < 0, una forma fdcil de recordar es pensado en la funcion f(x) = z*.

Fvidentemente, tiene un minimo en x =0y f" =2 > 0.

Observacion 4.15.15. La Proposicién 4.15.10 es mas simple de usar ya que no
se calcula la derivada sequnda, ademds evita el problema siguiente: ;qué ocurre si

f"(e) = 07.

Proposicion 4.15.16. Sea f una funcion con derivada de orden n en un intervalo
I en cuyo interior estd el punto a y tal que f™ es continua en a, f™(a) # 0 y
f"(a) = f"(a) = --- = f*V(a) = 0. Entonces:

1) Si f'(a) =0, f™(a) >0 yn es par, entonces f tiene en a un minimo local.
2) Si f'(a) =0, f™(a) <0 yn es par, entonces f tiene en a un mdrimo local.

3) Sin es impar (f™(a) #0), entonces f tiene en a un punto de inflexion.
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Es decir:
f"(a) >0 minimo local
f"(a) <0 mdzimo local
f"(a) #0 punto de inflexion
flla)=0=

f®(a) > 0 minimo local
f'(a) =0 =
f"(a) =0=1{ fW(a) <0 mdzimo local

4.16. Extremos absolutos

Definicién 4.16.1. Sea f una funcion definida en un conjunto D que contiene al
numero c. Entonces

1) f tiene un mdximo global ( o absoluto) en x = c si

f(z) < f(e) para todo x € D

2) f tiene un minimo global ( o absoluto) en x = ¢ si

fle) < f(z) para todo x € D

Los mazximos y minimos absolutos, denominados colectivamente extremos absolu-
tos, especialmente cuando queremos evitar toda posible confusion con los extremos
relativos.

Ejemplo 4.16.2. La funcién f(x) = 2? tiene en z = 0 un minimo absoluto, pues

0= f(0) < f(a) = o

para todo x € R. Sin embargo, f no tiene maximo absoluto, ya que no esta acotada
superiormente.
En el intervalo [—2, 2] la funcién f si tiene un méximo absoluto. Esté claro que:

flz)=a® <d=f(-2) = f(2)

para todo z € [—2,2]. Esto nos dice que, en el intervalo [—2, 2], la funcién f alcanza
su maximo absoluto en los puntos —2 y 2.



150

4.16.1. ;Cdémo determinar los extremos absolutos en un in-
tervalo I?

Supongamos que f tiene un extremo absoluto en c.

Si ¢ no es punto extremo del intervalo I (por ejemplo, I = [a,b], ¢ ¢ {a,b}),
entonces f tiene también un extremo local en c.

Por tanto segtin la Proposicion 4.15.3, si f es derivable en ¢ se debe cumplir

f'(e) =0.

Nota 4.16.3. En el argumento anterior es importante el hecho de que ¢ no sea un
extremo del intervalo I. Notese que en el Ejemplo 4.16.2 la funcion tiene extremos
absolutos en —2 y en 2 (I = [-2,2]) y, sin embargo, no son puntos criticos.

Como se ve, la derivada es una herramienta excelente para encontrar los extremos
absolutos de una funcion. Solamente hay un caso en que no nos puede ayudar:
cuando no existe.

Nota 4.16.4. Dada una funcion f en un intervalo I, para encontrar sus extremos
absolutos debemos buscar entre:

1) Los puntos criticos (aquellos puntos en que la funcion es derivable y su deriva-
da es 0).

2) Los extremos del intervalo I (si pertenecen a I, por supuesto).
3) Los puntos en que la funcion f no es derivable (si es que eziste alguno).

Observacion 4.16.5. jOjo! Hemos dicho que tenemos que buscar los extremos
“entre” estos puntos, esto es, de los demas podemos olvidarnos, pero en ningun
momento hemos dicho que estos puntos tengan necesariamente que ser extremos:
pueden serlo o no.

Ejemplo 4.16.6. Hallar el maximo y el minimo de la funcién f(x) = |:ce—11| en el

intervalo [—3, 3].

En primer lugar, notemos que la existencia de maximos y minimos esta garanti-
zada puesto que f es una funcién continua en el intervalo cerrado y acotado [—3, 3]
(véase el Teorema de Weierstrass 3.19.12).

Para saber qué valor toman y donde se alcanzan estos extremos, utilizamos la
derivada.

Observemos que

. o6 v e [-3,1]
floy = 21—

e’ rz—1

si x€[l,3]
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Por tanto, f es derivable en todos los puntos salvo, quizd, en x = 1. Calculamos
f'. Tenemos:

=2 & xe€[-3,1)

er

fla) =

[\

—£ si oz e (1,3

efL‘
Asi, el inico punto critico es x = 2. Por tanto, tenemos que los extremos absolutos
de f se tienen que alcanzan en alguno de los puntos siguientes:

e El punto z = 2 (punto critico de f).
e El punto z = 1 (punto en el que quizés la funcién f no sea derivable).
e Los puntos x = =3 y & = 3 (extremos del intervalo).

Evaluemos f en esos puntos:

FQ) =5 F1)=0, f(-3)=dc' y J3)= .

(&

El méximo de estos valores es f(—3) = 4e* y el minimo, f(1) = 0. Por tanto,
estos son los valores maximos y minimos de la funcién f en el intervalo [—3, 3], y se
alcanzan en los puntos z = —3 y x = 1, respectivamente.

In(z)

Ejemplo 4.16.7. Hallar, si existen, los extremos absolutos de f(x) =
La funcién f estd definida y es derivable en el intervalo abierto (0,+o0). Por
tanto, si tiene algin extremo absoluto, lo alcanza en un punto critico.
Tenemos:

f’(x) _ (111(I>) x ;2( ln(x))(;g)/ 3 T _;;l(x) .1 _ 1 _xl?(x)

De modo que

1 —In(x)

fll@)=0e= —F = =0«=1-In(z) =0

T
< l=In(z) <=z =c.

Luego el tnico posible punto de extremo absoluto es e.

Como el intervalo no es un cerrado y acotado, no podemos utilizar el Teore-
ma de Weierstrass 3.19.12. Con lo cual, en principio, no tenemos asegurado que f
alcance maximo o minimo. No queda mas remedio que estudiar el crecimiento y
decrecimiento de la funcion.
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Como f’ es continua y solo se anula en e, su signo es constante en los intervalos
(0,e) y (e,+00) (Teorema de Bolzano). Evaluando en algin punto de cada uno de
estos intervalos, por ejemplo en = 1 v 2 = €2, deducimos que:

f'>0 en (0,e] y f'<0 en [e,+00)

Por tanto,

f creciente en (0, €]
— f tiene un maximo absoluto en = =e
f decreciente en [e, +00)

Luego

para todo x € (0, 4+00).

Por otra parte, f no tiene minimo absoluto, ya que

lim f(z) = lim &)

z—0t z—0t X

= (—0) - (+00) = —00.

Teorema 4.16.8. Sea D C R un conjunto convezo.

Si la funcion f: D C R — R es convexa y ¢ € D es un minimo local de f,
entonces ¢ es minimo global de f.

Ademds, si la funcion f es estrictamente convezxa, el minimo es unico.

Proposicion 4.16.9. Sean D un abierto convexo de R, y f : U — R conveza.
Supongamos que f es derivable en ¢ € D, y que f'(c) = 0. Entonces f tiene un
minimo absoluto en c.

Nota 4.16.10. Sea I un intervalo abierto de R. Si f : I — R es convexa, entonces
f es continua.
Si I es cerrado, la convexridad no implica la continuidad sobre I, ejemplo, la
funcion
z? s xe[-1,1] —{0}

1 st =0

Proposiciéon 4.16.11. Sea D C R un convero cerrado no vacio y f: D —
(—00, +00] una funcién convexa, continua y f £ 400 tal que

HI% f(z) =400 (ninguna hipdtesis si D es acotado).
ze

|z|—o0

Entonces f alcanza su minimo sobre D.
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4.16.2. Aplicaciones: “Maximizar” y “Minimizar”

Hemos aprendido a localizar extremos absolutos. Esto tiene gran cantidad de
aplicaciones, pues muchos problemas practicos se formulan en términos de maximos
y minimos. Pensemos, por ejemplo, que habitualmente se quiere “maximizar” los
beneficios y “minimizar” los costes.

Ejemplo 4.16.12. Un fabricante hace latas de aluminio de forma cilindrica, de 16
cm?® de volumen. Hallar las dimensiones de la lata para que la cantidad de material
empleada sea minima.

Denotemos r al radio de la base y h a su altura. El volumen seréa:

V(r) =16 = mr*h
y su superficie (la de tapas més la superficie lateral)
S(r) = 2(nr?) + 27rh

Si despejamos h en la primera igualdad, tenemos

1
16:7T7’2h<:>h:—62
wr

Sustituyendo h en la expresién de la superficie, nos queda

16 32
S(r) = 2(mr?) + 2rr—5 = omr? + =
or r

Por tanto, se trata de encontrar el minimo de la funcién
32
S(r) =2mr* + =,
’

donde, naturalmente, r € (0, 400).
Calculemos la derivada:

32 4mrd —32
Por tanto,
43 — 32 8
S’(T):0<:>W—2=O<:>47rr3=32<:>r: O —
T ™

Luego, si S tiene minimo absoluto en (0,+00), solamente puede alcanzarlo en

ro = {/ %. A partir del signo de S’ confirmamos que, efectivamente, S alcanza su



154

maximo en ro = ¢/, pues S’ < 0 en (0,r9) y S’ > 0 en (ro, +o0). La altura

correspondiente es

1 1
1616 J§

2 2
mr m
0 71_(3 8>
™

Luego la lata tendra las dimensiones siguientes:

/8

ro = {/ — cm ~ 1,36 cm
T
3 8

ho =24/ — cm ~ 2,72 cm
s

Ejemplo 4.16.13. Una ventana de forma rectangular, rematada por un arco de
medio punto, tiene u perimetro de 12 metros. ;Cudles deben ser sus dimensiones
para que su superficie sea lo mayor posible?

Denotemos = al ancho de la ventana e y a la altura del rectangulo. El perimetro

radio de la base:

altura:

es .
12 = @ +2y+=x
y su area
m(3)”
A(z) = 2y + —2.

2
Si despejamos y en la primera igualdad, obtenemos

T 1 T 1 T
12 = 72 42 :-(12— _ —)z ——(1 —>.
7r2+ y+r =y 5 Ty 6 5 —1—2 x

Por tanto, sustituyendo y en la expresién del area, vemos que lo que queremos
es obtener el maximo de la funcion

a1 =2(0 51+ )+ TG =0 (5 5)-

donde, naturalmente, x € (0,400). La gréfica de A es una pardbola “hacia abajo”,
luego alcanza su maximo en su tnico punto critico. Vamos a calcularlo:

Al(z)=6— 2(% + g>a§

Por tanto,
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Con lo que zy = 42+—47r ~ 3,36 ha de ser el ancho de la ventana (en metros).
La altura del rectangulo correspondiente es:
6 1(1+7r) 6 1(1+7T> 22 e
—= —_ = — T = _ = — = ~ .
Yo 2" ) PRV VI

De modo que la ventana debe tener las dimensiones siguientes:

Ancho: o
= ~ 3,36
o 1 g y m
Altura: )
1
Yo 447 e

4.17. Asintotas

Definicién 4.17.1. Una asintota es una recta a la que se va aprorimando una
curva. Hay tres tipos de asintotas:

1) Decimos que la recta * = a es una asintota vertical de la grifica de la
funcion f si se cumple alguna de las igualdades siguientes:

lim f(z) =400 o lim f(z)=+o0

z—a™t rz—a~
(0 ambas igualdades a la vez).

2) Decimos que la recta y =1 es una asintota horizontal de la grdfica de la
funcion f si
h’rf flx)y=1 o lim f(x)=1
3) Decimos que la recta y = max + b es una asintota oblicua de la grdfica de
la funcion f si

lim [f(z) = (mz+b)] =0 o lim [f(z)— (mz+b)] =0

T—+00 T——00

Nota 4.17.2. Si una funcion admite una asintota oblicua, entonces HT f(z) =

+00. Pero esto no basta, por ejemplo, f(x) = x* verifica la igualdad anterior y no
tiene asintotas oblicuas.
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Proposicion 4.17.3. La recta y = mx + b es asintota de la grafica de f en +oo si

y solamente si
o f@) , _
J T =y i 1) - me] =0

Andlogamente, para —oo.

Ejemplo 4.17.4. Hallar las asintotas de la funcién f(x) = Sxi%“

La funcién es continua en (—oo,1) U (1,+00). Estudiemos los limites en los
extremos de los intervalos.
32—z +2

4
lim —————— = — (indeterminacién).
r—1- r—1 0

Como x — 1 < 0si z < 1, tenemos

32— 42
hm —_— = —OQ.
rx—1— r—1

Luego = = 1 es una asintota vertical. Analogamente,

3P —x+2
lim ———— = +o0.
z—1+ z—1
Luego x = 1 es también una asintota vertical cuando “nos acercamos a x = 1 desde
la derecha”, pero observemos que ahora acercamos “al otro extremo de la recta”.

Veamos qué ocurre en 400 y en —oo.

. 3x?—x 42 3z —14+2  3(4+00) =140

lIm ——— = lim T = = +00.
z—too  x —1 z—+00 - 1-0

3P —z+2 ) 3x—1+% 3(—00) —1+0

lm ———— = lim T = = —00.
T——00 r—1 r—+00 1—5 1-0

Como los limites de f cuando z — +o00 y © — —o0 son infinitos, no hay asintotas
horizontales. ; Habré asintotas oblicuas?. Tenemos que calcular el limite de @ en
+00 y en —0o0.

» En 400, tenemos

30—z +2 3—-14+2
i T3 g 3T oEA2 s T2 _3
T—+o0 I z—too  x(r — 1) T—+00 1—;
322 — 1 +2
Ii —3z| = 1i -3
i (1) -] = Jin (s
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Luego y = 3x + 2 es una asintota de f cuando r — +oc.

» Analogamente se comprueba que también es una asintota de f
cuando r — —o0.

Ejemplo 4.17.5. Estudiar si la grafica de f(x) = e+ tiene asintotas.
La funcién f estd definida y continua en (—o0,0) U (0, +00). Hallemos el limite
en los extremos de estos intervalos. Tenemos:

i, (=3)

, _1 _
lim e = = ¢ z—ot =e =0
z—0t

o tim (-1)

lim ez =¢e«—0- " % =¢et>® = 40
r—0~

lim e_% =e o2 Feo (7%) =e'=1
T—+00
. im (1) o

lim ez =¢a—— =e =1
r——00

Por tanto, x = 0 es una asintota vertical e y = 1 una asintota horizontal.

4.18. Esquema-Resumen para la representacion grafi-

ca de funciones

Determinar el dominio de f y expresarlo como unién de intervalos.
Estudiar si la gréfica de f tiene algin tipo de simetria (véase Nota al final).
Estudiar la continuidad de f y ver qué ocurre en los puntos de discontinuidad.

Estudiar el comportamiento de f al acercarnos a los extremos de los intervalos
que componen su dominio. En particular, en +00 y —oo. Asintotas.

5) Determinar los puntos de corte con los ejes (f(0) y soluciones de f(z) = 0).

6) Si f es una funcién definida a trozos, estudiarla en cada trozo. Hay que ser
especialmente cuidados en los “empalmes”.

7) Estudiar f’: jdénde existe?, jqué signo tiene?, puntos criticos . .. Esto permite
obtener:
e Intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

e Extremos locales.
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8) Estudiar f”: ;jddénde existe?, jqué signo tiene?, ;dénde se anula?. Esto permite:
e Saber si los puntos criticos son maximos o minimos locales.
e Obtener los intervalos de convexidad y concavidad.
e Encontrar los puntos de inflexion.

9) Elaborar una tabla resumiendo la informacién obtenida y evaluando f en al-
gunos puntos clave (extremos locales, puntos de inflexién . . .).

10) Dibujar la gréfica.
Nota 4.18.1. Hay dos simetrias muy conocidas:

1) Si f es par, es decir, f(x) = f(—x) para todo x, entonces la grdfica f es
simétrica respecto del eje OY (por ejemplo, los polinomios que tiene solamente
exponentes pares, o la funcion coseno).

2) Si f esimpar, es decir, f(—x) = —f(x) para todo x, entonces la grifica de f es
simétrica respecto del origen (por ejemplo, los polinomios que tienen solamente
exponentes impares, o la funcion seno).



