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 C 
Resumen 

 
 

En esta Tesis Doctoral se presentan diversas técnicas de control de robots manipu-
ladores. El objetivo perseguido es plantear nuevos esquemas de seguimiento de trayec-
torias empleando información visual y de fuerza, que permitan al robot repetir trayec-
torias seguras, en entornos muy complejos para tareas de ensamblado y/o desensam-
blado. 

En los sistemas de guiado de robots por visión existentes en la literatura, no se 
permite realizar posicionamientos del extremo del robot siguiendo una trayectoria de-
seada. Además, con los sistemas clásicos de control visual basado en imagen sólo se 
puede asegurar la estabilidad asintótica de manera local. A lo largo de esta Tesis se 
propone un método de seguimiento de trayectorias en imagen que no sólo mejora el 
comportamiento de los sistemas de control visual clásicos, permitiendo repetir una 
trayectoria predefinida, sino que también presenta una característica novedosa: permi-
te definir la velocidad de seguimiento. Este método de seguimiento presenta un com-
portamiento intemporal, aspecto éste indispensable para que el robot pueda atender 
cualquier evento no previsto debido a su interacción con el entorno. 

Los sistemas de control visual requieren una calibración previa de la cámara. Los 
estudios realizados sobre los errores cometidos en la estimación de estos parámetros 
permiten concluir que el entorno de estabilidad asintótica local se reduce cuando el 
error de estimación aumenta. Para resolver este problema, se presenta en esta Tesis un 
método de calibración on-line de la cámara basado en control visual virtual. Su aplica-
ción al método de seguimiento permite obtener un sistema de control visual autocali-
brado para tareas de repetición de trayectorias definidas en el espacio imagen. 

En el control de robots manipuladores comerciales no se suele realizar un control 
directo sobre sus articulaciones, debido principalmente al desconocimiento de los 
parámetros dinámicos. El diseño y construcción de un robot permitirá conocer estos 
parámetros de forma precisa y aplicar algoritmos más complejos de control visual, que 
proporcionarán un guiado mucho más rápido y preciso al eliminar el retardo que se 
produce en los sistemas indirectos de control. Partiendo del prototipo de un robot, se 
describen tres métodos novedosos que permiten repetir trayectorias definidas en la 
imagen con comportamiento intemporal y con distinto grado de control sobre la velo-
cidad de la tarea. 

En ocasiones, el robot que está siguiendo una trayectoria en el espacio 3-D entra en 
contacto con algún objeto de su espacio de trabajo. Para permitir que el sistema de vi-
sión pueda seguir enviando referencias válidas, es indispensable tener información de 
las fuerzas y pares en el extremo del robot. Conociendo estas fuerzas y pares, se pro-
ponen dos métodos que permiten modificar la trayectoria en imagen que el robot esta-
ba siguiendo, para hacerla compatible con las fuerzas ejercidas por el extremo del ro-
bot. Además, se propone un método capaz de fusionar la información visual y la de 
fuerza para detectar un cambio en la normal de la superficie de contacto. Con estas dos 



II Control visual-fuerza autocalibrado para seguimiento de trayectorias en tareas cooperativas robóticas 
estrategias se tiene un esquema general que permita obtener una acción de control con-
junta y coherente a partir de la información de los dos sensores. 

La validez de los esquemas de control propuestos queda confirmada con la realiza-
ción de diversos experimentos prácticos. En estos experimentos se observa la necesidad 
de un sistema de posicionamiento preciso siguiendo trayectorias seguras. Además, 
tanto la interacción del robot en tareas de ensamblado, como la presencia de un opera-
dor humano muestran la necesidad de un sistema de seguimiento intemporal. 

  



III  l 
Abstract 

 
 

In this PhD Thesis different control schemes for robotic manipulators are pro-
posed. The aim is to set out new path tracking approaches based on visual and force 
information which enable the robot to repeat safe paths in very complex environments 
for assembly and disassembly tasks. 

In existing visual guidance systems for robots described in the literature, the posi-
tioning of the robot’s end-effector according to a desired path is not possible. Further-
more, classical image based visual servoing systems only guarantee local asymptotic 
stability. This Thesis proposes an image path tracking method which does not only 
improves the behavior of classical visual servoing system by following a predefined 
trajectory, but it also has a novel feature: the definition of the tracking velocity. This 
tracking method presents a time-independent behavior so that the robot can deal with 
any unexpected event during the interaction with the environment. 

Visual servoing systems require a previous calibration of the camera. The research 
about the errors made by the estimation of these parameters shows that the range of 
local asymptotic stability is reduced when the estimation error increases. In order to 
solve this problem, an on-line calibration method of the camera based on virtual visual 
servoing is presented in this Thesis. The application of this calibration technique to the 
tracking method results in an adaptive visual servoing system for tasks based on the 
repetition of paths defined in the image space. 

Commercial robotic manipulators are not usually controlled by a direct control 
over their joints because their dynamic parameters are unknown. The design and con-
struction of a robot permits to know precisely these parameters and apply more com-
plex visual servoing algorithms which provide a much quicker and precise guidance 
process due to the removal of delays produced by indirect control systems. From the 
prototype of the robot, three new methods are described in order to repeat image tra-
jectories with a time independent behavior and with different types of control over the 
task velocity. 

When the robot is tracking a path in the 3-D space, it sometimes contact with an 
object in its workspace. It is indispensable to gather force and torque information on 
the robot’s end-effector in order to make the vision system send valid references. When 
these forces and torques are known, two methods are proposed to modify the image 
path that the robot is tracking in order to make it compatible with the forces exerted by 
the robot’s end-effector. It is also proposed a method which fuses visual and force in-
formation to detect a change in the normal of the contact surface. These two strategies 
enable a general scheme which determines a common and coherent control action from 
the two sensors’ information. 

The validity of the proposed control schemes has been confirmed through the ex-
ecution of several practical experiments. These experiments show the necessity of a 
precise positioning system based on the tracking of safe trajectories. In addition, not 
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only the interaction of the robot in assembly tasks, but also the presence of a human 
operator show the necessity of a time independent tracking system. 
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Las trayectorias seguidas por los robots en el ensamblado de la estructu-
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las trayectorias. 
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1 

 

 C 
1 1 Introducción 

 
 

 
1.1 Motivación ................................................. 1 
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1.4 Estructura de la Tesis .......................... 7 

1.1 Motivación 
Los sistemas robotizados para la manipulación automática se han ido implantando 

con mayor frecuencia en los últimos años en la industria en general. Estos sistemas van 
desde el más simple de empaquetado o agarre de objetos en cintas transportadoras 
hasta los más complejos en la industria del automóvil. En muchas ocasiones, no se co-
noce con exactitud las características del objeto a manipular o estos presentan una gran 
variedad, por lo que en estos casos es necesaria la aplicación de sistemas de control 
sensorial para el guiado y manipulación en un entorno robotizado. En general, se pue-
de afirmar que los sistemas de control sensorial aumentan la flexibilidad y autonomía 
de los sistemas robóticos. En aplicaciones de la robótica como las de ensamblado, des-
ensamblado o reciclado, a menudo se requieren altas prestaciones y la aplicación de 
sistemas de guiado sensorial debe incorporarse para hacer a estos sistemas más robus-
tos. 

Para el guiado de robots uno de los sistemas sensoriales con más auge en la actua-
lidad son los basados en visión por computador. La visión artificial constituye uno de 
los temas de investigación que posee en la actualidad un espectro más amplio de posi-
bles aplicaciones industriales, y que en un futuro adquirirá todavía una mayor relevan-
cia. Muestra de ello son tanto los esfuerzos que dedican al tema los principales centros 
de investigación de España [GarciaGJ-2009] y del mundo entero, como el interés que 
demanda la industria en estas aplicaciones. Sus características especiales les hace capa-
ces de capturar una gran cantidad de información de su entorno y facilitar el guiado 
del robot sin la necesidad de disponer de un conocimiento exhaustivo previo del espa-
cio de trabajo. Así surgieron los sistemas de control visual [Hutchinson-1996] para el 
guiado de robots empleando información visual. Sin embargo, la aplicación práctica de 
estos sistemas de control en entornos no estructurados implican una serie de proble-
mas que aún en la actualidad siguen sin estar resueltos. 

En este Capítulo se comentan las prin-
cipales motivaciones que han propicia-
do la realización de esta Tesis Doctoral, 
enmarcando las investigaciones reali-
zadas dentro de tres grandes proyectos 
y la concesión de una beca FPI de la 
Generalitat Valenciana. También se 
presentan en este Capítulo las aporta-
ciones realizadas en el ámbito de los 
sistemas de control visual y control 

visual-fuerza que se detallarán a lo lar-
go de la Tesis. Por último, se describirá 
cómo se ha estructurado el documento, 
indicando qué temas se abordan en 
cada Capítulo. 



2 Control visual-fuerza autocalibrado para seguimiento de trayectorias en tareas cooperativas robóticas 

1.1 

Uno de estos problemas es la necesidad de disponer de un sistema calibrado de la 
cámara empleada, de forma que si se modifica alguna propiedad de la cámara, es nece-
saria una nueva calibración para determinar de nuevo sus parámetros intrínsecos. A 
pesar de que en la actualidad es posible encontrar sistemas de control visual para el 
guiado de robots de manera independiente a los cambios en los parámetros intrínsecos 
[Malis-2004a], en tareas de manipulación en ocasiones es necesario conocerlos debido a 
posibles cambios en los mismos durante la tarea. Estos aspectos requieren disponer en 
cierta medida de un entorno estructurado en el que tanto las propias características del 
objeto a manipular como los parámetros intrínsecos de la cámara utilizada deben ser 
conocidos a priori. 

Otro problema detectado en los sistemas de control visual es la incapacidad de 
éstos para guiar al robot siguiendo una trayectoria específica. Las tareas de ensambla-
do y desensamblado en una celda robótica suelen ser tareas complejas con una gran 
cantidad de agentes en el espacio de trabajo. Los sistemas de control visual clásicos 
permiten realizar posicionamientos relativos entre el extremo del robot y los objetos 
situados en la escena. Sin embargo, no permiten definir la trayectoria que el extremo 
debe seguir para llegar a la posición deseada. Una gran cantidad de objetos en el espa-
cio de trabajo puede provocar colisiones indeseadas si no se tiene en cuenta la trayecto-
ria que el robot seguirá hasta la posición final. Dotar a los sistemas de control visual 
clásicos de la capacidad de seguimiento de trayectorias en la imagen no sólo permite 
resolver el problema en sí de controlar qué trayectoria seguirá el extremo, también 
permite resolver uno de los principales problemas de los sistemas de control visual: su 
estabilidad asintótica local. Los sistemas de control visual basado en imagen son 
asintóticamente estables sólo de manera local. Es decir, sólo se puede asegurar su esta-
bilidad cuando la posición inicial y la final están relativamente próximas. Si se especifi-
ca la tarea de posicionamiento a partir de una trayectoria, las referencias siempre es-
tarán muy cercanas a la posición actual, y el sistema de control visual será más robusto. 

Un aspecto que ha motivado especialmente el desarrollo de esta Tesis ha sido el de 
obtener un esquema de control visual capaz de realizar seguimientos de trayectorias 
especificadas en el espacio imagen. Hasta hace unos años las únicas propuestas encon-
tradas para resolver el problema del seguimiento en sistemas de control visual presen-
taban un comportamiento temporal. Es decir, la trayectoria se muestrea y la posición 
siguiente del robot se obtenía como una función del tiempo. Así, si el sistema robótico 
no podía continuar debido a cualquier evento no contemplado, estas aproximaciones 
temporales seguían enviando referencias, con lo que se perdían, provocando el fallo 
del seguimiento. Hace poco tiempo han empezado a aparecer sistemas de seguimiento 
intemporales, en los que la siguiente referencia depende únicamente de la posición 
actual del robot, y no del tiempo. Sin embargo, ninguno de los métodos intemporales 
propuestos hasta ahora permite definir una velocidad de seguimiento. 

Este último aspecto es aún más interesante cuando se habla de control visual direc-
to. No se han encontrado trabajos que permitan resolver el problema del seguimiento 
de una trayectoria con control visual directo. Los esquemas de control visual directo 
requieren el conocimiento preciso de los parámetros dinámicos del robot. Esta infor-
mación es difícil de estimar con exactitud, salvo que se esté presente en el diseño y 
construcción del robot. El diseño y construcción de un pequeño robot que se llevará a 
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cabo en el proyecto MCYT DPI2008-02647 del que soy investigador colaborador, ha 
motivado la investigación de estos sistemas de seguimiento utilizando control visual 
directo. 

En tareas en las cuales el robot debe interactuar con su entorno (eliminación de 
soldaduras, atornillado, etc.) los sistemas de visión artificial no pueden proporcionar 
información acerca de la fuerza de interacción entre el extremo del robot y su entorno. 
El tener acceso a información procedente de un sensor de fuerza constituye un elemen-
to indispensable para aplicaciones en las cuales los robots deben interactuar directa-
mente con objetos del entorno. La propia naturaleza y la precisión limitada de los sis-
temas de visión artificial utilizados para el control de posición implican que este tipo 
de sistemas no son adecuados para controlar la interacción. 

Las principales aproximaciones empleadas hasta la actualidad para combinar in-
formación visual y de fuerza son control híbrido y control de impedancia. En el caso de 
control híbrido, el espacio de control se divide en direcciones controladas por fuerza y 
direcciones controladas por visión siendo requisito para aplicar esta estrategia el dis-
poner de un conocimiento previo detallado de la geometría de la tarea y el entorno en 
el que se va a desarrollar. En el caso de emplear control de impedancia se especifica la 
relación dinámica entre fuerza y movimiento. En cualquier caso, el espacio de trabajo 
se supone conocido a priori, lo que constituye una limitación de cara a su aplicación a 
entornos de reciclado. A partir de estos trabajos se observa la necesidad de crear un 
nuevo sistema de control visual-fuerza que sea capaz, no solo de controlar una misma 
dirección de movimiento, sino hacerlo de manera que se eviten posibles contradiccio-
nes en las acciones de control obtenidas a partir de ambos sistemas sensoriales. 

En aquellas tareas en las que se debe realizar la manipulación de un determinado 
objeto del espacio de trabajo se hace necesario el uso de forma combinada de los con-
troladores visuales junto con controladores de fuerza. En este caso los sistemas de vi-
sión tienen la función de establecer la trayectoria del robot durante la tarea, actuando 
como controladores de posición, mientras el sistema sensor de fuerza se encarga de 
controlar la interacción del robot con el entorno. Existen aproximaciones que permiten 
modificar la posición deseada a partir de las fuerzas de interacción. Sin embargo, no se 
han encontrado aplicaciones que permitan fusionar la información pudiendo desarro-
llar la tarea ante incertidumbres en los parámetros de la cámara y sin la necesidad de 
realizar una calibración cinemática previa. 

En esta Tesis se plantean distintas técnicas de control de robots capaces de permitir 
resolver tareas complejas de manera automática o semi-automática. Se plantea un sis-
tema de seguimiento intemporal de trayectorias en el espacio imagen, que permite po-
sicionamientos precisos y seguros al mismo tiempo que mejora el comportamiento de 
los sistemas de control visual clásicos. Este sistema de seguimiento se mejora con un 
método de calibración on-line de la cámara. A partir de la referencia de velocidad que 
proporciona el método de seguimiento se construye un sistema de control visual-
fuerza basado en un esquema de impedancia que permite al robot interaccionar con su 
entorno controlando las fuerzas y pares ejercidos. Además, se plantea un método de 
seguimiento intemporal de trayectorias utilizando control visual directo, de manera 
que se obtengan directamente los pares y fuerzas a aplicar al robot para seguir correc-

1.1 



4 Control visual-fuerza autocalibrado para seguimiento de trayectorias en tareas cooperativas robóticas 

1.2 

tamente la trayectoria deseada y se evite tener que utilizar el controlador interno del 
manipulador. 

1.2 Marco de la Tesis 
Esta Tesis se ha desarrollado dentro del ámbito de la beca FPI de la Generalitat Va-

lenciana (BFPI06/015) y de tres proyectos de investigación. 

El primer proyecto de investigación es: “Diseño, Implementación y Experimenta-
ción de Escenarios de Manipulación Inteligentes para Aplicaciones de Ensamblado y 
Desensamblado Automático” financiado por el Ministerio de Ciencia y Tecnología 
(DPI2005-06222), cuyo principal objetivo es el de diseñar, implementar y experimentar 
un escenario inteligente, adecuadamente sensorizado, que permita abordar con garan-
tías tareas complejas de manipulación tales como ensamblado y desensamblado, a rea-
lizar bien de forma totalmente automática por un sistema multirobot, o semi-
automáticamente con intervención humana. 

Tanto el ensamblado como el desensamblado automáticos requieren un alto grado 
de flexibilidad y adaptabilidad a los distintos cambios que puedan surgir durante el 
propio proceso debido a la incertidumbre existente con respecto al producto a desen-
samblar, al estado de conservación del mismo, al gran número de fabricantes existentes 
y su gama de productos, etc. Todo ello confiere un grado de dificultad superior, siendo 
necesarios sistemas de guiado de robots que empleen sistemas multisensoriales [To-
rres-2004]. 

Uno de los pilares de este proyecto, y donde se enmarca la presente Tesis, es la in-
vestigación de sistemas multisensoriales capaces de permitir interacción no sólo con los 
objetos situados en su entorno, sino también con operadores humanos cuya presencia 
se requiera en la tarea de ensamblado o desensamblado. Para obtener una medida de la 
interacción con los objetos del espacio de trabajo se utilizan elementos como los senso-
res de fuerza. La información visual que proporcionan las cámaras permite realizar 
tareas de posicionamiento del robot en relación a los objetos que se pueden ver desde 
la cámara. Sin embargo, ninguno de los sensores por separado son capaces de obtener 
información suficientemente precisa para realizar tareas de ensamblado y desensam-
blado como las que se desarrollan en este proyecto. La fusión de la información pro-
porcionada por cada sensor hace al sistema más completo, preciso y robusto. En una 
tarea de pulido, por ejemplo, la información de la fuerza ejercida por el extremo del 
robot puede complementar a la obtenida con visión, de forma que la acción de control 
visual se modifique para guiar al robot sobre la superficie manteniendo una fuerza de 
contacto deseada. La interacción de cualquier sistema robótico industrial con operado-
res humanos debe partir siempre desde la base de la seguridad. El operador humano 
puede interferir en la tarea que el manipulador robótico esté realizando, pero si la es-
trategia de seguridad obliga al robot a alejarse del humano o incluso a pararse, cuando 
el humano desaparezca del espacio de trabajo, el robot debe retomar la tarea que esta-
ba realizando. En tareas de seguimiento de trayectorias con control visual, un compor-
tamiento intemporal del sistema permitirá al robot retomar la tarea sin problemas una 
vez que el humano se aleje de éste. Las estrategias de seguimiento intemporal de tra-
yectorias, así como la estrategia global de control visual-fuerza aportados en esta Tesis 
constituyen una de las piezas clave para alcanzar los objetivos fijados en el proyecto. 
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Otro de los proyectos en el que se enmarcan las investigaciones desarrolladas es el 

proyecto de investigación “Diseño y experimentación de estrategias de control visual-
fuerza para sistemas flexibles de manipulación” financiado por la Generalitat Valen-
ciana. En este proyecto se desarrolla la estrategia de control visual más adecuada para 
realizar el guiado del robot con las características visuales más adecuadas y determi-
nando de forma automática y sin conocimiento previo los parámetros intrínsecos del 
sistema de visión. Por otro lado, se estudian los sistemas de control de fuerza a aplicar, 
así como su combinación con los anteriores para su actuación de forma conjunta. Uno 
de los objetivos del proyecto es el desarrollo de un nuevo algoritmo de fusión control 
visual-fuerza que permita al robot adaptarse a las características geométricas del objeto 
manipulado, no requiriendo una planificación previa de las direcciones a ser controla-
das por cada sensor. 

Las últimas investigaciones realizadas se enmarcan dentro del proyecto financiado 
por el Ministerio de Ciencia y Tecnología “Manipulación inteligente mediante percep-
ción háptica y control visual empleando una estructura articular ubicada en el robot 
manipulador (DPI2008-02647)”. La finalidad del proyecto es la investigación en técni-
cas de manipulación inteligentes. Uno de los objetivos principales del proyecto es el 
desarrollo de estrategias de control visual para el guiado de robots empleando para 
ello una cámara ubicada en una estructura articular anclada en el extremo del robot 
manipulador. Para ello, se requiere el diseño de un mini-robot y el desarrollo de estra-
tegias de control visual directo con el objetivo de asegurar que, durante toda la tarea 
llevada a cabo por el manipulador, la información visual requerida se encuentra en el 
campo de visión de la cámara. 

1.3 Aportaciones 
Los sistemas de control visual son asintóticamente estables únicamente de manera 

local. Es decir, la posición inicial de la cámara y la posición final deben estar lo suficien-
temente cerca para evitar caer en mínimos locales. Además, los sistemas de control 
visual basado en imagen clásicos sólo permiten obtener un posicionamiento punto a 
punto de la cámara, sin tener ningún control de la trayectoria 3-D que la cámara des-
cribe durante la tarea de control, ya que el control se realiza sobre el espacio imagen, 
no sobre el espacio 3-D. Para resolver estos dos problemas, a lo largo de la Tesis se des-
cribirá lo que significa una de las principales aportaciones: un sistema de seguimiento 
de trayectorias con control visual. A pesar de que en la literatura han aparecido en la 
última década una serie de trabajos que tratan el mismo problema, la gran mayoría de 
ellos resuelven el problema de la repetición de una trayectoria con un comportamiento 
temporal. Estos sistemas no permiten ningún tipo de evento ajeno al seguimiento de la 
trayectoria, ya que si el seguimiento se detiene antes de que se complete la trayectoria, 
las referencias temporales se perderán, y el sistema fracasará en su objetivo. Ese hecho 
descarta a los sistemas de seguimiento temporales para usarlos en sistemas multisenso-
riales, ya que cualquier información ajena a la obtenida por visión puede provocar 
eventos que el sistema no podría gestionar. Sólo recientemente han aparecido sistemas 
intemporales para el seguimiento de trayectorias utilizando control visual basado en 
imagen. Ninguno de ellos es capaz de definir la velocidad de seguimiento, presentando 
en general comportamientos muy oscilantes, o seguimientos donde el robot para en 

1.3 
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cada referencia de la trayectoria. Así, una de las principales aportaciones de esta Tesis 
es un sistema de seguimiento intemporal basado en control visual virtual que permite 
especificar una velocidad de seguimiento. 

Los sistemas de control visual virtual permiten obtener los parámetros extrínsecos 
e intrínsecos de una cámara real realizando variaciones de estos parámetros en una 
cámara virtual, de forma que al converger el sistema, se tengan en la cámara virtual los 
parámetros reales. Estos sistemas dependen mucho de la inicialización de los paráme-
tros extrínsecos para la cámara virtual. Una aportación de esta Tesis es la calibración 
multi-imagen, que permitirá obtener de forma precisa la calibración de la cámara inde-
pendientemente de la inicialización de los parámetros extrínsecos al mismo tiempo que 
se realiza una tarea de control visual. Además, se aporta un método capaz de ajustar el 
número de imágenes necesarias en cada momento para obtener una estimación válida 
de los parámetros intrínsecos del sistema de visión. El conocimiento de los parámetros 
intrínsecos reales a lo largo de la trayectoria seguida usando el método de seguimiento 
de trayectorias en la imagen basado en control visual virtual permite mejorar su com-
portamiento en imagen y en 3-D, así como realizar el seguimiento en condiciones cam-
biantes de los parámetros intrínsecos de la cámara, como por ejemplo la realización de 
zoom. 

Otra de las aportaciones principales de esta Tesis son tres sistemas de seguimiento 
intemporal de trayectorias con control visual directo. Las tres aproximaciones permiten 
desde realizar el seguimiento con una velocidad mínima garantizada a obtener un 
seguimiento con una velocidad deseada constante. Estos controladores propuestos 
permiten obtener directamente los pares y fuerzas que guíen al robot a lo largo de la 
trayectoria con las condiciones de velocidad que cada método establece. Al controlar 
directamente las articulaciones del robot y eliminar el controlador interno, se consigue 
eliminar los retardos que éste pudiera introducir. 

Los sistemas de control visual no permiten controlar la interacción con la suficiente 
precisión. Cuando el robot entra en contacto con algún objeto de su entorno, la medida 
de las fuerzas y pares ejercidos por el extremo permitirán obtener información local 
precisa del contacto. En esta Tesis se presenta un esquema de fusión control visual-
fuerza que permite obtener una acción de control global que cumpla las restricciones 
impuestas por el sistema de control visual y el sistema de control de fuerza. Las 
principales aportaciones en este esquema empiezan con un esquema de impedancia 
que es realimentado por un sistema de seguimiento intemporal basado en control 
visual. 

Así, se ha obtenido un sistema capaz de controlar la interacción del robot con el 
entorno mientras realiza el seguimiento de una trayectoria en la imagen. Cuando se 
detecta una colisión con el entorno de trabajo, se recalcula la trayectoria deseada en la 
imagen de forma que se cumplan las restricciones introducidas por las fuerzas de 
interacción. Se presentan aquí dos aportaciones que permiten realizar esta 
modificación de la trayectoria a partir de las fuerzas leídas. El primer método permite 
recalcular la trayectoria en la imagen a partir de la matriz de homografía 2-D. El 
segundo de los métodos para recalcular la trayectoria en la imagen no requiere 
conocimiento a priori del modelo cinemático del robot, la calibración de la cámara o de 
calibración sensorial entre la cámara y el sensor de fuerza. Este segundo método se 
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basa en estimar la matriz de interacción fuerza-imagen, que consigue relacionar 
variaciones en la imagen con variaciones en las fuerzas, permitiendo obtener una 
relación directa entre ambos sistemas sensoriales. 

Por último, cuando el sistema interactúa con una nueva superficie, el sistema debe 
recalcular la trayectoria deseada en la imagen. Por ello, se introduce una última 
aportación que describe un sistema capaz de detectar de manera robusta los cambios 
en las superficies a partir de la información del sensor de fuerzas y de patrones de luz 
estructurada. 

1.4 Estructura de la Tesis 
A continuación se detalla la estructura de la Tesis. Tras este Capítulo de introduc-

ción, en el 2 se detallan conceptos fundamentales relativos a los sistemas de control 
visual y control visual virtual, prestando mayor atención a aquellos en los que se cen-
trarán las aportaciones realizadas a lo largo de la Tesis. Este primer capítulo no sólo es 
puramente descriptivo de los sistemas de control visual, sino que además se detallan 
las distintas tendencias en la investigación en esta materia, mostrando las carencias que 
se pretenden resolver con la realización de esta Tesis Doctoral. 

Los capítulos 3, 4, 5 y 6, parte central de esta Tesis, describen las aportaciones reali-
zadas. Se ha procurado un nivel alto de detalle que permita la fácil comprensión de los 
algoritmos propuestos, manteniendo el formalismo necesario, así como mostrar distin-
tos experimentos teóricos y prácticos que avalen las aportaciones realizadas. 

El bloque central de la Tesis empieza con la descripción de un nuevo método de 
guiado de robots por visión, denominado seguimiento intemporal de trayectorias en la 
imagen basado en control visual virtual, que resuelve las carencias de los sistemas de 
control visual desarrollados hasta la actualidad para el seguimiento de trayectorias. 
Este método descrito en el Capítulo 3 no sólo consigue obtener un comportamiento 
intemporal, sino que además hace uso de la calibración multi-imagen que se describirá 
en el Capítulo 4 para mejorar el comportamiento en la imagen y realizar el seguimiento 
a pesar de variaciones en los intrínsecos en tiempo real. En este Capítulo, tras realizar 
una descripción detallada del método, se muestran distintos resultados experimentales 
con los que se comprueba la correcta respuesta del mismo y se muestra su comporta-
miento frente a otros métodos de seguimiento temporal e intemporal de trayectorias en 
la imagen y ante la variación de los distintos parámetros que rigen su funcionamiento. 

En el Capítulo 4 se describe la calibración de una cámara a partir de una imagen 
tomada por ésta. La calibración de la posición de la cámara respecto a un objeto se con-
sigue de forma sencilla a partir de la aplicación de control visual virtual. Sin embargo, 
la obtención precisa de los parámetros intrínsecos de la cámara no se consigue cuando 
se usa una sola imagen. En el Capítulo 4 se describirá la técnica de la calibración multi-
imagen, que permite obtener los parámetros extrínsecos e intrínsecos de una cámara 
mientras realiza una tarea de control visual. 

El Capítulo 5 muestra tres estrategias distintas para realizar el seguimiento de tra-
yectorias utilizando control visual directo. Estas aproximaciones se prueban sobre un 

1.4 
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entorno simulado sobre un prototipo de robot de 2 grados de libertad que se ha dise-
ñado en el marco del proyecto MCYT (DPI2008-02647) mencionado en el Apartado 1.2. 

El bloque central de la Tesis finaliza con el Capítulo 6, en el que se describen las 
aportaciones realizadas dentro del campo de la fusión de los sistemas de control visual 
con los de fuerza. En este capítulo se incluyen los elementos necesarios a la estrategia 
de seguimiento empleando visión descrita en el Capítulo 3, para permitir la utilización 
de control de fuerza y su aplicación a tareas de manipulación. 

El Capítulo 7 describe distintas pruebas experimentales que validan los esquemas 
de control descritos en los capítulos anteriores. 

En el Capítulo 8 se resumen las principales conclusiones que se han derivado de la 
realización de la Tesis, describiendo las publicaciones generadas y los posibles trabajos 
futuros relacionados con las investigaciones desarrolladas. Finalmente, la Tesis conclu-
ye con la lista detallada de las referencias bibliográficas consultadas. 
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2.1 Revisión histórica 

2.1.1 Introducción 

Inicialmente, los sistemas robóticos que integraban visión por computador trabaja-
ban en bucle abierto, lo que se conoce como “ver y mover” (en la literatura anglosajona 
se referencia como “look and move”). Es decir, en primer lugar ver y reconocer el entor-
no con ayuda de un sistema de visión por computador, y posteriormente realizar el 

Este capítulo presenta las técnicas de 
control de un robot manipulador por 
medio de la información visual propor-
cionada por una o más cámaras. Una 
revisión histórica inicial permite obser-
var la evolución creciente de esta técni-
ca de control de robots gracias, sobre 
todo, a la mejora en los tiempos de ad-
quisición y procesado de las imágenes. 
Los sistemas de control visual se han 
implantado de muy diversas formas en 
los sistemas robóticos. Esto hace que se 
hayan realizado varias clasificaciones 
de estos sistemas dependiendo de cier-
tos factores de diseño. Así, una primera 
clasificación permite definir a un siste-
ma de control visual en función de la 
arquitectura del sistema de visión: sis-
temas “eye-in-hand” o sistemas “eye-to-
hand”. Otra clasificación importante 
separa los sistemas de control visual en 
función del diseño del lazo de control: 
control visual en lazo abierto, control 
visual indirecto y control visual directo. 
Pero quizás la clasificación más exten-
dida es la que separa los sistemas de 
control visual en función de las carac-
terísticas utilizadas como entrada a la 
ley de control: control visual basado en 
posición y control visual basado en 
imagen. Los sistemas de control visual 

basado en imagen serán la base de la 
mayor parte de los desarrollos presen-
tados en la presente Tesis. Por ello, se 
estudiarán en detalle en el presente 
Capítulo, remarcando sus ventajas e 
inconvenientes. Finalmente, se presen-
tará la técnica de control visual virtual 
como método de calibración on-line de 
los parámetros extrínsecos e intrínsecos 
de la cámara. 
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movimiento en función de la información capturada en la etapa previa. Una de estas 
primeras aplicaciones de guiado de robots por visión fue la desarrollada por Shirai e 
Inoue [Shirai-1973], quienes describen cómo puede utilizarse la realimentación visual 
para corregir la posición de un robot y aumentar la precisión. Esta primera aplicación 
consistía en utilizar realimentación visual para el guiado de un robot de forma que 
realice el agarre de un prisma y su posterior inserción en una caja. Durante esta década 
se desarrollaron las primeras aplicaciones de control visual para el agarre de objetos en 
movimiento por cintas transportadoras. Los sistemas de control visual en bucle abierto 
sólo permiten trabajar en entornos muy estructurados, donde tanto el espacio de traba-
jo, como los objetos situados en él se mantengan en la misma posición durante toda la 
tarea. Además, estos sistemas confían la correcta finalización de la tarea en la imagen 
obtenida en una fase previa al movimiento. Este hecho supone tener los sistemas robó-
tico y de visión calibrados de una manera muy precisa. 

Una alternativa al planteamiento anterior es emplear control en bucle cerrado me-
diante realimentación de la información visual para controlar la localización del efector 
final del robot con relación a un objeto, lo que también se conoce en la literatura anglo-
sajona como visual servoing (término definido por Hill y Park [Hill-1979]). Por tanto, el 
control visual está basado en el uso de información visual en la realimentación del bu-
cle de control. Más concretamente, un sistema de control visual utiliza la información 
captada de una escena por una o más cámaras conectadas a un sistema de visión por 
computador, para controlar la localización del efector final del robot con relación a la 
pieza de trabajo. 

En 1980 Sanderson y Weiss [Sanderson-1980] establecen una clasificación de los sis-
temas de control visual, describiendo asimismo el primer sistema de control visual 
basado en imagen. Desde la aparición de estos primeros sistemas de control visual a 
principios de los 80, su evolución ha sido lenta, sin embargo en los últimos años han 
aparecido crecientemente nuevos desarrollos debidos principalmente a las capacidades 
de procesamiento de los nuevos ordenadores personales que permiten procesar una 
escena a una frecuencia cada vez mayor. 

Ya a finales de los 80 comienza a aplicarse el control visual a muy distintos ámbitos 
como puede ser el agrícola, en el que se encuentran aplicaciones para la recogida de 
frutas empleando realimentación visual [Harrell-1989], o la teleoperación de robots. 
Dentro de este último ámbito el control visual permite al operador humano especificar 
la tarea en términos de características en la imagen [Papanikolopoulos -1992, Vikrama-
ditya-1997]. En [Corke-1993] se presentan las distintas aplicaciones de control visual 
desarrolladas durante estos finales de los 80 y principios de los 90. 

A partir de los 90 y con el aumento de las capacidades de los sistemas de visión ar-
tificial aparecen un gran número de aplicaciones. Dentro de este incipiente conjunto de 
aplicaciones cabe mencionar algunas como el guiado de vehículos [Dickmanns-1988, 
Martinet-2000] en las que se requiere una gran capacidad de procesamiento y una alta 
frecuencia en la realimentación visual. Otro ámbito en el que el control visual presenta 
una importancia creciente en la actualidad es el del guiado de robots aéreos [Campoy-
2008]. Aplicaciones dentro de este ámbito no han sido explotadas en gran medida, sin 
embargo, ya empiezan a surgir vehículos aéreos, como helicópteros [Chriette-2001, 
Merino-2006, Yoshihata-2009], dotados de un sistema de visión que realimenta al con-
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trolador del vehículo de forma que permite realizar su guiado a partir de características 
del entorno, evitando obstáculos e incluso permitiendo realizar un aterrizaje automáti-
co [Azinheira-2008]. El desarrollo de sistemas de control visual en estos vehículos per-
mite realizar aplicaciones como vigilancia, inspección [Mejias-2006a], seguimiento, tra-
bajo en lugares peligrosos, etc. 

Con la miniaturización y el aumento de precisión de los componentes de los ro-
bots, van aumentando las posibilidades de la micromanipulación empleando realimen-
tación visual procedente, por ejemplo, de microscopios. Dentro de este ámbito cabe 
destacar que cuando se observan microorganismos, los elementos desaparecen del 
campo de visión muy rápidamente. Se vienen aplicando en la actualidad sistemas de 
control visual con el objetivo de mantener en la imagen a lo largo del tiempo ciertos 
microorganismos con el propósito de su posterior manipulación [Oku-2000, LiuXY-
2008]. En esta línea, el uso de microscopios permite realizar el ensamblado de circuitos 
integrados cada vez más pequeños. El control visual se ha venido aplicando en el con-
trol de sistemas encargados de realizar estos microensamblajes [Feddema-1998, 
Xiangjin-2008]. 

Esta mejora en el desempeño de los sistemas robóticos y de visión artificial ha pro-
piciado la aparición de aplicaciones a robots submarinos [Lots-2001, Sattar-2005, Bonin-
Font-2008]. En este caso se dispone de vehículos submarinos guiados por visión o sis-
temas de manipulación submarina cuya tarea es guiada mediante realimentación vi-
sual. 

Un ámbito de aplicación con mayor impacto social son las aplicaciones médicas 
[Guo-Qing-1997, Ginhoux-2005, Krupa-2009]. La alta precisión alcanzada con estos 
sistemas ha propiciado la aparición de sistemas para la realización de telecirugía así 
como robots que realizan tareas quirúrgicas de forma autónoma. A pesar de que estos 
sistemas aumentan el coste por intervención, la alta precisión junto con el pequeño 
espacio de trabajo requerido en, por ejemplo, cirugía cerebral, hace que estos sistemas 
se apliquen con éxito. Dentro de este ámbito y volviendo a las aplicaciones de guiado 
de vehículos son de destacar las investigaciones para aplicación de control visual en el 
guiado de sillas de ruedas para discapacitados [Versluis-2004]. 

Otro ámbito de interés en control visual es el de la vigilancia [TsaiMC-2003]. En 
muchas ocasiones el sistema de visión se localiza sobre una estructura móvil de forma 
que es capaz de mantener en el campo de visión un determinado objeto que se encuen-
tra bajo vigilancia. 

En la actualidad, las mejoras de los tiempos de procesamiento de los ordenadores 
han permitido a las aplicaciones de robótica basadas en visión desarrollarse en tiempo 
real. Esto ha hecho posible incluir las características extraídas de las imágenes en un 
bucle de control. De hecho, en la actualidad encontramos aplicaciones muy diversas en 
el ámbito del control visual como puede ser posicionamiento preciso de un robot, con-
trol remoto o realimentación para teleoperación [Wirz-2004], micromanipulación [Fed-
dema-1998, Xiangjin-2008], agarre de objetos en movimiento [Pérez-2009], sistemas de 
posicionamiento de un avión sobre la pista de aterrizaje [Bourquardez-2007], cámaras 
de seguimiento de misiles [Merritt-1997], aplicaciones espaciales [Dionnet-2009], reco-
lección de frutas [Baeten-2008], robots que juegan al tenis [Sebastian-2007], ensamblado 

2.1 
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de estructuras metálicas [Gil-2009b, Pomares-2009], cambio de bombilla en farolas 
[GarciaGJ-2009d, Pomares-2010], etc. 

2.1.2 Arquitectura del sistema de visión 

Uno de los factores a los que se debe el auge actual en los sistemas de control vi-
sual es el desarrollo de nuevos sistemas de visión. Estos nuevos sistemas han propicia-
do que la información visual sea cada vez más utilizada, debido a la disminución de 
retardos de captura y procesamiento, lo que a su vez ha permitido el desarrollo de sis-
temas basados en distintas arquitecturas. En este apartado se describen las configura-
ciones más utilizadas para la ubicación de cámaras (una o varias) respecto al robot y al 
espacio de trabajo donde se desarrolla la tarea. 

Supóngase una aplicación en la 
que un robot deba realizar el agarre 
de un objeto en movimiento. Los 
componentes más importantes en un 
sistema de control visual  para una 
aplicación de seguimiento de este 
tipo son los mostrados en la Fig. 2-1. 

En la Fig. 2-1 se representa un es-
quema genérico en el que se observa 
el bloque denominado “sistema de 
visión artificial” que es el encargado 

de procesar las imágenes y realimentar constantemente al sistema con esta informa-
ción. La entrada al sistema de control es una referencia, de manera que el error que 
anula el controlador es la diferencia entre el valor actual y el deseado. Este controlador 
se encarga de dirigir el manipulador hacia la pieza que se está siguiendo. 

Es posible ubicar la cámara en diferentes posiciones. En muchas ocasiones se mon-
ta en el extremo del robot 
(Fig. 2-2.(a)), en este caso 
observa el entorno en el 
que se realiza la tarea. Sin 
embargo, para la realiza-
ción de otras tareas puede 
ser necesario que la cámara 
observe tanto al robot co-
mo a su entorno. En este 
último caso se suele utilizar 
un sistema de cámara fija o 
montada en un segundo 
robot (Fig. 2-2.(b)). 

2.1.2.1 Cámara externa al robot 
La configuración de cámara externa al robot se denomina en la literatura anglosa-

jona configuración “eye-to-hand”. En este caso la cámara no tiene una relación mecánica 

2.1 

Fig. 2-2 (a) Configuración de cámara montada en el extremo del robot.
(b) Configuración de cámara externa 

Fig. 2-1 Componentes principales de un sistema de control vi-
sual 
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con el robot que está siendo controlado visualmente, pero es conocida la relación entre 
la cámara y el sistema de coordenadas asociado a la base del robot. En principio, la 
vista obtenida es fija, salvo que la cámara esté ubicada sobre una estructura móvil. Una 
variante consiste en ubicar la cámara en el extremo de otro robot o bien emplear un 
cabezal con movimientos pan-tilt, con el propósito de conseguir visualizar el robot de 
la mejor forma. La cámara se posiciona de manera que el elemento terminal y los obje-
tos situados en el espacio de trabajo del robot se encuentren en su campo de visión. 
Con esta configuración la información visual va a permitir obtener la localización tanto 
de un objeto situado en el espacio de trabajo como la del extremo del robot. 

En la Fig. 2-2.(b) se muestran los sistemas de coordenadas principales utilizados en 
un sistema de control visual en el que el sistema de visión está compuesto por una úni-
ca cámara fija observando el espacio de trabajo y el extremo del robot. La tarea a reali-
zar se va a indicar respecto al sistema de coordenadas del mundo o de referencia, M, 
situado en la base del robot. Se conoce la relación entre los sistemas de coordenadas de 
la Fig. 2-2.(b) de manera que se pueda comparar la localización del extremo del robot y 
la del objetivo a alcanzar utilizando un mismo sistema de coordenadas de referencia. 

En el plano imagen de la cámara fija se obtiene una representación 2-D del espacio 
de trabajo a partir de la cual se extraen las características necesarias para el desarrollo 
de la tarea (posición de un objeto, su tamaño, centroide...). Estas características están 
expresadas respecto al sistema de la cámara, C, para referirlas respecto al sistema de 
coordenadas del mundo, M; se necesitará disponer de la información acerca de la loca-
lización relativa entre la cámara y la base del robot, M

CT , que permita realizar la trans-
formación de coordenadas. 

Por otro lado, en una aplicación de control visual en la que el robot deba interac-
tuar con los objetos del espacio de trabajo, será necesario disponer de información 
acerca de la localización del extremo del robot referida al sistema de coordenadas de 
referencia, M. Esta información podrá extraerse igualmente a partir de la información 
visual procedente del sistema de 
visión, realizando la suposición de 
que el sistema de visión capta infor-
mación tanto del espacio de trabajo 
como del extremo del robot. Con 
esto, ya se dispondrá de información 
relativa al robot y al espacio de tra-
bajo referida a un único sistema de 
coordenadas, el del mundo, M. En 
ocasiones el número de cámaras 
puede ser mayor que uno para reali-
zar una reconstrucción geométrica 
del entorno más fiable. La Fig. 2-3 
muestra un ejemplo de sistema de 
control visual con cámara externa al 
robot que utiliza un par estéreo. 

Fig. 2-3 Arquitectura de cámara-robot donde la cámara externa es
un par estereoscópico montado en un robot cartesiano 



14 Control visual-fuerza autocalibrado para seguimiento de trayectorias en tareas cooperativas robóticas 2.1.2.2 Cámara en el extremo del robot 
En esta solución, denominada en la literatura anglosajona como “eye-in-hand”, la 

cámara se encuentra solidaria al extremo del robot de manera que los objetos del espa-
cio de trabajo se encuentran dentro de su campo visual. En este caso el sistema de vi-
sión se emplea para determinar la localización de un objeto con respecto al extremo del 
robot. 

En la Fig. 2-2.(a) se ha representado la ubicación de los distintos sistemas de coor-
denadas utilizados en un sistema de control visual con una cámara colocada en el ex-
tremo del robot. En este caso la relación entre el sistema de coordenadas del extremo 
del robot, E, y el de la cámara, C, E

CT  es conocida y fija durante el desarrollo de la tarea. 

En la Fig. 2-4 se muestra un ejemplo de sistema de control visual con configuración 
de cámara en el extremo del robot. 

Esta configuración permite obte-
ner un mejor punto de vista de los 
objetos que el robot debe manipular, 
obteniendo en líneas generales una 
mayor precisión dado que la cámara 
se encuentra muy cerca de la acción. 
Evita en un mayor grado que la con-
figuración “eye-to-hand” las oclusio-
nes. Sin embargo, la configuración 
“eye-in-hand” pierde normalmente 
de vista los objetos en tareas de aga-
rre, dado que las herramientas situa-
das en el extremo del robot suelen 
tapar la vista. 

2.1.3 Clasificación de los sistemas de control visual 

En este apartado se va a mostrar una clasificación de los sistemas de control visual. 
En primer lugar, atendiendo al tipo de arquitectura y enfoque del problema de control 
visual (Apartados 2.1.3.1, 2.1.3.2 y 2.1.3.3), posteriormente teniendo en cuenta la utili-
zación de las características extraídas de la imagen (Apartado 2.1.3.4). 2.1.3.1 Ver y mover estático 

Inicialmente, los sistemas robóticos que integraban visión por computador trabaja-
ban en bucle abierto, en una configuración secuencial, primero ver y reconocer, y a 
continuación mover. Obviamente, la precisión de la operación a realizar depende direc-
tamente de la precisión del sensor de visión y del efector final del robot. Como se ob-
serva en la Fig. 2-5, el robot ejecuta las tareas suponiendo que ningún objeto en el en-
torno se modifica desde que se realiza la captura de la imagen hasta que se lleva a cabo 
la tarea. En esta arquitectura la única realimentación presente es la de los bucles inter-
nos de control de los servomotores. 

Fig. 2-4 Arquitectura de cámara-robot donde la cámara está
situada en el extremo del robot. 

2.1 
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Supóngase una aplicación en la que un robot deba alcanzar la posición en la que se 
encuentra un objeto del espacio de trabajo. Para determinar la posición del objeto se 
utiliza un sistema de visión que indica en qué lugar se encuentra el objeto a alcanzar. 
Utilizando una estrategia de “ver y mover” estático, el robot se dirigiría a continuación 
hacia la posición indicada por el sistema de visión haciendo la suposición de que una 
vez alcanzada esa posición ya se habrá, asimismo, alcanzado el objeto. Por lo tanto, no 
se comprueba, ni durante la trayectoria del robot ni una vez alcanzada la posición final, 
que efectivamente se haya alcanzado al objeto, con lo que se supone que, desde que se 
obtuvo la posición con el sistema de visión hasta que se alcanza la posición final, no se 
ha alterado la posición del objeto. 2.1.3.2 Ver y mover dinámico 

Sobre el sistema “ver y mover” anterior, que se podría decir que es estático, se 
puede añadir una realimentación visual obteniendo otro tipo de sistema de control 
visual denominado “ver y mover” dinámico. Como se observa en la Fig. 2-6, en este 
tipo de arquitectura el sistema de visión es usado en un primer bucle de realimenta-
ción; existe un segundo lazo interno donde se realimenta la información articular (con 
una velocidad de muestreo mayor). Se realiza lo que se denomina un control visual 
indirecto, y frente al “ver y mover” estático, permite realimentarse visualmente mien-
tras el robot se encuentra realizando la tarea. 

 

Utilizando el ejemplo presentado en el Apartado 2.1.3.1, si se empleara una estra-
tegia de tipo “ver y mover” dinámico, el sistema se realimentaría constantemente con 
la información visual. Esta continua realimentación permitiría al sistema corregir posi-
bles errores en la posición del objetivo determinada en instantes anteriores o modificar 
la trayectoria del robot ante posibles movimientos en los objetos del espacio de trabajo. 

Fig. 2-6 “Ver y mover” dinámico

Fig. 2-5 “Ver y mover” estático 

2.1 
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2.1.3.3 Control visual directo 
Una alternativa al planteamiento anterior es emplear control en bucle cerrado me-

diante realimentación de la información visual para controlar la localización del efector 
final del robot con relación a un objeto, lo que también se conoce como control visual 
directo. En este caso no se requiere el bucle de control a nivel articular (Fig. 2-7), pre-
sentando sólo el bucle externo de control basado en la información visual, en el cual se 
calculan las consignas para cada una de las articulaciones del robot.  

Retomando el ejemplo mostra-
do en los Apartados 2.1.3.1 y 2.1.3.2, 
si se utilizara un control visual di-
recto, al igual que en el caso de “ver 
y mover” dinámico el sistema se 
realimentará constantemente con 
información visual del entorno; sin 
embargo, en este caso no estará pre-
sente el controlador del robot. Este 
último regulador será sustituido por 
el controlador visual que utiliza 

información procedente del sistema de visión directamente para regular y estabilizar al 
sistema. 

Los primeros trabajos encaminados hacia el diseño de reguladores PI y PID en sis-
temas de control visual directo se deben a Weiss [Weiss-1987] o más recientemente los 
trabajos de Kelly et al. [Kelly-2000, PerezRR-2009]. Dentro de este tipo de control visual 
cabe mencionar los estudios de Corke [Corke-1996a] en los que se realiza el diseño de 
reguladores mediante la introducción de polos, o los de Hashimoto [Hashimoto-1996] 
dirigidos hacia el desarrollo de técnicas de control óptimo considerando el caso en el 
que se hace uso de características visuales redundantes, o los trabajos de Gangloff 
[Gangloff-1998] centrados en el desarrollo de un controlador predictivo que tenga en 
consideración la dinámica total del sistema robot y la cámara. Dentro de esta línea de 
investigación cabe mencionar los trabajos de Nelson, Papanikolopoulos y Khosla [Nel-
son-1993] que aplicaron sus desarrollos a tareas de ensamblado. Cabe citar asimismo 
los trabajos descritos en [GarcíaN-2002] o los de Nasisi y Carelli [Nasisi-2003] que 
hacen uso de reguladores adaptativos para posicionamiento y seguimiento. Este con-
trol visual directo se emplea en aplicaciones con un requerimiento importante de velo-
cidad, como el control visual de un robot paralelo para golpear una pelota de ping-
pong descrito en [Angel-2008]. El principal problema que presenta es la dificultad de 
su implementación, ya que se debe obtener un modelo preciso de la dinámica del robot 
que permita obviar su controlador interno y trabajar directamente sobre las articula-
ciones con la realimentación visual. 2.1.3.4 Control basado en posición y basado en imagen 

Se suele introducir una segunda clasificación [Sanderson-1980] de los sistemas de 
control visual que se realiza dependiendo si el control se ejecuta basado en posición o 
basado en características extraídas de las imágenes. En los sistemas de control basados 
en posición se dispone de un modelo del espacio de trabajo de forma que, a partir de 

Fig. 2-7 Control visual directo
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las características extraídas del sistema de visión, se estima la localización del objeto a 
alcanzar respecto al sistema de coordenadas de la cámara. Esta localización estimada se 
compara a su vez con la deseada o de referencia; la diferencia entre ambas localizacio-
nes será la entrada al regulador. A su vez, teniendo en cuenta la clasificación dada en 
los apartados anteriores, se pueden establecer las siguientes configuraciones para los 
sistemas de control visual basados en posición: 

• “Ver y mover” estático basado en posición. Este esquema se corresponde con el 
mostrado en la Fig. 2-5, en el que se observa que las características extraídas son 
traducidas a una localización, dp , en la que se desea que se posicione el robot. 

•  “Ver y mover” dinámico basado en posición. Esta arquitectura se muestra en la Fig. 
2-8. En la realimentación del bucle de control se extraen las características 
observadas en la imagen a partir de las cuales se estima la localización del objetivo 
a alcanzar, Cp  (posición), Cϕ  (orientación). La entrada de referencia al bucle de 

control es la localización deseada del robot, C
dp , C

dϕ . La diferencia entre ambas 
posiciones, referidas a un sistema común de referencia, es la entrada al regulador 
que se encargará de ir disminuyendo progresivamente esta distancia. 

 

Se observa, por lo tanto, la necesidad en este tipo de sistemas de estimar la 
localización. Una primera aproximación a la estimación de la localización de un 
objeto a partir de una imagen es la descrita por Lowe en 1987 [Lowe-1987]. Dentro 
de los trabajos de reconstrucción a partir de primitivas de tipo punto cabe resaltar 
la contribución de DeMenthon [DeMenthon-1995] consistente en una técnica 
iterativa que permite la estimación rápida de la posición de un objeto a partir de 4 
puntos o más no coplanares, o a partir de 4 puntos coplanares [Oberkampf-1996]. 
En [David-2004] se desarrolla una modificación de este algoritmo para permitir 
simultáneamente la correspondencia y determinación de la posición a partir de los 
puntos. El uso de múltiples cámaras permite reconstruir por consenso la posición 
de un objeto visto desde las distintas cámaras [Jorstad-2008]. Asimismo, es posible 
encontrar trabajos encaminados a estimar la localización utilizando primitivas 
como segmentos. Así, cabe mencionar los estudios de Horaud [Horaud-1997] 
consistente en una adaptación del algoritmo de DeMenthon para el caso de 
extracción de segmentos. El uso de algoritmos genéticos permite obtener una 
estimación rápida de la localización a partir de una serie de imágenes. En 
[Abderrahim-2005] se comparan las técnicas geométricas de estimación con un 

Fig. 2-8 “Ver y mover” dinámico basado en posición

2.1 
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algoritmo genético denominado EvoPOSE. Otros trabajos reseñables dentro de 
control visual basado en posición son los de Allen [Allen-1991] en los que se 
estima la posición de un objeto móvil a partir de la medida del flujo óptico con un 
par estereoscópico y haciendo uso de filtros α,β,γ para predecir la posición a 
alcanzar. Wilson [Wilson-1996] hace uso de un filtro de Kalman para estimar la 
posición relativa entre la cámara y el objeto. En este último trabajo se desarrolla un 
regulador PD en el espacio articular. Sandini y Grosso [Grosso-1996] estiman el 
estado del efector final de un robot a partir de la medida del flujo óptico con dos 
cámaras fijas. Los trabajos de Thuilot et al. [Thuilot-2002] tratan el problema de la 
pérdida del objeto durante la tarea de control visual basado en posición, para lo 
cual generan de manera iterativa una trayectoria que mantenga al objeto siempre 
en el campo de visión de la cámara. Cabe asimismo resaltar los trabajos de 
Martinet, Prats y Cervera [Martinet-1999, Cervera-2001a, Cervera-2003b, Prats-
2008a] en sistemas estereoscópicos para su utilización en sistemas de control visual 
basados en posición, así como la inclusión de características 3-D en los sistemas de 
control visual basados en imagen. En estos trabajos, se presenta una modificación 
en el sistema de referencia sobre el que se mide la localización del objeto. El 
objetivo es lograr un mejor comportamiento en el espacio imagen del control 
visual basado en posición, evitando en la medida de lo posible que las 
características visuales se salgan del plano imagen. Por último, cabe asimismo 
mencionar los trabajos de Lippiello, Siciliano y Villani [Lippiello-2003, Lippiello-
2007] centrados en el desarrollo de sistemas de control visual basados en posición 
haciendo uso de sistemas multi-cámaras para el seguimiento de objetos en 
movimiento. El principal inconveniente de los sistemas de control visual basado en 
posición es que para la estimación de la localización del objeto se requiere 
normalmente un modelo geométrico de éste. 

• Control visual directo basado en posición. Este esquema, mostrado en la Fig. 2-9, 
utiliza al igual que en el caso anterior, un modelo del objetivo a alcanzar para 

determinar su localización 
a partir de las 
características observadas 
por el sistema de visión. La 
entrada de referencia 
también será la 
localización deseada del 
robot. Sin embargo, en este 
caso el regulador se 
encargará de realizar la 
estabilización del robot. 

Los trabajos presentados por Vargas y Rubio [Vargas-2003] describen un sistema 
de control visual directo basado en posición donde tanto el modelo geométrico del 
objeto como el modelo dinámico del robot se tienen en cuenta. En esta línea, los 
trabajos realizados por Sebastián [Sebastian-2007, Angel-2008] permiten realizar 
un control visual directo basado en posición sobre un robot paralelo desarrollado 
por su grupo de investigación, dado que se conoce con precisión su modelo 
dinámico. 

Fig. 2-9 Control visual directo basado en posición
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La Tabla 2-1 muestra un resumen de las distintas técnicas de control visual basado 

en posición desarrolladas en España durante las últimas dos décadas. En [GarciaGJ-
2009b] se integran estos estudios previos a la realización de la presente Tesis, detallan-
do con más profundidad cada uno de los trabajos mencionados en esta tabla. 

Tabla 2-1 Resumen de la investigación española en control visual basado en posición 

Leyenda del tipo 
de configuración 

 
Par estéreo 

 
Cámara simulada 

 
Eye-in-hand 

 
Eye-to-hand 

Referencia Configuración Técnica / Aplicación 

[Cervera-1999a] 
Modificación del sistema de referencia entre 

cámara y objeto 

[Cervera-1999b] 
[Cervera-2003b] Control visual basado en posición 

[Vargas-2000] 
Banco de pruebas para el esquema de control 

visual basado en posición clásico 

[Cervera-2001a] 
[Cervera-2001b] Control visual basado en posición 

[Cervera-2002a] Simulador de control visual en Matlab/Simulink 

[Cervera-2002b] Control visual basado en posición 

[Bachiller-2003] Control visual basado en posición con estimador 
del movimiento del objeto 

[Cervera-2003a] Banco de pruebas para el esquema de control 
visual basado en posición 

[Vargas-2003] Control visual directo basado en posición de un 
robot de dos grados de libertad 

[Wirz-2004] 
 

Laboratorio remoto a través de Internet para 
aprendizaje de las técnicas de control visual basa-

do en posición 

[Abderrahim-2005] 
Banco de pruebas para un reparador autónomo 
de satélites usando control basado en posición 

[Angel-2004] 
[Sebastian-2007] 

[Angel-2008]  

RoboTenis: un robot paralelo que juega al tenis. 
Control visual directo basado en posición con 

estimador del movimiento del objeto  

[Montijano-2008] 
 

Control visual basado en posición de un robot 
móvil usando las matrices de homografía para 

reconstruir la escena 3D 

2.1 
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Por el contrario, en los sistemas de control basados en imagen, el control se realiza 
directamente a partir de las características extraídas por el sistema de visión, que re-
presentan la proyección del objetivo a alcanzar en el plano imagen. De esta manera, la 
entrada al regulador será una comparación entre las características observadas y las 
deseadas o de referencia. De nuevo, atendiendo a la clasificación dada en los Aparta-
dos 2.1.3.2 y 2.1.3.3 se pueden distinguir las siguientes configuraciones de sistemas de 
control visual basados en imagen: 

• Ver y mover dinámico basado en imagen. La arquitectura para un sistema de este tipo 
se muestra en la Fig. 2-10. 

La entrada de referencia, sd, se expresa en forma de características observadas 

por el sistema de visión (puntos, segmentos, círculos, esquinas...). En la 
realimentación del sistema se encuentra el sistema de visión que se encarga, 
durante el desarrollo de la tarea, de realizar la extracción de estas características, s. 
El regulador, comparando las características reales y deseadas, realiza las acciones 
de control necesarias para que se consiga alcanzar la posición en la que s = sd. Una 

revisión histórica de este tipo de sistemas se muestra en el Apartado 2.2.1. 

 
• Control visual directo basado en imagen (Fig. 2-11). De nuevo se observa cómo la 

función de error de entrada al controlador, e, es seleccionada para conseguir que 
las características observadas sean igual a las deseadas. Al utilizar un control 
visual directo el regulador se encargará asimismo de realizar la estabilización del 
robot. 

 

La Tabla 2-2 resume las investigaciones realizadas por los grupos de investigación 
españoles en relación con el control visual basado en imagen. Se observa una mayor 
cantidad de publicaciones en comparación con la investigación realizada en control 

Fig. 2-11 Control visual directo basado en imagen

Fig. 2-10 “Ver y mover” dinámico basado en imagen
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visual basado en posición (ver Tabla 2-1). De nuevo se remite a [GarciaGJ-2009b] para 
ampliar la información presentada en la siguiente tabla. 

Tabla 2-2 Resumen de la investigación española en control visual basado en imagen

Leyenda del 
tipo de configu-

ración 

 
Par estéreo 

 
Cámara simulada 

 
Cámara panorámica 

 
Eye-in-hand  

 
Eye-to-hand 

Referencia Configuración Técnica / Aplicación 

[Cervera-1999b] 
[Cervera-2003b] 

Control visual estéreo basado en imagen 

[Cervera-2001a] 
[Cervera-2001b] Control visual estéreo basado en imagen 

[Cervera-2002a] 
 

Simulador de control visual en Matlab/Simulink 

[Cervera-2002b] 
Control visual estéreo basado en imagen con carac-

terísticas de disparidad 

[Ortiz-2002] 
 

Seguimiento de una línea con un estimador basado 
en el filtro de Kalman aplicado a un submarino autó-
nomo para tareas de inspección de cables bajo el agua 

[Pomares-2002] 
 

Control visual basado en imagen con estimador del 
movimiento del objeto aplicado a persecución au-

tomática de coches en un juego de slot 

[Cervera-2003a] 
Control basado en imagen estéreo con puntos 2-D y 

orientación del eje principal como características 

[Pomares-2003] 
 

Control visual basado en imagen con estimador del 
movimiento del objeto para tareas de inserción de 

una barra en un agujero en movimiento 

[Pages-2004] 
[Pages-2005a] 
[Pages-2005b]  

Control visual basado en imagen con características 
externas basadas en luz estructurada para tareas de 

posicionamiento plano-a-plano 

[Pomares-2004a] 
[Pomares-2005c]  

Sistema de seguimiento intemporal de trayectorias en 
la imagen basado en flujo de movimiento 

[Recatala-2004] 
Control visual estéreo basado en imagen usando los 

puntos de agarre como características 

[Cervera-2005] 
[Cervera-2006]  

Arquitectura abierta de control visual donde desarro-
llar fácilmente sistemas de control visual basado en 

imagen 

[GarciaN-2005a] 
[GarciaN-2005b] 
[PerezC-2006b]  

Control visual basado en imagen resolviendo el pro-
blema de la visibilidad 

2.1 
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[Vargas-2005] 
 

Control visual basado en imagen basado en la des-
composición de la homografía 

[LopezG-2006] 
 

Control visual basado en imagen con epipolos como 
características visuales para el guiado automático de 

robots móviles 

[Mejias-2006b] 
[Mejias-2007] 

[Campoy-2008]  

Control visual basado en imagen para el control de 
vehículos aéreos automáticos (UAV) 

[Merino-2006] 
 

Estimador de movimiento a partir de múltiples 
homografías 2D para el control de vehículos aéreos 

automáticos (UAV) 

[Pari-2006] 
[Pari-2008] 

[Sebastian-2009]  

Control visual basado en imagen a partir de la esti-
mación on-line de la matriz de interacción usando las 

propiedades de la geometría epipolar 

[Pomares-2006b] 
 

Control visual basado en imagen para el seguimiento 
de trayectorias con estimador del movimiento del 

objeto 

[Echegoyen-
2007]  

Control visual basado en imagen del robot Aibo con 
cálculo de la matriz de interacción analítica. Segui-

miento de la pelota en partidos de la RoboCup 

[GarciaGJ-2007c] 
[GarciaGJ-2009d]  

Sistema de seguimiento de trayectorias en la imagen 
basado en control visual virtual aplicado a una tarea 

de reemplazo de bombilla en farolas 

[LopezG-2007] 
 

Control visual switch basado en homografía para el 
guiado de robots móviles 

[PerezC-2007] 
 

Control visual basado en imagen con estimador del 
movimiento del objeto 

[Pomares-2007a] 
 

Control visual basado en imagen con calibración on-
line de la cámara 

[Becerra-2008] 
 

Control visual de robots móviles basado en imagen 
con epipolos. Resolución de las singularidades debi-

das al desacople de la matriz del sistema 

[Cervera-2008] 

 

Control visual basado en imagen con cámaras pa-
norámicas para tareas de seguridad para un brazo 

robótico que se mueve cerca de humanos 

[LopezG-2008] 
 

Control visual de robots móviles basado en imagen 
con epipolos. Ley de control switch para tratar con las 

restricciones de movimiento de la plataforma 

[PerezC-2009] 
 

Control visual basado en imagen con estimador del 
movimiento del objeto aplicado al seguimiento de un 

objeto situado en una mesa giratoria 
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En el Apartado 2.2 se presentan más en detalle los sistemas de control basados en 

imagen. Se describirá la implementación utilizando una arquitectura de tipo “ver y 
mover” dinámico, indicando sus características y consideraciones necesarias para su 
desarrollo. 

2.2 Control visual basado en imagen 
Frente al control basado en posición, el basado en imagen es más apropiado cuan-

do no se dispone de un modelo geométrico de la tarea a desarrollar. Para determinar la 
ley de control en esta aproximación se utilizan las características del objeto en el sensor 
visual sin calcular su localización real, con lo que será más robusta frente a errores de 
calibración. 

Control visual basado en imagen es una manera de guiado de robots donde la ley 
de control es expresada en términos de características en las imágenes, es decir, se mi-
nimiza el error entre las características de la imagen medidas y las deseadas. De esta 
manera, un sistema de control visual basado en imagen implica la determinación de 
una función de error, e, que valdrá cero cuando la tarea se haya desarrollado correcta-
mente y haya llegado a su fin. En este momento las características observadas en la 
imagen, s, se corresponderán con las características deseadas sd. En este caso la acción 

de control es calculada en el espacio 2-D de la imagen; por esta razón, a esta aproxima-
ción también se le denomina control visual 2-D (o su equivalente en inglés “2-D visual 
servoing”). 

En una aplicación típica de control visual en la que el robot debe posicionarse a 
una distancia respecto a un objeto del espacio de trabajo, el robot describirá una deter-
minada trayectoria a lo largo de la cual las imágenes captadas por el sistema de visión 
se irán modificando progresivamente. Es el controlador el que se encargará de ejecutar 
las acciones oportunas sobre el robot de forma que las características observadas en las 
imágenes se vayan aproximando progresivamente a las deseadas, es decir, a la entrada 
de referencia del bucle de control. 

En la Fig. 2-10 y la Fig. 2-11 se presentaron, respectivamente, los bucles “ver y mo-
ver” dinámico y control visual directo para los sistemas de control basados en imagen. 
Sin embargo, será la estrategia “ver y mover” dinámica la que se desarrolle en este 
apartado. 

Las características de imagen usadas para el control visual suelen tratarse de for-
mas geométricas elementales (como pueden ser puntos característicos o esquinas) y 
van a permitir reconocer en una imagen la proyección de un objeto. Imágenes típicas 
captadas por un sistema de control basado en imagen serían las que se muestran en la 
Fig. 2-12.(a) y en la Fig. 2-12.(b). 

La imagen de la Fig. 2-12.(a) es captada por un sistema de cámara externa fija. En 
esta figura se observa la presencia de la pinza del robot que se acerca al agarre de una 
pieza. La extracción de características sobre la Fig. 2-12.(a) permitirá realimentar al sis-
tema y la diferencia entre estas características y las deseadas será la función de error 
que el controlador deberá anular progresivamente. 

Por otro lado, en la Fig. 2-12.(b) se muestra una imagen obtenida con una cámara 
colocada en el extremo del robot. En esta imagen se han mostrado las posiciones de las 

2.2 
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características actuales (1,2,3,4) y las deseadas (1',2',3',4'). La diferencia entre la posición 
de ambas características será el error, e, que deberá ir reduciendo progresivamente el 
sistema de control. Así, las acciones de control del regulador harán que el robot se 
mueva con el objetivo de que las características observadas en la imagen se vayan acer-
cando progresivamente a las deseadas, de forma que una vez que la función de error se 
anule (se igualan las características deseadas y observadas) se supondrá que la tarea ha 
finalizado. 

 

Los objetos son a menudo simplificados al máximo para realizar el control basado 
en imagen. Para la extracción de características se suelen utilizar técnicas como el mar-
cado de puntos característicos en el objeto sobre un fondo uniforme. El tratamiento de 
la imagen se limita entonces a realizar una detección de estas características y el cálculo 
del centro de gravedad de éstos con el fin de determinar el centro de cada una de las 
características. 

2.2.1 Estado del arte en control visual indirecto basado en imagen 

En este apartado se muestran las principales líneas de investigación actual dentro 
del control visual indirecto basado en imagen. Se muestra con mayor detalle el estado 
del arte dentro de este campo del control visual debido a que será aquí donde se en-
marcan las principales aportaciones de la investigación realizada. 

Una de las primeras líneas de investigación abiertas dentro de este campo fue la 
desarrollada por Chaumette en su tesis doctoral [Chaumette-1990] consistente en la 
aplicación de la función de la tarea [Samson-1991] al caso de la información captada 
por una cámara. A partir de entonces han surgido un gran número de autores intere-
sados en distintos aspectos del control visual basado en imagen. A continuación se ci-
tarán las principales líneas de investigación surgidas desde entonces. 

Un aspecto importante en la configuración inicial del sistema de control visual es la 
calibración de la posición relativa entre cámara y extremo del robot. Esta posición rela-
tiva entre los dos sistemas de referencias permitirá transformar velocidades de la 
cámara a velocidades del extremo del robot que permitan ejecutar satisfactoriamente la 
tarea de control visual. De esta forma, el problema del control visual se centra en el 
cálculo de la velocidad de la cámara para minimizar el error en imagen. Para resolver 

2 1

3 

1’ 

4

2’ 
4’ 

3’ 

(a) (b)

Fig. 2-12 (a) Imagen captada con cámara externa al robot. (b) Imagen captada con 
cámara en el extremo del robot
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el problema de la transformación entre cámara y extremo del robot se utilizan cuater-
nios [TsaiRY-1987, Zhuang-1994, Fassi-2005] o teorías de la matriz de movimiento heli-
coidal [ZhaoZJ-2009]. Otros trabajos tratan de resolver la ecuación que relaciona los 
dos sistemas de referencia con algoritmos de descomposición lineal en los que primero 
se realiza una descomposición de valor singular, para posteriormente estimar la ecua-
ción de mínimos cuadrados que resuelva la matriz de rotación de la transformación 
entre los sistemas de referencia de la cámara y el extremo del robot [Liang-2008]. 

Centrando las investigaciones en la problemática del control visual en sí, muchos 
autores se han interesado en las distintas maneras de calcular la matriz de interacción, 
así como determinar el comportamiento del sistema ante simplificaciones o mejoras en 
su cálculo. La matriz de interacción permite relacionar las variaciones de las caracterís-
ticas visuales en imagen con la velocidad de la cámara (en el Apartado 2.2.2 se descri-
birá con mayor detalle). Así, cabe destacar el cálculo de la matriz de interacción de 
forma analítica como propone Chaumette en su tesis doctoral [Chaumette-1990]. Un 
problema que subyace ante la necesidad del cálculo de esta matriz es la necesidad de 
determinar en cada momento la profundidad o distancia cámara-objeto. También el 
cálculo de la matriz de interacción analítica requiere del conocimiento preciso de los 
parámetros intrínsecos de la cámara. Estos parámetros intrínsecos se pueden calcular 
offline, pero un cálculo online permite obtener mayor precisión, dado que factores co-
mo el calentamiento de las cámaras reales en funcionamiento hace variar estos paráme-
tros. Es por ello que una línea de investigación reciente trata de estimar online el valor 
de la matriz de interacción [Sebastián-2009, Zeng-2009]. 

Para determinar el valor de la distancia entre la cámara y el objeto, se han desarro-
llado trabajos en los que se estima la profundidad a partir de conocimiento previo 
[Dornaika-1995], sin conocimiento previo [Jagersand-1997, De Luca-2008] o empleando 
redes neuronales [Suh-1993]. Dentro de este último campo se puede reseñar los estu-
dios de Hosoda y Jagersand [Hosoda-1995, Jagersand-1997]. Otros trabajos, como los 
descritos en [GarciaGJ-2004, Xie-2009] obtienen la profundidad online a partir de los 
valores de medida de un sensor láser de distancias. En la actualidad, la mayoría de las 
implementaciones emplean una simplificación de esta matriz consistente en determi-
nar su valor en el equilibrio para evitar el cálculo de la profundidad online. Otros auto-
res, sin embargo, tratan de obtener una matriz de interacción independiente de la dis-
tancia entre la cámara y el objeto. Así, en [LiuYH-2006] se desarrolla esta matriz de 
interacción independiente de la distancia para el caso de puntos con cámara en confi-
guración “eye-to-hand”, mientras que en [Wang-2008] se extiende a líneas en configura-
ción de cámara en el extremo. La matriz de interacción independiente de la distancia 
permite además obtener un calibrado online, ya que los parámetros intrínsecos apare-
cen de forma lineal en la dinámica del bucle de control. 

Relacionados con los trabajos anteriores se encuentran los estudios realizados por 
distintos autores relativos a los problemas de singularidad, robustez y estabilidad en 
los sistemas de control visual basados en imagen [Nematollahi-2009]. Chaumette en 
[Chaumette-1998b] desarrolla un estudio acerca de la estabilidad y convergencia de 
estos sistemas indicando distintas situaciones que pueden provocar mínimos locales. 
En [Chaumette-2006], se hace una revisión de estos problemas de estabilidad. Para evi-
tar estos problemas de singularidad y mínimos locales se han desarrollado trabajos 

2.2 
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como [Marchand-1996] en el que se propone la inclusión de tareas secundarias dentro 
de la propia función de tarea para garantizar la convergencia. 

Algunos de los problemas observados en las investigaciones citadas anteriormente 
se pueden solucionar con un nuevo tipo de control visual, denominado control visual 
2-D1/2, desarrollado por Malis [Malis-1999] que se encuentra a mitad de camino entre 
el control basado en posición y el basado en imagen. Este nuevo método permite evitar 
distintas desventajas aparecidas tanto en los sistemas de control visual basados en 
imagen como la existente en los basados en posición. Básicamente consiste en el cálculo 
en cada iteración de la homografía entre las características actuales y deseadas. A partir 
de la homografía, se obtiene la rotación de la cámara, las características en la imagen y 
su profundidad relativa. Esta información es utilizada para generar una ley de control 
que permite asegurar la convergencia aunque la distancia al objeto sea grande (garan-
tiza la convergencia aunque las características deseadas se encuentren lejanas a las ac-
tuales). Por otro lado, no requiere un conocimiento geométrico 3-D exhaustivo del en-
torno como en el caso del control visual basado en posición. Una importante línea de 
investigación abierta por Malis [Malis-2003b] son los sistemas de control visual no cali-
brados e invariantes a errores en los parámetros intrínsecos de la cámara, presentando, 
por ejemplo, un correcto comportamiento ante errores en la determinación del valor de 
la focal de la cámara utilizada. El problema del uso de la homografía es el cálculo de la 
distancia entre la cámara y el plano de referencia. Para calcular esta constante, Chen 
propone el uso de técnicas adaptativas [Chen-2005]. El control visual basado en homo-
grafías descrito en [Benhimane-2007] tiene el inconveniente de que sólo se puede apli-
car a objetos planos. 

Con el objetivo de evitar los problemas de convergencia citados anteriormente cabe 
reseñar asimismo los trabajos de Corke y Hutchinson [Corke-2001] relativos a control 
visual particionado. En estos trabajos se propone una estrategia de control que trata de 
forma separada distintos grados de libertad de la tarea para garantizar la convergencia 
ante distintas situaciones [Xie-2009]. 

También es posible combinar diferentes características 2-D y 3-D. En [Cervera-
2003a, Cervera-2003b] se utiliza esta técnica para obtener la matriz de interacción, mul-
tiplicando a las coordenadas homogéneas del conjunto de características en la imagen 
el valor de la distancia entre la cámara y cada característica. En [Schramm-2004] se de-
muestra que esta selección de características no converge hacia mínimos locales. 

Otra línea de investigación dentro de los sistemas de control visual basados en 
imagen es su aplicación a la visión activa para imponer movimientos que permitan 
conservar ciertas propiedades con el entorno. Dentro de este campo se enmarcan los 
trabajos de Marchand [Marchand-1996] que se emplean para la reconstrucción de esce-
nas estáticas. Cabe citar también los estudios encaminados a solucionar los problemas 
relacionados con la navegación por control visual, dentro de los cuales se encuentran 
trabajos como [Pavlidis-1996, Janabi-Sharifi-1997, Blanc-2005]. En algunas ocasiones se 
ha resuelto el problema de navegación mediante el encadenamiento de tareas de con-
trol visual [Marchand-1996, Martinet-1999]. 

Otro campo de trabajo actual es el del control visual robusto [Kragic-2002, Kragic-
2003]. Son reseñables los trabajos desarrollados por la misma autora en cuanto a se-

2.2 
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guimiento de objetos, sistemas de manipulación basados en control visual o utilización 
de distintos tipos de características visuales y su posterior fusión. Mansard amplia el 
concepto de controlador basado en la función de tarea para tener en cuenta restriccio-
nes unilaterales como los límites de las articulaciones del manipulador [Mansard-2009]. 

Los sistemas de visión artificial han ido mejorando su tiempo de adquisición y pro-
cesado de las imágenes. Sin embargo, un ámbito de investigación en control visual ha 
tratado de lograr una estimación de la imagen que se obtendría entre dos muestras 
proporcionadas por un sistema lento de adquisición de imágenes [Angel-2005, PerezC-
2009]. Los retrasos en la adquisición de nuevas imágenes empeoran el comportamiento 
del control visual ya que las entradas al controlador se retrasan. 

En diversos trabajos como [Corke-2001, Mezouar-2002a, Chesi-2005, Schramm-
2006, Wang-2009] se muestra la necesidad de mantener en el campo de visión de la 
cámara las características del objeto implicado en el control visual. Para mantener du-
rante la tarea estas características en la imagen se suelen emplear técnicas consistentes 
en la generación de un potencial en los límites de la imagen que genere una fuerza de 
repulsión sobre las características. Recientemente se han desarrollado sistemas de con-
trol visual utilizando cámaras panorámicas, que incrementan la posibilidad de mante-
ner el objeto en el campo de visión de la cámara [Mariottini-2006, ZhangY-2007, Hadj-
Abdelkader-2008, Mariottini-2008, Cervera-2008, Tahri-2009]. 

Otra técnica para resolver el problema anterior es la consistente en planificar una 
trayectoria en la imagen para que, de esta forma, se evite que el objeto se salga en 
algún momento de la tarea del campo de visión de la cámara [Mezouar-2002a, Mezou-
ar-2003, Schramm-2006]. Estos estudios introducen una ley de control dependiente del 
tiempo para el seguimiento de trayectorias generadas en el espacio imagen que permi-
tan cumplir determinadas restricciones como la evitación de configuraciones singulares 
o mantener las características en la imagen durante la trayectoria. Schramm muestra 
una aproximación en la que se mantienen las características en el campo de visión de la 
cámara mientras se sigue una trayectoria sin necesidad de calibrar previamente la 
cámara [Schramm-2006]. Mezouar trata el problema de la planificación de trayectorias 
como un problema de cálculo de variaciones que se puede resolver con un método 
numérico [Mezouar-2009]. Chesi basa la planificación de las trayectorias en condicio-
nes de positividad sobre formas homogéneas [Chesi-2009]. Estas condiciones de positi-
vidad permiten imponer restricciones 3-D como los límites de las articulaciones del 
manipulador o el mantenimiento de las características en el campo de visión de la 
cámara. Finalmente, un método de optimización basado en desigualdades de matrices 
lineales permite obtener el comportamiento deseado en 3-D, ya sea una línea recta en-
tre posiciones inicial y final o simplemente mantener un margen de visibilidad del ob-
jeto durante la tarea. 

Otro aspecto que caracteriza a los sistemas de control visual basados en imagen es 
que se puede especificar la posición final del robot respecto a un objeto del entorno, sin 
embargo, no es posible definir la trayectoria que describirá el robot desde la localiza-
ción inicial a la final en el espacio 3-D. Sin embargo, en la mayoría de las aplicaciones 
es necesario, no solo alcanzar una determinada posición, sino también hacerlo de una 
manera dada que cumpla determinadas restricciones en el espacio 3-D. Se observa, por 
lo tanto, una importante carencia de los sistemas de control visual clásicos basados en 
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imagen y que constituirá una aportación de esta investigación. Hasta ahora, los siste-
mas para el seguimiento de trayectorias que hacen uso de control visual se basan en 
una sucesión en el tiempo de características deseadas en la imagen u objetivos inter-
medios a alcanzar que, como se desarrollará en el Capítulo 3, no garantiza el correcto 
seguimiento de una trayectoria (ni en el espacio imagen ni en el espacio 3-D), presen-
tando importantes problemas de estabilidad. Pomares define en su Tesis un nuevo sis-
tema de seguimiento de trayectorias que resuelve el problema de las referencias tem-
porales [Pomares-2004a]. Sin embargo, y tal como se detallará en el Capítulo 3, el 
método propuesto presenta problemas de precisión al aumentar la velocidad de se-
guimiento. Además, el método descrito en [Pomares-2004a] no permite definir una 
velocidad de seguimiento determinada. Con el objetivo de solucionar estos problemas 
se ha desarrollado un nuevo método de seguimiento intemporal de trayectorias en la 
imagen basado en control visual virtual. 2.2.1.1 Características extraídas en control visual 

De forma general se puede afirmar que una característica en la imagen es una es-
tructura, compuesta de píxeles, que se encuentran en un contexto lógico y que puede 
ser medida y extraída de la imagen. A menudo una característica en la imagen se co-
rresponde con una característica física del objeto, por ejemplo, una línea en la imagen 
se corresponde con una arista del objeto físico. La selección de buenas características es 
crucial para el desempeño de un sistema de control visual. Una característica utilizable 
para realizar control visual será aquella que puede ser localizada de manera no ambi-
gua en diferentes vistas de la escena. Otros criterios que se deben considerar en la se-
lección de características son robustez, unicidad, controlabilidad y sensibilidad. Un 
parámetro de característica en la imagen se trata de un valor cuantificable que puede 
ser determinado a partir de una o más características en la imagen. La naturaleza de 
estos parámetros puede ser geométrica (p. ej. posición, superficie de un área, longitud, 
distancia, etc.) o fotométrica (p. ej. color, intensidad de píxel, etc.). Algunos ejemplos de 
parámetros de características utilizados en control visual son: 

• Principales características geométricas. En [Chaumette-1990] se realiza un estudio 
detallado acerca de las distintas consideraciones para obtener una ley de control 
adecuada cuando las características extraídas en la imagen son puntos, líneas, 
segmentos, círculos, elipses, esferas, etc. Obviamente el sistema de visión artificial 
debe ser capaz de extraer los parámetros adecuados de la primitiva geométrica 
seleccionada para posteriormente aplicar el Jacobiano de la imagen adecuado. A lo 
largo de esta Tesis se supondrá el conocimiento de las coordenadas de ciertos 
puntos en la imagen, por lo tanto, la primitiva seleccionada será el punto. Estas 
coordenadas pueden ser obtenidas previa detección de esquinas, o lo que es más 
común, determinar el centroide de los objetos presentes en la imagen. El centroide 
o centro de gravedad de un objeto es una característica muy utilizada y se define 
como el punto más representativo del objeto en la imagen, permitiendo tener una 
aproximación de la localización del objeto en la imagen. Normalmente se utiliza el 
espacio cartesiano para representar la posición de una característica en la imagen. 
Sin embargo, Iwatsuki [Iwatsuki-2005] propone el sistema de coordenadas 
cilíndrico para mejorar el comportamiento del control visual. 
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• Patrones de intensidad. Consiste en detectar la localización de un determinado 

patrón de intensidad a lo largo de una secuencia de imágenes. Como ejemplo de 
este tipo de información empleada en control visual cabe mencionar trabajos como 
[Cretual-1998] que se utilizan principalmente para el seguimiento de objetos 
complejos o de los que no es posible extraer una característica determinada 
durante toda la tarea. 

• Snakes [Hollinghurst-1994, Colombo-1999, Abolmaesumi-2002, Perrin-2003]. Se 
tratan de contornos activos que se mueven y deforman de acuerdo a varias 
“fuerzas”, y que tienden a adaptarse al objeto seguido. Dichas “fuerzas” están 
compuestas típicamente por fuerzas externas que son propiedades locales de la 
imagen, y fuerzas internas que son funciones de la propia forma del snake. 
Usualmente, un snake es atraído al máximo cuanto mayor es el gradiente en la 
imagen y así es utilizado para seguir contornos de un objeto en movimiento. 

• Contornos. Cabe reseñar algún trabajo como [Collewet-2000, Pressigout-2005] que 
hacen uso de la información relativa al contorno de un determinado objeto 
presente en la imagen para realizar el guiado de robots. 

• Momentos en la imagen. Existen investigaciones actuales [Chaumette-2002, 
Chaumette-2004, GarciaGJ-2005, Tahri-2005, Mebarki-2008] relativas a la 
utilización de distintos momentos en la imagen. 

• Combinación de distintas características. Cuando de una determinada escena puede 
extraerse más de una característica, existen trabajos como [Kragic-2001] 
encaminados a obtener una acción de control más robusta obteniendo una 
información visual más fiable que en el caso de la utilización de una única 
característica.  

• Información del modelo 3-D del objeto. La utilización de información procedente de 
un modelo del objeto a seguir permite al sistema de control visual ser más robusto. 
El sistema permitiría, por ejemplo, seguir con la tarea ante oclusiones del objeto 
[Marchand-2005]. El trabajo realizado por Collewet [Collewet-2004] permite 
reconstruir este modelo 3-D sin información previa. En [Fioravanti-2009] se 
propone el uso de dos circunferencias coaxiales y un punto para modelar el objeto. 

• Esferas. En [Tatsambon-2007, Tatsambon-2008, Tatsambon-2009] se propone el uso 
de esferas para realizar el control visual usando un modelo de proyección esférica. 

A la hora de seleccionar o hacer uso de características es necesario considerar pro-
blemas como la posible oclusión de dichas características [Pomares-2004a]. La oclusión 
es un problema típico que surge en tiempo de ejecución y que puede ser parcialmente 
evitado utilizando características en la imagen redundantes [GarciaN-2005b, GarciaN-
2005c]. Este tipo de problemas también se pueden evitar utilizando sistemas inteligen-
tes con la habilidad de almacenar la desaparición de una característica y la estimación 
de la localización actual [Pomares-2006b]. Otro problema que puede surgir en sistemas 
de control visual es la aparición de singularidades visuales. Una configuración de un 
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robot encuentra una singularidad visual cuando un movimiento dado en el robot no 
produce cambios en las características de la imagen. 

Como ya se ha comentado anteriormente, en los sistemas de control basados en 
imagen el bucle de control es realimentado con las características extraídas de las imá-
genes, sin necesidad de determinar la localización del objetivo a alcanzar. Esto va a 
suponer una ventaja frente a los basados en posición ya que, además de hacer al siste-
ma menos sensible a errores de calibración, se van a reducir tiempos de procesamiento. 

Para realizar este tipo de control, el sistema de cámaras utilizado puede ser de 
cámara externa al robot o un sistema de cámara situada en el extremo del mismo. A 
continuación se va a describir cómo desarrollar la regulación proporcional necesaria 
para la reducción del error, e, en un sistema de cámara fija externa al robot. Para ello se 
va a utilizar el concepto de matriz de interacción o Jacobiano de la imagen descrito por 
primera vez por Sanderson et al. [Sanderson-1980]. 

2.2.2 Matriz de interacción 

Para comprender la utilidad de la matriz de interacción supóngase que se dispone 
de un sistema de cámara fija que observa el movimiento del extremo de un robot. A 
partir de las imágenes capturadas, el sistema de visión es capaz de extraer un punto 
característico, C

Ep , situado en el extremo del robot. 

En un instante de tiempo, el punto C
Ep  situado en el extremo del robot se moverá 

con una velocidad de rotación ( )C C C C
E E E E, ,α β γ w , así como también, una velocidad de 

traslación ( )C C C C
tE tE tE tE, ,x y z  v , ambas con respecto al sistema de coordenadas de la cáma-

ra. 

A su vez, el sistema de visión captará la evolución temporal de esta característica, f, 
en el plano de la imagen ( )f fx y,  . 

La matriz de interacción, fL , es una expresión en forma de matriz que relaciona las 

velocidades de las características en el plano de la imagen con las velocidades (de tras-
lación y rotación) relativas de los puntos correspondientes a las características, con res-
pecto al sistema de coordenadas de la cámara. De esta forma se puede conocer cómo 
cambian las características en el plano de la imagen cuando se produce un cambio en el 
extremo del robot en movimiento: 

( )
C

x C tE
E C

y E

.f

f
f

   
= ⋅   

    
L




v
p

w
 (2.1)

En un caso general, considerando Cp  la posición de un punto de un objeto obser-

vado por la cámara en un espacio de dimensión j, C C C
t

 =  v v w  será su velocidad 

respecto al sistema de referencia de la cámara (compuesta por velocidad de traslación y 
rotación). Se va a representar con s un vector de i características observadas en la ima-
gen (medidas en píxeles), mientras que s  será el flujo óptico o variación de estas carac-
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terísticas en la imagen. La matriz de interacción o Jacobiano de la imagen se represen-
tará como sL  y realizará la siguiente transformación: 

C
s .= ⋅s L v (2.2)

Desarrollando la expresión anterior, se obtiene la expresión que permite calcular 
esta matriz de interacción: 

1x 1x1x

1 j1y
C

iy iyix

iy 1 j

, .
t

f ff
f

f ff
f

   ∂ ∂
   ∂ ∂  

∂ ∂   = ⋅ = = ⋅  ∂ ∂
∂ ∂  
   ∂ ∂      

r r
s rs s
r

r r




    




v  (2.3)

Como se observa en la expresión (2.3), el número de columnas en la matriz de in-
teracción variará dependiendo de la tarea (se ha considerado un espacio de dimensión 
j). En general la matriz tendrá i filas y j columnas y no se puede asegurar que sea cua-
drada. 

A continuación se va a deter-
minar de forma teórica el valor de 
la matriz de interacción. Para ello se 
parte del modelo de cámara pin-
hole. Sea un punto pM de la escena 
3-D en coordenadas del mundo 

( )x ,y ,zM M M M
p p pp  y sea ( )x yS S S

p p,p  su 

proyección en el plano imagen; la 
proyección Sp  en el plano imagen 

del punto Mp  se obtiene como in-

tersección de la línea que une Mp  y 
el centro óptico de la cámara C con 
el plano imagen. La distancia entre 
el centro óptico C y el plano imagen 
se denomina distancia focal o sim-
plemente focal, f. Al punto que se 
obtiene como intersección del eje 
principal zC (línea perpendicular al 

plano imagen que pasa por el cen-
tro óptico C), y al plano imagen se 
le llama punto principal (Fig. 2-13). 
Este punto principal ( )0 0,u v  representa dos de los parámetros intrínsecos de la cámara. 

Para obtenerlos se debe calibrar la cámara, ya sea en una fase previa o mediante una 
calibración online. La focal, f, es otro de los parámetros intrínsecos que se deben consi-
derar a la hora de modelar una cámara real. Como se acaba de describir, es la distancia 
entre el sistema de referencia de la cámara y el plano imagen. Normalmente, la distan-
cia focal se suele agrupar con otros dos parámetros que representan el tamaño del 

Fig. 2-13 Principales sistemas de coordenadas en el modelo pin-
hole
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píxel: ( ),x ys s . Así, los parámetros intrínsecos de la cámara se suelen modelar mediante 

el conjunto { }0 0f ,f , ,u v u vξ = , siendo f fu xs= ⋅  y f fv ys= ⋅   

En el modelo de cámara pinhole, el sistema de lentes de la cámara es aproximado 
por un único punto. Con esta aproximación la imagen siempre se encuentra enfocada 
sin importar la distancia entre el objeto y las lentes o la distancia entre las lentes y el 
plano imagen. De esta manera, cuando se utiliza el modelo pinhole un punto en el sis-
tema de coordenadas 3-D de la cámara, C, se proyecta en un punto en el sistema de 
coordenadas 2-D del sensor, S, de la siguiente manera: 

S C
C

f .
z

= ⋅p p  (2.4)

donde f es la focal de la cámara. 

Si se tiene que realizar la transformación previa entre el sistema de referencia del 
mundo y el sistema de referencia de la cámara, se hará uso de los parámetros extrínse-
cos de la cámara. Estos parámetros relacionan el sistema de referencia de la cámara 
(que puede ser fijo o no), con un sistema de referencia fijo en la escena. El paso de un 
sistema de referencia a otro se realiza multiplicando por la matriz de parámetros 
extrínsecos, que almacenan la traslación y rotación entre los dos sistemas. En el caso 
que estamos desarrollando, la transformación sería la siguiente para obtener las coor-
denadas del punto en el sistema de referencia de la cámara: 

C C M
M .= ⋅Mp p  (2.5)

El último paso para obtener las coordenadas en píxeles del punto 3-D observado 
por la cámara se realiza a partir del resto de parámetros intrínsecos descritos (recorde-
mos que hasta ahora sólo se ha utilizado la focal para convertir las coordenadas desde 
el sistema de referencia de la cámara al sistema de referencia 2-D del plano imagen): 

x

y

xf su
f sv y

S
px 0
S

y 0 p

0
.

0
     

= = +      
          

f  (2.6)

Substituyendo el valor de la Ecuación (2.4) en (2.6) se obtiene el valor de la carac-
terística visual en píxeles en función del punto 3-D correspondiente expresado en el 
sistema de referencia de la cámara: 

x

y

xf su
f sv yz

C
px 0
CC

y 0 pp

f 01 .
0 f

    ⋅ 
= = +       ⋅           

f  (2.7)

Considerando un conjunto de características, s, formado por un único punto, f, (es 
decir, { }=s f ) se va a desarrollar la Ecuación (2.3) con el objetivo de obtener la matriz 

de interacción para puntos. Derivando con respecto al tiempo la expresión anterior, se 
obtiene: 

( )
u u

v v

z x xf
f y yzz

C C C
p p px

C C2 CCy p ppp

f 0 f 01 .
0 f 0 f

        
= = = − +        

             
s

    
f  (2.8)
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Considerando una cámara en movimiento y un objeto fijo, la ecuación fundamental 

de la cinemática toma el siguiente valor: 
C C C C

t .= × +v w p v  (2.9)

Desarrollando la expresión anterior: 

C C C C C C CC C
p p p p tt

C C C C C C C C C C
p p t p p t

C CC C C C C C C
tp p p p t

.
x x y z xx

v y y y z x y
zz z x y z

γ βα
β α γ
γ β α

     − + +   
        = = × + = − + +        
         − + +             

   
    

   
 (2.10)

Sustituyendo los valores obtenidos en la Ecuación (2.10) en la expresión (2.8), se 
obtiene: 

( )
C C C C C C C C C C C
p p t p p p t

C C C C C C2 CC
p p p tpp

f 0 f 01 .
0 f 0 f
u u

v v

x y z x y z x
y z x yzz

β α γ β
α γ

   − + + − + +   
= − +       − + +         

s
    


   (2.11)

Desarrollando la expresión anterior: 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

C
p C C C C C C C C C C

p p t p p t2 CC
pp

C
p C C C C C C C C C C

p p t p p t2 CC
pp

f f

.
f f

u u

v v

x
x y z y z x

zz

y
x y z z x y

zz

β α γ β

β α α γ

 
− − + + + − + + 
 
 =
 
 − − + + + − + +
 
 

s

    


     

(2.12)

Agrupando términos se puede conseguir obtener la variación de las características 
en la imagen en función de la velocidad de traslación y rotación de la cámara: 

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )

2CC C C C
pp p p pC C C C C C

t t tC 2 2 2 CC C C
p pp p p

2CC C C C
pp p p pC C C C C C

t t tC 2 2 2 CC C C
p pp p p

ff f ff
0 f

.
ff f ff

0 f

uu u uu
u

vv v vv
v

xx x y y
x y z

z zz z z

yy x y x
x y z

z zz z z

α β γ

α β γ

  
  + − − + + −  

   =  
  
  + − + − − + +      

s

    



    

(2.13)

A partir de la Ecuación (2.7) se puede obtener el valor de las coordenadas C
px  e C

py  

del punto 3-D en función de sus coordenadas en el plano imagen expresadas en píxe-
les: 

C
p xC 0

pC
y 0p

1 0
f

.
10
f

u

v

x f u
z

f vy

 
        = −                  
 

 (2.14)

Substituyendo estos valores en la Ecuación (2.12) se obtiene: 
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( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2
x 0 y 0 y 0x 0 x 0C C C C C C

t t tC C
p p

2 2
y 0 y 0 x 0 y 0 x 0C C C C C C

t t tC C
p p

fff
0

f f f
.

+f ff
0

f f f

uuu

v u v

v vv

v u u

f u f v f vf u f u
x y z

z z

f v f v f u f v f u
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z z
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 − − −− − +
 + − − + −
 
 =
 − − − − − + − − + +
  

s

    



    

 
(2.15)

Con lo que se obtiene la siguiente relación en la que se observa el valor de la matriz 
de interacción: 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

C
t2 2
Cx 0 y 0 y 0x 0 x 0
t

C C C
p p t

2 C2
y 0 y 0 x 0 y 0 x 0 C

C C
p p C

fff
0

f f f
.

+f ff
0

f f f

uuu

v u v

v vv

v u u

x
f u f v f vf u f u y

z z z

f v f v f u f v f u
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α
β
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   − − − − −   − −
       

s











 
(2.16)

Supóngase ahora el caso en el que el sistema de visión es capaz de extraer n puntos 
característicos de la imagen. En este caso, el conjunto de características está formado 
por varios puntos de la imagen expresados en píxeles, { }i i n, 1..= ∈s f , y la matriz de 

interacción obtenida se puede generalizar para varios puntos de la siguiente manera: 

f

f

fn

1

2
s .

 
 
 =  
 
  

L
L

L

L


(2.17)

Las dimensiones de la matriz de interacción serán i x j siendo i/2 el número de ca-
racterísticas observadas en la imagen y j los grados de libertad de la tarea. 

Como se ha procedido para puntos, puede obtenerse la matriz de interacción para 
el caso que se desee realizar el seguimiento de elipses. Considerando que se extraen el 
centro (Xc, Yc, zc) y los momentos de orden dos, μ20, μ02, μ11, podrá obtenerse la matriz 

de interacción de la siguiente manera: 

c c 20 02 11

T

m X Y ,μ μ μ
 =  L L L L L L (2.18)

c

2c
X 20 11 c c 11 c 20 c

c c

X1 0 a b X Y 1 X Y ,
z z

μ μ μ μ
 −= + + + − − − 
 

L (2.19)

c

2c
Y 11 02 c 02 c c 11 c

c c

Y10 a b 1 Y X Y X ,
z z

μ μ μ μ
 −= + + + + − − − 
 

L (2.20)

20 20 11 c c 20 c 11 c 20 c 02 20 c 112(a b ) 0 2[(1 / z aX ) bX 2(Y X ) 4 X 2 ,μ μ μ μ μ μ μ μ μ = − + + + + − L

 (2.21)
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02 11 02 c c 02 c 11 c 02 c 11 c 02 110 2(a b ) 2[(1/ z bY ) aY ] 4Y 2(Y X ) 2μ μ μ μ μ μ μ μ μ = − − + + − + − L

 (2.22)

11

11 02

20 11

c 20 11 c 02T
c

c 11 c 02

c 20 c 11

02 20

a b
a b

3aY c bX
,z

3Y X
Y 3X

μ

μ μ
μ μ

μ μ μ

μ μ
μ μ
μ μ

 − −
 − − 
  
 + − + =   
 + 
 − −
 −  

L (2.23)

donde: 

X

X X Y Y Z Z

n
a ,

n c n c n c
=

+ +  
Y

X X Y Y Z Z

n
b ,

n c n c n c
=

+ +  
Z

X X Y Y Z Z

n
c ,

n c n c n c
=

+ +

(2.24)

y n=(nX, nY, nZ) es la normal al plano formado por la elipse. 

En general, la matriz de interacción es función de: 

• Constantes calculadas a partir del proceso de calibración de la cámara. 

• El valor actual de las características extraídas en la imagen. 

• De información 3-D relativa a los puntos correspondientes a las características en la 
imagen (p. ej. la distancia de la cámara a la característica del objeto 
correspondiente). 

Una cuestión no trivial es la de determinar la forma de actualizar la matriz de in-
teracción en el bucle de control debido a las dependencias mostradas anteriormente. Es 
posible distinguir dos casos dependiendo si la actualización se realiza en línea o a prio-
ri: 

• Actualización a priori de la matriz de interacción. En este caso, la matriz de interacción 
es calculada una única vez antes de comenzar la tarea de control visual. El valor de 
las características en la imagen de las que depende la matriz de interacción son 
consideradas iguales a las características deseadas, por lo tanto la distancia de la 
cámara al objeto será la deseada y consecuentemente la que se obtendría una vez 
finalizada la tarea. Esta aproximación disminuye la cantidad de cálculos a realizar 
durante el desarrollo de la tarea de control visual preservando la convergencia 
[Marchand-1996]. 

• Actualización en línea de la matriz de interacción. En este caso la matriz de interacción 
es recalculada en cada iteración en función de las características extraídas de la 
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imagen. Como se observa en la Ecuación (2.16), la matriz de interacción depende 
del valor zC

E , que es la distancia de la cámara a la característica del objeto 
correspondiente, o en este caso al extremo del robot. Atendiendo a la forma de 
actualizar este valor se pueden encontrar las siguientes implementaciones: 

• Extracción del valor zC
E  en cada iteración. Este caso se corresponde al cálculo 

más completo posible e implica la estimación, en cada iteración del bucle, de 
la profundidad del objeto (o del extremo del robot) respecto a la cámara 
[Dornaika-1995]. Si se dispone de un sistema de cámara fija, una manera obvia 
de determinar la profundidad es utilizando un par estereoscópico. En 
determinadas aplicaciones se parte de disponer previamente de una 
calibración que permita determinar en cada iteración el valor de esta distancia. 
Se puede utilizar otro tipo de sensor (aparte del visual), como pueden ser 
ultrasonidos, láser, etc. 

• Aproximación del valor zC
E  al que se desea que se encuentre el robot una vez 

finalizada la tarea. En este caso se realiza la aproximación de que el objeto se 
encuentra situado a una distancia constante a la cámara. Esta aproximación es 
más eficiente computacionalmente; sin embargo, no se asegura la 
convergencia, en particular si la posición inicial de las características en la 
imagen se encuentran alejadas de su localización deseada [Chaumette-1997], 
siendo únicamente válido en una pequeña región del espacio. 

• Cálculo mediante métodos de optimización que utilizan la regla de 
actualización de Broyden dada por [Hosoda-1994, Jagersand-1997]. Este 
método se ha generalizado al caso de objetos en movimiento en [Piepmeier-
2004]. 

Malis [Malis-2004a] fusiona los dos primeros métodos descritos de actualización en 
línea de la matriz de interacción para conseguir mejorar la respuesta del control visual, 
mejorando la oscilación de las velocidades y obteniendo una trayectoria más suave en 
la imagen y en 3-D. Sequeira et al. [Sequeira-2004] utiliza un modelo fuzzy de la matriz 
de interacción para controlar directamente el robot sin necesidad de calcular en cada 
iteración el Jacobiano de la imagen. Otra técnica de estimación online de la matriz de 
interacción se desarrolla también en [Sebastián-2009]. 

2.2.3 Controlador utilizando la matriz de interacción 

Se va a suponer que el objetivo de una tarea particular va a ser alcanzar un conjun-
to de características en la imagen que se van a representar con un vector de característi-
cas deseadas sd. En un instante de tiempo determinado, las características observadas 

en la imagen son s. El regulador seleccionado debe ser tal que aplique sobre el robot las 
acciones oportunas de manera que los valores de s se vayan acercando progresivamen-
te a los de sd. 

Haciendo uso de la aproximación de la función de tarea propuesta por Samson 
[Samson-1991], una tarea de control visual se puede expresar como una regulación a 
cero de la siguiente función de tarea: 
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( ) ( )( )-+

s d
ˆ,t ,t ,= L s se r r (2.25)

donde se observa que tanto el error, e, como las características observadas en la cámara 
s dependen de la localización de la cámara respecto al sistema de coordenadas del 
mundo, r, y del tiempo, t. Además, de lo visto a lo largo de este capítulo se puede de-
ducir que ( ) ( ) -s d, t , t= s se r r . 

Con sL̂  se representa una estimación de la matriz de interacción ya que, como se 
comentó anteriormente, depende de la distancia de la cámara al objeto seguido, y en 
muchas ocasiones se considera esta matriz constante igual a la correspondiente a la 
posición final deseada. 

Como se observa, en la Ecuación (2.25) se ha empleado la pseudoinversa de la ma-
triz de interacción que posteriormente también será utilizada para expresar la acción 
de control en forma de velocidad de traslación y rotación del extremo del robot en fun-
ción del error expresado en términos de características en la imagen. 

En la Expresión (2.25) se podría haber utilizado la inversa bajo la suposición de que 
la matriz de interacción sea cuadrada (i=j), no singular y por tanto exista la inversa. 
Para que ocurra esto el número de características extraídas en la imagen debe ser 3, con 
lo que el Jacobiano de la imagen será de 6 x 6. 

Si se observan i/2 características en la imagen de manera que i > j, se utiliza la si-
guiente pseudoinversa: 

( )T T
1

s s s s .
−+ = ⋅ ⋅L L L L (2.26)

En el caso de que i < j, el sistema no observa suficientes características para deter-
minar de manera unívoca el movimiento del objeto. 

En este caso la matriz pseudoinversa utilizada tiene el siguiente valor: 

( ) 1T T
s s s s .

−+ = ⋅ ⋅L L L L (2.27)

Se desea que la función de tarea decrezca de manera exponencial, de forma que se 
cumpla: 

.λ= − ⋅e e (2.28)

siendo λ>0. Por otro lado, como e es función de la localización de la cámara, r, y del 
tiempo, t, su derivada se puede expresar de la siguiente manera: 

C ,
t

 ∂ ∂= + ∂ ∂ 
 e ee v

r
(2.29)

donde Cv  es la velocidad de la cámara, y 
t

∂
∂
e

 representa las variaciones en el error de-

bidas al movimiento del objeto. Por otro lado, a partir de la definición de la función de 

tarea se puede afirmar que 
∂
∂
e
r

 viene dado por: 
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s s

ˆ .+∂ =
∂

L Le
r

(2.30)

A partir de las Ecuaciones (2.28) y (2.29) es posible obtener la siguiente expresión 
para la velocidad de la cámara: 

C ˆ ˆ
,

t
λ

+
   ∂ ∂= − −   ∂ ∂   

e ev e
r

(2.31)

donde: 

• 







∂
∂

r
ê  puede ser igualado a la matriz identidad ya que: 

+
s s 6

ˆ ˆ ˆ ,∂ = =
∂

L L Ie
r

(2.32)

• ˆ
t

∂
∂
e

 es una estimación del movimiento del objeto en la imagen. Si este término no 

es correctamente estimado se obtendrán errores en las tareas de seguimiento de un 
objeto en movimiento [Pomares-2006b]. 

2.2.4 Estabilidad en el sentido de Lyapunov 

Existen muchos métodos para estudiar la estabilidad de los sistemas lineales y/o 
invariantes en el tiempo. El concepto de estabilidad en estos sistemas es inmediato y 
representa el concepto de cuánta sensibilidad tiene el sistema ante errores en la estima-
ción de los parámetros o ante perturbaciones externas. Los sistemas no lineales varian-
tes en el tiempo, sin embargo, no presentan un concepto tan directo y sencillo de esta-
bilidad [Khalil-2002]. La estabilidad en estos sistemas se define de diversas formas en 
la literatura, coincidiendo en su mayoría en la definición de estabilidad sobre ciertos 
conjuntos del sistema, como los puntos de equilibrio. El concepto más extendido sobre 
la estabilidad de un sistema dinámico es el propuesto por Lyapunov en su Tesis docto-
ral [Lyapunov-1892]. En su teoría sobre la estabilidad de los sistemas dinámicos intro-
duce una de las principales distinciones en la estabilidad de los sistemas lineales y los 
no lineales. Se trata del carácter local de la estabilidad de los sistemas no lineales. La 
teoría de Lyapunov sobre la estabilidad de los sistemas no lineales se puede resumir en 
la búsqueda de la estabilidad del sistema dinámico en los puntos de equilibrio del sis-
tema. Básicamente, si todas las soluciones del sistema dinámico que empieza cerca de 
un punto de equilibrio xe permanecen cerca de xe para siempre, entonces el sistema es 

estable en el sentido de Lyapunov. Pero Lyapunov va un paso más allá al definir la 
estabilidad asintótica de un sistema lineal. Es un concepto más restrictivo de estabili-
dad, ya que indica que si todas las soluciones que empiezan cerca de xe convergen 

hacia xe, el sistema será asintóticamente estable. Aplicando el concepto al sistema de 

control visual, se trata de demostrar que el sistema es asintóticamente estable, toda vez 
que lo que pretende el sistema es llevar la cámara a la posición final en la que las carac-
terísticas finales en imagen se correspondan con las características mostradas por la 
cámara. 
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Un sistema de control visual es un sistema dinámico que tiene por entradas las 

imágenes adquiridas por la cámara y como salida la posición de la cámara en el espacio 
Cartesiano 3D. En un sistema de control visual basado en imagen clásico, el punto de 
equilibrio es el punto final de la cámara, donde no existirá velocidad, ya que la posi-
ción de las características en la imagen coincide con la posición de las características 
deseadas. 

En la Fig. 2-14 se resumen los distintos conceptos de estabilidad definidos por 
Lyapunov. 

 

La idea de estabilidad que presenta Lyapunov se asemeja a una bola situada en los 
puntos de equilibrio mostrados en la Fig. 2-14. El primer caso representado por la Fig. 
2-14.(a), cualquier pequeña perturbación que se le haga a la bola respecto a su posición 
inicial de equilibrio mantendrá a la bola cerca de esta posición de equilibrio, pero sin 
tender a recuperar la posición de equilibrio inicial. Este concepto es el de estabilidad 
propiamente dicha. El segundo caso mostrado en la Fig. 2-14.(b) se corresponde con la 
estabilidad asintótica. Cualquier pequeño movimiento que se le haga a la bola en un 
sentido o en otro de la posición inicial de equilibrio llevará a la bola siempre a la posi-
ción inicial. Es decir, la bola converge hacia la posición de equilibrio ante pequeñas 
perturbaciones. Por último, el tercer caso muestra un sistema inestable (Fig. 2-14.(c)). 
Cualquier movimiento, por pequeño que sea, hará que la bola se aleje de la posición de 
equilibrio. 

La estabilidad asintótica en el sentido de Lyapunov se puede definir como global o 
como local. La diferencia está en el grado de la perturbación respecto al punto de equi-
librio que se permite para mantener la estabilidad. Así, si ante una perturbación muy 
grande (posición inicial muy alejada de la posición de equilibrio) el sistema mantiene 
las características de estabilidad se dirá que el sistema cumple la estabilidad global, 
mientras que si la estabilidad se cumple sólo en un entorno pequeño del punto de equi-
librio se puede hablar únicamente de estabilidad local. 

De la teoría clásica de la Mecánica, es sabido que un sistema es estable si su 
energía, una función positiva, es continuamente decreciente, o sea tiene derivada nega-
tiva, hasta que el sistema alcanza su estado de equilibrio [Ogata-2001]. El método direc-
to de Lyapunov es una generalización de este hecho. Lyapunov demostró que ciertas 
otras funciones aparte de la función energía pueden ser usadas para la determinación 
de la estabilidad del punto de equilibrio de un sistema. Una función de Lyapunov es 

Fig. 2-14 (a) Sistema estable (b) Sistema asintóticamente estable (c) Sistema inestable 

(a) (c)(b) 
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una función definida positiva cuya derivada es definida negativa. Encontrar una fun-
ción de Lyapunov para un sistema no lineal en particular es una tarea difícil. Es impor-
tante anotar que la condición de estabilidad mediante las funciones de Lyapunov no 
son condiciones suficientes. Es decir, el hecho de no encontrar una función de Lyapu-
nov para un sistema en concreto no implica que el sistema sea inestable. Sin embargo, 
encontrar una función de Lyapunov permitirá demostrar la estabilidad de un sistema. 
A continuación se presenta el estudio de la estabilidad asintótica global del control 
visual basado en imagen. Sin embargo, tal como se verá en el desarrollo del siguiente 
apartado, la estabilidad asintótica global no se puede demostrar para el control visual 
basado en imagen, por lo que se estudiará la estabilidad asintótica local. 2.2.4.1 Análisis de la estabilidad asintótica global por Lyapunov 

Se considera la función candidata de Lyapunov definida por el cuadrado del 
módulo del error: 

( ) 21 t .
2

= eL  (2.33)

Su derivada con respecto al tiempo es: 
T .= e eL (2.34)

La variación del error respecto al tiempo viene relacionada con la velocidad de la 
cámara mediante la matriz de interacción Ls: 

s c ,= Le v  (2.35)

substituyendo vc de la ley de control visual basado en imagen: 

c s
ˆ ,λ += − Lv e  (2.36)

se obtiene que la derivada de la función candidata de Lyapunov es: 
T

s s
ˆλ += − L L e e.L  (2.37)

Para que la derivada de la función candidata de Lyapunov sea definida negativa, y 
de esta forma obtener la estabilidad asintótica global del sistema, se debe asegurar la 
siguiente condición: 

s s
ˆ 0+ >L L .  (2.38)

Si la matriz s s
ˆ+L L  se demuestra que es definida positiva, por la definición de estas 

matrices, se asegurará que T
s s
ˆ 0+ >L Le e  para todo e. Esta demostración es imposible si 

se tienen matrices rectangulares. Ahora bien, si el número de características es igual al 
número de grados de libertad de la cámara (k = 6), y tanto la elección de las caracterís-
ticas como el diseño del esquema de control se realizan de forma que sL  y s

ˆ+L  sean de 
rango 6, entonces la condición anterior se asegura si las aproximaciones realizadas en 

s
ˆ+L  no presentan demasiado error. 
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Sin embargo, para la mayoría de las aproximaciones de control visual basado en 

imagen, se tiene k > 6. De esta forma, la condición (2.38) nunca se podrá asegurar ya 
que k k

s s
ˆ+ ×∈L L   es como mucho de rango 6; con lo que s s

ˆ+L L  tiene un espacio nulo no 

trivial. En este caso configuraciones en las que s s
ˆKer +∈ L Le  se corresponden con míni-

mos locales. Por lo que se puede concluir que en el control visual basado en imagen 
sólo se podrá obtener una estabilidad asintótica local. 2.2.4.2 Análisis de la estabilidad asintótica local por Lyapunov 

Para estudiar la estabilidad asintótica local cuando k > 6, se define primero un 
nuevo error e´: 

s
ˆ .+′ = Le e  (2.39)

La derivada respecto al tiempo de este error viene dada por: 

s s
ˆ ˆ .+ +′ = +L L e e e  (2.40)

Aplicando (2.35) y (2.36) queda para la derivada del error e´: 

( )s s c
ˆ ,+′ = +L L Oe v  (2.41)

donde 6 6
s s

1 ˆ ˆ
λ

+ ×= − ∈O L L   es igual a 0 cuando e = 0, sea cual sea la elección de s
ˆ+L  [Ma-

lis-2004b]. Usando el esquema de control (2.36) en (2.39), se obtiene: 

( )s s
ˆλ +′ ′= − +L L Oe e .  (2.42)

Que será asintóticamente estable de manera local en un entorno de e = e* = 0 si se 
cumple: 

s s
ˆ 0,+ >L L  (2.43)

donde 6 6
s s

ˆ+ ×∈L L  . Es más, si se está interesado en la estabilidad asintótica local, sólo se 
considera el sistema lineal [Isidori-1995]: 

s s
ˆλ +′ ′= − L Le e .  (2.44)

De nuevo, como se vio en el intento de demostrar la estabilidad asintótica global, 
una aproximación no demasiado rigurosa de s

ˆ+L , unido a una correcta elección de las 

características y un diseño del esquema de control que permita que sL  y s
ˆ+L  sean de 

rango 6, permitiría asegurar la condición (2.43). 

Para terminar la demonstración de la estabilidad asintótica local se debe demostrar 
que no existe ninguna configuración *∈e e  tal que s

ˆKer +∈ Le  en un pequeño entorno de 
e* y en un pequeño entorno de la posición final correspondiente de la cámara p*. Este 
tipo de configuraciones se corresponde con mínimos locales donde vc = 0 y *∈e e . Si 

existiera esta posición de la cámara p, sería posible restringir el entorno de p* de forma 
que existiera una velocidad de la cámara vc que permita llegar a p* desde p. Esta velo-
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cidad de la cámara implica una variación del error s c ,= Le v . Sin embargo, esta varia-

ción no puede pertenecer al s
ˆKer +L , ya que s s

ˆ 0,+ >L L . De esta forma, se tiene vc = 0 si y 

sólo si e  = 0, es decir, e = e*, en un entorno de p*. 

2.2.5 Un primer ejemplo de tarea de control visual basado en imagen 

Para ilustrar lo visto en este apartado supóngase que se dispone de un sistema 
compuesto por una cámara localizada en el extremo de un robot y un objeto del cual se 
extraen cuatro características. En la Fig. 2-15 se observa la localización inicial de la 
cámara junto con las características extraídas, mientras que en la Fig. 2-16 se representa 
la localización deseada. 

 

 

Bajo estas consideraciones la matriz de interacción tomará el siguiente valor (ver 
Ecuaciones (2.16) y (2.17)): 

Fig. 2-16 (a) Posición deseada de la cámara. (b) Imagen obtenida por la cámara en la que se observan
las características deseadas del objeto en la imagen 
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Fig. 2-15 (a) Posición inicial de la cámara. (b) Imagen obtenida por la cámara en la que se observan
las características iniciales del objeto en la imagen 
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(2.45)

A partir de la Ecuación (2.31) y considerando que el objeto del que se extraen las 
características no se encuentra en movimiento, se obtiene la siguiente ley de control: 

( )C
s d .λ += − ⋅ ⋅ −L s sv (2.46)

Por lo tanto, el sistema de con-
trol basado en imagen realizará las 
acciones necesarias sobre el robot 
para que se produzcan los cambios 
en las características observadas en 
la imagen que hagan que estas ca-
racterísticas, s, alcancen el valor de 
las características deseadas, sd. La 

Fig. 2-17 muestra la evolución de 
las velocidades aplicadas al robot 
durante la tarea de control visual 
descrita. Para ello, se aplica la 
Ecuación (2.46) utilizando una ga-
nancia de 0.125. Con esta acción de 
control la evolución del error de 
cada una de las características es la 
que se muestra en la Fig. 2-18. 

2.2 

Fig. 2-17 Evolución de las velocidades lineal y angular aplicadas al
robot 
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En la Fig. 2-19.(a) se muestra la 

trayectoria en el espacio cartesiano 
descrita por la cámara para alcanzar 
la posición deseada desde su posi-
ción inicial. En la Fig. 2-19.(b) se 
muestra la evolución, durante la 
trayectoria de la cámara, de las ca-
racterísticas extraídas en la imagen. 

En la Fig. 2-20 se muestra la 
trayectoria que se obtendría para la 
misma tarea, pero aplicando control 
visual basado en posición. Se ob-
serva como la trayectoria obtenida 
para la cámara es recta, frente a la 
trayectoria obtenida empleando 
control visual basado en imagen 

(Fig. 2-19.(a)). En este último caso se obtiene una trayectoria recta en las características 
extraídas en la imagen (Fig. 2-19.(b)). Como se comentó anteriormente, en muchas oca-
siones cuando se emplea control visual basado en imagen se evita calcular la distancia 
de la cámara al objeto, considerándola como la deseada, es decir, la que se obtendrá 
una vez finalizada la tarea. Esta aproximación, que aligera notablemente los cálculos, 
provoca que se obtenga una evolución más oscilatoria de las características extraídas 
en la imagen (Fig. 2-21). 

 

En el vídeo video2-1.wmv del DVD adjunto a esta Tesis se puede ver una tarea de 
control visual donde el robot sigue una cartulina con 4 marcas que el sistema seleccio-
na como características visuales. En el vídeo video2-2.wmv se puede ver una grabación 
de la evolución de las características en la imagen para una tarea de posicionamiento 
con control visual. 

Fig. 2-19 Control visual basado en imagen: (a) Trayectoria seguida por la cámara. (b) Trayectoria
de las características extraídas en la imagen 
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2.3 Control visual virtual 

2.3.1 Introducción 

El control visual virtual es una técnica que permite obtener los parámetros extrín-
secos de una cámara a partir de una imagen tomada por ésta. En el Capítulo 3 se des-
cribe un método de seguimiento intemporal de trayectorias en la imagen que hace uso 
de las propiedades del control visual virtual para obtener la posición de la cámara res-
pecto del objeto que se pretende seguir. 

Tradicionalmente, la calibración de la posición y orientación de la cámara respecto 
a los objetos situados en la escena donde se desarrolla una tarea de control visual se 
realiza en una fase previa. Esta calibración previa permite establecer una relación cons-
tante entre la cámara y un sistema de referencia de la escena. Así, cuando se está traba-
jando en una configuración “eye-in-hand”, las técnicas de calibración offline de los 
parámetros extrínsecos de la cámara permiten conocer con precisión la relación entre la 
cámara y el extremo del robot. Sin embargo, resulta interesante para la ejecución de la 
tarea de control visual conocer en cada iteración la relación entre la cámara y el objeto 

Fig. 2-21 Control visual basado en imagen considerando la distancia entre el objeto y la cámara
igual a la deseada: (a) Trayectoria seguida por la cámara (b) Trayectoria de las características ex-
traídas en la imagen 
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Fig. 2-20 Control visual basado en posición: (a) Trayectoria seguida por la cámara (b) Trayectoria
de las características extraídas en la imagen
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de seguimiento. Como se ha comentado en el presente capítulo, el conocimiento de 
información 3-D es necesario para mejorar el comportamiento del control visual basa-
do en imagen. Es por ello que al disponer de la relación entre los sistemas de referencia 
de la cámara y el objeto mejorará la estabilidad del control visual. 

El problema de la determinación de la localización de la cámara fue definido for-
malmente por Fischler y Bolles en 1981 [Fischler-1981]. A partir de aquí, los trabajos 
previos para obtener la posición de la cámara respecto a un objeto a partir de la pro-
yección de éste en la imagen usan básicamente dos métodos: 

• Métodos analíticos o geométricos. Partiendo de la base de que la cámara ha sido 
calibrada previamente, se puede conocer la relación entre los puntos en el espacio 
3-D y su proyección en el espacio imagen. Para ello se precisa un modelo 3-D del 
objeto. La proyección de este modelo en la imagen con los parámetros intrínsecos 
obtenidos en la calibración previa permite tener una imagen con la que comparar 
la imagen adquirida por la cámara durante la tarea. La investigación en este campo 
se centra en la función que mide la semejanza entre la imagen real y la proyectada. 
Así, Felzenszwalb y Huttenlocher emplean programación dinámica como método 
para resolver el complejo problema de optimización [Felzenszwalb-2005]. En [Lee-
2004] se resuelve el problema de optimización utilizando un método de Monte 
Carlo basado en cadenas de Markov. Lucchese propone un método analítico para 
estimar los parámetros extrínsecos de una cámara previamente calibrada 
[Lucchese-2006]. Para ello hace uso de una imagen de un objeto plano con 
geometría conocida, extrayendo un conjunto de puntos característicos que se 
rectifican a partir de una homografía 2-D. Esta matriz de homografía permite 
calcular los parámetros buscados. Phong et al. describen en [Phong-1993] otro 
método analítico para el cálculo de la localización de la cámara que utiliza 
correspondencias de puntos y líneas. A partir de una función de error que debe ser 
minimizada para averiguar la localización a partir de una imagen. La naturaleza 
cuadrática de esta función de error se debe a la representación de la posición y 
orientación mediante un cuaternio dual. Shi et al. describen el uso de esquinas 
como puntos característicos para establecer correspondencias [Shi-2004]. Los 
puntos de esquina son características fácilmente segmentables en una escena real. 
Sólo una esquina y un punto, que no esté situado en el vértice de la esquina en una 
misma imagen, son suficientes para determinar unívocamente la localización de la 
cámara. 

La literatura en cuanto al problema de la estimación de la localización de la cámara 
es extensa. Se ha tratado el problema usando multitud de características visuales, 
como: puntos, líneas, contornos, cónicas u objetos cilíndricos. Estos métodos son 
robustos y precisos y presentan siempre una solución basada en algoritmos no 
iterativos como los requeridos en los métodos que se describen a continuación. No 
dependen normalmente de una inicialización previa y son aptos para aplicaciones 
en tiempo real. El principal inconveniente de estos métodos es que normalmente 
requieren un complejo proceso de extracción de características. 

• Métodos basados en aprendizaje. Estos métodos utilizan la inteligencia artificial para 
obtener la relación entre posición y orientación de la cámara y la imagen actual del 
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objeto en la escena. Estas aproximaciones requieren el uso de una fase previa de 
aprendizaje. El sistema es alimentado con un conjunto lo mayor posible de parejas 
imagen-localización de la cámara. Los parámetros extrínsecos en un momento 
dado de la tarea se estiman a partir de la comparación de la imagen obtenida con 
la base de datos de las parejas obtenidas en la fase de aprendizaje. 

Así, Lepetit et al. utilizan las imágenes capturadas por la cámara para entrenar al 
sistema produciendo una descripción compacta de la escena [Lepetit-2004]. 
Usando herramientas de clasificación estadística, el algoritmo de aprendizaje 
propuesto agrupa las imágenes en función de las características que describen la 
escena. La técnica propuesta permite reducir la tasa de error de emparejamiento al 
tiempo que desplaza una parte de la carga computacional desde el 
emparejamiento (online) a la fase de entrenamiento (offline). La forma en que se 
crean las imágenes que se compararán posteriormente con las imágenes obtenidas 
durante la ejecución de la tarea es el principal tema de investigación en los 
métodos de cálculo de la localización de la cámara mediante métodos basados en 
aprendizaje. Lepetit et al. utilizan un resumen de las imágenes capturadas en fase 
de aprendizaje para crear la base de datos con la que comparar en la fase de 
ejecución. En [Nomura-1996] Nomura et al. proponen crear imágenes a partir de 
un modelo CAD del objeto en distintas posiciones de la cámara. La idea es 
proyectar el modelo de alambres del objeto en una imagen en muchas posiciones 
de la cámara y posteriormente comparar esas imágenes con la imagen real para 
saber qué localización tiene la cámara real. Sin embargo, para hacer más robusto el 
emparejamiento de las imágenes, proponen generar además de las imágenes del 
modelo de alambres otra imagen con las sombras del objeto. El emparejamiento se 
realiza con un método no lineal de mínimos cuadrados. Santos et al. presentan un 
método geométrico iterativo para la estimación de los parámetros extrínsecos a 
partir de cuatro puntos coplanares [Santos-2006]. Con una estrategia “divide y 
vencerás” segmentan el plano imagen e intentan una reconstrucción iterativa de la 
localización en el espacio de la cámara por comparación del par características-
localización almacenado en la base de datos. Agarwal y Triggs [Agarwal-2006] 
proponen un método para seleccionar características relevantes usando técnicas de 
regresión con máquinas de vectores de relevancia (RVMs). Las características 
visuales utilizadas son descriptores de forma de los puntos de silueta, y la 
estimación de la localización se plantea como un emparejamiento uno a uno desde 
el espacio de las características al de la localización. En [Thayananthan-2008] 
Thayananthan et al. formulan el problema de la estimación de los parámetros 
extrínsecos como funciones de aprendizaje de emparejamiento uno a muchos, de 
forma que se resuelvan los problemas de ambigüedad encontrados en [Agarwal-
2006]. También resuelto como un problema de regresión que empareja 
características de forma con el espacio de localización, Chen et al. [Chen-2009] 
estiman la localización 3-D de personas en tareas de vigilancia. 

Aunque las técnicas descritas permiten realizar la búsqueda sobre un conjunto 
reducido de la base de datos para una determinada imagen, todos los conjuntos de 
imágenes y localización enviados al sistema en la fase de aprendizaje deben ser 
almacenados. El número de patrones necesario para representar el espacio de 
localizaciones de la cámara depende del rango de movimientos posibles y de la 
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precisión requerida, y puede ser del orden de cientos y miles de parejas. Por lo 
tanto, aunque estas técnicas son a menudo muy rápidas, en general tienen una 
menor precisión en la estimación de los parámetros extrínsecos de la cámara al 
tiempo que son útiles únicamente para aplicaciones muy específicas. 

El problema de la calibración de la cámara usando control visual virtual ya ha sido 
descrito en [Marchand-2001, Kinoshita-1994]. Se trata de un método analítico o geomé-
trico de estimación de la localización de la cámara. Básicamente, el control visual vir-
tual trata de minimizar el error entre las características observadas en la imagen y las 
características calculadas por retroproyección a partir de los parámetros intrínsecos y 
extrínsecos actuales de una cámara virtual. Estos parámetros se van modificando en 
cada iteración hasta que las características observadas y proyectadas coinciden. En este 
momento se habrán obtenido los parámetros extrínsecos e intrínsecos de la cámara 
real. 

Son varias las razones que hacen que el control visual virtual sea la técnica idónea 
para calcular la localización de la cámara en tareas de control visual. Por un lado, se 
dispone de toda la información correspondiente a las imágenes procesadas hasta el 
momento por el sistema de control visual. No es necesario volver a segmentar por tan-
to los objetos que aparecen en la imagen en busca de las características deseadas para el 
control visual virtual dado que ya han sido procesados. Por otro lado, el controlador 
que minimizará el error en posición ya está implementado, de forma que se está reuti-
lizando un sistema ya desarrollado, en este caso para controlar una cámara virtual. El 
hecho de que el control visual virtual permita calcular además de los parámetros 
extrínsecos de la cámara sus parámetros intrínsecos, supone que el control visual basa-
do en imagen resuelva los problemas de mínimos locales presentes en desplazamientos 
largos, debidos fundamentalmente al uso de una calibración incorrecta o no precisa de 
la cámara. 

2.3.2 Formulación 

Esta sección describe la notación y principales consideraciones acerca de la 
aproximación de control visual virtual desarrollada. El control visual virtual parte de 
una imagen adquirida por la cámara. A partir de esta imagen, se pretende conocer la 
posición relativa del objeto segmentado en la imagen con respecto a la cámara. Para 
ello, se introduce en la escena una cámara virtual en una posición inicial estimada. Uti-
lizando la técnica del control visual basado en imagen, se ejecuta una tarea de control 
visual con esta cámara virtual, de forma que las características proyectadas en la ima-
gen usando los parámetros extrínsecos e intrínsecos de la cámara virtual vayan progre-
sivamente acercándose a las características observadas en la imagen real. En adelante, 
sd son las posiciones deseadas de las características en la imagen para el control visual 

virtual (es decir, las características observadas en la imagen adquirida por la cámara 
real) y s son las posiciones actuales de las características en la imagen (estas caracterís-
ticas son generadas a partir de los parámetros intrínsecos y extrínsecos estimados de la 
cámara virtual, como se describe en (2.49)). ξ representa los parámetros intrínsecos 
actuales (punto principal, focal) y C

OM  son los parámetros extrínsecos (posición y orien-
tación del sistema de coordenadas del objeto con respecto al sistema de coordenadas de 
la cámara). 
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A partir del modelo de cámara pinhole descrito en la Fig. 2-13 se describirán a con-

tinuación las diferentes transformaciones que se deben realizar para obtener medidas 
en píxeles de un punto proyectado en la imagen de la cámara virtual. Así, el primer 
paso es una transformación que permita obtener las coordenadas de cualquier punto 
del objeto expresadas en el sistema de referencia de la cámara. Un punto del objeto, PO, 
se expresa en el sistema de referencia de la cámara a partir de la matriz de parámetros 
extrínsecos: 

( ), , .C C C C C O
OX Y Z= =P M P (2.47)

Aplicando la proyección de perspectiva al punto, CP , expresado en el sistema de 
referencia de la cámara, se pueden calcular las coordenadas del punto en el plano ima-
gen que posteriormente se transformará según el modelo de la cámara en las coorde-
nadas en píxeles. 

El punto expresado en coordenadas métricas del plano imagen se obtiene a partir 
de la distancia focal, tal como se describe en (2.4): 

( )
C C

C C

X Yx y
Z Z

T
T

, f ,f .
 

= =  
 

p (2.48)

La última transformación va a permitir obtener las coordenadas en píxeles del pun-
to 2-D del objeto en el plano imagen de la cámara virtual. 

( ) ( )0 0, f , f .x y u vf f u x v y= = + +s (2.49)

El conjunto de puntos característicos del objeto proyectado por la cámara virtual, s, 
se forma a partir de la proyección de cada punto obtenida utilizando la proyección de 
perspectiva descrita en la Ecuación (2.49). Para obtener la calibración del sistema, se 
debe minimizar progresivamente el error entre este conjunto de características obteni-
do a partir de los parámetros extrínsecos e intrínsecos actuales de la cámara virtual y 
los datos observados por la cámara real, sd. De esta forma, el error se define como: 

d.= −s se (2.50)

La derivada de este error respecto al tiempo será: 

d .ξ
ξ

∂ ∂ ∂ ∂= − = +
∂ ∂ ∂ ∂
s r ss s
r t t

  e (2.51)

Que se puede reescribir como: 

s ,= H Ve (2.52)

donde: 

c ,
ξ

 
=  
 

V 
v

(2.53)

s .
ξ

 ∂ ∂=  ∂ ∂ 

s sH
r

(2.54)
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Para hacer e decrecer exponencialmente a 0 se usa, al igual que en control visual, 

un regulador proporcional, λ= −e e , obteniéndose la siguiente acción de control: 

.sλ += −V H e (2.55)

En resumen, se van variando progresivamente los parámetros intrínsecos y extrín-
secos, de forma que una vez que el error se anula, se obtienen los parámetros intrínse-
cos y extrínsecos reales de la cámara. 

La nueva matriz de interacción difiere con la matriz de interacción descrita en el 
apartado 2.2.2 en la inclusión de información referente a la variación de los parámetros 
intrínsecos. Esta matriz de interacción permite obtener variaciones de las características 
en la imagen a partir de variaciones en los parámetros intrínsecos de la cámara y de la 
velocidad de ésta. Los parámetros intrínsecos considerados son el punto principal 
( )0 0,u v  y la relación entre la distancia focal y el tamaño del píxel ( )f ,fu v . Partiendo de 

la Ecuación (2.54) se puede obtener el valor de esta matriz de interacción. Así, el primer 

elemento de la matriz,
∂
∂
s
r

, se obtuvo ya en el apartado 2.2.2: 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2
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(2.56)

El segundo elemento de la Ecuación (2.54) se obtiene fácilmente derivando las 
ecuaciones del punto en la imagen medido en píxeles (ver Ecuación (2.49)) sobre el 
conjunto de parámetros intrínsecos { }0 0f ,f , ,u v u vξ = : 

( )

( )

x 0

y 0

0 1 0
f

.

0 0 1
f

u

v

f u

f vξ

 −
 
 ∂ =  ∂ − 
 
 

s
(2.57)

La matriz de interacción del control visual virtual para el caso de puntos como ca-
racterísticas visuales se forma, por tanto, a partir de las ecuaciones (2.56) y (2.57): 

2.3 



51  Control visual Control visual virtual
( ) ( )( ) ( )
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(2.58)

En la Tabla 2-3 se observa de un vistazo las diferencias existentes entre el control 
visual clásico descrito en el presente capítulo y el control visual virtual. 

Tabla 2-3 Diferencias entre el control visual clásico y el control visual virtual 

 Control Visual Clásico Control Visual Virtual 

Características iniciales 
s1 

Obtenidas por la cámara del 
robot inicialmente 

Aproximación de los paráme-
tros de la cámara virtual y 

retroproyección inicial 

Características actuales 
s 

Obtenidas por la cámara del 
robot en cada iteración (en 

cada iteración se necesita ob-
tener una nueva imagen para 

aportar información) 

Retroproyectadas por la 
cámara virtual con los pará-

metros de esta iteración (no es 
necesario obtener nueva ima-

gen) 

Características deseadas 
sd 

Fijadas como objetivo por el 
usuario 

Las obtenidas en la imagen 
real 

En el Capítulo 4 se describirá una técnica para mejorar el comportamiento de los 
sistemas de control visual virtual para la calibración on-line de la cámara durante tare-
as de control visual. Se describirán los principales problemas del método para la obten-
ción de los parámetros extrínsecos e intrínsecos y se aportarán soluciones que permitan 
obtener valores válidos de estos parámetros en tiempo real. 

2.4 Conclusiones 
A lo largo de este capítulo se ha mostrado una visión general de los sistemas de 

control visual, citando los principales modos de control, así como una evolución de las 
distintas líneas de investigación dentro de este campo hasta llegar a la actualidad. Una 
primera conclusión que se puede obtener de este estudio es que se trata de un campo 
asentado con muchas líneas de investigación aún abiertas. 

Durante este capítulo se ha prestado una mayor atención a los sistemas de control 
visual indirectos basados en imagen ya que será ésta la estrategia de control básica 
empleada principalmente en los capítulos siguientes, por lo que durante la presente 
tesis se hará referencia a los distintos conceptos, resultados y desarrollos matemáticos 
que se han expuesto a lo largo de este capítulo. 
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Se han detallado las consideraciones necesarias para el desarrollo de un sistema de 

control visual basado en imagen. Se podría concluir que lo atractivo de estos sistemas 
es la posibilidad de realizar el guiado de un robot sin la necesidad de disponer de un 
conocimiento exhaustivo del entorno, y haciendo uso únicamente de información acer-
ca de determinadas características del objeto implicado en la tarea. Sin embargo, se han 
detectado ciertos inconvenientes que es necesario solventar, en mayor medida cuando 
se aplican a entornos reales. Uno de estos inconvenientes es el hecho de que el sistema 
tiende a converger hacia unas determinadas características deseadas en la imagen, pero 
no se conoce cuál será su evolución en el espacio cartesiano 3-D. Esto, unido a los pro-
blemas de convergencia existentes cuando las características iniciales se encuentran 
lejanas a las deseadas, ha propiciado el diseño de un nuevo método para realizar el 
seguimiento de trayectorias definidas en el espacio imagen usando control visual. 

En el presente capítulo se ha descrito también el control visual virtual. Esta técnica 
permite calcular los parámetros extrínsecos e intrínsecos de una cámara a partir de una 
imagen capturada por ésta. En el siguiente capítulo se describe un método de segui-
miento intemporal de trayectorias en el espacio imagen que hace uso del control visual 
virtual precisamente para calcular la posición de la cámara con respecto al objeto que 
se pretende seguir. 
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3.1 Introducción 
En tareas en las que se desea posicionar un robot respecto a un elemento del entor-

no, la utilización de sistemas de control visual permite hacer uso de visión artificial 
para guiar el robot respecto a dicho elemento. El uso de un sistema de control visual 
basado en imagen frente a uno basado en posición ofrece distintas ventajas para este 
tipo de aplicaciones dentro de las cuales cabe mencionar su robustez frente a errores de 
modelado y perturbaciones externas [Hutchinson-1996]. Sin embargo, en este tipo de 

Como se ha desarrollado en el capítulo 
anterior, los sistemas de control visual 
basados en imagen presentan proble-
mas de mínimos locales en tareas que 
suponen grandes desplazamientos. 
Además, dado que el control del robot 
manipulador se realiza en el espacio 
imagen, los sistemas clásicos de control 
basado en imagen son incapaces de 
proporcionar un control adecuado de la 
trayectoria en 3-D. 
También en el capítulo anterior, se co-
mentaron las técnicas de planificación 
de trayectorias encontradas en la litera-
tura. La planificación de la trayectoria a 
seguir en el plano imagen permite ob-
tener una trayectoria en el espacio 3-D 
conocida, al mismo tiempo que mejora 
la estabilidad del control basado en 
imagen al reducir el desplazamiento 
global a pequeños desplazamientos 
entre muestras de la trayectoria. 
Los métodos encontrados para el se-
guimiento de estas trayectorias en la 
imagen presentan en su mayoría un 
comportamiento temporal. Tal como se 
explicará a lo largo del presente capítu-
lo, este comportamiento impide el co-
rrecto funcionamiento de estos métodos 
de seguimiento ante cualquier tipo de

interacción del robot con su entorno. 
Los métodos intemporales estudiados 
tampoco ofrecen las características de-
seadas de precisión ni control de la ve-
locidad. Por ello, el presente capítulo 
presenta lo que supone una aportación 
de la presente tesis: un método de se-
guimiento intemporal de trayectorias 
en el espacio imagen.

3 
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sistemas de control visual la convergencia generalmente sólo está garantizada local-
mente [Chaumette-1998a]. 

Otro aspecto a tener en cuenta y que caracteriza a los sistemas de control visual 
clásicos basados en imagen es que se puede especificar la posición final del robot res-
pecto a un objeto del entorno, sin embargo, no es posible definir la trayectoria que des-
cribirá el robot desde la localización inicial a la final en el espacio 3-D. Este efecto se 
muestra en la Fig. 3-1. Mientras que en el espacio de la imagen la trayectoria de las ca-
racterísticas tiende a seguir una línea recta, en el espacio Cartesiano 3-D esta trayecto-
ria es impredecible y a menudo describe una parábola entre las configuraciones inicial 
y final. 

 

Los sistemas de control visual han sido hasta la actualidad utilizados en un amplio 
rango de aplicaciones [Corke-1993]. La mayoría de éstas son aplicaciones punto a pun-
to en las que se desea alcanzar una determinada configuración de las características 
deseadas en la imagen a partir de una configuración inicial. Así, en tareas en las que se 
desea posicionar un robot respecto a un elemento del entorno, el empleo de sistemas 
de control visual permiten hacer uso de visión artificial para guiar el robot respecto a 
dicho elemento. 

Como se ha mostrado en distintos trabajos [Hashimoto-1994, Chaumette-1998a, 
Chaumette-2006] si las configuraciones inicial y final se encuentran muy alejadas es 
difícil asegurar la convergencia, más aún si existen errores de modelado. El estudio de 
estabilidad en el sentido de Lyapunov desarrollado en el Capítulo 2 demuestra la esta-
bilidad asintótica local del control visual basado en imagen, al tiempo que impide ase-
gurar la estabilidad asintótica global del método. Una posible solución para incremen-
tar el rango de estabilidad asintótica en los sistemas de control visual basados en ima-
gen es el uso de pequeños pasos de articulares previamente planificados, limitando de 
esta forma el error de seguimiento a lo largo de la trayectoria planificada [Zanne-2002]. 
Asimismo, haciendo uso de un sistema de control visual clásico basado en imagen no 
se puede especificar una trayectoria entre las configuraciones inicial y deseada. Única-
mente se indica qué configuración se desea alcanzar y no qué trayectoria se desea se-
guir para llegar a la configuración deseada. 

Este último aspecto constituye un elemento fundamental en cualquier aplicación 
en la que se desea hacer uso de visión artificial para guiar un robot en un determinado 

Fig. 3-1 (a) Trayectoria de las características extraídas en la imagen (b) Trayectoria seguida por la cámara 
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entorno de trabajo. En estas aplicaciones se desea guiar al robot de forma que se posi-
cione respecto a un determinado objeto del entorno, pero a su vez se requiere que du-
rante su posicionamiento se siga una trayectoria concreta que cumpla determinadas 
restricciones espaciales como la evitación de posibles colisiones con elementos del es-
pacio de trabajo. Este ha sido uno de los principales motivos que ha propiciado la defi-
nición de un nuevo método de seguimiento de trayectorias, denominado seguimiento 
intemporal de trayectorias en la imagen basado en control visual virtual, que constitu-
ye una aportación descrita en este capítulo. 

Como se ha referido anteriormente, los sistemas de control visual se clasifican en 
basados en posición y basados en imagen [Hashimoto-1994, Hutchinson-1996]. El pri-
mer caso está basado en el cálculo de un error en el espacio Cartesiano 3-D, para lo que 
se requiere un modelo CAD perfecto del entorno implicado en la tarea de control vi-
sual y un modelo de cámara calibrado. Este tipo de sistemas son muy sensibles a erro-
res de modelado y a perturbaciones externas. En los sistemas de control visual basados 
en imagen el error es determinado directamente en la imagen. Esta aproximación ase-
gura una mayor robustez respecto a errores de modelado, pero en general se obtiene 
un movimiento no adecuado de la cámara en el espacio cartesiano. Por otro lado, la 
convergencia de los sistemas de control visual basados en imagen generalmente sólo 
está garantizada localmente [Soatto-1996, Wunsch-1997], lo que permite asegurar una 
correcta convergencia si la configuración deseada de las características en la imagen se 
encuentran suficientemente cercanas a las actuales. En este capítulo se va a hacer uso 
de control basado en imagen como estrategia básica para realizar el seguimiento de 
trayectorias previamente generadas en el espacio de la imagen y, para confirmar la 
validez de los conceptos desarrollados, se ha aplicado a un sistema de cámara en el 
extremo de un robot. 

La planificación de trayectorias en el espacio de la imagen permite resolver, como 
se ha comentado anteriormente, el problema de la estabilidad asintótica global de los 
sistemas de control visual basado en imagen. Hosoda et al. proponen en 1995 un gene-
rador de trayectorias aplicado a la evitación de obstáculos empleando sistemas de vi-
sión artificial estereoscópicos [Hosada-1995]. Posteriormente, los trabajos de Cowan et 
al. emplean funciones de navegación como base para el seguimiento de trayectorias, 
mostrando una formulación que permite asegurar la convergencia globalmente [Co-
wan-1999, Cowan-2002]. Zhang y Ostrowski describen una aplicación de control visual 
a robots móviles en una situación donde la localización del robot no es conocida o lo es 
con muy poca precisión [ZhangH-2002]. Remaizelles propone una base de datos de 
imágenes del entorno para controlar un robot mediante la planificación on-line de la 
trayectoria sin usar reconstrucción 3-D [Remaizelles-2007]. Es en el ámbito de la robóti-
ca móvil donde más esfuerzos se han realizado en la planificación de trayectorias en el 
plano de la imagen para guiar visualmente a los robots. Así, Bonin-Font et al. presen-
tan en [Bonin-Font-2008] un resumen de los últimos avances realizados en la navega-
ción visual de robots móviles. El guiado de los robots móviles mediante visión suele 
tratarse como un problema de seguimiento de trayectorias. El robot se mueve (nor-
malmente teleoperado por un humano) en una fase previa de aprendizaje donde se 
almacenan las imágenes más características de la trayectoria que después debe repetir 
de manera autónoma. Blanc et al. describen en [Blanc-2005] un método de guiado vi-
sual de robots móviles basado en la regulación de homografías sucesivas que permiten 

3.1 
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guiar al robot sin planificar explícitamente ninguna trayectoria. En [Cherubini-2008] se 
trata el problema de la planificación de una manera distinta. El robot móvil en este caso 
emplea control visual basado en imagen para realizar el seguimiento de una trayectoria 
dibujada en el suelo. El esquema más utilizado en el guiado visual de robots móvil 
presenta una trayectoria representada por fotogramas clave. En [Segvic-2009] se utiliza 
un sistema clásico de control visual basado en imagen donde la referencia del contro-
lador es la diferencia en la abscisa del plano imagen del centroide de las características 
entre la imagen actual y el siguiente fotograma clave [Diosi-2007]. 

Todas estas aproximaciones son empleadas para alcanzar unas características de-
seadas, evitando obstáculos y garantizando las restricciones de visibilidad, pero no 
para realizar el seguimiento de una trayectoria completa. Sólo recientemente es posible 
encontrar trabajos relativos no sólo a la planificación de trayectorias en imagen, sino 
también a la utilización de sistemas de control visual para el seguimiento de estas tra-
yectorias [Mezouar-2002b, Mezouar-2003, Malis-2004b, Chesi-2005, Chesi-2007a, Chesi-
2007b, Mezouar-2009]. Así, Chesi et al. proponen en [Chesi-2005, Chesi-2007b] un 
método que genera la trayectoria en imagen manteniendo una línea recta entre la posi-
ción inicial y final en el espacio Cartesiano 3-D, manteniendo las características dentro 
de la imagen. En esta misma línea, Malis presenta un esquema de control visual capaz 
de seguir una línea recta en 3-D con la ventaja añadida de no depender de la correcta 
calibración de los parámetros intrínsecos de la cámara [Malis-2004b]. En [Mezouar-
2002b], en primer lugar se describe un método para generar trayectorias cumpliendo 
ciertas restricciones espaciales que posteriormente serán empleadas para realizar el 
control de un robot utilizando una estrategia de control basado en imagen. Sin embar-
go, no se trata el problema de encontrar una trayectoria óptima para la cámara en el 
espacio Cartesiano 3-D. Este tema lo tratan Mezouar et al. en [Mezouar-2003]. La inclu-
sión de campos de potencial repulsivos permiten tener en cuenta restricciones como la 
visibilidad o los límites articulares del brazo robótico. Se obtiene una solución analítica 
para la planificación de trayectorias óptimas en imagen pero sin tener en cuenta las 
restricciones. Estas se tienen en cuenta posteriormente en el seguimiento mediante los 
mencionados campos de potencial. En [Mezouar-2009] se obtiene la planificación de 
trayectorias óptimas teniendo en cuenta en esta planificación la restricción de visibili-
dad. El controlador utilizado por Mezouar et al. en los trabajos de planificación de tra-
yectorias descritos realiza un seguimiento temporal de la trayectoria: 

( )( )c s
ˆλ * t ,+= − −L s sv  (3.1)

donde el vector dependiente del tiempo s*(t) representa la trayectoria deseada de las 
características en la imagen s. 

En [Park-2003] se describe un método para la generación de trayectorias en el espa-
cio imagen consistente en simular la trayectoria que habría de describir el extremo del 
robot (la pinza en este caso) desde una localización inicial a la final. Una vez determi-
nada la trayectoria se emplea un controlador como el descrito en [Mezouar-2002b] para 
realizar el seguimiento. El mismo controlador es usado también por Chesi et al. en 
[Chesi-2007b] para realizar el seguimiento de la trayectoria predefinida. La planifica-
ción se realiza minimizando una función de coste que tiene en cuenta parámetros como 
el área en imagen cubierta, la longitud de la trayectoria o la curvatura. De nuevo, las 



57  Seguimiento intemporal de trayectorias. Control indirecto Introducción
restricciones de visibilidad, límite de las articulaciones o evitación de obstáculos se 
realiza con campos de potencial repulsivos durante el seguimiento. 

El objetivo de este capítulo no es el de describir la planificación en el espacio de la 
imagen, y se hará la suposición de que se ha realizado una generación previa de la tra-
yectoria que se desea seguir en la imagen. Tras disponer de esta información, se des-
arrollará la estrategia de seguimiento intemporal de trayectorias en la imagen basado 
en control visual virtual para realizar el seguimiento de la trayectoria deseada obte-
niendo un correcto desempeño en el espacio Cartesiano 3-D. 

Centrándonos en los sistemas de control que permiten el seguimiento de las trayec-
torias definidas con los métodos previamente descritos, en [Mezouar-2002b] se muestra 
una aproximación consistente en un sistema de control visual basado en imagen para el 
seguimiento de una trayectoria en la imagen dependiente del tiempo. En contraste con 
la aproximación descrita por Mezouar y Chaumette, en [Schramm-2006, Schramm-
2007] se trata el problema del seguimiento de las trayectorias predefinidas como una 
secuencia de tareas de posicionamiento mediante control visual. Utiliza la ley de con-
trol visual clásica mostrada en (2.31) para posicionar al robot entre dos posiciones con-
secutivas de la trayectoria. Cuando el 
error se anula (la velocidad del robot 
es cero), el sistema guía al robot hacia 
la siguiente referencia de la trayecto-
ria. Este proceso se repite hasta que 
el robot visita todas las referencias de 
la trayectoria. Así, el sistema no es 
capaz de mantener una velocidad 
constante durante el seguimiento, 
mostrando además un comporta-
miento indeseado de movimiento y 
parada (ver Fig. 3-2). Este método de 
seguimiento presenta, sin embargo, 
un comportamiento intemporal, ya 
que la siguiente referencia a visitar 
de la trayectoria no depende del 
tiempo, sino de la posición actual y 
de la última referencia visitada. En [Pomares-2004a, Pomares-2005c, Cherubini-2009] se 
emplea control visual basado en imagen para el seguimiento de trayectorias de forma 
independiente del tiempo empleando los denominados flujos de movimiento. Si se 
formula el seguimiento como una trayectoria en la imagen dependiente del tiempo, la 
configuración actual y la deseada se encontrarán siempre separadas por un intervalo 
de tiempo, Δt. Sin embargo, el hecho de alcanzar una determinada configuración de las 
características en un instante de tiempo determinado no es crítico comparado con la 
necesidad de mantener la trayectoria en la imagen. De esta manera, si un sistema de 
control visual basado en imagen es empleado para el seguimiento de trayectorias de-
pendientes del tiempo, puede correr el riesgo de no seguir la trayectoria adecuada a 
costa de intentar mantener las restricciones temporales. Por otro lado, el hecho de que 
se alcancen unas características deseadas en un instante de tiempo determinado no 
garantiza el correcto seguimiento de la trayectoria. Pomares y Torres, en el denomina-

Fig. 3-2 Velocidad variable en el seguimiento usando un sistema
estándar de control visual basado en imagen 
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do control visual basado en flujo de movimiento codifican la tarea a desarrollar por el 
robot en el espacio de configuraciones de la imagen, es decir, especificando una confi-
guración deseada sd para cada posible configuración ks. Sin embargo, este método pre-

senta las siguientes limitaciones: 

• Es incapaz de mantener una velocidad constante durante el seguimiento. 

• Tiene un comportamiento oscilatorio ante aumentos de la velocidad de seguimien-
to. 

• No permite asegurar en todo momento que la posición 3-D de la cámara representa 
una configuración válida al tratar individualmente cada característica visual. 

En el presente capítulo se detalla un método de seguimiento de trayectorias en el 
espacio imagen también independiente del tiempo que mejora las limitaciones mencio-
nadas. Para conseguir el comportamiento intemporal, al igual que Pomares y Torres 
con el control visual basado en flujo de movimiento, se codifica la tarea en el espacio de 
configuraciones de la imagen [GarciaGJ-2007c, GarciaGJ-2009d]. A partir del muestreo 
de la trayectoria en la imagen el sistema determina cuál debe ser la siguiente configu-
ración deseada sd para ser empleada por un sistema de control visual basado en ima-

gen. El método propuesto en este capítulo trata de mantener una velocidad constante 
en el seguimiento de la trayectoria. Para ello, se busca la configuración ks dentro de la 
trayectoria muestreada que supera esa velocidad deseada. El ajuste preciso de la velo-
cidad se consigue generando una trayectoria 3-D para la cámara entre las configura-
ciones ks y k-1s. Para ello se hace uso del control visual virtual, que permite obtener la 
posición y orientación de la cámara desde las que se observan esas dos configuracio-
nes. El resultado es un método que permite realizar de forma intemporal el seguimien-
to de una trayectoria previamente definida en el espacio imagen. 

A lo largo del capítulo se detallarán las características del sistema de seguimiento 
intemporal de trayectorias en la imagen basado en control visual virtual, mostrando la 
precisión alcanzada para el seguimiento de trayectorias tanto en el espacio imagen co-
mo en el espacio Cartesiano 3-D. Para ello, primero se detalla cómo se genera la trayec-
toria en el espacio imagen que se pretende seguir. Posteriormente se describirá el 
método de control visual basado en flujo de movimiento con la intención de detectar 
sus carencias y defectos para mejorar el desempeño de los sistemas de seguimiento 
intemporal basados en control visual. El siguiente apartado, describe un primer intento 
de solventar el principal problema detectado en los sistemas de control visual basado 
en flujo de movimiento: el tratamiento separado de cada característica visual. Se des-
cribe un método de seguimiento basado en la norma de la matriz de homografía. Los 
resultados obtenidos con este nuevo método propuesto no permiten asegurar la con-
vergencia en cualquier situación y por ello, en el Apartado 3.5 se presenta un método 
de seguimiento intemporal basado en control visual virtual que, tratando en conjunto 
las características visuales, permite además mantener una velocidad constante durante 
el seguimiento. Finalmente, se presentan los resultados obtenidos, comparando el 
método propuesto con los métodos anteriormente presentados para el seguimiento de 
trayectorias en el espacio imagen basado en control visual. 
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3.2 Generación de la trayectoria en el espacio imagen 
A partir de una trayectoria del robot, γ(t), generada con el algoritmo descrito en 

[Pomares-2004b, Pomares-2006d], se obtiene la trayectoria discreta en 3-D, τ,  que debe 
seguir el robot para realizar satisfactoriamente la tarea. Esta trayectoria discreta es una 
secuencia de N valores discretos de γ(t), cada uno representando una posición inter-
media de la cámara { }k / k 1...Nτ = ∈γ . La trayectoria en la imagen de las características 

del objeto implicado en la tarea de control visual se obtiene a partir de esta trayectoria 
3-D, τ. Esta trayectoria discreta en la imagen estará formada por M puntos, de forma 
que en un instante k, se tendrá una determinada configuración { }k k

i / i 1..M= ∈s f , 

donde k
if  representa la posición en el espacio imagen del punto característico i en el 

instante k. La trayectoria 3-D queda de esta forma codificada en un vector de configu-
raciones { }k / k 1..N= ∈sT . La Fig. 3-3 muestra la notación para las trayectorias mues-

treadas, tanto en 3-D, como en el plano imagen. 

 

Dada una determinada característica, la evolución de kfi (véase un ejemplo en la 

Fig. 3-4 en la que se han considerado mues-
tras de una imagen de 50 por 50) se corres-
ponde con la trayectoria discreta que se desea 
que siga la característica en la imagen a lo 
largo de la tarea. 

Éste será el muestreo de la trayectoria de-
seada en la imagen que deberá ser seguida 
utilizando el sistema de seguimiento intem-
poral de trayectorias en la imagen basado en 
control visual virtual. 

Antes de describir el método de segui-
miento propuesto para el seguimiento intem-
poral de trayectorias en la imagen se detallará 
el control visual basado en flujo de movimiento, de forma que se puedan observar los 
principales problemas encontrados en este método. 

Fig. 3-3 Muestreo de la trayectoria deseada en el espacio cartesiano 3-D y en la imagen 
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3.3 Control visual basado en flujo de movimiento 

En el presente Capítulo, se describirá un nuevo sistema de seguimiento intemporal 
de trayectorias en la imagen que trata de resolver los problemas encontrados en los 
sistemas de control visual basado en flujo de movimiento [Pomares-2005c], al tiempo 
que aproveche las principales ventajas que aporta el método, como el seguimiento in-
temporal de las trayectorias. 

El flujo de movimiento es un campo de vectores que converge hacia la trayectoria 
deseada en la imagen. Se obtiene utilizando trayectorias no dependientes del tiempo 
especificadas en el espacio de la imagen. El flujo de movimiento permite determinar la 
configuración deseada en la imagen a partir de una dada y, por lo tanto, realizar el se-
guimiento de la trayectoria independientemente del tiempo. 

El flujo de movimiento, Φ, se define como: 

Φ: ℑ → Tℑ, (3.2)

donde ℑ es el espacio de la imagen y Tℑ es el espacio tangente a la imagen. Se observa 
que el flujo de movimiento define un vector tangente en cada punto de la imagen de 
manera que proporciona un vector de velocidad en la imagen deseada en cada confi-
guración posible. El flujo de movimiento queda definido realizando el trazado de un 
conjunto de vectores que convergen a la trayectoria deseada en la imagen. En general, 
el flujo de movimiento tiene las dos siguientes propiedades: 

• Sus valores en cada punto de la trayectoria deseada son tangentes a dicha 
trayectoria. 

• Fuera de la trayectoria tienden a reducir errores en el seguimiento. 

Por lo tanto, el flujo de movimiento es un campo de vectores que indica la direc-
ción en la cual deben encontrarse las características deseadas empleadas como referen-
cias por un sistema de control basado en imagen, permitiendo de esta manera el se-
guimiento de la trayectoria. Así, considerando un sistema de control basado en ima-
gen, la velocidad a aplicar al robot respecto al sistema de coordenadas de la cámara 
será: 

f f
ˆk ,C += − ⋅ ⋅L ev  (3.3)

donde k es la ganancia del controlador proporcional; f
ˆ+L  es la pseudoinversa de la ma-

triz de interacción, f d= −e s s , 
T

1 2 M, ,..., =  s f f f  son las características extraídas en la 

imagen, ( ) ( ) ( ) T

d 1 1 1 1 2 2 2 2 M M M M, ,...,m m m = + Φ + Φ + Φ s f f f f f f , Φi es el flujo de movi-

miento para la característica i, y { }1 2 M, ,...,m m m=m  determina la velocidad de progre-

sión, de forma que modificando el valor de m se obtendrá un seguimiento más o me-
nos rápido. 

Para definir el flujo de movimiento se va a considerar que, para una característica i, 
se desea seguir una trayectoria parametrizada en la imagen fid:Γ → ℑ  donde Γ ⊂ ℜ, de 

3.3
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forma que si Γ fuera el tiempo se tendría la trayectoria clásica en la imagen dependien-
te del tiempo. Considerando que fi son las coordenadas de la característica i en la ima-

gen y que las coordenadas del punto más cercano en la trayectoria deseada son 
find=(fxind, fyind), se define el vector de error Ei(fi)=(Exi, Eyi) donde Exi=(fxi-fxind) y Eyi=(fyi-fyind). 

A partir de este error se define la función de potencial Ui:ℜ
n → ℜ calculada según se 

describe posteriormente. Ui aumenta según fi se desvía de su localización deseada find y 

alcanza su mínimo cuando el error es cero. 

A partir de las funciones anteriores se define el flujo de movimiento para una ca-
racterística i, Φi, como una combinación lineal de dos términos: 

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
ixid

xi i xi
i i 1 i 2 i

iyi i yid

yi

τ
τ ,
τ
τ

E
G G

E

 ∂ ∂
   Φ ∂∂    Φ = = ⋅ − ⋅      ∂Φ ∂      ∂∂   

U

U

f
f

f f f
f f

 (3.4)

donde G1, G2: ℑ → ℜ+ son funciones de peso de forma que G1 + G2 = 1. El primer término 

de la expresión (3.4), ( )id τf , se obtiene calculando los coeficientes de Taylor de la tra-

yectoria deseada. 

Como se muestra en [Li-2001], fruto de la aplicación del campo de velocidad codi-
ficado en Φi, la evolución esperada para una característica i, y considerando un valor 

de β > 0, será: 

i i .β= ⋅ Φf  (3.5)

Con lo que Ei variará según: 

( ) i
i 2 i

i

.G
E

β
∂

= − ⋅ ⋅
∂
UE f  (3.6)

Por lo tanto, el error evoluciona en la dirección del gradiente negativo del potencial 
y convergerá en un punto de Ui en el que Exi=Eyi=0, con lo que fi→fid. 

A continuación se describe la función de potencial empleada por el flujo de movi-
miento para una única característica, por lo tanto, por claridad, se omite el subíndice 
que indica que característica se está considerando. 

La función de potencial U puede ser utilizada para medir la precisión en el segui-
miento, por lo tanto, debe alcanzar su valor más bajo cuando el error nd= −E f f  sea 
cero y aumentar según f se desvíe de su localización deseada fnd, siendo f la caracterís-

tica extraída en la imagen y fnd la característica en fd(τ) más cercana a f. Este aspecto 

habrá de considerarse a la hora de definir la función de potencial y, para ello, se va a 
considerar como I la imagen deseada o imagen que se obtendría tras representar la 
trayectoria deseada. 
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El primer paso para determinar la función de potencial es calcular el gradiente de 
I. Para ello se utiliza la combinación de operaciones de morfología matemática consis-
tentes en la sustracción de la erosión, ε, de la imagen I de la dilatación, δ, de I [Serra-
1983]. Tanto en la erosión como en la dilatación se ha empleado un elemento estructu-
rante cuadrado de tamaño 3x3. Como resultado de estas operaciones se obtiene la ima-
gen gradiente Ig: 

( ) ( ) ( )g .ψ δ ε= = −I I I I  (3.7)

En la Fig. 3-5.(a) se muestra un ejemplo de imagen I que representa la trayectoria 
deseada de una característica, que se corresponde con la representada en la Fig. 3-4. En 
la Fig. 3-5.(b) se muestra la imagen resultado de calcular su gradiente, Ig. 

 
Una vez obtenida la imagen Ig, el siguiente paso para determinar la función de po-

tencial consiste en generar un mapa de distancias, que crea una imagen distancia Id a 

partir de la imagen binaria Ig. El valor de Id en el píxel x es la distancia Euclídea de x al 

complemento de I
g
, es decir, la distancia de x al punto más cercano del complemento 

de I
g
 [Lotufo-2001]: 

( ) ( )
C Cd g , g ,B i B

i
ε= Ψ =I I I  (3.8)

Donde ε  lleva a cabo la erosión de la imagen Ig haciendo uso de un elemento estructu-

rante cuadrado de tamaño 3x3, BC. El mapa de distancias Id es una imagen que almace-

na en cada píxel información relativa a su menor distancia hasta fd(τ) y, por lo tanto, 

puede ser empleada como función de error. En la Fig. 3-5.(c) se muestra el mapa de 
distancias para la trayectoria de ejemplo de la Fig. 3-4. A partir de esta última figura es 
posible generar una representación tridimensional del mapa de distancias (Fig. 3-6) 
donde el valor de la coordenada z representa la distancia de cada píxel hasta el píxel 
más cercano dentro de la trayectoria deseada. 

Fig. 3-5 (a) Trayectoria deseada en la imagen f
d
(τ) para una característica. (b) Imagen gra-

diente (c) Mapa de distancias 

(a) (b) (c) 

3.3
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En esta figura se puede observar que, para cada píxel de la imagen, es posible de-
terminar el píxel más cercano en la trayectoria deseada realizando un descenso por 
gradiente. Como se observa en esta figura, durante el descenso por gradiente nunca se 
producirán mínimos locales. 

A partir de la representación del mapa de distancias de la Fig. 3-6 se obtiene una 
representación de líneas equipotenciales (Fig. 3-7.(b)) que muestra la distribución de la 
función de potencial U obtenida. 

 

La Fig. 3-7.(a) es la vista superior del mapa de distancias tridimensional represen-
tado en la Fig. 3-6. Se observa que esta vista se corresponde con las líneas de potencial 
mostradas en la Fig. 3-7.(b). 

A partir de U se obtienen las componen-
tes x e y del gradiente numérico bidimensio-
nal. Este gradiente crea una matriz de vecto-
res que apuntan en la dirección en la que los 
valores de U aumentan. Por lo tanto, si se re-
presenta −∇U  para el caso de la trayectoria 
de ejemplo mostrada en la Fig. 3-4, se ob-
tendrá el campo de vectores representado en 
la Fig. 3-8 que dirige cada punto de la imagen 
hacia el píxel más cercado en fd(τ). 

Una consideración aparte debe realizarse 

Fig. 3-7 (a) Vista superior del mapa de distancias de la Figura 4-5 (b) Líneas equipotenciales 
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Fig. 3-6 Representación tridimensional del mapa de distancias

0
10

20
30

40
50

0
10

20
30

40
50

0

10

20

30
Z 

(P
x)

X (Px)Y (Px)

(a) (b)
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con la velocidad de progresión. Hasta ahora se ha considerado un conjunto de M carac-
terísticas de forma que cada una de las cuales debe seguir una trayectoria deseada en la 
imagen. Sin embargo, cada una de las M trayectorias debe progresar coordinadamente, 
de manera que las trayectorias más cortas reduzcan su velocidad para adaptarse a las 
más largas. Este es el principal problema del flujo de movimiento. No se tratan las ca-
racterísticas visuales del objeto en su conjunto. Para resolver este problema, se incluyen 
en el método una serie de mecanismos para coordinar las velocidades de cada una de 
las M trayectorias. Estos mecanismos impiden realizar el seguimiento con una veloci-
dad constante. Además, al intentar aumentar la velocidad de seguimiento, se introduce 
mucha oscilación debido a que el sistema debe rectificar el error cometido al pasarse de 
la trayectoria deseada y tener que esperar la rectificación en el resto de trayectorias. Por 
ello, en las siguientes secciones se presentan distintas propuestas para mejorar el 
método de control visual basado en flujo de movimiento. 

En resumen, los problemas que presentan los sistemas de control visual basado en 
flujo de movimiento motivan el diseño de un nuevo sistema de seguimiento de trayec-
torias en el espacio imagen con las siguientes características: 

• Comportamiento intemporal como el ofrecido por los sistemas de control visual 
basado en flujo de movimiento. 

• Velocidad constante durante el seguimiento. 

• Comportamiento menos oscilatorio ante aumentos de la velocidad de seguimiento. 

• Debe permitir asegurar en todo momento que la posición 3-D de la cámara repre-
senta una configuración válida al tratar las características visuales como un conjun-
to. 

A continuación se presenta una primera aproximación para agrupar las caracterís-
ticas y realizar a partir del conjunto el seguimiento de la trayectoria deseada. 

3.4 Seguimiento intemporal basado en la norma de la Homografía 
2-D 

Como se ha explicado en el apartado anterior, el control visual basado en flujo de 
movimiento trata cada característica por separado. Este es, sin duda, el principal pro-
blema del método, ya que no permite garantizar teóricamente que en un momento da-
do la configuración de las características en la imagen se corresponda con una posición 
3-D válida. Para solucionarlo, en una primera aproximación, se va a intentar agrupar 
las características mediante la matriz de homografía 2-D [GarciaGJ-2007b]. Esta matriz 
relaciona puntos 3-D situados sobre un plano en dos imágenes obtenidas por distintas 
cámaras o por la misma cámara desde distintas posiciones de ésta (ver Fig. 3-9). 

Si la cámara capta dos imágenes de un mismo plano П, existe una matriz que rela-
ciona los puntos del plano vistos en una de las imágenes con los mismos puntos vistos 
en la otra imagen. Sea P un punto situado en el plano П, dicho punto se proyecta en la 
primera imagen en la posición p y en la segunda imagen en p’. La homografía proyecti-
va se define como: 

3.4
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.p pμ ′= G (3.9)

La matriz de homografía 2-D se obtiene a partir de la expresión (3.9) si se tienen al 
menos cuatro puntos coplanares [Hartley-2003]. 

 

Mediante la matriz de homografía se consigue agrupar las características observa-
das del objeto. Este era el primer paso a resolver, ya que con control visual basado en 
flujo de movimiento se tenía un excelente controlador para seguir la trayectoria prede-
finida de una característica en concreto. Sin embargo, al tener que seguir todas las tra-
yectorias al mismo tiempo, se debe introducir un mecanismo que frene aquella trayec-
toria que va más rápida. 

A continuación se describe el método desarrollado a partir de esta matriz de 
homografía 2-D para seguir trayectorias previamente definidas en el plano imagen (tal 
y como se ha explicado en el Apartado 3.2). 

El primer paso es construir el vector de matrices de homografía 2-D correspondien-
te a la trayectoria deseada, { }k / k 1..N-1= ∈GM . A partir de la trayectoria deseada, T, 

se tiene la posición en imagen de los puntos característicos para cada posición k de la 
cámara, ks (véase Apartado 3.2). Seleccionando como base siempre la primera posición 
de la trayectoria, 1s, se calculan las matrices de homografía 2-D para el resto de mues-
tras de la trayectoria, obteniendo así el vector de matrices de homografía que codifica 
la trayectoria deseada. 

Se ha conseguido de esta forma agrupar las características en una matriz. Sin em-
bargo, la matriz de homografía 2-D es una matriz de 3x3, donde se tienen 8 gdl, y por 
lo tanto se podría entender que no se ha conseguido el objetivo que se deseaba. Hace 
falta un valor que represente de forma lo más precisa posible la información almacena-
da en la matriz de homografía. 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

g g g
g g g .
g g g

 
 =  
 
 

G  (3.10)

Fig. 3-9 Homografía 2-D 

П 

P p p’ 

G 
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Para resolver el problema, se hace uso de una norma definida para este tipo de ma-

triz de homografía 2-D. Esta norma, se calcula de la siguiente forma: 

( )2 2 2 2
1 13 23 2 31 32 3 11 22 12 21g g g g g g g g .k k k= ⋅ + + ⋅ + + ⋅ ⋅ − ⋅G  (3.11)

Para su construcción se ha tenido en cuenta lo que representa cada componente gij 

de la matriz de homografía G. Tanto el primer término del sumando como el segundo 
engloban una traslación. El tercer término engloba una transformación afín, así como el 
escalado y la rotación. Las constantes k1, k2, k3 representan el peso que se le quiera dar a 
cada componente dependiendo de la trayectoria que se quiera codificar. Para los ejem-
plos que se muestran posteriormente se han utilizado los siguientes valores: 

1

2

3

1,
1000000,
50.

k
k
k

=
=
=

 (3.12)

Dado que se tiene codificada la trayectoria deseada como un vector de matrices de 
homografía 2-D, se calcula también el vector que almacena la norma de cada una de 
estas matrices. 

El siguiente paso del método es transformar el espacio de la imagen a lo que se ha 
denominado espacio de las normas. El espacio de normas (ver Fig. 3-10) es una figura 
donde el eje Y representa la norma de la matriz de homografía, y el eje X representa la 

posición en el vector de matrices de 
homografía que codifica la trayecto-
ria deseada, M. 

El objetivo del sistema es man-
tener una velocidad constante du-
rante el seguimiento. Para ello, la 
velocidad que se aplicará al robot 
viene dada por la ley de control 
visual basada en imagen: 

( )s 1
ˆ ,λ += − ⋅ ⋅ −L s Gsv  (3.13)

donde λ  es la ganancia del contro-
lador proporcional y s

ˆ+L  es la pseu-
doinversa de la matriz de interac-
ción. 

Se quiere relacionar la variación en la velocidad con variaciones en el producto 
Gs1, que permitiría reducir el error en la velocidad modificando la posición de las ca-

racterísticas en la imagen. Para ello, se calcula la matriz de interacción que relaciona 
variaciones en la velocidad con variaciones en Gs1: 

s
1

ˆ .λ +∂ = ⋅
∂

L
Gs
v

 (3.14)

Fig. 3-10 Espacio de normas de las matrices de homografía 2-D 
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La inversa de esta matriz permitirá obtener valores de variaciones en las caracterís-

ticas en la imagen con variaciones en la velocidad de seguimiento: 

1
s

1 ˆ .
λ

∂
= ⋅

∂
Gs

L
v

 (3.15)

Dado un error en velocidad, aplicando (3.15) se obtiene la variación de las carac-
terísticas en la imagen necesaria, Δs, para anular dicho error. 

Estas variaciones de las características para mantener la velocidad no permitirían 
seguir la trayectoria deseada, ya que son variaciones en una dirección arbitraria de la 
cámara, pero que mantienen la velocidad constante que se desea. Para llevar esas va-
riaciones en imagen hacia la trayectoria deseada se calcula la nueva matriz de homo-
grafía G’ que resulta de relacionar la primera posición de la trayectoria, 1s con la posi-
ción resultante de sumar las variaciones obtenidas a la posición actual s+Δs. 

A partir de la imagen obtenida en la iteración actual del seguimiento, se calcula la 
matriz de homografía que relaciona los puntos en la primera posición de la trayectoria, 
1s, con los puntos en la imagen adquirida, s.  

A continuación, se calcula la norma de estas dos matrices de homografía G y G’. El 
sistema utilizará la diferencia de estas dos normas, ||G’||-||G||, para obtener una 
medida de hacia dónde se debe mover el sistema en el espacio de normas para seguir 
la trayectoria deseada. 

Tal como muestra la Fig. 3-11, con el error en norma, se generan las dos rectas de 
error y se avanza hacia la siguiente posición en la trayectoria. La posición de las carac-
terísticas en la imagen se obtienen a 
partir de la matriz de homografía 
Gdes que se obtiene de interpolar 

entre la ultima matriz visitada de la 
trayectoria deseada, kG, y la siguien-
te, k+1G. De esta forma, se asegura 
que las características en la imagen 
están dentro de la trayectoria desea-
da, aun manteniendo la velocidad 
deseada.  

Para interpolar entre dos matri-
ces de homografía se interpolan sus 
elementos linealmente. Esto permite 
obtener un comportamiento lineal 
de las características en la imagen tal 
como muestra la Fig. 3-12.(a). Este resultado se obtuvo tras probar la interpolación de 
la descomposición de las transformaciones proyectivas que generan la matriz de 
homografía. 

La descomposición de transformaciones proyectivas permite obtener la matriz de 
homografía G como resultado de distintas transformaciones proyectivas: 

Fig. 3-11 Espacio de normas de las matrices de homografía 2-D 
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t 0 0 t

.
0 1 0 1 1 1S A P T T T T

s
v v

       
= = =       

       

R K I A
G G G G  (3.16)

 

Esta descomposición es única si se elige un escalado, s, positivo; K es una matriz 
triangular superior que cumple que su determinante es 1; R es la matriz de rotación 

generada a partir del ángulo θ sobre el eje Z de 
la cámara; y t es un vector que almacena las 
traslaciones de la cámara en el plano XY. A par-
tir de esta descomposición se intentó interpolar 
linealmente cada uno de los parámetros que 
aparecen en esta descomposición: s, θ, tx, ty, vx, 

vy, k11, k12, k22. El resultado, como puede obser-

varse en la Fig. 3-12.(b), es una evolución de las 
características en la imagen no deseada, ya que 
se trata de parábolas que se pueden salir del 
plano imagen. Por eso se ha elegido finalmente 
la interpolación lineal de cada elemento de la 
matriz de homografía por separado, lo que 
permite obtener una evolución lineal de las ca-
racterísticas entre las dos homografías. 

Para comprobar el correcto funcionamiento 
del sistema se va a probar el sistema propuesto 
de seguimiento intemporal de trayectorias en la 
imagen basado en la norma de la matriz de 
homografía 2-D para seguir la trayectoria mos-
trada en la Fig. 3-13. 

 

Fig. 3-12 (a) Evolución lineal de las características en la interpolación lineal de los elementos de las matrices de
homografía 2-D (b) Evolución no lineal de las características en la interpolación lineal de la descomposición de
transformaciones proyectivas de las matrices de homografía 2-D 
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Fig. 3-13 Muestreo de la trayectoria deseada: (a) en
el espacio cartesiano 3-D y (b) en la imagen 
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La evolución en el espa-

cio de las normas se represen-
ta en la Fig. 3-14. El sistema 
es capaz de realizar el segui-
miento de la trayectoria de-
seada utilizando la técnica 
descrita del espacio de la 
norma de las matrices de 
homografía 2-D. La Fig. 3-14 
muestra este espacio de nor-
mas. Para construirlo, prime-
ro se calcula el vector de ma-
trices de homografías 2-D 
para la trayectoria en imagen 
mostrada en la Fig. 3-13.(b). A 
partir de este vector, M, se 
consigue agrupar las características de la imagen en un mismo conjunto de informa-
ción. La norma de cada matriz permite representar a todas las características mediante 
un único valor, evitando los problemas presentados en el control visual basado en flujo 
de movimiento descrito en el Apartado 3.3 de la presente Tesis, donde cada caracterís-
tica era controlada por separado. 

Lo primero que se observa es que el seguimiento en imagen es el correcto, como se 
puede ver en la Fig. 3-15.(a). La evolución de las características en la imagen se ha su-
perpuesto perfectamente a la evolución deseada. El comportamiento es también válido 
en el espacio 3-D (ver Fig. 3-15.(b)). Además, se mejora el comportamiento del segui-
miento con flujo de movimiento, como se podrá comprobar en los resultados mostra-
dos en el apartado siguiente donde se compara un sistema de control visual basado en 
flujo de movimiento con el sistema de seguimiento intemporal basado en control visual 
virtual que constituye una de las principales aportaciones de la Tesis. 

 

Fig. 3-15 Seguimiento con el método basado en la norma de la matriz de homografía 2-D: (a) Evolución de las
características en la imagen (b) Evolución de la cámara en el espacio cartesiano 3-D 
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Sin embargo, como podremos comprobar en la Fig. 3-16, la velocidad no se ha con-

seguido controlar al valor deseado como se esperaba. Para el seguimiento se ha intro-
ducido una velocidad deseada de 2,75 mm/s. Sin embargo, en la Fig. 3-16.(b) se puede 
ver que no se consigue controlar el módulo de la velocidad a los 2,75 mm/s. Si bien en 
un principio parece que el sistema tiende a alcanzar esa velocidad, poco a poco ésta 
disminuye hasta que el sistema termina el seguimiento. 

 

El comportamiento ha sido el correcto en el seguimiento en imagen y en el espacio 
3-D, sin embargo no se ha conseguido mantener una velocidad constante durante el 
seguimiento. Dado que con el primer experimento no se ha conseguido el objetivo que 
se buscaba de controlar la velocidad durante el seguimiento, se prueba el sistema en el 
seguimiento de otra trayectoria en la imagen. La trayectoria probada ahora es la mos-
trada en la Fig. 3-17. Es una trayectoria mucho más oscilante que permitirá observar el 
comportamiento en el seguimiento ante trayectorias más complejas. Como se verá, el 
resultado no es adecuado, en cuanto a que no sólo no se consigue mantener una velo-
cidad durante el seguimiento como ocurrió en la primera prueba realizada, sino que 
además, el seguimiento de la trayectoria se queda atascado en un momento dado, im-
pidiendo así realizar la tarea prevista. 
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El comportamiento del sistema al inten-

tar seguir esta trayectoria en la imagen em-
peora. El sistema se para en mitad del se-
guimiento, obteniendo únicamente un se-
guimiento parcial de la trayectoria como se 
puede ver en la Fig. 3-18. Llegado a un punto 
del espacio de normas, el sistema no puede 
variar las características en la imagen y se 
queda parado. El sistema es incapaz de va-
riar la velocidad para obtener variaciones en 
el espacio imagen de las características, con 
lo que no se puede continuar con el segui-
miento. En la prueba anterior el resultado en 
imagen era satisfactorio, sin embargo, ahora 
se muestra que el método no es válido tal 
como está estructurado para el seguimiento 
de trayectorias en la imagen. 

Sin embargo, hasta el momento de pa-
rarse, el sistema consigue realizar de forma precisa el seguimiento de la trayectoria en 
la imagen y en el espacio 3-D (como puede verse en la  Fig. 3-19). 

Por último, un análisis de la evolu-
ción del módulo de la velocidad duran-
te el seguimiento permite concluir que 
el sistema no consigue controlar de 
forma precisa la velocidad del sistema. 
La Fig. 3-20 muestra esta evolución del 
módulo cuando se ejecuta el seguimien-
to con 1,75 y con 2,75 mm/s como 
módulo de la velocidad deseada. Sí se 
observa que el controlador consigue 
mantenerse en un entorno de la veloci-
dad deseada, y que responde subiendo 
la velocidad cuando se aumenta la señal 
de control. Sin embargo, la oscilación 
excesiva hace que el método no termine 
de completar los objetivos marcados en 
un principio. 

Las pruebas realizadas muestran que la aproximación mediante la norma de la ma-
triz de homografía 2-D para el seguimiento intemporal de trayectorias en el espacio 
imagen, no resuelve los problemas encontrados en el control visual basado en flujo de 
movimiento. Si bien se consigue un seguimiento más preciso que en el flujo de movi-
miento (precisión que viene dada por el tratamiento conjunto de las características vi-
suales), el sistema no asegura el seguimiento completo de la trayectoria. Además, no se 
ha conseguido mantener la velocidad constante que se desea durante el seguimiento. 
Por ello, en el siguiente apartado se presenta un método que sí resuelve finalmente los 

Fig. 3-19 Evolución de la cámara en el espacio cartesiano 3-D
tras el seguimiento con el método basado en la norma de la
matriz de homografía 2-D 
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problemas descritos, realizando de forma precisa el seguimiento de trayectorias pre-
viamente definidas en el espacio imagen, y manteniendo una velocidad constante du-
rante este seguimiento. 

3.5 Seguimiento intemporal basado en control visual virtual 
En este apartado se describirá el método propuesto para el seguimiento intemporal 

de trayectorias en la imagen [GarciaGJ-2007c, GarciaGJ-2009d]. Este método propuesto 
basado en control visual virtual permite el seguimiento de trayectorias previamente 
muestreadas en el espacio imagen tal y como se describe en el Apartado 3.2 y constitu-
ye una de las principales aportaciones descritas en esta Tesis. 

El control visual basado en imagen clásico no permite realizar el seguimiento de 
una trayectoria previamente definida en el espacio imagen. En una tarea de control 
visual basado en imagen, la evolución en el espacio imagen de una característica de-
terminada tiende a seguir una línea recta. Por ello, es necesario definir un método que 
permita realizar el seguimiento en imagen de una trayectoria predefinida. Si se formula 
el seguimiento como una trayectoria en la imagen dependiente del tiempo [Mezouar-
2002b, Mezouar-2003, Malis-2004b, Chesi-2005, Chesi-2007a, Chesi-2007b, Mezouar-
2009], la configuración actual y la deseada se encontrarán siempre separadas por un 
intervalo de tiempo, Δt. Sin embargo, si un sistema de control visual basado en imagen 
es empleado para el seguimiento de trayectorias dependientes del tiempo, puede co-
rrer el riesgo de no seguir la trayectoria adecuada a costa de intentar mantener las res-
tricciones temporales. Por otro lado, el hecho de que se alcancen unas características 
deseadas en un instante de tiempo determinado no garantiza el correcto seguimiento 
de la trayectoria. El método propuesto en este apartado tiene un comportamiento in-
temporal. El control visual basado en flujo de movimiento descrito en el Apartado 3.3 
también tiene este comportamiento intemporal. Sin embargo, a diferencia de los siste-
mas de control visual basado en flujo de movimiento, el método que se propone en este 
apartado permite realizar el seguimiento de la trayectoria con una velocidad constante. 
Además, y tal y como se mostrará en el Apartado 3.7 de resultados, la trayectoria se-
guida por este método es mucho más precisa, aún cuando se requiera una velocidad de 
seguimiento mayor, lo que en el control visual basado en flujo de movimiento provo-
caría un resultado muy oscilante. El método propuesto trata de resolver los problemas 

3.5 Fig. 3-20 Evolución del módulo de la velocidad enviada a la cámara tras el seguimiento con el méto-
do basado en la norma de la matriz de homografía 2-D: (a) velocidad deseada de 1,75 mm/s (b) velo-
cidad deseada de 2,75 mm/s 
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encontrados en el control visual basado en flujo de movimiento para obtener un méto-
do de seguimiento intemporal de trayectorias en el espacio imagen mejorado. 

A continuación se detallan los pasos necesarios para realizar el seguimiento intem-
poral de una trayectoria previamente definida en el espacio imagen con el método 
propuesto basado en control visual virtual. 

Tal como se describe en el Apartado 3.2, en primer lugar es necesario muestrear en 
el espacio imagen la trayectoria seguida por el robot en el espacio Cartesiano 3-D. Esta 
trayectoria muestreada será la trayectoria que ha de seguir el robot para completar la 
tarea. Los valores en la imagen de cada una de las M trayectorias (correspondientes a 
cada una de las M características) en los instantes k serán { }k

i i / k 1..N= ∈C f . En cada 

instante k de la trayectoria deseada se tendrá de esta forma un vector de M característi-
cas { }k

i / i 1..Mk = ∈s f . Así, la trayectoria deseada quedará codificada en un vector de 

N posiciones para las M características { }k / k 1..N= ∈sT . 

Una vez obtenida la trayectoria deseada en la imagen T, el siguiente paso para el 
seguimiento de esta trayectoria será decidir qué tipo de seguimiento se quiere realizar. 
Atendiendo a la posición inicial de la cámara y dependiendo de la tarea a realizar, se 
puede desear un seguimiento completo de la trayectoria deseada (este sería el caso de 
corte de piezas) o simplemente acercarse desde esa posición inicial a la posición más 
cercana dentro de la trayectoria deseada para, a partir de ese momento, seguir la tra-
yectoria hasta el final. 

El algoritmo de seguimiento intemporal de trayectorias descrito en el presente 
apartado, recibirá el dato de cuál es la posición inicial dentro de la trayectoria deseada 
T. El algoritmo de búsqueda de la posición inicial en la trayectoria deseada a partir de 
la posición inicial de la cámara se puede ver esquematizado en la Fig. 3-21. Para obte-
ner este dato, se requiere conocer el tipo de seguimiento a desarrollar. En el caso que se 
quiera realizar el seguimiento completo de la trayectoria deseada independientemente 
de la posición inicial de la cámara, se pasará al algoritmo de seguimiento la primera 
posición. Si lo que se desea es obtener la posición más cercana a la trayectoria deseada, 
se tendrá que realizar una búsqueda de esta posición. Para conseguir esta posición, se 
busca entre todas las posibles posiciones de T aquella configuración ks que permita 
llegar desde la posición inicial de la cámara a ella con la mínima velocidad. 

Considerando un sistema de control visual basado en imagen, la velocidad a apli-
car al robot respecto al sistema de referencia de la cámara será: 

k
s s

ˆ ,λ += − ⋅ ⋅L ev  (3.17)

donde λ es la ganancia del controlador proporcional; s
ˆ+L  es la pseudoinversa de la ma-

triz de interacción, k
f = −e s s  y 

T

1 2 M, ,...,f f f =  s  son las características extraídas en la 

imagen. 

A continuación se describe el algoritmo que permite realizar el seguimiento intem-
poral de trayectorias en el espacio imagen. 
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Tras obtener la posición inicial en la trayectoria deseada T, se comienza la búsque-
da dentro de esa trayectoria de la configuración ks que está lo suficientemente alejada 
de la posición actual de la cámara como para enviar una velocidad al robot superior a 
la deseada. Se fija como dv  el módulo de la velocidad deseada durante el seguimiento 
de la trayectoria. A partir de la posición inicial calculada según el algoritmo descrito en 
la Fig. 3-21 se itera en busca de la configuración ks que, a partir de (3.17) (y tomando s 
de la imagen captada por la cámara en la posición actual), permita superar en módulo 
la velocidad deseada (ver Fig. 3-22). 

3.5
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Fig. 3-21 Esquema del algoritmo de búsqueda de la posición inicial dentro de la trayec-
toria deseada 
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Si se indicara este ks como referencia para la ley de control visual definida en (3.17), 
se tendría un controlador que permitiría realizar un seguimiento intemporal de la tra-
yectoria deseada. Esto es así porque la posición de las características deseadas no de-
pende del tiempo, sino de la ubicación de las actuales. La información de la trayectoria 
a seguir está codificada en la imagen, y por tanto, no depende del tiempo. El resultado 
de realizar el seguimiento con este controlador no sería, sin embargo, satisfactorio. El 
problema está en que no se mantendría la velocidad durante el seguimiento de la tra-
yectoria, ya que las distintas posiciones muestreadas de la trayectoria T no están sepa-
radas la misma distancia ni en imagen ni en 3-D. 

Para conseguir mantener el módulo de la velocidad durante el seguimiento se ne-
cesita encontrar la posición 3-D entre dos muestras de la trayectoria deseada, T, que, al 
aplicar la ley de control visual basado en imagen clásica (considerando sd las caracterís-

ticas proyectadas en la imagen desde esta posición), permita obtener exactamente esa 
velocidad deseada. Para ello, se introduce un bloque más al algoritmo, que se encar-
gará de obtener las características deseadas en la imagen para mantener constante el 
módulo de la velocidad. La Fig. 3-23 resume el proceso seguido para obtener las carac-
terísticas deseadas a partir de la interpolación entre dos muestras de la trayectoria. 

El problema que debe resolver este nuevo bloque es el de obtener una interpola-
ción válida en el espacio Cartesiano 3-D entre dos posiciones muestreadas de la trayec-
toria deseada. Dado que se tiene únicamente un muestreo en imagen de la trayectoria 
deseada, se necesita reconstruir de alguna manera la trayectoria entre dos muestras en 
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Fig. 3-22 Esquema del algoritmo de búsqueda del primer conjunto de características dentro de la trayecto-
ria deseada que excede la velocidad requerida 
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el espacio 3-D. Si se interpolara en la imagen, no se estaría asegurando un movimiento 
correcto del robot en 3-D. El método propuesto parte de aplicar control visual virtual 
en cada una de las muestras de la trayectoria deseada entre las que se quiere interpolar. 
De esta forma se consigue obtener los parámetros extrínsecos de la cámara en cada una 
de las posiciones. Con los parámetros extrínsecos se tiene información 3-D de la posi-
ción de la cámara, con lo que se puede generar una trayectoria recta en el espacio Car-
tesiano entre las dos posiciones de la trayectoria. 

 

Tal como se describe en el capítulo 2, empleando control visual virtual se pueden 
obtener los parámetros extrínsecos de la cámara a partir de una imagen captada por la 
cámara. En el vector ks se tiene codificada la posición de las características en la posi-
ción k de la trayectoria deseada T. A partir de este vector ks se reconstruye la imagen 
que el control visual virtual utiliza en su ley de control para, mediante iteraciones, lle-
gar a obtener los parámetros extrínsecos de la cámara que ha captado esta imagen.  

Los parámetros extrínsecos de la cámara C
OM  almacenan la rotación R y la trasla-

ción t entre el sistema de referencia de la cámara y el sistema de referencia del objeto. 
Para interpolar entre dos posiciones contiguas (k-1 y k) de la trayectoria deseada T, se 
pueden separar las dos componentes, por un lado la traslación y por otro la rotación. 
Aplicando control visual virtual en k-1 y en k, se obtendrán las matrices de rotación 
k-1R y kR. También se obtendrán los vectores de traslación k-1t y kt. 

Para interpolar según una línea recta en el espacio Cartesiano 3-D entre las dos po-
siciones, basta con seguir la siguiente ecuación: 

( )k k 1 ) ,0 1.α α α−= ⋅ − ≤ ≤t t t  (3.18)

La interpolación de la orientación no es tan trivial. Tal como se describe en el 
Anexo 1, la interpolación mediante cuaternios sí que permite resolver los problemas 
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que se presentan con los ángulos de Euler (presencia de singularidades), o la matriz de 
rotación (que necesita de 9 parámetros para su definición en vez de los 3 que se requie-
ren para obtener los ángulos de Euler). Los cuaternios ofrecen una mayor eficiencia 
computacional que los demás métodos de representación de la orientación. En el 
Anexo 1 se describen las principales herramientas matemáticas para conseguir generar 
una trayectoria interpolada a partir de las matrices de rotación k-1R y kR obtenidas en el 
paso anterior con el control visual virtual. Para ello, a partir de (A1.5) se generan los 
cuaternios k-1Q y kQ correspondientes a k-1R y kR. 

En (A1.13) se define la forma de interpolar la orientación entre dos orientaciones 
definidas con cuaternios [Shoemake-1985]. Aplicando esta ecuación se puede calcular 
cualquier orientación intermedia entre las dos orientaciones dadas expresada según el 
cuaternio αQ. El último paso será reconstruir la matriz de rotación αR a partir de αQ 
aplicando la ecuación (A1.3). 

Con los datos obtenidos hasta ahora, dependiendo del valor de α, se podrá obtener 
una configuración de la cámara válida en el espacio Cartesiano 3-D. El siguiente objeti-
vo es generar posiciones en imagen de las características αs, tal y como se observarían 
por la cámara desde cualquier posición α de la trayectoria interpolada. Para ello, se 
reconstruyen los parámetros extrínsecos de la cámara a lo largo de la trayectoria inter-
polada en 3-D a partir de  αR y αt. 

( ) 3x3 3x1

1x3 1x1

.
0 1

C
O

α α

α
 

=   
 

R t
M  (3.19)

El método para retroproyectar las características en la imagen es el mismo que se 
usa en control visual virtual, es decir, se parte de la posición de la característica respec-
to al sistema de referencia del objeto xO y de los parámetros extrínsecos de la cámara en 
la trayectoria interpolada ( )C

O αM . 

( ) ( ) .C C O
Oα α=x M x  (3.20)

Siendo ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,C X Y Zα α α α=x , la característica 2-D asociada se obtiene de la 

siguiente manera: 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

,

.

X
x

Z

Y
y

Z

α
α

α
α

α
α

=

=

 (3.21)

Finalmente se obtiene el punto en el plano imagen a partir de los parámetros 
intrínsecos y de este punto 2-D métrico. 

( ) ( )
( ) ( )

0

0

f ,

f .
u

v

u u x

v v y

α α
α α

= +

= +
 (3.22)

Esta última ecuación permite obtener las características tal como se verían desde la 
cámara situada a lo largo de la trayectoria que se ha interpolado entre las dos posicio-
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nes consecutivas de la trayectoria deseada en imagen. Siguiendo (3.22) se construye el 
vector de características ( )αs  a partir del cual se va a buscar la configuración, js, que 

permite mantener constante el módulo de la velocidad en el seguimiento de la trayec-
toria deseada. 

Para encontrar el punto exacto j en el que las características en la imagen (obteni-
das a partir de esta trayectoria interpolada) aseguren la velocidad deseada, se utiliza 
un método de optimización no lineal basado en mínimos cuadrados (ver Anexo 3). 
Para ello, es necesario minimizar el error ( )o c dμ α= −e v , donde: 

( ) ( )( )*
c f

ˆμ λ ,α α+= − −L s s  (3.23)

y 

( ) ( )( )* C O
O ,prξα α=s M P  (3.24)

donde PO es el conjunto de posiciones del objeto consideradas y prξ  representa el mo-

delo de proyección de perspectiva de acuerdo a los parámetros intrínsecos, ξ. 

Una vez que se obtiene el valor de α que minimiza eo, el conjunto de características 
js será igual a s*(α). 

3.5.1 Estabilidad del método 

No tiene sentido hablar de estabilidad en el sentido de Lyapunov para el caso del 
método de seguimiento de trayectorias, ya que no se tiene un punto de equilibrio a 
partir del cual estudiar la estabilidad. Los únicos estudios realizados hasta la fecha so-
bre la estabilidad tratan sobre trayectorias muy concretas para robots móviles. En 
[Coulaud-2006] se realiza el estudio de estabilidad de un sistema de guiado de un ro-
bot móvil que sigue trayectorias circulares. No se demuestra el concepto de estabilidad 
asintótica en el sentido de Lyapunov, sino más bien la existencia de trayectorias de 
equilibrio en situaciones muy particulares. Coulaud et al. definen el equilibrio como el 
estado en que el eje trasero del robot gira en la trayectoria circular predefinida. Esta 
definición de estabilidad no puede aplicarse a trayectorias más complejas. Sólo recien-
temente, en [Cherubini-2008] se estudia el concepto de estabilidad definido por Lya-
punov en un sistema de seguimiento de trayectorias con robots móviles. El esquema de 
control descrito permite a un robot móvil con una cámara montada en su parte delan-
tera seguir una línea dibujada en el suelo. El esquema de control propuesto se define 
sobre un conjunto de características que permanece constante a lo largo de la tarea de 
seguimiento. Las características elegidas son las coordenadas en imagen del primer 
punto de la trayectoria y el ángulo formado por la tangente a la trayectoria en ese pun-
to y el eje Y de la imagen. El seguimiento se define de forma que la coordenada X del 
punto se mantenga en el centro de la imagen, la coordenada Y sea la correspondiente a 
la última fila de la imagen, y el ángulo entre la tangente y el eje Y sea 0. El estudio de la 
estabilidad asintótica en el sentido de Lyapunov se realiza sobre la base de este punto 
de equilibrio formado por esos tres valores. El método propuesto de seguimiento de 
trayectorias no tiene una referencia constante como en el caso anterior descrito en 
[Cherubini-2008]. La referencia varía en función de la posición actual y de la velocidad 
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deseada. Sin embargo, sí se puede estudiar la estabilidad de manera estática en una 
iteración del bucle de control del seguimiento. Y en este caso, tal como se ha descrito en 
el Apartado 2.2.4, se tiene una estabilidad asintótica local. 

Para el método de seguimiento intemporal de trayectorias en el espacio imagen ba-
sado en control visual virtual, la ley de control que proporciona las velocidades del 
extremo del robot en función del error en la imagen es la misma que la descrita en 
(2.36). La diferencia está en el cálculo del error e. Para el método de seguimiento de 
trayectorias, las características deseadas s* no son constantes, sino que varían para 
mantener constante la velocidad del seguimiento. El método propuesto de seguimiento 
de trayectorias en la imagen basado en control visual virtual permite obtener en fun-
ción de las características actuales la posición de las características en la imagen, sj, que 
permitirían mantener esta velocidad deseada. A partir de aquí, se aplica la ley de con-
trol visual basado en imagen clásica, que como se ha demostrado en el Apartado 2.2.4 
es localmente estable. Por lo tanto, se puede concluir que el sistema propuesto de se-
guimiento intemporal de trayectorias basado en control visual virtual es asintóticamen-
te estable de manera local. 

Dado que en un sistema de seguimiento de trayectorias, las características actuales 
y las deseadas están muy próximas entre sí, la posición de la cámara en la posición 
actual, p, estará (con mayor probabilidad que en un control visual basado en imagen 
clásico) dentro del entorno de p* que asegura la estabilidad del sistema. 

3.6 Implementación 
Antes de exponer los distintos resultados obtenidos, en este apartado se describen 

brevemente algunos aspectos relativos a la implementación del sistema de seguimiento 
intemporal de trayectorias en la imagen basado en control visual virtual desarrollado. 
Para ello, en primer lugar se describe el sistema de simulación software desarrollado 
para posteriormente mostrar los distintos componentes de la arquitectura del sistema 
donde se ha evaluado el sistema de seguimiento intemporal de trayectorias en la ima-
gen basado en control visual virtual. 

3.6.1 Sistema de simulación 

Como base para las simulaciones desarrolladas y la posterior implementación se ha 
empleado la toolbox de control visual para MATLAB (cabe reseñar que, aunque las 
simulaciones se han desarrollado en MATLAB, la posterior implementación en un sis-
tema real se ha llevado a cabo tras la conversión del código a C, lo que garantiza unos 
retardos menores y una mayor optimización del código).  

3.6.2 Arquitectura del sistema 

En la Fig. 3-24 se muestra la arquitectura del sistema empleada para la realización 
de las pruebas de laboratorio. 

Las características de cada uno de los dispositivos empleados son: 

• Sistema de visión artificial: La captura de imágenes se realiza desde el extremo del 
robot empleando una cámara PHOTONFOCUS MV-D752-160-CL-8. Esta cámara 
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está conectada a una tarjeta Coreco 
X64CL-Pro que permite realizar tareas 
de captura y procesamiento de 
imágenes. La cámara es capaz de 
adquirir y procesar imágenes de 
320x240 a una velocidad de 100 
frames/s. 

• Sistema robot: El robot empleado 
ha sido un Mitsubishi PA-10 con 7 
grados de libertad.  

• Objetivo: El objeto seguido se 
trata de un patrón creado con un 
patrón de láser, con cuatro marcas que 
serán las que se extraerán durante el 
seguimiento. 

 

3.7 Resultados 
En este apartado se van a describir las distintas pruebas realizadas que muestran el 

correcto funcionamiento del sistema. Para ello, en primer lugar se muestran los resul-
tados obtenidos en la simulación para posteriormente exponer los resultados corres-
pondientes al utilizar la arquitectura descrita en el Apartado 3.6.2. 

3.7.1 Resultados de simulación 

Para evaluar el sistema propuesto y compararlo con otros sistemas de seguimiento 
de trayectorias en el espacio imagen descritos en el presente capítulo, se presentan a 
continuación los resultados obtenidos en el seguimiento de distintas trayectorias. Estas 
trayectorias permiten comprobar la validez del sistema propuesto, destacando las me-
joras obtenidas en cualquier tipo de trayectoria respecto a métodos previos. 3.7.1.1 Trayectoria con las características iniciales en la trayectoria deseada. 

Este primer experimento presenta un bucle en el espacio imagen para la trayectoria 
de una de las características. La presencia de un bucle en alguna de las trayectorias de 
las características provocaba ciertos problemas para el control visual basado en flujo de 
movimiento descrito en la Sección 3.3. La Fig. 3-25 muestra la trayectoria 3-D que se 
desea seguir por la cámara situada en el extremo del robot, así como la trayectoria 
muestreada en el espacio imagen, T. 

Fig. 3-24 Principales componentes de la arquitectura del sis-
tema 

Puntos láser 



81  Seguimiento intemporal de trayectorias. Control indirecto Resultados

 

Si se aplicara la técnica del control visual clásico, nunca podría seguirse la trayecto-
ria deseada. El control visual clásico permite obtener en el espacio imagen trayectorias 
en línea recta entre la configuración inicial y la final. Esta particularidad impide recons-
truir la trayectoria deseada también en el espacio euclídeo. En la Fig. 3-26 se muestra 
en azul la trayectoria deseada, tanto en el espacio 3-D como en el espacio imagen, 
mientras que en rojo se representa la trayectoria en ambos planos tras ejecutar control 
visual basado en imagen clásico. Se puede observar en la Fig. 3-26 que la trayectoria del 
extremo del robot en el espacio 3-D no se aproxima a la deseada. Lo mismo ocurre en el 
espacio imagen. Para conseguir el correcto seguimiento de la trayectoria deseada se 
emplea la aproximación descrita en el Apartado 3.5. En la Fig. 3-27 se muestra que el 
seguimiento con el método propuesto es completamente satisfactorio en el plano ima-
gen. 

 

De nuevo en la Fig. 3-27 se ha representado en azul la trayectoria deseada, y en ro-
jo la trayectoria seguida con el método propuesto de seguimiento. La gráfica represen-
tada en la Fig. 3-27 se ha obtenido controlando el módulo de la velocidad a 10 mm/s. 
En posteriores secciones se mostrarán distintas gráficas indicando la influencia de este 
parámetro en el seguimiento de la trayectoria. Se observa en la Fig. 3-27.(b) que el se-
guimiento con esta velocidad hace que se superpongan totalmente la trayectoria de-
seada y la real obtenida con el método propuesto de control visual basado en control 
visual virtual. 

Fig. 3-26 Muestreo de la trayectoria deseada: (a) en el espacio cartesiano 3-D y (b) en la 
imagen 
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A pesar de que en la 
imagen el seguimiento 
es correcto, se debe de-
mostrar también que se 
consigue el seguimiento 
de la trayectoria en el 
espacio cartesiano 3-D 
con la estrategia pro-
puesta. Para comprobar 
esto, en la Fig. 3-28 se 
muestran distintas vistas 
de la trayectoria 3-D 
descrita en este experi-
mento. En estas figuras 
se muestra la evolución 

del sistema de coordenadas de la cámara ubicada en el extremo del robot durante todo 
el seguimiento (se representa la trayectoria deseada y la real obtenida al aplicar el 
método propuesto). Puede observarse que se realiza un correcto seguimiento de la tra-
yectoria en el espacio 3-D. 

 

Si se estudia la evolución del error en la imagen a lo largo del seguimiento de la 
trayectoria (Fig. 3-29) se observa que éste no supera los 15 píxeles en el método pro-
puesto. La evolución del error en el control visual basado en imagen clásico es expo-
nencial. Es evidente que en la estrategia propuesta para el seguimiento de la trayectoria 

Fig. 3-28 Distintas vistas de la trayectoria descrita por la cámara en el espacio Cartesiano 3-D 
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Fig. 3-27 (a) Trayectoria deseada en la imagen. (b) Comparativa entre la trayec-
toria deseada y la obtenida con el método de seguimiento propuesto 
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no se obtiene una evolución exponencial del error, ya que la referencia es variable. El 
método trata de mantener constante el módulo de la velocidad, para lo cual se envía al 
controlador una referencia distinta en cada iteración. 

 

Para terminar de analizar los datos obtenidos durante el seguimiento de esta tra-
yectoria, en la Fig. 3-30 se representan las velocidades traslacionales y rotacionales en-
viadas al extremo del robot para los casos del método propuesto y para el control vi-
sual basado en imagen. En la Fig. 3-30.(a) se observa que el módulo de la velocidad 
traslacional se mantiene tal y como se ha comentado en torno a 10 mm/s. Se aprecia en 
la Fig. 3-30.(b) que las velocidades con el control visual basado en imagen son mayores, 
y que en ningún momento se mantienen controladas, pudiendo sobrepasar la veloci-
dad máxima del robot. En posteriores secciones se presentarán gráficas que muestran 
la flexibilidad del método propuesto para adaptarse a la velocidad requerida, obte-
niendo aún así muy buenas prestaciones tanto en el seguimiento en el plano imagen 
como en el plano cartesiano 3-D. 

 

El método propuesto ha funcionado de forma correcta para esta primera trayecto-
ria. En la siguiente prueba se va a introducir una modificación en la posición inicial de 
la cámara. De esta forma, la posición inicial de las características observadas no será 
igual que la posición inicial de las características en la trayectoria deseada. 

Fig. 3-30 Velocidades aplicadas al robot durante el seguimiento de la trayectoria: (a) Empleando el método
propuesto (b) Empleando control visual basado en imagen 
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Fig. 3-29 Error en la imagen: (a) Empleando el método propuesto (b) Empleando control visual basado en imagen
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3.7.1.2 Trayectoria con las características iniciales fuera de la trayectoria deseada 
En la imagen captada por el sistema de visión al inicio de este experimento no se 

observan las características co-
rrespondientes a la posición 
inicial de la trayectoria deseada. 
De hecho, la localización inicial 
del robot en el espacio Cartesia-
no 3-D no se corresponderá con 
ninguna de las representadas en 
el conjunto { }k / k 1...Nτ = ∈γ  

(trayectoria deseada del robot), 
como se puede apreciar en la 
Fig. 3-31. 

Esta situación podría resol-
verse de dos formas distintas. 
En una primera aproximación se 
guiaría al robot hacia la posición 
inicial de la trayectoria deseada. 
Esta opción es la idónea para 
resolver el problema presentado 
en aquellas ocasiones en las que 

es absolutamente indispensable el seguimiento total de la trayectoria. Otra alternativa 
sería llevar al robot a una configuración kγ  adecuada a partir de la cual pueda extraer-

se unas características en la imagen { }k k
i / i 1..M= ∈s f  que se encuentren en la trayec-

toria deseada y, a su vez, conformen una configuración deseada de las características 
en la imagen. 

El primer caso se resuelve de forma natural por el 
método propuesto, dado que el sistema obtendrá una ve-
locidad excesiva en la primera iteración, lo que interpo-
lará una configuración ks muy cercana a la primera de la 
trayectoria. El resultado final será la ejecución de control 
visual basado en imagen con aproximadamente la prime-
ra configuración { }1 1

i / i 1..M= ∈s f  como posición final, 

para luego seguir la trayectoria deseada de forma comple-
ta. En la Fig. 3-32 se muestra esta situación descrita para el 
plano imagen. 

En imagen se sigue correctamente el total de la trayec-
toria con esta aproximación. En el espacio cartesiano 3-D 
el resultado es también el esperado. En la Fig. 3-33 se ob-
serva que la cámara evoluciona desde la posición inicial 
hasta la posición inicial de la trayectoria deseada, momen-
to desde el que ya se efectúa de forma correcta el segui-
miento de la trayectoria. 
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Para abordar con éxito la segunda aproximación se debe recorrer en un principio la 

trayectoria deseada. Si las características iniciales, inic s , no se encuentran situadas a lo 
largo de la trayectoria deseada, el sistema tendrá que converger hacia la configuración, 
que asegure la velocidad mínima desde la posición inicial de la cámara. Cuando se han 
evaluado todas las configuraciones de la trayectoria deseada, se tendrá la configura-
ción k s , más cercana a la configuración actual inic s . Una vez determinada esta configu-
ración k s , el sistema convergerá hacia ella (empleando un sistema de control basado 
en imagen), consecuentemente, la trayectoria descrita desde inic s  hasta k s  no se encon-
trará en la trayectoria deseada (ni en la imagen ni en el espacio 3-D), sin embargo, una 
vez que se haya alcanzado k s , se puede asegurar que se obtendrá una localización kγ  
deseada para el robot en el espacio 3-D. 

Tras la determinación de la configuración de control más cercana y la convergencia 
hacia ella se aplica lo desarrollado a lo largo del capítulo ya que, una vez alcanzada 
una localización deseada del robot kγ , se tiene una situación como la descrita para el 
caso 1 (características iniciales en la trayectoria deseada). 

 

En la Fig. 3-34 se muestra un experimento en el que la posición inicial de las carac-
terísticas no se encuentra en la trayectoria deseada. Se observa que el controlador de-
termina la configuración k s  más cercana a la configuración inicial. Una vez alcanzada 

Fig. 3-33 Trayectoria descrita por la cámara en el espacio 3-D. Posición inicial fuera de la deseada.
Seguimiento completo de la trayectoria deseada 
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k s  el sistema continúa la evolución de las características 
según la trayectoria deseada codificada en T. 

Se puede observar que este experimento es semejante 
al que se mostró en el Apartado 3.7.1.1 por lo que la tra-
yectoria 3-D a partir de la configuración de control deber-
ía ser la misma que la obtenida en dicho apartado. Esto se 
puede observar en la Fig. 3-35 en la que se representa la 
evolución del sistema de coordenadas de la cámara ubi-
cada en el extremo del robot. En esta figura se observa 
cómo la cámara tiende a aproximarse hacia un punto de la 
trayectoria requerida y, una vez alcanzada la configura-
ción de control, continua su evolución según la trayectoria 
deseada. Este punto de la trayectoria representa el punto 
de la trayectoria deseada que desde la configuración ini-
cial del robot se alcanza con una menor velocidad. Es de-
cir, el punto más cercano de la trayectoria deseada desde 
la posición actual. 

 

Fig. 3-35 Trayectoria descrita por la cámara en el espacio 3-D. Posición inicial fuera de la deseada.
Seguimiento completo de la trayectoria deseada 
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El hecho de tener que realizar un desplazamiento previo entre la posición inicial de 

la cámara y la posición inicial de la trayectoria a seguir (en el primer caso), o la posi-
ción más cercana (en el segundo), implica obtener velocidades mayores hasta llegar al 
comienzo de la trayectoria. En la Fig. 3-36 se representa el error cometido en píxeles en 
cada iteración. Se observa como en la primera aproximación (Fig. 3-36.(a)) el error en 
píxeles es mayor al comienzo, que el obtenido en la segunda aproximación (Fig. 3-
36.(b)). Esto es lógico, ya que en la segunda aproximación se busca la configuración 

más cercana para moverse hacia ella, no importando realizar el seguimiento completo 
de la trayectoria deseada. En la primera aproximación, el hecho de tener que seguir 
completamente la trayectoria hace que se obtenga un mayor error inicial. 

Este error en las primeras iteraciones entre las características actuales y las desea-
das conlleva un aumento en las velocidades iniciales (ver Fig. 3-37). Hay que recalcar, 
sin embargo, que en el momento en el que se alcanza alguna configuración dentro de la 
trayectoria deseada, se sigue realizando el control de velocidad descrito en los aparta-
dos anteriores. Esto ocurre en las dos aproximaciones. 
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Fig. 3-36 Error en la imagen: (a) Primera aproximación: seguimiento de la trayectoria completa. (b) Segun-
da aproximación: búsqueda de la posición inicial más cercana 
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La Fig. 3-38 permite comprobar que el control del módulo de la velocidad de tras-
lación se sigue llevando a cabo en el momento en el que se alcanza una configuración 
válida. Se puede apreciar que la velocidad inicial es mayor en el primer caso (Fig. 3-
38.(a)) que en el segundo caso en el que se ha buscado la posición más cercana (Fig. 3-
38.(b)). 

 3.7.1.3 Trayectoria en espacio imagen muy oscilante 
La primera trayectoria con la que se ha evaluado el método propuesto presentaba 

un bucle en la evolución de una de las características. Este tipo de trayectorias plantea-
ba ciertos problemas al control visual basado en flujo de movimiento descrito en el 
Apartado 3.3. Con las pruebas realizadas se ha comprobado que el sistema propuesto 
en la sección 3.5 funciona correctamente ante situaciones como la descrita. 

A continuación se va a evaluar el correcto seguimiento del método propuesto ante 
trayectorias deseadas muy oscilantes. Para ello, en la Fig. 3-39 se puede observar el 
muestreo de la nueva trayectoria deseada, tanto en el espacio Cartesiano 3-D como en 
el plano imagen. En este tipo de trayectorias se hace crítico el parámetro del muestreo 
de la trayectoria deseada. Con pocas muestras la trayectoria seguida no se ajustará a la 
deseada, mientras que al aumentar el número de muestras se observará como se consi-
gue calcar la trayectoria tanto en imagen como en 3-D. 

 Fig. 3-39 Muestreo de la trayectoria deseada en el espacio cartesiano 3-D y en la imagen 
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Ajustando la velocidad a 10 mm/s y con el muestreo máximo se consigue realizar 

un seguimiento perfecto 
de la trayectoria deseada. 
En la Fig. 3-40.(b) se puede 
ver que tanto la trayectoria 
real obtenida con el méto-
do propuesto en el Apar-
tado 3.5, como la trayecto-
ria deseada se superponen. 

La Fig. 3-41 muestra 
que el resultado es tam-
bién satisfactorio en el 
espacio 3-D. El seguimien-
to empeora cuando se au-
menta la velocidad del 
sistema o cuando se dis-
minuye el número de muestras de la trayectoria deseada. Estos resultados se verán en 
las siguientes secciones. 

 

Con el método propuesto se consigue mantener el error en la imagen por debajo de 
15 píxeles durante el seguimiento de la trayectoria. En la Fig. 3-42.(a) se observa 

Fig. 3-41 Trayectoria descrita por la cámara en el espacio 3-D. Posición inicial fuera de la deseada.
Seguimiento completo de la trayectoria deseada 
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Fig. 3-40 (a) Trayectoria deseada en la imagen. (b) Comparativa entre la tra-
yectoria deseada y la obtenida con el método de seguimiento propuesto 
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además, que existe un error residual menor de un píxel que no afecta a la terminación 
de forma correcta de la trayectoria. 

La Fig. 3-42.(b) muestra las velocidades enviadas al extremo del robot durante el 
seguimiento de la trayectoria. El módulo de la velocidad de traslación se mantiene 
constante en torno a 10 mm/s tal y como se esperaba. 

 

3.7.2 Resultados experimentales. Comparativa con otros métodos de 
seguimiento 

Para demostrar el correcto funcionamiento en entornos reales de la estrategia pro-
puesta de seguimiento de trayectorias en la imagen basado en control visual virtual, se 
van a mostrar los resultados obtenidos empleando un sistema robótico, cuya arquitec-
tura se ha descrito en el Apartado 3.6.2, para el seguimiento de distintas trayectorias 
representativas. 3.7.2.1 Comparativa frente a sistemas de seguimiento con control visual dependientes del tiempo 

Como se ha descrito a lo largo de este capítulo, los sistemas que hacen uso de con-
trol visual para el seguimiento de trayectorias utilizados hasta la actualidad [Mezouar-
2002b, Mezouar-2003, Malis-2004b, Chesi-2005, Chesi-2007a, Chesi-2007b, Mezouar-
2009] emplean una referencia variable con el tiempo. Se ha expuesto que estos sistemas 
no garantizan un correcto seguimiento de la trayectoria, pudiendo ser las referencias 
excesivamente restrictivas, con lo que el sistema intentará en todo momento mantener 
estas restricciones temporales a pesar de no realizar un correcto seguimiento de la tra-
yectoria. El hecho de emplear el seguimiento intemporal de trayectorias en la imagen 
basado en control visual virtual garantiza el correcto seguimiento, no viéndose el sis-
tema afectado ante restricciones temporales (ver video3-5mpg en DVD adjunto). 

Supóngase que el robot se encuentra trabajando en un entorno real en el que puede 
interaccionar con cualquier elemento del entorno. Para posibilitar esto, se introduce en 
el robot un sensor de fuerza de forma que cuando se detecte una fuerza de interacción 
elevada se pueda detener el seguimiento de la trayectoria o modificar la misma. Con 
estas condiciones se realiza el seguimiento de la trayectoria deseada empleando se-
guimiento intemporal de trayectorias en la imagen basado en control visual virtual. Si 

Fig. 3-42 (a) Error en la imagen. (b) Evolución con el tiempo de la velocidad aplicada al robot 
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no se realiza ninguna interacción del robot con el entorno, y el sistema de seguimiento 
intemporal de trayectorias en la imagen basado en control visual virtual actúa nor-
malmente, la duración de la trayectoria es de 12 segundos. Sin embargo, para exponer 
la diferencia en el comportamiento del sistema con otro dependiente del tiempo, en la 
Fig. 3-43 se muestra un ejemplo de seguimiento en el que durante el transcurso de la 
trayectoria ésta se obstruye durante una duración aproximada de 3 segundos. 

 

Durante la obstrucción el robot se sale 
de la trayectoria 3-D deseada. En la Fig. 3-
43, además de la  trayectoria 3-D descrita 
por el extremo del robot, también se mues-
tra la deseada en azul. En esta figura se 
observa que, una vez finalizada la obstruc-
ción de la trayectoria, el sistema continúa 
con el seguimiento de la misma a partir de 
la siguiente referencia. 

La Fig. 3-44 muestra la evolución de las 
características en la imagen usando el 
método propuesto de seguimiento intem-
poral. 

En la gráfica se puede observar el co-
rrecto seguimiento de la trayectoria desea-

Fig. 3-43 Trayectoria 3-D obtenida con seguimiento intemporal de trayectorias en la imagen basado
en control visual virtual 

Trayectoria 3-D deseada 
Trayectoria 3-D obtenida 

500

550

600

650
0

50
100

150
200

250

500

550

600

650

Y (mm)X (mm)

Z 
(m

m
)

inicio

fin

500

550

600

650
0 50 100 150 200 250

Y (mm)

X 
(m

m
)

inicio

fin

500 550 600 6500 50 100 150 200 250

500

550

600

650

X (mm)
Y (mm)

Z 
(m

m
)

fin

inicio

3.7 

Fig. 3-44 Evolución de las características en la imagen
obtenida con seguimiento intemporal de trayectorias en la
imagen basado en control visual virtual 
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da hasta el momento en el que se obstruye el seguimiento de manera externa. A partir 
de que se libera el robot el sistema vuelve a la trayectoria para terminarla a partir de la 
siguiente referencia. 

Supóngase ahora que se aplica un sistema de control visual con referencias varia-
bles con el tiempo para el seguimiento de una trayectoria en imagen. Como se hizo en 
el caso anterior, durante el transcurso de la trayectoria, ésta se obstruye durante 3 se-
gundos. El resultado del seguimiento obtenido se representa en la Fig. 3-45. En esta 
figura se ha representado en azul la trayectoria deseada, y se observa claramente como 
el sistema de seguimiento no es capaz de continuar con la trayectoria una vez finaliza-
da la obstrucción. Esto es debido a que al aparecer cualquier suceso imprevisto durante 
el seguimiento, como es en este caso una interacción con el entorno, las referencias 
temporales se desfasan y se hacen excesivamente restrictivas, con lo que el sistema 
tiende a intentar mantener estas restricciones temporales a pesar de no conseguir reali-
zar el seguimiento de la trayectoria deseada. 

 

El efecto expuesto en la Fig. 3-45 se muestra con mayor claridad si la duración de la 
obstrucción es mayor. Para ello, en la Fig. 3-46 se muestra un ejemplo de seguimiento 
en el que la duración de la obstrucción es de 6 segundos. Este aspecto resulta funda-
mental cuando el robot interactúa con el entorno, tal y como se verá en el Capítulo 6, 
ya que, por ejemplo, una operación de desensamblado puede retener el robot más 

Fig. 3-45 Trayectoria 3-D obtenida con sistemas dependientes del tiempo (Obstrucción de 3 s) 
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tiempo del necesario y el comportamiento deseado sería el de continuar con la trayec-
toria independientemente de la duración de la obstrucción. 

La Fig. 3-47 muestra la evolución de las características en la imagen usando un 
método de seguimiento temporal. En la gráfica se puede observar el correcto segui-

miento de la trayectoria deseada hasta el momento en el que se obstruye el seguimien-
to de manera externa. Sin embargo, a par-
tir de que se libera el robot el sistema es 
incapaz de volver a la trayectoria deseada 
en el punto en el que había comenzado la 
obstrucción, ya que se han perdido las 
referencias temporales. 

En la Fig. 3-47 se muestra la evolu-
ción de las características en la imagen 
para una obstrucción de 6 segundos. Co-
mo la obstrucción ha durado demasiado 
tiempo, se han perdido todas las referen-
cias y en ningún momento el sistema es 
capaz de llevar al robot a un punto in-
termedio de la trayectoria deseada. Este 
problema puede impedir el correcto fun-
cionamiento de un sistema robótico para 
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Fig. 3-47 Evolución de las características en la imagen
obtenida con sistemas de seguimiento temporales 
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tareas de repetición de trayectorias como podría ser un sistema automático de corte o 
de inspección de piezas. En la carpeta VidCap3 del DVD adjunto a esta Tesis se puede 
ver una prueba de seguimiento. En el video3-1.mpg se muestra una trayectoria desea-
da. El mal comportamiento de un sistema temporal se puede ver en el video3-2.mpg. 
Sin embargo, como se observa en los vídeos video3-3.avi y video3-4.avi, cuando el ro-
bot es alejado de su trayectoria deseada, con el método intemporal se retoma siempre 
ésta desde el punto en el que se dejó. 3.7.2.2 Comparativa con control visual basado en flujo de movimiento 

El método propuesto para el seguimiento de trayectorias en la imagen mejora cier-
tos aspectos del control visual basado en flujo de movimiento descrito en el Apartado 
3.3. La principal mejora radica en el hecho de tratar de forma conjunta la información 
de las características visuales observadas en una determinada posición de la cámara a 
lo largo de la trayectoria deseada. En el control visual basado en flujo de movimiento, 
las trayectorias se siguen de forma individual para cada característica. Esto obliga a 
retrasar el seguimiento de la trayectoria individual más rápida para que adecúe su ve-
locidad a la del resto de trayectorias individuales. En el método propuesto, el segui-
miento se realiza contemplando las características visuales como un único vector de 
características ks. De forma que el sistema tratará de mover al robot hacia una posición 
válida de la cámara dentro de la trayectoria predefinida. Además, el nuevo método 
propuesto, permite especificar una velocidad de seguimiento. En el control visual ba-
sado en flujo de movimiento esto no es posible directamente. Para controlar la veloci-
dad se tiene que modificar varios parámetros que tienen una influencia indirecta en el 
cambio de la velocidad, pero que a su vez introducen problemas de oscilaciones y error 
en el seguimiento en imagen y en 3-D.  

Para ilustrar las mejoras descritas, se ha realizado el seguimiento de una misma 
trayectoria con ambos métodos. La trayectoria es la mostrada en la Fig. 3-48. 

 

En una primera prueba, se ejecuta primero el control visual basado en flujo de mo-
vimiento con una velocidad (controlada indirectamente a partir de otros parámetros) 
de aproximadamente 10 mm/s (ver Fig. 3-49.(a)). El objetivo para compararlo con el 
método propuesto será realizar el seguimiento especificándole la misma velocidad de 
10 mm/s (ver Fig. 3-49.(b)). 
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En la Fig. 3-50 se muestra la evolución del módulo de la velocidad aplicada al robot 
al realizar la tarea de seguimiento de la trayecto-
ria con ambos métodos. En rojo se representa la 
evolución del módulo de la velocidad usando 
control visual basado en flujo de movimiento. Se 
puede apreciar que el método no permite ajustar 
la velocidad de modo constante. El módulo de la 
velocidad es muy oscilante, aunque la media si se 
sitúa en esos 10 mm/s. En azul está representada 
la evolución del módulo durante el seguimiento 
con el método propuesto. Aquí sí se observa que 
se controla correctamente la velocidad del segui-
miento, obteniendo los 10 mm/s deseados en 
régimen estacionario. 

Con esta velocidad, se obtiene un resultado aceptable tanto con el control visual 
basado en flujo de movimiento, como con el 
método propuesto de seguimiento de trayectorias 
en la imagen basado en control visual virtual. La 
Fig. 3-51 muestra la trayectoria deseada, así como 
la evolución de las características en la imagen al 
utilizar ambos métodos para el seguimiento. 

El método propuesto consigue mayor preci-
sión a la misma velocidad que el basado en flujo 
de movimiento. Este hecho se hace más patente al 
aumentar la velocidad del seguimiento. Con el 
objetivo de ilustrar este aspecto, se realiza la 
misma prueba modificando los parámetros del 
flujo de movimiento que permiten obtener una 
velocidad mayor durante el seguimiento. La ve-
locidad, tal y como ocurría en la prueba anterior, 
es más oscilante en el caso de control visual ba-
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Fig. 3-49 Evolución con el tiempo de la velocidad aplicada al robot. (a) Control visual basado en flujo de
movimiento. (b) Método de seguimiento intemporal de trayectorias en la imagen basado en control vi-
sual virtual 
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sado en flujo de movimiento (ver Fig. 3-52.(a)) que en el caso de usar el método 
propuesto (ver Fig. 3-52.(b)). De nuevo, dado que con control visual basado en flujo de 

movimiento no se controla directamente la velocidad del seguimiento, se ejecuta pri-
mero este método para, una vez ha concluido la 
tarea, repetir la prueba con la velocidad con la 
que se ha realizado el seguimiento con flujo de 
movimiento. 

En la Fig. 3-53 se muestra la evolución del 
módulo de la velocidad obtenido. Se observa que 
con el método propuesto se consigue controlar 
perfectamente la velocidad a 100 mm/s. Con con-
trol visual basado en flujo de movimiento se ob-
tiene aproximadamente esa velocidad, pero como 
se observa, de una manera muy oscilante. 

La evolución en la imagen (ver Fig. 3-54), sin 
embargo, parece mejor en el seguimiento realiza-
do con control visual basado en flujo de movi-
miento. Sin embargo, tal como muestra la Fig. 3-
55, la trayectoria 3-D de la cámara muestra cla-
ramente que el método propuesto se aproxima 
mucho más a la trayectoria 3-D deseada a tan 
altas velocidades. El control visual basado en 
flujo de movimiento se vuelve demasiado osci-
lante, y al no controlar la velocidad directamente, 
se debe sacrificar precisión para conseguir elevar 
la velocidad. El resultado es un seguimiento mu-
cho menos preciso de la trayectoria deseada, en 
más iteraciones y con ningún control sobre la 
velocidad del seguimiento. 
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Fig. 3-53 Evolución con el tiempo del módulo de
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3.7.3 Estudio del comportamiento frente a variación de los parámetros del 
sistema 

En este apartado se va a analizar la respuesta del sistema ante distintos valores de 
los parámetros que definen su comportamiento. Dos son los parámetros principales 
que definen el seguimiento de trayectorias en el espacio imagen utilizando el método 
propuesto: la velocidad deseada durante el seguimiento, y el muestreo de posiciones 
de la cámara en la trayectoria deseada. 3.7.3.1 Estudio de la respuesta del sistema ante variaciones en la velocidad 

Para analizar el comportamiento del sistema ante variaciones de este parámetro, en 
la Fig. 3-56 se ha representado la trayectoria 3-D de la cámara para distintas velocida-
des. Para velocidades superiores a los 40 mm/s se empieza a observar pérdida en la 
precisión del seguimiento. Sin embargo, estas velocidades son muy altas, y el compor-
tamiento es más que aceptable. 

En la Fig. 3-57 se muestra la trayectoria obtenida en la imagen según se aumenta el 
valor de la velocidad. En esta figura se observa que según se aumenta la velocidad de 
seguimiento el error obtenido va siendo mayor. Esto es lógico, ya que al aumentar la 
velocidad se sacrifica precisión. 

Finalmente, en la Fig. 3-58 se muestra las velocidades aplicadas al robot en los dis-
tintos experimentos realizados. Se observa que la velocidad es controlada satisfac-

Fig. 3-55 Distintas vistas de la trayectoria descrita por la cámara en el espacio Cartesiano 3-D 
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toriamente, a la vez que el número de iteraciones va disminuyendo conforme se sube la 
velocidad deseada. 
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Fig. 3-57 Resultados obtenidos para el seguimiento de trayectorias modificando la velocidad de segui-
miento. (a) |v|=10mm/s (b) |v|=40mm/s (c) |v|=70mm/s (d) |v|=100mm/s (e) |v|=200mm/s
(f) |v|=400mm/s 
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Fig. 3-58 Evolución de la velocidad aplicada al robot para distintos valores de la velocidad de seguimien-
to. (a) |v|=10mm/s (b) |v|=40mm/s (c) |v|=70mm/s (d) |v|=100mm/s (e) |v|=200mm/s (f) |v|=400mm/s
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3.7.3.2 Estudio de la respuesta del sistema ante variaciones en el muestreo de la trayectoria deseada 
En el apartado anterior se ha ilustrado el efecto de cambiar la velocidad deseada 

durante el seguimiento de la trayectoria dada. Otro parámetro que permite obtener 
distintas trayectorias, tanto en imagen como en 3-D es el muestreo de la trayectoria 
deseada. El sistema es capaz de muestrear la trayectoria deseada para realizar el se-
guimiento. Hasta ahora, en todos los experimentos representados usando el método 
propuesto se han mostrado trayectorias muestreadas tal y como se definieron en el 
Apartado 3.2. En la Fig. 3-59 se muestra la evolución de las características en la imagen 
para distinto muestreo de la trayectoria deseada. El muestreo original es de 1 muestra 
cada 3,5 cm en la trayectoria 3-D. Se observa que al disminuir el número de muestras se 
obtiene menor precisión en el seguimiento de la trayectoria deseada. 

 

En la Fig. 3-60 se muestra la trayectoria 3-D de la cámara cuando se selecciona 1 
muestra de cada 10 en la trayectoria deseada en la imagen. La trayectoria 3-D mantiene 
su paso por la trayectoria deseada en 1 de cada 10 muestras, realizando una interpola-

Fig. 3-59 Evolución de las características en la imagen para: (a) Muestreo original (b) 1 de cada 5 muestras
(c) 1 de cada 10 muestras (d) 1 de cada 20 muestras 
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ción en 3-D (tanto en posición como en orientación) de la cámara entre muestra y 
muestra. El resultado es una trayectoria 3-D válida muy próxima a la deseada, pero 
con menor número de iteraciones, como se puede ver en la Fig. 3-61.(a), donde se 
muestra la evolución del módulo de la velocidad para distintas pruebas donde se ha 
modificado el número de muestras de la trayectoria deseada. 

 

En la Fig. 3-61 se ha representado en azul la evolución del módulo de la velocidad 
para el seguimiento de la trayectoria original, es decir, sin modificar el número de 
muestras. Las distintas gráficas representadas en la Fig. 3-61 muestran la reducción en 
el número de iteraciones del seguimiento al disminuir el número de muestras de la 
trayectoria deseada. Al mismo tiempo permite comprobar que el módulo se mantiene 
constante en torno a los 10 mm/s. 

Fig. 3-60 Distintas vistas de la trayectoria descrita por la cámara en el espacio Cartesiano 3-D para 1 de
cada 10 muestras 
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En la Fig. 3-62 se ha representado para distinto muestreo de la trayectoria deseada 
la evolución del error en la imagen durante el seguimiento. Estas gráficas ilustran lo 

Fig. 3-61 Evolución del módulo de la velocidad para: (a) 1 de cada 5 muestras (b) 1 de cada 10 muestras
(c) 1 de cada 20 muestras 
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Fig. 3-62 Evolución del error en la imagen durante el seguimiento para: (a) Muestreo original (b) 1 de cada
5 muestras (c) 1 de cada 10 muestras (d) 1 de cada 20 muestras 
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que se comentaba anteriormente de la disminución de la precisión al disminuir el 
número de muestras. 

El seguimiento intemporal de trayectorias en la imagen basado en control visual 
virtual permite modificar el número de muestras de la trayectoria que se va a seguir. 
La modificación de este parámetro es, quizás, menos interesante que la modificación de 
la velocidad. El resultado es un seguimiento en menos iteraciones, con la consecuente 
pérdida de precisión, ya que se pierde información en la pérdida de muestras. 

3.8 Conclusiones 
En el presente capítulo, se ha presentado un nuevo método (que constituye una de 

las principales aportaciones de esta Tesis) para realizar el seguimiento de una trayecto-
ria previamente definida en el espacio imagen usando control visual. La mayoría de los 
métodos propuestos hasta la fecha para realizar esta tarea no tienen en cuenta posibles 
interacciones con el entorno, ya que presentan un comportamiento temporal. En estos 
métodos, la obstrucción de la trayectoria no impide seguir enviando referencias al sis-
tema y cuando consigue evitar el obstáculo o éste desaparece, el sistema no será capaz 
de seguir la trayectoria desde el punto en el que la dejó. Para resolver este problema se 
ha descrito el control visual basado en flujo de movimiento. Esta técnica sí que presen-
ta un comportamiento intemporal y, por tanto, permite al sistema interactuar con el 
entorno completando con éxito la tarea de seguimiento de una trayectoria en el espacio 
imagen. Sin embargo, como se ha presentado en este capítulo, el flujo de movimiento 
presenta un problema fundamental, que es el de no tratar el seguimiento del objeto en 
el espacio imagen a partir de todas sus características en conjunto. El flujo de movi-
miento se calcula de forma individual para cada punto característico, de ahí que la evo-
lución en el espacio imagen de cada punto pueda tener distinta velocidad. Esto llevaría 
a casos en los que el sistema se encontrara en una configuración 3-D de la cámara im-
posible. 

Previamente a la propuesta realizada para el seguimiento de trayectorias en el es-
pacio imagen, se ha propuesto un seguimiento intemporal basado en el cálculo de una 
norma de la matriz de homografía 2-D. Este método presenta un comportamiento in-
temporal, y surge de la necesidad de agrupar las características en un solo parámetro 
que evite los problemas descritos en la Sección 3.3 con el flujo de movimiento. Sin em-
bargo, tras realizar distintos experimentos, se concluye que el método no es lo suficien-
te robusto y se plantea un nuevo método para realizar el seguimiento de las trayecto-
rias en la imagen. 

El método propuesto permite resolver los dos problemas. Por un lado presenta un 
comportamiento intemporal, lo que lo hace especialmente adecuado para tareas en las 
que haya interacción con el entorno. Por otro lado, este nuevo sistema de seguimiento 
de trayectorias en la imagen basado en control visual virtual resuelve el problema que 
presentaba el flujo de movimiento de tratar las características por separado. Agrupan-
do las características durante el seguimiento se consigue obtener siempre una configu-
ración válida en el espacio cartesiano 3-D. Además, este nuevo método propuesto de 
seguimiento de trayectorias en la imagen permite mantener una velocidad constante 
durante la tarea. 
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Como consecuencia de la utilización de esta información no dependiente del tiem-

po, se concluye un aspecto fundamental de la estrategia descrita en este capítulo que es 
el hecho de que permite el seguimiento de trayectorias especificadas sin tener en con-
sideración el tiempo. Como han mostrado los resultados obtenidos, el uso del sistema 
propuesto permite realizar el seguimiento de trayectorias en el espacio de la imagen, 
evitando las limitaciones y problemas existentes en los sistemas de control visual tanto 
dependientes como independientes del tiempo que han sido utilizados hasta la actua-
lidad para el seguimiento de trayectorias en el espacio de la imagen.  

A partir de las pruebas realizadas, se puede concluir que con el sistema propuesto 
se obtiene no solo un seguimiento correcto en la imagen, sino también en el espacio 
Cartesiano 3-D, asegurando una velocidad de seguimiento constante. 

  

3.8 
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4.1 Introducción 
En el Capítulo 3 se ha presentado un método para el seguimiento de trayectorias 

en la imagen generadas a partir de una determinada trayectoria 3-D. A lo largo de la 
trayectoria 3-D seguida por el robot puede darse el caso de variaciones en los paráme-
tros intrínsecos de la cámara situada en el extremo del robot. En este Capítulo se va a 
proponer un método para realizar el seguimiento de la trayectoria deseada incluso en 
situaciones como la descrita en las que se modifican los parámetros intrínsecos a lo 
largo de la tarea a realizar. Esto es posible gracias al uso de control visual virtual que 

Normalmente, en los sistemas de con-
trol visual desarrollados hasta la fecha, 
la cámara es calibrada en un proceso 
previo. Esta calibración off-line permite 
obtener el valor de los parámetros 
intrínsecos que se necesitan para el 
cálculo de la matriz de interacción a lo 
largo de la tarea de control visual. La 
correcta estimación de estos parámetros 
internos de la cámara mejora conside-
rablemente el comportamiento de los 
sistemas de control visual. 

En el Capítulo 3 se ha propuesto un 
sistema capaz de realizar el seguimien-
to de una trayectoria en la imagen. El 
muestreo de la trayectoria que la cáma-
ra debe realizar entre la posición inicial 
y la deseada reduce la necesidad de 
conocer de forma exacta los parámetros 
intrínsecos de la cámara. Sin embargo, 
con una calibración off-line, no se tie-
nen en cuenta posibles modificaciones 
de los parámetros intrínsecos durante la 
tarea. Estos parámetros varían en situa-
ciones como cuando se modifica el
zoom de la cámara o se calienta debido

al régimen de trabajo, con lo que la ca-
libración inicial no sería correcta. 

Una calibración on-line que permita 
actualizar los parámetros internos de la 
cámara permitirá no sólo mejorar el 
comportamiento del sistema de control 
visual, sino que además posibilitará 
tener en cuenta los aspectos anteriores. 
En este Capítulo se propone el uso de 
control visual virtual para realizar la 
calibración on-line de la cámara duran-
te cualquier tarea de control visual. 
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permite obtener tanto los parámetros extrínsecos como los intrínsecos de la cámara a 
partir de la imagen captada por ésta (en el vídeo video4-1.wmv de la carpeta VidCap4 
situada en el DVD adjunto a esta Tesis se observa cómo se actualizan los parámetros 
extrínsecos de la cámara utilizando control visual virtual). Este método también permi-
tiría realizar el seguimiento de trayectorias cuando la cámara presenta un zoom varia-
ble, lo que provoca una modificación de los intrínsecos durante la tarea. 

Como se podrá comprobar a lo largo de este Capítulo, el control visual virtual 
permite calcular los parámetros extrínsecos de una cámara a partir de la información 
visual obtenida de una imagen captada por ésta. Sin embargo, las pruebas realizadas 
demostrarán que, aunque se obtienen unos parámetros intrínsecos cercanos a los re-
ales, su resultado depende de la posición inicial de la cámara virtual. Además, durante 
la calibración, se pueden obtener valores de los intrínsecos imposibles o muy lejanos a 
los reales [Pomares-2007a]. 

En el presente capítulo se presenta un método que permite obtener los parámetros 
intrínsecos de forma precisa a partir de más de una imagen, incrementando la robustez 
de los sistemas de control visual virtual clásicos.  

En [Malis-2004b] se propone un sistema de control visual invariante a posibles 
cambios en los parámetros intrínsecos de la cámara. Sin embargo, usando esta aproxi-
mación realmente no se calculan los parámetros intrínsecos durante la tarea, más bien 
se demuestra que el sistema propuesto es robusto a pesar de grandes errores en la es-
timación de estos parámetros. A pesar de que los sistemas de control visual son robus-
tos con respecto a errores en los parámetros intrínsecos, se obtiene un mejor compor-
tamiento si estos parámetros son estimados correctamente [Chaumette-2006] (los 
parámetros intrínsecos son necesarios para estimar la matriz de interacción que rela-
ciona la velocidad de la cámara y las variaciones de las características en el espacio 
invariante). En este Capítulo se describe un sistema de control visual que aprovecha las 
imágenes capturadas durante la tarea para determinar los parámetros internos de la 
cámara. Este método permite completar la tarea, no sólo sin ningún conocimiento pre-
vio de la calibración de la cámara, sino también cuando los parámetros intrínsecos var-
ían durante la tarea. Además, el cálculo de los parámetros de la cámara se realiza en 
muy poco tiempo, ya que la imagen ya procesada para realizar la tarea de control vi-
sual proporciona la información necesaria para hacer converger los parámetros de la 
cámara virtual a los de la real. La convergencia se consigue con operaciones básicas 
que no consumen apenas tiempo del procesador. 

En las últimas décadas, los métodos para la calibración de las cámaras han sido 
ampliamente investigados [TsaiRY-1987, ZhangZ-1999]. Entre estos métodos, se han 
propuesto sistemas de autocalibración [Hemayed-2003]. La mayoría de ellos referentes 
a parámetros intrínsecos desconocidos pero constantes. En este tipo de sistemas es a 
menudo complicado obtener buenos resultados y el comportamiento depende de la 
escena observada. En el presente Capítulo se propone el uso de la información de la 
imagen obtenida durante la ejecución de la tarea de control visual para calibrar la 
cámara. 

4.1



  109 Seg. de trayectorias con control visual adaptativo Combinando control visual y control visual virtual
4.2 Combinando control visual y control visual virtual 

Con el objetivo de aumentar la precisión de los sistemas de control visual virtual 
clásicos y posibilitar su utilización para determinar los parámetros extrínsecos e intrín-
secos de la cámara, en este apartado se propone la utilización conjunta de control vi-
sual virtual y control visual. Para ello, en cada iteración de un sistema de control visual 
se ejecutará una convergencia completa de control visual virtual. Además, para dotar 
de más robustez al sistema, se propone la utilización en la calibración de las últimas w 
imágenes, constituyendo lo que se ha denominado calibración multi-imagen. 

Una tarea robótica puede describirse con una función que debe ser regulada a cero. 
La función de tarea e se define como: 

d ,= −s se (4.1)

donde s es un vector que contiene i características visuales correspondientes con el 
estado actual, mientras que sd contiene los valores de las características visuales en la 

posición deseada. sd no sólo depende de la posición deseada de la cámara, c
odM , sino 

que también depende de los parámetros intrínsecos,ξ . Con el objetivo de cumplir con 
la tarea e se puede definir una ley de control simple. Imponiendo un decrecimiento 
exponencial de la función de tarea e ( λ= −e e ) (siendo λ  una ganancia positiva) se ob-
tiene: 

( )c s d
ˆ ,λ += − −L s sv (4.2)

donde s
ˆ+L  es la pseudoinversa de una estimación de la matriz de interacción. En la es-

timación de matriz de interacción, sL̂  se pueden usar los resultados del método de ca-
libración que se describirá en el siguiente Apartado. 

Así, en cada iteración, i, de la tarea de control visual, se ejecuta una convergencia 
completa del sistema de control visual virtual utilizando varias imágenes. En el control 
visual virtual (descrito en el Capítulo 2) las características deseadas, pd, son las obser-

vadas en el instante i (pd=s). Las iniciales, p, son calculadas por retroproyección usando 

los parámetros extrínsecos e intrínsecos determinados en el instante i-1. En cada itera-
ción de la tarea de control visual, los resultados de la calibración se usan para actuali-
zar sL̂  y sd. 

4.3 Calibración multi-imagen 
Como se muestra en [Marchand-2001] cuando se emplea control visual virtual para 

la calibración de una cámara, los parámetros intrínsecos obtenidos pueden variar de-
pendiendo del punto de vista. Una posible solución es integrar en el proceso de mini-
mización información procedente de diferentes imágenes adquiridas desde diferentes 
cámaras virtuales. Para conseguirlo, si la calibración de la cámara se realiza durante el 
proceso de control visual, se pueden usar en la calibración distintas imágenes obteni-
das durante el movimiento real de la cámara. Considérese que se usan w imágenes. El 

4.3 



110 Control visual-fuerza autocalibrado para seguimiento de trayectorias en tareas cooperativas robóticas 
conjunto de w imágenes también se llama ventana de calibración. Considérese también 
que los parámetros intrínsecos no varían o que en las w imágenes la variación de los 
parámetros intrínsecos puede considerarse nula. 

La matriz de interacción considerada para la calibración multi-imagen se formará a 
partir de la matriz de interacción definida en (2.58), teniendo en cuenta cómo varían las 
características en la imagen de cada cámara virtual debido a la velocidad y a los pará-
metros intrínsecos de la cámara virtual: 
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(4.3)

Por lo tanto, en este caso, la acción de control y error de la ecuación (2.55) será 

( )T1 2 w
c c c ξ=V T T T , y ( )T1 1 2 2 w w

d d d= − − −e s s s s s s  respectivamente. Un 

aspecto importante de la calibración multi-imagen es que permite la convergencia en 
situaciones en las que la calibración mono-imagen no puede proporcionar los paráme-
tros intrínsecos correctos. Estos aspectos se tratarán más adelante, en el Apartado 4.5 
de resultados, donde se detallarán distintos experimentos que permiten concluir que la 
calibración mediante control visual virtual a partir de una sola imagen falla depen-
diendo de la posición inicial de la cámara virtual y de los valores iniciales estimados de 
los parámetros intrínsecos de la cámara. 

Aunque incrementar el número de imágenes para realizar la calibración de la 
cámara real mejore el resultado final, este incremento de imágenes lleva asociado un 
incremento en el número de iteraciones necesarias para obtener una convergencia total 
del sistema de control visual virtual. El tamaño de la ventana de calibración varía en 
función de la tarea de calibración. Durante una tarea de control visual, se debe elegir 
un número de imágenes pequeño que reduzca lo máximo posible el tiempo de proceso 
requerido. Sin embargo, el uso de un número muy pequeño de imágenes podría pro-
ducir cambios bruscos en los parámetros intrínsecos estimados. De esta forma, la mejor 
estrategia es seleccionar de manera dinámica el tamaño de la ventana de calibración 
durante la tarea. A lo largo de la tarea de control visual se obtienen diferentes estima-
ciones de los parámetros intrínsecos. Para estimar el valor correcto de los parámetros 
de calibración se emplea un filtro de Kalman. El vector de estados xk está compuesto 

por los parámetros intrínsecos, ξ , los parámetros extrínsecos ( C
OM  también represen-

tado aquí como rk) y su velocidad kr . Los modelos de estado (paso de predicción) y 

medida (paso de corrección del filtro) son: 

+k 1 k k ,= +x Fx Gv (4.4)

k k k ,= +z Hx w (4.5)
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donde vk es ruido blanco de aceleración con valor promedio igual a cero y wk es el rui-

do de la medida. Considerando un modelo de movimiento basado en la velocidad 
proporcionada por un sistema de control visual (definida en (4.2)), la Ecuación (4.4) 
queda de la siguiente forma: 

( )

2

kk+1

k+1 s d k

k+1 k

1 0 2
ˆ0 1 0 ,

0 0 1 0

t
t

λ t
ξ ξ

+

 Δ
     Δ
     = − − + Δ     
            
  

rr
r L s s v (4.6)

y el modelo del sensor es: 

1 0 0
.

0 0 1
 

=  
 

H (4.7)

Para detectar variaciones en los parámetros intrínsecos se considera la Relación de 
Verosimilitud Generalizada (GLR) [Willsky-1976]. Para actualizar la estimación del 
vector de estado se emplea la siguiente ecuación de compensación: 

( ) ( ) ( )
k+1 k+1

k+1 k+1

k+1 k+1n o

k; k; k; ,a a jθ θ θ
ξ ξ

   
   = + ⋅ − ⋅   
      

r r
r r F  (4.8)

donde los subíndices n y o se refieren a los vectores de estado nuevo y original, respec-
tivamente; ( )k;a θ  es la amplitud del paso obtenida usando el algoritmo de GLR, F se 

define en (4.4) y ( ) ( )k; k;a jθ θ⋅  es el efecto (en el valor de la estimación del vector de 

estado medido en la iteración k) del paso que se produce en la iteración θ . Este méto-
do se aplica para detectar cambios en los parámetros intrínsecos, con lo que únicamen-
te la última componente del vector de estado se actualiza en (4.8). En [Pomares-2005c] 
se pueden encontrar más detalles de la implementación del algoritmo de GLR. Por un 
lado, cuando se incrementa el GLR, el tamaño de la ventana de calibración se incre-
menta también para estimar correctamente 
el valor de los parámetros intrínsecos. Por 
otro lado, si el GLR disminuye, se considera 
que el sistema ha convergido correctamente 
a los parámetros intrínsecos reales y se dis-
minuye el tamaño de la ventana de calibra-
ción con el objetivo de mejorar el compor-
tamiento del sistema (reduciendo los retar-
dos). Para implementar este algoritmo, se ha 
definido la función representada en la Fig. 4-
1 para obtener el número de imágenes de la 
ventana de calibración dependiendo del 
valor del GLR. 
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Fig. 4-1 Función usada para determinar el número de 
imágenes a partir del GLR 
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4.4 Seguimiento intemporal de trayectorias en la imagen basado 
en control visual adaptativo 

La calibración multi-imagen permite obtener, mientras se realiza una tarea de con-
trol visual, los parámetros intrínsecos y extrínsecos de la cámara. En el Capítulo 3 se 
describió un método de seguimiento intemporal de trayectorias en la imagen basado 
en control visual virtual. Para garantizar el correcto comportamiento de este método se 
realizaba una calibración previa de la cámara para conocer sus parámetros intrínsecos. 
Estos parámetros intrínsecos se utilizan en el cálculo de la matriz de interacción que 
aparece en la ley de control visual basado en imagen (ver Ecuación (2.45)). Aunque la 
determinación de forma precisa de los parámetros intrínsecos no es necesaria para ob-
tener la convergencia en los sistemas de control visual, el comportamiento del sistema 
mejora si se consigue estimar su valor de forma correcta. Con el método descrito de 
calibración multi-imagen se puede actualizar en cada iteración del control visual el 
valor de los parámetros intrínsecos, y así mejorar el comportamiento del sistema. 

Además, la inclusión de la calibración multi-imagen en cada iteración del control 
visual aporta la posibilidad de realizar un seguimiento de la trayectoria deseada en 
condiciones en las que los parámetros internos de la cámara se modifiquen. Esto per-
mite, por ejemplo, realizar seguimiento de trayectorias en la imagen con variaciones en 
la distancia focal de la cámara. En la Fig. 4-2 se muestra en rojo la aportación de la cali-
bración multi-imagen al esquema del seguimiento intemporal de trayectorias en la 
imagen basado en control visual virtual descrito en el Apartado 3.5. 
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Fig. 4-2 Esquema del método de seguimiento intemporal presentado en el apartado 3.5 con la mejora de la cali-
bración multi-imagen 
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4.5 Resultados 

Para la realización de las pruebas de calibración, se ha empleado una cámara en 
configuración “eye-in-hand” que ha sido sometida previamente a un proceso de calibra-
ción off-line que permita estimar los parámetros intrínsecos (ver Fig. 4-3.(a)). Usando el 
método de Zhang [ZhangZ-1999] se han obtenido los siguientes parámetros intrínse-
cos: las coordenadas del punto principal son (u0, v0) = (168.75, 121.5) px, y la distancia 

focal en las direcciones u y v son (412.92, 423.69) mm respectivamente. Se han usado 10 
imágenes para hacer esta calibración previa. Para la calibración usando la aproxima-
ción de control visual virtual se ha empleado el objeto 3-D representado en la Fig. 4-
3.(b) del que se pueden extraer 5 elipses. 

 

4.5.1 Control visual virtual mono-imagen 

En el control visual virtual mono-imagen, la calibración se lleva a cabo utilizando 
únicamente una imagen. Los parámetros intrínsecos iniciales considerados en la cali-
bración son los proporcionados por el fabricante: (fu, fv) = (313, 301) mm y (u0, v0) = (154, 

99) px. Con el objetivo de evaluar el comportamiento de la calibración empleando una 
única imagen, se ha obtenido la Tabla 4-1. Esta tabla indica los parámetros intrínsecos 
obtenidos desde diferentes posi-
ciones iniciales de la cámara vir-
tual. La cámara real está situada en 
la posición (3.68, 39.766, 303.374) 
mm, y en la orientación según los 
ángulos de Euler (α, β, γ) = (2.97, 
0.86, 1.57) rad. Las trayectorias 
obtenidas durante los diferentes 
experimentos de calibración se 
representan en la Fig. 4-4. Prácti-
camente todas las configuraciones 
iniciales llevan a obtener los pará-
metros intrínsecos de la cámara 
real, destacando que independien-
temente de la configuración inicial, 
el sistema de control visual virtual 

Fig. 4-3 (a) Configuración “eye-in-hand” para las pruebas de calibración (b) Objeto 3-D para la 
calibración de la cámara 
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Fig. 4-4 Trayectorias 3-D en diferentes experimentos de calibración
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permite obtener los parámetros extrínsecos reales. 

En estos experimentos, se observa que los parámetros intrínsecos obtenidos varían 
según la posición inicial. Además, en la Tabla 4-1 se puede observar un experimento en 
el que los parámetros intrínsecos obtenidos están muy lejos de los reales (ver la Prueba 
9 marcada en gris). Esta prueba demuestra que los valores obtenidos en la obtención de 
los parámetros intrínsecos mediante control visual virtual no tienen la precisión reque-
rida. Sin embargo, el método funciona perfectamente para calcular los parámetros 
extrínsecos, que es lo que realmente se necesita para el desarrollo del método de se-
guimiento intemporal de trayectorias en la imagen propuesto en el Capítulo 3 de la 
presente Tesis. 

Tabla 4-1 Parámetros intrínsecos obtenidos en diferentes experimentos de calibración 

Prueba Posición inicial (px,py,pz, α, β, γ) 
Parámetros intrínsecos obtenidos

(fu, fv), (u0, v0) 

1 (116.47, 61.51, 252.8, 3.0522, 0.8165, 1.5206) (399.52, 404.06), (167.13, 120.68) 

2 (-61.93, 57.51, 252.8, 3.0522, 0.8165, 1.5206) (398.73, 403.05), (164.82, 120.65) 

3 (180.5, -10.49, 464.8, -2.9187, 0.0252, 1.7817) (406.59, 415.34), (167.27, 119.98) 

4 (-124.3, -5.69, 464.8, -2.8861, 0.9891, 1.8289) (411.46, 422.99), (168.16, 120.22) 

5 (78.07, 50.31, 171.2, 3.0522, 0.8165, 1.5206) (412.72, 424.73), (170.37, 120.79) 

6 (-29.13, 63.91, 202.4, -2.1540, 0.7652, 0.7585) (406.06, 413.13), (170.3, 120.91) 

7 (159.7, 119.9, 418.4, 2.5514, 0.4488, 1.9160) (411.67, 422.84), (169.68, 121.65) 

8 (34.07, 27.11, 160, 2.3255, 0.6177, 1.9713) (412.88, 423.28), (169.41, 121.03) 

9 (-130.7, 117.5, 418.4, 1.8827, 0.3372, 2.1547) (905.66, 1053.23), (-203.84, -149.26) 

En las secciones siguientes se detallan dos de estas pruebas: 

• Prueba 1. Esta prueba funciona perfectamente, obteniendo parámetros de 
calibración cercanos a los reales. Sin embargo, estos resultados se deben mejorar. 

• Prueba 2. Experimento en el que los parámetros extrínsecos e intrínsecos obtenidos 
no son correctos. 4.5.1.1 Prueba 1 

Para observar el comportamiento de 
la calibración mediante control visual 
virtual, se pasa a presentar una descrip-
ción detallada del tercer experimento 
representado en la Tabla 4-1. La Fig. 4-5 
muestra la evolución del error medio 
durante la tarea de control visual virtual. 
En este experimento se puede ver que el 
error decrece exponencialmente. La evo-
lución de los parámetros intrínsecos se 
muestra en la Fig. 4-6. Se representan 
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Fig. 4-5 Error medio en píxeles. Calibración mono-imagen.
Prueba 1 
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también en la Fig. 4-8 las acciones de con-
trol y la trayectoria de la cámara virtual 
durante la tarea. Los resultados de la ca-
libración de la cámara son: (u0, v0) = 

(406.59, 415.34) px, y la distancia focal en 
las direcciones u y v son (167.27, 119.98) 
mm. Se puede observar que los paráme-
tros intrínsecos calculados son muy 
próximos a los obtenidos usando los 
métodos de calibración clásicos off-line. 
Los parámetros extrínsecos obtenidos 
son: posición (9.95, 42.35, 302.3)mm, y 
orientación según los ángulos de Euler (α, 
β, γ) = (2.98, 0.85, 1.57) rad. Es importante 
recalcar que los tiempos para obtener la convergencia total son despreciables (menores 
de 1 ms). Dado que se tiene la imagen, la convergencia se realiza con operaciones bási-
cas, con lo que el tiempo de ejecución sólo depende de la velocidad del procesador. 

 

En este primer experimento se puede observar que el método es válido para el 
cálculo de los parámetros extrínsecos de la cámara. Sin embargo, el método tiene pro-
blemas en la correcta calibración de los 
parámetros intrínsecos. Este tema ha sido 
estudiado en profundidad en [Pomares-
2007a] y se soluciona con la calibración mul-
ti-imagen propuesta en el Apartado 4.3. La 
solución propuesta supone usar más de una 
imagen para obtener la calibración on-line. 4.5.1.2 Prueba 2 

Con respecto a la convergencia de la ca-
libración, se puede afirmar que el sistema es 
capaz de converger cuando aparecen gran-
des errores en la inicialización. Por lo tanto, 
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se obtienen buenos parámetros extrínsecos, sin embargo, se ha observado que los 
parámetros intrínsecos obtenidos pueden variar dependiendo de los parámetros 
extrínsecos iniciales (ver Tabla 4-1). Por ejemplo, considerando los parámetros intrínse-
cos previamente mencionados, si la posición inicial de la cámara es (-130.7, 117.5, 418.4) 
mm y la orientación en ángulos de Euler (1.8827, 0.3372, 2.1547) rad, una vez que se 
desarrolla la tarea de control visual virtual, los parámetros intrínsecos que se obtienen 
son: (u0, v0) = (-203.843, -149.264) px y la distancia focal es igual a (905.661, 1053.23) mm. 

Los parámetros extrínsecos obtenidos son: posición (-307.25 -250.71 -800.56)mm, y la 
orientación en términos de ángulos de Euler (α, β, γ) = (2.9, 0.41, -1.82) rad. En la Fig. 4-
7 y la Fig. 4-9 se representa la evolución del error medio y de los parámetros intrínse-

cos. También se representan en la 
Fig. 4-10 las acciones de control y la 
trayectoria de la cámara. 

Como se observa en la Fig. 4-9, 
durante la calibración pueden apa-
recer valores imposibles de los 
parámetros intrínsecos. En este 
momento la calibración debería aca-
bar dando un error. Esto también 
ocurre en control visual clásico de-
bido a la existencia de mínimos loca-
les. 

 

4.5.2 Control visual virtual multi-imagen 

La calibración utilizando más de una imagen permite solventar los problemas en-
contrados en los experimentos previos de calibración utilizando control visual virtual. 
Para demostrarlo, se considera el experimento presentado en el Apartado 4.5.1.2 y se 
incrementa el tamaño de la ventana de calibración. La Tabla 4-2 muestra los paráme-
tros intrínsecos obtenidos y el número de iteraciones necesarias para la convergencia 
dependiendo del tamaño de la ventana de calibración. Esta tabla presenta también el 
porcentaje de error en los parámetros extrínsecos obtenidos. En esta tabla se puede ver 
que cuanto mayor sea la ventana de calibración más iteraciones se necesitan para la 

Fig. 4-10 Calibración mono-imagen. Prueba 2: (a) Velocidades traslacionales y rotacionales (b) Trayectoria de la
cámara 

0 10 20 30 40 50 60 70
-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

Iteraciones

v 
(m

/s
)

 

 

vx
vy
vz

0 10 20 30 40 50 60 70
-1

-0.5

0

0.5

Iteraciones

w
 (r

ad
/s

)

 

 

wx
wy
wz

vx
vy
vz

wx
wy
wz

-35-30-25-20-15-10-505

-5
0

5

-15

-10

-5

0

5

10

Z 
(m

)

X (m)

Y (m)

(b)(a) 

0 10 20 30 40 50 60 70
-4000

-2000

0

2000

4000

6000

Iteraciones

Fig. 4-9 Evolución de los parámetros intrínsecos. Calibración mo-
no-imagen. Prueba 2 

 u0 (px) 
 v0 (px) 
 fu (mm) 
 fv (mm) 

4.5



  117 Seguimiento de trayectorias con control visual adaptativo Resultados
convergencia, sin embargo, la calibración es más precisa. De esta tabla se puede con-
cluir que es necesario un tamaño de 6 de la ventana de calibración para obtener buenos 
resultados. Tal y como se describió al principio del Apartado 4.5, se ha empleado una 
cámara en configuración “eye-in-hand” que ha sido sometida a un proceso previo de 
calibración para estimar los parámetros intrínsecos: punto principal (u0, v0) = (168.75, 

121.5) px, y la distancia focal en las direcciones u y v (fu, fv) = (412.92, 423.69) mm. 

Tabla 4-2 Efecto de incrementar el número de imágenes para realizar la calibración

Tamaño de la 
ventana de 
calibración 

Parámetros intrínsecos obtenidos 
(fu, fv), (u0, v0) 

% error extrínsecos Iteraciones 

1 (905.661, 1053.23), (-203.843, -149.264) 3181.2 40 

2 (7.89, 757.101), (-523.47, 204.48) 561 55 

3 (409.96, 420.96), (166.8, 120.8) 41.6623 50 

4 (410.38, 421.43), (164.37, 121.15) 14.4884 70 

5 (411.58, 422.88), (166.73, 120.3) 8.15 90 

6 (412.74, 423.28), (168.43, 121.33) 3.1 100 

7 (412.93, 423.65), (168.54, 120.93) 3.6 110 

8 (412.98, 423.78) (169.03, 121.55) 4.2 120 

Para realizar la calibración usando la aproximación de control visual virtual multi-
imagen se vuelve a emplear el objeto 3-D representado en la Fig. 4-3.(b) del que se 
pueden extraer 5 elipses. Para probar la correcta calibración con el método propuesto 
se han realizado las siguientes pruebas: 

• Prueba 1. Ventana de calibración de tamaño 6. Este experimento muestra que, 
usando calibración multi-imagen, el sistema es capaz de converger en una situa-
ción en la que la calibración mono-imagen no funciona correctamente. Se ha ejecu-
tado el mismo experimento desarrollado en la Prueba 2 de la Sección 4.5.1.2, esta 
vez usando calibración multi-imagen y se ha obtenido una correcta convergencia. 

• Prueba 2. Ventana de calibración de 4. Se ejecuta usando calibración multi-imagen 
el mismo experimento anterior. Sin embargo, en este caso, el robot está ejecutando 
una tarea de control visual. En esta prueba se realiza una convergencia completa 
del control visual virtual en cada iteración del sistema de control visual. El sistema 
funciona perfectamente. En este experimento es posible observar que usando una 
ventana de calibración más pequeña, el sistema converge correctamente. 

• Prueba 3. Experimento similar al anterior pero en el que se modifica el zoom de la 
cámara durante el seguimiento. 

Con el objetivo de resumir los resultados obtenidos en los tres experimentos, en la 
siguiente tabla se representan los parámetros intrínsecos obtenidos. 

  

4.5 



118 Control visual-fuerza autocalibrado para seguimiento de trayectorias en tareas cooperativas robóticas 
Tabla 4-3 Parámetros intrínsecos obtenidos en las
distintas pruebas realizadas con la aproximación de
control visual virtual multi-imagen

Prueba 
Parámetros intrínsecos obtenidos

(fu, fv), (u0, v0) 

1 (412.74, 423.28), (168.43, 121.33) 

2 (412.85, 423.45), (168.62 121) 

3 (944.9, 966.8), (155.5, 125) 4.5.2.1 Prueba 1 
En las pruebas realizadas con control visual virtual mono-imagen del Apartado 

4.5.1 se pudo concluir que los parámetros intrínsecos obtenidos desde diferentes pun-
tos de vista podían diferir cuando se realiza la calibración con una sola imagen. En este 
apartado, se desarrolla una calibración multi-imagen para integrar en un único proceso 
de calibración información obtenida de imágenes distintas. Como se ha descrito pre-
viamente, para incrementar la robustez del sistema de calibración se ha propuesto in-
tegrar la información de las imágenes obtenidas durante el proceso de control visual. 

Para ilustrar la correcta convergencia de la calibración multi-imagen en situaciones 
en las que la mono-imagen no funciona correctamente se presenta a continuación de 
forma detallada la convergencia con 6 imágenes. En este experimento, se usan los 
parámetros extrínsecos e intrínsecos iniciales descritos en la prueba 2 de la Sección 
4.5.1.2. Se ha obtenido la evolución del error y de los parámetros intrínsecos mostrada 
en la Fig. 4-11. 

 

Los parámetros intrínsecos obtenidos son: (u0, v0) = (168.43, 121.33) px y la distancia 

focal igual a (412.74, 423.28) mm. Los parámetros extrínsecos obtenidos son: posición 
(4, 39.48, 303.58) mm y orientación según los ángulos de Euler (α, β, γ) = (2.98, 0.86, 
1.57) rad. Estos valores son muy próximos a los obtenidos usando los métodos de cali-
bración off-line (ver la calibración de la cámara usando el método de Zhang). Sin em-
bargo, la velocidad de convergencia ha disminuido. La acción de control y la trayecto-
ria de la cámara durante la tarea también se representan en la Fig. 4-12. 
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 4.5.2.2 Prueba 2 
La prueba anterior destaca que integrando información de diferentes puntos de 

vista se obtiene una calibración más precisa. Ahora, se aplica control visual virtual en 
cada iteración de una tarea de control visual (se completa una convergencia del control 
visual virtual en cada iteración del control visual). De esta forma, en este caso las carac-
terísticas deseadas del control visual virtual (es decir, las extraidas de la imagen) va-
riarán durante la tarea. Este aspecto aporta al sistema mayor variedad de puntos de 
vista utilizados durante la calibración, permitiendo una calibración más precisa. Para 
demostrar esto último, se consideran los mismos parámetros extrínsecos e intrínsecos 
iniciales que en la Prueba 1 descrita en el apartado 4.5.2.1. Sin embargo, en este expe-
rimento, debido a la tarea de control visual, la cámara situada en configuración “eye-
in-hand” (ver Fig. 4-3) está siguiendo la trayectoria 3-D mostrada en la Fig. 4-13. En 
esta figura se representan la trayectoria deseada y un muestreo de los parámetros 
extrínsecos durante la calibración. 

La Fig. 4-14.(a) muestra la evolución del error cuando se consideran 4 imágenes 
(tamaño de la ventana de calibración) en la calibración multi-imagen durante la tarea 
de control visual. La Fig. 4-14.(b) muestra que durante la tarea de control visual la evo-
lución de los parámetros intrínsecos de la 
cámara converge cerca de los deseados. En 
esta figura es posible observar que después 
de la primera ejecución del control visual 
virtual, los parámetros intrínsecos están cer-
ca de la posición real, y luego oscilan alrede-
dor de esta posición para cada nueva con-
vergencia de control visual virtual. También 
se observa que los cambios en la posición de 
las características deseadas (y por lo tanto de 
los parámetros extrínsecos de la cámara) no 
producen cambios bruscos en los parámetros 
intrínsecos estimados. También se puede ver 
que los errores de calibración se han reduci-
do en comparación con los errores de cali-
bración obtenidos usando la misma ventana 
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de calibración y sin desarrollar una tarea de control visual (ver Tabla 4-3). 

 

Los parámetros intrínsecos obtenidos son: 
(u0, v0) = (168.62 121) px y la distancia focal 

igual a (412.85, 423.45) mm. Los parámetros 
extrínsecos obtenidos con el sistema de con-
trol visual son (51.09, 59.85, 390.967) mm y la 
orientación según los ángulos de Euler (α, β, 
γ) = (2.97, 0.73, 1.57) rad. Una vez que la tarea 
de control visual virtual ha terminado se ob-
tiene un error del 4.7% en los parámetros 
extrínsecos. Las acciones de control durante la 
calibración se muestran también en la Fig. 4-
15. Se puede concluir que usando conjunta-
mente control visual y control visual virtual 

es posible obtener buenas calibraciones de los parámetros usando menores ventanas de 
calibración, por lo tanto, incrementando la velocidad de convergencia. 4.5.2.3 Prueba 3 

Finalmente se presenta un experimento en el que los parámetros intrínsecos varían 
durante la tarea. En este caso, el robot está ejecutando la tarea de control visual descrita 
en el apartado anterior. Sin embargo, durante la tarea el zoom de la cámara varía. Se ha 
realizado una calibración de la cámara usando el método de Zhang [ZhangZ-1999] ob-
teniendo: (u0, v0) = (156, 124.8) px y (fu, fv) = (526.5, 539.8) mm. Estos valores son los ini-

ciales para el control visual virtual. En la Fig. 4-16 se representan la evolución de los 
parámetros intrínsecos y del tamaño de la ventana de calibración durante la tarea. Una 
vez que la tarea de control visual termina, los parámetros intrínsecos obtenidos son: 
(u0, v0) = (155.5, 125) px y (fu, fv) = (944.9, 966.8) mm (calibrando la cámara al final de la 

tarea de control visual usando el método de Zhang, los parámetros intrínsecos obteni-
dos son: (u0, v0) = (156.2, 124.7) px y (fu, fv) = (945.4, 967.3) mm). El sistema es por lo tan-

to capaz de determinar correctamente el valor de la distancia focal cuando ésta varía 
durante la tarea. 

Fig. 4-14 Calibración multi-imagen. Prueba 2: a) Error medio en píxeles (b) Evolución de los parámetros intrínse-
cos 
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Calibración multi-imagen. Prueba 2 
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4.6 Conclusiones 
Para obtener un buen comportamiento en los sistemas de control visual virtual, un 

aspecto importante es el uso de la calibración multi-imagen. Empleando únicamente 
calibración mono-imagen, los parámetros obtenidos en la calibración pueden diferir 
dependiendo de los parámetros extrínsecos iniciales. Además, se ha observado que 
usando sólo una imagen, el control visual virtual puede obtener parámetros en la cali-
bración que pueden estar muy alejados de los reales. La calibración multi-imagen in-
crementa la robustez del sistema. Sin embargo, en esta última aproximación, un factor 
importante es la determinación del tamaño de la ventana de calibración. Cuanto más 
grande sea la ventana de calibración, más precisa será la calibración, necesitando por 
contra más iteraciones para la convergencia del sistema. 

Este tipo de sistemas de control visual autocalibrado se puede emplear en situacio-
nes en las que los parámetros intrínsecos varían durante la tarea. Usando esta aproxi-
mación, el sistema es capaz de adaptarse a posibles cambios en los parámetros de cali-
bración de la cámara durante la tarea de control visual. Además, en cada momento, el 
sistema es capaz de determinar la posición de la cámara con respecto al objeto del que 
se extraen las características visuales. 

Aplicando la técnica de calibración descrita en este Capítulo al seguimiento intem-
poral de trayectorias en la imagen basado en control visual virtual descrito en el Capí-
tulo 3, se consigue un seguimiento mejorado al poder actualizar de forma precisa el 
Jacobiano de la imagen empleado en el control visual basado en imagen. Además, 
permite realizar el seguimiento incluso en condiciones en las que los parámetros intrín-
secos varíen durante la tarea de seguimiento, como podría ser el caso de que la cámara 
de seguimiento realizara un zoom sobre la escena. 

Por último, es importante destacar la alta velocidad del método de calibrado. Aun-
que se ejecute la calibración con más de una imagen, dado que estas imágenes ya han 
sido procesadas en cada iteración del bucle de control visual, sólo se invierte tiempo en 
realizar los cálculos para conseguir la convergencia.  

Fig. 4-16 Calibración multi-imagen. Prueba 3: (a) Evolución de los parámetros intrínsecos (b) Evolución del tama-
ño de la ventana de calibración 

0 10 20 30 40 50 60 70
0

100

200

300

400

500

600

700

800

900

1000

Iteraciones
0 10 20 30 40 50 60 70

0

1

2

3

4

5

6

7

Iteraciones

N
úm

er
o 

de
 im

ág
en

es

(b)

4.6 

(a) 



122 Control visual-fuerza autocalibrado para seguimiento de trayectorias en tareas cooperativas robóticas 
 

4.6



123 

 

 

 s 
5 

5 Control visual directo 
para el seguimiento de trayectorias 

 
 

 

5.1 Introducción ........................................ 123 
5.2 Control visual directo con un 

robot de 2 grados de libertad .... 127 
5.3 Seguimiento intemporal 

de trayectorias en la 
imagen basado en control 
visual directo ....................................... 129 

5.4 Resultados de simulación ............ 131 
5.4.1 Descripción del robot simulado .................................. 131 
5.4.2 Esquema de control en Matlab/Simulink .................. 133 
5.4.3 Simulaciones de control visual directo basado en imagen ...................................... 134 
5.4.4 Simulaciones de seguimiento de trayectorias ...................... 135 

5.5 Conclusiones ........................................ 152 

5.1 Introducción 
Como se ha desarrollado en los capítulos anteriores, los sistemas de control visual 

permiten el posicionamiento de un robot manipulador utilizando información visual. 

Las tareas de control visual mostradas 
hasta el momento envían velocidades al 
extremo del robot para controlar sus 
movimientos. Para ello, se hace uso del 
controlador interno del robot, que tra-
duce esas velocidades en el extremo a 
pares y fuerzas sobre las articulaciones. 
El control visual directo permite obte-
ner directamente las fuerzas y pares a 
aplicar a cada articulación del robot. De 
esta forma, se elimina el retardo que 
introduce el uso de un controlador adi-
cional como es el controlador interno 
del robot. El resultado es un control 
más rápido y preciso, ya que se reduce 
el tiempo de envío de órdenes al robot, 
lo que permite a éste reaccionar antes 
ante cambios bruscos de trayectorias. 
El principal inconveniente en el diseño 
e implementación de controladores 
directos es la necesidad de conocer la 
dinámica del robot. Los parámetros 
necesarios para obtener la dinámica se 
obtienen de la fase de diseño de un ro-
bot y dependen entre otras cosas de la 
longitud, masa e inercia de los elemen-
tos que lo componen. 
Enmarcado dentro del proyecto MCYT 
“Manipulación inteligente mediante 
percepción háptica y control visual em-
pleando una estructura articular ubica-
da en el robot manipulador (DPI2008-

02647)” se pretende diseñar y construir 
un pequeño robot de 2 grados de liber-
tad que se situará en el extremo de un 
robot Mitsubishi PA-10. En este capítu-
lo se describe la simulación de un pri-
mer prototipo del robot de 2 grados de 
libertad en Matlab/Simulink. El cono-
cimiento de los parámetros de diseño 
del robot permite obtener su dinámica y 
aplicar leyes de control visual directo 
para su control. A partir de este control 
visual directo se propone un sistema de 
seguimiento de trayectorias en la ima-
gen que permite guiar al robot con un 
comportamiento intemporal. 
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Sin embargo, el uso de estos sistemas de control no permiten inicialmente el 
seguimiento de una determinada trayectoria. Proporcionan un posicionamiento punto 
a punto sin control alguno de las posiciones intermedias. 

También se ha demostrado en el Apartado 2.2.4 que los sistemas de control visual 
basados en imagen son asintóticamente estables únicamente de manera local (es decir, 
son estables en aquellas condiciones en las que la posición inicial del robot y la deseada 
están muy próximas). Sin embargo, en desplazamientos largos, los errores en el cálculo 
de los parámetros intrínsecos de la cámara [Kim-2007], o en la estimación de las distan-
cias al objeto [Malis-2003a] pueden llevar al sistema a un mínimo local [Chaumette-
2006]. Una posible solución es alcanzar la posición final siguiendo una trayectoria de-
seada. El seguimiento de una trayectoria predefinida permite además evitar obstáculos 
fijos en el espacio de trabajo del robot. Esta trayectoria se muestrea, tomándose en cada 
momento una referencia distinta como deseada para el sistema. De esta forma, las po-
siciones actual y deseada se encuentran en todo momento muy cercanas, y el sistema 
aprovecha la estabilidad local del control visual basado en imagen. 

En el Capítulo 3 se ha descrito un método de seguimiento de trayectorias en el es-
pacio imagen llamado seguimiento intemporal de trayectorias basado en control visual 
virtual que permite aprovechar los beneficios mencionados de posiciones inicial y final 
muy cercanas [GarciaGJ-2007c, GarciaGJ-2009d]. Este método, que constituye una de 
las principales aportaciones de esta Tesis, permite realizar el seguimiento de trayecto-
rias manteniendo una velocidad constante indicada por el usuario, asegurando que en 
todo momento la posición 3-D de la cámara presenta una configuración válida. Este 
sistema de seguimiento de trayectorias utiliza control visual indirecto basado en ima-
gen clásico, en el que se asume que el robot es un dispositivo de posicionamiento per-
fecto. Este tipo de control no tiene en cuenta la dinámica del sistema, no siendo ade-
cuado cuando el robot ejecuta movimientos rápidos y/o precisos. 

Como se menciona en [Kelly-1996], hasta mediados de la década de los 90 fueron 
pocos los controladores propuestos basados en visión que tengan en cuenta la dinámi-
ca no lineal de los robots manipuladores. En estos últimos 15 años la tendencia sigue 
siendo la misma. Son pocos los trabajos donde se tiene en cuenta la dinámica del robot. 
Es decir, la mayoría de los controladores desarrollados se diseñan bajo la asunción de 
que el robot es un dispositivo de posicionamiento perfecto con una dinámica despre-
ciable, lo que reduce el problema a un problema de control cinemático basado en las 
imágenes adquiridas por la cámara. El control visual dinámico es una técnica que per-
mite obtener un comportamiento de alto nivel de los sistemas robóticos controlados 
por visión. La eliminación del lazo de control interno del robot permite un procesa-
miento de la imagen a una frecuencia muy elevada. Los trabajos existentes en la litera-
tura en los que se describe el control visual dinámico de un robot tratan, en la mayoría 
de los casos, con robots con pocos grados de libertad. Uno de los primeros trabajos de 
control visual donde se tiene en cuenta la dinámica del robot es el realizado en [Miya-
zaki-1990]. El controlador propuesto por Miyazaki y Masutani se fundamenta en la 
aproximación de controlador basado en la Jacobiana traspuesta, técnica desarrollada 
por primera vez por Takegaki y Arimoto [Takegaki-1981]. El sistema de visión es mo-
delado, sin embargo, como una simple transformación de rotación, no teniendo en 
cuenta la traslación. En [Bishop-1999] se desarrolla un esquema de control por dinámi-
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ca inversa en el que se debe disponer de un conocimiento preciso de la dinámica del 
robot. Los controladores por dinámica inversa alcanzan el objetivo de seguimiento de 
trayectoria mediante la linealización por realimentación de la dinámica no lineal del 
robot. El controlador propuesto por Bishop y Spong permite indicar una trayectoria 
para el extremo del robot, sin embargo, la trayectoria deseada no está codificada en la 
imagen, sino en el espacio Cartesiano 3-D, ya que se realiza un control visual basado en 
posición. Kelly y Márquez [Kelly-1995] consideraron un modelo del sistema cámara-
robot mucho más representativo que el propuesto en [Miyazaki-1990]. El sistema des-
crito sólo trata de resolver el problema del posicionamiento desde un punto a otro co-
nocido. Este método resuelve los problemas surgidos de la necesidad de obtener los 
parámetros intrínsecos de la cámara, sin embargo, requiere conocer de manera precisa 
la orientación de ésta. Éste problema se resuelve en [Kelly-1996] donde se mejora el 
controlador propuesto en [Kelly-1995] para tener en cuenta la incertidumbre generada 
por la orientación de la cámara, permitiendo obtener una estabilidad asintótica local. El 
principal problema de los controladores desarrollados por Kelly et al. es que requieren 
un conocimiento exacto del término gravitacional del robot y que la diferencia entre las 
orientaciones estimada y actual de la cámara se restringe al intervalo (-90o,90o). Carelli 
et al. pretenden resolver en [Carelli-1994] el problema de errores cometidos en la esti-
mación de los parámetros dinámicos del robot. Para ello emplean un controlador adap-
tativo que usa la información visual para compensar la incertidumbre de los paráme-
tros dinámicos del robot. El controlador, basado en la dinámica inversa como el descri-
to en [Bishop-1999], utiliza la información visual directamente para controlar la posi-
ción relativa entre el robot y el objeto observado, es decir, es un control visual basado 
en imagen. Además, se demuestra la estabilidad asintótica local del método de control. 
Ya en la primera década del 2000, se sigue profundizando en la búsqueda de controles 
adaptativos que permitan resolver el problema de los errores cometidos en la estima-
ción de los parámetros dinámicos. Así, Zergeroglu et al. diseñan un controlador adap-
tativo que tiene en cuenta la incertidumbre en la estimación de los parámetros del con-
junto cámara-robot [Zergeroglu-2001]. Ya en 2008, Wu y Li describen otro controlador 
adaptativo que, teniendo en cuenta los parámetros dinámicos del robot trata de estimar 
en cada iteración los parámetros extrínsecos e intrínsecos de la cámara [Wu-2008]. 

El tiempo de adquisición de las imágenes, así como su procesamiento ha ido redu-
ciéndose considerablemente durante la última década. Las aplicaciones a las que van 
destinados los controladores dinámicos basados en visión son aplicaciones que requie-
ren alta velocidad y precisión. Es por ello que se elimina el controlador interno de los 
robots comerciales para poder actuar directamente sobre los motores de las articula-
ciones. El retardo que introduciría un sistema de visión lento en un controlador directo 
de este tipo haría inútil el esfuerzo realizado para su diseño e implementación. Para 
solucionar este problema, Schuurman et al. proponen el uso de múltiples cámaras fijas 
observando el área de trabajo del robot [Schuurman-2004]. Las cámaras se sincronizan 
de forma que siempre se tenga una imagen en un tiempo de muestreo predefinido. El 
empleo de múltiples cámaras también permite en cierta medida resolver problemas de 
oclusiones. Fei et al. resuelven el problema de los retardos introducidos por el sistema 
de visión con un estimador de movimiento basado en redes neuronales que proporcio-
ne muestras intermedias [Fei-2006]. 
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Más recientemente, la inclusión de observadores permite predecir el movimiento 

de los objetos. En [PerezRR-2009] se hace uso de una cámara fija que observa un robot 
trabajando sobre un plano cuya tarea es realizar el seguimiento y agarre de objetos en 
movimiento. Cid et al. [Cid-2008] describen una metodología para diseñar sistemas de 
control visual basado en posición para robots de 2 grados de libertad que trabajan 
sobre un plano con cámara fija. Los trabajos previos desarrollados por Kelly et al. se 
amplian en [Kelly-2006] al generalizar la aproximación de control basado en Jacobiana 
traspuesta al control visual de manipuladores que no trabajen únicamente en un plano. 
El robot donde se prueba el controlador propuesto es una muñeca esférica que permite 
realizar orientaciones en el espacio Cartesiano 3-D, pero no traslaciones. Incrementan-
do el número de grados de libertad controlados, Sauvee et al. diseñan un controlador 
visual directo basado en imagen para un robot de 6 grados de libertad [Sauvee-2006]. 
Al obtener los pares y fuerzas que se deben enviar al robot, se resuelven los problemas 
de visibilidad, saturación de los actuadores y límites de las articulaciones. A partir de 
una función de coste se aplica un controlador predictivo sobre el modelo no lineal de la 
dinámica del robot. El sistema se ha probado únicamente en simulaciones. 

La mayoría de los trabajos mencionados anteriormente realizan el control con una 
configuración de cámara fija. Borangiu et al. describen el controlador directo de robots 
de tipo Scara con cámara en las dos configuraciones: fija y en el extremo [Borangiu-
2003]. En [PerezC-2006a] se describe el control visual directo de un robot cartesiano con 
cámara en el extremo. Al no tener que controlar los grados de libertad de la orientación 
de la cámara, se reduce la complejidad del controlador, permitiendo resolver el control 
visual teniendo en cuenta los parámetros dinámicos no lineales del robot. Los trabajos 
realizados en la construcción y puesta en marcha del robot paralelo RoboTenis [Angel-
2005, Angel-2008] describen su control visual dinámico. A pesar de presentar una con-
figuración de cámara montada en el extremo, el controlador visual está basado en posi-
ción. En el presente Capítulo se utiliza el control visual basado en imagen, que presenta 
un comportamiento más estable que el basado en posición ante malas calibraciones de 
los parámetros intrínsecos de la cámara. En este aspecto destacan los trabajos de Wang 
et al [Wang-2008], que tratan de resolver el control visual de un robot con 3 grados de 
libertad (en adelante gdl) a partir de un algoritmo adaptativo que actualiza el valor de 
la distancia de la cámara al objeto en cada iteración, obteniendo así una matriz de in-
teracción independiente de la distancia. Sin embargo, se quiere simular un control vi-
sual basado en imagen básico, capaz de aportar a partir del error en imagen qué pares 
y fuerzas hay que aplicarles a las articulaciones. Los trabajos de Kelly et al [Kelly-2000] 
son en este sentido más parecidos al objetivo que se pretende alcanzar, ya que en este 
artículo se trata el control visual dinámico de un robot de 2 gdl. El controlador pro-
puesto no requiere el cálculo de la posición final en articulares ya que al igual que se 
pretende resolver aquí, se hará uso de la posición final deseada del objeto en el plano 
imagen para minimizar el error. Siguiendo la línea descrita por Kelly, en [Sequeira-
2003] Sequeira et al. proponen una mejora del controlador dinámico propuesto en [Ke-
lly-2000], calculando en cada iteración la rotación de la cámara, permitiendo su uso en 
configuraciones “eye-in-hand”. 

Aunque se puede encontrar un gran número de trabajos relacionados con el con-
trol visual directo, no es menos cierto que la gran mayoría de las investigaciones en 
control visual no tienen en cuenta la dinámica del robot. Los artículos que sí incluyen 
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  Control visual directo para el seguimiento de trayectorias Introducción
los parámetros dinámicos del robot en el controlador suelen tratar con robots de pocos 
grados de libertad dado la complejidad de estimar sus parámetros dinámicos. En gene-
ral, se utiliza una configuración de cámara fija observando tanto el extremo del robot 
como el objeto sobre el que se quiere posicionar a éste. Sólo unos pocos artículos pre-
sentan una aproximación de control visual basado en imagen, y ninguno de los artícu-
los estudiados permiten realizar un seguimiento de una trayectoria predefinida en el 
espacio imagen, ni mucho menos con un comportamiento intemporal. 

En el presente Capítulo se presentan tres métodos de seguimiento de trayectorias 
en la imagen que, presentando un comportamiento intemporal, utilizan un controlador 
visual directo que permite obtener los pares y fuerzas necesarios para guiar al robot. 
Para la simulación del seguimiento de trayectorias basado en control visual dinámico 
se hace uso de los bloques de Simulink que proporcionan las Robotic toolbox de Ma-
tlab [Corke-1996] y la Visual servoing toolbox de Matlab [Cervera-2002a]. El entorno de 
Matlab / Simulink con las dos toolbox descritas permite diseñar e implementar nuevos 
métodos de control de forma sencilla [Mei-2009]. Mei et al. utilizan este entorno para 
desarrollar un controlador visual dinámico para un robot de 2 gdl. Se simula un robot 
de 2 gdl, en el que se aplican los métodos descritos en los siguientes apartados. 

5.2 Control visual directo con un robot de 2 grados de libertad 
Tal como se ha mencionado en la sección anterior, la mayoría de trabajos relacio-

nados con el control visual de un robot manipulador sólo tiene en cuenta las caracterís-
ticas cinemáticas del robot. El objetivo en estos controladores es obtener las velocidades 
que muevan la cámara hasta la posición deseada. Es el controlador interno del robot 
manipulador el que se encarga entonces de buscar los pares y fuerzas que se le deben 
transmitir a las articulaciones del robot para conseguir esas velocidades que en cada 
iteración calcula el controlador visual. Un control visual directo elimina este paso, de 
forma que es el propio controlador visual quien calcula y envía los pares y fuerzas que 
deben guiar al robot hacia la posición requerida. El resultado es un control mucho más 
rápido y preciso. El principal inconveniente de estos controladores es que se debe tra-
bajar directamente con los parámetros dinámicos no lineales del sistema robótico. 
Cuando se diseña un robot, se conocen de forma precisa sus parámetros dinámicos 
(masas, localización del centro de gravedad, términos de inercia y parámetros de fric-
ción). Sin embargo, estos parámetros son desconocidos en la mayoría de robots indus-
triales de carácter comercial. En ausencia de fricción u otras perturbaciones, la dinámi-
ca de un robot manipulador puede escribirse como [Spong-1989]: 

( ) ( ) ( ), ,τ+ + =M q q C q q q g q    (5.1)

donde 1n×∈q   es la configuración articular, 1n×∈q   representa las velocidades articu-

lares y 1n×∈q   las aceleraciones articulares, 1nτ ×∈  es el vector de fuerzas y pares arti-

culares aplicados, ( ) ×∈M q n n  es la matriz de inercia (simétrica y definida positiva), 

( ) 1, ×∈C q q q  n  es el vector de pares y fuerzas de Coriolis y ( ) 1×∈g q n  es el vector de 

fuerzas y pares gravitacionales. 
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El control visual descrito en [Kelly-2000] es un control visual basado en imagen, 

dado que la tarea del robot se especifica en el plano imagen en términos de los valores 
de las características de la imagen correspondientes a las posiciones relativas entre el 
robot y el objeto. La aproximación que se sigue en [Kelly-2000] viene motivada por la 
filosofía de control de Jacobiana traspuesta introducido en [Takegaki-1981]. La ley de 
control propuesta viene dada por: 

( ) ( )T

p v, , ,τ = − +J q s Z e q g qK K  (5.2)

donde 2M 2M
p

×∈K  y v
n nK ×∈  son las constantes proporcional y derivativa respecti-

vamente. Estas constantes son matrices simétricas definidas positivas elegidas por el 
diseñador del controlador, M es el número de características del objeto en la imagen y 
n es el número de articulaciones del robot. 

Dentro del primer término de (5.2) d( )= −e s s  es el error en imagen, siendo sd el 

conjunto de características de la imagen en la posición deseada del robot respecto al 
objeto y s el conjunto de las características de la imagen en la iteración actual. J(q,s,Z)T 
se define como la traspuesta de la matriz Jacobiana, que en [Kelly-2000] se define como: 

( ) ( ) ( ) 2M
s, , , ,×= ⋅ ∈J q s Z L s Z J q  n

g  (5.3)

donde ( ) 2M 6
s , ×∈L s Z   es la Jacobiana de la imagen para las características elegidas 

[Hashimoto-1992] y depende de la posición actual de las articulaciones del robot, ya 
que se emplea una configuración eye-in-hand (en el Capítulo 2 se muestra cómo se 
calcula esta Jacobiana o matriz de interacción tanto para puntos como para elipses); y 

( ) 6 n
g

×∈J q   es el Jacobiano del robot en su extremo [Sciavicco-2000] (también se calcu-

la a partir de la posición actual de las articulaciones): 

( ) .c
g

c

v
ω
 

= ⋅ 
 

J q q  (5.4)

El segundo término de (5.2) ( vK− q ) se corresponde con la acción derivativa y re-
quiere que se disponga en cada iteración de las velocidades de las articulaciones del 
robot, q . Mientras que el término g(q) es el término de pares gravitacionales del mo-
delo dinámico del robot. Será, por tanto, necesario su cálculo para obtener los pares y 
fuerzas a aplicar al robot para minimizar el error en imagen. Este término de la diná-
mica del robot depende únicamente de la posición actual de las articulaciones, q. 

El controlador mostrado en (5.2) presenta una estabilidad asintótica local. En [Ke-
lly-2000] se realiza un estudio completo de esta estabilidad utilizando el método direc-
to de Lyapunov. Como se detalla en el Capítulo 3, el problema asociado al hecho de no 
poder demostrar la estabilidad asintótica global del controlador puede resolverse utili-
zando un seguimiento de trayectorias en la imagen, donde las referencias estén muy 
próximas unas a otras. No se ha encontrado ninguna referencia donde se describa 
algún sistema de seguimiento de trayectorias en la imagen utilizando un controlador 
visual directo. A continuación se describirá un método que permite realizar el segui-
miento de trayectorias en la imagen a partir del controlador dinámico (5.2). 
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5.3 Seguimiento intemporal de trayectorias en la imagen basado 
en control visual directo 

Al igual que ocurría con los sistemas de control visual indirecto basado en imagen, 
los sistemas de control visual directo basado en imagen presentan el problema de 
mínimos locales en desplazamientos muy largos de la cámara. Este problema se ha 
resuelto con la propuesta de un método de seguimiento intemporal de trayectorias en 
el espacio imagen [Garcia-2007c, Garcia-2009d] (ver Sección 3.5). Este método basado 
en control visual indirecto permite realizar el seguimiento de una trayectoria predefi-
nida con una velocidad deseada. La idea básica del sistema de seguimiento descrito en 
el Apartado 3.5 es implementar un bloque que vaya modificando las características 
visuales de referencia para un controlador visual basado en imagen clásico. La pro-
puesta para obtener un sistema de seguimiento con control visual directo es la misma. 
Partiendo de un controlador directo basado en imagen como el descrito en [Kelly-2000] 
se construye un bloque que proporcionará en cada iteración la referencia dentro de la 
trayectoria deseada. 

La idea que se plantea resuelve el problema de los métodos con comportamiento 
temporal. Estos métodos no permiten que el robot interactúe con el entorno, ya que 
ante una obstrucción en el seguimiento de la trayectoria, las referencias (que dependen 
del tiempo) se van perdiendo. De esta forma, cuando cesa la obstrucción, estos méto-
dos de seguimiento temporales no permiten continuar con el seguimiento desde el 
punto en el que comenzó la obstrucción. Este efecto indeseado se resuelve haciendo 
que las referencias no dependan del tiempo. 

Para ello, se obliga a que las referencias sólo dependan de la posición actual de la 
cámara, ( )( )d= −e s s q . Así, la siguiente referencia a visitar de la trayectoria se calcula a 

partir de la posición actual y no del tiempo desde que se inició el seguimiento. Para 
calcular la referencia siguiente se siguen tres aproximaciones distintas resultantes de la 
mejora sucesiva del método en búsqueda de un controlador dinámico similar al contro-
lador intemporal para el seguimiento de trayectorias descrito en el Capítulo 3. 

En la primera aproximación del método de seguimiento intemporal se comprueba 
el error en píxeles hasta la siguiente referencia no visitada [GarciaGJ-2009c]. Si este 
error es menor que un umbral (error < ε), se da esa posición de la trayectoria como visi-
tada, consultándose la siguiente referencia (ver Fig. 5-1). Sólo en el momento en que el 
umbral de error se supere, se tendrá la siguiente referencia para el controlador visual 
dinámico. Esta referencia será la posición deseada sd en el esquema de control (5.2). 

Con este sistema de búsqueda de la referencia de control para el sistema de seguimien-
to se consigue mantener una velocidad mínima, evitando los efectos de movimiento y 
parada entre las referencias de la trayectoria que surgirían al implementar el controla-
dor sin este bloque de búsqueda de la siguiente referencia (ver Fig. 3-2). El sistema, sin 
embargo, no permite definir una velocidad constante de seguimiento, dado que para la 
obtención de las características deseadas no se tiene en cuenta la velocidad como se 
hacía en el método propuesto con control visual indirecto. A lo largo del resto del 
Capítulo, se hará referencia a este método como “método de umbral de error”. 
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La segunda aproximación trata de mejorar el método de umbral de error al permi-
tir asegurar una velocidad mínima durante el seguimiento. Para ello, se modifica el 
bloque que permite encontrar la siguiente referencia para el controlador dinámico. El 
esquema de búsqueda es similar al descrito en el Apartado 3.5. A partir de la posición 
actual de las características en la imagen, s, se itera sobre el vector T que contiene los N 
conjuntos de características que almacenan la trayectoria deseada, { }k / k 1..N= ∈sT . 

Para cada conjunto ks, se calcula la velocidad que aplicaría el controlador para llegar 
desde la posición actual de las características en la imagen s. Cuando la velocidad cal-
culada para un conjunto de características k supera la velocidad deseada (es decir, 

k
d>v v ) se tendrá el conjunto de características deseadas para el controlador dinámi-

co descrito en el Apartado 5.2. La Fig. 5-2 esquematiza el proceso de búsqueda de las 
características deseadas para esta segunda aproximación. La ventaja añadida sobre el 
método de umbral del error de esta segunda aproximación es que asegura una veloci-
dad mínima deseada, dado que en cada momento se está buscando el conjunto de ca-
racterísticas dentro de la trayectoria que aseguran que se supera esta velocidad desea-
da. En adelante, esta segunda aproximación se referenciará como “método de veloci-
dad mínima”. 

La última aproximación trata de garantizar una velocidad deseada constante du-
rante el seguimiento. Las aproximaciones propuestas hasta el momento no han permi-
tido asegurar una velocidad de seguimiento durante toda la tarea. El método de um-
bral de error impide acciones de movimiento y parada durante la tarea al definir un 
área en imagen alrededor de cada referencia que permite ir hacia delante en la trayec-
toria sin tener que llegar a parar en la referencia actual. El método de velocidad míni-
ma sí que resuelve el problema de mantener una velocidad mínima durante el segui-
miento. Sin embargo, la velocidad deseada no se mantendrá constante salvo en casos 
muy particulares donde al menos las referencias estén siempre a la misma distancia. La 
última aproximación, que será referenciada a partir de ahora como “método de veloci-
dad constante” parte del conjunto de características ks encontrado tras aplicar el algo-
ritmo descrito en la Fig. 5-2. A partir de esta k-ésima referencia de la trayectoria T, y de 
la referencia anterior (la k-1), se interpolará en busca de las características en imagen 
que aseguran la velocidad deseada durante el seguimiento. Esta interpolación se ha 

Fig. 5-1 Umbral de error permitido en la búsqueda de la siguiente referencia en el método
de umbral de error 

0 100 200 300 400 500

0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

500

X (px)

Y 
(p

x) ε 

5.3



131 

 

Control visual dir. para el seg. de tray. Seg. intemporal de tray. en la imagen basado en contr. visual dir.
descrito ya en el Capítulo 3, dado que el método de seguimiento de trayectorias en la 
imagen basado en control virtual descrito en el Apartado 3.5 emplea la misma técnica 
para asegurar la velocidad de seguimiento requerida (ver Fig. 3-23). 

 

5.4 Resultados de simulación 

5.4.1 Descripción del robot simulado 

Las distintas pruebas presentadas en este Capítulo se enmarcan dentro del proyec-
to del MCYT “Manipulación inteligente mediante percepción háptica y control visual 
empleando una estructura articular ubicada en el robot manipulador (DPI2008-02647)”. 
La finalidad del proyecto es la investigación en técnicas de manipulación inteligentes. 
Para ello se abordará, por un lado, el desarrollo de estrategias de control visual para el 
guiado de robots empleando para ello una cámara ubicada en una estructura articular 
anclada en el extremo del robot manipulador. Así, se requerirá el diseño de este mini-
robot y el desarrollo de estrategias de control visual directo con el objetivo de asegurar 
que, durante toda la tarea llevada a cabo por el manipulador, la información visual 
requerida se encuentra en el campo de visión de la cámara. 

El diseño y construcción de un robot es una tarea compleja en la que se deben tener 
en cuenta multitud de variables. Sin embargo, las ventajas derivadas del conocimiento 
preciso de los materiales de construcción, la disposición de los eslabones y sus dimen-
siones reducen la complejidad a la hora de definir un controlador dinámico. El robot 
que se pretende construir se situará en el extremo de un Mitsubishi PA-10 como el 
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Fig. 5-2 Esquema del algoritmo de búsqueda del primer conjunto de características dentro de la trayectoria
deseada que excede la velocidad requerida utilizado en el método de velocidad mínima y el método de
velocidad constante 
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mostrado en la Fig. 3-24. Su principal misión será la de buscar un mejor ángulo de vi-
sión en tareas de manipulación, donde las herramientas situadas en el extremo del Mit-
subishi PA-10 puedan provocar oclusiones que impidan la ejecución de la tarea. Un 
aspecto importante del diseño del robot es la prueba de los controladores que se pre-
tenden implementar en el robot real. Para ello, se simulan previamente estos controla-
dores en entornos como Matlab/Simulink. La Fig. 5-3 muestra un primer prototipo del 
mini-robot obtenido en la fase de diseño del proyecto MCYT comentado. 

 

Partiendo del primer prototipo mostrado en la Fig. 5-3, se diseña un modelo sim-
plificado para introducirlo en Matlab/Simulink. Este modelo dispone de 2 articulacio-
nes rotacionales tal como muestra la Fig. 5-4.(a). El primer eslabón es de 15 cm y su 
masa es de 0,5 Kg. El segundo eslabón mide 20 cm y pesa 1,2 Kg contando el peso de la 
cámara situada en su extremo. 

 

La cámara se ha situado en su extremo mirando hacia abajo. A partir de la posición 
de los ejes en su extremo se calcula la transformación de la cámara para situarla orien-
tada de forma correcta (ver Fig. 5-4.(b)). La transformación, cTe, es la siguiente: 

Fig. 5-4 Robot de 2 gdl sobre el que se realizan las pruebas de seguimiento (a) Medidas de los
eslabones y configuración de la cámara en el extremo (b) Ejes de los distintos sistemas 
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Fig. 5-3 Prototipo de robot de 2 gdl diseñado en el marco del proyecto MCYT DPI2008-02647 
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5.4.2 Esquema de control en Matlab/Simulink 

Utilizando las toolbox de Robotics [Corke-1996] y de Visual servoing [Cervera-
2002a] para Matlab se ha creado en Simulink el bucle de control dinámico descrito en 
(5.2). La Fig. 5-5 muestra el esquema general de bloques de Simulink para los métodos 
de seguimiento de trayectorias en la imagen descritos en el Apartado 5.3. La diferencia 
entre los tres métodos se encuentra en el contenido del bloque de búsqueda de las ca-
racterísticas deseadas en la trayectoria. 

A partir de la posición de las articulaciones, q, se calcula la Jacobiana del robot en 

el extremo. El primer término del controlador descrito en la Sección 5.2, ( )T

p, , KJ q s Z e , 

se calcula a partir de esta Jacobiana. Se multiplica por la Jacobiana de la imagen, se 
calcula la traspuesta de este producto y se multiplica todo por Kp y por el error en la 

imagen. Kp es una matriz simétrica que se ha ajustado en simulación para evitar oscila-

ciones al tiempo que se permita obtener un control más o menos rápido. 

El segundo término del controlador, vK− q , se obtiene multiplicando la velocidad 
de las articulaciones que nos proporciona la dinámica directa por la matriz Kv. Esta 

matriz también se debe ajustar en simulaciones para obtener una respuesta adecuada 
del controlador. 

 
Fig. 5-5 Esquema general del controlador dinámico en Matlab / Simulink 

5.4 
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Control visual-fuerza autocalibrado para seguimiento de trayectorias en tareas cooperativas robóticas 
El último término correspondiente al par gravitacional, ( )g q , se calcula a partir de 

q. Para obtenerlo se hace uso de la función gravload que proporciona la Robotics tool-
box. Esta función recibe como parámetros el robot y su posición articular para devolver 
los pares gravitacionales correspondientes a la configuración indicada [Walker-1982]. 
Se ha creado una s-function para poder llamar a la función desde Simulink. 

5.4.3 Simulación de control visual directo basado en imagen 

Antes de evaluar los distintos métodos de seguimiento de trayectorias en la ima-
gen con control visual dinámico, se prueba el controlador en una tarea de posiciona-
miento. Tal como se observa en la Fig. 5-4, las características del objeto para la tarea de 
control visual son 4 puntos. Estos 4 puntos forman un cuadrado de 0.06 m de lado, 
cuyo centro está situado en el punto (0.35, 0, -0.8) m. El objeto permanece quieto duran-
te las tareas de control. 

Esta simulación parte del robot en su posición inicial, esto es, sus dos articulaciones 
giradas 0 rad. Esta posición inicial sitúa los puntos en la imagen según s = [219 219, 294 
219, 294 294, 219 294] px. Desde esta posición se pretende girar la primera articulación  
-0.4 rad y la segunda 0.15 rad. A partir de esta posición, la posición final de los puntos 
en la imagen se corresponde con sd = [42 419, 110 390, 137 459, 68 488] px. Estas carac-

terísticas deseadas son constantes durante toda la tarea ya que como se ha comentado 
el objeto permanece quieto durante la tarea de control. La tarea es una tarea de posi-
cionamiento y, al igual que ocurre con los sistemas de control visual indirecto basado 
en imagen, al mantener fija la referencia deseada, el sistema de control visual sólo per-
mite realizar tareas de posicionamiento punto a punto, sin ningún control de la trayec-
toria de la cámara entre las dos posiciones. 

La constante Kp elegida para esta prueba ha sido la siguiente: 

p 8 8 0.4 xK = ⋅I   Nm/px2. (5.6)

La matriz Kv: 

v

2.9 0
 

0 1.2
K

 
=  
 

  Nms/rad. (5.7)

La Fig. 5-6 muestra la trayectoria en imagen que 
siguen las características visuales desde que co-
mienza la tarea de control hasta que finaliza en la 
posición deseada. 

La elección de las matrices permite corregir las 
situaciones de oscilación debido a ganancias excesi-
vas en el controlador. La elección de unos valores 
muy bajos para estas constantes produce un movi-
miento excesivamente lento de la cámara hasta lle-
gar a la posición final deseada. Fig. 5-6 Trayectoria obtenida en imagen du-

rante la tarea de control visual directo 
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El controlador permite disminuir el 

error en la imagen de manera exponencial, 
tal como se observa en la Fig. 5-7. El posi-
cionamiento se ejecuta en pocas iteraciones. 
En esta prueba se muestra 1 iteración cada 3 
segundos. El posicionamiento se realiza en 
aproximadamente 45 segundos. Es impor-
tante remarcar que no es objetivo de estas 
simulaciones optimizar los tiempos, sino 
probar los esquemas de control visual direc-
to propuestos en el Apartado 5.3. En la Fig. 
5-8 se pueden ver los pares enviados a las 
dos articulaciones del robot durante el posi-
cionamiento con control visual directo. 

El controlador se comporta correctamente para el posicionamiento punto a punto a 
partir de información en la imagen, enviando a cada articulación los pares que guían al 
robot hacia la posición deseada. La ventaja respecto a un controlador indirecto es clara, 
ya que este último sólo proporciona las velocidades en el extremo del robot, dejando al 
controlador interno del robot la tarea de traducir esas velocidades en el extremo a los 
pares necesarios para conseguir el movimiento deseado. Este controlador adicional 
introduce retardos innecesarios en la tarea de control, con lo que empeora la precisión 
y velocidad de la tarea. 

 

5.4.4 Simulaciones de seguimiento de trayectorias 

Para realizar el seguimiento de trayectorias con los métodos propuestos en el 
Apartado 5.3 se utiliza el mismo objeto que se ha utilizado en la tarea anterior de posi-
cionamiento. Estos 4 puntos forman un cuadrado de 0.06 m de lado, cuyo centro está 
situado en el punto (0.35, 0, -0.8) m. El objeto, de nuevo, permanece quieto durante las 
tareas de seguimiento de las trayectorias deseadas. Se describirán a continuación las 
pruebas realizadas con cada método. Para poder comparar los resultados entre las tres 
aproximaciones, se han probado los controladores con las mismas trayectorias. 

Fig. 5-8 Par enviado por el controlador durante el posicionamiento para: (a) la primera articulación (b) la segunda
articulación 
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Fig. 5-7 Evolución del error de las características en la
imagen para la tarea de control visual directo 
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Control visual-fuerza autocalibrado para seguimiento de trayectorias en tareas cooperativas robóticas 5.4.4.1 Método de umbral de error 5.4.4.1.1 Prueba 1 
La primera simulación realizada para el 

método de umbral de error parte del robot en su 
posición inicial, esto es, sus dos articulaciones 
giradas 0 rad. Esta posición inicial sitúa los pun-
tos en la imagen según s = [219 219, 294 219, 294 
294, 219 294] px. Desde esta posición se pretende 
girar la primera articulación -0.4 rad y la segunda 
0.15 rad. A partir de esta posición, la posición 
final de los puntos en la imagen se corresponde 
con sd = [42 419, 110 390, 137 459, 68 488] px. En-

tre la posición inicial y final el robot debe seguir 
una trayectoria en imagen predefinida (ver Fig. 5-
9). 

La constante Kp elegida para esta prueba ha 

sido la siguiente: 

p 8 8 30 xK = ⋅I   Nm/px2. (5.8)

La matriz Kv: 

v 2 2 0.8 xK = ⋅I   Nms/rad. (5.9)

La Fig. 5-10 muestra la trayectoria seguida 
por el robot, así como la trayectoria deseada. El 
seguimiento se completa satisfactoriamente visi-
tando todas las referencias por debajo del umbral 
de error establecido en 2 pixeles. La Fig. 5-11 
muestra cómo va evolucionando este error en 
imagen según se van visitando las distintas refe-
rencias. 

La elección de las constantes Kp y Kv 

evitan un comportamiento oscilatorio del 
extremo a costa de reducir la velocidad 
en la tarea de control. Cuando se da una 
referencia por visitada se pasa a la si-
guiente, incrementándose el error y ba-
jando nuevamente éste de manera expo-
nencial por debajo de los 2 píxeles defini-
dos como umbral. 

La Fig. 5-9 muestra, además de la tra-
yectoria deseada, el resultado del segui-
miento de la trayectoria en el espacio 
imagen. Se observa que el seguimiento se 

Fig. 5-9 Método de umbral de error. Prueba 1.
Trayectoria deseada y trayectoria obtenida en el
plano imagen durante el seguimiento 
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Fig. 5-11 Método de umbral de error. Prueba 1. Error en
imagen durante el seguimiento 
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Control visual directo para el seguimiento de trayectorias Resultados de simulación
ha realizado correctamente, ya que la trayectoria descrita se superpone de manera per-
fecta a la trayectoria deseada. 

Por último, en la Fig. 5-12.(a) se representa la evolución de los pares enviados a la 
primera articulación, y en la Fig. 5-12.(b) los pares enviados a la segunda articulación 
durante la tarea de control. Destaca la oscilación que presentan los pares enviados a las 
dos articulaciones. Esto puede ajustarse con las constantes proporcional y derivativa 
del controlador, así como con el umbral de error permitido. 

 

Los pares enviados a la segunda articulación son de un orden superior a los envia-
dos a la primera articulación. Esto es debido a que en la primera articulación no inter-
viene el componente gravitacional, mientras que en la segunda articulación sí. 5.4.4.1.2 Prueba 2 

En esta segunda simulación se mantiene la trayectoria deseada utilizada en la pri-
mera prueba y lo único que se modifica son las constantes Kp y Kv. Con esto se quiere 

mostrar cómo afectan las constantes en la velocidad y precisión del seguimiento. 

La constante Kp elegida para esta segunda prueba ha sido la siguiente: 

p 8 8 0.8 xK = ⋅I   Nm/px2. (5.10)

Y la matriz Kv: 

v

1.6 0
 

0 1.9
K

 
=  
 

  Nms/rad. (5.11)

En comparación con las constantes definidas para la primera simulación, se ha 
disminuido bastante la constante proporcional Kp, incrementando a su vez la derivati-

va Kv, pero esta vez dando distinto valor a la componente de la primera articulación y 

de la segunda. Con esto se pretende mejorar el comportamiento de la primera articula-
ción, que en distintas pruebas de constantes parece retrasarse respecto a la segunda 
articulación. 

Fig. 5-12 Método de umbral de error. Prueba 1. Par enviado por el controlador durante el seguimiento para: (a) la
primera articulación (b) la segunda articulación 
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Control visual-fuerza autocalibrado para seguimiento de trayectorias en tareas cooperativas robóticas 
La Fig. 5-13.(a) muestra de nuevo un correcto comportamiento en 3-D del segui-

miento de trayectorias. La trayectoria deseada es la misma que para la primera simula-
ción, la figura muestra otro ángulo de vista, recalcando de nuevo la precisión del 
método. 

 

Esta precisión se puede ver mucho mejor en la Fig. 5-14. Esta figura muestra el 
error en imagen durante la tarea de segui-
miento de la trayectoria deseada. Al modifi-
car las constantes del controlador se ha con-
seguido una mayor precisión, a costa de em-
plear mayor número de iteraciones para 
completar la trayectoria. El resultado en ima-
gen es el mismo que el obtenido en la prime-
ra prueba, es decir, un seguimiento perfecto 
dentro del umbral de error definido de 2 
píxeles (ver Fig. 5-13.(b)). 

La mejora en la nueva elección de las 
constantes se hace más patente en la evolu-
ción de los pares enviados durante el control. 
En la Fig. 5-15.(a) se muestran los pares en-

viados a la primera articulación, mientras que en la Fig. 5-15.(b) se muestra la evolu-
ción de los pares enviados a la segunda articulación. 

Al reducir la constante proporcional se tiene un seguimiento más lento, aspecto 
que se puede ver perfectamente en la disminución de los valores medios de los pares 
enviados a la primera articulación. El comportamiento es mucho menos oscilatorio que 
en la primera prueba como muestra la gráfica de los pares que el controlador ha envia-
do a la segunda articulación. En cualquier caso, las dos pruebas han resultado satisfac-
torias, ya que el seguimiento en las dos se consigue de forma precisa atendiendo al 
umbral de error definido. 

Fig. 5-13 Método de umbral de error. Prueba 2. Trayectoria deseada y trayectoria obtenida
durante el seguimiento. (a) Plano imagen (b) Espacio 3-D 
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Control visual directo para el seguimiento de trayectorias Resultados de simulación

 

En la Fig. 5-16.(a) se pueden ver las velocidades enviadas al robot En ella se puede 
apreciar el comportamiento oscilatorio del método de umbral de error. La velocidad va 
descendiendo hasta que se alcanza el umbral de error correspondiente a la referencia 
deseada. En este momento el método de seguimiento modifica la referencia deseada y 
de nuevo se incrementa la velocidad. Este proceso, sin embargo, evita situaciones en 
las que el robot llega a tener velocidad cero. Esto ocurriría si se define nulo el umbral 
de error, lo que supondría no pasar a la siguiente referencia de la trayectoria hasta que 
se haya visitado la anterior de manera precisa. La Fig. 5-16.(b) muestra el módulo de la 
velocidad lineal obtenido durante el seguimiento. De nuevo se aprecia el comporta-
miento oscilante del método, al tiempo que se observa que la velocidad no llega a ser 
cero durante la tarea de seguimiento, gracias al establecimiento del umbral de error de 
2 px. 

 5.4.4.1.3 Prueba 3 
Finalmente, se presenta una prueba con una trayectoria más compleja que la des-

crita en las dos simulaciones anteriores. Se parte también del robot en su posición ini-
cial, esto es, sus dos articulaciones giradas 0 rad. Esta posición inicial sitúa los puntos 
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Fig. 5-16 Método de umbral de error. Prueba 2. (a) Velocidad lineal y angular del extremo del robot durante el
seguimiento (b) Evolución del módulo de la velocidad durante la tarea de seguimiento 
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Control visual-fuerza autocalibrado para seguimiento de trayectorias en tareas cooperativas robóticas 
en la imagen según s = [219 219, 294 219, 294 294, 219 294] px. Desde esta posición se 
gira la primera articulación -0.2 rad y la segunda 0.1 rad. Posteriormente, se vuelve a 
girar la primera articulación 0.6 rad sobre la posición anterior y la segunda articulación 
0.05 rad, también respecto a esta posición intermedia. La posición final de los puntos 
en la imagen se corresponde con sd = [402 390, 470 419, 444 488, 375 459] px. Entre la 

posición inicial y final el robot debe seguir una trayectoria en imagen predefinida (ver 
Fig. 5-17.(a)). 

 
Las constantes elegidas para esta prueba son las mismas que se han usado en la 

Simulación 2, esto es (5.10) y (5.11). Con estos datos iniciales se ejecuta el método de 
umbral de error, obteniendo un perfecto seguimiento de la trayectoria deseada, tal co-
mo muestra la Fig. 5-17.(b). También en imagen como muestra la Fig. 5-17.(a). 

De nuevo se observa un buen compor-
tamiento en la evolución del error en la 
imagen, tal como muestra la Fig. 5-18. En la 
segunda parte de la trayectoria las referen-
cias de la trayectoria deseada están más 
separadas, dado que se ejecuta a mayor 
velocidad, de ahí que se incrementen los 
picos de error. Este efecto de desplazamien-
to mayor también queda reflejado en los 
pares enviados a la primera articulación 
(ver Fig. 5-19.(a)). La Fig. 5-19.(b) muestra 
los pares enviados a la segunda articulación 
durante el control del seguimiento de esta 
tercera simulación. 

Las velocidades del extremo del robot durante el seguimiento de la trayectoria se 
muestran en la Fig. 5-20.(a). La Fig. 5-20.(b) representa la evolución del módulo de la 
velocidad. Las gráficas muestran el mismo comportamiento oscilatorio que se describió 
en la prueba anterior. 

Fig. 5-17 Método de umbral de error. Prueba 3. Trayectoria deseada y trayectoria obtenida durante el
seguimiento. (a) Plano imagen (b) Espacio 3-D 
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Fig. 5-18 Método de umbral de error. Prueba 3. Error en
imagen durante el seguimiento 
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Las pruebas realizadas usando el método de umbral de error permiten concluir 
que el seguimiento se realiza de forma correcta tanto en el espacio imagen como en el 
espacio 3-D. Sin embargo, la técnica utilizada para evitar que el robot pare en cada re-
ferencia de la trayectoria deseada introduce demasiada oscilación en los pares enviados 
al robot, y por lo tanto, en la velocidad de seguimiento. Además, este método no per-
mite indicar una velocidad de seguimiento mínima, con lo que dependiendo de las 
ganancias del sistema se tendrá una velocidad mayor o menor, pero nunca controlada. 

 5.4.4.2 Método de velocidad mínima 5.4.4.2.1 Prueba 1 
La primera prueba a la que se somete el método de velocidad mínima descrito en 

la Sección 5.3 es el seguimiento de la misma trayectoria que se ha utilizado en los Apar-
tados 5.4.3.1.1 y 5.4.3.1.2. La trayectoria parte del robot en su posición inicial, esto es, 
sus dos articulaciones giradas 0 rad. Esta posición inicial sitúa los puntos en la imagen 
según s = [219 219, 294 219, 294 294, 219 294] px. Desde esta posición se pretende girar 
la primera articulación -0.4 rad y la segunda 0.15 rad. A partir de esta posición, la posi-
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Fig. 5-20 Método de umbral de error. Prueba 3. (a) Velocidad lineal y angular del extremo del robot durante el
seguimiento (b) Evolución del módulo de la velocidad durante la tarea de seguimiento 
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Control visual-fuerza autocalibrado para seguimiento de trayectorias en tareas cooperativas robóticas 
ción final de los puntos en la imagen se corresponde con sd = [42 419, 110 390, 137 459, 

68 488] px. Para llegar a esta posición final se sigue la trayectoria azul que se mostraba 
en la Fig. 5-9. La constante Kp elegida para esta segunda prueba ha sido la siguiente: 

p 8 8 0.8 xK = ⋅I   Nm/px2. (5.12)

Y la matriz Kv: 

v

1.6 0
 

0 1.9
K

 
=  
 

  Nms/rad. (5.13)

Se han elegido las mismas constantes que la prueba realizada en el Apartado 
5.4.3.1.2 de forma que se puedan comparar las dos pruebas. 

El método de velocidad mínima, sin embargo, permite también controlar en cierta 
forma la velocidad del seguimiento. Esto no era posible con el método de umbral de 
error. Para la presente prueba, se ha establecido que el módulo de la velocidad mínima 
deseada sea de 2.7 mm/s. Con esta velocidad, el seguimiento es bastante preciso, tanto 
en el espacio imagen (como muestra la Fig. 5-21.(a)), como en el espacio Cartersiano 3-
D (ver Fig. 5-21.(b)). 

 

La velocidad elegida para el seguimiento, permite completar la tarea en muy pocas 
iteraciones en comparación con el método de umbral de error. La Fig. 5-22 muestra la 
evolución del error de las características en la imagen para el seguimiento de la trayec-
toria. En ella se puede observar que la siguiente referencia para cada iteración está de-
ntro de un margen de error de unos 15 píxeles, que es una diferencia aceptable, dado 
que se quiere al mismo tiempo mantener una velocidad elevada para la distancia que 
hay entre las muestras de la trayectoria. 

Fig. 5-21 Método de velocidad mínima. Prueba 1. Trayectoria deseada y trayectoria obtenida durante el
seguimiento. (a) Plano imagen (b) Espacio 3-D 
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Control visual directo para el seguimiento de trayectorias Resultados de simulación
La Fig. 5-24 muestra los pares enviados 

al robot por el controlador durante la tarea 
de seguimiento. El resultado es una evolu-
ción mucho menos oscilatoria que la obte-
nida con el método de umbral de error (ver 
Fig. 5-15). La principal ventaja del método 
de velocidad mínima respecto al método de 
umbral de error es que con el primero se 
consigue asegurar una velocidad mínima de 
seguimiento. En la Fig. 5-24 se representan 
las velocidades lineal y angular del extremo 
del robot, así como el módulo de la veloci-
dad lineal durante el seguimiento de la tra-
yectoria propuesta en esta prueba. El módu-
lo de la velocidad se mantiene siempre por 
encima del valor deseado de 2.7 mm/s. 

 

Fig. 5-24 Método de velocidad mínima. Prueba 1. (a) Velocidad lineal y angular del extremo del robot durante el
seguimiento (b) Evolución del módulo de la velocidad durante la tarea de seguimiento 
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Fig. 4-23 Método de velocidad mínima. Prueba 1. Par enviado por el controlador durante el seguimiento para: (a)
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Control visual-fuerza autocalibrado para seguimiento de trayectorias en tareas cooperativas robóticas 5.4.4.2.2 Prueba 2 
La segunda prueba realizada utilizando el método de velocidad mínima emplea la 

misma trayectoria que se ha utilizado en el Apartado 5.4.3.1.3 sobre el método de um-
bral de error. La trayectoria es una trayectoria más compleja que la definida en la prue-
ba descrita en el Apartado 5.4.3.2.1. La trayectoria utilizada en esa segunda prueba 
presenta un cambio de dirección brusco. Se parte también del robot en su posición ini-
cial, esto es, sus dos articulaciones giradas 0 rad. Esta posición inicial sitúa los puntos 
en la imagen según s = [219 219, 294 219, 294 294, 219 294] px. Desde esta posición se 
gira la primera articulación -0.2 rad y la segunda 0.1 rad. Posteriormente, se establece 
la posición articular [0.4 0.15] rad. La posición final de los puntos en la imagen se co-
rresponde con sd = [402 390, 470 419, 444 488, 375 459] px. Entre la posición inicial y 

final el robot debe seguir la trayectoria en imagen predefinida que se mostraba en la 
Fig. 5-17.(a). 

Las constantes elegidas para esta prueba son las mismas que se han venido utili-
zando desde la Prueba 2 del Apartado 5.4.3.1.2, esto es (5.10) y (5.11). Estas constantes 
se seguirán utilizando en el resto de pruebas que se describen en el presente Capítulo. 
El módulo de la velocidad mínima deseada es 2.7 mm/s. 

Tras realizar el seguimiento de la trayectoria deseada con el método de velocidad 
mínima se obtiene la evolución de las características en la imagen indicadas en la Fig. 
5-25.(a). Como se puede apreciar, el seguimiento es de nuevo aceptable, teniendo en 
cuenta que se debe garantizar una velocidad mínima. Lo mismo que en el plano ima-
gen se puede decir de la trayectoria de la cámara en el espacio Cartesiano 3-D. La tra-
yectoria del seguimiento pasa por encima de la trayectoria deseada (ver Fig. 5-25.(b)). 

 
Para mantener la velocidad mínima de seguimiento el error en imagen es ligera-

mente mayor en la primera parte de la trayectoria (ver Fig. 5-26). Esto es debido a que 
las referencias están más juntas. De esta forma, el controlador salta más referencias que 
si estas referencias estuvieran más separadas en imagen. En cualquier caso, la evolu-
ción del error en la imagen mostrada en la Fig. 5-26 permite ratificar que el método de 
velocidad mínima tiene un comportamiento mucho menos oscilatorio que el obtenido 
con el método de umbral de error (ver Fig. 5-18). 

Fig. 5-25 Método de velocidad mínima. Prueba 2. Trayectoria deseada y trayectoria obtenida durante el
seguimiento. (a) Plano imagen (b) Espacio 3-D 
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Control visual directo para el seguimiento de trayectorias Resultados de simulación
Esta mejora en el comportamiento osci-

latorio se observa mejor al comparar los 
pares enviados a la primera articulación 
(ver Fig. 5-27) con los pares que se obtenían 
para la misma articulación usando las mis-
mas constantes par el controlador y la mis-
ma trayectoria deseada en el método de 
umbral de error (ver Fig. 5-19.(a)). Se ha 
conseguido mejorar este aspecto mucho, 
obteniendo un mejor control de la articula-
ción, que mantiene así un par más o menos 
constante hasta llegar a la posición deseada. 

Por último, si se observa las velocidades 
enviadas por el controlador al robot durante 
el seguimiento de esta trayectoria (ver Fig. 5-28), se comprueba de nuevo la mejora en 
cuanto a la reducción de oscilaciones durante el seguimiento. Además, la velocidad se 
mantiene de nuevo por encima de 2.7 mm/s, tal y como se define en los parámetros 
iniciales de la prueba. El método de velocidad mínima ha funcionado correctamente, 

Fig. 5-26 Método de velocidad mínima. Prueba 2. Error
en imagen durante el seguimiento 
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Fig. 5-27 Método de velocidad mínima. Prueba 2. Par enviado por el controlador durante el seguimiento para:
(a) la primera articulación (b) la segunda articulación 
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Fig. 5-28 Método de velocidad mínima. Prueba 2. (a) Velocidad lineal y angular del extremo del robot durante el
seguimiento (b) Evolución del módulo de la velocidad durante la tarea de seguimiento 

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

1

2

3

4

5

6
x 10

-3

Iteraciones

|v
| (

m
/s

)0 5 10 15 20 25 30 35
-5

0

5
x 10

-3

Iteraciones

v 
(m

/s
)

 

 

vx
vy
vz

0 5 10 15 20 25 30 35
-0.03
-0.02
-0.01

0
0.01

Iteraciones

w
 (r

ad
/s

)

 

 

wx
wy
wz

(a) (b)



146 

 

Control visual-fuerza autocalibrado para seguimiento de trayectorias en tareas cooperativas robóticas 
obteniendo unos resultados adecuados en los espacios imagen y 3-D, a la vez que man-
tiene una velocidad mínima deseada durante la tarea de seguimiento. Los pares envia-
dos al robot presentan un carácter menos oscilatorio que los que envía el método de 
umbral de error para la misma trayectoria y con las mismas constantes del controlador. 
Sin embargo, la velocidad no es constante durante el seguimiento, y sólo se puede con-
trolar que superará un umbral definido, sin asegurar en ningún momento qué máxi-
mos alcanzará durante el seguimiento de la trayectoria deseada. 5.4.4.3 Método de velocidad constante 

Las dos pruebas realizadas sobre el método de mínima velocidad han demostrado 
que este método mejora considerablemente las prestaciones del método de umbral de 
error. A continuación se presentan los resultados obtenidos al ejecutar las mismas 
pruebas sobre el método de velocidad constante. 5.4.4.3.1 Prueba 1 

Con la intención de comparar el método de velocidad constante con los otros dos 
métodos descritos hasta el momento para el seguimiento de trayectorias en la imagen, 
se han elegido las mismas constantes del controlador (ver (5.10) y (5.11)). Además, la 
trayectoria deseada para la prueba de seguimiento es la misma que la descrita en los 
Apartados 5.4.3.1.2 y 5.4.3.2.1 (ver Fig. 5-9). El módulo de la velocidad deseada se ha 
establecido en 2.7 mm/s al igual que la velocidad mínima deseada en la primera prueba 
del método de velocidad mínima descrita en el Apartado 5.4.3.2.1. 

La Fig. 5-29.(a) muestra la trayectoria en imagen de las características visuales. El 
resultado es más preciso que el obtenido con el método de velocidad mínima. De nue-
vo, la trayectoria en el espacio 3-D seguida por la cámara durante la tarea de segui-
miento copia perfectamente la trayectoria deseada, tal como ocurría con los otros dos 
métodos propuestos (ver Fig. 5-29.(b)). 

 
La mayor precisión con la que el método de velocidad constante realiza el segui-

miento en comparación con el método de velocidad mínima se aprecia mejor en la Fig. 
5-30, donde se muestra la evolución del error de las características en la imagen. La 
siguiente referencia en el método de velocidad constante se obtiene interpolando entre 

Fig. 5-29 Método de velocidad constante. Prueba 1. Trayectoria deseada y trayectoria obtenida durante el
seguimiento. (a) Plano imagen (b) Espacio 3-D 

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

-0.3-0.25-0.2-0.15-0.1-0.0500.050.1

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

fin

Y (m)

inicio

X (m)

Z 
(m

)

0 100 200 300 400 500

0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

500

X (px)

Y 
(p

x)

(a) 

Trayectoria deseada 
Trayectoria obtenida 

(b)

5.4



147 

 

Control visual directo para el seguimiento de trayectorias Resultados de simulación
la posición que supera el módulo de la ve-
locidad deseada y la posición anterior en la 
trayectoria. Es decir, la siguiente referencia 
para el controlador dinámico está más 
próxima a la posición actual que la referen-
cia que proporciona el método de velocidad 
mínima en las mismas condiciones. Por eso 
el error en imagen es menor en el caso del 
método de velocidad constante. 

Una de las principales mejoras que 
proporciona el método de velocidad míni-
ma con respecto al método de umbral de 
error es que los pares enviados por el con-
trolador son menos oscilatorios. El método 
de velocidad constante mejora todavía más este aspecto como se puede comprobar en 
la Fig. 5-31 que representa la evolución de los pares enviados a las dos articulaciones 
durante el control del seguimiento de la trayectoria predefinida. Este aspecto es impor-
tante, ya que los motores no sufren lo mismo si se le varían continuamente los voltajes 
o se le mantienen constantes para tareas donde la articulación se desplazan en una 
misma dirección. De los tres métodos, el método de velocidad constante es el que me-
jores resultados arroja en este sentido. 

 

Pero es en el control sobre la velocidad de seguimiento donde realmente el método 
de velocidad constante mejora las prestaciones de los métodos anteriores, y más con-
cretamente las del método de velocidad mínima, ya que el método de umbral mínimo 
no permite realmente controlar la velocidad de ningún modo. La Fig. 5-32.(a) represen-
ta las velocidades lineal y angular del extremo del robot durante el seguimiento. En la 
Fig. 5-32.(b) se puede ver la evolución del módulo de la velocidad. Las dos gráficas 
muestran cómo la velocidad se ha controlado durante el seguimiento, manteniéndola 
constante. El módulo de la velocidad deseada se estableció en 2.7 mm/s para poder 
comparar el resultado con los obtenidos en la prueba del método de velocidad mínima 
sobre la misma trayectoria y bajo las mismas condiciones (ver Fig. 5-24). 

Fig. 5-31 Método de velocidad constante. Prueba 1. Par enviado por el controlador durante el seguimiento para:
(a) la primera articulación (b) la segunda articulación 
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Control visual-fuerza autocalibrado para seguimiento de trayectorias en tareas cooperativas robóticas 

 5.4.4.3.2 Prueba 2 
La segunda prueba del método de velocidad constante se realiza sobre la trayecto-

ria ya probada en el método de umbral de error en el Apartado 5.4.3.1.3 (ver Fig. 5-
17.(a)) y en el método de velocidad mínima en el Apartado 5.4.3.2.2. De nuevo, las 
constantes elegidas para esta prueba son las mismas que se han venido utilizando des-
de la Prueba 2 del Apartado 5.4.3.1.2, esto es (5.10) y (5.11), y que permiten comparar 
los resultados en las mismas condiciones del controlador. También, como en las prue-
bas anteriores en las que se podía establecer una velocidad de seguimiento (ya sea una 
velocidad mínima como en el método de velocidad mínima o una velocidad constante, 
como en la prueba realizada con el método de velocidad constante del Apartado ante-
rior), se establece un módulo de la velocidad deseada de 2.7 mm/s. 

Con estas condiciones iniciales, se obtiene la trayectoria en imagen mostrada en la 
Fig. 5-33.(a). Tanto esta trayectoria como la seguida por la cámara en el espacio Carte-
siano 3-D (ver Fig. 5-33.(b)) se ajustan con precisión a las trayectorias deseadas en am-
bos espacios. 
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Fig. 5-33 Método de velocidad constante. Prueba 2. Trayectoria deseada y trayectoria obtenida durante el
seguimiento. (a) Plano imagen (b) Espacio 3-D 
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Control visual directo para el seguimiento de trayectorias Resultados de simulación
La evolución del error en la imagen 

vuelve a mostrar, al igual que con la trayec-
toria del apartado anterior, que el método 
de velocidad constante obtiene referencias 
más cercanas a la posición actual para man-
tener la velocidad (ver Fig. 5-34). 

En la Fig. 5-35.(a) se observa claramente 
cómo la trayectoria supone envíos de pares 
a la primera articulación negativos en un 
primer tramo, para posteriormente pasar a 
envíos positivos en el segundo tramo. En la 
segunda articulación también se observa el 
cambio en la trayectoria, al cambiar la pen-
diente de los pares enviados (ver Fig. 5-
35.(b)). Si se compara con los pares enviados por el controlador del método de veloci-
dad mínima para la misma trayectoria (ver Fig. 5-27), se puede concluir que el método 
de velocidad constante proporciona unos pares más constantes también durante el se-
guimiento. 

 

En cuanto a la velocidad de seguimiento, de nuevo, al igual que en la prueba ante-
rior, se obtiene una velocidad lineal constante en módulo tal como se deseaba. La Fig. 
5-36 muestra el control de esta velocidad deseada (se estableció en 2.7 mm/s), necesi-
tando el controlador sólo unas pocas iteraciones más que el método de velocidad 
mínima para completar de forma precisa el seguimiento de la trayectoria predefinida. 

Fig. 5-35 Método de velocidad constante. Prueba 2. Par enviado por el controlador durante el seguimiento para:
(a) la primera articulación (b) la segunda articulación 
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 5.4.4.3.3 Prueba 3 
La última prueba que se realiza con el método de velocidad constante parte del ro-

bot en su posición inicial, esto es, sus dos articulaciones giradas 0 rad. Esta posición 
inicial sitúa los puntos en la imagen según s = [219 219, 294 219, 294 294, 219 294] px. 
Desde esta posición se pretende girar la primera articulación 0.4 rad y la segunda 0.15 
rad. A partir de esta posición, la posición final de los puntos en la imagen se corres-
ponde con sd = [402 390, 470 419, 444 488, 375 459] px. Entre la posición inicial y final el 

robot debe seguir una trayectoria en imagen predefinida (ver Fig. 5-37.(a)). 

La constante Kp elegida para esta tercera prueba ha sido la siguiente: 

p 8 8 1.9 xK = ⋅I   Nm/px2. (5.14)

Y la matriz Kv: 

v

4.6 0
 

0 3.6
K

 
=  
 

  Nms/rad. (5.15)

Esta última prueba pretende evaluar el comportamiento del sistema al indicarle 
una velocidad de seguimiento más elevada. En las pruebas anteriores se realizaba el 
seguimiento de la trayectoria con una velocidad de 2.7 mm/s. Esta velocidad permite 
visitar de manera más o menos precisa todas las referencias de la trayectoria deseada. 
El módulo de la velocidad lineal deseada es para esta prueba de 20 mm/s. Dado que la 
distancia que debe recorrer el extremo del robot es de aproximadamente 160 mm (ver 
Fig. 5-37.(b)), la tarea se completará en aproximadamente 8 segundos, un tiempo sensi-
blemente más adecuado para el desplazamiento que se pide en comparación con los 
aproximadamente 55 segundos que tardaba con 2.7 mm/s para recorrer una distancia 
similar. 

Con estas condiciones iniciales, se obtiene la trayectoria en imagen mostrada en la 
Fig. 5-37.(a). Tanto esta trayectoria como la seguida por la cámara en el espacio Carte-
siano 3-D (ver Fig. 5-37.(b)) se ajustan con precisión a las trayectorias deseadas en am-
bos espacios. 

Fig. 5-36 Método de velocidad constante. Prueba 2. (a) Velocidad lineal y angular del extremo del robot durante
el seguimiento (b) Evolución del módulo de la velocidad durante la tarea de seguimiento 
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La evolución del error en la imagen 
presenta un error elevado en las primeras 
iteraciones. Dado que se ha aumentado la 
velocidad de seguimiento, la diferencia en 
imagen entre la posición actual y la desea-
da que proporciona el método para mante-
ner la velocidad constante también es ma-
yor. (ver Fig. 5-38). 

En la Fig. 5-39 se pueden ver los envíos 
de pares a la primera y segunda articula-
ciones. La Fig. 5-40 muestra el control de la 
velocidad deseada (se estableció en 20 
mm/s). El menor número de iteraciones 
necesarias permite, sin embargo, alcanzar 
la posición final siguiendo de manera precisa la trayectoria predefinida y manteniendo 
la velocidad lineal del seguimiento constante. En esta prueba se muestra 1 iteración 
cada segundo. Por lo tanto, el seguimiento se completa en menos de 10 segundos. 

 

Fig. 5-39 Método de velocidad constante. Prueba 3. Par enviado por el controlador durante el seguimiento para:
(a) la primera articulación (b) la segunda articulación 
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Fig. 5-37 Método de velocidad constante. Prueba 3. Trayectoria deseada y trayectoria obtenida durante 
el seguimiento. (a) Plano imagen (b) Espacio 3-D 
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Fig. 5-38 Método de velocidad constante. Prueba 3. Error
en imagen durante el seguimiento 
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5.5 Conclusiones 
Los sistemas de control visual han incrementado enormemente su desempeño gra-

cias a la incesante mejora de los sistemas de adquisición y procesamiento de imágenes. 
El resultado es que el proceso de adquisición y procesamiento de las imágenes es cada 
vez menor, desplazando el cuello de botella hacia el controlador del robot en los siste-
mas de control visual. Tradicionalmente, los sistemas robóticos industriales poseen un 
controlador cerrado que impide enviar directamente órdenes de bajo nivel como son 
los pares y fuerzas necesarios para realizar un determinado movimiento. Sin embargo, 
estos controladores propios de cada brazo robótico, introducen un retardo en cada ite-
ración del bucle de control visual que podría ser eliminado. El principal problema que 
se suele encontrar a la hora de eliminar estos controladores es el de estimar con preci-
sión el valor de los parámetros dinámicos de un sistema que no se ha diseñado, como 
la mayoría de brazos robóticos industriales. En el proceso de diseño y construcción de 
un brazo robótico se dispone, sin embargo, de la suficiente información para obtener 
estos parámetros dinámicos. 

Partiendo de la base del diseño de un nuevo brazo robótico, en el presente Capítu-
lo se han propuesto tres métodos de seguimiento de trayectorias en la imagen basados 
en control visual dinámico. Estos métodos presentan un comportamiento intemporal 
debido a que las características deseadas no dependen del tiempo. Se ha comprobado 
su correcto funcionamiento en diversas pruebas realizadas sobre un diseño de un robot 
de 2 grados de libertad simulado en Matlab/Simulink. No se ha encontrado ningún 
otro sistema en la literatura que realice un seguimiento en el plano imagen de trayecto-
rias a partir de control visual directo basado en imagen. 

Aunque los tres métodos propuestos han presentado un correcto comportamiento 
tanto en imagen como en 3-D, se debe tener en cuenta el carácter evolutivo de cada 
método respecto al método anteriormente descrito. Así, el primer método resuelve el 
problema de las referencias temporales avanzando en la trayectoria sólo cuando la si-
guiente referencia ha sido visitada. Para definir cuando una referencia ha sido visitada 
se comprueba en cada momento que el error en imagen desde la posición actual de las 
características visuales hasta la referencia sea menor que un umbral definido con an-

Fig. 5-40 Método de velocidad constante. Prueba 3. (a) Velocidad lineal y angular del extremo del robot durante
el seguimiento (b) Evolución del módulo de la velocidad durante la tarea de seguimiento 
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terioridad. En este momento, el sistema pasa a la siguiente referencia. De esta forma se 
tiene un sistema intemporal de seguimiento que, sin embargo, no tiene ningún control 
sobre la velocidad de seguimiento. El segundo método garantiza una velocidad míni-
ma de seguimiento. Para ello, primero estima la velocidad que se aplicaría para llegar 
desde la posición actual hasta la siguiente referencia. El sistema itera sobre las referen-
cias de la trayectoria en busca de la referencia que permita superar la velocidad desea-
da. El principal problema que presente este método es la imposibilidad de mantener la 
velocidad constante. El último método propuesto soluciona este problema. Para ello, y 
partiendo de la referencia del método de velocidad mínima que aseguraba superar la 
velocidad deseada, se interpola entre esta referencia y la anterior buscando la posición 
de la cámara entre las dos muestras de la trayectoria deseada que aseguran la veloci-
dad deseada de seguimiento. 

Las simulaciones realizadas sobre un prototipo de dos grados de libertad permiten 
comprobar el correcto funcionamiento de los esquemas de control propuestos para el 
guiado de un robot controlando los pares que se deben aplicar a sus articulaciones. En 
trabajos futuros, se pretende aplicar los algoritmos de control propuestos en este Capí-
tulo y validados con las pruebas de simulación a un robot real que se construirá bajo el 
marco del proyecto MCYT “Manipulación inteligente mediante percepción háptica y 
control visual empleando una estructura articular ubicada en el robot manipulador 
(DPI2008-02647)”. En este aspecto, las pruebas realizadas en un entorno simulado no 
buscan optimizar los tiempos, sino más bien comprobar el correcto funcionamiento de 
los algoritmos propuestos para el seguimiento intemporal de trayectorias con control 
visual directo. 
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6.1 Introducción 
Cuando un robot manipulador tiene que interactuar con su entorno, el control de 

posición no es suficiente para asegurar una correcta ejecución de la tarea [Suarez-1995]. 
Existen dos técnicas generales de uso común para controlar la interacción: control pa-
sivo de interacción y control activo de interacción [Villani-2008]. El tipo de tarea de 
interacción define la posibilidad de adoptar una técnica u otra. La primera estrategia 

Los robots manipuladores se han veni-
do empleando en la industria general-
mente en tareas muy estructuradas 
donde las posiciones de los elementos 
que intervienen en la tarea son conoci-
das de forma muy precisa. Cualquier 
cambio en la posición definida previa-
mente para los objetos con los que el 
robot debe interactuar en una tarea 
puede provocar que ésta no se complete 
satisfactoriamente. Los sistemas de con-
trol visual descritos en los Capítulos 
previos permiten al robot posicionarse 
de forma relativa a los objetos implica-
dos en la tarea. Sin embargo, en tareas 
en las que el robot debe interactuar con 
su entorno no basta con esta informa-
ción visual para guiar al robot. 
La información que proporciona un 
sensor de fuerza se debe tener en cuen-
ta en tareas de interacción, donde el 
robot manipulador debe interaccionar 
con los objetos situados en el entorno. 
Las principales aproximaciones em-
pleadas hasta la actualidad para el con-
trol simultáneo de la posición del ex-
tremo del robot y de la fuerza de inter-
acción son el control híbrido y el control 
de impedancia. 
El presente Capítulo describe una técni-
ca para fusionar la información visual y 
la de fuerza basada en el esquema de

control de impedancia, donde se utili-
zan dos estrategias distintas para modi-
ficar la trayectoria en imagen a partir de 
las fuerzas de interacción. También se 
presenta un método robusto para la 
detección de cambios en la curvatura de 
la superficie de contacto que utiliza 
información visual y de fuerza. 
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implica que el robot está construido de tal manera que pueda adaptarse a la superficie 
de contacto en una tarea de interacción. Los robots flexibles son adecuados para este 
tipo de control de la interacción, ya que sus eslabones se pueden deformar para permi-
tir la adaptación sin roturas. Con frecuencia, el control de interacción pasiva se realiza 
mediante el acoplamiento en el robot de una herramienta acomodaticia especial [De 
Fazio-1984]. Esta herramienta debe ser diseñada específicamente para una tarea en 
particular. El control pasivo de la interacción no requiere ningún sensor de medición 
de las fuerzas o los momentos ejercidos por el robot. Sin embargo, no es adecuado para 
realizar tareas con grandes errores entre la trayectoria prevista y la trayectoria final 
adaptada a la superficie, ya que está limitado por la adaptabilidad del robot. Además, 
la falta de un sensor de fuerza impide al control pasivo garantizar que no se presen-
tarán grandes fuerzas de contacto. Los sistemas de control activo de interacción requie-
ren el uso de un sensor de fuerza para medir y retroalimentar las fuerzas y los momen-
tos ejercidos sobre el extremo del robot en la interacción con el objeto manipulado. 

El control de fuerza activo se basa en el procesamiento de las fuerzas y momentos 
que se transmiten entre el robot y los objetos cuando entran en contacto. Estos valores 
de pares y fuerzas, que son registrados por sensores de fuerza instalados en el robot, 
son generalmente utilizados como entrada para las leyes de control que garantizan que 
la fuerza y los pares de contacto se regulan a una referencia predefinida adecuada para 
el desarrollo de la tarea robótica. De acuerdo con el esquema de control, el control acti-
vo de interacción puede dividirse en dos grupos: control de fuerza indirecto y control 
de fuerza directo [Villani-2008]. El primero alcanza el control de la interacción a través 
del control de movimiento, sin que se cierre de manera explícita un bucle de retroali-
mentación de fuerza (pertenece a este grupo el control de impedancia); el segundo 
permite controlar la fuerza y momentos de contacto a un valor deseado debido al cierre 
del bucle que permite retroalimentar las fuerzas y pares de interacción (pertenecen a 
este grupo el control de fuerza, control híbrido o el control paralelo). Estas aproxima-
ciones se revisan en [De Schutter-1998]. La Tabla 6-1 muestra un resumen de la investi-
gación desarrollada por los grupos españoles en el control de fuerza de robots manipu-
ladores (en [GarciaGJ-2009b] se describen con más profundidad cada uno de los traba-
jos mencionados en esta tabla). 

Por otro lado, en tareas en las que el robot debe posicionarse con respecto a un ob-
jeto específico del entorno, puede hacerse uso de la información proporcionada por un 
sistema de visión y, en la actualidad, existe una gran cantidad de controladores visua-
les desarrollados con este motivo. Así, en aquellas tareas en las que se debe realizar la 
manipulación de un determinado objeto del espacio de trabajo se hace necesario el uso 
de forma combinada de los controladores visuales junto con controladores de fuerza. 
En este caso los sistemas de visión tienen la función de establecer la trayectoria del ro-
bot durante la tarea, actuando como controladores de posición, mientras el sistema 
sensor de fuerza se encarga de controlar la interacción del robot con el entorno. 

Atendiendo a la fusión de estos dos sistemas sensoriales el principal problema que 
se encuentra es que ambos sistemas proporcionan información de naturaleza distinta 
ya que miden fenómenos físicos distintos, aunque complementarios. Este factor condi-
ciona los sistemas desarrollados para fusionar la información obtenida por ambos. Así, 
los sistemas de visión proporcionan información global del espacio de trabajo, no sien-

6.1 
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do adecuados para controlar la interacción entre el robot y los objetos manipulados. 
Por otro lado, los sensores de fuerza proporcionan información acerca de la geometría 
del contacto, pudiendo únicamente controlar el movimiento descrito por el robot a par-
tir de información local, es decir, de las fuerzas de contacto. 

Tabla 6-1 Resumen de la investigación española en control de fuerza

Referencia Técnica Aplicación 

[Suarez-1995] Modelos geométricos analíticos Tareas de ensamblado de pre-
cisión 

[Cervera-1996] Redes neuronales 
Tareas de ensamblado de pre-

cisión 

[Cervera-2002c] Redes neuronales Tareas de ensamblado de pre-
cisión 

[Galvez-2003] Control de admitancia con el controla-
dor de fuerza en el espacio articular 

Control de un robot con patas 

[Amat-2004] Control de posición/fuerza híbrido 
Robot de servicios para tareas 

de afeitado y alimentación 

[Montes-2004] 
[Nabulsi-2009] Control de fuerza proporcional Robot escalador 

[Puente-2004] Control de fuerza proporcional Atornillado en una tarea de 
ensamblado 

[GarciaJG-2005a] 
[GarciaJG-2007b] 

Control de impedancia. Estimador de 
la fuerza de contacto 

Pruebas del estimador de las 
fuerzas de contacto 

[GarciaJG-2005b] 
[GarciaJG-2009] 

Control de impedancia. Estimador 
autocalibrado de la fuerza de contacto  

Pruebas del estimador autoca-
librado de las fuerzas de con-

tacto 

[GarciaJG-2007a] 
Control de impedancia y control de 

posición/fuerza híbrido 

Arquitectura de software 
abierta para pruebas de tareas 

de interacción robótica 

[Fraile-2008] Control de posición-fuerza híbrido 
Perforación de huesos en tare-

as quirúrgicas 

[Prats-2008b] Control de impedancia y control de 
posición-fuerza híbrido 

Robot humanoide para tareas 
comunes con mobiliario del 

hogar 

[Payo-2009] 
Control de fuerza PID modificado en 

esquema alternado o compartido 

Control del movimiento libre 
y restringido de un robot 

flexible 

[Valera-2009] 
Diferentes esquemas de control de 

fuerza directo y control de impedancia 

Arquitectura de pruebas para 
el análisis de la respuesta 

mecánica de asientos de vehí-
culos comerciales 

Las principales aproximaciones empleadas hasta la actualidad para combinar in-
formación visual y de fuerza son control híbrido y control de impedancia (en los Apar-
tados 6.1.1 y 6.1.2 se muestran más en detalle cada una de estas aproximaciones). En el 

6.1 
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caso de control híbrido, el espacio de control se divide en direcciones controladas por 
fuerza y direcciones controladas por visión siendo requisito para aplicar esta estrategia 
el disponer de un conocimiento previo detallado de la geometría de la tarea y el entor-
no en el que se va a desarrollar. En el caso de emplear control de impedancia se especi-
fica la relación dinámica entre fuerza y movimiento. En [Deng-2005] se muestra una 
revisión de esta última aproximación. 

Atendiendo a los distintos niveles de fusión de visión y fuerza cabe mencionar el 
control alternado, en el que una dirección dada es controlada alternativamente por 
visión y fuerza, control híbrido, es decir, control de direcciones distintas con visión y 
fuerza simultáneamente, y control compartido, con el que se puede controlar una mis-
ma dirección empleando información visual y de fuerza simultáneamente. 

Como se observará durante el desarrollo de este capítulo, la combinación de siste-
mas de control visual y fuerza constituye un campo de investigación reciente en el que 
la mayoría de las contribuciones se centran en control visual-fuerza híbrido. Aunque 
en menor proporción, también es posible encontrar estudios relativos a sistemas de 
control de impedancia para la combinación de estas informaciones. Es este motivo por 
el que en los dos siguientes apartados de este capítulo se describirán los trabajos exis-
tentes hasta la actualidad en control visual-fuerza híbrido y sistemas que combinan 
control visual con control de impedancia. En el Apartado 6.1.3 se muestran otros traba-
jos que si bien no se pueden encuadrar en ninguna de las dos aproximaciones anterio-
res, sí que utilizan distintas estrategias para la combinación de ambos sistemas senso-
riales. En la Tabla 6-2 se resume la investigación española en sistemas de control basa-
dos en visión y fuerza. 

6.1.1 Control visual-fuerza híbrido 

El esquema general de control híbrido fue propuesto originalmente por Raibert y 
Craig [Raibert-1981] consistente básicamente en seleccionar las direcciones del espacio 
de trabajo en las que debe controlarse el movimiento y las direcciones en las que debe 
controlarse la fuerza de interacción ejercida por el robot. De esta manera, el sistema 
presenta dos bucles de control separados para movimiento y fuerza, de forma que en 
las direcciones de control de posición se determina la posición actual y en las direccio-
nes de control de fuerza se mide la fuerza de interacción sobre el medio. A partir de 
este esquema genérico de control híbrido, se obtiene un sistema control visual-fuerza 
híbrido cuando para las direcciones en las que debe controlarse el movimiento se em-
plea un sistema de control visual. 

Dado que el control híbrido de fuerza-posición requiere separar en subespacios in-
dependientes las direcciones que deben controlarse con posición y las que se deben 
controlar por fuerza, en la literatura destacan trabajos como [Baeten-2002b, Baeten-
2003] que extienden el formalismo “task frame” [Bruyninckx-1996, De Schutter-1988]. 
Haciendo uso de este formalismo, se especifica a alto nivel qué sistema sensorial es 
utilizado para cada dirección posible de movimiento en cada momento de la tarea. 
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Tabla 6-2 Resumen de la investigación española en control visual-fuerza

Referencia Técnica Aplicación 

[Pedreño-2000] 
[LopezJ-2002] 

Redes neuronales con estructura VAM 
que relaciona la información visual y 

táctil con las posiciones articulares 

Tareas de posicionamiento y 
manipulación de objetos des-

conocidos 

[Pomares-2003] 
- Control visual-fuerza de impedancia 
- Control compartido basado en pesos 

Inserción de una barra en un 
agujero en movimiento 

[Prats-2004] 
[Prats-2005] 

Control visual-fuerza híbrido Robot asistente en bibliotecas 

[Pomares-2005b] Control visual-fuerza compartido Tarea de desensamblado 

[Pomares-2005a] 
- Control visual-fuerza compartido 

- Sistema de seguimiento intemporal 
basado en flujo de movimiento 

Diferentes tareas de interac-
ción en seguimientos de tra-

yectorias predefinidas 

[GarciaGJ-2007a] 
[GarciaGJ-2009d] 

[Gil-2009] 

- Control visual-fuerza compartido 
basado en la matriz de interacción 

fuerza-imagen 
- Sistema de seguimiento intemporal 

basado en control visual virtual 

Cambio de una bombilla es-
tropeada en una farola 

[Pomares-2007c] 

- Control visual-fuerza de impedancia 
- Modificación de la trayectoria en la 
imagen basada en la matriz de homo-

grafía 

Diferentes tareas de interac-
ción en seguimientos de tra-

yectorias predefinidas 

[Prats-2007] 
[Prats-2008a] 

- Control visual-fuerza compartido 
- Control visual basado en posición 

Robot de servicios para tareas 
de apertura de puertas de 

armarios 

[Pomares-2008] 

- Control visual-fuerza de impedancia 
- Detección de discontinuidades en las 

superficies basada en la matriz de 
homografía y luz estructurada 

Diferentes tareas de interac-
ción en seguimientos de tra-

yectorias predefinidas en con-
tacto con un objeto 

[Prats-2009] 
Control de posición-visual-táctil híbri-
do modificado por un control de fuer-

za de impedancia 

Robot de servicios para tareas 
de apertura de puertas corre-

deras 

Para exponer el concepto de control híbrido se muestra a continuación la formula-
ción de un sistema de control visual-fuerza 
híbrido. Esta aplicación, cuyo esquema 
general se muestra en la Fig. 6-1, consiste 
en la inserción de una varilla, que se en-
cuentra en el extremo del robot, en un ori-
ficio presente en un plano por el cual se 
desplaza antes de realizar la inserción. En 
la Fig 6-2 se puede apreciar un detalle de 
cada fase de inserción. El robot manipula-
dor acerca la varilla al agujero acercándose 
desde la izquierda (para este ejemplo se ha 
simplificado considerablemente la tarea, Fig. 6-1 Ejemplo de tarea de control visual-fuerza híbrido

p 
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considerando únicamente las direcciones X y Z). Este movimiento es un movimiento 
libre, en el que el sistema de control visual controla totalmente los grados de libertad 
del robot (Fig. 6-2.(a)). En el momento en el que se detecta un contacto con la superfi-
cie, se desliza la varilla sobre ésta hasta alcanzar el agujero. A partir de esta fase, co-
mienzan a cambiar las restricciones que permiten completar correctamente la tarea, con 
lo que se debe dividir el espacio en dos partes: las direcciones controladas con el siste-
ma de control visual, y las direcciones controladas con el sistema de control de fuerzas. 
Estas restricciones se modifican una vez se ha deslizado la varilla en el interior del agu-
jero, con lo que se tendrán que modificar de nuevo los subespacios de control. Final-
mente, se alcanza la posición final deseada cuando las fuerzas en la dirección del eje Z 
superan un umbral. 

 

El control híbrido comienza en la fase en la que se ha detectado un contacto con la 
superficie (Fig. 6-2.(b)). Para detectar este momento, se observa la fuerza en el eje Z. En 
este momento, se tiene una nueva situación con nuevas restricciones. La estrategia para 
la inserción es deslizar la varilla sobre la superficie en la dirección X mientras se apli-
can pequeñas fuerzas en Z para asegurar que se mantiene el contacto. Las restricciones 
atendiendo a que nos limitamos en este ejemplo a un control sobre los ejes X y Z serían 
las indicadas en la Fig. 6-3. El subsistema de fuerza será el encargado de mantener una 
fuerza de interacción constante entre la varilla y el plano (eje Z), mientras que el subsis-

tema de visión determina la trayec-
toria a describir para alcanzar el 
orificio (trayectoria en las dirección 
X, es decir, tangente al plano). 

Cuando la varilla ha entrado en 
el agujero (ver (Fig. 6-2.(c))) las res-
tricciones espaciales vuelven a cam-
biar. El momento en el que la varilla 
entra en el agujero puede detectarse 
fácilmente observando los cambios 
de posición en la dirección Z y espe-
rando a que sobrepase un umbral. 

Fig. 6-2 Fases de la inserción: (a) Movimiento libre (b) Movimiento restringido por la superficie (c) La
varilla comienza a introducirse en el agujero (d) La varilla toca el fondo del agujero y la tarea finaliza 

(a) (b) (c) (d)

Z 

X 

Fig. 6-3 Especificación de la tarea de deslizamiento sobre la super-
ficie 

TAREA deslizar varilla sobre superficie:{ 

Sistema de visión:  

v
x
: velocidad del sistema de control 

visual. 

w
z
: 0 rad/s. 

Sistema de fuerza:  

f
z
: fuerza de contacto mínima. 

} 
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En este momento las restricciones que 
se deben incluir en la tarea son las 
mostradas en la Fig. 6-4. La tarea con-
cluye cuando las fuerzas en Z alcan-
zan un umbral debido a que la varilla 
está tocando el fondo del agujero (ver 
(Fig. 6-2.(d)). 

La mayoría de los sistemas de 
control visual-fuerza híbridos pro-
puestos hasta la actualidad utilizan 
un sistema de cámara externo al ro-
bot. Entre los primeros trabajos de 
este tipo cabe mencionar el sistema propuesto por Hosoda et al. [Hosoda-1998] que es 
aplicado para el seguimiento de superficies desconocidas. Para ello incluye un subsis-
tema capaz de estimar los parámetros de la cámara utilizada y de reconocer la superfi-
cie con la que interactúa el robot midiendo las fuerzas de interacción y de rozamiento 
que sufre durante su movimiento. Con el fin de resolver el problema de la interacción 
con superficies desconocidas, en [Leite-2009] se desarrolla un método adaptativo para 
calcular la geometría de la superficie y mantener el extremo del robot ortogonal a la 
superficie en el punto de contacto durante la ejecución de la tarea. El sistema de visión 
presenta una configuración de cámara externa, mientras que para controlar las fuerzas 
y pares ejercidos sobre la superficie se utiliza un control de fuerza directo. En [Namiki-
1999] se describe un sistema para el agarre de objetos en tiempo real que hace uso de 
información procedente de una cámara externa al robot y la obtenida de los sensores 
de fuerza introducidos en una mano robótica. Este trabajo se centra principalmente en 
el desarrollo de una arquitectura paralela que permita retardos del orden de 1 milise-
gundo en la captura y procesamiento de la información sensorial. En [Nelson-2001] se 
describe una aplicación de control visual-fuerza híbrido aplicado a la teleoperación en 
entornos virtuales. En [Pichler-2000] se muestra un sistema híbrido con cámara externa 
al robot que de nuevo hace uso únicamente de la información procedente del sensor de 
fuerza para determinar la orientación de la superficie de contacto según el robot se 
desplaza por la misma. Una estrategia semejante se describe en [Xiao-1998, Xiao-2000] 
para el seguimiento de superficies en entornos no estructurados. 

De cara a mejorar la reconstrucción del entorno, en [Olsson-2002] se muestra un 
sistema de control visual-fuerza híbrido que hace uso de un par estereoscópico externo 
al robot. En este caso se emplea la información relativa a la cinemática del robot para 
reconstruir la ecuación del plano con la que interactúa el robot. Sin embargo, para ello 
se realiza la suposición de que ciertos parámetros de dicha ecuación son parcialmente 
conocidos, determinando únicamente algunos de ellos a través de la cinemática. Has-
sanzadeh [Hassanzadeh-2005] propone una arquitectura abierta para realizar un con-
trol híbrido de visión y fuerza en entornos no estructurados y de diferentes modos uti-
lizando Matlab/Simulink. Permite también controlar el sistema desde Internet median-
te un sistema háptico. En [Chang-2004] se presenta un sistema de control visual-fuerza 
híbrido para seguir un contorno mientras se regula la fuerza de contacto en superficies 
desconocidas. El principal problema que presenta en la reconstrucción es la necesidad 
de tener el sistema de visión previamente calibrado. Zhao y Cheah proponen un con-

6.1 

Fig. 6-4 Especificación de la tarea de inserción de la varilla 

TAREA insertar varilla:{ 

Sistema de visión:  

v
z
: velocidad del sistema de con-

trol visual. 

w
z
: 0 rad/s. 

Sistema de fuerza:  

f
x
: 0 N. 

} 
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trol visual-fuerza híbrido para manipuladores robóticos con incertidumbre tanto en la 
cinemática, como en la dinámica del robot, así como en la superficie que restringe los 
movimientos de éste [ZhaoY-2004]. El algoritmo de control se basa en una ley adapta-
tiva con regresores de fuerza y gravedad. No presenta, sin embargo, un estudio teórico 
riguroso de la influencia de una mala calibración de la cámara. 

En [Carelli-2004] se extiende el esquema general de control híbrido para considerar 
un banco de controladores que incluye, además del control de posición y fuerza tradi-
cionales, controladores servovisuales y controladores de impedancia con realimenta-
ción de fuerzas físicas o ficticias. El enfoque adoptado en [Lippiello-2007c] se basa en el 
esquema clásico de control de posición/fuerza híbrido [Raibert-1981], que exige un co-
nocimiento exacto de la geometría del entorno descrito en forma de limitaciones im-
puestas al extremo del robot. Esta hipótesis se relaja en el sentido de que la geometría 
del entorno se supone conocida, pero no su posición y orientación con respecto al efec-
tor final del robot. La transformación relativa se estima on-line a partir de todos los 
datos de los sensores disponibles, es decir, el sistema visual, el sensor de fuerza y los 
sensores de posición de las articulaciones, utilizando el filtro de Kalman extendido. 

El robot bibliotecario de la UJI es un robot diseñado por Prats et al. para ayudar a 
los usuarios de una biblioteca [Prats-2004]. El robot tiene que buscar y extraer el libro 
solicitado. En [Prats-2005] se detallan los algoritmos utilizados para la localización y la 
manipulación del libro. La manipulación de libros se realiza con un controlador vi-
sual/fuerza híbrido. Se consideran dos grados de libertad: la dirección perpendicular al 
libro se controla con la información procedente del sensor de fuerza, mientras que la 
dirección paralela se controla con un sistema de control visual basado en imágenes 
mediante el uso de los bordes del libro como características visuales. 

Aunque en la literatura, el control visual-fuerza híbrido está muy extendido, este 
tipo de sistemas híbridos requieren conocer de antemano con precisión la geometría 
del entorno en el que se desarrolla la tarea con el objetivo de realizar la división entre 
direcciones controladas por visión y direcciones controladas por fuerza. Por lo tanto, 
esta aproximación en general no puede aplicarse en entornos en los que el robot puede 
interactuar con objetos desconocidos o incluso colisionar con obstáculos. Por otro lado, 
la división del espacio de trabajo realizada por estos sistemas implica que ambos sis-
temas sensoriales no pueden emplearse simultáneamente para controlar una dirección 
dada. Estos dos motivos han propiciado la creación de un nuevo sistema de fusión con-
trol visual-fuerza (descrito en este Capítulo) que evita las limitaciones de los sistemas 
híbridos permitiendo controlar la interacción con objetos desconocidos o incluso entor-
nos no estructurados. Además, la estrategia propuesta permite hacer uso de control 
visual y fuerza simultáneamente para controlar una misma dirección dada de movi-
miento aprovechando la información proporcionada por cada sistema sensorial y fu-
sionando las mismas para obtener un mejor comportamiento que el que se obtendría 
con la utilización de uno único. Para conseguir esto, el sistema propuesto parte del con-
trol de impedancia. En el siguiente Apartado se introduce el concepto de control de 
impedancia y se destacan los principales trabajos relacionados con este esquema de 
control. 
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6.1.2 Control de impedancia 

La principal diferencia entre una aproximación de control directo de la fuerza (co-
mo el control híbrido) y una aproximación de control indirecto de las fuerzas y pares 
reside en que la última aproximación alcanza el control de la fuerza a partir del control 
del movimiento sin cerrar explícitamente el bucle de control de las fuerzas y pares de 
contacto. El control de impedancia pertenece a este último grupo [Hogan-1985]. Frente 
al control de fuerza clásico desarrolla el control dinámico entre el movimiento y la 
fuerza de interacción del robot. Para conseguirlo se especifica una impedancia deseada 
que se obtiene mediante el filtrado de las fuerzas de interacción de la siguiente manera: 

( ) ( )
i 2 ,

t
t

s s
=

+ +I D K
F

x  (6.1)

donde I∈ℜnxn es la matriz de inercia, D∈ℜnxn es la matriz de amortiguamiento y 
K∈ℜnxn es la matriz de elasticidad. Estas matrices son diagonales y caracterizan la fun-
ción de impedancia deseada. A partir de la expresión (6.1) se obtiene un vector de ajus-
te, xi, que modifica la trayectoria de-

seada, xd. En la Fig. 6-5 se muestra el 

esquema general de un sistema de con-
trol de impedancia. 

Si se atiende a la forma en que se 
alcanza el control de impedancia se 
puede afirmar que existen dos tipos 
básicos: control pasivo y activo. En el 
control pasivo se emplean elementos 
mecánicos para alcanzar la impedancia deseada, mientras que en el control activo la 
realimentación de fuerza es utilizada para controlar el movimiento del robot. Los sis-
temas de control de impedancia activo suelen clasificarse en dos grupos principalmen-
te: 

• Control de impedancia basado en fuerza. En este caso el bucle de más bajo nivel es una 
realimentación de fuerza, con lo que el robot reacciona a una desviación de su 
movimiento generando fuerzas y pares. 

• Control de impedancia basado en posición. En este caso se hace uso en bajo nivel de un 
controlador de posición. El robot genera una desviación del movimiento deseado 
como método de reacción a las fuerzas de interacción. Estos sistemas se 
denominan sistemas de control de admitancia. 

Los sistemas de control de impedancia basados en fuerza ofrecen un mejor com-
portamiento con respuestas más suaves generalmente que los sistemas de control de 
admitancia [Lawrence-1988]. Sin embargo, se requiere un modelo dinámico del robot 
para garantizar su estabilidad. En principio, los sistemas de control indirecto de las 
fuerzas no requieren medidas de las fuerzas y pares de contacto. Si no se tienen estas 
medidas, la impedancia resultante es típicamente no lineal y acoplada. Sin embargo, si 
se dispone de las medidas proporcionadas por un sensor de fuerza, se puede obtener 

Fig. 6-5 Esquema de control de impedancia 6.1 
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un comportamiento lineal y desacoplado. En las distintas estrategias control visual-
fuerza propuestas en esta Tesis se supondrá la utilización de control activo basado en 
posición. 

A partir del esquema de control de impedancia básico mostrado en la Fig. 6-5, exis-
ten modificaciones como la descrita en [Morel-1998, Pomares-2003], en la que se agrega 
un bucle de control externo consistente en un controlador visual que genera referencias 
(xd en la Fig. 6-5) para un sistema de control de impedancia. Este sistema hace uso de 

una cámara ubicada en el extremo del robot y se aplica a tareas de acoplamiento entre 
piezas. Frente a otras aproximaciones como la descrita en [Nelson-1996b] en la que los 
sistemas de visión y fuerza actúan en el mismo nivel de la jerarquía de control, la des-
crita en [Morel-1998] se caracteriza por presentar un bucle de visión externo dispuesto 
alrededor del bucle de control de posición. Esta misma técnica se aplica en [Pomares-
2003]. 

En [Prats-2009] se presenta un controlador visual/fuerza/táctil híbrido que es modi-
ficado por un control de impedancia para abrir una puerta corredera con el robot de 
servicio de la UJI. Esta plataforma robótica está compuesta por un manipulador robóti-
co con una mano de tres dedos de Barrett, un sensor de fuerza situado en la muñeca, 
un sensor táctil para cada dedo de la mano y una cámara en configuración “eye-in-
hand”. En primer lugar, se ejecutan tres controladores independientes: un controlador 
de posición, un controlador visual y un controlador táctil. Las tres velocidades calcula-
das por estos controladores se combinan utilizando un esquema de control híbrido que 
utiliza cada velocidad para una dirección distinta del espacio Cartesiano. La velocidad 
obtenida a partir de este controlador híbrido es luego modificada por un controlador 
de impedancia que asegura que la mano del robot aplica la fuerza necesaria para abrir 
la puerta. En [Prats-2010] se propone un esquema global basado en sensores para la 
especificación y control robusto de tareas de interacción física, donde se consideran 
conjuntamente el agarre y la tarea sobre la base del formalismo “task frame” y la 
aproximación basada en conocimiento para el agarre. 

La estimación de la posición y orientación de la superficie de interacción descrita 
en [Lippiello-2007c] utilizando un filtro extendido de Kalman permite obtener la reali-
mentación de posición de un controlador de impedancia clásico. En [Lippiello-2007a] 
se aplica este estimador para obtener un sistema de control de impedancia basado en 
visión. En [Huang-2007] se describe un sistema de inyección en células. La tarea de 
inyección de células es una tarea compleja que requiere de personal experto para su 
realización manual. Para obtener un sistema automático de garantías, se propone un 
algoritmo de control de impedancia basado en visión. Las imágenes que proporciona el 
microscopio permiten controlar la deformación y obtener una relación entre la fuerza 
de inyección (medida por el microsensor de fuerza) y el desplazamiento de la mem-
brana celular. Wen et al. emplean control de impedancia en [Wen-2008] para el control 
de un dispositivo háptico utilizado para la interacción con entornos virtuales. La reali-
mentación visual del controlador permite obtener respuestas más precisas. El sistema 
se prueba sobre dispositivos de 1 y 2 grados de libertad únicamente. 

Un aspecto importante que se ha explotado en la literatura sobre los sistemas de 
control de impedancia es la posibilidad de introducir fuerzas ficticias para aplicarlo a 
tareas de aproximación sin contacto. En [Tsuji-1999] se hace uso de un sistema de con-
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trol de impedancia sin contacto aplicado a un robot redundante. Esta aproximación 
emplea la información visual de una cámara externa fija para generar una fuerza vir-
tual entre cada articulación del robot y el medio. En [Nakabo-1998] se describe el con-
cepto de impedancia visual y se define un contacto virtual con una superficie virtual en 
la imagen. En este caso las fuerzas ficticias modifican las señales de control generadas 
por un sistema de control visual, obteniendo las correspondientes acciones de control. 
Por último, dentro del ámbito de la utilización de sistemas de control de impedancia 
visual junto con fuerzas ficticias destacan los trabajos [Mut-1998, Carelli-2004] en los 
que se considera una estructura de control de impedancia donde la fusión de la infor-
mación visual y de fuerzas (físicas o ficticias) se realiza en el plano imagen. Por lo tan-
to, el objetivo de control de impedancia visual resulta definido como la relación diná-
mica entre las fuerzas y el error de las características en la imagen. En estos trabajos se 
define también distintas estrategias para la generación de las fuerzas ficticias, que en 
cualquier caso suele tratarse de una función de la distancia entre el extremo del robot y 
el objeto implicado en la tarea. 

En [Pomares-2005b, Pomares-2006a] se propone un sistema de control de impe-
dancia que utiliza un sistema de control visual que ofrece la posibilidad de hacer un 
seguimiento de una trayectoria, evitando las restricciones temporales y sin conocimien-
to previo de los parámetros intrínsecos de la cámara. A lo largo de este Capítulo se 
describirá un esquema de impedancia novedoso realimentado con la referencia de ve-
locidad obtenida con el sistema de seguimiento intemporal de trayectorias basado en 
control visual virtual presentado en esta Tesis. 

6.1.3 Otras aproximaciones 

Otra aproximación muy utilizada para resolver el problema de controlar el robot 
utilizando información visual y de fuerza es el control compartido. En un control com-
partido, existe un sistema supervisor que trata de resolver qué subsistema de control se 
debe encargar en cada momento de guiar al robot. Como ejemplo de esta aproximación 
cabe citar el concepto de “resolvability” [Nelson-1996a], que proporciona un indicador 
acerca de la “calidad” de la información obtenida a partir de cada sensor o su utilidad 
para guiar el robot en un instante dado de la tarea. Este indicador es seleccionado para 
determinar el sensor a utilizar en cada momento. También es posible encontrar otras 
aproximaciones que emplean una combinación de la información de visión y fuerza, 
como los trabajos de Zhou, Nelson y Vikramaditya [Nelson-1997, Zhou-1998] aplicados 
a micro-manipulación, en los que se define un elemento supervisor que determina el 
sistema sensorial más adecuado a aplicar en cada momento. Cabe mencionar asimismo 
otros trabajos como [Jörg-2000] aplicados a un sistema de ensamblaje flexible que em-
plea un sistema multisensorial. Para desarrollar esta tarea se hace uso de control com-
partido de forma que una dirección dada de movimiento es controlada alternativamen-
te por cada sistema sensorial dependiendo del estado de la misma. 

Otra técnica que destaca para fusionar la información visual y de fuerza son los 
controladores borrosos. Así, Von Collani y otros [von Collani-1999, von Collani-2000] 
emplean una solución “neuro-fuzzy” para la aplicación del control visual y de fuerza 
combinado a una tarea de posicionamiento que requiere alta precisión. 
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Aplicando el formalismo “task frame” también es posible encontrar trabajos enca-

minados al control de una dirección dada de movimiento simultáneamente haciendo 
uso de visión y fuerza [Baeten-2002a, Baeten-2003]. 

En [Malis-2001] se describe la utilización de distintos sistemas sensoriales para el 
control de una tarea. Dentro de estos sistemas sensoriales se profundiza en el empleo 
de sistemas de visión y fuerza para una tarea de inserción. Esta estrategia supone una 
extensión a la aproximación de función de la tarea [Samson-1991]. 

Un sistema de control visual basado en imagen no permite conocer la trayectoria  
3-D seguida por el robot hasta alcanzar la configuración deseada. Así, empleando este 
tipo de sistemas, únicamente se dispone del conocimiento del valor de las característi-
cas deseadas obtenidas en la imagen una vez que la tarea ha finalizado, pero no qué 
trayectoria se describirá hasta alcanzar estas características. Este aspecto se convierte en 
crítico en tareas en las que el robot debe interactuar con el entorno. Pomares y Torres 
[Pomares-2005c, Pomares-2007b] describen una aproximación, denominada control 
visual basado en flujo de movimiento, que permite garantizar el correcto seguimiento 
de una trayectoria especificada en el espacio de la imagen, presentando un correcto 
comportamiento tanto en la imagen como en el espacio 3-D. 

Por último, basadas en una nueva formulación del principio de ortogonalización 
usado en control de fuerza, en [Dean-León-2005a, Dean-León-2005b] se trata una 
aproximación llamada principio de ortogonalización visual que consigue una conver-
gencia simultánea de la posición visual restringida y de la fuerza de contacto entre el 
extremo del robot y la superficie que restringe el movimiento. 

En el siguiente Apartado se describen las principales aportaciones de esta Tesis en 
el campo de la fusión de visión y fuerza para el control de un robot manipulador. Se 
parte de un control de impedancia en el que la referencia de posición se obtiene a partir 
del método de seguimiento de trayectorias descrito en el Capítulo 3. Cuando el robot 
entra en contacto con la superficie de un objeto, es necesario replanificar la trayectoria 
deseada en imagen del sistema de seguimiento. De esta forma, se consigue que la  
acción de control del controlador visual sea coherente con la acción de control del con-
trolador de fuerza. En la siguiente Sección se propondrán dos métodos para realizar 
esta replanificación de la trayectoria en el espacio imagen. El sistema de control visual-
fuerza propuesto es capaz, con esta replanificación de la trayectoria, de desplazarse 
sobre una trayectoria deseada interactuando con los objetos de la escena. Sin embargo, 
el sistema requiere la presencia de algún subsistema capaz de detectar cambios en la 
superficie sobre la que se está desplazando el robot. Cuando se encuentra un cambio en 
esta superficie, la trayectoria en imagen debe ser de nuevo replanificada. Para detectar 
estos cambios en la superficie de contacto, se propone un método original que parte de 
información visual y de fuerza. 
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6.2 Fusión de control visual-fuerza basado en control de impe-
dancia 

En este apartado se va a describir un sistema de control visual-fuerza que permite 
al robot interaccionar con el entorno. La Fig. 6-6 muestra un esquema del sistema pro-
puesto. 

Este sistema consta de tres bloques principales: 

• Un controlador de impedancia que es realimentado con información visual. El 
esquema de impedancia clásico permite controlar la posición del extremo del robot 
al tiempo que controla la fuerza de interacción. En el Apartado 6.2.1 se modifica la 
referencia de posición por la referencia del controlador visual [Pomares-2008]. 

• Un sistema que permite modificar la trayectoria deseada en la imagen a partir de 
la información proporcionada por el sensor de fuerza. En la Sección 6.2.2 se 
mostrarán dos técnicas distintas para replanificar la trayectoria deseada en la 
imagen que permite al controlador visual obtener la referencia de posición para el 
esquema de control de impedancia. La replanificación de la trayectoria es 
necesaria para mantener la coherencia entre las acciones de control distintas 
obtenidas por visión y por fuerza. 

• Un mecanismo que permite detectar cambios en la superficie de contacto. El 
método propuesto en la Sección 6.2.3 parte de la información de las fuerzas de 
interacción y de la información proporcionada por un láser para obtener de forma 
precisa el momento en el que se produce un cambio en la superficie de contacto. 
Así, una vez que se detecte un cambio en la superficie se puede recalcular la 
trayectoria en imagen de forma que las fuerzas de interacción corrijan la 
trayectoria deseada que el sistema de seguimiento debe repetir. 

El esquema mostrado en la Fig. 6-6 se introduce en [Pomares-2004a]. En su Tesis, 
Pomares describe cada una de las fases del esquema y propone un sistema que permite 
detectar posibles errores en la orientación del robot con respecto a la superficie de in-
teracción. Sin embargo, partiendo de este esquema básico, en la presente Tesis se han 
realizado las siguientes aportaciones: 

• En el Apartado 6.2.3 se propone una técnica que mejora la detección de las zonas 
de ruptura en la superficie con la que se está interactuando [Pomares-2008]. Este 
detector de rupturas se basa en la fusión de información visual y de fuerza y 
combina el método de detección de rupturas descrito en la Tesis de Pomares con 
un detector de rupturas desarrollado en [Gil-2006] que utiliza luz estructurada 
para, mediante visión, detectar un cambio en la superficie. 

• Una vez se ha detectado un cambio en la superficie, se debe modificar la 
trayectoria en la imagen para que el sistema de control visual siga enviando 
referencias válidas de acuerdo con las fuerzas y pares de interacción medidos por 
el sensor de fuerza. En este aspecto, se proponen dos métodos que modifican la 
trayectoria deseada en imagen a partir de la información que proporciona el sensor 
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de fuerzas. El primero de ellos utiliza las matrices de homografía proyectiva para 
recalcular la trayectoria deseada en imagen con la ventaja de obtener la trayectoria 
de manera independiente ante errores en la estimación de los parámetros 
intrínsecos de la cámara [Pomares-2007c]. El segundo método propuesto utiliza la 
matriz de interacción fuerza-imagen para obtener las variaciones en la posición de 
las características en imagen con relación a las variaciones deseadas en las fuerzas 
de contacto [GarciaGJ-2007a]. Estas técnicas se describen en el Apartado 6.2.2. 

• Para guiar al robot se utiliza un sistema de impedancia donde la referencia de 
posición se ha substituido por el sistema de seguimiento descrito en el Capítulo 3. 

 

6.2.1 Esquema de control de impedancia con realimentación visual 

Hasta ahora, la mayoría de las aplicaciones desarrolladas para combinar informa-
ción visual y de fuerza emplean el control híbrido descrito en el apartado anterior. En 
estos casos, el espacio de trabajo debe ser conocido de forma muy precisa, de forma 
que se pueda dividir primero las direcciones controladas mediante fuerza de aquellas 
que lo serán por posición (es decir, por un sistema de control visual). Con la intención 
de incrementar la versatilidad del sistema y de mejorar su respuesta ante las incerti-
dumbres que aparecen durante la tarea de manipulación, se ha desarrollado un sistema 
especial de control de impedancia visual [Pomares-2007c] que constituye una de las 
aportaciones de la presente Tesis. Este sistema utiliza la información obtenida a partir 
del seguimiento intemporal de trayectorias en la imagen descrito en el Capítulo 3 y 
dispone de una realimentación visual externa, en contraste con otras aproximaciones 

Fig. 6-6 Esquema del sistema propuesto de control de la interacción con el entorno 
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[Nelson-1996b] que tienen los sistemas de visión y fuerza en el mismo nivel de la jerar-
quía de control. 

La técnica elegida para desarrollar el controlador de visión y fuerza es el control 
activo basado en posición. En el control activo, la realimentación de fuerza se usa para 
controlar los movimientos de las articulaciones. La siguiente ecuación de impedancia 
establece un comportamiento en base a una determinada inercia, amortiguamiento y 
elasticidad para el desplazamiento en posición cuando el extremo del robot ejerce una 
fuerza F en el entorno: 

vc vc vc ,= Δ + Δ +I D K F x x x (6.2)

donde xc es la posición actual del extremo del robot, xv es la trayectoria de referencia, 

vc v cΔ = −x x x , I∈ℜnxn es la matriz de inercia, D∈ℜnxn es la matriz de amortiguamiento y 

K∈ℜnxn es la elasticidad. Todas son matrices diagonales y caracterizan la función de 
impedancia deseada. 

Para implementar este controlador, se ha introducido una realimentación visual 
externa en el esquema de control de impedancia con una realimentación interna de 
movimiento. Para la implementación se ha elegido un sistema de control de impedan-
cia basado en posición llamado control de acomodación [Whitney-1977] en el que la 
impedancia deseada está limitada a un amortiguamiento puro D (en [Malis-2001] se 
muestran los principales aspectos de la estabilidad de este tipo de control). En este ca-
so: 

vc .= ΔD F x (6.3)

Por lo tanto, la ley de control obtenida será: 

1
c v ,−= − D x x F  (6.4)

donde el término vx  se obtiene usando el método de seguimiento intemporal de tra-
yectorias en la imagen basado en control visual virtual descrito en el Capítulo 3. 

( )j
v v s

ˆ ,λ += − ⋅ ⋅ ⋅ −C L s sx  (6.5)

donde la velocidad se transforma desde el sistema de coordenadas de la cámara al del 
extremo del robot usando la matriz Cv. 

En la Fig. 6-7 se muestra el esquema del control de impedancia propuesto. En esta 
figura el componente de cinemática inversa implementa un algoritmo convencional de 
Jacobiana inversa, c q c

+= J q x , donde cq  son las correspondientes velocidades de las arti-

culaciones y q
+J  es la pseudo inversa de la matriz Jacobiana del robot. 

Por lo tanto, definiendo el amortiguamiento deseado D, la información procedente 
de ambos sensores se combina como muestra la Ecuación (6.4). De esta forma, la tra-
yectoria generada por el sistema de seguimiento intemporal de trayectorias basado en 
control visual virtual se corrige de acuerdo con la interacción del robot. 
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6.2.2 Modificación de la trayectoria en la imagen a partir de las fuerzas de 
interacción 6.2.2.1 Método basado en la matriz de homografía 2-D 

La mayoría de las aproximaciones para fusionar la información visual y la de fuer-
za no consideran la posibilidad de que ambos sensores aporten información contradic-
toria en un momento dado de la tarea (es decir, el sistema de control visual establece 
una dirección de movimiento que es imposible de acuerdo con la información de inter-
acción obtenida a partir del sensor de fuerza). En [Pomares-2004a] se describe un 
método capaz de modificar la trayectoria deseada en la imagen a partir de la informa-
ción de las fuerzas de interacción. Sin embargo, la aproximación propuesta por Poma-
res no permite asegurar una correcta modificación de la trayectoria ante errores en los 
parámetros intrínsecos de la cámara. En este apartado se presenta una aproximación 
que sí permite asegurar una correcta modificación de la trayectoria deseada en imagen 
a partir de las fuerzas y pares de contacto, independientemente de los errores cometi-
dos en la estimación de los parámetros internos de la cámara. 

Para asegurar que una determinada tarea en la que se requiere una interacción con 
el entorno se desarrolla correctamente, el sistema debe llevar a cabo una variación de la 
trayectoria en la imagen, dependiendo de las restricciones espaciales impuestas por las 
fuerzas de interacción. Para conseguirlo, dada una colisión con el entorno de trabajo y 
habiendo reconocido el vector normal n a la superficie de contacto [Pomares-2005b], se 
determina la transformación que debe llevar a cabo la cámara para cumplir las restric-
ciones espaciales. Esta transformación, dada por una matriz de rotación R y una trasla-
ción t, se calcula de forma que represente la dirección más cercana a la obtenida a par-
tir del seguimiento intemporal de trayectorias en la imagen basado en control visual 
virtual, y que está contenida en el plano de la superficie. 

Por lo tanto, para garantizar que la información visual sea coherente con la obteni-
da del sensor de fuerza, la trayectoria en la imagen se debe modificar, de forma que la 
nueva trayectoria es la obtenida a partir de la transformación previamente menciona-

Fig. 6-7 Esquema del control de impedancia con realimentación visual 
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da. Para conseguirlo, se vuelve a utilizar el concepto de matriz de homografía descrito 
en el Apartado 3.4. Esta matriz, G, relaciona los puntos vistos desde una configuración 
de la cámara con los mismos puntos observados desde otra posición de la cámara. Si se 
calcula la matriz G en cada iteración (es decir, cada vez que se captura una imagen) de 
acuerdo con la transformación obtenida tras detectar una colisión (a partir de la matriz 
de rotación R y de la traslación t), se podrá obtener la nueva trayectoria en el espacio 
imagen. 

Primero, considérese Π el plano de la superficie de contacto. Una vez que la coli-
sión se detecta, considerando Pi un punto 3-D observado por la cámara (que representa 

una característica extraída del objeto), el mismo punto en el espacio imagen es fi. 
kfi 

representa la posición de la característica en la imagen capturada en una posición in-
termedia k de la cámara. En la imagen de destino (que se corresponde con la imagen 
obtenida por la cámara colocada en la posición final de la trayectoria), el mismo punto 
se localizará en la posición Nfi (esta notación se ilustra en la Fig. 6-8). 

 

La matriz kR denota la rotación entre una posición intermedia en la trayectoria y la 
final, mientras que ktd es la traslación escalada de la cámara entre las dos posiciones: 

k
k

d N ,= tt
d

 (6.6)

Fig. 6-8 Esquema de la reconstrucción del movimiento 
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donde Nd es la distancia desde Π al origen del sistema de referencia de la cámara situa-
do en la posición final de la trayectoria. 

La homografía kG se define como: 

k k k N k
i i i i ,eμ β= +Gf f  (6.7)

donde kμ  es un factor de escala, k k k
de t= A R  es la proyección en la imagen capturada 

por la cámara en el instante k del centro óptico cuando la cámara está en la posición 
final, βi es un factor de escala constante que depende de la distancia Nd: 

i
i N

( , )
,

d P
d

β
Π

=  (6.8)

donde i( , )d P Π  es la distancia desde el plano de la superficie de contacto hasta el punto 
3-D, y A es la matriz de parámetros intrínsecos, que se construye a partir de los pará-
metros intrínsecos, ξ, definidos en el Apartado 2.2.2: 

( )
( )

u 0

v

u

0

f f cot θ
0 f / θ ,
0 0 1

p p
p sen v

 ⋅ − ⋅ ⋅
 

= ⋅ 
 
 

A

u
 (6.9)

donde se recuerda que u0 y v0 son las coordenadas en píxeles del punto principal, f es 

la longitud focal, sx y sy son los factores de escalado de los píxeles respectivamente en 

las direcciones u y v, y θ es el ángulo entre estos ejes. 

Aunque βi es desconocido, aplicando (6.7) entre la posición inicial de la cámara (la 

obtenida cuando se detecta la colisión y que se indica en adelante con el superíndice 0) 
y la posición final de la cámara (indicada con el superíndice N) se obtiene que: 

( )
( )

0

i

0 0 N 0 N 0
i i i i1

i 0 0 00 0
d id 1

,sign
tt

μ
β

 − ∧
 =
  ∧ 

G G

A RA R

f f f f

f
 (6.10)

donde el subíndice 1 indica el primer elemento del vector y A se calcula durante el se-
guimiento intemporal de trayectorias en la imagen basado en control visual virtual 
cuando se utiliza la calibración multi-imagen definida en el Capítulo 4. 

Remplazando (6.10) en (6.7) se obtienen las coordenadas en la imagen de las carac-
terísticas simplemente dividiendo k k

i iμ f  por su última componente (de esta forma se 

obtienen las coordenadas homogéneas de kfi). Así, en el instante k se pueden calcular 

las coordenadas en píxeles de una característica a partir de la Ecuación: 

( )
( )

i i i i

i

i

0 0 0 N 0 N 0
ik k k N k k1

i i d0 0 00 0
dd 1

.sign t
tt

μ
μ

 − ∧
 = +
  ∧ 

G G
G A R

A RA R

f f f f
f f

f
 (6.11)
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Como se puede ver en la Ecuación (6.11), para calcular kfi se deben obtener las ma-

trices de homografía 0G y kG, al mismo tiempo que la rotación 0R y la traslación escala-
da 0td. 

Si Pi está en la superficie de contacto, βi es nulo. Por lo tanto, aplicando (6.7) entre 

las posiciones inicial y final en la trayectoria se tiene: 

i
0 0 0 N

i i .μ = Gf f  (6.12)

La matriz de homografía que relaciona las posiciones inicial y final 0G puede obte-
nerse a partir de la expresión (6.12) si se tienen al menos cuatro puntos situados en el 
plano de la superficie de contacto [Hartley-2003]. Para obtener 0R and 0td se introduce 

el concepto de matriz de homografía Euclídea H. 

A partir de la homografía proyectiva G se puede obtener la homografía Euclídea H 
como sigue: 

1 .−=H A GA (6.13)

A partir de H es posible determinar el movimiento de la cámara aplicando el algo-
ritmo propuesto en [ZhangZ-1996]. Por lo que aplicando este algoritmo entre las posi-
ciones inicial y final se pueden calcular 0R y 0td. 

De esta forma se han obtenido 0G, 0R y 0td. Ahora, se necesita calcular kG con el ob-

jetivo de obtener la posición de las características en el plano imagen de acuerdo a la 
trayectoria planificada. Para conseguirlo, se debe obtener previamente la matriz de 
homografía Euclídea kH. Posteriormente, es sencillo obtener kG a partir de la Ecuación 
(6.13): 

k k 1.−=G A HA (6.14)

H se puede descomponer en una matriz de rotación y una de rango 1: 

d .t n= −H R R (6.15)

Aplicando la Ecuación (6.15) se puede obtener k k k k
dt n= −H R R  (en cualquier po-

sición de la trayectoria planificada). Donde kR y ktd se obtienen del planificador de tra-

yectorias [Pomares-2005b] como se ha descrito previamente. Los diferentes pasos des-
critos en este apartado para la obtención de la nueva trayectoria se muestra en la Fig. 6-
9. 

Si el error inicial cometido en la estimación de la homografía Euclídea se propaga a 
lo largo de la trayectoria, el método descrito para modificar la trayectoria en la imagen 
no depende de los errores cometidos en la estimación de los parámetros intrínsecos de 
la cámara. Para probarlo, se calcula la estimación inicial de la matriz de homografía 
Euclídea, 0Ĥ , aplicando la Ecuación (6.13) de la siguiente manera: 

0 1 0ˆ ˆ ˆ .−=H A GA (6.16)
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Substituyendo el valor de 0G  obtenido de la Ecuación (6.14) la estimación de la 

matriz de homografía Euclídea 0Ĥ  se puede calcular a partir de la estimación de los 
parámetros intrínsecos Â , los parámetros intrínsecos reales A, y de la matriz de 
homografía Euclídea inicial real H: 

0 1 0 1ˆ ˆ ˆ .− −=H A A HA A (6.17)

La premisa inicialmente mencionada que indicaba que el error inicial de la estima-
ción de la homografía Euclídea se propague a través de la trayectoria se puede expre-
sar en una iteración dada k como: 

 
k k 1

A A
ˆ ,−=H E HE  (6.18)

donde k 1
A A

−E HE  

De acuerdo con la Ecuación (6.11) las coordenadas en píxeles de las características 
son: 
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Fig. 6-9 Esquema de la reconstrucción de la trayectoria en la imagen 
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( )

( )
i i i i

i

i

0 0 0 N 0 N 0
ik k k 1 N k1

i i 0 00

1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ,
ˆ ˆˆ ˆ

μ
μ −

 − ∧ = +   ∧ 
 

G G
A HA A

AA
sign T

TT

f f f f
f f

f
 (6.19)

donde el vector estimado kT̂  es: 

( ) 1
k 1 1 k T k

d
ˆ ˆ ˆ .

−
− −= A A A A RT n t  (6.20)

Como se demuestra en [Mezouar-2002b] el segundo término de la suma de la 
Ecuación (6.19) es igual al segundo término de la suma de la Ecuación (6.11). Aplican-
do (6.18) en el primer término de la suma de (6.19) se obtiene: 

k 1 N k 1 1 N k 1 N
i A A i i

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ .− − − −= =A HA AE HE A A HAf f f  (6.21)

Considerando (6.14) se obtiene kGfi, que es justo el primer término de la suma de 

(6.11). De esta forma se demuestra que: 

k k k k
i i i i

ˆˆ .μ μ=f f  (6.22)

Por lo tanto el sistema propuesto no se ve afectado por los errores cometidos en la 
estimación de los parámetros intrínsecos. 6.2.2.2 Matriz de interacción Fuerza-Imagen 

La necesidad de realizar una calibración previa se hace patente en sistemas de con-
trol visual-fuerza. En este tipo de sistemas de control, el robot realiza simultáneamente 
una tarea de control visual y control de la interacción con el entorno. En tareas de con-
trol visual y fuerza aparecen parámetros desconocidos a priori tales como rozamientos, 
relaciones entre sistemas de coordenadas de los sensores, características de la superfi-
cie de contacto, etc. 

En este apartado se propone un sistema que realiza una modificación de la trayec-
toria en la imagen seguida por el sistema de control visual en base a la información 
procedente del sensor de fuerza [GarciaGJ-2007a]. Para ello se ha definido el concepto 
de matriz de interacción fuerza-imagen que determina la relación entre variaciones en 
la imagen y variaciones en las fuerzas de interacción. El método propuesto es capaz de 
realizar una estimación on-line de dicha matriz sin necesidad de disponer de conoci-
miento previo de los parámetros anteriormente mencionados. El método realiza una 
estimación en base a la información obtenida de ambos sensores. En concreto, el siste-
ma empleado para la estimación se basa en el método recursivo Gauss-Newton y usa 
una optimización no lineal de mínimos cuadrados. Este algoritmo se basa en trabajos 
previos como [Hosoda-1994, Jagersand-1997, Piepmeier-2003] dirigidos al desarrollo de 
un método de Gauss-Newton dinámico de control visual para el seguimiento de obje-
tos en movimiento. En concreto, estos métodos se encargan de realizar una estimación 
robusta del Jacobiano de la imagen que relaciona las características visuales con la va-
riación en las coordenadas articulares del sistema. 

A continuación se describe el significado de la matriz de interacción fuerza-
imagen, LFI, que se pretende estimar. Para ello, considerando F las fuerzas de interac-
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ción obtenidas respecto al extremo del robot y r la localización del objeto, se define la 
matriz de interacción para las fuerzas, LF, de la siguiente manera: 

F .∂=
∂
FL
r

 (6.23)

De esta forma, la pseudo inversa de la matriz de interacción para las fuerzas per-
mite obtener las variaciones de la posición y orientación del punto de contacto en rela-
ción a las variaciones de las fuerzas y momentos ejercidos: 

( )-1T T
F F F F .+ ∂= =

∂
rL L L L
F

 (6.24)

La matriz de interacción de la imagen (definida en la Ecuación (2.2)) relaciona va-
riaciones en las características visuales con la variación de la posición de la cámara en 
el espacio Cartesiano 3-D. 

s .
t

∂= ⋅
∂
rs L  (6.25)

Derivando esta ecuación y aplicando (6.24) se tiene que: 

+
F FI

s

s

,
t

.

∂ ∂= ⋅ ⋅
∂ ∂

= ⋅ ⋅ → ⋅

r Fs L
F

s L L F s L F



   =

 (6.26)

siendo LFI la matriz de interacción que se desea estimar empleando mínimos cuadrados 

ponderados. 

En una aplicación en la que sea necesario mantener una fuerza constante con el en-
torno, la trayectoria en imagen se debe modificar dependiendo de las fuerzas de inter-
acción. Para ello, usando la matriz LFI, las nuevas características deseadas (empleadas 

por el sistema de seguimiento intemporal de trayectorias basado en control visual vir-
tual descrito en el Capítulo 3) durante el contacto serán: 

( )j j
FI d .′ = + ⋅ −s s L F F  (6.27)

El valor del conjunto de características js, se obtiene a partir del método de segui-
miento descrito en el Apartado 3.5. 

A continuación se describe el método empleado para la estimación de la matriz de 
interacción LFI. Considerando un sistema MIMO en el que las entradas son variaciones 

en las fuerzas de interacción y salidas variaciones en las características visuales, la 
ecuación de medida puede representarse de la siguiente manera: 

FI= + ,Δ ⋅ Δs L F e  (6.28)

donde: 

• ( )...
T

1 mΔ Δ Δs s s=  son las salidas del sistema, es decir, la variación en las 

características visuales. 
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• ( )...

T

1 n= F FΔ Δ ΔF  son las entradas al sistema, es decir, la variación en las 

fuerzas de interacción. 

• e es un vector de error de medida (ruido blanco). 

• LFI es la matriz de interacción fuerza-imagen anteriormente definida cuyo valor 

estimado se va a representar por FIL̂  (por simplicidad en la notación a partir de 
ahora se representa L = LFI): 

( )

11 1n

m1 mn

j j1 jn

L ... L
... ... ... ,

L ... L
ˆ ˆ ˆL ... L , j 1...m.

 
 =  
 
 

= =

L

L

 (6.29)

Por lo tanto, el valor para cada una de las m salidas o características visuales será: 
T

j j j
ˆ + .Δ ⋅ Δs L F e=  (6.30)

Despejando el error en la expresión (6.30) y considerando k medidas se obtiene la 
siguiente ecuación para el error ponderado exponencialmente: 

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( )

Tk 1 /2k 1 /2 k 1 /2
j j

Tk 2 /2k 2 /2 k 2 /2
j j

j

T
j j

1e 1 s 1

2e 2 s 2 ˆ .

e k s k k

−− −

−− −

 λ Δ   λ λ Δ           λ Δλ λ Δ  = − ⋅                  Δ  Δ     

F

F L

F

 
 (6.31)

Donde el parámetro 0,1 λ∈   indica el peso de las nuevas medidas frente a estima-

ciones anteriores. Cuanto mayor es el valor de λ  más peso se le asigna a las nuevas 
medidas. La ecuación (6.31) también puede representarse de la siguiente manera: 

jk jk k j
ˆ .= − ⋅e S F L  (6.32)

Con el objetivo de estimar la matriz de interacción fuerza-imagen se define la si-
guiente función objetivo a minimizar: 

( ) ( )
m m T

T
k jk jk jk k j jk k j

j=1 j=1

ˆ ˆ= .E = − ⋅ − ⋅ e e S F L S F L  (6.33)

La estimación de la matriz de interacción fuerza-imagen puede representarse de la 
siguiente manera: 

( )T
T T
1 m

ˆ ˆ ˆ= .L L L  (6.34)

El valor de ( )j
ˆ k 1+L  puede ser deducido recursivamente a partir de la medida 

( )k 1+  y el valor de ( )j
ˆ kL . Para ( )k 1+  medidas el error ponderado exponencialmente 

será el siguiente: 
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( ) ( ) ( )( )+ +1

kjk jk
T j
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e k 1 s k k

     λλ λ     = − ⋅
    Δ Δ     

Fe S
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F
 (6.35)

Además, la siguiente condición deberá cumplirse si se desea reducir en la iteración 
k+1 completamente el error representado en la Ecuación (6.33): 

( ) ( )+
-1T T

j k+1 k+1 k+1 jk+1
ˆ k 1 .=L F F F S  (6.36)

Supóngase ahora que: 

( ) ( ) 1T
k kk .

−
=P F F  (6.37)

Por lo tanto: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
+

1

kT T
Tk+1 k+1 kk 1 k 1 .

k 1
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−
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  = = λ Δ +
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F
 (6.38)

Multiplicando los términos de la Ecuación (6.38) se obtiene: 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

+

1
+

1TT
k k

1T1 1

k 1 k 1 k 1 ,

k 1 k k 1 k 1 .

−
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 = + Δ + λ Δ +  λ
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 (6.39)

Finalmente, desarrollando esta expresión: 

( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
+ 1T T

k k k 1
1k 1 .

k 1 k k 1 k 1 k
−

 − Δ + ⋅
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P P F
P

F P F F P
=  (6.40)

Con el objetivo de obtener una representación más compacta de la expresión ante-
rior se define: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )+
1T

k 1 k k 1 k 1 k k 1 .
−

 = Δ + ⋅ λ + Δ + Δ +  
K P F F P F  (6.41)

Con lo que sustituyendo (6.41) en (6.40) se llega a: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )+
T1k 1 k k 1 k 1 k . = − + Δ +  λ

P P K F P  (6.42)

Por otro lado, a partir de la Ecuación (6.36) se puede deducir que: 
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Sustituyendo (6.42) en (6.43): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )+ +
T

j j j j
ˆ ˆ ˆk 1 k k 1 s k 1 k 1 k . = + + ⋅ Δ − Δ +  
L L K F L  (6.44)
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A partir de (6.44) se puede obtener: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ +T T T T
j j j j

ˆ ˆ ˆk 1 k s k 1 k k 1 k 1 . = + Δ − Δ + + L L L F K  (6.45)

Agrupando las estimaciones de las m filas de la matriz de interacción se obtiene fi-
nalmente: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ +T T T T
j j j j

ˆ ˆ ˆk 1 k s k 1 k k 1 k 1 . = + Δ − Δ + + L L L F K  (6.46)

donde el valor de la matriz K se corresponde con la expresión obtenida en (6.41). Fi-
nalmente, usando la Ecuación (6.46) de manera recursiva, se obtiene una estimación de 
la matriz de interacción fuerza-imagen. 

Para resumir los diferentes pasos que se requieren para determinar el valor de la 
matriz de interacción fuerza-imagen, se puede seguir el algoritmo que se muestra en la 
Fig. 6-10. 

 

6.2.3 Detección de un cambio en la superficie 6.2.3.1 Detección de discontinuidad de superficies a partir de las fuerzas de interacción 
Para asegurar que una tarea determinada en la que se requiere una interacción con 

el espacio de trabajo se desarrolla correctamente, el sistema debe llevar a cabo una va-
riación en la trayectoria en la imagen, dependiendo de las restricciones espaciales im-
puestas por las fuerzas de interacción. En el apartado anterior se describió un método 
que permite obtener esa variación de la trayectoria en la imagen para poder seguir con 
la tarea a pesar de las interacciones con el entorno. 

En anteriores trabajos [Pomares-2005b] se ha propuesto un método para detectar 
discontinuidades en la superficie de interacción basado en el GLR (“Generalized Likeli-
hood Ratio”) [Willsky-1976]. Previamente, el GLR se ha aplicado en otros entornos como 
la estimación de movimiento 2-D en una secuencia de imágenes [Faugueras-1998] y la 
detección de discontinuidades en curvaturas de carretera [Behringer-1995]. 

Fig. 6-10 Algoritmo de estimación de la matriz de interacción fuerza-imagen 

Δs: ℜn
 → ℜm
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180 Control visual-fuerza autocalibrado para seguimiento de trayectorias en tareas cooperativas robóticas 
Para reducir el nivel de ruido en las fuerzas de interacción obtenidas cuando el ro-

bot está siguiendo una superficie, dichas fuerzas se filtran usando un filtro de Kalman 
(ver detalles en [Pomares-2005b]). Una vez definida la función de prueba, ( )k;l θ , se 

establece el umbral U de forma que si ( )mk;l θ  > U, entonces se ha producido un cam-

bio en la superficie (empíricamente, este umbral se ha establecido en 1000). 

En la Fig. 6-11 se muestran los valores de la fuerza fz y del parámetro ( )mk;l θ  obte-

nido durante el seguimiento de dos superficies diferentes (se ha empleado la configu-
ración mostrada en la Fig. 6-12). Se puede observar que usando el umbral previamente 
definido, el sistema puede detectar automáticamente el cambio en la superficie. Sin 
embargo, este método no es lo suficientemente robusto para detectar el punto exacto en 
el que se tiene la discontinuidad en la superficie. Por ejemplo, en la Fig. 6-11.(b) hay 
varios momentos en los que se detecta la discontinuidad (es decir ( )k;l θ  es mayor que 

1000). Como muestra la Fig. 6-11.(b), se pueden obtener falsas detecciones cuando exis-

ten grandes rozamientos. Además, estas detecciones falsas pueden aparecer en otras 
situaciones debido al alto nivel de ruido en la señal obtenida del sensor de fuerza. Por 
lo tanto, se concluye que este método es adecuado para obtener un valor acerca de la 
probabilidad de una discontinuidad en una superficie. Sin embargo, para mejorar la 
robustez en la detección se debe emplear información adicional. En la siguiente sección 
se muestra un método basado en luz estructurada que, combinado con el propuesto 
hasta ahora, permite obtener un método robusto para la detección de discontinuidades 
en las superficies de contacto. 

6.2 

Fig. 6-11 Forma de la superficie, evolución de f
z
 y parámetro ( )m;k θl  (a) Seguimiento de una superficie

con un salto (b) Seguimiento de una superficie con un cambio suave 
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181 Control visual-fuerza Fusión de control visual-fuerza basado en control de impedancia6.2.3.2 Luz estructurada para la detección de zonas de discontinuidades en el espacio imagen  
En [Gil-2006] se describe una técnica para estimar zonas de discontinuidad en una 

superficie determinada en el espacio imagen. Esta aproximación está basada en el uso 
de patrones de luz estructurada que son proyectados en las superficies de los objetos 
de la escena. La proyección del haz de luz sobre las distintas superficies determina cier-
tas discontinuidades debido al 
cambio de dirección de los planos 
de proyección. Las características 
3-D del objeto, como los valores de 
profundidad y las orientaciones de 
la superficie producen una función 
diferente de distribución de la re-
flexión y, de esta forma, distintos 
planos de proyección. El sistema 
empleado para el proceso de detec-
ción (ver Fig. 6-12) se compone de 
una cámara CCD, un láser LASIRIS 
SNF con un ancho de onda de 
660nm, una potencia de 20mW, un 
ángulo de aproximadamente 15o y 
7 círculos concéntricos con un 
ángulo entre haz de 0.77o. Este láser está localizado cerca de la cámara en el extremo 
del robot. De esta forma, el sistema de cámara-láser escanea la escena en cada una de 
las trayectorias ejecutadas por el robot. 

Cuando más de un haz de luz golpea diferentes superfi-
cies, es decir, superficies con diferentes orientaciones o distin-
to valor de profundidad de un mismo objeto (o superficies u 
objetos distintos), se observa un efecto de discontinuidad en 
los planos de proyección (ver Fig. 6-13). La discontinuidad es 
causada por la rotura de la proyección del haz de luz; así, se 
pueden observar varios planos de proyección desplazados en 
el espacio. El patrón empleado consiste en círculos concéntri-
cos. Este método proporciona una línea donde se tiene una 
discontinuidad en la superficie. Este proceso se detalla en 
[Pomares-2006c, Pomares-2008]. 6.2.3.3 Luz estructurada y fuerzas de interacción para la detección conjunta de cambios en las superficies  

Hasta el momento se han mostrado dos técnicas para la detección de cambios en 
una superficie. Sin embargo, ambos métodos independientemente no son lo suficien-
temente robustos para detectar con gran precisión el momento en el que la superficie 
cambia. El primer método se basa en la información de fuerza para detectar el momen-
to en el que hay un cambio en la superficie. El principal problema que presenta este 
método es el error en las medidas del sensor de fuerza. Como se ha mostrado en la Fig. 
6-11 las oscilaciones en las medidas de fuerzas introducen falsas detecciones de cam-

Fig. 6-12 Arquitectura del sistema para la experimentación 
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Fig. 6-13 Proyección de láser sobre
una superficie escalonada 
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182 Control visual-fuerza autocalibrado para seguimiento de trayectorias en tareas cooperativas robóticas 
bios en la superficie. El segundo método descrito en el Apartado 6.2.3.2, utiliza la in-
formación visual para detectar los cambios en la superficie. El problema que presenta 
este método es que no utiliza la información de las fuerzas de contacto, que permiten 
obtener información local de la interacción que las cámaras no pueden medir. Para 
impedir la limitación de ambos métodos se va a describir a continuación el uso de los 
dos sensores conjuntamente. Para conseguirlo, la luz estructurada se usa con el fin de 
determinar las zonas de discontinuidad en las que el método descrito en el Apartado 
6.2.3.1 se aplica. De esta forma, no se obtienen las falsas detecciones. 

Cuando el sistema descrito en el apartado 6.2.3.2 basado en luz estructurada de-
termina una zona de discontinuidad, se obtiene una línea en el espacio imagen que 

representa esta discontinuidad 0ld. Como mues-

tra la Fig. 6-14, a partir de la información visual 
es posible determinar no sólo las características 
visuales empleadas por el sistema de control 
visual, sino también el punto, pc, en el que la 

herramienta situada en el extremo del robot 
colisiona con la superficie. En consecuencia, el 
algoritmo descrito en el apartado 6.2.3.1 se acti-
vará en el momento en el que pc llegue a la línea 

de discontinuidad 0ld, evitando de esta forma las 

falsas detecciones. La estimación de la iteración 
en la que el punto pc esta cerca de la línea recta 
0ld es el objeto del presente apartado. 

Una vez que se detecta la línea 0ld, su posición en futuras iteraciones se estima uti-

lizando la información sobre la posición de las características en la imagen que emplea 
el sistema de control visual. En una determinada iteración, se conocen la posición ac-
tual de las características ks y las deseadas k+1s, obtenidas a partir del método de segui-
miento intemporal de trayectorias basado en control visual virtual descrito en el Capí-
tulo 3 y mejorado en el Capítulo 4 con la calibración multi-imagen. Usando esta infor-
mación se puede calcular la matriz de homografía que relaciona estas dos posiciones 
Gk tal y como se describe en [Hartley-2000]. La Fig. 6-14 muestra las posiciones actual y 

deseada de las características visuales en una determinada iteración de la tarea de con-
trol visual. 

Una vez que se ha calculado la matriz de homografía, es posible obtener la rotación 
Rk y la traslación tk que la cámara ha realizado a partir de Gk, aplicando el algoritmo 

mostrado en [ZhangZ-1996]. Cuando se ha obtenido la rotación y traslación de la 
cámara, se puede localizar en la siguiente iteración i la línea recta ild dada por el algo-

ritmo descrito en 6.2.3.2. Para conseguirlo, se toman dos puntos de la recta. Aplicando 
la siguiente ecuación se determina la posición de cada uno de estos puntos a partir del 
movimiento de la cámara mencionado anteriormente: 

( )1
1 k 0 k ,−= −R tx x  (6.47)
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183 Control visual-fuerza Fusión de control visual-fuerza basado en control de impedancia
donde x0 y x1 indican las coordenadas del punto en la imagen en la iteración actual y 

los obtenidos después de aplicar el movimiento de la cámara respectivamente. Calcu-
lando el movimiento de los dos puntos, se puede reconstruir la posición de la línea 
virtual ild en el plano imagen. 

El algoritmo calcula la posición de la línea recta ild en cada iteración de la tarea de 

control visual hasta que el extremo del robot, pc, está cerca de esta línea. En este mo-

mento se emplea el algoritmo descrito en la Sección 6.2.3.1 para determinar con preci-
sión el punto exacto de discontinuidad. En la Fig. 6-15 se puede ver la simulación del 
cálculo de la posición de la línea virtual 0ld du-

rante la tarea de control visual. El extremo del 
robot, pc, tiene una posición fija en el plano 

imagen (hay una distancia constante entre él y 
la cámara). La posición inicial se indica con 0ld. 

Las líneas representadas con ild son las sucesi-

vas estimaciones obtenidas por el algoritmo 
descrito en este apartado. Finalmente, la línea 
representada por fld ilustra la obtenida en la 

iteración en la que el algoritmo detecta que la 
herramienta situada en el extremo del robot está 
suficientemente cerca de esta línea. En este pun-
to, se activa el método descrito en el Apartado 
6.2.3.1. 

6.3 Resultados 

6.3.1 Tareas de control visual manteniendo el contacto sobre una superficie 6.3.1.1 Detección de cambios en la superficie 6.3.1.1.1 Arquitectura del sistema  
La arquitectura del sistema está compuesta de una cámara en configuración “eye-

in-hand” PHOTONFOCUS MV-D752-160-CL-8 en el extremo de un robot de 7 grados 
de libertad Mitsubishi PA-10 (ver Fig. 6-12) también equipado con un sensor de fuerza 
(67M25A-I40 de JR3. Inc.) y un láser LASIRIS SNF con un ancho de onda de 660nm. Se 
usa una Coreco X64CL-Pro como tarjeta de adquisición y procesamiento de imágenes. 
La cámara es capaz de adquirir y procesar hasta 100 imágenes/segundo usando una 
resolución de imagen de 320x240. Al no estar interesados en tareas de proceso de imá-
genes en estos experimentos, la trayectoria en la imagen se genera usando un patrón 
con cuatro puntos que serán las características extraídas para realizar el control visual. 
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184 Control visual-fuerza autocalibrado para seguimiento de trayectorias en tareas cooperativas robóticas 6.3.1.1.2 Detección utilizando sólo la información de fuerzas 
En este apartado se presenta un experimento para seguir una superficie curvada 

que valide los algoritmos propuestos en el Apartado 6.2.3. En este caso, una vez que la 
discontinuidad se detecta y la nueva superficie se ha reconocido [Pomares-2005c], el 
robot se reorienta con respecto a esta nueva superficie. Aplicando el algoritmo para 
fusionar la información visual y de fuerza descrito en el apartado 6.2.1, se obtiene la 

trayectoria 3-D representada en la Fig. 6-16. 
Como se describe en el apartado 6.2.2.1, 
una vez que la nueva superficie se ha reco-
nocido, la trayectoria en la imagen se modi-
fica de forma que sea posible utilizar la in-
formación de imagen y de fuerza para con-
trolar la tarea. En esta figura se puede ob-
servar que el robot permanece perpendicu-
lar con respecto a la superficie durante la 
trayectoria. 

Para verificar que el sistema puede de-
tectar el cambio en la superficie usando 
únicamente la información del sensor de 
fuerza, en la Fig. 6-17 se representan las 

fuerzas de interacción obtenidas (en la dirección Z) y el valor de ( )k;l θ . Como se indi-

caba anteriormente, el umbral usado para la detección de los cambios en la superficie 
es 1000, de forma que el sistema es capaz de detectar el cambio. 

 

Sin embargo, tal y como se ha mostrado en la sección 6.2.3.1 este método puede 
proporcionar falsas detecciones de discontinuidades (como se puede ver también en la 
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185 Control visual-fuerza Fusión de control visual-fuerza basado en control de impedancia
Fig. 6-17). En el siguiente apartado, se describe un nuevo experimento para mostrar 
cómo el uso de luz estructurada puede mejorar el comportamiento del sistema. 6.3.1.1.3 Mejora de la detección de cambios en la superficie usando el sistema multisensorial 6.3.1.1.3.1 Experimento 1. Superficie convexa 

A continuación, se describe un experimento en el que 
se generan más fricciones durante el seguimiento de la 
superficie. En este caso, la discontinuidad de la superficie 
se muestra en la Fig. 6-19. Las fuerzas de interacción y el 
parámetro ( )k;l θ  obtenidos en el seguimiento de la su-

perficie usando la técnica descrita en el apartado 6.2.3.1 
se muestran en la Fig. 6-18. Se puede observar que el sis-
tema es capaz de detectar la zona de discontinuidad, 
pero también aporta falsas detecciones. Para mejorar el 
comportamiento el siguiente paso es limitar las zonas 
donde la discontinuidad puede aparecer usando el 
método basado en luz estructurada descrito en la Sección 
6.2.3.2. Usando este método, se obtiene la zona de dis-
continuidad representada por dos líneas rectas en la Fig. 
6-20.(a). El último paso es determinar cuándo se encuen-
tra el extremo cerca de la zona de discontinuidad de 
forma que el algoritmo descrito en la Sección 6.2.3.1 se 
ejecute sólo en esta zona, evitando las detecciones falsas. 
Siguiendo el proceso descrito en 6.2.3.3, una vez que la 
línea de discontinuidad se ha detectado ld, la rotación y traslación de la cámara se de-

termina en cada iteración de la tarea de control visual. Esta información se emplea para 

Fig. 6-19 Discontinuidad de la superficie

(a)

(b)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
-8
-7
-6
-5
-4
-3
-2
-1
0
1

Iteraciones

fz
 (N

)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

Iteraciones

Fig. 6-18 Evolución de la fuerza f
z
 y ( )k;l θ  

Falsas detecciones de 
discontinuidad 

l(k
;θ

m
) 

(a) 

(b) 
Zona de discontinuidad 
usando luz estructurada 

6.3 



186 Control visual-fuerza autocalibrado para seguimiento de trayectorias en tareas cooperativas robóticas 
proyectar la posición de la línea de discontinuidad en cada iteración, kld. De esta forma, 

cuando la línea esté lo suficientemente cerca de la posición del extremo del robot, se 
ejecuta el algoritmo descrito en la sección 6.2.3.1 para determinar el punto exacto de la 
discontinuidad (este proceso se ilustra en la Fig. 6-20.(b)). 

 6.3.1.1.3.2 Experimento 2. Superficie cóncava 
En este nuevo experimento, el sistema es probado en el seguimiento de la superfi-

cie mostrada en la Fig. 6-21. En el experimento descrito en el Apartado 6.2.4.3.1, el ro-
bot interacciona con una superficie convexa mientras realiza el seguimiento de la tra-
yectoria en imagen deseada. En este nuevo experimento, la superficie presenta una 

discontinuidad cóncava (ver Fig. 6-21). En la Fig. 6-22 se 
representan las fuerzas medidas por el sensor de fuerza y 
la evolución del parámetro ( )k;l θ  obtenidos en el se-

guimiento de la superficie. La zona de discontinuidad se 
segmenta utilizando el método descrito en el Apartado 
6.2.3.2. La Fig. 6-23.(a) muestra esta zona de discontinui-
dad, representada por dos líneas rectas. Para garantizar 
una detección más precisa y robusta de la discontinui-
dad, estas dos líneas se proyectan en la imagen para cada 
una de las sucesivas iteraciones del bucle de control. Para 
ello, se emplea el método propuesto en el Apartado 
6.2.3.3. De esta forma, como muestra la Fig. 6-23.(b), el 
sistema es capaz de determinar con precisión el momento 
en que la herramienta ubicada en el extremo del robot se 
encuentra cerca de la zona de discontinuidad. En este 
momento, el sistema basado en la interacción de fuerzas 
descritas en la Sección 6.2.3.1 es capaz de obtener la nue-
va zona de discontinuidad evitando las falsas deteccio-
nes. 

Fig. 6-20 (a) Zona de discontinuidad usando el método descrito en el apartado 5.2.3.2 (b) Proceso
llevado a cabo para determinar el punto en el que el extremo llega a la discontinuidad 
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 6.3.1.2 Modificación de la trayectoria con la matriz de interacción fuerza-imagen 6.3.1.2.1 Resultados de simulación 
Con el objetivo de demostrar el correcto comportamiento del sistema se describe 

un experimento simulado en el cual las características visuales van variando según 
aumenta la fuerza de interacción en Z. En concreto, se trata de una simulación de un 
descenso en profundidad en el que la fuerza de interacción en el eje Z aumenta lineal-
mente (1 N. en cada iteración) y las características siguen la evolución que se muestra 
en la Fig. 6-24 (un píxel en (x,y) por cada iteración). 

Fig. 6-23 Experimento 2: (a) Zona de discontinuidad usando el método descrito en el apartado 5.2.3.2
(b) Proceso llevado a cabo para determinar el punto en el que el extremo llega a la discontinuidad 
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Los valores iniciales considerados para la matriz de interacción fuerza-imagen 
( )ˆ 0L  y ( )ˆ 0P  son respectivamente: 
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En 3 iteraciones ya se ha obtenido el muy próximo al adecuado para la matriz de 
interacción (λ = 0.9): 

( )

0 0 -0.9709
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0 0 0.9710
0 0 -0.9709ˆ 3 .
0 0 0.9710
0 0 0.9710
0 0 -0.9709
0 0 0.9710

 
 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
  

L  (6.49)

La matriz de interacción real empleada en la simulación es: 

Fig. 6-24 Evolución de las características en la imagen y de las fuerzas de interacción durante el experi-
mento 
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L  (6.50)

6.3.1.2.2 Resultados experimentales 
En estos experimentos se ha realizado el montaje experimental representado en la 

Fig. 6-25. La mesa con la que colisiona el robot presenta cierto grado de compresibili-
dad. De esta forma dependiendo de la fuerza con la que interacciona el robot el sistema 
es capaz de observar claramente una modificación de las características en la imagen. A 
partir de esta información se determina el valor de la matriz de interacción fuerza-
imagen según se describió en el apartado 6.2.2.2.1. Esta matriz es a su vez empleada 
para modificar la trayectoria deseada en la imagen de forma que se consiga mantener 
una fuerza de interacción constante entre el 
robot y la superficie. Como se ha descrito en 
trabajos anteriores [Pomares-2005c] la modifi-
cación de la información visual a partir de la 
información de interacción con el entorno 
permite garantizar la coherencia entre ambos 
sistemas sensoriales. De esta forma también se 
evita que se produzcan acciones de control 
contradictorias entre ambos sistemas sensoria-
les. En estos experimentos se ilustran dos 
ejemplos sencillos pero en los que se observa 
con claridad el correcto comportamiento del 
sistema propuesto. 6.3.1.2.2.1 Experimento 1 

En este experimento el robot lleva a cabo el seguimiento de una trayectoria usando 
el sistema descrito en el Capítulo 3. Sin em-
bargo, durante la trayectoria el robot golpea 
una mesa tal y como ilustra la Fig. 6-25. 
Usando el algoritmo descrito en el Apartado 
6.2.2.2.1, el sistema determina el valor de la 
matriz de interacción fuerza-imagen, obte-
niendo la matriz representada en la Ecua-
ción (6.51) (λ = 0.95). Finalmente, conside-
rando como fuerza de contacto deseada en 
la dirección Z 20 N, y la estrategia de control 
visual-fuerza propuesta, la evolución de las 
fuerzas de interacción se representa en la 
Fig. 6-26. Esta figura muestra el correcto 

Fig. 6-25 Montaje experimental 

Fig. 6-26 Evolución de las fuerzas de interacción durante
el experimento. Experimento 1 
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comportamiento del sistema, que permite controlar la fuerza de contacto con la super-
ficie al valor deseado de 20 N. 

0.6079 0.6347 0.0469
0.6079 0.6347 0.0469
0.6079 0.6347 0.0469
0.6079 0.6347 0.0469ˆ .
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 −
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− − 
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L  (6.51)

6.3.1.2.2.2 Experimento 2 
En este experimento el robot también está siguiendo una trayectoria en la imagen 

usando el controlador descrito en el Capítulo 3. Sin embargo, en este caso durante la 
interacción el robot debe mantener una fuerza constante de 40 N en la dirección Z con-
tra la superficie de contacto. 

Se usa la misma superficie de interacción, por eso se vuelve a considerar la matriz 
de interacción fuerza-imagen indicada en la Ecuación (6.51) Con estas consideraciones, 
se obtienen las fuerzas de interacción representadas en la Fig. 6-27 cuando el robot gol-
pea la superficie de contacto. En esta figura es posible observar que el sistema es capaz 

de mantener una fuerza constante de 40 N 
entre el robot y la superficie en la dirección 
Z. Por lo tanto, la información visual se em-
plea no sólo para controlar el seguimiento 
de la trayectoria, sino también para contro-
lar la interacción del robot con el entorno 
del trabajo. 

Estos experimentos se han realizado con 
una superficie flexible, que permite obser-
var un mayor cambio en las características 
visuales para mantener una misma fuerza. 
La matriz de interacción fuerza-imagen es-
timada on-line permite aplicar este método 
de fusión de visión y fuerza en superficies 

con distinto grado de rigidez. Sin embargo, en los experimentos se ha querido contro-
lar las fuerzas de contacto por debajo de unos límites que mantengan la seguridad del 
robot, al tiempo que se permita obtener resultados válidos del método propuesto. 

En video6-1.mpg localizado en la carpeta VidCap6 del DVD adjunto se pueden ver 
dos experimentos en los que se modifica la trayectoria en imagen a partir de la matriz 
de interacción Fuerza-Imagen. 

Fig. 6-27 Evolución de las fuerzas de interacción durante
el experimento. Experimento 2
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El siguiente experimento utiliza la configuración descrita en la Fig. 6-12 para inser-

tar el extremo de la herramienta en el objeto representado en la Fig. 6-28.(a). 

Debido a la gran precisión que se requiere para la inserción, una inserción perfecta 
es imposible de garantizar si se usa únicamente información visual. Como se muestra 
en la Fig. 6-28.(b), sin control de fuerza, el más leve contacto con el borde de la apertura 
causa que las fuerzas se incrementen rápidamente y que la inserción no se lleve a cabo. 
Para demostrar el comportamiento del sistema utilizando información visual y de 
fuerza de forma simultánea, se describen a continuación dos experimentos, en los que 
la inserción se ejecuta en diferentes posiciones. En la Fig. 6-29, se muestra la trayectoria 
de la herramienta situada en el extremo del robot durante las dos inserciones. La aper-
tura en la que se realiza la inserción se muestra para verificar el correcto comporta-
miento. 

 

 
Fig. 6-29 Trayectoria seguida por el robot en dos experimentos de inserción distintos 
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Fig. 6-28 (a) Objeto a seguir por el sistema de seguimiento de trayectorias en la imagen basado
en control visual virtual (b) Fuerzas obtenidas sin control de fuerzas
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En la Fig. 6-30, se observa que al fusionar la información visual y de fuerza, las 

fuerzas se mantienen bajas durante la trayectoria. Las fuerzas se compensan rápida-
mente, y la trayectoria se corrige de forma precisa, permitiendo así la inserción. 

Si la trayectoria no se genera de forma correcta, la inserción no se puede conseguir. 
Por eso, la trayectoria en la imagen se debe modificar dependiendo de las fuerzas de 
interacción. Este aspecto queda ilustrado en la Fig. 6-31. En este caso, el robot golpea la 
superficie. Una vez que se ha reconocido esta superficie con los mecanismos descritos 
en el apartado 6.2.3, la trayectoria en la imagen se modifica (tal y como se explicó en el 
apartado 6.2.2) permitiendo el uso conjunto de ambos sensores para controlar la tarea. 

 

La trayectoria 3-D que el robot debe seguir durante la tarea de inserción represen-
tada en la Fig. 6-31 se puede ver en el espacio imagen en la Fig. 6-32.(a). Esta trayecto-
ria necesita ser modificada por el hecho de que el robot colisiona con la superficie del 
objeto antes de que llegue a su posición final. La Fig. 6-32.(b) muestra la trayectoria en 
el espacio imagen de las características obtenida durante la tarea de inserción descrita. 

Fig. 6-30 Evolución de la fuerza de interacción del robot con su entorno de trabajo en los dos experimentos 
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Fig. 6-31 Trayectoria en el espacio Cartesiano 3-D durante la tarea de inserción
cuando el robot colisiona con la superficie 
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El sistema detecta la colisión y la trayectoria se replanifica de forma que la inserción 
pueda completarse siguiendo la trayectoria más cercana a la deseada permitida por las 
restricciones (ver apartado 6.2.2). 

 

6.4 Conclusiones 
Las diferentes propiedades de la información obtenida de los sensores visual y 

fuerza, pueden provocar que, si no se toman las medidas oportunas, las acciones de 
control procedentes de ambos sensores puedan llegar a ser contradictorias. Así, el sis-
tema de visión puede establecer una trayectoria que no sea posible en base a la infor-
mación de interacción procedente del sensor de fuerza. En este Capítulo se ha descrito 
un nuevo método global para fusionar la información sensorial procedente de un sis-
tema de visión por computador y de un sensor de fuerza. 

El método descrito hace uso del control de impedancia para permitir al robot inter-
accionar con su entorno. La fusión de esta información de fuerza con la visual se consi-
gue mediante la realimentación visual a través del controlador descrito en el Capítulo 3 
que permite seguir trayectorias en la imagen de una manera intemporal. Cuando se 
detecta una interacción con el entorno, se modifica la trayectoria deseada en la imagen 
para que el método de seguimiento de trayectorias en la imagen basado en control vi-
sual virtual tenga en cuenta esta interacción. Para ello se han propuesto dos aproxima-
ciones. La primera de ellas reconstruye la trayectoria en imagen a partir de la recons-
trucción virtual de la trayectoria 3-D de la cámara a partir de la matriz de homografía 
2-D. El segundo método propuesto está basado en la estimación de la matriz de inter-
acción fuerza-imagen. Este método no requiere conocimiento a priori del modelo ci-
nemático del robot, la calibración de la cámara o de calibración sensorial entre la cáma-
ra y el sensor de fuerza. La matriz de interacción fuerza-imagen relaciona los cambios 
en el espacio imagen con cambios en las fuerzas de interacción. Para estimar el valor de 
esta matriz se aplica un método basado en el algoritmo de Gauss-Newton. 

El esquema de control propuesto necesita recalcular la trayectoria en la imagen ca-
da vez que la superficie de contacto se modifica. Debido a ello, se ha propuesto un 
método robusto de detección de cambios en las superficies basado en las fuerzas de 

Fig. 6-32 (a) Trayectoria deseada en imagen durante la tarea de inserción (b) Trayecto-
ria seguida por el robot durante la tarea de inserción cuando colisiona con la superfi-
cie 
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interacción y en luz estructurada. Primero, se ha probado que únicamente con la in-
formación de las fuerzas de interacción no se consigue detectar las discontinuidades en 
las superficies. Esta aproximación es sensible a fricciones o incluso el alto nivel de rui-
do de la señal del sensor de fuerza. Para mejorar las detecciones se ha incluido infor-
mación sensorial adicional a partir de un láser. Usando luz estructurada, el sistema es 
capaz de automáticamente detectar las zonas en las que puede haber una discontinui-
dad. De esta forma, únicamente se consideran correctas las discontinuidades determi-
nadas por el sensor de fuerza que están cerca de las determinadas usando luz estructu-
rada. 

 

6.4 
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7.1 Introducción 
En el presente Capítulo se describen distintos experimentos prácticos que ilustran 

los resultados obtenidos a partir de las investigaciones desarrolladas en la presente 

A lo largo de este Capítulo se describen 
los distintos experimentos realizados 
sobre las aproximaciones de control 
visual, control de fuerza y control vi-
sual-fuerza propuestos en la presente 
Tesis. 

En primer lugar se presenta una aplica-
ción desarrollada en C++: ViSeC. Esta 
aplicación permite realizar diversos 
experimentos de control visual, inclu-
yendo tareas básicas de posicionamien-
to o experimentos más complejos como 
seguimiento de trayectorias. 

Los experimentos mostrados en este 
Capítulo se enmarcan dentro del pro-
yecto MEC “Diseño, implementación y 
experimentación de escenarios de ma-
nipulación inteligentes para aplicacio-
nes de ensamblado y desensamblado 
automático (DPI2005-06222)”. 
Se muestran tres aplicaciones complejas 
que requieren la cooperación entre un 
operador humano y uno o dos robots 
manipuladores. Las tres aplicaciones 
emplean los sistemas propuestos en 
esta Tesis para guiar y controlar la in-
teracción del robot con su entorno. 
La primera aplicación describe el en-
samblado automatizado de una estruc-
tura metálica, la segunda es una aplica-
ción donde se cambia la bombilla de 
una farola y en la tercera aplicación se 
presenta una prueba donde un opera-

dor humano y un robot manipulador 
cooperan para realizar el desensambla-
do de una mini-nevera. En la primera 
aplicación se muestra la arquitectura 
software utilizada para las tres pruebas. 
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Tesis. El principal objetivo de estas pruebas está vinculado a los objetivos generales del 
proyecto MEC “Diseño, implementación y experimentación de escenarios de manipu-
lación inteligentes para aplicaciones de ensamblado y desensamblado automático 
(DPI2005-06222)”, proyecto principal en el que se enmarca mi beca FPI de la Generali-
tat Valenciana (BFPI06/15) y, por lo tanto, las investigaciones desarrolladas en esta Te-
sis Doctoral. 

La finalidad del proyecto es diseñar, implementar y experimentar un escenario in-
teligente, adecuadamente sensorizado, que permita abordar con garantías tareas com-
plejas de manipulación tales como ensamblado y desensamblado, a realizar bien de 
forma totalmente automática por un sistema multirobot, o semi-automáticamente con 
intervención humana. 

En los sucesivos Apartados se describirán distintos escenarios complejos de en-
samblado y desensamblado, donde los sistemas de control propuestos en esta Tesis 
adquieren un papel fundamental para permitir, no sólo tareas de interacción automáti-
ca de los robots con su entorno, sino también tareas semiautomáticas seguras donde un 
operador humano debe introducirse en el espacio de trabajo de los robots para coope-
rar con ellos. 

En este tipo de tareas resulta crucial que el sistema de guiado del robot presente un 
comportamiento intemporal que permita resolver cualquier evento de obstrucción de 
la trayectoria que el robot estaba siguiendo, ya sea por el contacto inesperado con un 
objeto del entorno o por la presencia cercana del humano. Con el sistema de segui-
miento propuesto en el Capítulo 3 se consigue este comportamiento al mismo tiempo 
que se permite especificar una velocidad constante durante el seguimiento de la trayec-
toria deseada. Mejorado con la calibración on-line multi-imagen presentada en el Capí-
tulo 4, el método de seguimiento propuesto es capaz de repetir la trayectoria incluso si 
se varían los parámetros intrínsecos de la cámara. 

Este sistema de control del robot permite resolver las situaciones de grandes des-
plazamientos dentro del espacio de trabajo, evitando obstáculos fijos al poder indicarle 
una trayectoria a seguir al robot. Cuando se implementan escenarios como los que se 
incluyen en los objetivos del proyecto MEC mencionado, se requiere algún sistema que 
permita controlar simultáneamente la posición del extremo y la fuerza que éste ejerce 
sobre el entorno. En el Capítulo 6 se ha propuesto un sistema de control de impedancia 
realimentado con el sistema de seguimiento intemporal desarrollado en el Capítulo 3. 
Además, se proponen dos técnicas que permiten, por un lado detectar un cambio en la 
superficie de contacto, y por otro lado modificar la trayectoria deseada en imagen 
cuando este cambio se produce, de forma que la trayectoria en imagen sea coherente 
con las fuerzas de interacción medidas directamente por el extremo del robot. 

A continuación, se describe la aplicación sobre la que se han desarrollado todas las 
pruebas de ensamblado y desensamblado. Posteriormente se describirán tres escena-
rios distintos de ensamblado y desensamblado inteligente con tareas automáticas y 
semiautomáticas: el montaje de una estructura metálica, el cambio de una bombilla en 
una farola, y el desensamblado parcial de una mini-nevera. 

7.1
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7.2 Herramienta para la ejecución de tareas de control visual: Vi-
SeC 

Las primeras investigaciones realizadas en el marco de la presente Tesis requerían 
el diseño e implementación de un software capaz de ejecutar distintos esquemas de 
control visual. La aplicación desarrollada se denomina ViSeC (se pueden encontrar 
más detalles en [GarciaGJ-2004a, GarciaGJ-2004b]). Esta herramienta permite practicar 
algoritmos de control visual en un robot industrial real y simulado, aprendiendo as-
pectos básicos de estos sistemas de control visual como la influencia de la ganancia en 
la velocidad de convergencia, la necesidad del cálculo de la distancia entre cámara y 
objeto, o la extracción de las características elegidas. Los distintos esquemas de control 
visual se pueden aplicar a un robot real, situado en el laboratorio del grupo AUROVA 
en la Universidad de Alicante. Se trata de un robot antropomórfico de siete grados de 
libertad, un Mitsubishi PA-10 (ver Fig. 7-1). El robot dispone de una cámara situada en 
su extremo con la que se adquirirán las imágenes que permitan controlar al robot me-
diante distintos esquemas de control visual. 

Dentro de ViSeC se dispone de un entorno simulado 
generado mediante OpenGL en el que se encuentra el PA-
10 y una mesa giratoria. Este simulador permite realizar 
tareas de posicionamiento del robot en pantalla ofreciendo 
funcionalidades como la repetición de la trayectoria segui-
da por el robot real tras la ejecución del control visual o la 
posibilidad de ver la acción desde distintos puntos de vista. 
La Fig. 7-2 muestra la pantalla principal del programa, 
donde se puede ver el simulador del robot, las barras de 
herramientas, el menú o las herramientas de posiciona-
miento del robot. 

El programa permite configurar los parámetros de la 
cámara, lo que permitirá trabajar de forma independiente a 
ésta. De esta forma, el cambio de la cámara no va a suponer 
tener que modificar el código de la aplicación. Tras el co-
rrecto calibrado de la cámara se introducen los valores ob-
tenidos en el cuadro de diálogo correspondiente. Es posible 
también introducir aquí el error permitido en píxeles, que 
permitirá concluir las tareas de control visual sin ser exce-
sivamente exigentes en cuanto a la precisión. Siguiendo con 
la configuración de parámetros, se pueden modificar las 
velocidades máximas tanto lineales como rotacionales que 
se le van a mandar al robot durante el control visual a mo-
do de filtro que evite enviar velocidades excesivas y sature 
las velocidades que el controlador visual envía. En otra hoja 
del cuadro de configuración de parámetros se puede modi-
ficar el valor de la ganancia de la ley de control. También se 
puede activar la traza visual, que dejará un rastro de la po-
sición por la que ha pasado cada característica en cada ite-
ración del bucle de control. En ocasiones el refresco por 

Fig. 7-1 (a) Arquitectura del sistema. 
(b) Detalle de la cámara situada en el 
extremo del robot 

(a)

(b)
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pantalla puede ralentizar el proceso y 
desactivarlo puede ayudar a obtener 
una cadencia mayor de control. 

Sobre esta aplicación se implemen-
tan los esquemas de control visual de-
sarrollados en la presente Tesis. Así, 
están disponibles desde un sistema de 
control visual basado en imagen clási-
co que permite realizar tareas de posi-
cionamiento punto a punto a esquemas 
más complejos como el sistema de se-
guimiento descrito en el Capítulo 3. 
Para ello se ha implementado la matriz 
de interacción para puntos (pudiendo 
decidir el número de puntos caracterís-
ticos en función del objeto y la tarea a 
realizar), para elipses o incluso para 

momentos invariantes. En video7-1.wmv y video7-2.wmv de la carpeta VidCap7 del 
DVD adjunto se pueden ver dos aplicaciones de control visual realizadas sobre ViSeC. 

El simulador (ver Fig. 7-3) permite realizar tareas previas al control como posicio-
namiento inicial del robot, ya sea mediante coordenadas articulares, localización del 
extremo o incrementos en los ejes. También permite realizar tareas posteriores al con-

trol, e incluso simultáneas, como la repeti-
ción de la trayectoria seguida por el robot 
real en la ejecución. Se puede cambiar el 
punto de vista del simulador. Hay una serie 
de vistas predefinidas. También existe una 
vista libre que permite girar el ángulo de la 
cámara en cualquier eje. Por último, existe 
con cualquier vista la capacidad de acercar o 
alejar la cámara de la acción. 

La aplicación dispone de un módulo de 
aprendizaje que permite almacenar la evolu-
ción de las características visuales durante 
una trayectoria determinada. Esto permite 
obtener fácilmente la trayectoria deseada que 
posteriormente servirá de referencia para el 
método de seguimiento intemporal. 

También se le ha añadido un módulo 
que permite realizar la calibración on-line 

multi-imagen a partir de control visual virtual. Las imágenes procesadas durante el 
seguimiento de trayectorias, o durante una tarea de posicionamiento básica de control 
visual, permiten almacenar la información de la posición en imagen de cada caracterís-
tica. Este módulo también permite realizar tareas de posicionamiento preciso, al permi-

Fig. 7-2 ViSeC: Aplicación utilizada para realizar las pruebas
de control visual 

Fig. 7-3 Vista libre en el simulador de ViSeC 

7.2



199 Resultados Herramienta para la ejecución de tareas de control visual: ViSeC
tir obtener de forma precisa la posición relativa entre un objeto y la cámara. También 
permite ejecutar tareas de control visual sólo en el simulador [GarciaGJ-2006]. 

7.3 Ensamblado de una estructura metálica 
La primera gran aplicación que se describe, enmarcada dentro del proyecto MEC 

mencionado en el Apartado 7.1, se trata del ensamblado de una estructura metálica. 
Esta aplicación se compone de diversas tareas de ensamblado, unas automáticas y otras 
semiautomáticas. A continuación se describe la arquitectura del sistema. 

7.3.1 Arquitectura del sistema 

La arquitectura del sistema (ver Fig. 7-4) se 
compone de dos robots Mitsubishi PA-10 de 7 
grados de libertad que son capaces de trabajar 
de manera cooperativa. Ambos robots están 
equipados con un intercambiador de herra-
mientas que permite elegir la herramienta más 
adecuada durante la tarea (pinzas de dos de-
dos, mano robótica, destornillador, cámara, 
ventosa, etc.). Los dos robots disponen de un 
sensor de fuerzas 67M25A-I40 de JR3. Inc. en su 
extremo. 

Para localizar de manera precisa a un 
humano que colabora en la tarea de ensambla-
do se emplean dos sistemas de localización: un sistema de captura de movimientos 
inercial (GypsyGyro-18 de Animazoo) y un sistema de localización en interiores (Ubi-
sense) basado en pulsos de banda ultra ancha (UWB). El sistema de captura de movi-
miento se compone de 18 pequeños sensores inerciales (giroscopios) que miden la 
orientación de las extremidades del humano. El sistema de localización UWB se com-
pone de 4 sensores que se sitúan en posiciones fijas en el espacio de trabajo y de una 
pequeña etiqueta de control que lleva el operador humano. Esta etiqueta envía señales 
UWB a los sensores que estiman la posición global del humano. 

El sistema de ensamblado inteligente de la estructura metálica se subdivide en dis-
tintos subsistemas. Cada subsistema trabaja en diferentes fases de las tareas de mani-
pulación en los procesos de ensamblado, de forma que en diferentes fases del proceso 
de ensamblado pueden trabajar conjuntamente dos o más de los subsistemas que se 
describen a continuación: 

• Subsistema de control visual: Este subsistema emplea una configuración “eye-in-
hand” sobre un robot Mitsubishi PA-10. En este robot, encargado de obtener los 
tubos del almacén, se ha situado una cámara que se emplea para guiar al robot 
utilizando información visual. Así, en el extremo se sitúa una cámara PhotonFocus 
MV-D752-160 (ver configuración en la Fig. 7-5). Se usa una Coreco X64CL-Pro 
como tarjeta de adquisición y procesamiento de imágenes. La cámara es capaz de 
adquirir y procesar hasta 100 imágenes por segundo usando una resolución de 

Fig. 7-4 Arquitectura del sistema 
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imagen de 320x240. Los sistemas de control 
visual descritos en el Capítulo 2 y en el 
Capítulo 3 de la presente Tesis permiten 
posicionar de manera segura al robot en un 
entorno de trabajo como el que se muestra en la 
Fig. 7-4. Para desplazamientos largos se emplea 
el método de seguimiento propuesto en el 
Capítulo 3, que permite al robot repetir una 
trayectoria en 3-D. Para posicionamientos 
precisos se realiza una convergencia de control 
visual virtual (descrito en el Capítulo 4) que 
permite obtener la posición relativa entre el 
objeto y la cámara. 

• Subsistema de control visual-fuerza: El subsistema de control visual descrito 
anteriormente se mejora añadiendo un sensor de fuerza de JR3. Inc. Este 
subsistema se emplea durante las tareas de inserción para controlar tanto la 
posición del robot como la fuerza de interacción. En este caso, las técnicas de 
control visual-fuerza descritas en el Capítulo 6 se aplican para medir con precisión 
el contacto entre los objetos durante el proceso de inserción. Estos sistemas de 
manipulación de objetos requieren el uso combinado de visión (para el 
posicionamiento preciso del robot) y de fuerza (para el control de la interacción 
entre la herramienta del robot y su entorno). El empleo de la metodología descrita 
en la Fig. 6-6, permite resolver situaciones de cambio de superficie en los objetos 
con los que se está interactuando, modificando la trayectoria en imagen en función 
de las fuerzas de contacto deseadas sobre la superficie. 

• Subsistema de cooperación: En diferentes fases de la tarea, se utilizan los dos 
robots Mitsubishi PA-10, R1 y R2. Como se ha mencionado anteriormente, los dos 

robots están equipados con un intercambiador de herramientas en su extremo de 
forma que cada robot pueda cambiar dinámicamente de herramienta durante el 
proceso de ensamblado. Durante el ensamblado, el sistema debe determinar qué 
robot desarrolla la tarea principal y qué robot ayuda en su ejecución. Las tareas 
que cada robot debe desarrollar se distribuyen utilizando un planificador de tareas 
[Gil-2007, Torres-2009] que determina las acciones para el proceso de ensamblado. 
El robot R1 tiene a su disposición una pinza de dedos paralelos, un destornillador 
y una ventosa, mientras que el robot R2 tiene acceso a una mano de Barrett y una 

cámara de rango. La cámara de rango (PMD-Vision 19K) se usa para monitorizar, 
inspeccionar y detectar las partes de las piezas metálicas que componen la 
estructura utilizando técnicas de procesamiento de imágenes. Además, los robots 
comparten con un operador humano el espacio de trabajo en la tarea de 
construcción de la estructura metálica. Posteriormente se describirá una 
aproximación de interacción hombre-robot donde la tarea que está realizando el 
robot se modifica dependiendo de la localización del humano de forma que se 
mantenga siempre una distancia de seguridad para éste. Para localizar de forma 
precisa al humano se utiliza un sistema de posicionamiento global en interiores 

Fig. 7-5 Configuración “eye-in-hand” en el Robot 1 
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basado en señales de banda ultra ancha (UWB de Ubisense) y un sistema de 
captura de movimientos inercial para localizar de forma precisa las extremidades 
del humano en el entorno. Así, se sigue el movimiento del humano que 
interacciona con el robot en su espacio de trabajo y se determina en tiempo real la 
posición de todas sus extremidades. 

A continuación se describe cada uno de los subsistemas, empezando por el subsis-
tema de posicionamiento preciso basado en control visual virtual. 

7.3.2 Descripción del proceso de montaje de la estructura 

En la Fig. 7-6.(a) se muestra la versión final de la estructura metálica que se va a 
ensamblar usando el sistema automático de ensamblaje descrito en el Apartado 7.3.1. 
La tarea implica la automatización del proceso de ensamblado de tubos y piezas de 
aluminio como las mostradas en la Fig. 7-6.(b). Los tubos se insertan de manera au-
tomática por los robots manipuladores. Sin embargo, la colocación de los conectores en 
forma de T es una tarea compleja que no puede ser desarrollada únicamente por dos 
robots. En este caso, se requiere la colaboración de un operador humano. 

 

La Fig. 7-7 muestra la secuencia de ensamblado obtenida a partir del planificador 
de tareas. Esta secuencia es posteriormente ejecutada por los distintos agentes que in-
tervienen en la tarea de ensamblado. La Fig. 7-9 muestra la secuencia real durante la 
fase de ensamblado automático (ver vídeo video 7-3.mpg situado en la carpeta Vid-
Cap7 del DVD adjunto). Las tareas establecidas por el planificador son las siguientes: 

• Tarea 1. Se emplea el sistema de control visual-fuerza para insertar una barra de 
aluminio en uno de los conectores. Primeramente, el robot agarra un tubo situado 
en el almacén de tubos y posteriormente, el sistema de control visual descrito en el 
Capítulo 3 (y mejorado con la calibración multi-imagen en el Capítulo 4) guía al 
robot hasta la posición inicial de inserción (Fig. 7-9.(a)). En este momento se 
emplea la estrategia de control visual-fuerza descrita en el Apartado 6.2 para 
asegurar que la inserción se completa de manera satisfactoria (Fig. 7-9.(b)). La 
trayectoria en imagen se genera a partir de la luz de cuatro punteros láser sobre la 
mesa. Estos puntos son las características visuales del sistema de seguimiento 
basado en control visual virtual (ver Fig. 7-9.(a)). 

Fig. 7-6 (a) Estructura metálica (b) Tubos y conectores para el montaje de la estructura 

(a) 

Tubos de 
aluminio 

Conectores 

(b)
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• Tarea 2. En esta tarea se necesita la cooperación entre los dos robots. El tubo que se 
inserta en la tarea anterior tiene un agujero que debe coincidir con el agujero del 
conector (ver los agujeros en la Fig. 7-6.(b)). Para conseguirlo, el robot R1 gira la 

barra ya insertada en el conector mientras el robot R2 sujeta una cámara de rango. 

La cámara de rango determina el momento en que los dos agujeros coinciden (Fig. 
7-9.(c)) y finalmente, una vez que el tubo se ha orientado correctamente, se inserta 
un tornillo para fijar el tubo en la estructura (Fig. 7-9.(d)). 

• Tarea 3. Cooperación robot-robot. En esta tarea un robot le da un tubo al otro (Fig. 
7-9.(e)). El robot R1 coge la barra del almacén de tubos (ver Fig. 7-4) para dárselo al 

robot R2 y que este segundo robot pueda transportarlo a una posición determinada 

en su espacio de trabajo. 

• Tarea 4. Como se ha mencionado anteriormente, la colocación de los conectores en 
forma de T requiere la colaboración de un operador humano. Esta tarea la ejecuta 
el humano simultáneamente con otra tarea de inserción desarrollada por el robot 
R1 como se describió en la Tarea 1 (Fig. 7-9.(f)). 

Fig. 7-7 CAD de la secuencia de ensamblado para construir la estructura metálica obtenida a partir del planifica-
dor de tareas 
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A continuación se detallan aquellas tareas donde intervienen como sistemas prin-
cipales los sistemas de control propuestos en esta Tesis. 
Ver [Corrales-2008b, Gil-2009, Pomares-2009] para pro-
fundizar más en el resto de tareas. 7.3.2.1 Tarea 1. Inserción de un tubo usando el controlador visual-fuerza 

El proceso para ensamblar de forma automática dis-
tintos elementos en una estructura requiere del uso de 
distintas técnicas. A continuación se describe una 
aproximación para ensamblar una de las barras de la es-
tructura. Este experimento de inserción se realiza sobre 
una versión simplificada de la estructura (ver Fig. 7-8 y 
Fig. 7-10). La estrategia descrita es posteriormente aplica-
da a la inserción de cualquier barra en la estructura que 
se quiera ensamblar. 

Para realizar de forma flexible y satisfactoria la tarea, 
se hace necesario el empleo de técnicas como el sistema 
de seguimiento intemporal basado en control visual vir-
tual descrito en los Capítulos 3 y 4, control visual virtual 
(definido en el Capítulo 2 y mejorado con la calibración 
multi-imagen en el Capítulo 4) y control visual-fuerza 

Fig. 7-8 Estructura de aluminio base 
para la tarea de inserción 

Fig. 7-10 Configuración del extremo del 
robot con la pieza a insertar 

7.2
7.3 

Fig. 7-9 Ejecución de las tareas de ensamblado (a) El sistema de control visual guía al robot para empezar la in-
serción (b) Se emplea una estrategia de control visual-fuerza para completar la tarea de inserción correctamente
(c) Para determinar la posición correcta del tubo que permita poner el tornillo se emplea una cámara de rango
(d) Atornillado para fijar el tubo en el conector (e) Cooperación robot-robot. Un robot le da un tubo al otro robot
(f) Interacción humano-robot 
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(descrito en el Capítulo 6) En el vídeo video7-5.mpg del DVD adjunto se puede ver una 
prueba de inserción donde se detallan las técnicas utilizadas. Se ha pretendido dotar a 
la aplicación de la suficiente flexibilidad para acometer la inserción en los diferentes 
tipos de piezas y en distintas posiciones. Por eso se deben realizar una serie de pasos 
previos a la inserción de la barra. Estos pasos previos están encaminados a posicionar 
el extremo de la barra justo sobre el eje de inserción de la pieza, de forma que un sim-
ple desplazamiento en la dirección de ese eje, unido a la acción del controlador de vi-
sión y fuerza, permitan cumplir con éxito la tarea. Las distintas fases para la correcta 
ejecución de la tarea se pueden ver en la Fig. 7-11, donde se representa en un esquema 
un resumen del proceso. 

El sistema de seguimiento propuesto en el Capítulo 3 permite posicionar de forma 
precisa el extremo del robot sobre el agujero de inserción. Su comportamiento intem-
poral permitirá al robot interactuar con el entorno siguiendo una trayectoria predefini-
da que evite los obstáculos fijos del espacio de trabajo. El comportamiento intemporal 
del sistema resulta crucial para obtener un sistema seguro de interacción humano-
robot como se describirá más adelante. El posicionamiento relativo de la cámara sobre 
la posición de inserción se trata del primer paso del proceso (fase 1 de la Fig. 7-11). 
Gracias a su uso, el robot se posicionará siempre a la misma distancia respecto del agu-
jero de inserción, independientemente de la orientación de éste o su posicionamiento 
dentro de la mesa de trabajo (en video7-4.avi se puede ver la evolución de las carac-
terísticas en imagen durante esta fase para la inserción de una barra). 

Una vez que se tiene situada la cámara en la posición deseada en la posición de in-
serción se debe calcular la posición del agujero respecto a la cámara. Esta posición ser-
virá para, mediante traslaciones de los distintos sistemas de referencia, obtener la posi-
ción del extremo del robot que permita realizar la inserción. Para obtener esta posición 
de inserción el robot se debe situar orientando la barra según el eje Z del agujero de 
inserción. Mediante control visual virtual se obtiene la matriz de parámetros extrínse-
cos de la cámara (fase 2 de la Fig. 7-11). Esta matriz proporciona la posición del sistema 
de referencia del objeto (en este caso el círculo del agujero de inserción) con respecto al 
sistema de referencia de la cámara. Gracias a esta matriz se puede reconstruir la posi-
ción que tendrá el extremo del robot para proceder a la inserción en la dirección correc-
ta. Esta posición se le pasa al robot separándose en el eje de inserción una distancia fija 
de 5 cm. Esta distancia de seguridad servirá para activar el controlador visual-fuerza 
en una fase posterior. Este posicionamiento de precisión es siempre un desplazamiento 
mínimo que, dada la precisión con la que se deben realizar las inserciones, no permite 
realizar un control visual sin tener en cuenta las fuerzas de interacción en la fase final. 

La última fase es la propia de inserción (fase 3 de la Fig. 7-11). Para ello se activa el 
control visual-fuerza, dirigiendo la barra al mismo tiempo hacia el agujero de la pieza 
de ensamblado en la dirección del eje de inserción. Utilizando la técnica descrita en el 
Apartado 6.2, cualquier contacto con la superficie será detectado con el método de de-
tección de cambios de la superficie descrito en el Apartado 6.2.3, y la trayectoria en 
imagen que estaba siguiendo el método propuesto en el Capítulo 3 se modifica con uno 
de los métodos descritos en el Apartado 6.2.2. Finalmente, cuando la lectura de las 
fuerzas en el eje de inserción de la barra supera un umbral se considera correctamente 
insertada la barra. 
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La Fig. 7-12 muestra la trayectoria 3-D necesaria para ensamblar una de las barras 
de la estructura mostrada en la Fig. 7-6.(a). La trayectoria deseada se ha modificado 
considerando las fuerzas medidas en el extremo del robot (ver Fig. 7-13). De esta for-
ma, el robot es capaz de introducir correctamente la barra en el conector de aluminio. 

FASE 1 
SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS 

BASADO EN CONTROL VISUAL VIRTUAL

POSICIÓN INICIAL 

Fig. 7-11 Esquema del proceso de inserción de una barra 

FASE 2 
CONTROL VISUAL VIRTUAL 

POSICIÓN DE INSERCIÓN 

POSICIÓN FINAL 

FASE 3 
CONTROL VISUAL-FUERZA 
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La Fig. 7-14 muestra la evolución de las ca-
racterísticas en la imagen, tanto la deseada, 
como la modificada por el controlador vi-
sual-fuerza descrito en el Capítulo 6. La 
tarea se completa satisfactoriamente gracias 
al sistema capaz de modificar la trayectoria 
deseada en imagen a partir de las fuerzas y 
pares de contacto (ver Apartado 6.2.2). En 
esta prueba se ha elegido la estrategia que 
modifica la trayectoria a partir de la matriz 
de homografía 2-D (ver Apartado 6.2.2.1). 
Las fuerzas en el eje Z se regulan a 10 N 
durante la inserción. Este valor se ha calcu-
lado empíricamente para asegurar una co-
rrecta inserción. Si el sistema de control 
visual virtual no consigue posicionar de 
forma precisa al robot sobre el eje de inser-
ción, esta fuerza deseada permitirá moverse 
hacia el agujero de inserción manteniendo 
una fuerza inofensiva para el robot y la es-
tructura. Una vez que la barra entra en el 
agujero (lo que ocurre cuando desaparecen 
las medidas del sensor de fuerza distintas al 
peso de la herramienta y el propio tubo), la 
inserción se completa cuando las fuerzas en 
el eje Z son menores que -10 N. 

 

 7.3.2.2 Tarea 4. Interacción humano-robot 
La posición global del operador humano en el espacio de trabajo se obtiene a partir 

del algoritmo descrito en [Corrales-2008a]. Las medidas obtenidas a partir de los senso-
res inerciales del sistema de captura de movimientos se utilizan para representar los 

Fig. 7-14 Evolución de las características en la imagen durante la tarea de inserción de una barra.
Modificación de la trayectoria a partir de las medidas de fuerzas del extremo 
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Fig. 7-12 Evolución en el espacio Cartesiano 3-D del
extremo del robot durante una tarea de inserción de un
tubo de la estructura 
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Fig. 7-13 Fuerzas medidas en el extremo del robot duran-
te la tarea de inserción de una barra 
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movimientos de las extremidades principales del operador. De esta forma, es posible 
determinar la posición absoluta de todos los nodos del esqueleto, con lo que cada parte 
del cuerpo del operador humano se localiza completamente en tiempo real. 

Para implementar el comportamiento de interacción humano-robot propuesto, se 
ha implementado una arquitectura software multi-hilo. La aplicación, programada en 
C++ se ejecuta en el PC controlador. El controlador del robot, el sistema de captura de 
movimientos, el sistema de localización UWB y el sistema de visión se conectan a este 
PC con el objetivo de evitar problemas de sincronización entre las distintas medidas. 

 

La arquitectura software se compone de tres hilos (ver Fig. 7-15): el hilo de cálculo 
de la distancia, el hilo de seguimiento de trayectorias basado en control visual virtual y 
el hilo de estrategia de seguridad. Estos tres hilos se ejecutan simultáneamente y com-
parten un mismo espacio de memoria donde intercambian información. El hilo de 
cálculo de la distancia obtiene la orientación y posición de las extremidades y el cuerpo 
del operador humano a partir del sistema de seguimiento formado por el sistema de 
captura de movimientos y el de localización global por UBW y los ángulos de las arti-
culaciones del robot a partir del controlador del robot. Las posiciones de los eslabones 
del humano y el robot se calculan a partir de estas medidas utilizando la cinemática 
directa y se almacenan en el espacio de memoria común. Finalmente, estas posiciones 

Fig. 7-15 Componentes de la arquitectura software que implementa el comportamiento de seguridad en la
interacción humano-robot 
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se utilizan para calcular la mínima distancia entre el operador humano y el robot. El 
hilo de cálculo de distancia actualiza esta distancia humano-robot cada vez que se re-
gistren en el PC controlador nuevas medidas del sistema de seguimiento del humano y 
el controlador del robot. 

La distancia mínima entre el humano y el robot (calculada por el hilo de cálculo de 
distancia) se almacena en la zona de memoria común, donde los otros dos hilos lo revi-
san. Por un lado, cuando la distancia humano-robot supera el umbral de seguridad, el 
hilo de seguimiento de la trayectoria ejecuta el proceso de seguimiento de trayectorias 
basado en control visual virtual (ver Capítulo 3). El sistema de seguimiento de trayec-
torias intemporal compara la imagen actual de la cámara montada en el extremo del 
robot con la referencia deseada de la trayectoria y calcula la velocidad del robot nece-
saria para hacerlas coincidir. Este proceso de seguimiento termina cuando la trayecto-
ria deseada se completa y se pausa cuando el sistema de seguridad se activa. Por otro 
lado, cuando la distancia entre el humano y el robot es inferior al umbral de seguridad, 
el hilo de estrategia de seguridad ejecuta el comportamiento seguro. Este comporta-
miento seguro consiste en alejar el robot del humano para mantener la distancia 
humano-robot por encima del umbral de seguridad. Esta trayectoria de escape se cal-
cula a partir de la línea recta que une los dos puntos más cercanos de los dos agentes. 
Mientras se está ejecutando el comportamiento de seguridad, se pausa el sistema de 
seguimiento intemporal de trayectorias. Es por ello indispensable que el sistema de 
seguimiento presente el comportamiento intemporal que se ha descrito a lo largo del 
Capítulo 3, ya que la pérdida de las referencias temporales debido a la ejecución del 
comportamiento de seguridad provocaría una incorrecta ejecución de la tarea. 

Como se ha comentado anteriormente, tanto el sistema de seguimiento de trayecto-
rias como el sistema de seguridad se ejecutan en el mismo ordenador (Pentium 4 3.2 
GHz y 1 GHz RAM) con el objetivo de evitar problemas de sincronización y de inter-
cambiar información de forma más sencilla. El sistema de seguridad se ejecuta a una 
frecuencia de 30 Hz, la misma frecuencia a la que se actualizan los modelos geométri-
cos del operador humano y el brazo robótico. Así, cada vez que los modelos geométri-
cos se actualizan, el sistema de seguridad calcula la distancia mínima entre todos los 
volúmenes de seguridad (ver [Corrales-2010] para obtener más información del proce-
so de actualización on-line de los volúmenes de seguridad) del robot y del humano y 
verifica si esta diferencia es menor que el umbral de error. Esta frecuencia es suficiente 
para desarrollar tareas de cooperación humano-robot ya que implica un desplazamien-
to muy pequeño del robot (3 cm) para cada paso de muestreo cuando el robot se está 
moviendo a su máxima velocidad (1 m/s). El sistema de seguimiento de trayectorias 
basado en control visual virtual se ejecuta a una frecuencia de 40 Hz, con lo que el con-
trolador envía al robot una nueva velocidad cada 25 ms. 

La Fig. 7-16 muestra la secuencia completa de la tarea de interacción humano-
robot. Algunos fotogramas de la secuencia muestran además de la fotografía de la ta-
rea una representación 3-D de los datos de movimiento capturados por el PC controla-
dor (el esqueleto del humano obtenido a partir del sistema de seguimiento del humano 
y las coordenadas articulares de los robots). La tarea de interacción se puede resumir 
en las siguientes etapas: 

7.3
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• Fotograma 1. Uno de los robots, R2, está sujetando la barra para que el humano 

coloque los conectores en T que la sujetarán a la estructura. Mientras, el otro robot, 
R1, está llevando un tubo para insertarlo en la parte opuesta de la estructura. 

• Fotogramas 2 y 3: Cuando la distancia entre el operador humano y el robot es 
menor que el umbral de seguridad, el controlador del robot para la tarea del robot 
R1 (que estaba en la fase de inserción del nuevo tubo) y ejecuta el comportamiento 

de seguridad descrito anteriormente, alejando al robot del humano en la línea recta 
formado por los nodos más cercanos, para mantener la distancia de seguridad. 
Mientras el robot R1 está ejecutando el comportamiento de seguridad, el operador 

Fig. 7-16 Secuencia de fotogramas de la tarea de colaboración entre dos robots y un operador humano para en-
samblar una estructura metálica. En la esquina superior izquierda de los fotogramas 2 a 5 se muestra una repre-
sentación 3-D de los datos de movimiento procedentes del humano y de los robots. 
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humano coloca las dos partes del conector en T y las atornilla. Este 
comportamiento de seguridad no se ejecuta en el robot R2 porque éste no se mueve 

mientras sujeta el tubo, y por lo tanto, no hay ningún riesgo de colisión. 

• Fotograma 4: Cuando el operador humano termina de ensamblar el primer 
conector en T y se aleja de la estructura metálica, el robot R1 abandona la etapa de 

seguridad y continúa con la tarea pendiente para insertar el tubo en la estructura. 

• Fotograma 5: Mientras el operador humano ensambla el segundo conector en T y 
en el otro extremo del tubo, la estrategia de seguridad no se activa debido a que no 
se excede el umbral de seguridad. Por lo tanto, el robot R1 continua la inserción del 

tubo mientras el operador humano atornilla el conector en T. 

• Fotograma 6: Cuando el operador humano termina de atornillar el conector y el 
robot termina su tarea, los robots vuelven a la posición de reposo. 

7.4 Cambio de una bombilla en una farola 
En el Apartado anterior se ha mostrado un sistema global para automatizar el 

montaje de una estructura de aluminio. La presencia de un operador humano hacía 
necesario un sistema de seguridad que permitiera al humano entrar en la zona de tra-
bajo de los robots sin peligro de colisiones. En este apartado se aplicará este sistema de 
seguridad a una tarea automatizada de cambio de una bombilla fundida en una farola 
[GarciaGJ-2009a, Pomares-2010]. De nuevo, las técnicas propuestas en la presente Tesis 
permitirán realizar la tarea siguiendo trayectorias seguras, que gracias al comporta-
miento intemporal del método propuesto en el Capítulo 3, pueden pausarse y reanu-
darse siempre desde el punto en el que se pararon. La aplicación desarrollada en los 
siguientes apartados se enmarca también en el proyecto MEC “Diseño, implementa-
ción y experimentación de escenarios de manipulación inteligentes para aplicaciones 
de ensamblado y desensamblado automático (DPI2005-06222)”. 

7.4.1 Arquitectura del sistema 

La arquitectura del sistema (ver Fig. 7-
17) se compone de un robot Mitsubishi PA-
10 de 7 grados de libertad, un operador 
humano, la farola donde se quiere colocar 
una bombilla nueva y un almacén de bom-
billas fundidas. Ambos robots están equi-
pados con un intercambiador de herramien-
tas que permite elegir la herramienta más 
adecuada durante la tarea (pinzas de dos 
dedos, mano robótica, destornillador, cáma-
ra, ventosa, etc.). El robot Mitsubishi PA-10 
tiene instalados tres dispositivos en su ex-
tremo para ejecutar la tarea: una mano 
robótica de tres dedos de Barrett, un sensor 

Fig. 7-17 Arquitectura del sistema para el intercambio de
una bombilla en una farola 
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de fuerzas 67M25A-I40 de JR3. Inc. y una cámara en configuración “eye-in-hand” PHO-
TONFOCUS MV-D752-160-CL-8. El sistema de visión es capaz de adquirir y procesar 
hasta 100 imágenes por segundo usando una resolución de 320x240. Las trayectorias en 
la imagen se generan a partir de cuatro puntos láser proyectados en el suelo, que serán 
las características visuales del sistema de seguimiento de trayectorias basado en control 
visual virtual descrito en el Capítulo 3. El operador humano lleva un traje de captura 
de movimientos de Animazoo y un sistema de localización basado en tecnología de 
banda ultra-ancha (UWB) de Ubisense. Estos sistemas 
se utilizan para poder localizar de forma precisa en 
tiempo real la posición del humano, así como de sus 
extremidades y partes principales del cuerpo. Para 
implementar el algoritmo de colisión, el cuerpo del 
humano se cubre con 18 volúmenes de seguridad (dos 
para los pies, dos para las piernas, dos para los mus-
los, uno para el abdomen, uno para el tórax, uno para 
el pecho, dos para los hombros, dos para la parte su-
perior del brazo, dos para los antebrazos, dos para las 
manos, uno para el cuello y otro para la cabeza) (ver 
Fig. 7-18). El cuerpo del robot se cubre también con 8 
volúmenes de seguridad (uno para cada eslabón, in-
cluyendo la base del robot y la herramienta instalada 
en el extremo). 

7.4.2 Descripción del proceso de cambio de la bombilla 

La tarea del cambio de bombilla se puede separar en las siguientes fases (en la Fig. 
7-19 se detallan las fases descritas a continuación, y en el vídeo video7-6.mpg de la car-
peta VidCap7 del DVD adjunto se puede ver la secuencia completa del cambio de 
bombilla): 

• Fase 1. El robot manipulador desenrosca el difusor esférico de la farola con el 
objetivo de tener acceso a la bombilla. Primero, el robot agarra el difusor con la 
mano de Barrett teniendo en cuenta las fuerzas obtenidas de las galgas 
extensiométricas de los dedos. Posteriormente, el robot gira el difusor hasta que se 
libera de la base de la farola. Este momento se identifica por los cambios en el 
patrón de fuerzas medido por el sensor de fuerzas instalado en el extremo del 
robot. Finalmente, el robot coge el difusor y lo lleva a una posición fija donde no 
interfiere con el desarrollo del resto de la tarea (ver Fig. 7-19.(a)). 

• Fase 2. A continuación, se desenrosca la bombilla fundida de la base de la farola. 
Para ello, el manipulador agarra la bombilla con la mano robótica y empieza a 
girarla hasta que se libera de la base. Este momento se identifica de nuevo a partir 
de los cambios en las fuerzas y pares medidos por el sensor de fuerza (ver Fig. 7-
19.(b)). 

• Fase 3. En esta fase el robot lleva la bombilla fundida desde la farola hasta el 
almacén ejecutando un seguimiento de trayectorias con el sistema descrito en el 
Capítulo 3 y mejorado en el Capítulo 4 con la calibración multi-imagen. Las 

Fig. 7-18 Representación tridimensional de
los volúmenes de seguridad que cubren las
partes del cuerpo del humano y del robot 
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características visuales, como se ha mencionado anteriormente, son cuatro puntos 
láser proyectados sobre el suelo (ver Fig. 7-19.(c)). 

• Fase 4. Mientras el robot lleva la bombilla vieja al almacén (fase 3), el operador 
humano tiene que dejar una bombilla nueva sobre la mesa para que el robot pueda 
ponerla posteriormente en la farola (ver Fig. 7-19.(c)). La colaboración del humano 
es necesaria porque el almacén de las bombillas nuevas queda fuera del espacio de 
trabajo del robot y porque cada nueva bombilla se debe verificar antes de ser 
colocada en la farola (tarea muy sencilla para el humano y compleja para el propio 
robot). Mientras el humano esté dentro del área de trabajo del robot, el sistema de 
seguridad descrito en el Apartado 7.3.2.2 gestiona el cálculo de la distancia entre 
las partes del robot y del humano para evitar colisiones. Este sistema de seguridad 
puede alejar al robot de su trayectoria deseada, sin embargo, el comportamiento 
intemporal del método de seguimiento le permitirá retomar la trayectoria en el 
punto en que se quedó. 

• Fase 5. El robot coge la bombilla nueva que ha sido verificada por el humano y la 
lleva a la base de la farola. Esta trayectoria, al igual que todas las trayectorias de 
desplazamientos largos, se ejecuta usando el sistema de seguimiento propuesto en 
la presente Tesis. Luego, gira la bombilla hasta que queda fija al casquillo 
siguiendo el mismo procedimiento que el aplicado en la fase 2. Finalmente, el 
robot coloca de nuevo el difusor esférico siguiendo el mismo procedimiento que se 
aplicó en la fase 1 (ver Fig. 7-19.(d)). 

 
Fig. 7-19 Fases en la tarea de reemplazo de una bombilla (a) Fase 1 (b) Fase 2 (c) Fase 3 (d) Fase 4 

a b

c d
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Para completar cada una de las tareas se emplea la arquitectura software mostrada 

en la Fig. 7-15. De esta forma, se tiene un sistema global que guía al robot hacia las dis-
tintas posiciones utilizando la información visual proporcionada por la cámara monta-
da en su extremo. Al mismo tiempo, un subsistema de seguridad permite tareas de 
interacción entre el operador humano y el manipulador robótico. A continuación, se 
describen de una forma más detallada las técnicas más importantes que se tienen en 
cuenta para resolver la automatización de esta tarea. 

7.4.3 Sistema de posicionamiento del brazo robótico 7.4.3.1 Sistema intemporal de seguimiento de trayectorias 
El método utilizado para posicionar la cámara sobre los objetos se describe en el 

Capítulo 3. Este método permite al robot seguir una trayectoria en el espacio imagen. 
La trayectoria se sigue con un comportamiento intemporal, y de esta forma, cualquier 
interacción con su entorno no impide el correcto seguimiento de la trayectoria. En las 
siguientes figuras se muestran distintas trayectorias seguidas por el robot usando el 
método de seguimiento intemporal de trayectorias basado en control visual virtual. En 
la Fig. 7-20 se muestra la trayectoria descrita por el extremo del robot en la fase 1, fase 
en la que se quita el difusor esférico de la farola. La Fig. 7-21 representa la trayectoria 3-
D seguida por el robot mientras lleva la bombilla fundida al depósito de bombillas (fa-
se 3). En la fase 5, el robot debe seguir tres trayectorias: la primera trayectoria es para 
coger la bombilla nueva (Fig. 7-22), que estará situada sobre la mesa giratoria, otra 

7.4 

Fig. 7-20 Trayectoria para dejar la caperuza 

Fig. 7-21 Trayectoria para dejar la bombilla en el depósito 
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para colocar la nueva bombilla en la lámpara (Fig. 7-23) y la última para colocar el di-
fusor esférico (inversa de la Fig. 7-20). 

 

 

Para demostrar el correcto funcionamiento del sistema propuesto de seguimiento 
de trayectorias basado en control visual virtual, se muestra a continuación una serie de 
experimentos relacionados con la trayectoria mostrada en la Fig. 7-21. Esta trayectoria 
3-D se corresponde con la trayectoria en imagen representada en la Fig. 7-24. Si no se 

detecta al humano durante el tiempo que dura la 
ejecución de esta tarea, el sistema de seguimiento 
de trayectorias adaptativo funciona normalmente, 
y el proceso de seguimiento tarda 12 segundos. 
Sin embargo, con el objetivo de exponer las dife-
rencias entre el sistema desarrollado y un sistema 
dependiente del tiempo, la Fig. 7-25 muestra una 
ejecución de la tarea donde el humano se aproxi-
ma al robot reduciendo la distancia humano-robot 
por debajo del umbral de seguridad, haciendo 
que la tarea de seguimiento se detenga durante 
aproximadamente 3 segundos. Mientras el huma-
no está por debajo de esta distancia respecto al 

Fig. 7-23 Trayectoria para poner la bombilla nueva en la lámpara 

Fig. 7-22 Trayectoria para coger la bombilla nueva 

Fig. 7-24 Trayectoria en imagen deseada para
depositar la bombilla fundida

0 100 200 300 400 500 600 700

0

100

200

300

400

500

X (px)

Y 
(p

x)

ks ={ kfi / i ∈1..4} 

7.4



215 Resultados Cambio de una bombilla en una farola
robot, éste último se aleja de la trayectoria desea-
da para mantener la distancia de seguridad (1 m). 
Una vez que termina la detección del humano 
(porque la distancia humano-robot vuelve a su-
perar la distancia de seguridad), el sistema con-
tinúa con el seguimiento de la trayectoria a partir 
de la siguiente referencia en la trayectoria deseada 
debido a su comportamiento intemporal. 

Si se utiliza un sistema de seguimiento de-
pendiente del tiempo, el sistema no será capaz de 
continuar la trayectoria deseada una vez que el 
riesgo de colisión con el humano haya desapare-
cido (ver Fig. 7-26). En este caso, cuando el robot 
para el seguimiento de la trayectoria por la presencia próxima del humano, el sistema 
de control visual continúa enviando referencias visuales deseadas al robot a pesar que 
éste no puede procesarlas debido a la ejecución del hilo de seguridad. Una vez que el 
humano se retira lo suficiente, las referencias que se han enviado hasta ese momento se 
habrán perdido. Así, el sistema trata de mantener estas referencias temporales, pero no 
puede ejecutar el correcto seguimiento de la trayectoria deseada. La Fig. 7-26 muestra 
distintas trayectorias 3-D de un sistema de seguimiento basado en control visual con 
comportamiento temporal. En ella se muestran distintos experimentos donde el huma-
no permanece por debajo del umbral de seguridad durante distintos periodos de tiem-
po. Esta figura muestra claramente cómo el sistema se degrada al aumentar el tiempo 
de obstrucción de la trayectoria. Sin embargo, empleando el sistema de seguimiento 
intemporal propuesto en el Capítulo 3 de esta Tesis, el robot continúa correctamente el 
seguimiento de la trayectoria predefinida, independientemente de la duración de la 
presencia del operador humano. 

 

La Fig. 7-27 muestra la evolución de las características en la imagen para el anterior 
experimento obtenida con el método intemporal y con un método temporal. El segui-
miento funciona perfectamente hasta el momento en el que el hilo de seguridad lo de-
tiene. Sin embargo, cuando el sistema de seguridad devuelve el control al sistema de 
seguimiento, el sistema con comportamiento temporal no es capaz de volver al punto 
exacto en la trayectoria donde se produjo la detección del humano. 
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Fig. 7-26 Trayectoria 3-D del extremo del robot obtenida con un método temporal 
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Fig. 7-25 Trayectoria 3-D obtenida con el método 
intemporal para depositar la bombilla fundida
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 7.4.3.2 Sistema de posicionamiento preciso con control visual virtual 
Una vez que se ha realizado el desplazamiento con un sistema seguro que permite 

repetir trayectorias libres de obstáculos con control visual, para posicionar la mano 
sobre el objeto que se quiere coger, se necesita saber de forma precisa la posición del 
objeto respecto al robot. Para ello, se va a utilizar el control visual virtual. Esta técnica 
permite reconstruir la posición relativa entre el objeto y la cámara. En el caso que se 
está estudiando en este experimento, se pretende manipular dos objetos: la caperuza de 
la lámpara y la bombilla. Para realizar el control visual virtual se necesita tener el mo-
delo 3-D de la lámpara y la bombilla. Se dispone de un sistema de referencia para cada 
objeto. La obtención de los parámetros extrínsecos permite obtener la relación entre el 
sistema de referencia del objeto y el sistema de referencia de la cámara. Dado que la 
relación entre el sistema de referencia de la cámara y el sistema de referencia del ex-
tremo del robot es conocida, esta información es suficiente para posicionar la mano de 
Barrett en el punto preciso en el que se quiere agarrar el objeto. 

Para obtener los parámetros extrínsecos mediante control visual virtual es suficien-
te disponer de una imagen tomada por la cámara real (ver Fig. 7-28). En el caso de la 
caperuza se proyecta la información de la esfera mediante una cámara virtual con unos 
parámetros extrínsecos iniciales aleatorios. La ley de control minimizará exponencial-
mente el error en los extrínsecos tomando como característica deseada la posición de la 
esfera en la imagen tomada por la cámara real, y variando en cada iteración la posición 
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Fig. 7-27 Trayectoria en imagen (a) Método temporal (b) Método intemporal 
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de la cámara virtual, y de esta forma, la proyección de la esfera en la imagen. 

Para el caso de la bombilla se ha elegido la base de la lámpara, ya que es más 
fácilmente segmentable. De esta forma, se tiene una elipse como característica deseada 
en la imagen real (ver Fig. 7-29). De la misma forma que antes, aplicando la ley de con-
trol visual virtual, se van variando las posiciones de la cámara virtual (y de esta forma 
las características actuales) hasta conseguir situar la cámara virtual en la posición en la 
que las características proyectadas se superponen con las que se observan en la imagen 
adquirida por la cámara real. La posición de la bombilla se reconstruye al existir una 
relación fija entre la base de la lámpara y la bombilla (se supone conocida previamen-
te). 

 

7.4.4 Calibración on-line de la cámara 

En el Capítulo 4 se describen los problemas de convergencia encontrados al utilizar 
una única imagen en la calibración on-line con control visual virtual. Este problema se 
resuelve utilizando más de una imagen en el proceso de calibración. Así, el sistema de 
calibración on-line es mucho más robusto al utilizar información de las imágenes obte-
nidas durante el seguimiento de trayectorias descrito en el Apartado 7.4.3.1. Como se 
describió en el Capítulo 4, esta mejora en la calibración con control visual virtual, se 
aplica durante el seguimiento, mejorando el sistema propuesto en el Capítulo 3. Para 
comprobar que el cálculo on-line de los parámetros intrínsecos es correcto, se muestra 
a continuación la evolución de los intrínsecos durante el seguimiento de una de las 
trayectorias. Durante la trayectoria que permite depositar en un lado de la mesa el di-
fusor esférico (ver Fig. 7-20), se realiza zoom con la cámara. Así, se puede realizar un 
análisis del método de calibración en esta fase donde cambian los parámetros intrínse-
cos. Inicialmente, los parámetros intrínsecos se corresponden con los valores propor-
cionados por el fabricante (es decir, (fu, fv) = (300, 300) mm y (u0, v0) = (160, 120) px). Al 

final de esta fase de la tarea, estos parámetros se estabilizan cuando las coordenadas en 
píxeles del punto principal son (u0, v0) = (147.8, 119.9) px y la distancia focal en las di-

recciones u y v son (390.1, 387.8) mm respectivamente. Todos estos valores iniciales se 
obtienen a partir del método off-line de calibración de Zhang [Zhang-1999]. 

Fig. 7-29 (a) Posición en la que se ejecuta control visual virtual para obtener la posición relativa
entre la bombilla y la cámara (b) Posición de agarre de la bombilla en la lámpara 

(a) (b)
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Se han desarrollado dos experimentos distintos en la fase 1 para comprobar la rela-

ción entre el tamaño de la ventana de calibración y la precisión de la calibración obte-
nida. El primer experimento utiliza 3 imágenes como tamaño de la ventana de calibra-

ción, mientras que el segundo experimento utiliza 
6 imágenes. La Fig. 7-30 muestra la evolución de 
los parámetros intrínsecos estimados de la cámara 
utilizando la calibración multi-imagen para el 
primer experimento. Esta evolución presenta 
cambios bruscos para llegar a la siguiente posi-
ción final de los intrínsecos: (fu, fv) = (395.2, 393.1) 

mm y (u0, v0) = (170.3, 132.8) px. Los parámetros 

intrínsecos estimados en la posición final de la 
trayectoria se aproximan con bastante precisión a 
los obtenidos con una calibración off-line usando 
el método de calibración de Zhang. Sin embargo, 
el comportamiento del sistema de calibración se 
puede mejorar incrementando el tamaño de la 
ventana de calibración. 

La Fig. 7-31 muestra la evolución de los parámetros intrínsecos en el segundo ex-
perimento, con una ventana de calibración de 6 imágenes que han sido adquiridas por 
la cámara situada en el extremo del robot durante el seguimiento basado en control 

visual virtual. Esta evolución es más progresiva 
que la evolución obtenida en el primer experi-
mento. Además, los parámetros intrínsecos finales 
en este experimento (((u0, v0) = (148.1, 120) px y (fu, 

fv) = (391, 388) mm) se aproximan mejor a los va-

lores obtenidos con la calibración off-line que los 
obtenidos en el experimento anterior. Sin embar-
go, un tamaño de ventana de calibración muy 
grande puede introducir retardos y mediar equi-
vocadamente las variaciones de los parámetros en 
la ventana. Para solucionar este problema y utili-
zar siempre el tamaño de ventana de calibración 
adecuado se emplea la técnica descrita en el Apar-
tado 4.3 de esta Tesis. 

7.4.5 Detección del humano durante el seguimiento de trayectorias 

Como se describe en el Apartado 7.4.2, durante la fase 4 de la tarea de cambio de la 
bombilla, el operador humano tiene que dejar sobre la mesa giratoria una bombilla 
nueva. Por lo tanto, el humano necesita entrar en el espacio de trabajo del robot. De 
acuerdo con el comportamiento de seguridad descrito para la prueba de ensamblado 
de una estructura metálica (ver Apartado 7.3.2.2 donde se describe la arquitectura 
software), la presencia del humano en la zona de trabajo del robot aleja al robot de la 
trayectoria deseada. La Fig. 7-32 muestra la evolución de la distancia entre los volúme-
nes de seguridad más cercanos del humano y del robot durante la fase 4 de la tarea. 

Fig. 7-31 Evolución de los parámetros intrínsecos
de la cámara usando una ventana de calibración
de 6 imágenes 
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Fig. 7-30 Evolución de los parámetros intrínsecos
de la cámara usando una ventana de calibración
de 3 imágenes 
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También muestra la evolución del error en el es-
pacio Cartesiano 3-D entre la posición real del 
extremo del robot durante la tarea y la referencia 
deseada en la trayectoria 3-D predefinida. Cuando 
la distancia es inferior al umbral de seguridad (1 
m), este error en 3-D aumenta debido a que el 
robot se está alejando de la trayectoria deseada. El 
sistema intemporal de seguimiento de trayectorias 
reduce este error a cero cuando la distancia 
humano-robot vuelve a ser superior al umbral de 
seguridad. 

7.4.6 Medición de las fuerzas en el extremo 
para detectar el desenroscado de los 
distintos elementos 

En esta sección se describe la técnica utilizada 
para comprobar que las piezas se han desenrosca-
do correctamente y pueden ser extraídas para 
continuar la tarea. Para ello, se utiliza el valor de 
los pares obtenidos en el extremo del robot. Estos 
pares se obtienen a partir del sensor de fuerza que 
el robot tiene situado en su extremo. La misma 
técnica se utiliza para comprobar que los mismos 
elementos (difusor esférico y bombilla) están co-
rrectamente colocados. 7.4.6.1 Desenroscado del difusor esférico 

Al estudiar las gráficas proporcionadas por el sensor de fuerza en el desenroscado 
de la caperuza, se observa que la componente que filtra el instante en el que la caperu-
za ha sido desenroscada es el momento en Z. El momento en X presenta varios picos, al 
igual que el momento en Y, con lo que no se aseguraría el correcto desenroscado de la 
caperuza si se eligieran estos momentos como referencia. De las distintas pruebas se ha 
establecido un umbral empírico de 12.5 Nm a partir del cual se puede asegurar que la 
caperuza ha sido totalmente desenroscada. En la Fig. 7-33 se muestran dos pruebas de 

Fig. 7-32 (a) Evolución de la distancia entre el 
humano y el extremo del robot (b) Error medido 
entre la trayectoria deseada y la real del extremo 
del robot
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desenroscado de la caperuza. 7.4.6.2 Desenroscado de la bombilla 

En el caso de la bombilla, y tal como se observa en la Fig. 7-34, la referencia es el 
momento en X. El momento en Z no varía en los distintos giros de la muñeca. Sin em-
bargo, el momento en Y parece en este caso el más significativo. Se ha optado en este 
caso por elegir el umbral de -2.5 Nm. A partir de este momento se observa que la bom-
billa se ha desenroscado y se podría trasladar ya al depósito de bombillas. 

7.5 Desensamblado de una mini-nevera 

7.5.1 Descripción de la tarea 

La última aplicación sobre la que se ha probado el software descrito en el Apartado 
7.3.2.2, y que permite realizar tareas de seguimiento de trayectorias predefinidas en la 
imagen, en tareas de cooperación humano-robot, con un comportamiento seguro es el 
desensamblado de una mini-nevera [Corrales-2010]. Esta aplicación permite compro-
bar de nuevo el correcto funcionamiento del método de seguimiento intemporal pro-
puesto en esta Tesis para tareas de cooperación, donde el seguimiento puede pararse 
en cualquier momento debido a la presencia del humano en el espacio de trabajo. 

La Fig. 7-35 muestra los principales compo-
nentes que intervienen en esta tarea de desen-
samblado: la nevera, el manipulador Mitsubishi 
PA-10 que desatornilla la parte trasera de la 
nevera, el operador humano que extrae la ban-
deja interna y el depósito donde se almacenan 
las distintas partes del frigorífico cuando se 
quiten de éste. El Mitsubishi PA-10 tiene tres 
dispositivos instalados en su extremo para eje-
cutar la tarea: un destornillador, un sensor de 
fuerzas y pares de JR3 y una cámara PHOTON-
FOCUS MV-D752-160-CL-8. Estos elementos ya 
han sido descritos en las pruebas anteriores. La 
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Fig. 7-35 Arquitectura del sistema para la tarea de
desensamblado de la mini-nevera 
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trayectoria en la imagen se genera a partir de 4 puntos láser proyectados sobre la tari-
ma. El operador humano lleva de nuevo el traje de captura de movimientos de Anima-
zoo ya descrito en apartados anteriores, junto con un sistema de localización global de 
Ubisense basado en la tecnología de banda ultra-ancha (UWB). Estos dos sistemas 
permiten realizar el seguimiento preciso de sus movimientos y calcular la distancia 
humano-robot para activar la estrategia de seguridad en caso de que sea necesario. 

La tarea de desensamblado puede separarse en las siguientes subtareas que de-
berán ser ejecutadas por el humano y el robot: 

• Robot: El manipulador robot tiene que quitar los tornillos de la tapa trasera de la 
nevera. Primero, el robot va desde el depósito a la posición de desatornillado 
siguiendo una trayectoria en imagen predefinida. Para ello utiliza el sistema de 
seguimiento descrito en el Capítulo 3. Posteriormente, el robot desatornilla el 
tornillo correspondiente y de nuevo el robot es guiado siguiendo una trayectoria 
segura hasta el depósito para dejarlo allí. Esta tarea se repite hasta que el robot 
quita todos los tornillos. 

• Operador humano: Mientras tanto, el operador humano tiene que ir vaciando el 
contenido de la mini-nevera. 

Las tareas descritas se pueden desarrollar de manera simultánea. Para ello, se em-
plea el sistema global presentado en el Apartado 7.3.2.2 durante toda la tarea de desen-
samblado. En la Fig. 7-36 se detalla la secuencia del desensamblado. El sistema de se-
guimiento de trayectorias con comportamiento intemporal se encarga de guiar al robot 
desde el almacén de residuos hasta la posición del siguiente tornillo (fotograma 1 de la 
Fig. 7-36). Durante el seguimiento, el operador humano se aproxima a la nevera para 
vaciar su contenido (fotograma 2 de la Fig. 7-36). La distancia entre el humano y el ro-
bot cae por debajo del umbral de seguridad, activando la estrategia de seguridad. El 
robot se aleja del humano (fotogramas 3 y 4 de la Fig. 7-36) y se para hasta que la dis-
tancia vuelve a superar el umbral de seguridad de nuevo. Mientras, el operador huma-
no abre la puerta de la mini-nevera (fotograma 4 de la Fig. 7-36) y extrae la bandeja 
interna del frigorífico (fotogramas 5 y 6 de la Fig. 7-36) para llevarla a un almacén que 
está fuera del entorno de trabajo. Mientras el humano se aleja del robot, la distancia 
humano-robot vuelve a superar el umbral de seguridad y el sistema de seguimiento 
con control visual es de nuevo reactivado (fotogramas 7 y 8 de la Fig. 7-36). Gracias a 
su comportamiento intemporal, la trayectoria se sigue correctamente y el robot puede 
llegar a la posición de desatornillado siguiendo la trayectoria que tenía predefinida 
(fotograma 9 de la Fig. 7-36). 

7.5.2 Necesidad de un sistema de seguimiento intemporal 

Para demostrar el correcto funcionamiento del sistema de seguimiento intemporal 
de trayectorias basado en control visual virtual descrito en el Capítulo 3, se presenta a 
continuación una comparativa entre este método con comportamiento intemporal y un 
método con comportamiento temporal. La trayectoria sobre la que se han realizado los 
experimentos es una trayectoria que permite al robot llegar desde el depósito de obje-
tos hasta una posición cercana a la nevera. En el plano imagen, esta trayectoria es la 
mostrada en la Fig. 7-37. 
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Fig. 7-36 Secuencia de desensamblado con interacción humano-robot. Cada fotograma de la secuencia se muestra
con una fotografía del espacio de trabajo y sus correspondientes volúmenes de seguridad 
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Mediante control visual, el robot debe se-

guir esta trayectoria en imagen para posicionar-
se de manera correcta siguiendo una trayectoria 
en 3-D que evite los posibles obstáculos del es-
pacio de trabajo. Además, seguir una trayectoria 
en imagen permite mejorar el comportamiento 
de los sistemas de control visual, al reducir la 
distancia entre la posición actual y la deseada, 
con lo que se evitan en mayor grado los míni-
mos locales. La Fig. 7-38 muestra la evolución de 
las características en la imagen obtenida con las 
dos aproximaciones descritas: un método tem-
poral y el método intemporal propuesto en esta 
Tesis. Los dos métodos ejecutan correctamente 
el seguimiento hasta el momento en que la obs-
trucción debido a la entrada del humano comienza. Sin embargo, cuando se libera al 
robot, el sistema con comportamiento temporal no puede volver al mismo punto en la 
trayectoria donde el robot tuvo que parar la trayectoria debido a la proximidad del 
humano. Esto es debido a la pérdida de las referencias temporales. El método propues-
to no pierde las referencias mientras el robot está ejecutando la estrategia de seguridad. 
Si se parara el tiempo en el sistema temporal no se resolvería el problema, ya que, 
cuando la estrategia de seguridad finalice, la siguiente referencia sería la siguiente 
muestra en la trayectoria deseada. Pero antes de que el robot llegara a ese punto el sis-
tema temporal ya estaría dando la siguiente referencia. Con estos sistemas temporales 
no se consigue repetir la trayectoria que se deseaba. 

 

La Fig. 7-39 muestra la evolución de la distancia mínima entre el humano y el robot 
obtenida por el algoritmo de cálculo de distancia para la tarea de desensamblado de la 
nevera. Esta gráfica muestra cómo se aproxima el humano al robot mientras éste últi-
mo ejecuta el seguimiento de la trayectoria deseada desde la iteración 1 a la 289. En la 
iteración 290 comienza la estrategia de seguridad y el controlador del robot pausa el 
seguimiento de la trayectoria. La estrategia de seguridad se ejecuta desde la iteración 
290 a la iteración 449 e intenta mantener la distancia humano-robot por encima de un 
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Fig. 7-38 Evolución de las características en el espacio imagen usando un sistema con comportamiento: (a) tempo-
ral (b) intemporal 
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Fig. 7-37 Trayectoria deseada en imagen para des-
plazamientos entre el depósito de objetos y la mini-
nevera 
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umbral de seguridad (0.5 m). En la iteración 450, el controlador del robot reactiva el 

seguimiento de la trayectoria porque la 
distancia humano-robot vuelve a ser supe-
rior al umbral cuando el humano se aleja 
del espacio de trabajo del robot. 

De nuevo, en esta prueba se hace pa-
tente la necesidad de incorporar un sistema 
con comportamiento intemporal para per-
mitir tareas de interacción humano-robot. 
El sistema propuesto es capaz de parar la 
tarea de seguimiento para realizar un ale-
jamiento de seguridad y volver al punto en 
que se dejó el seguimiento una vez que la 
distancia vuelve a ser segura. 

7.6 Conclusiones 
Las aplicaciones que se han descrito en este Capítulo justifican el planteamiento de 

un método de seguimiento intemporal de trayectorias para tareas de interacción 
humano-robot. Gracias a este comportamiento intemporal, se puede realizar el guiado 
de los robots manipuladores siguiendo una trayectoria previamente definida. Todas las 
aplicaciones detalladas en este Capítulo se enmarcan dentro del proyecto MEC 
DPI2005-06222. El principal objetivo del proyecto es el de diseñar, implementar y expe-
rimentar escenarios de manipulación inteligente para aplicaciones de ensamblado y 
desensamblado automático. Es por ello que las aplicaciones tratan de resolver distintos 
problemas de ensamblado o desensamblado. 

Dentro de cada aplicación se requieren distintas técnicas para conseguir automati-
zar los procesos. En todas ellas, hay un elemento común, que es la posibilidad de que 
un operador humano aparezca en el espacio de trabajo de los robots. El software im-
plementado dispone de varios hilos que se ejecutan en paralelo. En concreto, un hilo se 
encarga del control del robot, implementando el sistema de seguimiento de trayecto-
rias basado en control visual virtual propuesto en el Capítulo 3 y mejorado con la cali-
bración multi-imagen en el Capítulo 4, junto con el sistema de modificación de la tra-
yectoria en función de la fuerza de interacción descrito en el Capítulo 6. También se 
incluyen en este hilo de control del robot los esquemas descritos en el Capítulo 6 para 
detectar un cambio en la superficie a partir de las fuerzas de interacción, así como el 
esquema de impedancia realimentado con el sistema de seguimiento de trayectorias. Al 
mismo tiempo, otro hilo se encarga de calcular la distancia entre el humano y el robot. 
La estrategia de seguridad elegida separa al robot en línea recta desde la posición en la 
que la distancia es menor que el umbral de seguridad, hasta que la distancia se man-
tiene justo en ese umbral. Cuando la distancia vuelve a superar el umbral el robot se 
libera y continúa con la tarea que estaba realizando. Si estaba realizando un seguimien-
to de alguna trayectoria, gracias al comportamiento intemporal de la aproximación 
propuesta, la trayectoria se seguirá desde el punto en el que se dejó. 

 

Fig. 7-39 Evolución de la distancia humano-robot mínima
durante la tarea de desensamblado 
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8.1 Conclusiones 
Las investigaciones realizadas sobre diversos sistemas de control visual basado en 

imagen han permitido observar la imposibilidad de esta aproximación para ejecutar 
tareas de posicionamiento preciso siguiendo una trayectoria 3-D deseada. Existen en la 
literatura varios esquemas de control basados en visión para realizar el seguimiento de 
trayectorias predefinidas. La mayoría de ellas presenta un comportamiento temporal, 
aspecto que las hace inadecuadas para tareas de interacción con el entorno, ya sea con 
otros objetos o con otros agentes que entren en el espacio de trabajo del robot. 

La principal aportación de esta Tesis es un nuevo sistema de seguimiento de tra-
yectorias en el espacio imagen. Este sistema aporta una serie de mejoras respecto a los 
métodos de seguimiento en imagen propuestos hasta la fecha. En primer lugar, presen-
ta un comportamiento intemporal. Esta propiedad es vital en la posterior fusión del 
sistema con información de fuerza para permitir obtener un controlador capaz de in-
teractuar con el entorno. En segundo lugar, se trata de un sistema que es capaz de man-
tener una velocidad constante durante el seguimiento de la trayectoria. Los métodos 
intemporales definidos hasta ahora no permiten ajustar de manera constante esta velo-
cidad, lo que hace que no sean válidos en aplicaciones en las que sea crucial mantener 
esta velocidad constante para abordar con éxito la tarea. Gracias a esta última carac-
terística, se consigue obtener un resultado en imagen y en 3D mucho menos oscilante 
que el obtenido con sistemas intemporales previos. Además, el método propuesto 
permite realizar el seguimiento a partir del conjunto de características visuales, asegu-
rando en todo momento que se tiene una posición 3-D válida del robot durante la tarea 
de seguimiento. Para conseguir esto último se propone el uso de control visual virtual 

En este último Capítulo se describen las 
conclusiones más destacadas acerca de 
las investigaciones desarrolladas y pre-
sentadas a lo largo de la presente Tesis. 
Los principales resultados alcanzados 
con estas investigaciones se han ido 
publicando en distintos medios científi-
cos. En el Capítulo se describen breve-
mente las principales aportaciones rea-
lizadas en cada uno de ellos. Por últi-
mo, se ofrecen diversas ideas para me-
jorar los distintos esquemas de control 
propuestos. Se exponen los distintos 
trabajos futuros que permitirán aplicar

entre otras cosas los esquemas de con-
trol visual directo presentados en esta 
Tesis a un robot real que actualmente 
está en fase de diseño y construcción. 
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para calcular la posición 3-D de la cámara respecto del objeto, es decir, los parámetros 
extrínsecos. Sin embargo, empleando control visual virtual con una única imagen no es 
posible obtener precisión en la calibración de los parámetros intrínsecos. Por ello, se ha 
propuesto un método llamado calibración multi-imagen que permite a partir de más 
de una imagen obtener de forma precisa los parámetros intrínsecos de la cámara. Tam-
bién se propone un método para actualizar on-line el número de imágenes necesarias 
para obtener una estimación de los parámetros intrínsecos internos sin sobrecargar el 
sistema. De esta forma, se han ampliado las características del método de seguimiento 
propuesto aportándole la posibilidad de obtener on-line el valor de los parámetros 
intrínsecos necesarios en el cálculo de la matriz de interacción que se utiliza en la ley 
de control. 

Los trabajos encontrados acerca de control visual directo en la literatura no tratan 
en ningún caso el problema del seguimiento de trayectorias en el espacio imagen. En 
este aspecto, en el Capítulo 5 se presenta otra aportación de esta Tesis, al desarrollar 
tres métodos distintos de seguimiento de trayectorias utilizando control visual directo. 
Además, los tres métodos presentan un comportamiento intemporal, ya que la siguien-
te referencia dentro de la trayectoria se calcula a partir de la posición actual de la cáma-
ra y no del tiempo transcurrido desde el inicio del seguimiento. Estos métodos se han 
probado en un robot de dos grados de libertad en simulación. La simulación se ha rea-
lizado sobre la base de un primer prototipo de un robot real que se construirá bajo la 
financiación del proyecto del MCYT “Manipulación inteligente mediante percepción 
háptica y control visual empleando una estructura articular ubicada en el robot mani-
pulador (DPI2008-02647)”. El primero de los métodos propuestos no permite realizar 
un control de la velocidad de seguimiento, aunque sí que garantiza movimientos con-
tinuos del robot a lo largo de la trayectoria evitando parar en cada referencia de la tra-
yectoria deseada. Evolucionado a partir de este primer método de seguimiento con 
control visual dinámico se propone un método que permite garantizar una velocidad 
mínima de seguimiento. Por último, a partir de este método y utilizando el esquema 
del método de seguimiento para control visual indirecto, se presenta un método de 
seguimiento intemporal que proporciona los pares y fuerzas necesarios para guiar al 
robot a lo largo de la trayectoria deseada y manteniendo una velocidad deseada cons-
tante. Como se ha mencionado anteriormente, no existe en la literatura ningún otro 
método de seguimiento para control visual directo. 

Los sistemas de control visual-fuerza hacen posible la interacción con el entorno 
mientras se posiciona el robot siguiendo una trayectoria predefinida. La mayoría de los 
desarrollos existentes hasta la actualidad para la combinación de ambas informaciones 
sensoriales emplean estrategias híbridas en las que el entorno es perfectamente conoci-
do y se realiza una división del espacio de trabajo en direcciones controladas por visión 
y direcciones controladas por fuerza. Las aportaciones descritas en la presente Tesis 
sobre control visual-fuerza se centran en el esquema de control de impedancia. A partir 
del esquema clásico de control de impedancia, se substituye la velocidad de referencia 
del controlador de posición por la velocidad de referencia del sistema de seguimiento 
descrito en el Capítulo 3. Cuando el extremo del robot entra en contacto con una super-
ficie, la trayectoria deseada en imagen debe ser modificada de forma que se eviten ac-
ciones de control contradictorias entre la dirección de movimiento que indica el control 
de fuerza y la dirección de movimiento que indica el controlador visual. Para resolver 
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este problema se proponen dos sistemas novedosos que replanifican la trayectoria en 
imagen a partir de las fuerzas de interacción medidas por el sensor de fuerzas. La pri-
mera utiliza la matriz de homografía 2-D para obtener una nueva trayectoria en ima-
gen a partir de la reconstrucción del movimiento de la cámara. Esto se consigue de 
manera independiente a errores en la estimación de los parámetros intrínsecos de la 
cámara. La segunda aproximación hace uso de la matriz que relaciona directamente las 
variaciones de las características en el espacio imagen con las variaciones de las fuerzas 
de interacción. Con la estimación de esta matriz se consigue una modificación de la 
trayectoria que no requiere conocimiento previo ni de la cinemática del robot, ni de la 
calibración de la cámara, ni de la calibración previa entre el sensor de fuerza y la cáma-
ra. La última aportación para mejorar los sistemas de control visual-fuerza está relacio-
nada con un sistema que mejora la detección de cambios en la superficie con la que se 
está interactuando. Cuando el robot está siguiendo una trayectoria en imagen a la vez 
que está en contacto con una superficie, cualquier cambio en la curvatura de esta su-
perficie requerirá replanificar la trayectoria con cualquiera de los métodos propuestos 
en esta Tesis para tal fin. Encontrar el punto exacto en el que sucede este cambio de la 
normal a la superficie es por tanto crucial en el correcto funcionamiento de los sistemas 
de control visual-fuerza. 

Los resultados mostrados en el Capítulo 7 permiten comprobar el correcto funcio-
namiento de los sistemas propuestos. Estos sistemas permiten realizar tareas de en-
samblado y desensamblado automático en cooperación con operadores humanos. El 
controlador del robot permite realizar tareas precisas de seguimiento de trayectorias 
predefinidas, tareas de posicionamiento preciso gracias al control visual virtual o tare-
as precisas de interacción donde se controle la posición del robot con visión y fuerza de 
forma simultánea. 

8.2 Publicaciones 
Seguidamente se citan las distintas publicaciones generadas a partir de las investi-

gaciones presentadas en esta Tesis, desglosadas entre 6 artículos en revistas impacta-
das, 5 artículos en capítulos de libro y revistas no impactadas, 8 aportaciones a congre-
sos internacionales y 6 a congresos nacionales. 

8.2.1 Revistas impactadas 

• “Safe Human-Robot Cooperation Based on an Adaptive Time-Independent 
Image Path Tracker”. Pomares, J.; Candelas, F. A.; Torres, F.; Corrales, J. A.; 
Garcia, G. J., International Journal of Innovative Computing, Information and 
Control, 6(8), Aceptado (Fecha prevista de publicación: Agosto 2010). 

El artículo describe las mejoras introducidas en el sistema de seguimiento 
intemporal basado en control visual virtual al añadirle la calibración multi-
imagen que permite tener siempre una estimación precisa de los parámetros 
intrínsecos de la cámara. Además, se realiza un estudio de la estabilidad del 
método de seguimiento y se aplica a tareas de cooperación humano-robot. 
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• “Survey of Visual and Force/Tactile Control of Robots for Physical Interac-

tion in Spain”. Garcia, G. J.; Corrales, J. A.; Pomares, J.; Torres, F., Sensors, 
9(12) pp. 9689-9733, 2009. 

Este artículo se trata de un artículo de revisión. Fruto de las investigacio-
nes realizadas para establecer el estado del arte de los sistemas de control visual 
y de fuerza, se describen las principales aportaciones realizadas por los grupos 
de investigación españoles en estos campos. 

• “A Cooperative Robotic System Based on Multiple Sensors to Construct Me-
tallic Structures”. Gil, P.; Pomares, J.; Puente, S. T.; Candelas, F.; Garcia, G. J.; 
Corrales, J. A.; Torres, F., The International Journal of Advanced Manufacturing 
Technology, 45(5) pp. 616-630, 2009. 

Entre las técnicas utilizadas para el montaje de una estructura metálica 
destaca el uso del sistema de seguimiento de trayectorias propuesto en el Capí-
tulo 3 de esta Tesis. El empleo de este sistema de seguimiento resulta crucial 
para ejecutar correctamente la tarea en presencia del humano debido a su carác-
ter intemporal. 

• “Automatic Robotic Tasks in Unstructured Environments Using an Image 
Path Tracker”. Garcia, G. J.; Pomares, J.; Torres, F., Control Engineering Prac-
tice, 17(5) pp. 597-608, 2009. 

Este trabajo presenta el método de seguimiento intemporal de trayectorias 
basado en control visual virtual. Se realizan comparativas entre el método pro-
puesto y otros métodos con carácter temporal. También se compara con el con-
trol visual basado en flujo de movimiento. 

• “Improving Detection of Surface Discontinuities in Visual-Force Control 
Systems”. Pomares, J.; Gil, P.; Garcia, G. J.; Sebastián, J. M.; Torres, F., Image 
and Vision Computing, 26(10) pp. 1435-1447, 2008. 

En este artículo se describe un método que fusiona información de fuerza 
y de luz estructurada para detectar posibles cambios en la superficie con la que 
el robot está interactuando. Mediante patrones de luz se consigue una línea que 
marca un posible cambio en la superficie. El movimiento virtual de la posible 
línea de discontinuidad aportada por la luz estructurada permite afinar el mo-
mento en el que activar el detector basado en fuerza. De esta forma se evitan las 
detecciones falsas. 

• “A Robust Approach to Control Robot Manipulators by Fusing Visual and 
Force Information”. Pomares, J.; Garcia, G.J.; Torres, F. Journal of Intelligent 
and Robotic Systems. Vol. 48. Num. 4. Pp. 437-456. 2007. 

El artículo muestra un sistema de control visual-fuerza para controlar el 
movimiento de un robot. La trayectoria deseada en la imagen se modifica a par-
tir de la información del sensor de fuerza utilizando la matriz de homografía. 
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Además, este método es robusto ante errores en la estimación de los parámetros 
intrínsecos. 

8.2.2 Capítulos de libro y revistas no impactadas 

• “Safe Cooperation between Human Operators and Visually Controlled In-
dustrial Manipulators”. Corrales, J. A.; Garcia, G. J.; Candelas, F.; Pomares, J.; 
Torres, F., En Advances in Human-Robot Interaction, A. Lazinica, Ed. In-Tech 
Press: Vukovar, Croatia, Aceptado (Fecha prevista de publicación: 2010). 

En este capítulo de libro se describe la arquitectura software del sistema 
empleado para la interacción humano-robot en tareas de seguimiento de trayec-
torias. Se mejora el cálculo de la distancia entre el operador humano y el robot y 
se remarca la necesidad de controlar el robot mediante un sistema con un com-
portamiento intemporal, que permita seguir ejecutando la tarea en el punto en 
el que se detuvo debido a la puesta en marcha de la estrategia de seguridad. 

• “Using Visual and Force Information in Robot-Robot Cooperation to Build 
Metallic Structures”. Pomares, J.; Gil, P.; Corrales, J. A.; Garcia, G. J.; Puente, S. 
T.; Torres, F., Journal of Automation, Mobile, Robotics & Intelligent Systems, 
3(3) pp. 96-101, 2009. 

En este artículo se describe el sistema desarrollado para el montaje auto-
mático de una estructura metálica. Para ensamblar las distintas piezas de la es-
tructura se utilizan los sistemas de control descritos en la presente Tesis, como 
el control de impedancia realimentado con el sistema de seguimiento intempo-
ral basado en control visual virtual o el sistema de modificación de la trayecto-
ria basado en la matriz de interacción fuerza-imagen. 

• “Image Motion Estimator to Track Trajectories Specified with respect to 
Moving Objects”. Pomares, J.; García, G.J.; Payá, L.; Torres, F. En Informatics in 
Control Automation and Robotics, J. A. Cetto, J.-L. Ferrier, J. M. Costa y J. Fi-
lipe, Eds.; Springer-Verlag: Berlin, 2008; pp. 207-217. 

En tareas de control visual en las que se debe seguir un objeto en movi-
miento se necesita estimar este movimiento del objeto de alguna forma para 
evitar que el error se mantenga durante todo el seguimiento. Para estimar el 
movimiento del objeto, es necesario calcular la velocidad de la cámara en la ite-
ración anterior de la tarea de control visual. En este artículo se presenta una 
técnica para calcular esta velocidad. 

• “An Uncalibrated Approach to Track Trajectories using Visual–Force Con-
trol”. Pomares, J.; García, G.J.; Payá, L.; Torres, F. En Informatics in Control, 
Automation and Robotics II, J. Filipe, J.-L. Ferrier, J. A. Cetto y M. Carvalho, 
Eds.; Springer: Dordrecht, 2007; pp. 103-108. 

El control de impedancia permite controlar las fuerzas de interacción 
mientras se utiliza un controlador de posición. En el presente artículo se reali-
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menta con información visual al reemplazar el controlador de posición por un 
control visual basado en flujo de movimiento. 

• “Adaptive Visual Servoing and Force Control Fusion to Track Surfaces”. Po-
mares, J.; García, G.J.; Payá, L.; Torres, F. Ed. WSEAS Transactions on Systems. 
Vol. 5. Num. 1. pp. 25-32. 2006. 

En este artículo se presenta un método de fusión de control visual-fuerza. 
El controlador visual propuesto presenta un comportamiento intemporal, y 
además es autocalibrado, de forma que es capaz de obtener los parámetros 
intrínsecos durante la tarea. Su fusión con un control de impedancia permite 
obtener el control visual-fuerza propuesto. 

8.2.3 Congresos Internacionales 

• “Visual Servoing Path Tracking for Safe Human-Robot Interaction”, Garcia, 
G. J.; Corrales, J. A.; Pomares, J.; Candelas, F. A.; Torres, F., En Proceedings of 
the IEEE International Conference on Mechatronics, Malaga, Spain, Abril 2009; 
pp. 672-678. 

En este artículo se presenta el sistema global que permite realizar tareas 
cooperativas entre el robot y el humano. Con este sistema se ejecutan tareas de 
seguimiento de trayectorias que pueden ser interrumpidas por la estrategia de 
seguridad para evitar colisiones entre el robot y el humano. Gracias al compor-
tamiento intemporal del método de seguimiento, las trayectorias son siempre 
terminadas de manera completa. 

• “Intelligent Robotic Multisensorial System to Build Metallic Structures”, 
Corrales, J. A.; Garcia, G. J.; Gil, P.; Pomares, J.; Puente, S. T.; Torres, F., En Pro-
ceedings of the IFAC International Workshop on Intelligent Manufacturing Sys-
tems, Szczecin, Poland, Octubre 2008; pp. 189-194. 

Este artículo describe un sistema inteligente de ensamblado automático 
de una estructura de aluminio. En este sistema destacan varias técnicas de con-
trol automático, como el método de seguimiento intemporal de trayectorias, 
que permite la interacción del robot con un operador humano. La tarea de in-
serción de los tubos requiere técnicas muy precisas de control visual-fuerza co-
mo las descritas en el Capítulo 6 de esta Tesis. 

• “A New Time-Independent Image Path Tracker to Guide Robots Using Visu-
al Servoing”, Garcia, G. J.; Pomares, J.; Torres, F., En Proceedings of the 12th 
IEEE International Conference on Emerging Technologies and Factory Automa-
tion, Patras, Greece, September 2007; pp. 957-964. 

El método de seguimiento intemporal de trayectorias en la imagen basado 
en control visual virtual se presenta en este artículo. Se compara con un método 
previo de seguimiento intemporal de trayectorias en la imagen (el control visual 
basado en flujo de movimiento), remarcando las mejoras del método propuesto. 
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• “Robot Guidance by Estimating the Force-Image Interaction Matrix”, Garcia, 

G. J.; Pomares, J.; Torres, F., En Proceedings of the 8th IFAC International 
Workshop on Intelligent Manufacturing Systems, Alicante, Spain, Mayo 2007; 
pp. 132-137. 

Este artículo presenta un método de fusión de control visual-fuerza que 
utiliza la matriz de interacción fuerza-imagen para controlar a un robot en tare-
as donde haya interacción con el entorno. La matriz de interacción se estima a 
partir de un método basado en el algoritmo de Gauss-Newton. 

• “Visual - Force Control and Structured Light Fusion to Improve Recognition 
of Discontinuities in Surfaces”, Pomares, J.; Gil, P.; Garcia, G. J.; Torres, F., En 
Proceedings of the IEEE Conference on Emerging Technologies and Factory 
Automation, Praga, Czech Republic, Septiembre 2006; pp. 1044-1050. 

Este artículo describe un método robusto de detección de cambios en las 
superficies a partir de la información obtenida del sensor de fuerza y de luz es-
tructurada. Los fallos en la detección de estos cambios usando únicamente in-
formación de fuerza se consiguen reparar con la información obtenida a partir 
de la proyección sobre el objeto de haces de luz de un laser. 

• “Improving Tracking Trajectories with Motion Estimation”, Pomares, J.; Gar-
cia, G. J.; Torres, F., En Proceedings of the 3rd International Conference on In-
formatics in Control, Automation and Robotics, Setubal, Portugal, Agosto 2006; 
pp. 97-103. 

El cálculo de la velocidad de la cámara durante una tarea de control vi-
sual permite mejorar el comportamiento de los algoritmos de control visual 
aplicados al seguimiento de objetos en movimiento. En este artículo se hace uso 
de la matriz de homografía 2D para calcular la velocidad de la cámara a partir 
de la imagen previa y la actual. 

• “Multi-Sensorial System for the Generation of Disassembly Trajectories”, 
Pomares, J.; Puente, S. T.; Garcia, G. J.; Torres, F., En Proceedings of the World 
Automation Congress, Budapest, Hungary, Julio 2006; pp. 1-6. 

En este artículo se presenta un método para generar trayectorias para el 
desensamblado automático de distintos tipos de artículos. El sistema utiliza in-
formación visual y de un sensor de fuerza para evitar los factores desconocidos 
en el plan de desensamblado y corregir las trayectorias generadas que se basan 
en el modelo del producto. 

• “Impedance Control for Fusing Multisensorial Systems in Robotic Manipula-
tion Tasks”, Pomares, J.; García, G. J.; Torres, F., En Proceedings of the WSEAS 
International Conference on Dynamical Systems and Control, Venice, Italy, No-
viembre 2005; pp. 357-362. 

En este artículo se presenta un control de impedancia para guiar un robot 
en entornos donde hay interacción. Este control de impedancia se realimenta 
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con información visual al reemplazar el controlador de posición por un control 
visual basado en flujo de movimiento. De esta forma se puede realizar el se-
guimiento de una trayectoria mientras se tiene en cuenta las fuerzas de interac-
ción con el entorno. 

8.2.4 Congresos Nacionales 

• “Seguimiento Intemporal de Trayectorias en la Imagen Basado en Control 
Visual Dinámico”, Garcia, G. J.; Pomares, J.; Gil, P.; Torres, F., En Proceedings 
de las XXX Jornadas de Automática, Valladolid, Spain, Septiembre 2009. 

Este artículo describe el método de umbral de error descrito en el Capítu-
lo 5 de esta Tesis. Este esquema de control permite realizar seguimientos de tra-
yectorias con comportamiento intemporal sobre un robot de dos grados de li-
bertad utilizando control visual directo. 

• “Estudio de la Influencia del Muestreo en el Seguimiento Intemporal de Tra-
yectorias Basado en Control Visual Virtual”, Garcia, G. J.; Pomares, J.; Torres, 
F., En Proceedings de las XXIX Jornadas de Automática, Tarragona, Spain, Sep-
tiembre 2008; pp. 533-540. 

El método de seguimiento intemporal de trayectorias basado en control 
visual virtual depende del número de muestras de la trayectoria deseada. En es-
te artículo se realiza un estudio del comportamiento del sistema ante variacio-
nes en el muestreo de la trayectoria. 

• “Control Visual para el Seguimiento Intemporal de Trayectorias Empleando 
el Espacio de Normas de la Matriz de Homografía 2D”, Garcia, G. J.; Pomares, 
J.; Torres, F., En Proceedings de las XXVIII Jornadas de Automática, Huelva, 
Spain, Septiembre 2007; pp. 310-318. 

Este artículo describe un método de seguimiento intemporal de trayecto-
rias basado en la matriz de homografía 2-D. A partir de la homografía 2-D se 
pueden relacionar dos imágenes distintas de la trayectoria de una cámara. El 
tratamiento en conjunto de las características visuales mejora el comportamien-
to respecto a otros sistemas de seguimiento intemporal como el control visual 
basado en flujo de movimiento. 

• “Sistema de Simulación y Evaluación de Tareas de Control Visual Basado en 
Control Visual Virtual”, Garcia, G. J.; Payá, L.; Pomares, J.; Torres, F., En Pro-
ceedings de las XXVII Jornadas de Automática, Almería, Spain, Septiembre 
2006; pp. 524-530. 

ViSeC es una herramienta presentada en un artículo previo. En este artí-
culo se amplían las capacidades de esta herramienta aplicando control visual 
virtual para conseguir mover la cámara virtual del simulador de ViSeC y, de es-
ta forma, realizar un control visual simulado. El control visual virtual permite 
obtener los parámetros extrínsecos de la cámara durante el control visual simu-
lado. 
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• “Control Visual Flexible Empleando Momentos Invariantes”, Garcia, G. J.; 

Pomares, J.; Torres, F., En Proceedings de las XXVI Jornadas de Automática, 
Alicante, Spain, Septiembre 2005; pp. 587-592. 

El artículo presenta la formulación necesaria para realizar el control visual 
con momentos invariantes. Los momentos invariantes permiten realizar el con-
trol visual con objetos en los que no es sencillo obtener puntos característicos. 

• “Control Visual de Robots Manipuladores. Una Herramienta para su Diseño 
y Aprendizaje”, Garcia, G. J.; Pomares, J.; Torres, F., En Proceedings de las XXV 
Jornadas de Automática, Ciudad Real, Spain, Septiembre 2004; pp. 120-127. 
Premio OMRON de Iniciación a la Investigación e Innovación en Automática. 

En este artículo se presentó ViSeC, una herramienta que permite realizar 
tareas de control visual. ViSeC permite obtener todo tipo de gráficas de la tarea 
de control realizada. El resultado es una herramienta flexible, fácil de manejar y 
perfecta para el diseño e implementación de nuevas estrategias de control vi-
sual. 

8.3 Trabajos futuros 
El diseño e implementación de distintos esquemas de control visual ha permitido 

detectar posibles líneas de investigación futuras. La gran mayoría de los sistemas de 
control visual propuestos en esta Tesis utilizan 4 puntos como características visuales. 
Si bien en la literatura pueden encontrarse un gran número de trabajos que proponen 
el uso de otras características visuales (como líneas, círculos, elipses, texturas o color), 
no ha sido objetivo de esta Tesis estudiar el comportamiento de los esquemas de con-
trol propuestos ante el uso de otras características. Por otro lado, la extensión del sis-
tema de seguimiento propuesto en el Capítulo 3 con otro tipo de características resulta 
sencilla. Basta con modificar adecuadamente la matriz de interacción y almacenar en 
consecuencia la trayectoria deseada. Estas modificaciones se plantean como trabajo 
futuro. Un aspecto relacionado con el tipo de características visuales que resulta más 
interesante es conseguir el mejor conjunto de características a partir de una nube de 
puntos. En este caso se propone como trabajo futuro el diseño y elección de un índice 
de calidad sobre esa nube de puntos que permita continuar el seguimiento, a pesar de 
que las características inicialmente previstas sufran oclusiones o se salgan del plano 
imagen (debido por ejemplo a la realización de un zoom en la cámara durante el se-
guimiento). 

Otra importante línea de investigación abierta se corresponde con las aportaciones 
presentadas en el Capítulo 5. Los distintos esquemas de seguimiento intemporal basa-
do en control visual directo han sido comprobados en simulaciones bajo Ma-
tlab/Simulink. Estas simulaciones permiten validar las aproximaciones de control pro-
puestas sobre un diseño inicial de un pequeño robot de dos grados de libertad que se 
está diseñando en el marco del proyecto MCYT “Manipulación inteligente mediante 
percepción háptica y control visual empleando una estructura articular ubicada en el 
robot manipulador (DPI2008-02647)”. Tras superar la fase de diseño, se obtendrá un 
primer prototipo sobre el que se podrán aplicar directamente los sistemas de control 
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presentados en el Capítulo 5. El conocimiento preciso de los parámetros dinámicos (al 
construir por completo el nuevo robot) es necesario para el correcto funcionamiento 
del controlador visual directo. El robot que se construirá para el proyecto MCYT irá 
situado en el extremo del robot manipulador Mitsubishi PA-10 (ver Fig. 5-3). El princi-
pal problema que se presenta en esta nueva línea de investigación es la elección del 
método que permita controlar, a partir de la información visual de la cámara situada 
en el mini-robot, al brazo robótico de Mitsubishi. 

Otra línea de investigación que mejoraría los sistemas de control visual descritos 
en esta Tesis está relacionada con el ajuste adaptativo de la ganancia del sistema de 
control. Un ajuste automático de las ganancias de los sistemas de control mejorará el 
comportamiento de estos sistemas. Emplear una misma ganancia para todo tipo de 
tareas de control visual provocará comportamientos muy oscilantes en aquellos casos 
en los que esta ganancia sea muy alta para el tipo de características o la posición de las 
características actuales y su diferencia respecto a las deseadas. También puede provo-
car posicionamientos muy lentos que llevarían al sistema de seguimiento a saltarse 
muchas referencias para conseguir mantener la velocidad deseada. 

El empleo de dos sensores de naturaleza distinta, como un sensor de fuerza y una 
cámara, ha permitido obtener un sistema multisensorial capaz de interactuar de una 
forma más completa con el entorno. También ha introducido mayor complejidad al 
sistema, al ser una fusión compleja de información, que requería mecanismos específi-
cos que cohesionaran las dos informaciones para obtener una única acción de control 
válida. Sin embargo, en tareas muy precisas de manipulación inteligente se necesita 
controlar de manera local el contacto entre el manipulador y el objeto manipulado. Se 
plantea como trabajo futuro la fusión del esquema de control visual-fuerza propuesto 
con un sistema de control táctil que permita obtener un sistema más robusto y preciso 
para tareas de manipulación inteligente. Otra línea posible de investigación futura es el 
estudio, diseño e implementación de un control híbrido logrando una separación au-
tomática de las direcciones controladas por cada sistema, de forma que se pudieran 
fusionar la información visual, de fuerza y táctil actualizando en cada momento qué 
sistema debe controlar cada una de las direcciones disponibles. 

Las cámaras de rango o cámaras 3-D permiten obtener la distancia entre cámara y 
objeto además de la imagen de éste. La ventaja inmediata de usar este tipo de cámaras 
para realizar control visual es el conocimiento directo de la profundidad de cada carac-
terística. Este valor es necesario para el cálculo preciso de la matriz de interacción, y su 
conocimiento permite obtener una evolución recta de las características en la imagen, 
con lo que se evita perder las características en la tarea de control visual. El principal 
problema que presenta este tipo de cámaras es la poca frecuencia de adquisición, que 
además depende del tiempo de integración. Este tiempo a su vez depende de la distan-
cia entre la cámara y el objeto. Se abre en este sentido una posible línea de investiga-
ción que resuelva el problema del tiempo de muestreo y, sobre todo, que permita elegir 
otro tipo de características visuales con la información que proporcionan este tipo de 
cámaras 3-D. 

8.3
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A1.1 Definición 
Los cuaternios son una forma de representar giros y orientaciones entre dos siste-

mas de referencia. Un cuaternio Q está constituido por cuatro componentes (q0, q1, q2, 

q3) que representan las coordenadas del cuaternio en una base {w,i,j,k}. Normalmente, 

se denomina parte escalar a la componente en w, y parte vectorial al resto. Así, un cua-
ternio se puede representar como: 

0 1 2 3Q c, ,q q q q  = + + + =  w i j k b  (A1.1)

donde c representa la parte escalar y b representa la parte vectorial. 

Para entender qué es un cuaternio se asocia el giro de un ángulo θ sobre el vector h 
al cuaternio definido por: 

( ) θ θQ ,θ cos , sin .
2 2

 = =  
 

Rot h h  (A1.2)

A1.2 Transformaciones básicas 
Tal como se define en [Beggs-1983] la matriz de rotación de una matriz homogénea 

se puede obtener a partir de un cuaternio de la siguiente manera: 

2 2
0 1 1 2 3 0 1 3 2 0

2 2
1 2 3 0 0 2 2 3 1 0

2 2
1 3 2 0 2 3 1 0 0 3

2 2 1 2 2 2 2
2 2 2 2 1 2 2 .
2 2 2 2 2 2 1

q q q q q q q q q q
q q q q q q q q q q
q q q q q q q q q q

 + − − +
 

= + + − − 
 − + + − 

R  (A1.3)

El presente Anexo introduce el concep-
to de cuaternio. Los cuaternios unitarios 
proporcionan una notación matemática 
para representar las orientaciones y las 
rotaciones de objetos en tres dimensio-
nes. Presentan ventajas muy importan-
tes respecto a otros sistemas de repre-
sentación de la rotación clásicos. Es más 
eficiente que las matrices de rotación, al 
tiempo que no presentan resultados 
inconsistentes debido a singularidades. 
La interpolación con ángulos de Euler 
no ofrece trayectorias de la orientación

naturales, presentando extrañas evolu-
ciones de la orientación. 
El objetivo de este Anexo es presentar 
la formulación necesaria para la inter-
polación de la orientación mediante 
Cuaternios. Esta interpolación se em-
plea en los métodos de seguimiento de 
trayectorias en la imagen descritos en la 
presente Tesis. 
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La matriz de rotación R queda definida mediante sus elementos de la siguiente 
manera: 

x x x

y y y

z z z

.
n o a
n o a
n o a

 
 

=  
 
 

R  (A1.4)

A partir de esta matriz de rotación, para calcular el cuaternio asociado se utiliza la 
relación indicada en [Barrientos-2007]: 

( )
( )
( )
( )

0 x y z

1 x y z

2 x y z

3 x y z

1 1 ,
2
1 1 ,
2
1 1 ,
2
1 1 .
2

q n o a

q n o a

q n o a

q n o a

= + + +

= − − +

= − + − +

= − − + +

 (A1.5)

A1.3 Interpolación de la orientación 
Como es conocido, la especificación de la posición por parte del usuario se realiza 

habitualmente, y salvo escasas excepciones, en coordenadas cartesianas. Sin embargo, 
la especificación de la orientación puede realizarse mediante diferentes herramientas, 
como: matrices de rotación, ángulos de Euler, par de rotación o cuaternios. 

Para la posición, la interpolación lineal es la evolución lineal, a velocidad constan-
te, de cada coordenada cartesiana desde su valor inicial hasta el final, resultando un 
movimiento sencillo, fácilmente interpretable por el usuario y de calidad. 

Sin embargo, para el caso de la orientación, esta evolución lineal desde el valor ini-
cial hasta el final puede ser planteado en términos de matrices de rotación, ángulos de 
Euler, par de rotación o cuaternios, resultando en cada caso trayectorias diferentes. 

La utilización de las matrices de rotación lleva a resultados inconsistentes. Como es 
sabido, las matrices de rotación deben ser necesariamente matrices ortonormales. La 
interpolación lineal entre una matriz de rotación inicial y otra final lleva a matrices 
intermedias no ortonormales y, por lo tanto, que no corresponden a matrices de rota-
ción. 

La utilización de ángulos de Euler, en cualquiera de sus formas, además de ser la 
representación más compacta no presenta este inconveniente. Así, para pasar de una 
orientación inicial ( ), ,i i iα β γ  a una final ( ), ,f f fα β γ  se podrían utilizar las funciones 

lineales: 
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( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

i
f i i

f i

i
f i i

f i

i
f i i

f i

t t
t

t t
t t

t
t t
t t

t
t t

α α α α

β β β β

γ γ γ γ

−
= − +

−

−
= − +

−

−
= − +

−

 (A1.6)

donde ti y tf son los instantes de tiempo en los que se pretende estar en la orientación 

inicial y final respectivamente. El inconveniente de esta trayectoria es que desde el 
punto de vista del usuario es una trayectoria no intuitiva, con extrañas evoluciones de 
la orientación. 

La evolución más natural desde una orientación inicial hasta otra final, sería aque-
lla que hace girar de manera progresiva al efector final (u objeto manipulado por el 
robot) desde su orientación inicial hasta la 
final en torno a un eje de giro fijo. Por este 
motivo, la utilización del par de rotación, o 
su equivalente, los cuaternios, es la manera 
más adecuada para generar la trayectoria 
cartesiana de orientación. La Fig. A1-1 mues-
tra la esfera del espacio de cuaternios, indi-
cando un esquema de la interpolación entre 
dos cuaternios: Qa a Qb. 

Si Q es el cuaternio que rota desde Qa a 

Qb, entonces: 

b aQ =Q Q.⋅  (A1.7)

Multiplicando ambos lados por el conju-
gado de Qa permite obtener: 

a bQ=conj(Q ) Q .⋅  (A1.8)

La parte real de la multiplicación es: 

( ) ( )( )a a a a b b b b

a b a b a b a b

real Q . Q . Q . Q . Q . Q . Q . Q . =

       =Q . Q . Q . Q . Q . Q . Q . Q . .

w x y z w x y z

w x x y y z z

+ + + ⋅ + + +

⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

i j k i j k

w
 (A1.9)

Entonces, usando el conjugado de Qa proporciona: 

( ) ( )( )a a a a b b b b

a b a b a b a b

real Q . Q . Q . Q . Q . Q . Q . Q . =

       =Q . Q . Q . Q . Q . Q . Q . Q . .

w x y z w x y z

w w x x y y z z

− − − ⋅ + + +

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

i j k i j k
 (A1.10)

Como: 

( ) treal Q cos .
2

 =  
 

 (A1.11)

Fig. A1-1 Interpolación de cuaternios 

θ 

Qa 

Qb 

Interpolación de la rotación 
a lo largo de este arco 

Eje de 
rotación 
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Por lo tanto: 

a b a b a b a bcos =Q . Q . Q . Q . Q . Q . Q . Q . .
2

w w x x y y z zθ  ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ 
 

 (A1.12)

Como puede apreciarse, tiene el aspecto de un producto escalar de vectores. Para 
obtener la ecuación que permite calcular el cuaternio interpolado se usa la siguiente 
ecuación: 

( )( ) ( )a b
m

Q .sin 1- Q .sin
Q = .

sin
t tθ θ

θ
+

 (A1.13)

donde: 

• Q
m

 es el cuaternio interpolado. 

• Q
a
 es el primer cuaternio en la trayectoria de interpolación. 

• Q
b
 es el último cuaternio en la trayectoria de interpolación. 

• t es un escalar entre 0.0 (en Q
a
) y 1.0 (en Q

b
). 

• θ es la mitad del ángulo entre Q
a
 y Q

b
. 

Para convertir de cos(θ) a sin(θ) la mejor opción es usar: 

( )sin sin( cos(cos( ))).aθ θ=  (A1.14)

O también: 

( ) 2sin (1 cos ( )).sqrtθ θ= −  (A1.15)
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A2.1 Introducción 
El algoritmo de Levenberg-Marquardt es una técnica iterativa que obtiene el 

mínimo de una función que se expresa como la suma de los cuadrados de funciones 
reales no lineales [Levenberg -1944, Marquardt-1963]. Se ha convertido en una técnica 
estándar para resolver problemas de mínimos cuadrados no lineales, ampliamente 
adoptados en un amplio espectro de disciplinas. El algoritmo de Levenberg-Marquardt 
puede entenderse como una interpolación entre el descenso por gradiente y el método 
de Gauss-Newton. Cuando la solución actual está muy alejada de la correcta, el algo-
ritmo se comporta como un método de descenso por gradiente: lento, pero garantizan-
do la convergencia. Cuando la solución actual se acerca a la correcta, se convierte en un 
método de Gauss-Newton. A continuación se presenta una breve descripción del algo-
ritmo de Levenberg-Marquardt. 

A2.2 El algoritmo de Levenberg-Marquardt 
Considérese f una relación funcional que relaciona un vector de parámetros m∈ℜp

con un vector de medida estimado ( )x̂ f= p , x n∈ℜ . Inicialmente se dispone de una 
estimación inicial del parámetro p0 y un vector de medida x y se desea encontrar el 
vector que mejor satisface la relación funcional f, es decir minimizar la distancia al cua-
drado Tε ε  con ˆx xε = − . La base del algoritmo de Levenberg-Marquardt es una 

En matemáticas e informática, el algo-
ritmo de Levenberg-Marqardt propor-
ciona una solución numérica para el 
problema de minimizar una función, 
generalmente no lineal, sobre un espa-
cio de parámetros de la función. 
El método de Levenberg-Marquardt ha 
tenido una enorme trascendencia 
práctica en problemas de ajuste de 
parámetros y es el algoritmo de refe-
rencia para optimizar la calibración de 
cámaras. 
El algoritmo de Levenberg-Marquardt 
interpola entre el método de Gauss- 
Newton y el de descenso por gradiente.

Es más robusto que el método de 
Gauss-Newton, lo que significa que en 
muchos casos se encuentra una solu-
ción, incluso si se inicia muy lejos del 
mínimo final. 
Este método de optimización se emplea 
para obtener la velocidad deseada den-
tro del método de seguimiento intem-
poral basado en control visual virtual 
descrito en el Capítulo 3 de esta Tesis. 
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aproximación lineal a f en la vecindad de p. Para una pequeña variación de p, ||δp||, la 
expansión de la serie de Taylor lleva a la aproximación: 

( ) ( ) .p pf fδ δ+ ≈ +p p J  (A2.1)

donde J es la matriz Jacobiana 
( )f∂

∂
p

p
. Como todos los métodos de optimización no 

lineal, el algoritmo de Levenberg-Marquardt es iterativo: iniciado en el punto inicial p0, 
el método produce una serie de vectores p1, p2, …, que convergen hacia un minimiza-

dor local p+ para f. Así, en cada paso, se requiere encontrar el δp que minimiza la canti-

dad ( ) ( )x p p pf x fδ δ ε δ− + ≈ − − = −p p J J . El δp buscado es por tanto la solución al 

problema de mínimos cuadrados lineal. Se logra el mínimo cuando pδ ε−J  es ortogo-

nal a las columnas de J. Esto lleva a ( ) 0T
pδ ε− =J J , lo que permite obtener δp como la 

solución de las llamadas ecuaciones normales: 
T T .pδ ε=J J J  (A2.2)

La matriz TJ J  en el lado izquierdo de la Ecuación (A2.2) es la Hessiana aproxima-
da, es decir, una estimación de la matriz de las derivadas de segundo orden. El método 
de Levenberg-Marquardt realmente soluciona una ligera variación de la Ecuación 
(A2.2), conocida como las ecuaciones normales aumentadas: 

.T
pδ ε=N J  (A2.3)

donde los elementos no diagonales de la matriz N son idénticos a los elementos co-
rrespondientes de TJ J  y los elementos diagonales se obtienen con T

ii ii
μ  = +  N J J  para 

valores de μ>0. La estrategia de modificar los elementos diagonales de TJ J  se llama 
“damping” y al término μ se le llama “término de damping”. Si el vector actualizado p + δp 

con δp calculado a partir de la Ecuación (A2.3) conduce a una reducción del error ε, la 

actualización se acepta y el proceso se repite con un término de damping menor. En 
caso contrario, se incrementa el término de damping, se resuelven las ecuaciones nor-
males aumentadas de nuevo y el proceso itera hasta que se encuentre un valor de δp 

que disminuya el error. El proceso de resolver repetidamente la Ecuación (A2.3) para 
distintos valores del término de damping hasta que se encuentra una actualización 
aceptable del vector de parámetro se corresponde con una iteración del algoritmo de 
Levenberg-Marquardt. En el algoritmo de Levenberg-Marquardt, el término de dam-
ping se ajusta en cada iteración para asegurar una reducción en el error ε. Si el dam-
ping se establece como un valor muy alto, la matriz N de la Ecuación (A2.3) es prácti-
camente diagonal y el paso de actualización del algoritmo de Levenberg-Marquardt es 
muy cercano a la dirección del descenso por gradiente. Además, el valor de δp se redu-

ce en este caso. El damping también maneja situaciones donde el Jacobiano tiene rango 
deficiente y TJ J  es por lo tanto singular. En este caso, el algoritmo de Levenberg-
Marquardt puede buscar efectivamente en una región del espacio de parámetros en el 
que el modelo es altamente no lineal. El algoritmo de Levenberg-Marquardt es adapta-
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tivo porque controla su propio damping: sube el damping si un paso falla en la reduc-
ción de ε; en caso contrario reduce el damping. De esta forma el algoritmo es capaz de 
alternar entre una aproximación de descenso lento cuando se encuentra lejos del 
mínimo, y una rápida convergencia cuando se encuentra en un entorno cercano del 
mínimo. El algoritmo de Levenberg-Marquardt termina cuando al menos se cumple 
una de las siguientes condiciones: 

• El valor del gradiente de Tε ε , es decir, TεJ  en el lado derecho de la Ecuación 

(A2.2), se sitúa por debajo de un umbral ε1. 

• El cambio relativo en el valor de δp disminuye por debajo de un umbral ε2. 

• El error Tε ε  disminuye por debajo de un umbral ε3. 

• Se completa un número máximo de iteraciones kmax. 

Si está disponible una matriz de covarianza Σx para el vector de medida, se puede 

incorporar en el algoritmo de Levenberg-Marquardt minimizando la norma al cuadra-
do T 1

xε ε−Σ  en lugar de la Euclídea Tε ε . Por consiguiente, el mínimo se encuentra resol-
viendo un problema de mínimos cuadrados ponderados definido por las ecuaciones 
normales ponderadas: 

T 1 T 1 .x p xδ ε− −Σ = ΣJ J J  (A2.4)

El resto del algoritmo permanece sin cambios. 
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