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Resumen

Ha habido mas debate sobre la ensefianza de la intro-
duccion a la programacion que sobre la ensefianza de
cualquier otra materia informatica. Sin embargo, es
aconsejable, incluso necesario, debatir sobre la docen-
cia de esta materia. Esta comunicacion es una reflexion
sobre la docencia de la algoritmia, abordando tres te-
mas. Primero, se resalta que los problemas resueltos
con varias técnicas destacadas de disefio son de opti-
mizacion, comentando algunas implicaciones de este
hecho. Segundo, se aboga por un enfoque experimen-
tal para el aprendizaje de los algoritmos, complemen-
tario del mas extendido enfoque formal. En concreto,
mostramos como pueden usarse la visualizacion y la
comparacion experimental para que los algoritmos
sean mas concretos para los alumnos. Tercero, se argu-
menta que algunos modelos conceptuales presentes en
la mayoria de los libros de texto sobre algoritmos son
imprecisos, dificultando el aprendizaje de los temas
correspondientes. Analizamos esta cuestion en tres téc-
nicas de disefio de algoritmos: la técnica voraz, progra-
macion dindmica y ramificacién y poda.

Abstract

There has been more debate about the teaching of in-
troductory programming than the teaching of any other
informatics matter. However, it is advisable, even nec-
essary, to discuss how to teach this subject matter. This
position paper meditates on this concern by addressing
three themes. Firstly, it is remarked that problems ad-
dressed by several common algorithm design tech-
niques are optimization problems, and some implica-
tions are discussed. Secondly, it is advocated an expe-
riential approach to learning algorithms, which would
complement the more usual formal approach. In par-
ticular, we show how visualization and benchmarking
can be used to make algorithms more concrete to stu-
dents. Thirdly, it is argued that some conceptual mod-
els present in most algorithm textbooks are imprecise,
making difficult to learn their corresponding topics.
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We elaborate on this concern for three design tech-
niques, namely greedy algorithms, dynamic program-
ming and branch-and-bound.
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mica, ramificacion y poda.

1. Introduccion

La investigacion en la educacion informatica ha ma-
durado como campo de investigacion en las pasadas
décadas [7]. La investigacion ha abordado tanto areas
especificas de la informatica como cuestiones trans-
versales. Entre las areas, la introduccion a la progra-
macion es la que ha recibido mayor atencion [13]. Di-
cha atencion se debe al papel central de la programa-
cion dentro de la informatica [1] y a que es una de las
primeras asignaturas de cualquier grado en informatica
(o la primera en el caso de los EEUU, donde se conoce
por las siglas CS1).

La educacion de otras areas informaticas no ha reci-
bido tanta atencion. Sean, por ejemplo, los algoritmos
[14]. Ciertamente, hay numerosas y variadas contribu-
ciones en este area, pero no tan informativas o tan con-
solidadas como en CS1. Por ejemplo, un hito en la in-
vestigacion sobre la ensefianza de CS1 fue comprobar
que las dificultades de los alumnos eran universales,
no limitadas de ningun pais, institucién o profesor.
Este hallazgo dio lugar a diferentes iniciativas, desde
argumentar que CS1 debia tener unos objetivos de
aprendizaje menos ambiciosos (p.ej., [12]) a métodos
didacticos basados en que los aprendices construyan su
conocimiento incrementalmente (p.¢ej. [11]).
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Esta comunicacion de la categoria de reflexion se
centra en la ensefianza de los algoritmos, basandose en
nuestra experiencia de investigacion y de docencia de
la materia. Presentamos tres cuestiones que considera-
mos relevantes. Se resumen aqui y posteriormente se
desarrollan en las tres secciones siguientes.

En primer lugar, una forma ampliamente aceptada
de enfocar la docencia de los algoritmos es alrededor
de técnicas de disefio. Puede considerarse un enfoque
ingenieril, ya que se presentan a los alumnos esquemas
de cddigo o metodologias de amplia aplicabilidad.
Ahora bien, muchas técnicas de disefo resuelven ex-
clusivamente problemas de optimizacion: algoritmos
voraces, algoritmos heuristicos y aproximados, pro-
gramacion dindmica, y ramificacion y poda. Esta ob-
servacion conlleva varios corolarios educativos.

En segundo lugar, si las asignaturas de algoritmos se
inspiran en los principales libros de texto, tienen un
fuerte componente matematico. Siendo necesario este
énfasis, argumentamos que los alumnos deberian tener
una mayor experiencia directa con los algoritmos que
actualmente. Nos centramos en dos formas experien-
ciales: la visualizacion y la comparacion experimental.
Tener estas experiencias constituye una forma mas
suave de abordar diversos temas y proporciona a los
alumnos una experiencia de aprendizaje mas vivida,
contribuyendo asi a un aprendizaje mas profundo.

Finalmente, los modelos conceptuales [17] de varias
cuestiones algoritmicas no estan tan maduros como en
otras areas. En concreto, argumentamos que algunos
modelos conceptuales ofrecen poco o ningln detalle.
Lo ilustramos con tres técnicas de disefio de algorit-
mos: la técnica voraz, programacion dinamica, y rami-
ficacion y poda.

2. Problemas de optimizacion

Como se comento en la introduccion, muchas de las
técnicas de diseflo mas usadas tratan problemas de op-
timizacion: algoritmos voraces, algoritmos heuristicos
y aproximados, programacion dinamica, ramificacion
y poda, y (parcialmente) vuelta atras. Esta observacion
tiene varias consecuencias.

En primer lugar, deberian detallarse las caracteristi-
cas de los problemas de optimizacion. En concreto, la
postcondicion de estos problemas consta de dos partes
diferenciadas: la condicion de validez y la funcion ob-
jetivo. Hemos revisado varios libros de texto destaca-
dos y ninguno hace mencion explicita a este hecho,
salvo Baase y van Gelder [2], seccion 13.4 sobre algo-
ritmos de aproximacion. En general, los libros de texto
solamente presentan la posibilidad de hallar soluciones
“cercanas a la optimal” [2], sin explicar como encaja
esta afirmacion con las nociones convencionales de
problema y de correccion de un algoritmo.

Una segunda observacion, relacionada con la ante-
rior, es que la distincién entre condicion de validez y
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funcioén objetivo tiene una implicacién importante so-
bre la correccion de los algoritmos. Los problemas re-
sueltos en asignaturas introductorias a la programacion
o0 a la algoritmia, como ordenar un vector o determinar
si un nimero natural es primo, suele tener una tinica
solucion valida. Esta situacion se relaja en los proble-
mas combinatorios, como ¢l problema de las » reinas,
que en general admiten varias soluciones validas. La
situacion se vuelve atin mas compleja en los problemas
de optimizacion, donde debemos distinguir entre solu-
ciones validas y optimales. Una solucion es valida si
satisface la condicion de validez y es optimal si ademas
optimiza el valor expresado por la funcion objetivo. En
general, hay varias soluciones, validas y optimales,
siendo éstas ultimas un subconjunto de las primeras.
Por tanto, el concepto de correccion algoritmica cam-
bia, lo cual deberia hacerse explicito a los alumnos.

En tercer lugar, el planteamiento y resolucion de
problemas de optimizacion deberia hacerse sobre el
conocimiento de algunos preliminares matematicos,
como las relaciones de orden, las operaciones max y
min y sus propiedades, y optimal vs. éptimo. No son
muchos conceptos, por lo cual resulta sorprendente
que no se incluyan en los prerrequisitos matematicos
de los Computing Curricula [1]. Algunos libros de
texto contienen una introduccidén o un anexo con pre-
liminares matematicos para la algoritmia [4, 5], que in-
cluyen series, sumatorios y limites, enumeracion, etc.
Sin embargo, no se incluyen los conceptos de orden
citados, salvo las cotas.

3. Experimentando con los
algoritmos

La explicacion de un algoritmo en los libros de texto
suele presentarse de forma abstracta, aunque probable-
mente ilustrada con algun ejemplo. Mostramos dos
formas de proporcionar a los alumnos experiencia con
el comportamiento o rendimiento de los algoritmos, lo
que facilita su comprension: la visualizacion y la com-
paracion experimental.

3.1. Visualizacion

La animacion de algoritmos es una forma conocida
de ayudar a la comprension de los algoritmos, consis-
tente en mostrar su comportamiento, sin que sus visua-
lizaciones correspondan a una codificacion concreta de
los mismos. Fue un area de investigacion intensiva a
partir de los afios 80 [20], con un impulso educativo en
la década del 2000 [16]. De hecho, las ilustraciones son
un recurso frecuente en los libros de texto, que no s6lo
se usan para mostrar el comportamiento de un algo-
ritmo con unos datos concretos, sino también para
mostrar su comportamiento de forma genérica, para
aclarar el enunciado del problema o incluso para ana-
lizar la eficiencia de un algoritmo.
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La visualizaciéon de programas es una tecnologia
distinta pero relacionada con la animacion de algorit-
mos, que genera vistas del programa o de sus estructu-
ras de datos a partir del codigo fuente. Aunque pueden
ser menos expresivas y tener menor nivel de abstrac-
cion que las animaciones de algoritmos, los sistemas
de visualizacion de programas tienen la ventaja de ge-
nerar automaticamente visualizaciones para cualquier
algoritmo (dentro del ambito del sistema). Por tanto,
pueden ser usados por profesores y alumnos para la ex-
ploracion libre de sus propios algoritmos, en el primer
caso para la ensefianza, en el segundo para autoestudio
o0 para resolver practicas.

La Figura 1 muestra un ejemplo de una visualiza-
cion de programa para el problema de la subsecuencia
comun mas larga (SCML) [5]. Por falta de espacio, no
explicamos el problema aqui, que es frecuente en el
capitulo de los libros de texto dedicado a la programa-
cion dinamica. La figura muestra el arbol de recursion
obtenido tras implementar las ecuaciones recursivas
“hacia adelante” que resuelven el problema, y usarlas
para determinar la SCML de las secuencias “aaaa” y
“bba”. La figura muestra una interfaz de vista global +
detalle [27], en la que la parte inferior presenta el arbol
completo a tamafio reducido mientras la parte superior
solo muestra una parte del arbol (enmarcada en la vista
global) pero a un tamafior, que permite su vision. El
arbol de recursion muestra un estado cercano a la ter-
minacion del algoritmo, en el que la llamada activa
estd enmarcada en verde (a la derecha), las llamadas
pendientes estan enmarcadas en azul claro y las llama-
das terminadas estan difuminadas.

Ca'’aa'a’}, {b''b' 2}

= A

Figura 1: Arbol de recursion generado durante el
calculo de SCML(aaaa,bba).

La figura permite ilustrar la potencia de la visualiza-
cion de programas para distintos propositos. El sistema
se configurod para que los nodos del arbol tuvieran dis-
tintos colores. Hemos sobrecargado la visualizacion
para ilustrar simultaneamente varios usos:

o Comportamiento de los algoritmos. Es el uso mas
frecuente de las visualizaciones. El usuario puede
generar libremente la visualizacion correspon-
diente a unos datos de entrada validos, navegar
por la animacidn, e interactuar con la visualiza-
cion. Existen diversas variantes de este esquema
basico, como mostrar “multiples vistas” del es-
tado del computo [20].

Complejidad en tiempo. Los arboles de recursion
ayudan a hacer visible el crecimiento del tiempo
de ejecucion. Por ejemplo, sea el algoritmo recur-
sivo para el problema de la SCML, de compleji-
dad exponencial. La Figura 1 muestra un arbol de
recursion con 38 nodos generado para dos secuen-
cias de longitudes respectivas 4 y 3. Si incremen-
tamos la longitud de cada secuencia en uno, el ta-
mafio del arbol aumenta a 96 (esta cifra puede va-
riar, ya que la complejidad del algoritmo no s6lo
depende de la longitud de las secuencias sino tam-
bién de su valor).

Complejidad en espacio. El arbol de recursion
también permite ilustrar la reserva y liberacion de
memoria durante el proceso recursivo. Una dife-
rencia clave entre la complejidad en tiempo y en
espacio es que el tiempo es acumulativo, mientras
que el espacio se reutiliza. Por tanto, la compleji-
dad en tiempo es proporcional al nimero de no-
dos del arbol de recursion, mientras que la com-
plejidad en espacio es proporcional a la longitud
de la rama mas larga del arbol. Esta diferencia se
ha resaltado en la visualizacion generada al mos-
trar difuminadas las llamadas terminadas, cuya
memoria ha liberado y reutilizado el sistema ope-
rativo. En realidad, en cada momento s6lo est4 re-
servada la memoria correspondiente a las llama-
das que hay entre la raiz del arbol y el nodo activo
(ala derecha de la figura).

Redundancia. La clase de los algoritmos recursi-
vos multiples disefiados para resolver problemas
de optimizacion mediante programacion dina-
mica siempre son redundantes, es decir, muchas
llamadas recursivas se calculan repetidamente.
En la figura, se han coloreado en marrén claro las
llamadas con parametros i=3, j=1. La visualiza-
cion permite determinar el ntimero total de nodos
y de nodos distintos, asi como identificar los no-
dos redundantes.

Aunque es menos frecuente, la visualizacion de pro-
gramas también pueden usarse para ayudar a la mejora
de algoritmos [28]. Cualquier algoritmo recursivo
puede optimizarse si se elimina su redundancia. Un
método bien conocido [3] comienza transformando el
arbol de recursion en un grafo de dependencia (es de-
cir, un grafo dirigido aciclico) mediante la fusion de
los nodos iguales en un nico nodo, preservando sus
arcos. Si se hacen corresponder los nodos del grafo de
dependencia con las celdas de una tabla, obtenemos
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tanto una representacion visual de la tabla a usar en el
algoritmo de programacion dindmica como las depen-
dencias de célculo que debe respetar dicho algoritmo.

La Figura 2 muestra el resultado de hacer correspon-
der los nodos de la Figura 1 con celdas de una tabla
bidimensional, asociando los valores del primer para-
metro con columnas y los del segundo parametro con
filas. Obsérvese que solamente hay 18 nodos distintos
para las 38 llamadas mostradas en el arbol de recursion
de la Figura 1. Es sencillo desarrollar un algoritmo ite-
rativo que calcule los valores mostrados, respetando
las dependencias [3]. Para este ejemplo, puede consis-
tir en dos bucles anidados que calcule los valores a al-
macenar en las celdas de la tabla por columnas de de-
recha a izquierda y, en cada columna, de abajo a arriba.

Figura 2: Grafo de dependencia derivado de la
Figura 1 y dispuesto sobre una matriz.

3.2. Comparacion experimental

Otra forma de tener una experiencia vivida con un
algoritmo consiste en experimentar con su comporta-
miento mediante la recogida de medidas de su rendi-
miento. Mejor atin, pueden recogerse estas medidas
para algoritmos distintos que resuelven un mismo pro-
blema, comparandolas entre si y mostrando claramente
las diferencias de rendimiento entre los algoritmos.
Obviamente, conviene disponer de un sistema que
ayude interactivamente en las tareas auxiliares de ge-
neraciéon de juegos de datos, ejecucion, almacena-
miento, comparacion y exportacion de resultados [24].

La comparacion experimental (benchmarking) se ha
propuesto para comparar los tiempos de ejecucion de
distintos algoritmos [15], con frecuencia de ordena-
cion. La comparacion experimental también puede
realizarse con otras medidas [15, 24], en concreto con
la calidad de la solucién en problemas de optimiza-
cién. Recordemos que un algoritmo exacto para un
problema de optimizacion siempre produce una solu-
cion optimal para datos de entrada validos, mientras
que un algoritmo inexacto puede producir soluciones
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suboptimales. Los algoritmos de programaciéon dina-
mica, de vuelta atrds y de ramificaciéon y poda son
exactos por construccion, mientras que los algoritmos
heuristicos y aproximados son inexactos.

Comparar experimentalmente algoritmos exactos e
inexactos proporciona una experiencia sobre su rendi-
miento. Si nos centramos en los algoritmos heuristicos,
sabemos que sus soluciones no estan acotadas con res-
pecto a las soluciones optimales. Sin embargo, ;con
que frecuencia calculan resultados suboptimales?,
(cudl es la desviacion media de sus resultados subop-
timales? Incluso para algoritmos aproximados, cono-
cemos la desviacion maxima respecto a los resultados
optimales, pero no su frecuencia ni su desviacion me-
dia. Comparar experimentalmente algoritmos exactos
e inexactos proporciona una evidencia empirica [25]
de la calidad de los algoritmos en observacion, mas vi-
vida que una demostracion formal de la existencia de
una cota para la calidad de sus soluciones.

Por ejemplo, sea la version de minimizacion del pro-
blema de empaquetado de objetos (o llenado de cajas)
[2, 4, 8, 19], y cuatro algoritmos que lo resuelven: dos
algoritmos aproximados (first-fit y next-fit), un algo-
ritmo de vuelta atras y otro de ramificacion y poda. Su-
pongamos que generamos aleatoriamente 100 juegos
de datos con 12 objetos, de pesos comprendidos entre
1y 7,y cajas de capacidad comprendida entre 7 y 20.
La Figura 3 resume [24] el resultado de ejecutar estos
cuatro algoritmos sobre estos juegos de datos y com-
parar la calidad de sus resultados (mostrados de iz-
quierda a derecha en el mismo orden en que se men-
cionaron).

La Figura 3(a) muestra que el algoritmo first-fit cal-
cula resultados minimales en el 55% de los casos, que
el next-fit 1o hace en el 99% de los casos y que los al-
goritmos de vuelta atras y de ramificacion y poda cal-
culan resultados minimales en todas las ejecuciones
(como se esperaba). La Figura 3(b) muestra la desvia-
cion de las soluciones suboptimales. El primer algo-
ritmo aproximado produce menos desviacion que el
segundo en la mayoria de los casos, pero su desviacion
maxima es mayor (50% frente a 33°33% por encima
de la solucion optimal). Obviamente, los resultados va-
rian para distintos tamafios y rangos de valores de los
datos de entrada, pero con la misma tendencia.

La comparacion experimental es mas completa si
también medimos y comparamos tiempos de ejecu-
cion. Si hacemos esto con los mismos datos, obtene-
mos los resultados de la Figura 4 (presentamos los re-
sultados en formato numérico en lugar de grafico por-
que difieren en varios 6rdenes de magnitud). Los re-
sultados se presentan con los algoritmos en el mismo
orden que en la Figura 3. Puede verse que los algorit-
mos aproximados son los mas rapidos, pero también
que el algoritmo de ramificaciéon y poda mejora drésti-
camente la eficiencia del algoritmo de vuelta atras.
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Figura 3: Diagramas con: (a) el porcentaje de
ejecuciones con resultados optimales, y (b) las
desviaciones maxima y media de las soluciones
suboptimales respecto a las optimales.

4. Modelos conceptuales

Los modelos mentales y los conceptuales son dos
modelos complementarios en educacioén [17]. Un mo-
delo mental es la representacion que un estudiante
construye de un modelo conceptual, es decir, es su
comprension del mismo. Por tanto, un modelo mental
frecuentemente es parcial y ambiguo. Por otro lado, un
modelo conceptual es una representacion del conoci-
miento, creada por el profesor para transmitirlo a los

alumnos. Por tanto, un modelo conceptual debe ser
preciso, completo y coherente.

Se han realizado numerosos estudios que han permi-
tido conocer las dificultades y malas concepciones de
los estudiantes [ 10], fuertemente ligados a sus modelos
mentales. Sin embargo, existe menos discusion sobre
los modelos conceptuales usados en asignaturas de al-
goritmos. No tenemos certeza sobre las razones de esta
situacion, aunque podemos conjeturar varias causas,
entre ellas que la investigacion sobre las dificultades
de los alumnos se valora, mientras que no sucede asi
con la discusion de modelos conceptuales.

En esta seccion, presentamos algunos modelos con-
ceptuales sobre tres técnicas de disefio de algoritmos.
Se han extraido de la investigacion de otros autores, y
los hemos encontrado utiles bien para mantener la
coherencia en la materia que tratan bien para propor-
cionar guias utiles a los alumnos en su uso de la técnica
de disefio.

4.1. Algoritmos voraces

Un principio bésico en desarrollo de software es la
separacion clara entre la interfaz y la implementacion
de un moédulo. En los algoritmos, la interfaz es la ca-
becera del método que resuelve un problema. Dicha
cabecera debe deducirse del enunciado del problema,
independientemente de las caracteristicas del algo-
ritmo usado para resolverlo. Por ejemplo, segin el
enunciado del problema de la mochila 0/1 [4, 5, 8, 9,
19], la cabecera de cualquier método que lo resuelva
puede ser la siguiente:

public static int mochila
(int[] p, int[] b, int c)

donde p es el vector de pesos de los objetos, b el vector
de beneficios y ¢ la capacidad de la mochila.

Asimismo, los datos usados para cualquier invoca-
cion del método deben satisfacer las condiciones del
enunciado del problema y ninguna mas (en términos
formales, deben satisfacer su precondicion). Sin em-
bargo, esta separacion entre interfaz e implementacion
se incumple frecuentemente en los algoritmos voraces.

Aungque algunos libros proponen un esquema de co-
digo para los algoritmos voraces [4], sucle usarse una
variante mas eficiente del esquema, aplicable con
aquellos problemas en que se conocen los candidatos
y sus valores a partir de los datos de entrada. El es-
quema optimizado consta de una primera fase en la que
los candidatos se ordenan segun el criterio voraz, se-
guida por el bucle voraz. La primera fase es necesaria
porque la precondicion de estos problemas no declara
que los datos de entrada estén ordenados. Sin embargo,
los libros de texto que presentan codigo de algoritmos
voraces bien ignoran dicha fase (p.ej. [4] para el pro-
blema de la mochila) bien asumen que ya estan orde-
nados (p.¢j. [19]). En este Gltimo caso, esta asuncion
no respeta la precondicion.
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Medidas fewerBinsAprox1 fewerBinsAprox2 fewerBinsBB fewerBinsBack
NOm. ejecuciones 100 100 100 100

NUm. ejec. validas del método 100 100 100 49

Nam. ejec. validas en total 49 49 49 49

Tiempo maximo 0.096 ms 0.065 ms 5626 ms 201.225 ms
Tiempo medio 0004 ms 0005 ms 0578 ms 51519 ms
Tiempo minimo 0.001 ms 0.002 ms 0.009 ms 0.098 ms

Figura 4: Tabla de resume los tiempos de ejecucion de los algoritmos dados para los juegos de datos

generados.

Curiosamente, algunos libros hacen explicita la ne-
cesidad de usar un algoritmo de ordenacion, haciendo
uso de su complejidad para calcular la complejidad
global del algoritmo voraz, pero no dedican atencién a
dicha fase. El problema que surge es que una “ordena-
cion directa” de los datos de entrada produce efectos
laterales indeseados, ya que los datos de entrada que-
dan modificados al terminar la ejecucion del algoritmo
voraz o se pierde el orden inicial de los objetos y no
puede informarse de su posicion. Por tanto, los datos
de entrada deben ordenarse sin producir efectos cola-
terales ni perder el orden inicial de los candidatos. Una
buena soluciéon consiste en realizar una “ordenacion
indirecta”, cuyos detalles pueden encontrarse en [21].

4.2. Programacion dinamica

La programacion dinamica suele etiquetarse como
una de las técnicas de disefio mas dificiles de aprender
[19, p. 797]. De hecho, hay estudios de las malas con-
cepciones de los alumnos sobre la programacion dina-
mica. Sin embargo, sorprende que el método usado en
los libros de texto para desarrollar algoritmos de pro-
gramacion dindmica es, en general, extremadamente
indefinido. Por tanto, es una pregunta oportuna plan-
tear si las malas concepciones de los alumnos se deben
a modelos conceptuales imprecisos.

La técnica de la programacion dindmica puede ca-
racterizarse mediante un método de desarrollo [3]. Al-
gunos libros de texto ni siquiera proporcionan una des-
cripcion general de la técnica en ninguna parte del ca-
pitulo dedicado a ella. Otros lo hacen, pero dan detalle
insuficiente a los aprendices sobre como realizar algu-
nos pasos del método. De hecho, algunos libros reco-
nocen la imprecision de su descripcion del método.
Kleinberg y Tardos presentan un “ basic outline” de la
técnica [9, p. 260], pero enseguida explican que “these
are informal guidelines”. Horowitz y Sahni [8, p. 257]
confian en que “these examples should help you un-
derstand the method better”.

Reproducimos aqui la descripcion dada por Cormen
et al., que es la mas completa [5, p. 359]:

1. Caracterizar la estructura de una solucion opti-
mal.

2.Definir recursivamente el valor de una soluciéon
optimal.

3.Calcular el valor de una soluciéon optimal, gene-
ralmente en modo ascendente.

4. Construir una solucion optimal a partir de la in-
formacion calculada.

Obviamente, cada libro de texto presenta mejor al-
gun paso del método. Por ejemplo, Horowitz y Sahni
enfatizan la caracterizacion de los problemas, a veces
proponiendo dos caracterizaciones para el mismo pro-
blema, una “hacia atras” y otra “hacia adelante”.

Sin embargo, la mayoria de los libros apenas dan
ningun detalle sobre el paso 3. Leemos en la pag. 291
de Brassard y Bratley [4]: “La idea que subyace a la
programacion dindmica es, por tanto, bastante sencilla:
evitar calcular dos veces una misma cosa, normal-
mente manteniendo una tabla de resultados conocidos
que se vaya llenando a medida que se resuelven los
subcasos.” El capitulo contiene varios problemas que
se resuelven por programacion dindmica, pero nunca
aclara por qué la tabla tiene cierta forma y tamafio ni
por qué la tabla se rellena en un orden concreto y no en
otro. Sahni ef al. describen la fase de eliminacién de la
recursividad de la siguiente forma [8, p. 256; 18, p.
800]: “solve the dynamic-programming recurrence
equations”. Sin embargo, la eliminacion de esta recur-
sividad no suele estudiarse en ninguna asignatura, por
lo que los alumnos deben hacerlo de manera intuitiva.

Encontramos descripciones mas detalladas del paso
3 en Baase y van Gelder [2, pp. 474-5] y en Cormen et
al. [5, pp. 377-8]. Estos autores dejan claro que la he-
rramienta que debe usarse para determinar el nimero
total de subproblemas y sus relaciones es el grafo de
dependencia (“grafo del subproblema”). También se-
fialan que el algoritmo final de programacion dinamica
recorrera el grafo de dependencia siguiendo algun or-
den topoldgico inverso. Sin embargo, su discusion de
varios algoritmos apenas ilustra la forma y tamafio de
la tabla, ni el orden de recorrido usado.

El uso de una visualizacion hace visibles estos pasos
y decisiones. Para el problema de la SCML, incluido
en la seccion 3.1, una sencilla correspondencia entre
los dos parametros i y j del algoritmo recursivo con las
columnas y filas de la tabla permite generar la Figura
2. En ella se aprecia el tamafio necesario para la tabla.
También permite derivar 6rdenes topoldgicos inversos,
facilmente de codificar con dos bucles anidados:
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e Por filas de abajo arriba, rellenando cada fila de
derecha a izquierda.

e Por columnas de derecha a izquierda, rellenando
cada columna de abajo arriba.

También se puede rellenar la tabla por diagonales,
pero es mas dificil de programar.

4.3. Ramificacion y poda

Las técnicas de busqueda, como la de vuelta atras o
la de ramificacion y poda, no son tratadas en algunos
libros de texto [2, 5, 9] o se hace con menos profundi-
dad que otras técnicas de disefio de algoritmos [4]. Pro-
bablemente Howrowitz y Sahni son los autores que
han presentado estas técnicas con mas detalle [8, 19].

La técnica de ramificacion y poda puede caracteri-
zarse con varios elementos, entre ellos cotas sobre las
soluciones en construccién. Cuando se trata de un pro-
blema de maximizacion, se maneja una cota superior,
mientras que si es de minimizacién, es una cota infe-
rior. Los problemas de minimizacion admiten el uso
simultaneo de una cota superior y una otra inferior [8].

Sin embargo, los libros no dan ninguna pauta a los
alumnos para la definicion de las funciones de cota.
Afortunadamente, encontramos pautas en los libros de
inteligencia artificial, ya que se usan para técnicas de
busqueda, como la busqueda A*. Una funcion de cota
) frecuentemente tiene el siguiente formato [18]:

JU) =g() + h()
donde g(j) calcula el valor asociado a las primeras j
decisiones tomadas (es decir, la funcion objetivo limi-
tada a estos objetos), y A(j) hace una estimacion opti-
mista sobre las restantes decisiones.

Por ejemplo, sea el problema de la mochila 0/1 de
nuevo [4, 5, 8,9, 19]. La funcion objetivo a maximizar
es max Z]’;l p; X donde x; representa la decision to-

mada sobre el objeto j, siendo 0 su exclusion de la mo-
chila y 1 su inclusion. Es decir, la funcion objetivo es
igual a la suma de los objetos que se introduzcan en la
mochila. Al ser un problema de maximizacion, la fun-
cion de cota debe definir una cota superior sobre una
solucion optimal. Por tanto, una funcion de cota ade-
cuada para el problema de la mochila 0/1 es:

] n
fi =Zpixi+ Z pi
i=1 i=j+1
en la que la estimacion optimista supone que podrian
meterse en la mochila los objetos aun no considerados.

5. Conclusiones

En la comunicacion, hemos realizado una reflexion
sobre tres aspectos de la docencia de los algoritmos: el
papel destacado de los problemas de optimizacion y la
conveniencia de mas experiencia directa con los algo-
ritmos y de mayor precision en algunos modelos con-
ceptuales. Las reflexiones son el resultado de muchos

afios de docencia de la materia y esperamos que ayu-
den a otros profesores en su labor docente.

En nuestra experiencia, las soluciones presentadas
han contribuido a un mayor aprendizaje de los alum-
nos. La atencion a conceptos basicos de optimizacion
sienta una base que incluso se refleja en un mejor uso
del lenguaje (p.ej. es incorrecto decir “mas optimo”).
Los modelos conceptuales presentados proporcionan
esquemas de cddigo o metodologias que ayudan a los
alumnos en el desarrollo de algoritmos basados en las
técnicas de disefio correspondientes.

Los sistemas de visualizacion y comparacion expe-
rimental usados (SRec [27, 28], AlgorEx [24] y
GreedEx [6, 26]) permiten acceder a facetas de los al-
goritmos que de otra forma serian invisibles. Como re-
sultado, los alumnos desarrollan menos malas concep-
ciones [22][23] y menos graves. Obviamente, cada sis-
tema es adecuado para temas distintos. La visualiza-
cion de programas es mas 1til con problemas de grafos
y con las técnicas de divide y venceras, programacion
dinamica y busquedas. La experimentacion es mas util
con algoritmos heuristicos, aproximados y criterios
voraces inexactos. Hay que destacar el uso continuado
de los sistemas a lo largo de los afios, que ha permitido
su evaluacion, ajuste y ampliacion.

Las cuestiones tratadas se han presentado sin tener
en cuenta su integracion en la asignatura, pero es un
aspecto clave para su éxito educativo. Los conceptos
de optimizacion y los modelos conceptuales deben in-
tegrarse en el temario. En nuestra experiencia, es con-
veniente presentar los algoritmos heuristicos antes que
otras técnicas para familiarizar desde el principio a los
alumnos con la existencia de soluciones validas pero
suboptimales. También resulta util organizar una se-
sion de familiarizacion para cada herramienta, de
forma coordinada con el contenido de alglin tema.

Asimismo, conviene que existan hilos conductores
que estructuren la asignatura y no sea un simple con-
junto de temas. Algunos elementos que dan dicha con-
tinuidad son el énfasis en la optimalidad, la resolucion
de los mismos problemas con distintas técnicas de di-
sefio y el uso recurrente de los sistemas de visualiza-
cion o experimentacion, tanto en clase como para rea-
lizar las practicas.
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