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PRESENTACIÓN.

Tradicionalmente, la enseñanza de la Física en el bachillerato ha marginado aquella parte de los programas
dedicados a la Óptica, de manera que son muy pocos los alumnos que al ingresar en la Universidad afirman haber
recibido nociones de esta materia por lo que, lógicamente, encuentran serias dificultades para superar un
programa de Óptica Geométrica en la Universidad.

Conscientes de esta dificultad y teniendo como principales destinatarios los alumnos, escribimos este
Manual en el año 1997 con el deseo de que les proporcionara una eficaz ayuda en la comprensión de los
fenómenos de reflexión, refracción y dispersión de la luz que conformaban el programa de la asignatura de
Óptica Geométrica de las entonces Escuelas Universitarias de Óptica. 

Hoy, en 2021, como no podía ser de otra forma, la Óptica Geométrica sigue teniendo una importante
presencia en el currículum de los estudios del Grado en Óptica y Optometría para la formación de los futuros
ópticos-optometristas. Para mantener vigentes los requisitos de los nuevos planes de estudios hemos creído
conveniente revisar y actualizar aquélla primera versión del Manual, actualización que hoy ofrecemos de manera
completamente gratuita a todo aquél que lo necesite, en nuestra página WEB:

http://www.miscosasdefisica.es

A través de este Manual, el alumno puede acceder al conocimiento de los fenómenos de reflexión,
refracción y dispersión de la luz mediante el estudio de los temas y de los problemas resueltos que presentamos
en cada capítulo. Precisamente, todos estos problemas constituyen un amplísimo compendio de los que fueron
propuestos a los alumnos en los exámenes realizados en la Escuela Universitaria de Óptica de la Universidad de
Alicante. La profusión de comentarios y de gráficos volcada en la elaboración de esos problemas ha de facilitar
al alumno la comprensión de los planteamientos que conducen a su resolución.  

Además, con objeto de que el alumno pueda poner a prueba su dominio de la asignatura, al final de cada
tema se ha incluido un listado de problemas no resueltos acompañados, eso sí, de su solución.

El contenido de la obra que presentamos, que se ajusta en gran medida al programa de Óptica Geométrica
del Grado en Óptica y Optometría, es el siguiente: 

Tema I Índice de refracción.
Tema II Reflexión y refracción de la luz.
Tema III Dioptrios y lentes.
Tema IV Espejos.
Tema V Láminas y prismas.
Tema VI Fibras ópticas.
Tema VII Teoría general de los sistemas ópticos.
Tema VIII Trazado de rayos.
Tema IX Método matricial.
Tema X Limitación de los haces de rayos.
Tema XI Aberraciones monocromáticas.

Tema XII Aberraciones cromáticas.

Por último queremos agradecer de antemano las sugerencias que en relación a este trabajo se nos hagan
llegar por parte de alumnos y/o profesores.

Alicante, abril, 2021.

El autor

http://www.miscosasdefisica.x10host.com/
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fig. I. 1

1. ÍNDICE DE REFRACCIÓN DE UN MEDIO.                               

1.1. DEFINICIÓN.

La velocidad c con que se propaga la luz en el aire y en el vacío es aproximadamente de 300.000 Km/s. En
cualquier otro medio la velocidad v de la luz es menor que c. La relación entre ambas recibe el nombre de índice
de refracción n:

definición de la que se deduce que la ecuación de dimensiones del índice de refracción es [ 1 ] y por lo tanto no
tiene unidades. Además, puesto que siempre  v < c , va a ser siempre  n > 1, excepto para el aire o el vacío,
medios en los que:

  
1.2. DEPENDENCIA DEL ÍNDICE DE REFRACCIÓN RESPECTO DE LA LONGITUD DE ONDA.

Ondas luminosas de cualquier longitud de onda ë, es decir, de cualquier color, se propagan en el vacío con
la misma velocidad c. Sin embargo la velocidad v de la luz en cualquier otro medio transparente es diferente para

cada longitud de onda o color, siendo:

en la que f es la frecuencia de la radiación luminosa, que no varía al pasar la luz de un medio a otro. De esta
relación se deduce que el índice de  refracción de un mismo medio va a ser diferente según la longitud de onda
o color de la luz que se propaga en él. Así, en el espectro visible de la luz blanca, el color rojo (C) tiene mayor
longitud de onda que el azul (F) por lo que el índice de un medio para la luz roja nC va a ser menor que el de ese
mismo medio para la azul nF (ver tabla). 

                        

 Color ë v n

 Rojo (C) mayor mayor menor

 Azul (F) menor menor mayor

 
En consecuencia, no se puede hablar en términos absolutos del índice de refracción de un medio, sino en

relación a la longitud de onda o color de la luz que se propaga en él. No obstante, si al definir el valor del índice
de refracción de un medio no se hace referencia a ninguna longitud de onda se ha de suponer que se trata del
índice nD correspondiente a la luz amarilla (D) de una llama de sodio para la que ë = 589 nm.

Por último señalemos que el índice de refracción del agua es 4/3 y que en los vidrios ópticos, dependiendo
de su composición, oscila entre 1,4 y 2.
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1.3. DISPERSIÓN DE LA LUZ: NÚMERO DE ABBE.

Una consecuencia de la relación entre el índice de refracción y la longitud de onda o color de la luz, es la
diferente desviación que sufre cada color cuando un rayo de luz blanca incide sobre un medio transparente (fig.
I.1). Este fenómeno se conoce como dispersión de la luz. El poder dispersivo ù de un medio viene dado por la

relación:
                                                       

Más utilizado en la práctica es el número de Abbe í, que se define como la inversa del poder dispersivo:

por lo que cuanto mayor sea el número de Abbe de un vidrio, menor poder de dispersión va a tener.
Los vidrios ópticos se clasifican según el valor del número de Abbe í en:

vidrio CROWN  si í > 50

vidrio FLINT  si í < 50

1.4. NOTACIONES PARA EXPRESAR EL ÍNDICE DE REFRACCIÓN Y EL NÚMERO DE ABBE.

a. Mediante prefijos:

PREFIJO VALOR DE n

A 1,4...

B 1,5...

C 1,6...

D 1,7...

        
Ejemplos:

NOTACIÓN n í TIPO DE VIDRIO

A13-63 1,413 63 CROWN

B21-51 1,521 51 CROWN

C64-46 1,664 46 FLINT

D50-38 1,750 38 FLINT

     
b. Mediante fracciones:

NOTACIÓN n í TIPO DE VIDRIO

5674/615 1,5674 61,5 CROWN

730/283 1,730 28,3 FLINT

        
Además de éstas hay otras notaciones para los vidrios ópticos referidas a su composición, al fabricante, etc.
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fig. I. 2

fig. I. 3 fig. I. 4

fig. I. 5

2. CAMINO ÓPTICO.

Si un rayo de luz recorre un espacio s en un tiempo t en un medio de índice de refracción n (fig. I.2), el camino
óptico L se define mediante la relación:

y como  n = c/v  sustituyendo queda:

En consecuencia, el camino óptico se puede definir como
el espacio que recorrería la luz en el vacío en el mismo
tiempo que emplea en recorrer el espacio  s  en el medio de
índice de refracción  n. 

Si la luz se desplaza a través de varios medios de índices n1, n2, n3,..., el camino óptico entre los puntos A y
D es (fig. I.3):

En el caso de que la luz se desplace en un medio de índice no constante (fig. I.4), el camino óptico para un
desplazamiento ds entre dos secciones infinitamente próximas es  dL = n.ds considerando a n constante en el
espacio ds comprendido entre las dos secciones por estar infinitamente próximas. El camino óptico total se
obtiene por suma (integración) de todos los caminos ópticos infinitesimales dL correspondientes a cada una de
las secciones de espesor ds que conforman el medio en el que se propaga la luz: 

expresión en la que n debe estar dentro de la integral por no ser
constante. Para efectuar el cálculo es preciso conocer la forma en que
varía n con el desplazamiento, es decir, la forma de la función n = f (s).

Al ser la unidad la ecuación de dimensiones del índice de refracción,
la ecuación de dimensiones del camino óptico es la correspondiente a
un espacio por lo que su unidad en el S.I. es el metro.

Por último, se considera que el camino óptico es positivo si se mide
en el sentido de avance de la luz y negativo en sentido contrario. De
esta consideración se deduce que el camino óptico nunca es nulo.

Por ejemplo: en la fig. I.5 un rayo de luz parte del punto A y se
refleja en el espejo E. El camino óptico desde que parte de A hasta que
llega de nuevo a este punto es:
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fig. I. 6

fig. I. 7

fig. I. 8

3. PRINCIPIO DE FERMAT.

La trayectoria seguida por un rayo de luz para ir de un punto a otro a través de un conjunto de medios es la
que corresponde a un camino óptico máximo, mínimo o estacionario.

Teniendo en cuenta que el camino óptico es  L = c.t , si L es máximo, mínimo o estacionario también lo va
a ser el tiempo t, por lo que este principio puede enunciarse de la forma: la trayectoria seguida por un rayo de
luz para ir de un punto a otro a través de un conjunto de medios es aquella en la que el tiempo empleado en
recorrerla es máximo, mínimo o estacionario.

Veamos un ejemplo de cada una de las tres
posibilidades. Consideremos un espejo con forma de
elipsoide representado en la fig. I.6  por una sección
elíptica S1 que contiene a los focos A y B de la elipse y
sea P un punto cualquiera de ella. Debido a la
particular geometría de la elipse, las longitudes de las
trayectorias APB, ACB,..., son iguales cualesquiera que
sea la posición de P (APB = ACB). Además, para

cualquier P los ángulos å que forman los segmentos AP

y PB con la normal N a la tangente T son iguales. De
estas consideraciones geométricas se deduce que
todos los rayos que partieran de uno de los focos se
reflejarían en el espejo y convergerían de nuevo en el
otro foco.  Si el índice del medio es constante,  el
camino óptico (L = n.s) va a ser el mismo para
cualquiera de los rayos APB por lo que, en este caso, es
estacionario.

Consideremos ahora otro espejo S2 (fig. I.7)
tangente al espejo anterior S1 en un punto P. Como la
tangente T y la normal N lo son a ambos espejos, si la
trayectoria APB era la que seguía la luz respecto del
espejo S1, también la ha de seguir respecto del espejo
S2. De la comparación de esta trayectoria con cualquier
otra, por ejemplo con la ACB punteada en la fig. I.7, se
observa que el espacio APB es mayor que el ACB  y en
consecuencia el camino óptico correspondiente a la
trayectoria real de la luz (APB) es máximo.

Por último, consideremos otro espejo S3 tangente
también al S1 en el punto P (fig. I.8). Por tener la
normal N y la tangente T comunes, si la trayectoria
APB era real para S1 por ser los ángulos de incidencia
y de reflexión iguales, también lo es para S3.
Comparada esta trayectoria con cualquier otra, por
ejemplo la ACB se observa que la APB, que es la que
realmente sigue la luz, es menor que las demás y en
consecuencia, en este caso, la trayectoria real es la
que corresponde a un camino óptico mínimo.

En los tres casos, ya sea el camino óptico máximo,
mínimo o estacionario, la trayectoria real se obtiene
anulando la primera derivada de L. 
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1. Sea un medio de índice de refracción variable respecto a un punto que se considera  como

origen de coordenadas, según la función:

a) Calcular el camino óptico que recorre un rayo de luz en este medio heterogéneo cuando va
desde A(0,0,0) hasta B(1,a,0) y desde B hasta C(0,a,0).

b) Hacer lo mismo cuando el rayo va directamente desde A(0,0,0) hasta C(0,a,0).

fig. I. 9

4. PROBLEMAS RESUELTOS.

a. Cálculo del camino óptico en la trayectoria ABC.

El camino óptico ABC se obtiene como suma de los caminos ópticos AB y BC:   

a.1. Cálculo del camino óptico AB.

Calculamos la primera de estas dos integrales:

y como en el triángulo ABD es:      

en la que:

al sustituir queda:  

Para calcular la segunda integral I2, de la semejanza de los triángulos punteados de la fig. I. 9 se deduce:

con lo que al sustituir este valor de  ds en I2 queda:

y por ser nula esta segunda integral, el camino óptico AB queda: 
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fig. I. 10

2. Dada la función de índice:  n (x) = n0 [1 + (1/x)], calcular el camino óptico recorrido por la luz para

ir del punto A de coordenadas (10,0) al B (100,0). Unidades en cm.

a.2. Cálculo del camino óptico BC.

y como en todo el tramo BC es  y = constante = a:

ya que  s = BC = 1 cm. 

El camino óptico total para la trayectoria ABC queda:

b. Cálculo del camino óptico en la trayectoria AC.

En este caso, el desplazamiento de la luz se realiza en el eje y, por lo que  ds = dy:

Puesto que las coordenadas  yA e yB  de ambos puntos son nulas, la trayectoria seguida por la luz está sobre

el eje X, por lo que  ds = dx  y el camino óptico es:
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3. Si el índice de refracción de un material está dado por la ecuación:  

n = no (cos x + 2)

calcular el camino óptico entre los puntos  x = 0  y  x = 2ð.
(Nota: tener en cuenta que el camino óptico debe ser distinto de cero).

4. Calcular el camino óptico recorrido por la luz en un medio de índice:

 n = a.x + b.x2

entre el origen y el punto  x = 5 cm.

El camino óptico viene dado por la expresión:    

en la que sustituyendo el valor de  n  y teniendo en cuenta que, según el enunciado, el desplazamiento se realiza
en la dirección del eje X, queda:

 

El camino óptico es:

siendo en este caso  ds = dx  por realizarse el desplazamiento en el eje X, por lo que:
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5. Dados los puntos A (2; 0; 2) y B (2; 4,5; 1) por los que pasan el rayo incidente y el reflejado,

respectivamente, determinar, aplicando el principio de Fermat, en qué punto  del espejo plano
situado en z = 0 se produce la reflexión.

fig.  I. 11

fig. I. 12

Según el principio de Fermat, el tiempo empleado en la trayectoria APB ha de ser mínimo, estando situado 
el punto P en el plano XY en el que se encuentra el espejo ya que, según el enunciado del problema, el espejo
está en z = 0. Este tiempo es la suma de los empleados en los trayectos AP y PB:

derivando esta función e igualando a cero para obtener el valor de y que hace mínimo al tiempo queda:

ecuación que ofrece dos soluciones:

y = 3 cm             ;             y = 9 cm

de las que únicamente la primera es válida ya que la segunda
conduce a una trayectoria en la que, como se indica en la fig.
12 el punto P está alineado con los puntos A y B de manera
que, al alcanzar el punto P del espejo, la luz se reflejaría en
sentido contrario, lo cual no tiene sentido físico.

Solución: se reflejaría en el punto P (2 ; 3 ; 0).
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5. LISTADO DE PROBLEMAS.

1. Un haz de luz pasa a través de  285,6 cm  de agua  (n = 4/3), después a través de  15,4 cm de vidrio (n =
1,6360) y finalmente a través de 174,2 cm de aceite (n = 1,3870). Calcular: a) cada uno de los caminos ópticos
por separado, b) el camino óptico total.

Solución: a) L1 = 380,80 cm, L2 = 25,19 cm, L3 = 241,62 cm.
b) L = 647,61 cm.

2. Hallar el poder de dispersión y la dispersión relativa (nº de Abbe) para los siguientes vidrios:

vidrio nC nd nF

a 1,58848 1,59144 1,59825

b 1,49776 1,50000 1,50529

c 1,64357 1,64900 1,66270

Solución:

vidrio ù í TIPO

a 0,01652 60,53 Crown

b 0,01506 66,40 Crown

c 0,02948 33,93 Flint

 

3. Consideremos un medio heterogéneo cuyo índice de refracción varía con respecto a un punto, que se ha
tomado como origen de coordenadas, del modo siguiente:

n2 = n2
o [1 + (2y/a) ]      siendo:  a = 7,12 cm

¿Cuánto tiempo tardaría un rayo de luz en ir desde A (0 ; 0 ; 0) a C (2 ; 3,56 ; 0) si primero fuese desde A hasta
B (1 ; 3,56 ; 0) y luego desde B hasta C en ambos casos en línea recta?. ¿Y si primero fuese desde A hasta B'
(2 ; 0 ; 0) y luego desde B' hasta C en ambos casos en línea recta?.

Solución: a) tABC = 1,97.10-10.n0 (s)
b) tAB'C = 2,11.10-11.n0 (s).
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TEMA - II

1. REFLEXIÓN DE LA LUZ.

2. REFRACCIÓN DE LA LUZ.

3. ÁNGULO LÍMITE Y REFLEXIÓN TOTAL.

4. PROBLEMAS RESUELTOS.

5. LISTADO DE PROBLEMAS.
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fig. II. 1

fig. II. 2

1. REFLEXIÓN DE LA LUZ.

Es el cambio de dirección que sufre la luz cuando incide sobre
una superficie en general o sobre un espejo en particular.

Sea A la posición de un foco luminoso (fig. II. 1). De las infinitas
trayectorias que se podrían trazar, ¿cuál sigue la luz para ir desde
A a B  reflejándose en el espejo E? La respuesta a esta pregunta la
da el principio de Fermat: aquella en la que el tiempo empleado en
recorrerla es máximo, mínimo o estacionario. En consecuencia, para
conocer la trayectoria real de la luz se  ha  de  obtener  la  forma de
la función   t = f(s,sN)  e igualar a cero su primera derivada.

El tiempo total t es la suma de los tiempos empleados en los
trayectos AP y PB  (fig. II. 2):

siendo v la velocidad de la luz en el medio en el que se desplaza.
Teniendo en cuenta que:

queda:

y derivando respecto de g e igualando a cero:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

Por otra parte, aunque los segmentos c y d, proyecciones de s y sN, dependen de g y de gN y toman un valor

diferente para cada una de las trayectorias que podríamos trazar, sea cual sea la posición del punto P  la suma 

c + d  es constante y su derivada respecto de g ha de ser nula:

y derivando (c + d) respecto de g:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

y por simple comparación de las expresiones (1) y (2) se deduce que:

sen g = sen gN    Y     g = gN

En consecuencia, cuando un rayo de luz que parte de un punto A ha de llegar a otro B después de sufrir una

reflexión en un punto P de un espejo E, el camino que sigue es aquél en el que el ángulo de incidencia g,

formado por el rayo incidente y la normal N al espejo, es igual al ángulo de reflexión gN, formado por el rayo

reflejado y dicha normal. Este enunciado constituye la primera ley de la reflexión de la luz.
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fig. II. 3

fig. II. 4

Esta ley, siendo necesaria, no es suficiente ya que
hay infinitas trayectorias que la cumplen (ver fig.II.3).
Así, en todas las trayectorias APNB el ángulo de

incidencia g1, g2, ..., es igual al correspondiente de

reflexión, siendo PN un punto que, estando situado en el
espejo E, se puede desplazar a lo largo de la línea PPN
perpendicular al plano que contiene a los puntos A y B y
a la normal N. Sin embargo, es obvio que de todas estas
trayectorias la APB es la que satisface la condición de
tiempo mínimo, conclusión que nos lleva a enunciar la
segunda ley de la reflexión: el rayo incidente, la normal N
y el rayo reflejado están en el mismo plano.

2. REFRACCIÓN DE LA LUZ.

Cuando la luz pasa de un medio a otro no sólo cambia su velocidad de propagación sino que también lo hace
la dirección de su propagación. A este cambio de dirección que experimenta la luz cuando cambia de medio se
le llama refracción.

 ¿Qué trayectoria seguirá la luz para ir desde el punto A
situado en el medio de índice  n  hasta el punto B situado en
el medio de índice  nN ? (fig.II. 4). Según el principìo de
Fermat, seguirá aquella en la que emplee un tiempo
máximo, mínimo o estacionario.

El tiempo t para el camino APB es:

siendo v y vN la velocidad de propagación en los medios de
índices  n  y  nN  respectivamente.

Como:

al sustituir queda:

y derivando e igualando a cero:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)

Por otra parte, la suma  (c + d)  es constante sea cual sea el camino seguido por la luz para ir desde A a B,

por lo que su derivada respecto de g ha de ser nula:

. . . . . . . (4)
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fig. II. 5

fig. II. 6

Por simple comparación de las expresiones (3) y (4) se deduce que:

y teniendo en cuenta que:

queda:

en la que  n es el índice del primer medio en que se propaga la luz y nN el del segundo.
Esta relación, conocida como LEY DE SNELL, es la primera ley de la refracción y, análogamente a lo que

ocurría en el estudio de la reflexión, es condición necesaria pero no suficiente ya que, además, el rayo incidente,
la normal y el rayo refractado están en el mismo plano, lo que constituye la segunda ley de la refracción. A
continuación haremos una discusión de la ley de Snell:

a. Si  n < nN , es decir, si la luz pasa de un medio a otro de mayor índice de refracción (fig. II. 5):

y, en consecuencia, el rayo refractado se acerca a la normal.

b. Si  n > nN  ,es decir, si la luz pasa de un medio a otro de menor índice de refracción (fig. II. 6):

por lo que, en este caso, el rayo refractado se aleja de la normal.
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fig. II. 7

3. ÁNGULO LÍMITE Y REFLEXIÓN TOTAL.

Según se ha visto, si  n > nN  el rayo refractado se aleja de la normal. De acuerdo con la ley de Snell, al

aumentar el ángulo g también aumenta gN. Para un determinado valor de g (g3 en la fig. II. 7) el ángulo de

refracción (g3') alcanza el valor de 90o y el rayo refractado es tangente a la superficie de separación de ambos

medios. El ángulo de incidencia en estas circunstancias (g3) recibe el nombre de ángulo límite gL y su cálculo se

realiza aplicando la ley de Snell.

Si:

y:       

expresión que permite calcular el ángulo límite gL correspondiente al sistema formado por dos medios de índices

n y nN.

Si el ángulo de incidencia (g4) es mayor que el ángulo límite (gL) el rayo no se refracta sino que sufre una

reflexión total como si la superficie de separación de los dos medios fuera un espejo, cumpliéndose las leyes de

la reflexión ( g4 = g4' ). El ángulo límite marca la frontera entre la refracción y la reflexión total:

si:  g  <  gL   hay refracción

si:  g  >  gL   hay reflexión total.
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1. Un rayo de luz monocromática penetra en una esfera homogénea de índice n = 4/3  con un

ángulo de incidencia  i  sufriendo una reflexión parcial en el interior de la esfera antes de
salir.
a) Calcular la desviación del rayo emergente en relación al rayo incidente.
b) Demostrar que esta desviación pasa por un extremal cuando  i  varía. Calcular el ángulo

de incidencia  im  correspondiente.
c) Calcular la desviación para im.

fig. II. 8

PROBLEMAS RESUELTOS.

a. Cálculo de la desviación  ä. 

Consideraciones previas:

1. El rayo incide en el punto A con un ángulo  i , se refracta con un ángulo  r  y sufre una desviación ä1 en el
sentido horario:

ä1 = i - r

2. El triángulo AOB es isósceles por lo que el ángulo r de refracción en el punto A y el de incidencia en B son
iguales. En el punto B sufre una reflexión desviándose en el sentido horario: 

ä2 = 180 - 2.r

3. El triángulo BOC también es isósceles por lo que el
ángulo de incidencia en C es también r. 

4. Por aplicación de la ley de Snell a los puntos A y C se
deduce que el ángulo con que emerge el rayo en el
punto C es el mismo con que incidió en la esfera ( i ),
por lo que en este punto sufre una desviación, tambien
horaria, cuyo valor es: 

        

ä3 = i - r

En consecuencia, la desviación total sufrida por el rayo
es:

ä = ä1 + ä2 + ä3 = i - r + 180 - 2.r + i - r 

ä = 2.i - 4.r + 180   (sentido horario). . . . . (1)

b. Estudio de la función  ä = f ( i ).

Si esta función presenta un extremal, hay un valor de  i  que hace nula la primera derivada de la desviación
respecto de i: 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2) 

y para calcular  är/äi  tendremos en cuenta que según la ley de Snell es  sen i = n.sen r  por lo que, derivando:
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Sustituyendo en la expresión (2) queda:

y operando:

y elevando al cuadrado:

siendo éste el valor del ángulo de incidencia  i  que hace mínima a la desviación:

  
    Teniendo en cuenta que, según el enunciado, el índice de refracción es n = 4/3, el ángulo de incidencia sobre
la esfera para el cual la desviación es mínima será:

 

c. Cálculo de la desviación que sufre el rayo incidente cuando el ángulo de incidencia es im.

Recordando la expresión (1):

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)

en la que rm es el ángulo de refracción correspondiente al de incidencia im, que pasamos a calcular aplicando la
ley de Snell en el punto A: 

valor que sustituido en la expresión (3) ofrece el resultado: 

 (sentido horario)
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2. Una  esfera  maciza  de  vidrio  de  6 cm   de diámetro  tiene  un  índice  de  refracción de valor

n = 2. Sobre ella inciden rayos paralelos y coplanarios distanciados entre sí 1 cm, uno de los
cuales pasa por su centro. Determinar los puntos donde cada uno de estos rayos corta al rayo
que pasa por el centro.

fig. II. 9

fig. II. 10

El rayo que pasa por el centro (negro) no se desvía. Hay que calcular la posición del punto P, es decir, la
distancia x para cada uno de los rayos (figs. 10, 11 y 12)

Rayo --'–.  

a) Cálculo de g1

b) Cálculo de gN1:

c) Cálculo del punto de corte al eje ( x1).

Aplicando el teorema de los senos en el triángulo ACP:
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fig. II. 11

fig. II. 12

Rayo --''–  

a) Cálculo de g2:

b) Cálculo de gN2:

c) Cálculo del punto de corte al eje ( x2): aplicando el teorema de los senos en el triángulo ACP:

Rayo --'''–. En este caso es g3 = 90E. 

a) Cálculo de g3':  

b) Cálculo de x3 :
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3. Un buzo de altura h se encuentra en el fondo de un lago a una profundidad H. Calcular la

distancia mínima desde el punto donde se encuentra el buzo, hasta los puntos del fondo
que el buzo puede ver reflejados en la superficie del agua (nagua = 4/3). 

fig. II. 10

La distancia pedida es x. Puntos del fondo más próximos al buzo que el punto P no podrán ser vistos por
el buzo por reflexión total ya que incidirían sobre la superficie del agua con ángulos menores al ángulo límite

gL y se refractarían al aire.  

De la semejanza de los triángulos ABC y AED se deduce: 

y despejando x:

y como en el triángulo ABC es:

queda:

Calculando el ángulo limite gL: 

 

quedando por fin: 
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4. Un rayo de luz incide sobre una de las caras de un cubo de vidrio de arista L e índice de

refracción n = 1.33 sumergido en aire. El rayo refractado sufre una reflexión total interna en
el interior del cubo para emerger por la cara opuesta a la de entrada. a) ¿Cuál es el valor
máximo que puede tener el ángulo de incidencia sobre la primera cara del cubo? b) Calcular
la desviación del rayo emergente  respecto del incidente. c) ¿Cuál es el valor límite del índice
de refracción para el cual puede darse esta situación? d) ¿Cuál es el valor máximo del ángulo
de incidencia si el cubo está sumergido en un medio de índice n = 1,77?  e) ¿Y si está sumergido
en agua? n = 4/3.

fig. II. 11 fig. II. 12

a. Cálculo del valor máximo de g1.

Si el ángulo de incidencia al cubo g es grande (rayo A de la fig. 11), según la ley de Snell también lo será el

correspondiente ángulo de refracción gN, mientras que el ángulo de incidencia (gP) en el punto P será pequeño

y no se producirá reflexión total en este punto. Si disminuye g también lo hace gN mientras que aumenta gP

llegando un momento (rayo B) en que éste alcanza el valor del ángulo límite gL y el rayo emerge por P tangente

a la superficie. Si se sigue disminuyendo g (rayo C) se produce reflexión total. En consecuencia, para que se

produzca la reflexión total en P, el valor de g ha de ser tal que el correspondiente valor del ángulo gP de

incidencia en P sea mayor que el ángulo límite gL:

por lo que g2 (fig. 12) ha de ser mayor que 48,75o.

Como: g2 + g1' = 90      es     g1' = 90 - g2 

y el valor más pequeño que puede tomar g1' para que haya reflexión total en P queda:

g1' = 90 - 48,75 = 41,25o

Por aplicación de la ley de la refracción:

resultado del que se deduce que si el ángulo de incidencia es mayor que 61,270 no se produce la reflexión total
requerida por el problema. 
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fig. II. 13

b. Cálculo de la desviación.

La desviación total es la suma de las tres desviaciones que sufre el rayo de luz (fig. II - 12):

ä = ä1 + ä2 + ä3      (todas ellas en el sentido horario)

en la que: ä1 = g1 - g1'         ;         ä2 = 180 - g2 -g2'          ;         ä3 = g3' - g3

y como: g2 = g2'       ;        g3 = g1'        y       g3' = g1

queda: ä = 2g1 - 2g1' - 2g2 + 180

ä = 2.(61,27) - 2.(41,25) - 2.(48,75) + 180 = 122,53o       (sentido horario).

c. Cálculo del valor límite del índice de refracción.

Se trata de calcular el valor "frontera" del índice de refracción, para cada ángulo de incidencia g, a partir del

cual se produce la reflexión total interna en el interior del cubo para lo cual es preciso determinar la forma de

la función  nN = f (g). Para ello hagamos las siguientes consideraciones: 

1. Si los índices n y nN fueran iguales (fig. 13.a), el rayo atravesaría el cubo sin sufrir desviación alguna.

2. Si, manteniendo constante el ángulo de incidencia g, se aumentara ligeramente el valor del índice del cubo 

nN respecto de n  (fig. 13.b), el rayo sufriría una desviación en el punto A  pero, probablemente, incidiría sobre

B con un ángulo gB menor que el ángulo límite gL y emergería del cubo por ese punto  B.
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fig. II. 14

3. Si se continuara aumentando el valor de  nN
manteniendo constante el ángulo de incidencia

g, según la ley de Snell disminuiría gN e iría

aumentando gB. Para un determinado valor de 

nN, que llamaremos nL (fig.14.a), el ángulo gB

alcanzaría un valor igual al ángulo límite gL  y el

rayo emergería del cubo tangente a su

superficie. Para ángulos de incidencia gB mayores

que gL se producirá reflexión total en B (fig.

14.b). 

En resumen: si   nN <  nL   no habrá reflexión total. 

si   nN >  nL   sí habrá reflexión total. 

En el punto A:

y como en este caso es   n = 1  (aire), al despejar nN queda:

expresión que permite calcular el valor del índice del cubo a partir del cual se produce la reflexión total

interna en su interior para cualquier ángulo de incidencia g. 

d. Cálculo del valor máximo de g para un medio de n = 1,7.

Según se ha visto en el punto anterior:                         

y al hacer  n = 1,7  y  nN= 1,33   queda:

resultado  del  que  se  deduce  que  no hay solución real por lo que, si el medio que rodea al cubo tiene  un 
índice n = 1,7 , no se produce la reflexión total interna solicitada en el problema y cualquier rayo que consiguiera
entrar en el cubo emergería por la cara superior por pasar de un medio de menor índice (el cubo) a otro de
mayor índice. 

e. Cálculo del valor máximo de g cuando el cubo está sumergido en agua (n = 1,33).

Para  n = 4/3  al sustituir en la expresión anterior, haciendo  n = 1,33  y  nN = 1,33   queda: 

sen g = O
y tampoco se produce reflexión total ya que, al tener ambos medios el mismo índice de refracción,
estaríamos ante una situación como la de la fig.13.a y el rayo incidente no sufriría desviación alguna. 
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5. Colocamos una semiesfera de vidrio de índice n sobre una lámina plano-paralela de índice N,

como se ve en la figura. Un rayo incide normalmente sobre la superficie esférica, refractándose
en la superficie de separación entre la semiesfera y la lámina, para luego sufrir una reflexión
total  en  la  segunda  cara  de  la  lámina.  a) Si  el índice  de  refracción  de  la  semiesfera  es de
n = 1,52, ¿a partir de qué ángulo de incidencia a la lámina se produce la reflexión total indicada? 
b) ¿Cuál es el mínimo valor de n que verifica lo anterior? c) ¿Cuál es el valor del ángulo  de 
incidencia a la lámina si sumergimos todo el sistema en agua? ¿Y en un medio de n = 1,8?  d)
¿Qué valores puede tomar N respecto al índice de la semiesfera y respecto al índice exterior?
(n < N). 

fig. II. 16fig. II. 15

a. Cálculo del valor mínimo de g1 para que se produzca reflexión total en B.

Por incidir en dirección radial, el rayo no sufre desviación alguna al penetrar en la semiesfera, alcanzando a

la lámina en el punto A que es el centro de la esfera. Si g1 toma valores pequeños (rayo verde fig. 15), también

lo harán g1' y g2 y no se producirá reflexión total en el punto B. Al ir aumentando el valor de g1 también aumenta

g2 y llegará un momento en que este ángulo sea igual al ángulo límite correspondiente al sistema formado por

los medios de índices N y nN (rayo azul). A partir de ese momento (rayo rojo) se producirá reflexión total. El ángu-

lo de incidencia pedido es el valor de g1 para el que g2 = gL siendo gL el ángulo límite (fig. 16).

En el punto A (fig. 16):

En el punto B :

y como  g1' = g2  ambas expresiones se pueden “encadenar”:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

en la que:  n = 1,52        ;        nN= 1        ;        g2' = 90o
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fig. II. 17 fig. II. 18

quedando al sustituir:

resultado del que se deduce que para que se produzca reflexión total en B, el ángulo de incidencia g1 ha de

ser mayor que 41,14E.

b. Cálculo del valor mínimo de n para que se produzca reflexión total en B.

Veamos lo que ocurre si, manteniendo constante el angulo de incidencia g1 (fig. 17), se va aumentando

el índice n de la semiesfera: según la ley de Snell (n.sen g1 = N.sen g1'), para valores de n mucho menores que

N, el ángulo de refracción g1' va a ser muy pequeño (rayo verde de la fig. 17) y también lo será g2 por ser

igual a g1'. En estas condiciones g2 será menor que el ángulo límite y no se producirá reflexión total en B. Si se

va aumentando poco a poco el índice de refracción n de la semiesfera, aumentan también g1' y g2 llegando

un momento (rayo azul) en que g2 alcanza el valor del ángulo límite gL emergiendo el rayo tangencialmente a

la superficie (figs. 17 y 18). Por último, si se aumenta ligeramente n (rayo rojo) también aumentan g1' y g2 y el

rayo incide en B con un ángulo mayor que el límite gL, produciéndose reflexión total. 

En consecuencia, el valor más pequeño que puede tomar n para que se produzca reflexión total en B es aquél

para el cual se cumple que  g2 = gL . Llamando nL a este valor del índice n, de la fig. 14 se deduce:

En el punto A:

En el punto B:

e igualando ambas expresiones:

  

resultado del que se deduce que, para valores grandes del ángulo de incidencia, el índice de refracción n puede

tomar valores pequeños para que se produzca reflexión total en B, mientras que si g1 toma valores pequeños,

el índice n ha de ser grande. 
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6. Dado el medio estratificado de la figura, ¿cuál es el ángulo máximo con el que podrá incidir la

luz en el medio n2 por la cara AB para poder propagarse a través del mismo y salir por la cara
CD? (n1 = 1,5  ;  n2 = 1,6  ;  n3 = 1,4)
¿Y si sustituimos el medio de índice n3 por un espejo plano?
¿Y por un medio de índice 1,8 ?

Ejemplo:

Para  g = 45E es:

y por tanto, en este ejemplo, 1,41 es el valor "frontera" de n:

si n > 1,41 habrá reflexión total en B 

si n < 1,41 no habrá reflexión total en B

c. Cálculo del ángulo de incidencia si el sistema está sumergido en agua (nN= 4/3).

De la expresión (1):

y como ahora es: n = 1,52        ;        nN= 4/3        ;        g2' = 90o

al sustituir queda:

y por tanto, en este caso, se producirá reflexión total para  g1 > 61,31o.

d. Cálculo de g1 si el sistema está sumergido en un medio de nN= 1,8.

En este caso, al ser nN mayor que n (1,52) nunca se va a producir reflexión total ya que ésta únicamente se
puede producir cuando la luz pasa de un medio de más a otro de menos índice. 

e. Valores de N.  

Para "garantizar" que el rayo pase siempre desde la semiesfera a la lámina, es preciso que N > n , con lo que
nunca sufrirá reflexión total en A y el rayo siempre alcanzará un punto como el B de la segunda superficie de la
lámina. 

Para "garantizar" que se pueda producir reflexión total en la segunda superficie de la lámina (punto B), es
preciso que N > nN.

Resumiendo ambas conclusiones: n < N > nN
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fig. II. 19

Para que la luz se propague por el interior del medio n2 ha de sufrir reflexión total en la superficie (n1,n2)
y en la (n2,n3) lo que requiere que:   

gL (1,2) < g2 > gL (2,3)

siendo gL (1,2)  y gL (2,3) los valores del ángulo límite correspondientes a dichas superficies:

y como g2 ha de ser mayor que el mayor de los dos ángulos límites, queda:   g2 > 69,6o

Aplicando la ley de la refracción en el punto P:

quedando, para g2 = 69,6o: 

Como al aumentar g1 aumenta g1' y disminuye g2, de este resultado se deduce que el valor máximo de g1 es

33,9o ya que si g1 tomara valores mayores g2 tomaría valores menores que el ángulo límite y no se produciría

reflexión total.
Si se sustituye el medio n3 por un espejo plano, seguirá produciéndose reflexión total para los mismos ángulos

de incidencia, es decir, para g1 < 33,9E ya que para este valor está garantizada la reflexión total en la superficie

(n1,n2) y en el espejo siempre hay reflexión.
Si se sustituye el medio n3 por otro de n = 1,8, no habrá nunca reflexión total en la superficie (n2,n3) por ser

n3 > n2 .
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7. Una balsa cuadrada de 5 m. de lado flota en la superficie del mar en reposo. Calcular el 

volumen bajo la balsa en el cual  un pez puede nadar sin ser visto desde arriba del agua.
(Índice de refracción del agua = 1,33).

fig. II. 20. 1

fig. II. 20. 2

Si la balsa fuera circular (fig. 20. 1), el volumen dentro del cual no podría ser visto el pez sería el de un cono

invertido tal, que el ángulo que formaría su generatriz con la altura sería el ángulo límite gL. De esta forma, los

rayos que partieran desde cualquier punto del interior del cono hasta la superficie del agua lo harían con ángulos

mayores que gL (rayos verdes), sufrirían reflexión total y ninguno de esos puntos del interior del cono podría

verse desde el exterior.

Por ser cuadrada la balsa (fig. 20. 2), el volumen en el que se puede ocultar el pez es el de una pirámide
invertida cuyo vértice V sería el mismo que el del cono anterior y cuya base estuviera circunscrita en el círculo
base del cono (fig. a). De esta forma, los rayos que incidan sobre la superficie del agua procedentes de cualquier

punto del interior de esa pirámide lo harían con ángulos mayores que gL (rayos verdes en la fig. 1) sufriendo

reflexión total, por lo que ningún punto del interior de la pirámide podrá verse desde el exterior quedando oculto
el pez para todo observador desde cualquier posición.

Calculamos el volumen del agua en el que se puede ocultar el pez que es precisamente el de la pirámide. 

con lo que el volumen queda:

y calculando el ángulo límite:

quedando finalmente:
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8. Una fuente puntual se encuentra sumergida en un medio de índice n' a una distancia s de una

superficie plana que separa dicho medio de otro de índice n (n' > n). a) Determinar la distancia
a la que se encuentra de la superficie cada punto de donde parece emerger un rayo que
proviene de la fuente. Particularizar esta ecuación para ángulos de incidencia pequeños. b)
Determinar entre qué límites varía esta distancia y representar la curva gráficamente.

fig. II. 21

Debido a la refracción, parece como si los rayos que emite la fuente O procedieran del punto imagen ON (fig.
21). Se pide calcular la posición  s  de este punto.

En el triángulo OAB:

y en el ONAB:

por lo que: .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

y poniendo tg gN en función de g:

y al sustituir este valor de tg gN en la expresión (1):

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

Esta expresión permite calcular la
posición de la que parece proceder cualquier
rayo que, procediendo realmente de O,

incidiera sobre la superficie con un ángulo g.

De ella se deduce que este sistema no es
estigmático ya que la posición sN del punto
imagen ON depende del ángulo de incidencia

g y los sistemas estigmáticos se caracterizan

porque todos los rayos que proceden de un
punto objeto O convergen (ellos o sus
prolongaciones) en un mismo punto imagen
ON.

En el caso de que los ángulos de

incidencia g sean pequeños, sen g tiende a

cero y cos g a la unidad, por lo que la expre-

sión (2), en este supuesto, queda de la forma:
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fig. II. 22

El valor máximo de g para el cual se produce imagen por refracción es el ángulo límite gL, siendo en este caso:

por lo que sustituyendo en la expresión (2):

quedando al operar,   sN = O   y en consecuencia los límites de variación de la distancia imagen son: 

    sN = 0 para   g = gL

y para   g = 0

Para realizar la representación gráfica de la variación sN= f (g) de la distancia imagen con el ángulo de

incidencia hagamos, por ejemplo:

n = 1           ;           nN = 1,5           ;           s = 10 cm

Dando valores a  g  en la expresión (2), se obtienen los correspondientes de sN que se recogen en la tabla. La

curva obtenida se representa en la fig. 22.

go sN (cm)

0 6,66

10 6,54

15 6,36

20 6,09

25 5,69

30 5,09

35 4,15

40 2,31

41,81 0

De la observación de la gráfica se deduce que cuanto mayor es el ángulo de incidencia g menor es la distancia

imagen, es decir, la imagen está más cerca de la superficie que separa ambos medios.
Obsérvese, además, que en este ejemplo el ángulo límite es:

quedando: gL = 41,81o

por lo que, tal como se ha indicado, cuando g = 41,81o, la distancia imagen sN es nula.
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9. Dos observadores A y B están situados en el fondo de una piscina vacía de fondo plano pero

inclinado 10E. Calcular la altura máxima que puede alcanzar el agua sobre el observador A para
que ambos se puedan ver por reflexión total, sabiendo que la longitud horizontal de la piscina
es de 10 m.(n = 4/3).

fig. II. 23

Si la altura de agua fuera grande (punto F), el ángulo de incidencia g sería pequeño, no se produciría la

reflexión total necesaria para que ambos observadores puedan verse y el rayo de luz emergería al exterior del

agua. Al ir disminuyendo el nivel de agua aumenta el ángulo g y llegará un momento (punto C) en el que se

produzca la primera reflexión total que posibilita la visión de la imagen de cada observador por el otro. En este

momento es g = gL, siendo gL el ángulo límite.

En el triángulo ACE:     

En el triángulo CDB:     

y como   x + y = 10   queda:

 . . . . . . . . . (1)

y calculando gL y hB :

y sustituyendo en (1):

Comentario: si la altura de agua sobre el observador A es mayor que 5,29 m, los rayos de luz no van a poder

viajar de A a B ni de B a A por reflexión total ya que los ángulos de incidencia g serán menores que el ángulo

límite y emergerían al exterior. Si el nivel de agua sobre el A es menor de 5,29 m, el ángulo de incidencia en

la superficie del agua va a ser mayor que el ángulo límite gL produciéndose la reflexión total necesaria para

que A y B puedan verse, lo que ocurrirá, lógicamente, hasta que hA = h.
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10. El índice de refracción de una esfera de vidrio es 1,5 y está en aire. Un rayo de luz incide en

la esfera en un punto A con un ángulo de incidencia de 60o. Después de penetrar en ella,
incide de nuevo en la superficie en un punto B, donde parte se refleja y parte se refracta. El
rayo reflejado en B incide de nuevo en un punto C, saliendo de la esfera por ese punto. Hallar:
a) el ángulo que forman el rayo reflejado y el refractado en el punto B. 
b) la desviación del rayo refractado en C respecto al rayo inicial.
c) el índice que debe tener la esfera para que el rayo incidente en A y el emergente en C sean

antiparalelos.

fig. II. 24-a

fig. II. 24-b

a. Consideraciones previas.

1. Debido a la particular geometría de la esfera, el triángulo AOB que forma el rayo refractado en A con los dos
radios de la esfera es isósceles y por tanto el ángulo gN de refracción en A es igual al de incidencia en B.

2. De igual forma, el triángulo BOC que forma el rayo reflejado en B con los dos radios es isósceles y por tanto
el ángulo con el que incide el rayo en el punto C es también gN.

3. Por aplicación de la ley de la refracción en los puntos A,
B y C se verifica que los ángulos gNB y gNC de refracción en
B y C son iguales a g, es decir, la luz emerge por los
puntos B y C con el mismo ángulo g con el que incidió en
A:

En el punto A:

En el punto B: 

En el punto C: 

de donde se deduce que:

 

b. Cálculo del ángulo á que forman el rayo refractado y el reflejado en B. 

Cuando un rayo de luz incide sobre una superficie con un ángulo
menor que el límite una parte se refleja y otra se refracta. El ángulo
á que forman ambos rayos es, según se desprende de la fig. b:

.. . . . (1)

y aplicando Snell:

   

quedando al sustituir en (1): á = 180 - 60 - 35,26 = 84,74o
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fig. II. 24-c

fig. 24-d

c. Cálculo de la desviación ä3 del rayo refractado en C.

El rayo sufre una primera desviación ä1 al refractarse en A, una segunda ä2 al reflejarse en B y una tercera ä3

al refractarse en C, teniendo todas ellas el mismo sentido horario, por lo que:

ä = ä1 + ä2 + ä3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

siendo: ä1 = g - gN     ;      ä2 = 180 - 2.gN     ;      ä3 = g - gN

con lo que al sustituir en (2) queda:

ä = 180 + 2.g - 4.gN = 180 + 2.(60) - 4.(35,26) = 158,96o

ä = 158,96o

teniendo esta desviación, como queda dicho, sentido horario.

d. Cálculo del índice de la esfera para rayos anti-paralelos.

Cuando los rayos incidente y emergentes sean anti-paralelos (fig.24-d), la desviación es de 180o, por lo que:

y aplicando la ley de la refracción en el punto A o en el C:
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11. Un cubo de vidrio de índice 4/3 y arista 8 cm tiene en su interior otro cubo de aire dispuesto
tal y como se indica en la figura. Calcular la desviación producida por este sistema para un
rayo paralelo al eje óptico que incide a una altura de 2 cm.

fig. 2. 25

El rayo incidente no sufre desviación en la primera cara del cubo por incidir perpendicularmente a ella,
alcanzando el punto A con un ángulo g1. En este punto A:

A continuación el rayo alcanza el punto B, con un ángulo de incidencia g2, sufriendo una nueva refracción:

El rayo alcanza el punto C con un
ángulo de incidencia g3:

y para conocer el correspondiente
ángulo de refracción aplicamos de
nuevo la ley de Snell en este punto C:

Resultado imposible, ya que el seno de un ángulo es siempre menor o igual a la unidad, del que se deduce

que en el punto C se produce reflexión total y, en consecuencia es .

Después de la reflexión en el punto C, el rayo alcanza el punto D con un ángulo de incidencia g4:

y se refracta con un ángulo gN4:

La desviación pedida es el ángulo ä que forma este rayo emergente con la dirección del incidente. Como la
dirección de éste es la horizontal es:

ä = gN4 = 42,62o  (en el sentido horario)
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12. Dado el sistema óptico de la figura, calcular la desviación que sufre un rayo que incide
paralelo al eje a 3 cm de altura. El radio de la esfera es de 5 cm.

fig. 2. 26-a

Planteamiento:  el rayo incide en el punto A con un ángulo g1 que es igual al formado por la normal NA con el
eje en el punto C (fig. a). Se refracta en A, con un ángulo g1

' , acercándose a la normal por pasar de un medio de 
menos a otro de más índice de refracción. Incide sobre B con un ángulo g2 y  sufre una nueva refracción, con un
ángulo g2

' , alejándose de la normal por pasar ahora de más a menos índice. Por último, alcanza el punto D con
un ángulo de incidencia  g3 y emerge, con un ángulo g3

' , alejándose de la normal por pasar de más a menos índice.
La desviación pedida es el ángulo ä que forma este rayo emergente con la dirección del incidente. En el triángulo
abD es:

g3
'  = ä + â            û            ä = g3

'  - â

En consecuencia se hace preciso calcular los ángulos g3
'  y â, cálculo que requiere el conocimiento previo de

los valores de todos los ángulos de incidencia y de refracción.

a. Cálculo de g1.

b. Cálculo de g1
' .
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fig. 2. 26-b

fig. 2. 26-c

c. Cálculo de g2.

El ángulo sombreado amarillo con vértice en el punto c (fig. b) formado por la dirección del rayo incidente
y la normal NB, es igual al ángulo de 30º con vértice en P (también sombreado en la figura), por tener sus lados
perpendiculares.

En el triángulo ABc (fig. b):

d. Cálculo de g 2
' .

e. Cálculo de g3.

En el triángulo BDd (fig. c): 
     

f. Cálculo de g3
' .

g. Cálculo de la desviación.

Por la misma razón que la expuesta en el apartado c, el ángulo â con vértice en el punto b es de 30º. Al
sustituir los valores queda:

   (en el sentido horario)
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13. Dos rayos luminosos paralelos inciden sobre los centros de las caras de un cubo de vidrio de

lado a, formando ángulos de incidencia de 450. Ambos rayos están situados en un mismo
plano que pasa por el centro del cubo y se encuentran en el centro de la arista después de
sufrir la refracción. Calcular el índice de refracción del vidrio.

Aplicando la ley de Snell en el punto A:

por lo que es preciso calcular  g'.

quedando:

fig. 2. 27
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14. Una burbuja de aire de 8 cm de diámetro se encuentra atrapada en un bloque de vidrio de

índice n = 2. Sobre ella inciden haces paralelos y coplanarios distanciados 0,5 cm, uno de los
cuales pasa por el centro. Determinar cuáles de todos los rayos que inciden penetran en la
esfera y calcular a qué altura saldrán de ella.

fig. 2. 27

fig. 2. 28

Los rayos que incidan a poca altura, como el rayo --''– de la fig. 27, inciden con un ángulo pequeño, menor

que el límite gL y se refractan pasando al interior de la burbuja. Por el contrario, rayos muy elevados, como el

--'– inciden con un ángulo grande, mayor que el ángulo límite, y sufren reflexión total. En consecuencia, los rayos

que penetran en la burbuja son los que inciden con ángulos menores que el límite gL.

1. Cálculo de la altura máxima de incidencia.

En la fig. 1:

por lo que penetrarán en la burbuja los rayos
que incidan con alturas h menores de 2 cm.

2. Cálculo de la altura con que emergen de la
burbuja los rayos que inciden con una
altura h < 2 cm (por ejemplo: h = 1 cm).

En la fig. 2:

2.1. Cálculo de g:

2.2. Cálculo de g':

2.3. Cálculo de y:

El triángulo ABC es isósceles por tener dos lados (los radios) iguales. En consecuencia el ángulo de incidencia

en B es g'. Aplicando el teorema de los senos en este triángulo:

2.4. Cálculo de H:
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15. Se tiene un sistema óptico formado por dos semiesferas de radios r1 y r2 = r1 /2. Un rayo incide
paralelo al eje del sistema a una altura h = r1 /6. Calcular la desviación que experimenta el rayo
y la altura a la que emerge si la segunda semiesfera está espejada tal y como se indica en la
figura. (n = 1,5)

fig. del enunciado

fig. 2. 28

a. Cálculo de la desviación.

La desviación ä que sufre el rayo es la suma de las desviaciones  ä1 , ä2 y ä3  producidas, sucesivamente, en

la refracción en el punto A, en la reflexión en el punto B y en la refracción en el punto P respectivamente (fig. 28):

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

en la que ä1 y ä3 entran con signo negativo por tener sentido horario (fig. 1. 46), siendo:

y  sustituyendo queda:
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a.1. Cálculo de . En el triángulo ACD  (fig. 28):

a.2. Cálculo de . Aplicando la ley de Snell en el punto A  (fig. 28):

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

a.3. Cálculo de . Aplicando el teorema de los senos en el triángulo ABC  (fig. 28):

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)

y como:

al sustituir en (3), teniendo en cuenta que r1 = 2 .r2 , queda:

a.4. Cálculo de . Aplicando el teorema de los senos en el triángulo CBP  (fig. 1. 28)

. . . . . . . . . . (4)

y de la comparación de las expresiones (3) y (4) se deduce que:   

a.5. Cálculo de . Aplicando la ley de Snell en el punto P  (fig. 28):

y como, según se ha visto, es,  queda:

y comparando esta expresión con la (1) se deduce que .

a.6. Cálculo de la desviación. Sustituyendo estos valores en la expresión (1) de la desviación ä queda:

resultado del que, por ser positivo, se deduce que la desviación tiene sentido anti-horario.



Manual de Óptica Geométrica.

J.V. Santos (jsb267@gmail.com)
II - 30

fig. 2.  29

b. Cálculo de la altura a la que emerge el rayo.

El rayo emerge por el punto P a una altura hN sobre el eje. El ángulo n que forma el radio r1 con el eje es (ver

fig. 28):

y como los triángulos ABC y CBP son iguales por ser iguales los ángulos y  por tener el lado BC común y por

ser iguales los lados AC y PC (r1), se deduce que los ángulos á y ã han de ser iguales, por lo que:

siendo (ver fig. 28):

y la altura h’ a la que emerge el rayo se deduce de la relación (ver fig. 29):
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5. LISTADO DE PROBLEMAS.

1. Un haz de luz blanca incide con un ángulo de 55o sobre la superficie de un bloque de vidrio. Si los índices de
refracción para la luz roja C y azul F son nC = 1,53828 y nF = 1,54735 respectivamente, calcular: a) los ángulos
de refracción de cada uno de los colores, b) la dispersión angular entre ellos. 

Solución: a) gC' = 32,175o , g'F = 31,964o , b) d = 0,211o.

2. El índice de refracción de una esfera homogénea es /3 y está rodeada de aire. Un rayo de luz entra en la
esfera en un punto A con un ángulo de incidencia de 60o. Después de penetrar incide de nuevo sobre la
superficie en un punto B donde parte se refleja y parte se refracta. El rayo reflejado en B incide de nuevo
sobre C, refractándose parte de él hacia el exterior. Hallar: a) el ángulo que forman el rayo reflejado y el
refractado en el punto B. b) El ángulo que forma el rayo refractado en C con el rayo inicial. 

Solución: a) 90o , b) 0o.

3. Un punto luminoso está sumergido en un medio de índice n, a una distancia d de una superficie plana que
separa dicho medio del aire. La luz emitida por dicho punto sólo saldrá del primer medio si incide en un punto
situado dentro de un círculo trazado en la superficie de separación y cuyo radio depende del valor del ángulo
límite. Hallar el valor del radio de dicho círculo en función de d y n.

Solución:  

4. Un cilindro de paredes muy delgadas y transparentes, de radio 5 cm. está lleno de un líquido de índice de
refracción n = /2 y reposa sobre una lámina transparente de índice de refracción nN = 1,12. Un rayo luminoso
situado en un plano que contiene al eje del cilindro, penetra lateralmente en el líquido, en dirección inclinada
hacia el fondo siendo su ángulo de refracción de 30E. El punto de incidencia está a 5 cm del fondo del cilindro.
Se pide:
a) Estudiar la refracción del rayo en la lámina del fondo.
b) Punto y ángulo de emergencia del rayo fuera del cilindro.

Solución: a) El rayo no penetra en la lámina por sufrir reflexión total al incidir sobre ella. b) El rayo emerge
a una altura de 0,774 cm respecto del fondo del cilindro, con un ángulo de 45o.

5. Una lata cilíndrica tiene 25 cm de diámetro y 25 cm de altura. Un observador se coloca de tal manera que
puede ver únicamente la parte más distante del fondo. Luego se vierte líquido dentro de la lata y cuando éste
alcanza el borde, el observador sin cambiar su posición alcanza precisamente a ver una pequeña moneda que
está en el centro del fondo. ¿Cuál es el índice de refracción del líquido? 

Solución: n = 1,58

6. Un pez está a 2 m debajo de la superficie del agua. Un hombre dispara su rifle apuntando al lugar donde el
pez aparece con un ángulo de 45o con la vertical. Si el índice de refracción del agua es 1.33 y se supone que
la bala no se desvía al penetrar en el agua, dígase dónde cortará la bala a la vertical que pasa por el pez. 

Solución: a 1,26 m por debajo de la superficie del agua.

7. Se quiere construir una piscina circular de 8 m de diámetro con un foco luminoso en el centro del fondo. ¿Qué
profundidad h tiene que tener la piscina para que cuando esté llena de agua toda la luz pueda salir de ella?
Índice de refracción: n = 1,3287. 

Solución: mayor de 3,51 m.
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8. ¿Qué ángulo á ha de tener el recipiente de sección trapezoidal ABCD (ver figura) con agua para que a través
de su pared lateral no se vea el objeto colocado debajo del recipiente? n = 1.33. 

Solución: á = 97,51o = 2.gL, siendo gL el ángulo límite.

9. La altura de las paredes de un recipiente cilíndrico es igual al diámetro del fondo. En el centro del fondo se
encuentra un disco, cuyo diámetro es dos veces menor que el fondo del recipiente. Un observador ve
justamente sólo el extremo del fondo y, como es natural, no ve el disco yacente en el fondo. ¿Qué volumen
del recipiente es necesario cubrir de agua para que el experimentador pueda observar por lo menos el
extremo del disco? El índice de refracción del agua es n = 4/3. 

Solución: el 68 % del volumen total.

10. Una de las caras de un paralelepípedo de vidrio, de índice de refracción 1,5 está en contacto con agua según
se indica en la figura. Calcular el ángulo de incidencia máximo con que un rayo luminoso debe llegar a la cara
AB del paralelepípedo para que después se refleje totalmente sobre la cara BC en contacto con el agua. Indice
de refracción del agua = 4/3.

Solución: 43,41o.
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TEMA - III

REFRACCIÓN EN SUPERFICIES ESFÉRICAS. LENTES DELGADAS.

 1. TIPOS DE IMÁGENES. 

 2. SISTEMAS ESTIGMÁTICOS. 

 3. APROXIMACIÓN PARAXIAL. 

 4. CONVENIO DE SIGNOS. 

 5. DIOPTRIO ESFÉRICO. 

5.1. Posición de la imagen: fórmula de Gauss. 

5.2. Focos y distancias focales. 

5.3. Relación entre focales e índices. 

5.4. Relación entre focales y posiciones del objeto y de la imagen.

5.5. Potencia de una superficie esférica. 

 5.6. Formación de imágenes en superficies esféricas.

5.6.1. Rayo auxiliar.  

5.7. Aumento lateral en un dioptrio esférico.  

 6. DIOPTRIO PLANO.

6.1. Posición de la imagen.

6.2. Aumento lateral.

6.3. Aumento axial.

 7. LENTES DELGADAS. 

7. 1. Clasificación de las lentes. 

7. 2. Posición de la imagen en función de los radios y los índices.

7. 3. Distancias focales

7.3.1. Focal imagen.

7.3.2. Focal objeto.

7.3.3. Relación entre focales.

7.3.4. Distancias focales y orientación de la lente.

7. 4. Posición de la imagen en función de s y de f´.

7. 5. Potencia de una lente.

7. 6. Formación de imágenes.

7.6.1. Marcha de los rayos.

7.6.2. Imágenes en lentes convergentes.

7.6.3. Imágenes en lentes divergentes.

7.6.4. Rayo auxiliar. 

7. 7. Centro óptico de una lente delgada. 

7. 8. Objetos virtuales. 

7. 9. Aumento.

7.9.1. En una lente. 

7.9.2. En una asociación de lentes. 

7.10. Anti-imágenes.

8. EL OJO HUMANO. 

8. 1. Defectos de la visión.

9. PROBLEMAS RESUELTOS.
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fig. III. 1                                                   Imagen real fig. III. 2                                         Imagen virtual

1. TIPOS DE IMÁGENES.

El objetivo primordial de la Óptica geométrica es el conocimiento de las características (tamaño,

posición,etc.) de las imágenes producidas por los distintos sistemas ópticos. Atendiendo a estas características,

las imágenes se pueden agrupar en dos variedades: reales y virtuales.

 

Todo objeto iluminado actúa, por reflexión de la luz que recibe, como un foco emisor de rayos luminosos.

Si los rayos que proceden de un punto objeto O inciden sobre un sistema óptico S.O. (lentes, espejos,...) puede

ocurrir (fig. 1) que emerjan de él convergiendo en un punto O´. Esta concentración de rayos en O´ da lugar a lo

que llamamos imagen real.

Por el contrario, puede ocurrir (fig. 2) que los rayos emergentes del sistema óptico diverjan, en cuyo caso,

a un observador le parece que proceden del punto O´, siendo O´ la imagen virtual de O. 

Los puntos O y su imagen O' constituyen un par de puntos conjugados a través del sistema óptico. Las

características de las imágenes reales y virtuales se concretan en la tabla siguiente. 

IMÁGENES REALES IMÁGENES VIRTUALES

 Son invertidas respecto del objeto.  Son derechas respecto del objeto.

 Se forman donde se cruzan los rayos.
 Se forman donde se cruzan las prolongaciones de los

rayos.

 No se ven directamente.

Sí se ven en pantallas.

 Se ven directamente.

No se pueden recoger en pantallas.

Aunque a lo largo del estudio de las imágenes que forman los diversos sistemas ópticos nos encontraremos

con uno y otro tipo de imágenes, podemos anticipar en aras de una mejor comprensión del cuadro anterior, que

un ejemplo de imagen real es la que forma un proyector de diapositivas, mientras que una imagen virtual es, por

ejemplo, la que forma un espejo plano.

2. SISTEMAS ESTIGMÁTICOS.

Si todos los rayos que proceden de un punto objeto O, después de sufrir una o varias reflexiones o

refracciones en un sistema óptico convergen (ellos o sus prolongaciones) en un mismo punto imagen O´ (fig. 3),

se dice que el sistema es estigmático. Es el caso de los espejos planos (fig. 3).
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fig. III. 4                                                         Sistema astigmático.

Si no ocurre así, el sistema es astigmático. Como ejemplo citemos el sistema de la fig. 4 formado por dos

medios de diferentes índices de refracción (n y n´) separados por una superficie esférica: los rayos --'-- 

convergen en un punto mientras que los rayos --''-- lo hacen en otro distinto.

fig. III. 3                                        Sistema estigmático.

3. APROXIMACIÓN PARAXIAL.

Cuando los rayos que inciden sobre un sistema llevan direcciones próximas al eje (rayos paraxiales), es decir,

cuando los ángulos de incidencia son pequeños, los sistemas ópticos se comportan prácticamente como

estigmáticos.

La Óptica de primer orden estudia las caracterÍsticas (posición y tamaño) de las imágenes paraxiales, es

decir, las formadas únicamente por los rayos que llegan al sistema con ángulos de incidencia pequeños. Por ello,

en Óptica paraxial, al establecer las relaciones entre las variables (índices de refracción, radios de curvatura, po-

siciones y tamaños del objeto y de la imagen), se utiliza la aproximación de Gauss:

cuyo cumplimiento, para valores pequeños de á se pone de manifiesto en la siguiente tabla.

TABLA - I

á (grados) sen á tg á á (radianes)

1 0,0175 0,0175 0,0175

2 0,0349 0,0349 0,0349

3 0,0523 0,0524 0,0524

4 0,0698 0,0699 0,0698

5 0,0872 0,0875 0,0873

10 0,1736 0,1763 0,1745

El desarrollo en serie del seno de un ángulo es:

y  como,  según se ha dicho, la  Óptica  paraxial  desprecia  los  términos  de  tercer,  quinto,..., grado,  al  hacer

sen á . á, es por lo que recibe también los nombres de Óptica de primer orden y Óptica Gaussiana.
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fig. III. 5a                                   fig. III. 5b

fig. III. 6

4. CONVENIO DE SIGNOS (Normas DIN).

En las relaciones matemáticas que van a permitir obtener las características de las imágenes (tamaño,

posición, ...) formadas por los sistemas ópticos aparecen elementos como la distancia desde un objeto o una

imagen a un espejo o a una lente, el radio de curvatura de un espejo, etc. Si previamente no se establece un

convenio de signos, estas relaciones matemáticas no proporcionan una información completa de las

características de las imágenes. Por ejemplo, no nos dirán si la imágen es invertida, ni si se forma a uno u otro

lado del espejo o de la lente.

Por ello, es necesario establecer previamente un convenio de signos que permita el completo conocimiento

de las características de las imágenes a través de las relaciones matemáticas obtenidas. En los libros de Física

General e incluso en los manuales específicos de Óptica se emplean distintos convenios de signos que conducen

a expresiones diferentes aunque, lógicamente, todas ellas aplicadas adecuadamente proporcionan una

información correcta sobre las características de las imágenes.

El convenio que adoptaremos en este estudio de la Óptica Geométrica, que es el más frecuentemente

adoptado, es en nuestra opinión el de más sencilla aplicación. Es el siguiente:

1º) Dibujaremos las figuras de manera que la luz incidente en el sistema óptico procede de la izquierda

propagándose hacia la derecha o, lo que es lo mismo, situaremos siempre los objetos a la izquierda y los

sistemas ópticos a la derecha.

2º) Consideraremos al sistema óptico situado en el origen de un sistema de ejes de coordenadas por lo que las

distancias medidas desde el origen hacia la izquierda serán negativas y las medidas hacia la derecha serán

positivas. Dicho de otra forma: las distancias serán positivas si se miden en el sentido de avance de la luz y

negativas si se miden en sentido contrario.

Ejemplos:

a) el radio de un dioptrio, de un espejo esférico o de una cara de una lente es  r = VC  (no CV) siendo V su vértice

y C su centro de curvatura. Si se trata de una superficie cóncava (fig. 5a) el radio r es negativo mientras que

es positivo en el caso de superficies convexas (fig. 5b).

b) las posiciones del objeto O y de la imagen O' vienen dadas por las distancias s = VO y s' = VO' en el caso de

las superficies esféricas, ya sean dioptrios o espejos, y por s = LO y s' = LO' si se trata de lentes delgadas. En

las figuras  6 y 7 se concreta el signo de estas distancias.
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fig. III. 7

fig. III. 9

fig. III. 8 

fig. III. 10

3º) Las distancias perpendiculares al eje son positivas cuando se miden desde el eje hacia arriba y negativas cuando

se miden hacia abajo. Así, el tamaño de un objeto viene dado por la distancia y = OA que es positiva mientras que

el de la imagen y' = O'A' es negativo (fig. 8).

4º) Los ángulos que forman los rayos con el eje del sistema óptico se consideran positivos si girando al rayo por el

camino más corto para hacerlo coincidir con el eje, el sentido del giro es el antihorario y serán negativos en caso

contrario (fig. 9).

5º) Los ángulos de incidencia g, de reflexión y de refracción g' se consideran positivos si girando al rayo por el camino

más corto para hacerlo coincidir con la normal N, el sentido del giro es el horario y serán negativos en caso

contrario (fig. 10).



Manual de Óptica Geométrica.

J.V. Santos (jsb267@gmail.com) 
Tema. III - 6

fig. III. 11

5. DIÓPTRIO ESFÉRICO.

Es el sistema formado por dos medios de distinto índice de refracción separados por una superficie esférica. 

5.1. Posición de la imagen: fórmula de Gauss.

Sea O un punto objeto del cual parten rayos paraxiales (fig. 11). Según se ha visto, los sistemas ópticos son

estigmáticos para este tipo de rayos y en consecuencia todos ellos convergen en un punto imagen O'. Se trata de

encontrar una relación entre la distancia objeto  s (siendo  s = VO) y la distancia imagen  s' (siendo  s' = V'O') en la que,

naturalmente, han de estar presentes la geometría del dióptrio (r) y su naturaleza (n y n').

Aplicando la ley de Snell a la refracción en el punto A:

y teniendo en cuenta que los ángulos son pequeños (zona paraxial) se puede hacer la aproximación del seno de los
ángulos a los propios ángulos (en radianes): 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (1)

En el triángulo OAC es  g = á - ó , y en el ACO es  g' = á - ó'  con lo que al sustituir en la expresión (1) queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   (2)

Calculando la tangente de cada uno de los ángulos a partir de la fig. 11, teniendo en cuenta que para rayos
paraxiales el punto P se confunde con el vértice V y que por tanto OV � OP y VC � PC, al hacer la aproximación de
Gauss, queda:

y sustituyendo estos valores de ó, ó ' y á  en la expresión (2), al operar queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (3)

Expresión que, conocida como fórmula de Gauss, permite calcular la posición s' de la imagen conocida la posición
s del objeto, los índices n y n' y el radio r de la superficie esférica. En esta expresión el valor de cada variable ha de
entrar con su signo correspondiente según el criterio establecido. 

Ordenando términos, la ecuación (3) se puede escribir en forma de invariante, recibiendo el nombre de invariante
de Abbe:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (4)
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fig. III. 13

fig. III. 15

fig. III. 12

fig. III. 14

5.2. Focos del dióptrio esférico y distancias focales.

Consideremos (fig. 3. 12) distintas posiciones de un punto objeto O situado sobre el eje. A medida que el punto

objeto se aleja, los rayos tienen una inclinación  á cada vez menor. Si el objeto puntual O está muy lejano (4), el ángulo

á tiende a cero y todos los rayos que parten de él inciden en el dióptrio paralelos al eje, uniéndose, después de

refractarse en la superficie, en un punto F' en el que se forma la imagen. A este punto F', conjugado del infinito se le

llama foco imagen y a la distancia f' desde el vértice V del dióptrio al foco imagen F', distancia focal imagen ( f ' = VF'). 

Si el punto objeto estuviera en el infinito pero no sobre el

eje, los rayos incidirían paralelos entre sí pero no al eje y después

de refractarse convergerían en un punto P del plano focal

imagen F´ (fig. 13).

Para la determinación de la posición de F', es decir, de la

distancia focal f', tengamos en cuenta que F' y el 4 son

conjugados ya que F' es la imagen de un objeto puntual situado

en el eje y en el infinito, por lo que al hacer  s = 4  y  s' = f'  en

la fórmula de Gauss (3) queda:

. . . . (5)

estando F' situado a la izquierda de la superficie si f' resulta negativo y a la derecha si es positivo.

Por otra parte, hay un punto como el F de la fig. 14 que tiene la propiedad de que la imagen de un objeto puntual

O situado en él se forma en el infinito, es decir, los rayos al refractarse en el dióptrio lo hacen paralelamente al eje

principal. Este punto, conjugado también del infinito, es el foco objeto F y la distancia desde V a F es la distancia focal

objeto ( f = VF ).
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Los rayos que partieran de un punto objeto P situado en el plano focal objeto emergerían paralelos entre sí pero

no al eje (fig. 15). Para determinar la distancia focal objeto y, por tanto, también la posición del foco objeto F tengamos

en cuenta que la imagen de un objeto situado en F (s = f) se formaría en el infinito (s ' = 4). Al sustituir estos valores

en la expresión (3) queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6)

De las expresiones (5) y (6) se deduce que la posición de los focos depende de su geometría (r) y de su naturaleza

(n y n' ) y también que los focos F y F' no están equidistantes respecto del dioptrio. 

En la tabla-II (pág. siguiente) se recoge un estudio sobre la posición de F y de F' en función de su geometría y de

los índices n y n'.

5.3. Relación entre las distancias focales y los índices de refracción.

Dividiendo miembro a miembro las expresiones (5) y (6):

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7)

5.4. Relación entre las focales y las posiciones del objeto y de la imagen.

Dividiendo cada miembro de la fórmula de Gauss (3) por el segundo:

y como:

queda: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8)

5.5. Potencia de una superficie esférica. 

Se define mediante la relación: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9)

en la que las focales  f  y  f ' han de expresarse en metros para que la potencia venga expresada en dioptrías. Dado que

tanto f como f ' pueden tomar valores positivos o negativos, la potencia de un dioptrio o superficie esférica también

podrá ser positiva o negativa.

5.6. Formación de imágenes en superficies esféricas.

En Óptica paraxial todos los sistemas se comportan como estigmáticos por lo que todos los rayos que parten de

un punto objeto convergen, después de atravesar el sistema, en un mismo punto imagen. En consecuencia, únicamente

es preciso conocer la trayectoria de dos rayos para determinar la posición de la imagen ya que donde converjan ellos

dos también lo harían todos los demás. En un dioptrio o superficie esférica sabemos que los rayos que inciden paralelos

al eje, después de refractarse pasan por F´ y que los rayos que inciden sobre el sistema pasando por F emergen

paralelos al eje.

Estas consideraciones son suficientes para poder realizar la construcción de la imagen, tanto si la superficie es

convexa (fig. 16) como si es cóncava (fig. 17). 

Las características de la imagen no sólo dependen de la geometría del dioptrio (r) y de los índices de refracción

(n y n') sino que también dependen de la posición (s) del objeto, de manera que una misma superficie esférica puede

formar imágenes reales o virtuales de un mismo objeto según su posición.  
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TABLA - II

ESTUDIO DE LA POSICIÓN DE LOS FOCOS OBJETO E IMAGEN EN LAS SUPERFICIES ESFÉRICAS

EN FUNCIÓN DE SU GEOMETRÍA Y DE LOS ÍNDICES DE REFRACCIÓN.

TIPO DE

SUPERFICIE n'- n r f f '

Posición de F y F'

(El medio sombreado es el

de mayor índice)

n < n'

CONVEXA + + ! +

CÓNCAVA + ! + !

n > n'

CONVEXA ! + + !

CÓNCAVA ! ! ! +
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fig. III. 16   Formación de imágenes en superficies convexas.

fig. III. 17   Formación de imágenes en superficies cóncavas.

fig. III. 18     Trazado de rayos: rayo auxiliar.

5.6.1. Trazado de rayos: método del rayo auxiliar.

Si la dirección de incidencia de un rayo sobre un sistema en general, o sobre una superficie esférica en particular,

no es paralela al eje ni pasa por el foco objeto, no es posible conocer a priori la dirección del rayo refractado. Para

trazar gráficamente esta dirección es preciso recurrir a un rayo auxiliar.

En las figuras 18 y 19 el rayo --'-- es aquél cuya dirección queremos conocer después de refractarse y el rayo 

--''– es el rayo auxiliar.

Primer método (fig. 18): se traza el rayo auxiliar --''–- paralelo al rayo problema  --'-- que pasa por el foco

objeto F. Este rayo auxiliar --''–-, por incidir en dirección foco objeto F, se refracta en dirección paralela al eje

cortando al plano focal F´en un punto P. Según se ha indicado en el punto 5.2, ambos rayos refractados se han de

cortar en este punto por incidir paralelos entre sí, lo que permite el trazado del rayo problema --'--- refractado.
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fig. III. 19     Trazado de rayos: rayo auxiliar.

fig. III. 20

Segundo método (fig. 19): la dirección de incidencia del rayo problema  --'--- corta al plano focal F en el punto

P.  Se traza el rayo auxiliar --''–- que incidiendo paralelamente al eje por P se refracta en dirección a F´. Según lo

indicado en el punto 5.2, ambos rayos refractados emergen paralelos entre sí, lo que permite el trazado del rayo --'--

refractado.

5.7. Aumento lateral.

El aumento lateral, para cualquier sistema óptico, es la relación entre el tamaño de la imagen (y') y el tamaño del

objeto (y):

Aplicando la ley de Snell en el punto V (fig. 20), y haciendo la aproximación paraxial:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10)

Calculando la tangente de ambos ángulos y haciendo la aproximación paraxial:

y sustituyendo estos valores de g y g´ en la expresión (10):

con lo que el aumento queda: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (11)
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fig. III. 21

Discusión: a. si  â´ es positivo, el tamaño de la imagen (y´) y el del objeto (y) tienen el mismo  signo y en

consecuencia la imagen es derecha respecto del objeto.

b. si  â´ es negativo, los tamaños de objeto e imagen tienen signos contrarios  siendo la imagen

invertida respecto del objeto.

c. si  |â´| > 1, la imagen es mayor que el objeto.

d. si  |â´| < 1, la imagen es menor que el objeto.

6. DIOPTRIO PLANO.

Es el sistema formado por dos medios de distinto índice de refracción separados por una superficie plana, por

ejemplo, el sistema aire-agua dado que la superficie libre de los líquidos es plana. 

6.1. Posición de la imagen.

Un  dioptrio  plano  puede considerarse como si fuera un dioptrio esférico de radio infinito. Según esto, al hacer

r = 4  en la fórmula de Gauss del dioptrio esférico (3) queda de la forma:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12)

expresión que permite conocor la posición s´ de la imagen formada por un dioptrio plano conociendo la del objeto (s)

y los índices. De ella se deduce: 

1º) que la distancia imagen va a tener el mismo signo que la distancia objeto por lo que objeto e imagen van a estar

al mismo lado de la superficie.

2º) que si la luz pasa de un medio a otro de mayor índice de refracción (n < n' ) la distancia imagen es mayor que la

distancia objeto (s'  > s). Esta situación se ha representado en la fig. 21: un objeto O emite rayos que se refractan

acercándose a la normal N. A un observator situado en el segundo medio (n' ) le parece que los rayos proceden

del punto imagen O´; es el caso de un objeto situado en el aire visto por un observador desde dentro del agua. 
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fig. III. 22

fig. III. 23

3º) que si la luz pasa de un medio a otro de menor índice de refracción (n > n' ) la distancia imagen es menor que la

distancia objeto (s´< s). Ahora (fig. 22), los rayos refractados se alejan de la normal N y a un observador situado

en el segundo medio le parece como si los rayos procedieran del punto imagen O´; es el caso, por ejemplo, del

fondo de una piscina visto por un observador situado fuera del agua. Al observador le parece que la profundidad

es menor que la real.

    

El efecto óptico de la vara doblada tiene su explicación haciendo la construcción de imágenes en el dioptrio plano

formado por el aire y el agua: la luz pasa de un medio (el agua) a otro de menor índice (el aire) y los rayos se alejan

de la normal (fig. 23). Un observador situado fuera del agua ve la imagen del extremo A de la vara en el punto AN. De

la misma forma, en los puntos BN, CN,..., ve las imágenes de los puntos B, C, ..., por lo que al observador le parece que

la vara está quebrada.
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fig. III. 24      Espejismo de las carreteras.

fig. III. 25

fig. III. 26

El espejismo de las carreteras, efecto por el cual nos parece que están mojadas, tiene su explicación en las

imágenes producidas por reflexión total en un dióptrio plano (fig. 24). Este fenómeno, se presenta en épocas calurosas

en las que el aire próximo al pavimento de la carretera está a más temperatura que el de las capas superiores y por

ello es menos denso (d´ < d) y tiene menor índice de refracción que el aire de las capas superiores (n´ < n). La luz

procedente de un punto objeto O pasa de un medio de mayor a otro de menor índice pero para ángulos de incidencia

grandes (objetos alejados) se produce reflexión total en la superficie que separa ambas capas de aire. A un observador

le parece que los rayos proceden de O´ y es en este punto donde ve la imagen del objeto O, actuando por tanto la capa

de aire caliente como si fuera un espejo plano. El hecho de que el espejismo desaparezca al acercarnos se debe a que,

en las condiciones señaladas, el ángulo límite es muy grande por ser muy pequeña la diferencia de índices entre las

capas de aire, lo que requiere ángulos de incidencia grandes que únicamente se consiguen para posiciones lejanas del

observador.

6.2. Aumento lateral.

La expresión (11) permite calcular el aumento

lateral en un dioptrio esférico y por tanto también el

de un dioptrio plano por ser este un dioptrio

esférico en el que  r = 4. No obstante, según (12),

en un dioptrio plano es  n.s' = n'.s , por lo que el

aumento lateral para una superficie plana queda:

y en consecuencia, la imagen formada por un

dioptrio plano es derecha respecto del objeto y del

mismo tamaño que él (fig. 25).

6.3. Aumento axial.

Consideremos un objeto OA (fig. 26) situado en

la dirección del eje del sistema y sea Äx su tamaño.

La imagen O´A´ tiene un tamaño Äx'. Se define el

aumento axial  á' de un sistema mediante la relación: 

. . . . . . . . . . . . (13)

De la fig. 26 se deduce que:

y
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 fig. III. 27     Tipos de lentes    

por lo que:

Aplicando la expresión (12) al punto O y a su imagen O' y al punto A y a su imagen A':

y al sustituir en Äx':

quedando el aumento axial: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14)

resultado del que se deduce que, en este caso, los tamaños de la imagen y del objeto están en la misma proporción

que los índices de los medios que constituyen el dioptrio.

7. LENTES DELGADAS.

Lente es todo medio transparente limitado por dos suferficies esféricas o por una superficie esférica y otra plana,
es decir, es un sistema óptico formado por dos dioptrios con el eje común (sistema centrado), siendo al menos uno
de los dioptrios esférico. Si su espesor es despreciable recibe el adjetivo delgada. En el tema VII veremos las
implicaciones que conlleva el hecho de que la lente tenga un espesor no despreciable, en cuyo caso estaremos ante
una lente gruesa. 

7.1. Clasificación de las lentes.

Atendiendo a su geometría se clasifican en cóncavas y convexas:

Atendiendo a su comportamiento frente a la luz las lentes se clasifican en convergentes  por tender a unir a los

rayos que inciden sobre ellas, y divergentes por tender a separarlos. 
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fig. III. 28

Es importante hacer notar que las lentes menisco están limitadas por una superficie cóncava y otra convexa. Su

comportamiento frente a la luz depende de la magnitud relativa de los radios de sus caras: si el radio de la superficie

cóncava (cva) es mayor que el de la convexa (cxa) la lente es menisco convergente y si el radio de la cóncava es menor

que el de la convexa la lente es menisco divergente.

7.2. Posición de la imagen en función de los radios y los índices.

Se trata de obtener una expresión que permita calcular la posición de la imagen (s' ), conociendo la del objeto (s),

los radios de la lente (r1 y r2) y los índices de la lente (n2) y de los medios en que está sumergida (n1 y n3). Para ello,

tendremos en cuenta que una lente está formada por dos dioptrios uno de los cuales, al menos, es esférico.

En la figura 28 la primera superficie de la lente recibe

los rayos procedentes del objeto O y forma una imagen

virtual O
N
1 situada a una distancia s

N
1 . Esta imagen O

N
1  hace

de objeto para la segunda superficie ya que para ésta todo

sucede como si los rayos que llegan a ella procedieran de

un punto objeto O
N
1 situado en el medio de índice n2. La

segunda superficie forma la imagen definitiva O' situada a

una distancia s' de la lente. A efectos de considerar las

distancias objeto (s) e imagen (s') ha de tenerse en cuenta

que por tratarse de lentes delgadas el espesor es

despreciable, aunque en la fig. 28 se ha dibujado la lente

con espesor considerable para facilitar la comprensión del

razonamiento. Por la misma razón, los rayos se han

dibujado con una inclinación apreciable pero se debe tener

presente que realmente son rayos paraxiales.

En la fórmula de Gauss:

s = distancia objeto = s          ;        sN = distancia imagen = s
N
1

n = índice primer medio =  n1       ;         nN = índice segundo medio = n2

y aplicada al primer dioptrio para obtener la posición de la primera imagen O
N
1:

y aplicándola al segundo dioptrio:

distancia objeto = s
N
1        ;        distancia imagen =  s

N

índice primer medio = n2        ;       índice segundo medio = n3 

y sumando miembro a miembro ambas expresiones queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15)

expresión conocida como fórmula del constructor de lentes.
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Casos particulares:

a) Lente delgada de índice n sumergida en un medio de indice n'. 

En este caso es:                        n1 = n3 = nN (medio)       y       n2 = n (lente) 

y al sustituir en la fórmula de las lentes (15) queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (16)

b) Lente delgada de índice n sumergida en aire. 

Ahora es: n1 = n3 = 1 (aire)       y      n2 = n (lente)

y sustituyendo en (15) queda: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (17)

7.3. Distancias focales de una lente.

7.3.1. Focal imagen.

Cuando un objeto está muy alejado de una lente (s = 4) la imagen se forma en el foco imagen (s '  = f  ' ).

Introduciendo este par de valores en la expresión (15) queda:

. . . . . . . . . . (18)

expresión que permite calcular la focal imagen de una lente conocida su geometría y los índices y de la que se deduce

que la focal de una lente depende de los medios en los que está sumergida, siendo f ' positiva para las convergentes

y negativa para las divergentes.

Casos particulares.

a. Si los medios que rodean a la lente son iguales:     n1 = n3 = n´ (medio)       y      n2 = n (lente) 

quedando al sustituir en (18):      . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (19)

b. Si la lente está sumergida en aire:   n1 = n3 = 1 (aire)    y     n2 = n (lente) 

por lo que sustituyendo en (18):

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (20)

7.3.2. Focal objeto.

De igual manera podemos obtener la focal objeto f, teniendo en cuenta que si un objeto está situado en el foco

objeto (s = f) su imagen se forma en el infinito (s' = 4). lntroduciendo este par de valores en la expresión (15), queda:

. . . . . . . . . . (21)
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Casos particulares.

a. Si los medios que rodean a la lente son iguales es:   n1 = n3 = n' (medio)  y  n2 = n (lente) y al sustituir en (21):

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (22)

b. Si la lente está en aire: n1 = n3 = 1 (aire)     y     n2 = n (lente)

quedando al sustituir en (21): . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (23)

7.3.3. Relación entre las distancias focales.

Al comparar las expresiones (18) y (21) se observa que los segundos miembros son iguales, por lo que:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (24)

y por lo tanto, si los índices n1 y n3 de los medios que rodean a la lente son diferentes, las focales f  y  f ' también lo

son y los focos F y F' no serán equidistantes respecto de la lente.

Si estos medios son iguales:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (25)

y, en este caso, los focos  F  y  FN sí  equidistan de la lente. 

7.3.4. Distancias focales y orientación de la lente.

Las focales f y fN  dependen de la orientación de la lente frente a la luz únicamente si los medios en que se

encuentra sumergida son distintos. Si los medios son iguales, por ejemplo aire, los valores absolutos de f  y de f ' , según

las expresiones (20) y (23), no se modifican al cambiar la orientación de la lente y tampoco cambia su signo como se

demuestra en la tabla siguiente en la que se recoge un estudio, realizado con esas expresiones, sobre el signo de f y

fN para una lente plano-convexa.  
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fig. III. 29

7.4. Posición de la imagen en función de s y de f '.

Comparando las expresiones (15) y (18), por tener los segundos miembros iguales, se deduce que:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (26)

y si la lente está sumergida en medios iguales (n1 = n3):          .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (27)

7.5. Potencia de una lente.

Se define mediante la relación:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (28)

en la que las focales f y f ´ han de expresarse en metros para que la potencia venga en dioptrías, siendo ésta positiva
para las lentes convergentes por tener f ' positiva mientras que las divergentes tienen potencia negativa por serlo
también su f '. Comparando esta expresión (28) con las (18), (21) y (26) se deduce que:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (29)

7.6. Formación de imágenes.

7.6.1. Marcha de los rayos en las lentes

a. En lentes convergentes (fig. 29):

C Los rayos que, como el --'--, incidan en la lente paralelamente al eje principal, después de refractarse en la lente

pasan por el foco imagen F´.

C Los rayos que, como el --''–, pasan por el centro óptico de la lente (C) no sufren desviación.

C Los rayos que, como el --'''–, lleven dirección focal objeto F, se refractan paralelamente al eje principal.
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fig. III. 30

fig. III. 31

b. En lentes divergentes (fig. 30):

C Los rayos que, como el --'--, inciden en la lente paralelamente al eje principal, se refractan en dirección tal,

que sus prolongaciones pasan por un punto que, en este caso, es el foco imagen F'.

C Los rayos que, como el --''–, pasan por el centro óptico C, no se desvían.

C Los rayos que, como el --'''–, inciden en dirección del foco objeto F se refractan paralelamente al eje

principal.

7.6.2. Imágenes en lentes convergentes.

i Si el objeto y está fuera de la distancia focal a una distancia s > 2 f (fig. 31), la imagen y' es real, invertida y

menor que el objeto.
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fig. III. 33

fig. III. 34

fig. III. 32

i Si el objeto y está situado a una distancia doble de la focal (s = 2 f ) (fig. 32) la imagen y  ́es equidistante

respecto de la lente (s´ = 2 fN ) en el supuesto de que los medios en que se encuentra sumergida la lente sean

iguales.

i Si el objeto está fuera de la distancia focal a una distancia s < 2 f  (fig. 33), la imagen es real, invertida y mayor

que el objeto.

 

i Si el objeto está dentro de la distancia focal (fig. 34) se

forma una imagen virtual, mayor y derecha respecto del

objeto. Los rayos que inciden en la lente procedentes

del punto A del objeto, se refractan separándose y a un

observador le parece que proceden del punto A´ siendo

en este punto donde ve la imagen del punto  a. Lo

mismo sucede con el resto de los puntos del objeto y,

conformándose así la imagen y´. Una lente convergente

actuando en estas condiciones, es decir, cuando el

objeto está dentro de la distancia focal, recibe el

nombre de microscopio simple o lupa.
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fig. III. 36

fig. III. 35

7.6.3. Imágenes en lentes divergentes.

La imagen, en este caso, es siempre virtual, menor y derecha respecto del objeto sea cual sea su posición. Al

observador le parece que los rayos proceden del punto A´ y es aquí donde ve la imagen del punto A del objeto (fig. 35).

7.6.4. Trazado de rayos en lentes: rayo auxiliar.

Si la dirección de incidencia de un rayo sobre una lente no es paralela al eje ni pasa por el foco objeto F ni por el

centro óptico, no es posible conocer a priori la dirección de emergencia de ese rayo y es preciso recurrir a un rayo

auxiliar para su trazado gráfico. En el caso de las lentes, además de los rayos auxiliares utilizados en los dioptrios

esféricos es muy práctica la utilización del rayo auxiliar que pasa por el centro óptico: si dos rayos inciden sobre una

lente en direcciones paralelas entre sí, los rayos emergentes, o sus prolongaciones, convergen en un punto P del plano

focal imagen F´.

En la fig. 36 el rayo rojo es el rayo problema cuya dirección queremos conocer cuando abandona la lente. El rayo

auxiliar verde (RA), incide paralelo al rojo pasando por el centro de la lente y no se desvía cortando al plano focal

imagen en el punto P en el que han de converger ambos rayos por haber incidido paralelos sobre la lente.

7.7. Centro óptico de una lente delgada. 

Es un punto del eje que tiene la propiedad de que los rayos que pasan por él no se desvían. Para calcular su

posición supongamos, en el caso más general, una lente sumergida en dos medios de índices n y n'. Se conocen las

posiciones de los focos F y F' que, por ser n distinto de nN, no serán equidistantes respecto de la lente. 
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fig. III. 37

fig. III. 38

Desde un punto P cualquiera del plano focal objeto F se traza un rayo --'--  paralelo al eje. Este rayo emerge en

dirección F'. Un segundo rayo --''– , que incide sobre la lente paralelo al rayo  --'--  emergente, ha de abandonar

la lente también paralelo al --'-- por proceder ambos de un mismo punto P del plano focal objeto, lo que implica que

este rayo --''– no se desvía. En consecuencia, el punto O de intersección del rayo rojo con el eje es el centro óptico

de la lente.

Para determinar la posición del punto O, consideremos los triángulos PAB y OF'C: son iguales por el paralelismo

de los rayos emergentes, por lo que  PA = OF'. Evaluando ambos segmentos:

AP = LF = f           ;          PA = - f            ;          LO + OFN = LFN          ;          OFN= LFN - LO = f ' - LO

igualando los valores de PA y de OFN, queda:

- f  = f ' - LO        ;       LO =  f' + f  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (30)

expresión que define la posición del centro óptico de una lente delgada.
La posición del centro óptico se puede expresar también en función de los índices de refracción de los medios que

rodean a la lente. Recordando la relación (24) entre focales e índices  ( f = -n. f'/n' ), al sustituir queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . (31)

En el caso particular (que es el más frecuente) de que los medios sean iguales (n = n´), la distancia LO desde la

lente al centro óptico queda:  LO = f ' (1 -1) = 0  por lo que, en este caso, el centro óptico O coincide con el punto L,
centro geométrico de la lente, en el que el eje corta a la lente.

En  consecuencia, si  n = n´, los  rayos  que  pasan  por  L  no se desvían (fig. 38a). Sin embargo, cuando  n � n' 

los rayos que pasan por L sí que se desvían (rayo azul  --'-- de la fig. 38. b), mientras que no lo hacen los que pasan

o inciden sobre la lente en dirección al centro óptico O (rayo rojo --''– de las figs. 38. b y c).
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fig. III. 39

fig. III. 40

7.8. Imágenes que actúan como objetos: objetos virtuales.

Sea el sistema de la fig. 39 formado por dos lentes. Los rayos que parten de P convergen en PN1 y por ello yN1 es la
imagen (real) que forma la lente L1 del objeto y.

Para la segunda lente L2 todo sucede como si los rayos procedieran del punto PN1 , actuando este punto imagen
como un objeto real. Los rayos  rojo y verde, después de atravesar L2 convergen en PN2 , borde de la imagen final yN2
formada por esta lente.

No obstante, puede ocurrir (fig. 40) que la lente L2 esté situada entre L1 y la imagen  yN1  que formaría esta lente.
Obviamente, esta imagen  yN1  no llega a formarse  por  impedírselo  L2  y los rayos rojo y verde, después de atravesar
L2 , convergen en PN2 , borde de la imagen final yN2 . En este caso yN1 actúa como objeto virtual para la lente L2.

Las posiciones (s2 y sN2  ) y tamaños (yN1 e  yN2  ) del objeto virtual y de su imagen están relacionadas entre sí por las
mismas expresiones que si se tratara de objetos reales, teniendo en cuenta que ahora el valor de la distancia objeto 
s2 tendría signo positivo.
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fig. III. 41

fig. III. 42

Insistiendo en el concepto del objeto virtual digamos que los rayos cuyas direcciones convergen en un punto O
pero no llegan a unirse porque un sistema óptico (S.O) se lo impide, están definiendo en O un objeto virtual. En el
gráfico siguiente se caracterizan esquemáticamente los objetos e imágenes, tanto reales como virtuales.

Para la construcción gráfica de la imagen de un objeto virtual se sigue el mismo procedimiento que con los objetos

reales con la única salvedad de que en éstos los rayos "salen" del objeto mientras que en los virtuales los rayos "quieren

ir" hacia el objeto. En los dos casos representados en las figs. 41 y 42, el rayo rojo --'-- incide paralelo al eje hacia el

borde del objeto y emerge de la lente en dirección F´. El rayo azul --''– incide por el centro óptico y no se desvía.

En el punto donde convergen los rayos emergentes o sus prolongaciones está la imagen del borde del objeto. En la

fig. 41 la imagen y' es real y derecha respecto del objeto, mientras que en la fig. 42 la imagen y'  es virtual e invertida

respecto del objeto.
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fig. III. 43

7.9. Aumento.

7.9.1. En una lente.

Sea una lente (fig. 43) sumergida en los medios de indices n y n´, de focales  f  y f '  y un objeto de tamaño y.

Mediante el trazado de los rayos se obtiene la imagen y'.

 

El aumento en cualquier sistema óptico se define mediante la relación entre el tamaño de la imagen y el del

objeto. De la semejanza de los triángulos sombreados en la figura 43 se deduce que:

. . . . . . . . . . . . . . . . (32)

Otra expresión del aumento, en función de los índices de los medios que rodean a la lente, se puede obtener a

partir de la expresión (26): 

y llevando este valor de a la expresión (32):

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (33)

y si los medios que rodean a la lente son iguales (n = n´):

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (34)

7.9.2. En una asociación de lentes.

El aumento para cualquier sistema es la relación entre el tamaño de la imagen final y el del objeto. Tomando como

base el sistema de la fig. 39 (pág. 24), el aumento total es:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (35)

El aumento para la lente L1 es: 

y para la lente L2:

y si se efectúa el producto de ambos aumentos:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (36)
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fig. III. 44

fig. III. 45

De la comparación de las expresiones (35) y (36) se deduce que:

y, en general, para un sistema formado por  i  elementos, ya sean lentes y/o espejos:

  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (37)

7.10. Anti-imágenes.

Sea el sistema de la fig. 44 formado por una lente

convergente y un espejo cóncavo. Los rayos  --'--   y 

--''–, después de atravesar la lente se reflejan en el

espejo y convergen en el punto P. Este punto es el

borde de la imagen y ' formada por el espejo. No

obstante, los rayos --'--   y  --''– "no se paran en el

punto P sino que se dirigen de nuevo hacia la lente

como si procedieran de este punto. En consecuencia, la

imagen y N actúa como objeto real para la lente en el

retorno de los rayos, la cual formará la imagen final del

sistema.

¿Cómo se calcula la posición y el tamaño de esta

imagen final que forma la lente del objeto real y' ?

Podría pensarse que, como ahora el objeto (y') está a la

derecha de la lente, bastaría con tomar el valor de la

distancia objeto (s) positivo y llevarlo a la fórmula de las

lentes. Sin embargo esto no es así ya que al deducir

todas las fórmulas de la Óptica Geométrica se ha

aplicado el convenio de signos en el que el primer punto

establece (pag. 2 - 4) que la luz incide sobre los sistemas

de izquierda a derecha motivo por el cual el proceso de

cálculo mencionado no llevaría a una solución correcta

porque, en este caso, la luz incide sobre la lente de

derecha a izquierda.

La solución al problema planteado la da el principio de reversibilidad de los rayos de luz. Sea una lente (fig.45) que

forma una imagen  y' de un objeto  y  cuando la luz viaja de izquierda a derecha. Si y ' fuera un objeto que enviara

rayos (azules --''–) de derecha a izquierda sobre la lente, ésta formaría una imagen (que llamaremos anti-imagen)

en la misma posición y del mismo tamaño que y. En consecuencia, para el cálculo de la anti-imagen de y ', es decir,

de la imagen de y ' cuando la luz viaja de derecha a izquierda, se ha de contestar a la pregunta: ¿dónde ha de estar un

objeto para que su imagen sea y ' ? Así, el cálculo se puede realizar empleando las fórmulas deducidas de acuerdo con

el convenio de signos sin mas que tener en cuenta que los datos conocidos son  f ', s' e y'.

De esta forma, la posición s de la anti-imagen es:

y su tamaño:
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fig. III. 46

fig. III. 47

8. EL OJO HUMANO.

Los aspectos fisiológicos más importantes desde un punto de vista que nos permita el estudio de la formación de

las imágenes en el ojo humano son (fig. 46):

i Córnea: lente menisco convergente.

i Iris: su abertura circular es la pupila que tiene un diámetro variable entre 2 y 8 mm que permite regular la entrada

de luz en el ojo.

i Cristalino: lente biconvexa, elástica, que puede variar su geometría mediante la acción de los músculos ciliares.

i Retina: película de fibras nerviosas que cubre la parte interna del ojo.

i Nervio óptico: une la retina con el cerebro transmitiendo a éste la información luminosa recibida por la retina.

Para que un ojo vea con nitidez un objeto, la imagen ha de formarse en la retina que "hace de pantalla". Sabemos

que la posición de la imagen formada por una lente depende de la posición del objeto. ¿Cómo es posible entonces que

sea cual sea la posición de un objeto la imagen se forme siempre en la retina? La respuesta está en el carácter elástico

del cristalino ya que, por acción de los músculos ciliares, puede variar su geometría, y por tanto su potencia,

adquiriendo la necesaria para conseguir que la imagen se forme siempre en la retina sea cual sea la posición del objeto.

A este proceso de enfoque mediante el cual la potencia del cristalino aumenta a medida que el objeto se aproxima

se le llama acomodación.

El punto más alejado en el que puede estar situado un objeto para que pueda ser visto nítidamente por un ojo

en reposo (sin acomodar) recibe el nombre de punto remoto R y su distancia sR al ojo es la distancia máxima de visión

distinta (fig. 47).

El punto más próximo en el que puede estar situado un objeto para poder ser visto nítidamente recibe el nombre

de punto próximo P  y su distancia al ojo sP es la distancia mínima de visión distinta. El segmento RP a lo largo del cual

la visión es nítida es el recorrido de la acomodación.

Cuando el cristalino pasa de enfocar a un objeto situado en el punto remoto R a enfocar a un objeto situado en

el punto próximo P, sufre una variación de potencia (A) que recibe el nombre de amplitud de acomodación. Para su

cálculo en un ojo normal (ojo emétrope), hagamos las siguientes consideraciones (fig.47):
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fig. III. 48       Ojo emétrope

fig. III. 49       Ojo miope

fig. III. 51         Ojo miope corregido. fig. III. 50         Visión del ojo miope.

a. Cuando el objeto está en el punto remoto  R, la potencia del ojo es según la expresión (29) de la pág. 2-19:

siendo: n = 1 (aire)        ;        nN  = 4/3 (humor)        ;        s  =  sR        ;        sN = a

quedando al sustituir:

b. Cuando el objeto está en el punto próximo la distancia imagen ha de ser la misma que en el caso anterior (s' = a),

puesto que la imagen tiene que formarse en la retina, por lo que la potencia es:

c. La variación de potencia o amplitud de acomodación queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . (38)

En un ojo emétrope el punto remoto es el infinito (sR = 4 ) y el punto próximo depende de la edad, tomándose

el valor normalizado de 25 cm (sP = 25 cm). Para este ojo su amplitud de acomodación es:

dioptrías.

valor que varía con la edad, siendo mayor en los niños y menor en los ancianos.

8.1. Defectos de la visión.

8.1.1. Miopía.

En un ojo normal (ojo emétrope) en reposo, es decir no

acomodado, el foco imagen F' se encuentra sobre la retina siendo

ésta, por tanto, conjugada del infinito, de manera que este ojo

emétrope ve nítidamente los objetos alejados (fig. 48).

Un ojo miope es demasiado convergente o demasiado largo y

la imagen de objetos alejados se forma delante de la retina (fig.49)

por lo que en la "pantalla", que es la retina, la imagen está

desenfocada y la visión no es nítida. Como al acercar un objeto a una

lente convergente la imagen se aleja de ella, podemos concluir que

un miope verá bien objetos próximos ya que su imagen se va a

poder formar en retina como ocurre con el punto objeto O2 de la fig.

50.

Para conseguir que un ojo miope vea bien los objetos lejanos,

se le ha de colocar una lente que reste potencia al cristalino y que

separe los rayos para que se unan "más tarde", es decir, para que

focalicen en retina. Por esta razón la miopía se corrige con lentes

divergentes (fig. 51).
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fig. III. 54

fig. III. 52        Ojo hipermétrope fig. III. 53          Visión del ojo hipermétrope. 

8.1.2. Hipermetropía.

Un ojo hipermétrope es poco convergente o muy corto, quedando F' detrás de la retina (fig. 52) y la imagen de

objetos alejados (O4), sin acomodar, se formaría detrás de la retina  y las de objetos más proximos (O1 , O2 ,...) se

formarían en posiciones todavía más alejadas (fig. 53).  

Para ver objetos alejados, el ojo hipermétrope debe acomodar dando mayor potencia al cristalino para reducir

la distancia focal f  ́con lo que el foco imagen F´ estará sobre la retina y las imágenes serán nítidas (fig. 54 a, b y c). En

estas figuras, se observa cómo al acercarse el objeto el cristalino (en azul) adquiere mayor potencia para conseguir que

la imagen se forme en retina (acomodación).

 

El gasto de acomodación que tiene que realizar el ojo hipermétrope para ver objetos lejanos repercute en la visión

cercana ya que el cristalino, acomodando, podrá llevar hasta la retina a la imagen de objetos situados en el infinito (fig.

54.a) o no muy próximos como el O1 (fig. 54.b) pero no podrá hacerlo con la imagen de objetos próximos como el O2

de la fig. 54.c, porque le falta potencia.
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fig. III. 55       Ojo hipermétrope corregido.

Por esta razón la hipermetropía se corrige con lentes convergentes que suplen la carencia de potencia del

cristalino (fig. 55).

8.1.3. Presbicia.

La presbicia o vista cansada aparece, según datos estadisticos, entre los 40 y 45 años de edad y se debe a una

pérdida de elasticidad del cristalino y/o a una pérdida de la capacidad motora de los músculos ciliares, lo que conduce

a una progresiva disminución de la posibilidad de acomodar, que se traduce en la imposibilidad de ver nítidamente

objetos cercanos.

Se corrige mediante lentes convergentes que suplan la carencia de potencia del ojo en visión cercana como

consecuencia del escaso poder de acomodación del ojo présbita.

8.1.4. Catarata.

Aparece también con la edad y tiene su origen en la pérdida de transparencia del cristalino, lo que requiere su

extracción. El ojo sin cristalino recibe el nombre de ojo afáquico.

Teniendo en cuenta que la potencia del cristalino es de unas 18 dioptrías, al ojo afáquico hay que colocarle una

lente convergente que supla esta carencia de potencia. En general, debido a diversos factores, es suficiente una

potencia de 12 ó 14 dioptrías para corregir la afaquia.

8.1.5. Astigmatismo.

Aunque hay varios tipos de astigmatismo nos referiremos al corneal que es el de mayor incidencia. En un ojo

emétrope la córnea es una superficie esférica. En un ojo astigmático la córnea no es esférica sino que presenta valores

del radio diferentes en cada meridiano. Empleando un modelo sencillo: la superficie corneal de un ojo emétrope es

como la de un balón de futbol mientras que la del ojo astigmático sería asimilable por su forma a la de un balón de

rugby o a un melón. Como consecuencia, dado que la potencia de un dioptrio es inversamente proporcional a su radio

de curvatura, una córnea astigmática va a presentar un meridiano de potencia mínima (el de mayor radio) y otro,

perpendicular a él, de potencia máxima (el de menor radio). Por esta razón el astigmatismo no se corrige con lentes

esféricas sino con lentes cilíndricas ya que éstas presentan potencia varible según su orientación: nula en el meridiano

que contiene al eje del cilindro y máxima en el perpendicular (ver problema nº 16 de este tema).  
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FÓRMULAS

 La aplicación del convenio de signos en la deducción de las fórmulas de la Óptica Geométrica paraxial conduce
a las expresiones siguientes:

LEY DE SNELL

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (I)

en la que: n = índice de refracción del primer medio.
n' = índice de refracción del segundo medio.
g = ángulo de incidencia.
g' = ángulo de refracción.

DIOPTRIO ESFÉRICO

a. Distancias focales:

a.1. Focal imagen: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (II) 

a.1. Focal objeto: .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (III)

en las que: f ' = VF' = distancia focal imagen (desde el vértice del dióptrio hasta el foco imagen).
f = VF = distancia focal objeto (desde el vértice del dióptrio hasta el foco objeto).
n = índice de refracción del primer medio.
n' = índice de refracción del segundo medio.
r = VC = radio del dióptrio (desde el vértice del dióptrio hasta su centro de curvatura).

b. Posición de la imagen: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (IV)

en la que: s = VO = distancia objeto (desde el vértice del dióptrio hasta el objeto).
s' = VO' = distancia imagen (desde el vértice del dióptrio hasta la imagen).
n = índice de refracción del primer medio.
n' = índice de refracción del segundo medio.
r = VC = radio del dióptrio (desde el vértice del dióptrio hasta su centro de curvatura).

c. Aumento lateral: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (V)

en la que: â = aumento lateral.
y' = tamaño de la imagen (desde el eje hasta el extremo de la  imagen).
y = tamaño del objeto (desde el eje hasta el extremo del objeto).
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d. Potencia: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (VI)

Nota: la potencia P viene expresada en dioptrías (D) si las focales se expresan en metros.

DIOPTRIO PLANO

a. Posición de la imagen:  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (VII)

ESPEJOS ESFÉRICOS

a. Posición de la imagen: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (VIII)

en la que: r = radio del espejo (desde el vértice del espejo hasta su centro de curvatura).
f = distancia focal (desde el vértice del espejo hasta el foco).
P = potencia del espejo. (En dioptrías si la focal se expresa en metros).

b. Aumento lateral: .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (IX)

LENTES DELGADAS (EN AIRE)

a. Focales y potencia: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (X)

en la que: r1 = LC1 = radio de la primera superficie de la lente de centro C1.
r2 = LC2 = radio de la segunda superficie de la lente de centro C2.
n = índice de refracción de la lente.
f ' = LF' = distancia focal imagen (desde la lente hasta el foco imagen).
f = LF = distancia focal objeto (desde la lente hasta el foco objeto).
P = potencia de la lente. (En dioptrías si la focal se expresa en metros).

b. Posición de la imagen: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (XI)

en la que: s = LO = distancia objeto (desde la lente hasta el objeto).
s' = LO' = distancia imagen (desde la lente hasta la imagen).

c. Aumento lateral: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (XII)

en la que: â = aumento lateral.
y' = tamaño de la imagen (desde el eje hasta el extremo de la  imagen).
y = tamaño del objeto (desde el eje hasta el extremo del objeto).
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1. Calcular la posición de la imagen dada por un dioptrio plano conocida la posición del objeto,
cuando se trabaja fuera de la aproximación paraxial.

fig. 3. 56

9. PROBLEMAS RESUELTOS.

Los rayos paraxiales que parten de un punto objeto O

con ángulos de incidencia g pequeños, convergen todos

ellos en un sólo punto imagen. Los rayos no paraxiales,
con ángulos de incidencia grandes, no convergen en un
sólo punto imagen. En consecuencia, la posición s’ de la

imagen O' depende del ángulo de incidencia g. Se trata

de encontrar la forma de esta función: 

En el triángulo OAB:

y en el O'AB:

por lo que:    .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

Por otra parte, teniendo en cuenta que:

al sustituir en esta última expresión el valor de sen g ' dado por la ley de Snell, queda:

y sustituyendo en (1) tg g  y  tg g' por su valor y operando, queda:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

expresión que permite calcular la posición de la imagen formada por un dioptrio plano cuando se trabaja fuera
de la zona paraxial.

De esta expresión se puede deducir la posición de la imagen paraxial teniendo en cuenta que, en este caso, por

ser los ángulos pequeños es:   sen g . 0    y   cos g . 1 con lo que la expresión (2) queda:
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2. Un cubo de vidrio de índice 1,5 tiene un espacio hueco en su interior en forma de esfera con el

mismo centro que el cubo. La arista del cubo mide 10 cm y el radio de la esfera hueca es de 3 cm.
Un haz de rayos paralelos entre sí incide perpendicularmente a una de las caras del cubo. Hallar
en qué punto del eje se cortarán los rayos. Hallar las focales imagen de las distintas superficies.
Se supone el cubo inmerso en aire (n = 1) que llena también el espacio hueco.

fig. 3. 57

Para la primera superficie (plana) todo sucede como si los rayos paralelos al eje procedieran de un objeto
situado en el infinito y según la expresión:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

si  s = 4, también es  s' = 4. En consecuencia, la primera superficie forma una primera imagen en el infinito. Por

incidir normalmente a ella, los rayos no sufren desviación en la primera superficie (plana) y alcanzan a la segunda
superficie (esférica convexa) paralelos al eje y, después de refractarse, van a converger en su foco imagen F2' dando
lugar a la segunda imagen O2', cuya posición es:

La imagen O2' actúa como objeto para la tercera
superficie (esférica cóncava) ya que todo sucede
como si los rayos llegaran a ella procedentes de O2'.
La posición de la imagen O3' que forma esta tercera
superficie la calculamos mediante la fórmula de
Gauss:

. . . . . . . . . . . (2)

siendo, en este caso,  n = 1,  n' = 1,5 y  r = - 3 cm ya
que la luz, en esta tercera superficie, pasa del aire al
vidrio, siendo:

   

con lo que al sustituir en (2) queda: 

resultado del que se deduce que la imagen O3' formada por la tercera superficie está situada en V2.
Por último, en la cuarta superficie (plana), los rayos van a sufrir una refracción en la que todo sucede como

si procediesen de un punto objeto situado en O3' o, lo que es lo mismo según el resultado anterior, en V2. Para
calcular la posición de la imagen final O4' , aplicamos la expresión (1):

siendo ahora:

y sustituyendo queda:

resultado del que se deduce que la imagen final y, por tanto, el punto de corte de los rayos está situada a 5,33 cm
a la izquierda de V4, es decir, a 0,33 cm a la izquierda del centro de la esfera.
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3. Los extremos de un cilindro de vidrio de n = 1,6 se tallan según superficies esféricas convexa

y cóncava de radios 2,4 cm. A 8 cm del primer vértice se coloca un objeto de 2 cm. La
separación entre vértices es de 2,8 cm. Calcular:
a) las distancias focales y las potencias de ambas superficies.
b) la distancia de la imagen final de la primera y segunda superficie.
c) el tamaño de la imagen final.
d) resolverlo gráficamente.

fig. 3. 58

a. Cálculo de las focales y potencias.

a.1. Primera superficie:    
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a.2. Segunda superficie:

b. Cálculo de la posición de la imagen. La primera superficie va a formar una primera imagen situada en un
punto O'1 cuya posición de momento no conocemos. Esta imagen O'1 hace de objeto para la segunda superficie
que forma de ella la imagen final ON2 (ver fig. 59).

b.1. Primera imagen (O'1).

Aplicando la expresión: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

b.2. Segunda imagen (ON2 final). 

Cualesquiera que sea la posición de la primera imagen O'1, su posición respecto de esta segunda superficie,
para la cual hace de objeto, es:

y al sustituir este valor en la expresión (1):

resultado del que se deduce que la imagen final está situada a 11,11 cm a la izquierda de V' o, lo que es lo mismo,
a 8,31 cm a la izquierda de V.

c. Cálculo del tamaño de la imagen.

El aumento en un sistema formado por varios elementos es el producto de los aumentos de cada elemento
y como el aumento en una superficie esférica es:

al sustituir queda:

 

resultado del que se deduce que la imagen es virtual, mayor y derecha respecto del objeto.
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fig. 3. 59

d. Resolución gráfica.

Para poder realizar la construcción gráfica, en la figura se ha representado a cada una de las superficies

mediante los planos S1 y S2, tangentes en sus vértices (planos principales), lo cual es válido a nivel paraxial,

dominio en el que se centra este curso de Óptica Geométrica.

El rayo --' – paralelo al eje se refracta en la primera superficie en dirección a su foco imagen F1' , pero al

incidir sobre la segunda superficie se desconoce, a priori, la dirección que va a tomar. Para poder trazar este rayo

refractado es preciso recurrir a un rayo auxiliar  --'''– (R.A.) que, siendo paralelo al --' – , incide sobre la segunda

superficie en dirección a su foco objeto F2. Ambos rayos (sus prolongaciones en este caso) se han de cortar en un

punto P del plano focal imagen  (F2')  de la segunda superficie, lo que permite el trazado del rayo --' –  refractado

en ella.

El rayo --''– incide sobre la primera superficie en dirección a F1 y emerge de ella incidiendo sobre la segunda

paralelo al eje, razón por la que abandona la segunda superficie en dirección a su foco imagen F2́.

En el punto donde se cortan las prolongaciones de --' –  y --''–  se localiza la imagen, que es virtual.

NOTA: de los resultados analítico y gráfico se deduce que la imagen final y" está situada a la izquierda del

cilindro. Sin embargo, en la figura de la página anterior se ha supuesto otra posición (O") porque,

lógicamente, antes de resolver el problema no se conoce su verdadera posición.
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4. Se dispone de un recipiente cilíndrico de índice n = 1,5 y longitud 12 cm, que en su parte central

está tallado, tal como muestra la figura, en forma de lente hueca de radios de idéntica longitud
(2 cm). Si el espesor de dicha lente es de 1 cm, calcular:
a) La posición de la imagen de un punto luminoso situado en el interior del cilindro sobre el eje

óptico de la lente y a 5 cm a la izquierda de la primera superficie de la lente.
b) Si el punto luminoso tiene un diámetro de 0,5 cm, ¿cuál es el tamaño de la imagen final?

fig. 3. 60

Resolveremos el problema superficie a superficie, es decir, calcularemos posición y tamaño de la imagen O1'
que forma la primera superficie con vértice V1. Esta imagen O1' será objeto para la segunda superficie con vértice
V2, que formará una segunda imagen O2'. Finalmente, esta imagen O2' actuará como objeto para la superficie plana
con vértice V3, la cual formará la imagen final O3'.

a. Imagen formada por la primera superficie (esférica).

a.1. Posición de la imagen.

En la fórmula de Gauss: .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

en la que, en este caso es: n = 1,5    ;   n' = 1

y

al sustituir queda:
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a.2. Aumento y tamaño:

b. Imagen formada por la segunda superficie (esférica).

b.1. Posición de la imagen:
n = 1      ;      n' = 1,5      ;      r = r2 = - 2 cm

con lo que al sustituir en la fórmula de Gauss (1) queda:

b.2. Aumento y tamaño:

c. Imagen formada por la tercera superficie (plana).

c.1. Posición de la imagen:

En un dioptrio plano es:

y en este caso (para la 3ª superficie, plana): n = 1,5   ;   n' = 1

y al sustituir en (1):

resultado del que se deduce que la imagen final está a 5,32 cm a la izquierda de V3.

c.2. Aumento y tamaño de la imagen final:

El aumento en una superficie plana es + 1, por lo que la imagen final tiene el mismo tamaño que y2':
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5. Sea una piscina de 4 m de profundidad de fondo transparente. Un observador A, situado

3 m por encima y otro B, situado 1 m por debajo, están mirando a un pez situado a 1 m de
la superficie. Suponemos que ambos observadores están mirando en dirección
prácticamente normal a la superficie. ¿A qué distancia ven A y B al pez? ¿Y el pez a los
observadores?

fig. 3. 62

fig. 3. 61

a. Pulpo visto por los observadores A y B.

a.1. Distancia aparente entre el observador A y el pez:

El observador A ve la imagen del pez en PA'  aunque
realmente el pez está en P (fig. 61). La distancia aparente,
es decir, la distancia a la que al observador A le parece que
está el pez es:

    

a.2. Distancia aparente entre el observador B y el pez.

El observador B ve la imagen del pez P en PB'. La
distancia aparente ahora es:

b. Observadores vistos por el pez.

b.1. Distancia aparente entre el pez y el observador A.

El pez ve la imagen del observador A en A'. La distancia
aparente es (fig. 62):

b.2. Distancia aparente entre el pez y el observador B.

El pez ve la imagen del observador B en B'. La distancia aparente es:
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fig. 3. 63

Para una mejor comprensión de la aplicación del convenio de signos, se ha dibujado el plano P en el que se
apoya la gota en posición vertical.

El observador que mira a través del microscopio, al enfocar éste sobre el punto A a través de la gota, lo que
ve realmente es la imagen A´ formada por la superficie esférica de vértice B. Al retirar la gota y enfocar de nuevo
el microscopio, éste se ha de desplazar, hacia la derecha, una distancia igual a la existente entre A' y A siendo,
según el enunciado, A'A = 1,5 mm.

La posición de la imagen A' viene dada por la fórmula de Gauss:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

en la que: n = 1,33       ;      n'  = 1

s = BA = 2r     ;        s' = BAN
De la fig. 63 se deduce que:

A'A + AB = A'B       Y       1,5 + (-s) = - s'       Y       s' = s - 1,5 =2r - 1,5

y sustituyendo en (1) los valores de n, n', s y s' queda:

En esta solución, el signo negativo del radio es debido a que es el resultado de la aplicación de la fórmula
de Gauss a la superficie esférica de vértice B cuyo radio, que es el de la gota, es el segmento orientado BC,
negativo según el convenio de signos.

En consecuencia el radio de la gota de rocío es:

r = 1,5 mm    

6. Una gota de rocío, de forma esférica y centro C, apoya en un punto A sobre un plano

horizontal. Se la observa con un microscopio cuyo eje óptico coincide con la dirección AC,
enfocado en A a través de la gota. Se retira la gota y se enfoca ahora el microscopio sobre
el punto A. Si el índice de refracción del agua es n = 1,33 y el desplazamiento efectuado por
el microscopio para realizar el segundo enfoque es de 1,5 mm, calcular el radio de la gota.
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7. Dadas dos lentes convergentes de la misma focal y separadas por su distancia focal, hallar

gráficamente la imagen de un objeto situado en el foco objeto de la primera lente. ¿Qué
aumento tiene la imagen? Explíquese el trazado de rayos realizado.

fig. 3. 64

8. Expresar la posición del objeto en función del aumento lateral y de la focal imagen para una

lente delgada en aire.

El rayo --'–  incide paralelo al eje sobre la primera lente, emergiendo de ella en dirección a su foco imagen

F1' . Por estar en este punto situada la segunda lente, este rayo no sufre desviación al pasar a través de ella.

El rayo  --''–  incide sobre la primera lente por su centro óptico y no se desvía. Puesto que en este centro

óptico está situado el foco objeto F2 de la segunda lente, el rayo  --''–  emerge de ella paralelo al eje, dando

lugar, en el punto de convergencia de  --'–  y  --''– , a la imagen final que ha de estar situada precisamente en

el plano focal imagen F2' de la segunda lente ya que los rayos que inciden sobre ella son paralelos entre sí, razón
por la que los ángulos  ó  y  ó' son iguales y como, según el enunciado, también son iguales las focales, los
triángulos sombreados son iguales. De esta igualdad se deduce que la imagen es igual que el objeto e invertida
por lo que el aumento es:

â' = -1

Se pide encontrar la forma de la función:

y para ello, partiendo de la fórmula de las lentes y despejando la distancia objeto s, obtenemos:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

y como el aumento es:

y sustituyendo en (1) :
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9. Encontrar la distancia entre el objeto y la imagen para una lente convergente que produce
un aumento transversal de cuatro veces el tamaño del objeto.

fig. 3. 65

fig. 3. 66

Puesto que el signo del aumento no se indica en el enunciado, el problema tiene dos soluciones.

1ª: Que la imagen sea real.

En este caso la imagen es invertida y el aumento es
negativo:

y de la figura se deduce que:

.. . . . . . . . . . . . . . . . (1)

Por otra parte, sustituyendo el valor de s' en la fórmula de las lentes y despejando s, queda:

y por último, sustituyendo este valor en (1):

2ª: Que la imagen sea virtual.

Ahora la imagen es derecha y el aumento positivo:

. . . . . . . . . (2)

Sustituyendo el valor de s' en la fórmula de las lentes y despejando s, queda:

y al sustituir este valor en (2):

expresión en la que el signo negativo de la distancia d se debe a que, siendo positiva la focal imagen de la lente
por ser ésta convergente, la distancia d va a ser negativa por estar la imagen O' a la izquierda del objeto O. 
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10. Dada una lente delgada divergente de índice  n, discutir las diferentes posibilidades de su focal en

función del medio que le rodea.

fig. 3. 68

La expresión:

permite calcular la focal de una lente de índice n sumergida en un medio de índice n' y de ella se deduce que el
signo de su focal imagen f ' depende del signo que tomen ambos paréntesis.

Demostraremos que el segundo paréntesis es siempre negativo cualesquiera que sea la geometría y la
orientación en el espacio de una lente divergente.

fig. 3. 67

Y si las lentes están orientadas “al revés”:

En cuanto al signo del primer paréntesis (n - n'):

a. Si el índice de la lente (n) es mayor que el índice del medio en el que está sumergida (n'), el paréntesis (n - n')
es positivo y la focal de la lente es negativa, por lo que el sistema es divergente.

b. Si  el  índice  de  la  lente (n)  es  menor  que  el  índice  del  medio  en  el  que está sumergida (n'), el paréntesis
(n - n') es negativo y la focal de la lente es positiva, por lo que el sistema es convergente.
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11. Una lente biconvexa ha de tener un índice de 1,52. Se desea que uno de los radios sea doble
que el otro y que la distancia focal sea de 5 cm. Hallar dichos radios.

12. Un objeto luminoso de 5 cm se quiere proyectar en una pantalla situada a 10 m de él para ver

su imagen con un tamaño de 2 m. ¿Cuál debe ser la potencia de la lente y donde se debe
colocar?

fig. 3. 69

Por tratarse de una lente biconvexa, el radio de la primera cara  r1 es positivo mientras que el de la segunda
r2 es negativo. Según el enunciado:

r1 = - 2.r2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

y como la focal de una lente en aire viene dada por la expresión:    

al sustituir queda:

y sustituyendo en (1): r1 = - 2.r2 = - 2.(- 3,9) = + 7,8 cm

Puesto que la imagen se va a recoger en una pantalla, se trata
de una imagen real y por tanto invertida. Su tamaño es:

y' = - 200 cm.
y el aumento:

Por otra parte, de la figura se deduce la relación de segmentos orientados:

OL + LO' = OO'

en la que: LO = s    Y    OL = - s       ;       LO' = s'       ;       OO' = + 10 cm      

por lo que, teniendo en cuenta que  s' = - 40.s, al sustituir queda:

y la distancia imagen: s' = - 40.s = - 40.(-0,24) = + 9,6 m

Por último, la potencia de la lente es:

Conclusión: la lente ha de ser convergente de + 4,27 dioptrías y ha de estar situada a 24 cm a la derecha del
objeto.
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fig. 3. 70

n1 = 1     ;     n2 = n = 1,5     ;     n3 = n' = 1,33

r1 = r = + 10 cm       ;       r2 = 2.r/3 = + 2.(10)/3 cm = + 6,66 cm

a. Cálculo de la posición de los focos.

La focal imagen de una lente de radios r1 y r2 y de índice n2 sumergida en medios de
índices n1 y n3 viene dada por la expresión:

y al sustituir valores y operar queda:

La focal objeto y la focal imagen están relacionadas por la expresión:

b. Cálculo de la posición de la imagen.

La posición de la imagen formada por una lente viene dada por la expresión:

y teniendo en cuenta que, según el enunciado, el objeto está a una distancia  s = - d, al sustituir todos los valores
queda:

c. Discusión de este resultado.

1º. Si  d = 0, es s' = 0.

2º. Si  54,286 / d  > 1,33, entonces s' es negativo y la imagen estará situada a la izquierda de la lente, siendo
virtual. Esta situación se va a producir para  d < 54,286/1,33, es decir, para d < 40,816 cm.

3º. Si  54,286 / d = 1,33,  entonces es  s' = 4. Despejando  d  se  deduce  que  esta situación se producirá cuando

d = 40,816 cm.

4º. Si  54,286 / d < 1,333, entonces  s'  es positiva  y  la imagen  será real e invertida y estará situada a la derecha
de la lente.  Esto  sucederá  cuando  d > 40,816 cm.

5º. Si  d = 4, entonces es: s' = -72,2/-1,33 = + 54,286 cm = f '

y la imagen, naturalmente, estará situada en el foco imagen de la lente.

13. Una lente delgada convexo-cóncava tiene un índice n = 1,5. La primera cara, de radio r = 10 cm,
está en contacto con el aire y la segunda, de radio 2.r/3, con un medio de índice n'.
a) calcular la posición de los focos en función de n', sabiendo que r = 10 cm.
b) hallar la posición de la imagen de un punto situado en el eje, a la izquierda de la primera

cara y a una distancia d de ella. Discutir el resultado cuando d varía entre cero e infinito si
n' = 1,33.
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14. Calcular gráfica y analíticamente el centro óptico de una lente delgada que separa el aire

de un medio de índice n = 1,5 y cuya distancia focal imagen es  f ' = + 30 cm.

fig. 3. 71

a. Determinación gráfica.

Puesto que se conoce la focal imagen f ', se puede calcular la focal objeto f :

Una  vez  situado  el  foco objeto F, desde un punto cualquiera P de su plano focal objeto se traza un rayo

--' – paralelo al eje. Este rayo emerge en dirección F'. Un segundo rayo --''–  que incida paralelo a la dirección

de emergencia del rayo  --' – , ha de emerger paralelo al  --' –  por proceder ambos de un mismo punto P del plano

focal objeto. En consecuencia, el rayo --''– no se desvía al atravesar la lente. De este hecho se deduce que este

rayo --''– está pasando por el centro óptico del sistema, quedando definida la posición del centro óptico en la

intersección de este rayo --''– con el eje (punto O).

b. Determinación analítica.

Debido al paralelismo de los rayos --' –  y --''–  emergentes, los triángulos PAB y OF'C son iguales, por lo

que:
PA = OF'

y evaluando ambos segmentos:

AP = f        Y        PA = - f. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

LO + OF' = LF'        Y        OF' = LF' - LO = f ' - LO. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

e igualando (1) y (2):

- f  = f ' - LO        Y        LO = f ' + f = + 30 + (- 20) = + 10 cm

resultado del que se deduce que el centro óptico O está situado a 10 cm  a la derecha de la lente.
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15. Hallar gráfica y analíticamente la posición y el tamaño de la imagen de un pequeño objeto

situado a 50 cm de una primera lente de potencia 4 dioptrías, que está situada a 10 cm de
una segunda lente de  -5 dioptrías.

fig. 3. 72

a. Cálculo de la imagen que forma la primera lente.

b. Cálculo de la imagen que forma la segunda lente.

y como:

queda:

resultado del que se deduce que la imagen final está situada a 40 cm a la izquierda de la segunda lente.

c. Cálculo del tamaño de la imagen.

El aumento en una asociación de lentes es el producto de los aumentos:

y como la imagen y1' que forma la primera lente es objeto virtual (y2) para la segunda, queda:

en consecuencia, la imagen final y2́ tiene el mismo tamaño que el objeto y1.
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16. ¿A qué distancia mínima se encuentran un objeto y su imagen para una lente cilíndrica

convergente suponiendo que el objeto está dispuesto perpendicularmente al eje del cilindro
de la lente?

fig. 3. 73

En la figura se ha supuesto una lente cilíndrica plano convexa, aunque el planteamiento es independiente
del tipo de lente. La distancia que separa al objeto de la imagen es:

y  sustituyendo  este valor en la fórmula de las lentes (1/s' - 1/s = 1/f ' ), queda:

La condición de mínimo requiere que la primera derivada sea nula, por lo que derivamos respecto de  s  para
obtener el valor de la posición s del objeto que hace mínima a la distancia d, siendo f ', focal imagen de la lente,
constante:

 

lo que requiere que el numerador sea nulo: s (s + 2.f ' ) = 0

ecuación que presenta dos soluciones:

1ª) que  s = 0, en cuyo caso el objeto y la imagen estarían pegados a la lente siendo nula la distancia entre ellos.

2ª) que  s + 2.f ' = 0, de donde  s = - 2.f '   y, en este caso, la distancia d entre objeto e imagen sería:

y sustituyendo el valor de  s  en la fórmula de las lentes:

y llevando este valor a la expresión de la distancia d:

d = 2 f ' + s' = 2 f ' + 2 f ' = 4f '

resultado del que se deduce que la menor distancia que puede existir entre un objeto y la imagen formada
por una lente convergente es  4f ' , lo  que  sucede  cuando el objeto está situado a una distancia doble de
la focal (s = - 2 f '), siendo objeto e imagen equidistantes de la lente por ser  s' = 2 f '.
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fig. 3. 74

a. Relación entre la distancia e y la posición del objeto s1.

El aumento en una asociación de lentes es:         .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

y teniendo en cuenta que:

al sustituir en (1) queda:  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

La primera lente forma una primera imagen y1' del

objeto (y); esta imagen hace de objeto para la

segunda lente, que forma la imagen final y2'. Como se
desconoce la posición de estas imágenes, en la figura
se han situado en una posición cualquiera pero
posible, con la seguridad de que las relaciones que
obtengamos a partir de ella serán correctas. 

De ella se deduce que:

y sustituyendo este valor en (2): . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)

expresión en la que s1 y e se expresan en metros.

b. Cálculo de la posición del objeto para e = 50 cm.

Si e = 50 cm = 0,5 m, sustituyendo este valor en (3) queda:

c. Cálculo de la nueva posición del objeto al variar e en 1 mm.

Si la lente se desplaza 1 mm, puede ocurrir que este desplazamiento se produzca hacia la primera lente o
alejándose de ella.

En el primer caso, si la segunda lente se desplaza hacia la primera, el valor de la distancia e es:

e = 50 cm - 1 mm = 49,9 cm = 0,499 m

17. Dadas dos lentes delgadas de potencias P1 = 1,5 y P2 = 1,25 dioptrías, determinar la relación que
hay entre la distancia e entre ellas con la distancia entre el objeto y la primera lente para tener
un aumento transversal total de - 4. Calculada esta relación, decir cuál es la posición del objeto
si e = 50 cm. Si, en estas condiciones, e sufre una variación de 1 mm debido a que se desplaza
la segunda lente, ¿cuánto tiene que variar la posición del objeto y en qué sentido para que el
aumento del sistema siga valiendo - 4?
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18. Demostrar que si el aumento transversal es -1 en una lente delgada, entonces la distancia
objeto-imagen es 4f'.

fig. 3. 75

y la posición del objeto:

y como la posición inicial del objeto era  s1 = - 34,48 cm, el desplazamiento que hay que dar al objeto para que
el aumento mantenga el mismo valor es:

Äs = - 34,52 - (-34,48) = - 0,04 cm = - 0,4 mm

es decir, ha de alejarse 0,4 mm de la primera lente.

En el segundo caso, si la segunda lente se aleja de la primera, la distancia e es:

e = 50 cm + 1 mm = 50,1 cm = 0,501 m
y la posición del objeto:

y el desplazamiento del objeto:
Äs = - 34,45 - (-34,48) = + 0,03 cm = 0,3 mm

por lo que, en este segundo caso, el objeto ha de desplazarse 0,3 mm hacia la primera lente.

En una lente delgada el aumento es:

y como en este caso es   â' = - 1, queda:

e introduciendo este valor en la fórmula de las lentes:

Por otra parte, de la figura se deduce que la distancia OO' entre
el objeto y la imagen es:

OO' = OL + LO' = - s + s'

y sustituyendo s y s' por los valores hallados:

OO' = - (- 2.f ') + 2.f ' = 4.f '
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fig. 3. 76

a. Para que esta persona vea los objetos muy
alejados es preciso colocarle unas gafas tales que,
de un objeto situado en el infinito, formen la
imagen en su punto remoto, que es 1 m. La
potencia PLEJOS de estas lentes para lejos es:

b. La potencia total de las gafas para ver de cerca ha de ser tal, que la imagen de un objeto situado a 20 cm se
ha de formar en su punto próximo, es decir, a 40 cm:

Según el enunciado, esta potencia se ha de conseguir mediante la adición de una lente de potencia Padición a
la lente para lejos, cuya potencia Plejos acabamos de calcular, por lo que:

Pcerca =Padición + Plejos

Padición = Pcerca - Plejos = + 2,5 - (- 1)

Padición = + 3,5 dt
 

c. La expresión:

relaciona la potencia de una lente con su geometría y como se trata de una lente equiconvexa los radios de ambas
caras son iguales y de signo opuesto:

r1 = + r        ;        r2 = - r
por lo que al sustituir queda:

19. Un miope que se ha hecho présbita tiene una distancia máxima de visión distinta de 100 cm
y su distancia mínima de visión es de 40 cm.
a) ¿Qué lentes es necesario emplear para que vea perfectamente el infinito?
b) Para ver de cerca con las mismas gafas, se acoplan a las lentes anteriores, en su parte

inferior, otras lentes. Calcular la potencia de estas segundas lentes para que su punto
próximo se vea reducido a 20 cm a través de las gafas.

c) Las lentes colocadas para ver de cerca son equiconvexas, delgadas y de índice 1,5. Calcular
el radio de curvatura de sus caras.
Suponer las gafas pegadas al ojo.
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fig. 2. 77

a. La lente ha de formar, del objeto situado a 30 cm, una imagen situada a 1,20 m  ya que ésta es la menor
distancia a la que esta persona puede ver con nitidez, por lo que:

s = - 30 cm = - 0,3 m       ;        s' = - 1,20 m

y sustituyendo estos valores en la fórmula de las lentes:

b. En este caso, la posición del objeto y de la imagen es la
misma que antes referida al ojo. Sin embargo, las distancias 
s  y  s'  son distintas por estar referidas a la lente. Los nuevos
valores de s y s' son:

OL + LE = OE

y como OL = - s, queda:

- s + LE = + 30 cm     Y     s = LE - 30

O'L + LE = O'E

y como O'L = - s', queda:

- s' + LE = + 120 cm        Y        s' = LE - 120

y sustituyendo estos valores en la fórmula de las lentes:

ecuación que resuelta ofrece dos soluciones:

LE = + 147,56 cm        y        LE = + 2,44 cm

de las que únicamente es válida la segunda ya que la primera exigiría que la lente trabajara con objeto virtual por
estar  situada  a  la izquierda del objeto. Además, esta  primera  solución implica que la lente estuviera a más de
1,20 m del ojo que es la distancia mínima de visión distinta para la persona a la que se refiere el enunciado.

En consecuencia:

d = LE = 2,44 cm

20. Un présbita cuya distancia mínima de visión distinta es de 1,20 m quiere leer a una distancia
de 30 cm. Calcular:
a) la convergencia de las lentes que debe emplear en el supuesto de que el ojo esté

prácticamente pegado a la lente.
b) si no disponemos mas que de lentes de 36 cm de focal, ¿a qué distancia del ojo deberá

colocar las lentes para ver lo mejor posible el libro situado a 30 cm del ojo?
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fig. 3. 78

fig. 3. 79

a. En la figura 78, R es el punto remoto de esta persona y P su punto próximo. Esta persona únicamente puede ver
los objetos (sin gafas) o las imágenes (con gafas) que estén situados en la zona definida por el segmento RP
comprendido entre su punto remoto y su punto próximo.
Para poder ver un objeto alejado (en el infinito), esta persona necesita una lente tal que forme la imagen en su
punto remoto R. La potencia de esta lente es:

b. Con estas gafas diseñadas para lejos esta persona va a ver nítidamente los objetos lejanos. Sin embargo no puede
ver aquéllos objetos que estén muy próximos. Para calcular la posición más próxima a la que puede estar situado
un objeto para que lo pueda ver, hagamos la siguiente consideración: en una lente divergente, a medida que se
acerca el objeto hacia la lente (posiciones yA, yB, yC,.. de la figura 53), la imagen también se acerca (posiciones yNA, 

yNB , yNC ,..). Cuando el objeto está en la posición C la imagen se forma justamente en el punto próximo P. Si el objeto
se acercara más a la lente, la imagen se formaría a menor distancia que el punto próximo y esta persona no la podría
ver nítidamente. En consecuencia la posición C es la más próxima a la que puede puede estar un objeto para que la
pueda ver con estas gafas diseñadas para lejos. 

La distancia s a la que está situada la posición C del objeto es:

resultado del que se deduce que, con estas gafas, no podrá ver objetos que estén situados a menos de 24 cm ya que,
para posiciones más próximas, la imagen se metería en la zona PL en la que no puede ver con nitidez.

Nota: en la resolución de este problema se ha despreciado la distancia lente-ojo ya que el enunciado no indica su
valor.

21. Una persona con una severa miopía puede ver claramente los objetos sólo si están situados a una
distancia entre 15 y 40 cm del ojo. Determinar la distancia focal de las lentes de las gafas que le
proporcionarán una visión clara de los objetos lejanos. Hallar después la distancia desde el ojo
hasta el objeto más próximo que esta persona puede distinguir claramente cuando utiliza las
gafas.
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22. Las lentes de unas gafas de miope tienen una distancia focal de -20 cm y la lente está situada a 1,4 cm

del ojo. Si esta persona cambia a lentes de contacto situadas directamente sobre el ojo, ¿cuál deberá
ser la potencia de éstas?

fig. 3. 80

fig. 3. 81

a. Cálculo de la posición del punto remoto.  

Para que este miope pueda ver con gafas los objetos alejados (s = 4), la lente ha de formar la imagen en su punto
remoto R (fig. 80), por lo que:

s' = f ' = - 20 cm = RL

en consecuencia, el punto remoto R ha de coincidir con
el foco imagen F' de la lente.

No obstante, esta posición s calculada es la distancia
entre el punto remoto R y la lente. La posición de R
referida al ojo es:

RE = RL + LE = 20 + 1,4 = 21,4 cm = 0,214 m

b. Cálculo de la potencia de las lentes de contacto.

Cuando el miope utilice lentes de contacto, acopladas directamente sobre el ojo, la potencia de estas lentes ha
de ser tal, que de un objeto situado en el infinito, formen la imagen en el punto remoto R (fig. 81).

La potencia de estas lentes, al tener su segunda
superficie  en  contacto   con  la  lágrima   acuosa (n =
4/3) que cubre la córnea viene dada por la expresión:

en la que:

s = 4      ;      s' = - 21,4 cm = - 0,214 m

y n1 = 1 (aire)      ;     n3 = 4/3 (agua)

quedando al sustituir y operar:

Si la lente no estuviera adosada al ojo, es decir, si entre la lente y el ojo existiera una capa de aire de espesor
despreciable, la potencia necesaria sería:
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23. Dos lentes  cilíndricas  separadas  entre  sí  20  mm  tienen  potencias P1 = 103, 333 D y P2 = 36,905 D

en dos planos perpendiculares entre sí.
a) Si el objeto se sitúa a 10 mm a la izquierda de la primera lente, ¿dónde se localizarán las imágenes?
b) Si el objeto es un cuadrado de 10 x 10 mm, ¿qué forma tendría su imagen?

fig. 3. 82

La potencia de la lente L1, en el meridiano vertical (plano YZ), es nula ya que su sección según este plano no
presenta ninguna superficie esférica. La potencia de esta lente en el meridiano horizontal (plano XY) es, según el

enunciado del problema, P1 = 103,33 D.

La lente L2 tiene potencia nula en su meridiano horizontal mientras que su potencia en el vertical es P2 = 36,905
dioptrías. En consecuencia, para las dimensiones verticales (CA) del objeto, todo sucede como si únicamente existiera
la lente L2, mientras que sobre las dimensiones horizontales (BD) del objeto, únicamente actúa la lente L1.

a. Imagen de DB formada por la lente L1.

a.1. Posición.

a.2. Tamaño.

  

b. Imagen de CA formada por la lente L2. 

b.1. Posición.

b.2. Tamaño.

CONCLUSIÓN.

De la posición obtenida para ambas imágenes se deduce que están en un mismo plano imagen ya que las dos

están a 300 mm de la lente L1 o, lo que es lo mismo, a 280 mm de L2. Del tamaño de las imágenes C'A' y D'B' se
deduce  que  la imagen total es un rectángulo invertido respecto del objeto y mayor que él, de dimensiones:

 (D'B') x (C'A') = 300 mm x 93,33 mm
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24. Un cubo de arista L = 12 cm e índice n tiene un espacio hueco en su interior en forma de esfera de
radio r = 3 cm. Sabiendo que el centro del cubo y el centro de la esfera están alineados, calcular
el índice de refracción del cubo y la posición de la esfera dentro de él para que un haz estrecho de
rayos paralelos que incide en el cubo normalmente a una de sus caras, salga de la esfera pasando
por el centro del cubo y salga del cubo pasando por el centro de la esfera. Se supone el cubo
inmerso en aire, medio que llena también la esfera hueca.

fig. 3. 83

En la figura 57, C es el centro del cubo y E el de la esfera. Los rayos paralelos que inciden sobre la primera cara
del cubo (plana de vértice V1) no se desvían por incidir perpendicularmente a ella y alcanzan la primera superficie de
la esfera (convexa de vértice V2) refractándose en dirección que pasa por su foco imagen F2', dando lugar a la formación
de una imagen en este punto F2', cuya posición calculamos mediante la expresión:

en la que: n = ncubo = n          ;         n' = nesfera (aire) = 1          ;          r = + 3 cm

y sustituyendo:

A continuación la luz alcanza la segunda superficie de la esfera (cóncava de vértice V3) y se refracta en ella
pasando del aire (esfera) al medio de índice n (cubo). Para esta segunda superficie de la esfera todo sucede como si
la luz procediera de un objeto real situado en F2' a una distancia s3 de su vértice V3, dando lugar a una imagen que,
según el enunciado, ha de estar situada en el centro C del cubo, a una distancia s3' del vértice V3. El valor de s3 y de s3'
no es posible calcularlo por desconocerse el índice de refracción del cubo pero sí se pueden calcular en función de éste
índice.

Para ello consideremos la relación de segmentos (ver fig. 83):

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)
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y como:

al sustituir estos valores en (1) queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

También de la fig. 83 se deduce que: CV3 = CE + EV3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)

y como: CV3 = - s'3       ;       CE = + d       ;       EV3 = + 3 cm

al sustituir estos valores en (3) queda: - s'3 = d + 3      Y      s'3 = - (d + 3). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4)

Sustituyendo los valores de s3 y s'3 dados por las expresiones (2) y (4) en la fórmula de Gauss teniendo en cuenta
que ahora es: 

n = nesfera (aire) = 1        ;        n' = ncubo = n        ;        r = - 3 cm

queda: . . . . . . . . . . . . (5)

Por último, la luz alcanza la segunda superficie del cubo (plana de vértice V4) y se produce una nueva refracción.
Para esta cara plana todo sucede como si los rayos procedieran de un objeto situado en C a una distancia s4 de su
vértice V4. Según el enunciado, esta superficie ha de formar la imagen final en el centro de la esfera E, a una distancia
s4'. Calcularemos s4 y s4' en función de n. En la figura se designa por d a la distancia CE entre el centro del cubo y el de
la esfera. De ella se deduce que:

CV4 = CE + EV4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6)

y como: CV4 = - s4 = + 6 cm       ;       CE = d       ;       EV4 = - s'4

al sustituir estos valores en (6) queda:

Sustituyendo estos valores de s4 y s4' en la fórmula del dioptrio plano, teniendo en cuenta que ahora la luz pasa
del cubo al aire y que por tanto ahora es:

n = ncubo       ;       n' = naire = 1
queda:

. . . . . . (7)

Por último, igualando las expresiones (5) y (7):

ecuación que ofrece dos soluciones: d1 = 2,34 cm        y        d2 = - 3,84 cm

de las que únicamente es válida la primera ya que la segunda requiere que una parte de la esfera esté fuera del cubo.
Del signo positivo de d1 se deduce que el centro de la esfera está a 2,34 cm a la derecha del centro del cubo.

Sustituyendo este valor de d en cualquiera de las expresiones (5) o (7) se obtiene el valor del índice de refracción
del cubo:
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25. Una persona miope necesita una corrección de -2,5 dt para ver objetos lejanos. Con esta
corrección, es capaz de ver objetos a una distancia mínima de 24 cm. Calcular el intervalo de visión
cuando no lleva gafas. Si la lente correctora tiene un índice de 1,5 y el radio de curvatura de la
primera cara es el doble que el de la segunda, calcular cómo varía el intervalo de visión cuando
la persona se sumerge en el mar considerando, en este caso, que entre la lente y el ojo el medio
es aire. Despreciar la distancia lente ojo.

fig. 3. 84

fig. 3. 85

A. Persona situada en el aire.

La lente correctora forma, de un objeto en el infinito, una
imagen en el punto remoto R del miope, siendo R el punto más
alejado que puede ver sin gafas (fig. 84) y cuya posición
calculamos:

resultado del que se deduce que el punto remoto R de esta
persona está a 40 cm y, por lo tanto, sin gafas no podrá ver
objetos situados a menos distancia.

Por ser una lente divergente, las imágenes que forma están
situadas entre el objeto y la propia lente (fig. 85) de manera
que para una determinada posición A del objeto, la imagen se
forma en el punto próximo P. Si el objeto estuviera en una
posición B más próxima, la imagen se formaría en B', punto
situado a menor distancia que su punto próximo P y no podría
verlo con nitidez. En consecuencia, la posición del punto más
próximo que puede ver con gafas es A, situado según el
enunciado a una distancia de 24 cm, por lo que:

resultado del que se deduce que, el punto próximo P de esta persona está a 15 cm por lo que, sin gafas, esta persona
no puede ver objetos situados a menos distancia.

Conclusión: sin gafas su intervalo de visión es desde 15 hasta 40 cm.

B. Persona sumergida en agua.

Para poder conocer el intervalo de visión cuando está sumergida es preciso calcular la potencia de la lente cuando,
según dice el enunciado, el primer medio es agua y el segundo, entre lente y ojo, es aire, despreciándose esta
distancia. La potencia P de la lente en aire es:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

en la que P1, P2,  f '1  y  f '2  son las potencias y focales de las superficies que delimitan la lente y n su índice.

Calculamos estas focales:

en las que r es el radio de la segunda superficie de la lente.



Manual de Óptica Geométrica.
 J.V. Santos (jsb267@gmail.com)

Tema III - 61

Al sustituir estos valores de las focales  en (1) queda:

La potencia P ' de la lente cuando la primera cara está sumergida en agua es:

P ' = P '1 + P2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

en la que P'1 es la potencia que tiene ahora la primera superficie, mientras que P2 es la potencia de la segunda

superficie, que no sufre ningún cambio por seguir estando en contacto con el aire, por lo que tiene el mismo valor que
en el caso anterior, es decir:

Calculamos P'1:

y sustituyendo en (2) queda:

Calcularemos a continuación el nuevo intervalo de visión, es decir, la zona comprendida entre la posición más

alejada y la más próxima en la que puede estar situado un objeto para que la persona sumergida pueda verlo con

gafas. Para ello recordemos que esta persona únicamente puede ver objetos (sin lentes) o imágenes (con lentes) que

estén situados a más de 15 cm y a menos de 40 cm y que la potencia de la lente, cuando está sumergida es de - 4,166D

En estas condiciones, si un objeto está situado en el agua a distancia infinita (s = 4), la lente va a formar una imagen

de él en una posición:

por lo que esta persona, sumergida con gafas, va a poder ver objetos en el infinito ya que su imagen se forma a 24 cm,

lo que está dentro de su campo de visión.

En las lentes divergentes, al acercar el objeto a la lente la imagen también se acerca, por lo que para una

determinada posición del objeto la imagen va a estar en la posición más próxima para que pueda ser vista, es decir

a 15 cm. Esta posición del objeto es:

Conclusión: sumergida con gafas, esta persona va a poder ver objetos situados entre  53,3 cm y el infinito.
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26. Calcular analíticamente el aumento transversal que produce un dioptrio plano para cualquier
posición del objeto.

27. Un anciano puede ver sin gafas los objetos situados a distancias entre 60 y 200 cm de su ojo. ¿Qué
lentes necesita para ver objetos alejados?, ¿y para leer el periódico colocado a 30 cm del ojo? ¿A
qué distancia no podrá ver esta persona con las lentes calculadas anteriormente? Despreciar la
distancia lente-ojo.

fig. 3. 86

fig. 2. 87

El aumento transversal en un dioptrio esférico viene dado por la expresión:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

y teniendo en cuenta que un dioptrio plano es también un dioptrio esférico (de radio infinito), la expresión anterior

es válida para el dioptrio plano. No obstante, la relación que existe entre la posición del objeto y de la imagen en el

dioptrio plano es:

por lo que al sustituir en la expresión (1) del aumento queda:   

a. Lentes para objetos alejados.

La lente que necesita ha de formar, de un objeto y
situado en el infinito, una imagen y' en su punto remoto R
(fig. 86):

s = 4          ;          s' = - 200 cm = - 2 m

b. Lentes para objetos a 30 cm.

La lente que necesita ha de formar, de un objeto y

situado a 30 cm, una imagen y' situada en su punto próximo
P (fig. 87):

s = - 30 cm = - 0,3 m        ;        s'= - 60 cm = - 0,6 m
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fig. 3. 88

fig. 3. 89

c. Distancias a las que no puede ver con estas lentes.

c.1. Con las lentes para ver "de lejos".

Con estas lentes, cuya potencia calculada en el apartado  a.  es de  - 0,5D, esta persona puede ver perfectamente
los objetos alejados. Sin embargo, cuando un objeto se acerca a una lente divergente ésta forma de él una imagen cada
vez más próxima a la lente por lo que habrá una posición del objeto s para la que la imagen y' se formaría en el punto
próximo P (fig. 88):

resultado del que se deduce que, con estas lentes, no podrá ver objetos situados a menos de 86 cm ya que la imagen
se formaría a una distancia menor que el punto próximo, es decir, entre P y la lente y en esa zona no puede ver con
nitidez ningún objeto.

c.2. Con las lentes para ver "de cerca".

Con  estas  lentes, cuya potencia calculada en el apartado  b. es de  + 1,67 D, esta persona puede ver objetos
situados a una distancia mínima de 30 cm. No obstante, al alejarse un objeto de una lente convergente (que trabaje
con objeto dentro de su focal como en este caso) la imagen también se aleja de la lente por lo que habrá una posición
s del objeto (fig. 89) para la cual la imagen se forme en el punto remoto R.

Esta posición s es:

s = - 0,46 m = - 46 cm

Conclusión: de este resultado se deduce que esta persona, con las gafas para ver "de cerca", no podrá ver objetos
situados a más de 46 cm ya que para mayores distancias objeto, la imagen se formaría más lejos que el
punto remoto R.
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28. En el siguiente sistema, hallar gráficamente la imagen del objeto. Explicar los pasos seguidos y definir
la imagen.

fig. 3. 90

El rayo --'  – incide en dirección al foco objeto F1 de la primera lente por lo que emerge de ella paralelo al eje,

saliendo del sistema en dirección foco imagen F2' de la segunda.

El rayo --''– incide paralelo al eje y emerge de la primera en dirección a su foco imagen F1́. Para conocer la

dirección de este rayo después de atravesar la segunda lente es preciso trazar un rayo auxiliar ( --'''– ) paralelo al

--''– entre las dos lentes con el que ha de cortarse en un punto (P) del plano focal F2' por incidir ambos sobre la

segunda lente paralelos entre sí, punto que define la dirección con la que emerge de la segunda lente.
La utilización del rayo que partiendo del objeto incidiera por el centro de la primera lente no es conveniente en

este caso ya que este punto no es su centro óptico por ser f1 � f 1́ como puede verse claramente en la figura que
representa al sistema propuesto y, en consecuencia, este rayo sufriría una desviación.

La imagen es mayor, invertida y real por formarse en la convergencia de los rayos --'  – y --''– . 
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29. Una semiesfera de vidrio con índice 1,5 sumergida en aire tiene un radio de 5 cm. Dos rayos
paralelos al eje inciden sobre la cara curva a una altura sobre el eje óptico de 2 y 4 cm
respectivamente. Hallar:
a) el punto de corte de estos rayos con el eje después de atravesar la semiesfera.
b) el ángulo que forman estos rayos entre sí a la salida.
c) si suponemos una lente delgada de las mismas características geométricas, ¿donde focalizarían

los rayos?

fig. 3. 91

1. Planteamiento del problema.

El rayo incidente sufre una primera refracción en P y una
segunda en Q, cortando al eje en un punto B situado a una
distancia x del centro de curvatura C de la semiesfera. Esta
distancia x es la que hemos de calcular.

En el triángulo QCB (fig.91):

por lo tanto, para determinar la posición del punto de corte
x hay que calcular el segmento QC y el ángulo ä.

2. Consideraciones geométricas.

Los ángulos g2' y ä son iguales por tener un lado común
y el otro paralelo, siendo ä la desviación que sufre el rayo al
atravesar la semiesfera ya que es el ángulo que forman las
direcciones del rayo incidente y el emergente:

ä = g2'

Por la misma razón los ángulos g1 y á son también iguales:  
  

á = g1

3. Cálculo del ángulo de incidencia g1.

En el triángulo PAC: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

para  h = 2 cm (en la 1):

para  h = 4 cm (en la 1):

4. Cálculo del ángulo de refracción g1'.

En el punto P: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

para h = 2 cm (en la 2):

para h = 4 cm (2n la 2):

5. Cálculo del ángulo g2.

En el punto P: g1 = g1' + g2         û         g2 = g1 - g1' 

para h = 2 cm: g2 = 23,58 - 15,47  =  8,11o

para h = 4 cm: g2 = 53,13 - 32,23  = 20,90o
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fig. 3. 92

6. Cálculo del ángulo g2'.

Aplicando la ley de Snell en el punto Q:            .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)

para h = 2 cm (en la 3):

para h = 4 cm (en la 3):

7. Cálculo del segmento QC.

Aplicando el teorema de los senos al triángulo PQC:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4)

para h = 2 cm (en la 4):

para h = 4 cm (en la 4):

8. Cálculo del punto de corte (x).

Según se vio en el punto 1: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5)

Sustituyendo valores queda:

para h = 2 cm (en la 5):

para h = 4 cm (en la 5):

9. Cálculo del ángulo que forman los rayos.

En el punto 2 se ha visto que la desviación ä que sufre el rayo es igual al

ángulo g2'. El ángulo n que forman las direcciones de los rayos emergentes
es por lo tanto:

n = ä2 - ä1 = g2'  (h = 4 cm) - g2'  (h = 2 cm) 

n = 32,35 - 12,22 = 20,13o 

10. Caso de una lente delgada.

Ahora se ha de considerar que los rayos están en la zona paraxial y en consecuencia ambos rayos focalizarían en

el foco imagen F' de la lente, que sería convexo-plana de radios  5 cm e  4 y de n = 1,5. La distancia focal de una lente

delgada viene dada por la expresión:

por lo que ambos rayos cortarían al eje (focalizarían) a 10 cm a la derecha de la lente.
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30. Sea un microscopio compuesto por dos lentes delgadas convergentes de focales f1' = 15 mm y f2' =
25 mm respectivamente separadas 175 mm. Con dicho microscopio se observa una lámina plano-
paralela de índice 1,54 y espesor 1 cm enfocando su primera cara. Calcular el desplazamiento que
hay que efectuar con el microscopio para enfocar la segunda cara de la lámina. Calcular asimismo
la posición inicial de la lámina respecto del microscopio.

fig. 3. 93

fig. 3. 94

1º. Cálculo del desplazamiento.
La segunda cara de la lámina forma, de un

objeto O1 situado sobre la primera cara (s1 = 1 cm),
una imagen O1'. Puesto que un microscopio está
enfocado cuando la imagen que forma está en el
infinito, la imagen del punto O1', a través de la lente
L1, ha de estar en el foco objeto F2 de la lente L2 con
lo que ésta formará la imagen final en el infinito.

Para enfocar al punto O2, situado sobre la
segunda cara, hay que desplazar al sistema de
lentes "a la derecha" una distancia  ä  igual a  s1' ,
por lo que:

2º. Cálculo de la posición de la lámina.

a. Cálculo de la posición de ON2 .

Conocida la posición s2' de la imagen O2'
que forma la primera lente, calculamos la
posición del objeto (O2) mediante la
expresión: 

en la que: s' = s'2 = + 150 mm           ;           f ' = f '1 = + 15 mm           ;          s = s2  

quedando al operar: s2 = - 16,67 mm.

b. Posición inicial de la lámina.

Con este resultado y con ayuda de la figura se deduce que la distancia x entre la primera lente en su posición inicial
y la lámina es:

x + 6,5 = 16,67          ;         x = 10,17 mm
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31. Dadas dos lentes de focales fr1 y fr2 ambas positivas, calcular el aumento transversal total del
sistema para un objeto real situado en el foco de la primera lente.

fig. 3. 95

El aumento en una asociación de lentes es el producto de los aumentos:

En este caso, por estar el objeto en F1 la primera imagen se forma en el infinito y por tanto sr1 = 4. Esta imagen

actúa como objeto para la segunda lente por lo que s2 = 4. Al sustituir estos valores en la expresión del aumento queda

una indeterminación 4/4.       
Para poder calcular el aumento construyamos gráficamente la imagen. En la figura, el rayo auxiliar (R.A. --'– )

paralelo al --'– y al  --''–  en su incidencia sobre la segunda lente, se ha de cortar con los respectivos emergentes de

L2 en un punto (P') del plano focal imagen Fr2 , lo que define la dirección de ambos rayos.
Los triángulos sombreados son semejantes por tener todos sus lados paralelos. De esta semejanza se deduce que:
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10. LISTADO DE PROBLEMAS.

1. Una lente semiesférica de radio R, tallada en un vidrio de índice de refracción n está incrustada en la pared opaca
de una caja muy iluminada interiormente. Un observador mira desde muy lejos la cara plana de la lente en la
dirección normal a ésta. ¿Verá toda la lente iluminada?  Describir el aspecto observado.

Solución: verá un círculo iluminado de radio  r = R / n.

2. Una superficie esférica convexa de radio 1,5 cm separa el aire de un plástico transparente de índice 1,5. A una
cierta distancia de esta superficie hay una superficie cóncava de radio -1,5 cm que separa el primer plástico de otro
de índice 1,8. Si situamos un objeto de 5 cm de altura en el aire a 3 cm del vértice de la primera superficie, calcular:
a) las focales de las dos superficies, b) la potencia de cada superficie, e) la posición final de la imagen.

Solución: a) f1 = - 3 cm   ;   f1́ = 4,5 cm   ;   f2 = 7,5 cm   ;   f2 = - 9 cm

b) P1 = 33,33 D.  ;   P2 = -20 D.  ;   La imagen está en F2́.

3. Un haz estrecho de rayos paralelos entra en una esfera maciza de vidrio en dirección axial. El radio de la esfera
mide 3 cm y su índice es 1,50. a) ¿En qué punto fuera de la esfera se reúnen estos rayos?, b) ¿cuál debería ser el
valor del índice para que focalizaran en un punto situado exactamente en la segunda superficie?.

Solución: a) A 1,5 cm a la derecha del vértice de la segunda superficie, b) n = 2.

4. Una lente equicóncava tiene un índice n = 1,65. Calcúlense sus radios de curvatura para que la potencia sea - 2,5D
Considérese la lente delgada.

Solución: r = 52 cm.

5. Se utiliza una lente convergente para formar la imagen de la llama de una bujía sobre una pantalla distante. En el
haz convergente y a 40 cm de la  pantalla  se  coloca una segunda lente de radios  r1 = 12 cm  y r2 = - 24 cm  con 
n = 1,60. Calcular: a) la potencia de la segunda lente, b) la posición de la imagen final.

Solución: P2 = + 7,5 D   ;   A 10 cm a la derecha de la segunda lente.

6. Calcular la distancia focal de una lente delgada bicóncava cuyos radios de curvatura son de 10 y 20 cm
respectivamente. La lente está hecha de cristal al plomo (n = 1,66) y sumergida en agua (n = 4/3). ¿Qué valor tendrá
dicha focal si la lente estuviera hecha de fluorita (n = 1,43) y estuviera sumergida en bisulfuro de carbono (n =
1,63)?.

Solución: a) f'= - 27,21 cm.
b) f'= + 54,33 cm.

7. ¿Cuál es la relación entre la distancia focal de una lente plano-convexa y la distancia focal de una lente biconvexa,
ambas delgadas, si se supone que los índices son los mismos y que todas las superficies esféricas tienen la misma
curvatura?.

Solución:  f1́ = 2.f2́

8. Una lente delgada positiva de distancia focal f' produce una imagen real N veces más grande que el objeto.
Demostrar que la distancia lente-pantalla es igual a (N + 1).f´ .

9. Imagínese que se quiere observar la imagen de un objeto a través de una lente y verlo en forma correcta pero con
una altura de un tercio de la real. Llamando f' a la distancia focal, determinar la clase de lente que se necesita así
como las distancias objeto e imagen en términos de f'. Construir un diagrama de rayos.

Solución: a) Se trata de una lente divergente.
b) s = 2.f'   ;   s'= 2.f'/ 3 .
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10. Con dos vidrios de reloj del mismo radio de curvatura R y de espesor despreciable se forma, pegándolos, una lente
biconvexa hueca. Si se llena con líquido de índice de refracción  5 / 4, la imagen de un objeto situado a 40 cm de
la lente está en el infinito. Si se llena con un líquido de índice de refracción n desconocido, la imagen del mismo
objeto resulta estar a 40 cm de la lente. ¿Cuáles son los valores de n y R?.

Solución:  n = 1,5   ;   r = 20 cm.

11. Un objeto recto, de 2 mm de altura, está situado a 90 cm a la izquierda de una lente delgada divergente de 30 cm
de distancia focal. A continuación de la lente divergente se dispone una lente delgada convergente de 5D de
convergencia. 1º) Determínese cuál debe ser la distancia entre las dos lentes para que la imagen definitiva del
objeto anterior sea real y esté situada a 30 cm de la lente convergente. 2º) Dibújese la marcha aproximada de los
rayos.

Solución:  e = 37,5 cm.

12. El radio de curvatura de una lente plano-convexa es de 30 cm. Delante de ella se coloca un objeto de 5 mm,
perpendicular al eje principal, y detrás, una pantalla a 4 m de distancia. Calcular: 1º) la distancia focal de la lente,
2º) la distancia a la cual habría que colocar el objeto para que la imagen se recoja en la pantalla, 3º) el tamaño de
la imagen, 4º) si la lente, el objeto y la pantalla se sumergen en agua, calcular, en este caso, la posición del objeto
para que su imagen se recoja en la pantalla. (Índices de refracción: vidrio 3 / 2, agua 4 / 3).

Solución: 1º) f'= + 60 cm   ;    2º) s = - 0,706 m    ;   3º) y´= - 28,33 mm    ;    4º) f'= + 240 cm    ;    5º) s = - 6,00 m.

13. Un operado de cataratas (ojo sin cristalino) deberá emplear unas gafas bifocales para poder leer (objeto a 25 cm
del ojo) y para tener visión lejana (objeto en el infinito). Determínese la potencia de cada parte de la gafa, si se
hace de vidrio de índice de refracción 1,4. Se conoce: el radio de curvatura de la córnea = 8 mm, la profundidad
del ojo = 25 mm, el índice de refracción del humor acuoso = 4 / 3 y que la lente deberá estar a 1,6 cm del ojo.
Considérese la lente delgada.

Solución:  Para cerca:  P = + 14,1 D   ;    Para lejos:  P = + 9,83 D

14. Un hombre puede ver claramente los objetos sólo si están a una distancia comprendida entre 15 y 35 cm. a) ¿Qué
potencia han de tener unas lentes de contacto para que los objetos lejanos se vean nítidamente?. b) ¿Dónde estará
su punto próximo?.

 
Solución: a) P = - 2,86 D, b) a 26,3 cm.
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TEMA - IV

ESPEJOS.

1. ESPEJOS ESFÉRICOS.

1.1. Posición de la imagen.
1.2. Foco y distancia focal.
1.3. Potencia.
1.4. Formación de imágenes.

1.4.1. Marcha de los rayos.
1.4.2. Imágenes en espejos cóncavos.
1.4.3. Imágenes en espejos convexos.

1.5. Aumento.

2. ESPEJOS PLANOS.

3. PROBLEMAS RESUELTOS.
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fig. IV. 0

1. ESPEJOS ESFÉRICOS.

Son superficies esféricas pulimentadas. Si la parte reflectante es la interior del casquete esférico recibe el
adjetivo cóncavo y si es la externa convexo (fig. 0).

1.1. Posición de la imagen.

Se trata de obtener una expresión que permita calcular la posición de la imagen que forma un espejo esférico
en función de su geometría (r) y de la posición del objeto (s).

Para ello se puede seguir un procedimiento análogo al desarrollado para las lentes. No obstante seguiremos
otra vía que va a ser muy útil en el estudio de algunos sistemas ópticos:  una reflexión se puede estudiar como
si fuera una refracción en la que el índice del segundo medio (n') fuera igual y de signo opuesto al del primer
medio (n).

Así, si en la fórmula de Gauss que relaciona la posición de la imagen con la del objeto, con los índices y con
el radio en una superficie esférica, hacemos  n' = - n , queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1) 

expresión que permite calcular la posición (s') de la imagen que forma un espejo esférico conocida la posición del
objeto (s) y el radio del espejo (r) y de la que se deduce que la posición de la imagen no depende del medio en
el que esté sumergido el espejo.

1.2. Foco y distancia focal.

Si en las expresiones que relacionan las focales de una superficie esférica con el radio y los índices, hacemos
n' = - n :

resultado del que se deduce:

- que en los espejos esféricos ambos focos coinciden:   F / F'.

- que los espejos cóncavos, por tener radio negativo, tienen también focal negativa, mientras que en los
convexos el radio y la focal es positiva.

- que la focal de un espejo no depende del medio (n) en el que está sumergido el espejo.
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fig. IV. 1

fig. IV. 2

1.3. Potencia de un espejo.

Es la inversa de su focal:

de donde se deduce que la potencia de un espejo tampoco depende del medio en el que está sumergido.
La potencia de un espejo se expresa en dioptrías (D) para lo cual la focal debe expresarse en metros.

1.4. Formación de imágenes en los espejos esféricos.

1.4.1. Marcha de los rayos en espejos cóncavos y en convexos.

a. Los rayos que, como el --'-- (fig. 1) incidan sobre el espejo paralelamente al eje se reflejan en dirección tal,
que ellos o sus prolongaciones pasan por el foco F.

b. Los rayos que, como el --''–, incidan en dirección focal, después de reflejarse llevan dirección paralela al
eje.

c. Los rayos que, como el --'''--, incidan en dirección al centro de curvatura C del espejo no se desvían en
cuanto a dirección, reflejándose en sentido contrario.

1.4.2. Imágenes en los espejos cóncavos.

Las características de las imágenes dependen de la posición del objeto. Así, consideraremos las siguientes
zonas (fig. 2):

a. Si el objeto está situado a una distancia mayor que el radio (fig. 2a), la imagen es real, menor e invertida
respecto del objeto.

b. Si el objeto está situado en el centro de curvatura C (fig. 2b), la imagen es real e igual que el objeto pero
invertida y está situada a la misma distancia.
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fig. IV. 3

fig. IV. 4

c. Si el objeto está situado entre el centro de curvatura C y el foco F del espejo (fig. 3c), la imagen es real, mayor
e invertida respecto del objeto.

d. Si el objeto está situado entre el foco F y el espejo (fig. 3d), la imagen es virtual, mayor y derecha, de manera
que a un observador le parece que los rayos reflejados proceden del punto B´ imagen del punto objeto B.

1.4.3. Imágenes en los espejos convexos.

En estos espejos, la naturaleza de la imagen es independiente de
la posición del objeto siendo siempre virtual, menor y derecha
respecto del objeto (fig. 4). Al observador le parece que los rayos
reflejados proceden del punto B´ y en él ve la imagen del punto B. El
resto de los puntos del objeto daría lugar a imágenes comprendidas
entre A´ y B´ por lo que entre estos dos puntos quedaría situada la
imagen y´.

1.5. Aumento lateral en los espejos esféricos.

Puesto que una reflexión se puede estudiar como una refracción
en la que el índice del segundo medio es igual al del primero
cambiado de signo, si en la expresión (11) de la pág. 3-11 que da el
aumento para el dioptrio esférico hacemos n' = - n  queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

2. ESPEJOS PLANOS.

Constituyen un caso particular de espejos esféricos en los que el radio es infinito. En consecuencia, haciendo 

r = 4  en la expresión (1) queda:

resultado del que se deduce que la imagen se forma al otro lado del espejo y a la misma distancia que el objeto.
En cuanto al tamaño de la imagen formada por los espejos planos, por ser  s'= - s, al sustituir en la expresión

(2) queda:

y, en consecuencia, la imagen es derecha y del mismo tamaño que el objeto.

Los espejos planos son sistemas afocales ya que al ser  r = 4   y   f  = r/2, su focal es infinita.
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fig. IV. 4

1. El radio de un espejo esférico es de  - 30 cm. Un objeto de + 4 cm está a distancias del espejo: a)
60 cm, b) 30 cm, c) 15 cm, d) 10 cm. Hállese la distancia imagen para cada una de estas
posiciones. Hallar el tamaño de la imagen en cada caso.

2.1. Imágenes en los espejos planos.

En la fig. 4 se representa la formación de imágenes en un
espejo plano. Al observador le parece que los rayos emitidos por
el punto A del objeto proceden de A´ siendo en este punto donde
ve la imagen de A. Lo mismo sucede con el resto de los puntos del
objeto AB dando lugar a la imagen virtual A´B´.

En los espejos planos, todos los rayos que emergen de un
punto objeto, como el A de la fig. 4, convergen (en este caso lo
hacen sus prolongaciones) en un sólo punto imagen A´,
cualesquiera que sea su ángulo de incidencia y por lo tanto son
sistemas estigmáticos.

3. Problemas resueltos.

a. Posición de la imagen.

En la fórmula de los espejos:   

despejando s' queda: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

b. Tamaño de la imagen.

El aumento en los espejos es:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

c. Resultados. Sustituyendo cada valor de  s  en  (1)  y los de  s  y  s' en  (2)  queda: 

s s' y'

- 60 cm - 20 cm (real) - 1,33 cm (invertida)

- 30 cm - 30 cm (real) - 4 cm (invertida)

- 15 cm 4 4

- 10 cm + 30 cm (virtual) + 12 cm (derecha)
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2. Un espejo produce una imagen real e invertida tres veces mayor que el objeto, a una distancia
de 28 cm del objeto. Hallar la distancia focal del espejo.

fig. IV. 5

3. A 20 cm delante de un espejo esférico convexo de 0,5 m de distancia focal y con un radio útil de
4 cm se coloca un objeto. Un observador cuyo ojo está sobre el eje del espejo a 1 m delante de
éste, mira el objeto reflejado en él. ¿Cuál es la altura del objeto visible para el observador?

Suponer la pupila puntual. 

fig. IV. 6

El aumento es:

De la figura se deduce la relación de segmentos orientados:

O'O + OV = O'V

en la que: O'O = + 28 cm       ;       OV = - s       ;       O'V = - s' 

y al sustituir, igualar y operar, queda:

 

Por otra parte al sustituir  s' por su valor  3.s  y el de  s  por el suyo en la fórmula de los espejos: 

y de este resultado se deduce que el espejo es cóncavo por tener focal negativa, lo que no podía ser de otra forma
por ser éstos los únicos espejos que forman imágenes reales de objetos reales.

Por tratarse de un espejo convexo, la imagen va a ser virtual
y estará situada en un punto O'. El tamaño de imagen que el
observador puede ver es O'D y queda definido por la
intersección de la línea que une el punto A, en el que está
situado el observador y el punto B, borde del espejo, con el
plano imagen. Este tamaño de imagen se calcula aplicando la
razón de semejanza a los triángulos APB y AO'D:

. . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

en la que  PB = 4 cm  es el radio útil del espejo.
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fig. IV. 7

a. Cálculo de AP.

De la figura 6:  

y de la figura 7:

ecuación que ofrece dos soluciones:

x1 = 0,08 cm          y          x2 = 199,92 cm

de las que únicamente es válida x1.

En consecuencia, AP queda: AP = 100 + 0,08 = 100,08 cm

b. Cálculo de AO'. AO' = AV + VO' = 100 + s'

y obteniendo el valor de s' a partir de la fórmula de los espejos:

al sustituir queda: AO' = 100 + 14,29 = 114,29 cm

c. Cálculo del tamaño de imagen visible para el observador.

Según se ha dicho, este tamaño es  y' = O'D. Despejando en (1) queda:

d. Cálculo del tamaño de objeto visible para el observador.

Al tamaño de imagen y' calculado anteriormente le corresponde un tamaño de objeto que viene dado por el
aumento:
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4. A 10 cm de una lente delgada convergente de 10 D se sitúa un espejo esférico convexo de
20 D. Un objeto real está situado a 20 cm de la lente. Calcular analíticamente la posición y
el tamaño de la imagen final dada por el sistema. ¿Es real o virtual? Realizar y explicar el
trazado gráfico de rayos que muestre la formación de cada una de las imágenes intermedias
así como de la imagen final.

fig. IV. 8

La focal de la lente es:

y la del espejo:

por lo que:

Por  estar  el  objeto  situado,  precisamente,  a  una  distancia  de  la lente igual al  doble de su focal objeto

(s1  =  2.f  =  - 20 cm), la  lente  forma  una  primera  imagen  y1'  situada a una distancia doble de la focal imagen
(s'1 =  2.f ' = + 20 cm) siendo invertida respecto del objeto y del mismo tamaño que él.

Esta posición coincide, en este caso, con el centro de curvatura C del espejo y, en consecuencia, la imagen y1'

actuará como objeto virtual para el espejo que formará una segunda imagen y2'  situada también en el centro de

curvatura C, siendo invertida respecto de su objeto  y1'  y del mismo tamaño que él y, por tanto, del mismo tamaño

que el objeto inicial  y.
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Por último, para la lente todo sucede como si los rayos reflejados en el espejo procedieran de y2', actuando

esta imagen como objeto real en el retorno de los rayos, formando la lente la imagen final (anti-imagen) 
7
y

3'  , que

tendrá el mismo tamaño que su objeto  y2'  y será invertida respecto de él, por estar situada esta imagen (y2') a
doble distancia de la focal de la lente.

Confirmaremos estos resultados mediante el cálculo de la posición y tamaño de cada una de las imágenes.

a. Posición y tamaño de y1'.

y como:

queda:

b. Posición y tamaño de y2'.

y como:

queda:

c. Posición y tamaño de 
7
y

3'  (anti-imagen de y2').

y como:

queda:

Conclusión: la imagen final tiene el mismo tamaño que el objeto y es invertida respecto a él.
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5. En un sistema formado por una lente de focal f' y un espejo de focal ± f' según sea cóncavo o

convexo, calcular, en ambos casos, la distancia entre la lente y el espejo para que el aumento
total del sistema sea -1 cuando el objeto está situado a una distancia 3f'/2 delante de la lente.

fig. IV. 9

La lente va a formar una primera imagen (y1') que será real por estar el objeto (y) situado a mayor distancia

que el foco objeto de la lente. Esta imagen actuará como objeto para el espejo, tanto si está situada delante del

espejo, en cuyo caso actuará como objeto real, como si está situada detrás del espejo, en cuyo caso actuará como

objeto virtual para el espejo, que formará una segunda imagen (y2'). En el retorno de los rayos producido por la

reflexión, la imagen y2'  actuará como objeto para la lente que formará la imagen final (anti-imagen) y3'.

Dado que, según el enunciado, el aumento total ha de ser -1, la imagen final (y3') ha de ser del mismo tamaño

que el objeto (y), invertida respecto de él y estar situada en el mismo sitio lo que, en ambos casos (espejo cóncavo

o convexo) requiere que y2'  esté en la misma posición que y1', que tenga su mismo tamaño y que sea invertida

respecto de y1'. El cumplimiento de esta condición, a su vez, requiere que y1' e y2'  estén situadas en el centro de

curvatura C del espejo tanto si éste es cóncavo como si es convexo (ver fig. 2b, pág. 3. 2).

Según lo expuesto, la distancia desde y1'  (o y2') hasta el espejo es, en ambos casos, el radio del espejo, es

decir, 2.f2', siendo f2'  la focal de éste.

1er caso: espejo cóncavo.

La distancia pedida entre lente y espejo es:

en la que s' es la posición de la imagen y1' que forma la lente, cuyo valor pasamos a calcular:

en la que:  
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fig. IV. 10

y, según el enunciado:

quedando al operar:

en la que f 1'  es la focal imagen de la lente, con lo que la distancia d queda:

y llamando f ' al valor absoluto de la focal imagen tanto del espejo como de la lente, ya que según el enunciado
es el mismo y teniendo en cuenta que la focal imagen de un espejo cóncavo es negativa, queda:

2º caso: espejo convexo.

En este caso la distancia d entre lente y espejo es:

y como la posición s' de la imagen y1' que forma la lente es la misma en ambos casos, independientemente del
espejo, queda:
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6. A 10 cm detrás de una lente convergente de 6 cm de focal, está colocado un espejo esférico
cóncavo de 2 cm de radio, y a 24 cm por delante de la lente existe un objeto de 2 cm de
altura. Calcular la posición, tamaño y naturaleza de la imagen que verá un observador cuyo
ojo está situado sobre el eje a 30 cm de la lente. Resolver el problema gráfica y
analíticamente mostrando la formación de cada una de las imágenes intermedias. 

fig. IV. 11

a. RESOLUCIÓN GRÁFICA.

Mediante los rayos --'--   se obtiene la imagen y1'  que forma la lente. Está imagen  y1' está situada en el centro

de curvatura  C  del espejo actuando como objeto para él. Por estar este objeto (y1') en el centro de curvatura, el

espejo forma (rayos --''–) una imagen y2'  situada también en C siendo invertida respecto de y1'  y de su mismo

tamaño. Por último, en el retorno de los rayos reflejados en el espejo (rayos --'''–) y2'  actúa como objeto para

la lente que forma la imagen final y3', que es real, invertida, tiene el mismo tamaño y está situada en el mismo

punto que el objeto (y). En consecuencia, el aumento total es  â'= -1.

En la construcción de esta gráfica no se ha mantenido la escala al dibujar el tamaño del espejo pero sí en el

resto de las dimensiones del sistema, incluidas la focal y el radio del espejo.

Por último, la posición de la imagen no depende en absoluto de la posición del observador por lo que el dato

del enunciado es innecesario.
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b. RESOLUCIÓN ANALÍTICA.

b.1. Posición y tamaño de la imagen  y1'  que forma la lente.

b.2. Posición y tamaño de la imagen y2'  que forma el espejo.

Por tratarse de un espejo:

en la que  r es el radio del espejo que por ser cóncavo es negativo y s2 es la posición de la imagen y1'  (que hace de
objeto para el espejo) referida al vértice del espejo:

r = - 2 cm         ;         s2 = - (10 - 8) = - 2 cm

sustituyendo y operando queda: s2' = - 2 cm

resultado del que se deduce que la imagen y2'   que forma el espejo está en el centro de curvatura C del espejo. 
En cuanto al tamaño de y2':

por lo que la imagen y2'  tiene el mismo tamaño que y1', siendo invertida respecto de y1'.

b.3. Posición y tamaño de la imagen y3'  que forma la lente en el retorno de los rayos.

Ahora y2'   hace de objeto para la lente por lo que los rayos viajan de derecha a izquierda. En consecuencia y3'
es la anti-imagen de y2':

De estos resultados se deduce que la imagen final y3'  está situada en la misma posición que el objeto (y),

teniendo su mismo tamaño y siendo invertida respecto de él. 
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7. Demostrar analíticamente que, en un espejo cóncavo, si el aumento es -1, la distancia
objeto-imagen es mínima.

fig. IV. 12

De la figura se deduce que:

OO' + O'V = OV
y como:

OO' = d        ;        O'V = - s'       ;        OV = - s

queda: d + (- s') = -s      Y     d = s'- s. . . . . . (1)

Despejando s' en la fórmula de los espejos:

y sustituyendo en (1) queda:

Por otra parte, el aumento en un espejo es:

y, si como dice el enunciado, el aumento es  â ' = -1: 

y sustituyendo este valor de s' en (1) queda: d = 0

resultado del que se deduce que el objeto y la imagen ocupan la misma posición. Esta posición se obtiene
haciendo sN = s en la fórmula de los espejos:

Conclusión: Cuando el objeto está situado a una distancia doble de la focal de un espejo esférico cóncavo, la
imagen (invertida) se forma a la misma distancia, siendo por lo tanto el aumento  âN= -1.
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fig. IV. 14

8. Dadas dos lentes de focales +5 y -10 cm separadas por una distancia de 20 cm y un espejo
convexo de radio 10 cm situado a una distancia de 20 cm de la segunda lente, obtener
gráficamente la imagen final dada por el sistema para un objeto situado a -10 cm de la primera
lente. Explicar el trazado y definir la imagen.

fig. IV. 13

El   punto  de convergencia de los rayos 

--'-- después de atravesar la lente 1, define

la posición de la primera imagen y'1 que es

equidistante, invertida y del mismo tamaño

que el objeto por estar situado éste a una

distancia doble de la focal. Esta imagen actúa

como objeto  real  para  la  segunda  lente:  el 

rayo  --''– paralelo al eje emerge de la

lente en dirección a  F2'. Su  prolongación 

corta al rayo   --''– que pasa por el centro

óptico en un punto P que define la posición

de la segunda imagen y'2 que está situada en

el centro de la focal y tiene la mitad de

tamaño que el objeto (y1') por estar éste en

F2'.

La imagen y2'  actúa como  objeto  real 

para  el  espejo  E  que forma, en la

convergencia de las prolongaciones de los

rayos --'''–, la imagen y3', virtual, menor

e invertida respecto del objeto y. Nótese que

para el trazado de rayos en el espejo se ha

utilizado su plano principal (línea de puntos),

tangente a él en su vértice.

Los rayos reflejados en el espejo van a

atravesar de nuevo la lente 2 y a

continuación la lente 1 para formar la

imagen final. Dado que la imagen y3'  es muy

pequeña, en la fig. 14 se ha ampliado su

tamaño con objeto de facilitar el trazado de

los rayos. 

En el retorno de los rayos reflejados los focos objeto e imagen de cada lente pasan a ser foco imagen (
7
F') y

foco objeto (
7
F) respectivamente (fig. 14).

La imagen y3'  hace de objeto real para la lente 2 que forma de él la imagen y4'  en el punto de convergencia de

los rayos  –=–  . Esta imagen es objeto real para la lente 1 que forma la imagen final y5'  en el punto de

convergencia de los rayos  –==– . Esta imagen final es real por formarse en la convergencia de los propios rayos 

 –==–  , es mucho menor que el objeto y es derecha respecto de él.
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fig. IV. 15

fig. IV. 16

1º caso.

Si el sistema formado por las dos lentes fuera afocal, los rayos incidentes paralelos emergerían también
paralelos y la imagen que formarían estaría en el infinito. Esta imagen actuaría como objeto para el espejo que
formaría también una imagen en el infinito ya que en los espejos planos las distancias objeto e imagen son iguales.

En virtud de la reversibilidad de la trayectoria de
los rayos de luz, los rayos -'- y -''- reflejados en
el espejo incidirán, en su retorno, sobre la lente
divergente primero y sobre la convergente después
(fig. 15) emergiendo de ésta paralelos entre sí y al
eje para dar lugar a la imagen final en el infinito.

La condición para que un sistema sea afocal es
que el foco imagen de la primera lente coincida con
el foco objeto de la segunda, por lo que (ver fig. 15)
ha de ser:

de donde:

Las focales de las lentes son:

     

 f2 = + 20 cm

por lo que la distancia d que debe existir entre las

lentes es:      d = 25 - 20 = 5 cm

2º caso.

Ahora, la imagen que forma la lente divergente
( O2' ) ha de estar situada en el centro de curvatura C
del espejo ya que en estas circunstancias el espejo
forma también su imagen en el propio centro de
curvatura.

Así, en virtud de la reversibilidad de la trayectoria  de  los  rayos  de  luz, los rayos --'-- y --''– reflejados
en el espejo incidirán en su retorno sobre la lente divergente primero y sobre la convergente después (fig. 16)
emergiendo de ésta paralelos entre sí y al eje para dar lugar a la imagen final en el infinito.

9. Dado un sistema óptico formado por una lente de 4 D, una lente de -5 D y un espejo plano

situado a 50 cm de la primera lente, calcular, para un objeto en el infinito, la posición de la lente
divergente para que la imagen final coincida con el objeto. Si ahora sustituimos el espejo plano
por uno cóncavo de 15 cm de radio en su misma posición, ¿dónde debe situarse la lente
divergente para que la imagen siga coincidiendo con el objeto?
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fig. IV. 17

La imagen O1' que formaría la primera lente está en su foco imagen F1
'   por estar el objeto en el infinito. Esta

imagen O1'  actúa como objeto O2 para la segunda lente que forma su imagen O2' en C, por lo que:

ecuación que ofrece dos soluciones:    s2 = + 10 cm      y      s2 = - 20 cm

y como la distancia d entre lentes es:

al sustituir cada uno de estos segmentos por su valor:

y para la primera solución (s2 = 10 cm) queda:   d = 25 - 10 = 15 cm

Esta primera solución responde a una situación como la reflejada en la fig. 16 en la que la imagen O1' que
forma la primera lente (convergente) hace de objeto virtual para la segunda (divergente).

Para la segunda solución de la ecuación (s2 = - 20 cm) la distancia d entre lentes es:

solución que responde a una situación como la reflejada en la fig. 17 en la que la imagen O1'  que forma la primera
lente (L1) hace de objeto real para la segunda (L2). Esta segunda lente, tomando a O1' como objeto, ha de formar
una imagen O2' en el centro de curvatura C del espejo para que éste, a su vez, forme una imagen situada también

en C. De esta forma, en el retorno de los rayos reflejados ( –=– y –==– ), en virtud de la reversibilidad de la

trayectoria de la luz, el sistema formado por las dos lentes daría lugar a la formación de la imagen final en el
infinito, como requiere el enunciado del problema.
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4. LISTADO DE PROBLEMAS.

1. Un espejo esférico cóncavo tiene un radio de 1,6 m. Hallar la posición del objeto si la imagen es: a) real y tres
veces mayor, b) real y tres veces menor, c) virtual y tres veces mayor. Repetir el mismo problema para un
espejo esférico convexo del mismo radio.

Solución: a) s = - 1,07 m
b) s = - 3,2 m.
c) s = - 0,53 m.

En el caso del espejo convexo, para un objeto real, no se pueden producir las imágenes que indica el
enunciado en ningún caso.

2. Una esfera de vidrio de 1 cm de radio tiene plateada una mitad, de manera que se forma un espejo cóncavo
que refleja la luz que atraviesa la semiesfera no plateada. Un observador se coloca a 11 cm del centro de la
esfera. ¿Ve una imagen de su ojo? ¿Dónde se  encuentra esa imagen? ¿Es real o virtual? n = 1,5.

Solución: a) La imagen final está a 2,32 cm a la derecha del vértice de la primera superficie no plateada.
b) La imagen es virtual.

3. A 30 cm de una lente convergente de 5 dioptrías se encuentra un objeto y a 1 m detrás de la lente existe un
espejo esférico cóncavo que da una imagen final real a 28,6 cm del espejo.
a) Calcular el radio de curvatura del espejo.
b) Si entre el espejo y la lente se intercala otra lente de - 3 dioptrías, determinar la distancia entre las dos

lentes para que la imagen final sea virtual y quede a 10 cm del espejo.

Solución: a) r = - 33,35 cm.
b) d = 39,33 cm

4. Un espejo plano está suspendido verticalmente en el centro de un frasco esférico de paredes delgadas, lleno
de agua (n = 4/3) y de radio 20 cm. Un observador cuyo ojo se encuentra a 50 cm del espejo ve una imagen
de su propio ojo. ¿Dónde se encuentra la imagen que ve? Despréciese el efecto de las paredes delgadas.
¿Cuánto vale el aumento lateral?

Solución: a) la imagen está a 180 cm a la izquierda del vértice de la primera superficie del frasco.
b) â´ = - 4.

5. A 35 cm de un espejo esférico cóncavo de 60 cm de radio, se encuentra un objeto. Determinar a qué distancia
hay que colocar un espejo plano normal al eje del sistema para que la imagen formada, después de reflejarse
los rayos en el espejo plano, quede situada en el centro de curvatura del espejo cóncavo. 

Solución: a 135 cm a la izquierda del espejo cóncavo.
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TEMA - V

LÁMINAS PLANO-PARALELAS Y PRISMAS.

1. REFRACCIÓN EN CUERPOS LIMITADOS POR CARAS PLANAS Y 
PARALELAS.

1.1. Posición de la imagen: desplazamiento axial.
1.2. Desplazamiento transversal.
1.3. Acoplamiento de láminas plano-paralelas.

2. REFRACCIÓN EN CUERPOS LIMITADOS POR CARAS PLANAS Y NO
PARALELAS: PRISMA ÓPTICO.

2.1. Consideraciones geométricas previas. 
2.2. Cálculo de la desviación.
2.3. Desviación mínima.
2.4. Dispersión de la luz por un prisma.

3. PRISMAS DELGADOS.

3.1. Estudio de la desviación.
3.2. Potencia de un prisma delgado.
3.3  Potencia de una combinación de prismas.
3.4. Prismas acromáticos.
3.5. Prismas de visión directa.

4. LÁMINA EQUIVALENTE DE UN PRISMA.

5. PROBLEMAS RESUELTOS.
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fig. V. 1

1. REFRACCIÓN EN CUERPOS LIMITADOS POR SUPERFICIES PLANAS Y PARALELAS.

1.1. Posición de la imagen: desplazamiento axial.

Sea un cuerpo transparente limitado por dos caras planas y paralelas (por ejemplo un vidrio de ventana) de
índice n2 y espesor  e  sumergido en medios de índices n1 y n3. La luz procedente de un punto objeto O (fig. 1)
situado a una distancia s1 de la primera superficie sufre en ella una refracción dando lugar a una primera imagen
O 1́  situada en la convergencia de las prolongaciones de los rayos, a una distancia s1́ que viene dada por la
expresión:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

que aplicada a este caso queda:

Al alcanzar la segunda superficie, la luz sufre otra refracción dando lugar a la imagen final O2́ situada en la
convergencia de las prolongaciones de los rayos emergentes. Para el cálculo de la posición de esta imagen se ha
de tener en cuenta que para la segunda superficie todo sucede como si los rayos procedieran de un punto objeto
O1́ situado en el medio de índice n2, por lo que al aplicar la expresión (1) queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

y como:

al sustituir este valor de s2 en la expresión (2) queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)

expresión que permite calcular la posición s2́ de la imagen final O2́ respecto de la segunda superficie.
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fig. V. 2

El desplazamiento axial  ä  es la distancia entre la posición del objeto  O  y la de la imagen final O2́. De la
fig. 1 se deduce:

.. . . . . . . . . . . . (4)

Casos particulares:

a. Si la lámina de índice  n  está sumergida en medios iguales de índice n´:           

n1 = n3 = n'         ;         n2 = n

y sustituyendo en (4) queda: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5)

b. Si el medio en el que está sumergida la lámina es aire (n´ = 1):

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6)

Las expresiones (3),(4),(5) y (6) únicamente son válidas en el dominio paraxial, es decir, permiten calcular
la posición y el desplazamiento de la imagen formada por los rayos que, procedentes del punto objeto O, llegan

a la lámina con ángulos g de incidencia pequeños. La razón estriba en que, como se ha visto, todas ellas se

deducen a partir de la expresión  n´/s´= n/s  y ésta es válida únicamente para rayos paraxiales puesto que al
deducirla se hizo uso de la aproximación gaussiana.

Para rayos no paraxiales la posición de la imagen final O2́ depende del ángulo de incidencia g, por lo que

una lámina plano-paralela no es un sistema estigmático.

1.2. Desplazamiento transversal.

Sea una lámina plano-paralela de índice  n´ sumergida en un medio de índice  n. Aplicando la ley de Snell
en la primera refracción (fig. 2):

y aplicándola en la segunda:      

y por comparación de ambas:   
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fig. V. 3

De este resultado se deduce que si los medios que rodean a la lámina son iguales, el ángulo de incidencia
es igual al ángulo con que emerge el rayo, es decir, los rayos incidente y emergente son paralelos. En
consecuencia, el rayo sufre un desplazamiento paralelamente a sí mismo, que recibe el nombre de
desplazamiento transversal  äT.

En la fig. 2:

siendo:

con lo que el desplazamiento transversal queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7)

expresión válida para cualquier ángulo de incidencia g ya que en su deducción no se ha hecho la aproximación
gaussiana.

1.3. Acoplamiento de láminas plano-paralelas.

Haremos este estudio para el acoplamiento de dos láminas, bien entendido que los resultados se pueden
generalizar para  n  láminas acopladas.

Sean n1 y n2 los índices de las láminas, e1 y e2 sus espesores y  n  y  n´  los índices de los medios en los que
está sumergida (fig. 3). Aplicando la ley de Snell:

en el punto A:

en el punto B:

en el punto C:  

y como el segundo miembro de cada una de estas expresiones es igual al primero de la siguiente:
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fig. V. 4

fig. V. 5

fig. V. 6

De este resultado se deduce que en un acoplamiento de láminas el ángulo g´ con que emerge el rayo de luz

no depende ni del espesor de las láminas (e1 y e2) ni de sus índices (n1 y n2) dependiendo únicamente del ángulo

de incidencia g y de los índices n y n´ en los que está sumergido el acoplamiento.

Además, según la expresión anterior, a efectos de aplicar la ley de Snell para calcular el ángulo g´ con que

emerge el rayo, todo sucede como si la luz sufriera una sola refracción, pasando de un medio de índice  n  a otro

de índice  n´. 

El cálculo del desplazamiento transversal en un acoplamiento de láminas está resuelto en el problema nº

5 de este tema.

2. REFRACCIÓN EN CUERPOS LIMITADOS POR SUPERFICIES PLANAS Y NO PARALELAS: PRISMA ÓPTICO.

Un prisma óptico es un sistema constituido por dos dioptrios planos que forman un ángulo diedro á.

2.1. Consideraciones geométricas previas.

Antes de iniciar el estudio del prisma recordemos algunas nociones de geometría:

a. Si dos ángulos tienen sus lados perpendiculares, son iguales (fig. 4).

En el triángulo OAB:

â + ã + 90 = 180      Y      â = 90 - ã  

En el triángulo OCD:

á + ã + 90 = 180      Y      á = 90 - ã

por lo que:  á = â

b. El ángulo externo ä es igual a la suma de los internos opuestos (fig. 5):

ä + ã = 180     Y     ä = 180 - ã

á + â + ã = 180     Y     á + â = 180 - ã

y de la comparación de ambas:               ä = á + â 

2.2. Cálculo de la desviación. Un rayo que inc ide
sobre un prisma sufre dos refracciones, una en cada
cara, produciéndole una desviación que viene dada por
el ángulo  ä  que forma la dirección del rayo incidente
con la del emergente (fig. 6).

En el triángulo ABC es:

ä = ö + ó

y como: ö = g1 - g1́    y    ó = g2́ - g2

queda: ä = (g1 + g2́) - (g1́ + g2). . . . . . . . . . (8)
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El ángulo ã es igual al ángulo del prisma á por tener sus lados perpendiculares y como en el triángulo ABD
es:

ã = á = g1́ + g2.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9)

al sustituir este valor en (8) queda:                ä = g1 + g2́ - á. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10)

2.3. Desviación mínima.

Si  a partir de valores  teóricos  o  experimentales se representa gráficamente la función  ä = f (g1) se obtiene

una curva como la de la fig. 7, de la que se deduce:                                                                                                     
                        
1º. Que una misma desviación se puede conseguir mediante dos ángulos de incidencia diferentes ya que, según

el principio de reversibilidad de los rayos de luz, si en la fig. 6 se invirtiera el sentido del rayo incidiendo con

un ángulo g2́, emergería por la otra cara con un ángulo g1 produciéndose, la misma desviación  ä.

                     

fig. V. 7 fig. V. 8

2º. Que partiendo de ángulos de incidencia g1 pequeños (fig. 7), a medida que aumenta este ángulo la desviación

disminuye hasta que, para un valor go del ángulo de incidencia, la desviación presenta un mínimo  äo.

En la fig. 8 se observa que a cada par de ángulos (g1A, g2́A), (g1B, g2́B),.., le corresponden desviaciones iguales 

äA, äB,..., y que al disminuir ä los ángulos g1 y g2́ están más próximos. Cuando la desviación es la mínima (äo) los

ángulos g1 y g2́ se funden en uno solo, son iguales. Como consecuencia los ángulos g1́ y g2 (fig. 6) también son

iguales y por tanto, en estas condiciones de desviación mínima, el rayo circula por el interior del prisma
paralelamente a su base.

Resumiendo estas conclusiones:

si:              entonces es:    

y llevando estos valores a la expresión (8):

. . . . . . . . . . . . . (11)

y como, en estas condiciones de mínima desviación, según se ha visto es:

la expresión (9) queda: .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12)
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fig. V. 9

y aplicando la ley de Snell en el punto de incidencia:

al sustituir los valores calculados en (11) y (12) de go y gó queda:

.. . . . . . . . . . . . (13)

expresión que permite calcular el índice de refracción de un prisma cuando se conoce la desviación mínima äo

y su ángulo de refringencia á.

2.4. Dispersión de la luz blanca por un prisma.

En el primer tema se vio que el índice de refracción de un medio toma valores diferentes para cada color o
longitud de onda de la luz que se propaga en él y se concluyó que a mayor longitud de onda ë (rojo) corresponde
menor índice de refracción.

Consideremos un prisma (fig. 9) sobre el que incide un rayo de luz blanca. Al aplicar la ley de la refracción
en el punto de incidencia:

y como  nC es menor que nF  ha de ser:

y como consecuencia, la luz blanca se dispersa en un abanico de colores cuyos extremos son el rojo (C), que es
el que menos se desvía y el azul (F).

En la segunda cara del prisma cada color sufre una nueva refracción dando lugar a un haz emergente, más
abierto, que contiene a los colores del espectro visible.

3. PRISMAS DELGADOS.

Son prismas cuyo ángulo de refringencia á es pequeño. Dado que en sus aplicaciones, fundamentalmente
en la corrección de forias o estrabismos, va a estar orientado de forma que la luz incide con ángulos pequeños,
en su estudio se utilizará la aproximación gaussiana.
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fig. V. 10

3.1. Estudio de la desviación.

Según se ha visto (expresión 10, pág. V. 5), la desviación que produce un prisma de ángulo  á  es:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10)

Por tratarse de prismas delgados con ángulos de incidencia g1 pequeños, también van a ser pequeños  g1́,

g2 y g2́  con lo que al aplicar la ley de la refracción a ambas superficies del prisma:

en donde se ha hecho la aproximación paraxial .

Sustituyendo en la expresión (10) de la desviación queda:

y recordando (9) que  g1́ + g2 = á , queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12)

expresión que permite calcular la desviación ä que produce un prisma delgado de ángulo á e índice n sobre un
rayo de luz que incide sobre él con ángulos pequeños. En esta expresión tanto ä como á se pueden expresar en
grados o en radianes, siempre que ambos lo hagan en la misma unidad. 

3.2. Potencia de un prisma delgado.

La potencia de un prisma delgado viene dada por el número de centímetros (x) que se desvía un rayo de luz
que incide sobre un prisma delgado en posición Prentice, a la distancia de un metro (fig. 10).

La unidad de potencia es la dioptría prismática (D.P. ó  L) y es la potencia de un prisma que produce una
desviación de 1 cm a la distancia de 1 metro, sobre la línea D (amarilla) del espectro.

Se puede calcular la potencia de un prisma delgado si se conoce la desviación ä (fig. 10):

y como, según la definición dada, el número de centímetros  x  es la potencia P en dioptrías prismáticas:

. . . . . . . . . . . . . . . . . (13)



Manual de Óptica Geométrica.

 J. V. Santos (jsb267@gmail.com) 
Tema V - 8

fig. V. 11

fig. V. 12

fig. V. 13

3.3. Potencia de una combinación de prismas delgados.

Consideremos una combinación de dos prismas
acoplados de manera que sus ejes forman un ángulo â (fig.
11). Sean  x1  y  x2  las desviaciones lineales (en cm) que
producirían cada uno de ellos por separado a 1 m. de
distancia, es decir, las potencias P1 y P2 de cada uno de los
prismas, y  x  la que produce la combinación de ambos
prismas, es decir, la potencia P de la combinación.

De la fig. 12 se deduce:

 y como:

al sustituir queda:

.

o lo que es lo mismo:

. . . . . . (14)

a) Si los prismas tienen el vértice común:

b) Si los ejes son perpendiculares:

  

c) Si están invertidos uno respecto del otro:

3.4. Prismas acromáticos.

Una combinación de prismas delgados es acromática

para dos colores o líneas del espectro dadas (por ejemplo C

y F), si ambos rayos emergen paralelos entre sí (fig. 13). En

consecuencia, en este tipo de combinación se produce

desviación pero no dispersión.

Si los rayos C y F emergen paralelos entre sí es porque

ambos sufren la misma desviación:

äC = äF . . . . . . . . . . . . . . . . . (15)

lo que constituye la condicion de acromatismo para una combinación de prismas delgados.
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fig. V. 14

Sean  ä1C, ä2C, ä1F y ä2F  las desviaciones que producen los prismas 1 y 2 en los rayos C y F. La desviación total

sobre cada color es la suma de las desviaciones producidas por ambos prismas, por lo que según (12):

y, según (15), igualando ambas desviaciones y operando, queda: 

     .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (16)

expresión que da la relación que debe existir entre los ángulos á1 y á2 de los prismas para que la combinación
sea acromática y de la que se deduce que los prismas deben estar invertidos uno respecto del otro. En efecto,
como el índice para la línea F (azul) es mayor siempre que el índice para la línea roja (C), el segundo miembro
de la condición (16) es positivo y en consecuencia á1 y á2 tienen signos opuestos.

La condición de acromatismo se puede expresar en función del número de Abbe í. Recordando (Tema I. pág.
2) que:

al aplicarla a cada uno de los prismas:

y despejando las diferencias nF - nC:

valores que sustituidos en la condición de acromatismo (16) conducen a la expresión:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (17)

de la que también se deduce que los prismas han de estar acoplados con los vértices opuestos ya que por ser
siempre  n > 1  y por ser positivo el número de Abbe, el segundo miembro de (17) es también positivo. En
consecuencia, los ángulos á1 y á2  tienen signo opuesto. 

3.5. Prismas de visión directa.

Una combinación de prismas es de visión directa cuando
produce dispersión pero no desviación sobre la línea D (amarilla)
emergiendo este rayo paralelo al incidente. Por tanto, para esta
línea D, la suma de las desviaciones producidas por cada uno de los
prismas es nula (fig. 14): 

. . . . . . . . . . . . . (18)

lo que constituye la condición para que una combinación de prismas
sea de visión directa.

Recordando (expresión 12) que la desviación producida por cada
prisma delgado es  ä = á(n - l), la condición (18 )para la linea D sería:
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fig. V. 15

fig. V. 16

de donde: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (19)

expresión que da la relación que debe existir entre los ángulos de dos prismas delgados para que la combinación
sea de visión directa. De ella se deduce que, al ser siempre n mayor que la unidad, el segundo miembro es
positivo y los signos de los ángulos van a ser opuestos, por lo que los prismas han de estar colocados invertidos
el uno respecto del otro.

4. LÁMINA EQUIVALENTE DE UN PRISMA.

Recibe esta denominación aquella lámina plano-paralela en la que la luz recorriera el mismo camino óptico
que en el prisma objeto de estudio. La lámina equivalente de un prisma queda definida cuando se conoce su
espesor.

Consideremos (fig. 15) un prisma isósceles rectángulo
que tuviera un índice de refracción tal que la luz que
incidiera perpendicularmente sobre uno de sus catetos,
sufriera reflexión total en la hipotenusa para emerger
perpendicularmente por el otro cateto (Prisma de Porro
simple). Se trata de calcular el espesor de su lámina
equivalente.

El camino óptico  L  en el prisma es:

   siendo  

Como el triángulo ADE también es isósceles rectángulo,
los lados  AD  y  DE  son iguales sea cual sea la altura del
punto de incidencia D, por lo que:

  

y el camino óptico queda:

En consecuencia, en una lámina plano-paralela de índice 
n  y espesor  e, la luz recorrería el mismo camino óptico que
en este prisma. Esta lámina sería la equivalente del prisma.

Si el prisma estuviera orientado de manera que la luz
incidiera sobre la hipotenusa (fig. 16), sea cual sea la altura
del punto de incidencia D es:

siendo:

por lo que:

y por tanto la lámina equivalente de este prisma sería aquélla que teniendo un índice  n  tuviera un espesor  e
igual a la hipotenusa del prisma.
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fig. V. 17

fig. V. 18

Consideremos un tercer caso: sea la combinación
de prismas, de igual índice, de la fig. 17. El espesor de
la lámina equivalente es:

e = (AB + BC) + (CD + DE + EF) + (FG + GH)

en la que, según se ha visto en los ejemplos
anteriores, es:

AB + BC = PQ

CD + DE + EF = PR

FG + GH = QR

quedando al sustituir:

e = PQ + PR + QR = (PQ + QR) + PR

e = PR + PR = 2.PR = 2.a

Por último, consideremos un prisma pentagonal o pentaprisma que tiene la geometría indicada en la fig. 18
y sus caras BR y CT están espejadas.

Demostraremos que el camino óptico, para un rayo que incide perpendicularmente a la cara AC, es el mismo
cualesquiera que sea la altura del punto de incidencia P. Este rayo, después de reflejarse en la cara BR y en la
cara CT, emergería perpendicularmente a la cara AB.

Los triángulos CDH y CDF son iguales por tener los tres ángulos iguales y un lado común (CD). Lo mismo
sucede con los triángulos BEV y BES y, al ser estos cuatro triángulos iguales, podemos poner que:

CF = DH = SE = BV = x
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El espesor de la lámina equivalente es:

e = PE + ED + DG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (20)

en la que: PE = PS + SE

y como: PS = AB      y      SE = x

queda: PE = AB + x. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (21)

ED = VF. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (22)

y: DG = DH + HG

y como: DH = x  y  HG = CA

queda: DG = x + CA. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (23)

y al sustituir los valores encontrados en (21), (22) y (23) en la expresión (20) el espesor de la lámina equivalente
queda:

e = (AB + x) + VF + (x + CA) = 2a + (x + VF + x) = 2a + CB

expresión de la que se deduce que el camino óptico y, por tanto, el espesor de la lámina equivalente, no
dependen de la altura del punto P a la que inciden los rayos. 

La utilidad de conocer el espesor de la lámina equivalente de un prisma reside en el hecho de que simplifica
el cálculo en el diseño de los sistemas ópticos en los que hay prismas ya que, al ser iguales los caminos ópticos,
la magnitud del desplazamiento que sufre una imagen en un prisma es igual al que experimentaría en su lámina
equivalente (ver problema nº 15), es decir: 



Manual de Óptica Geométrica.
J.V. Santos

(jsb267@gmail.com)

Tema V - 13

1. Dado un conjunto de tres láminas paralelas de índices n1, n2 y n3 y espesores d1, d2 y d3,
colocadas en contacto y rodeadas de aire, calcular el camino óptico recorrido por la luz dentro

de las tres láminas cuando incide en un ángulo de g1 grados sobre la normal a la primera.

fig. V. 19

5. PROBLEMAS RESUELTOS

El camino óptico es:

siendo:

por lo que se han de calcular los cosenos de los ángulos g1', g2' y g3'.

Aplicando la ley de Snell en el punto A:

de donde:

De la misma forma, aplicando la ley de Snell en los puntos B y C:

             y            
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fig. V. 20

con lo que el camino óptico queda:

.. . . . . . . . . . . . . . . . (1)

y por aplicación sucesiva de la ley de Snell en los puntos A, B y C se obtiene:

con lo que sustituyendo en (1) y operando queda:

Nota: el ángulo g1 de incidencia en el punto A es igual al de emergencia en D por ser iguales los medios

extremos del conjunto de láminas (aire).

El desplazamiento axial es: d = DC

En el triángulo ABC:

y en el ABD:

2. Demostrar que el desplazamiento axial producido por una lámina plano-paralela es menor que
el espesor de la lámina.
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3. Cuando un rayo de luz que forma un ángulo de 450 con la horizontal atraviesa una lámina
de caras plano-paralelas de espesor  e = 20 cm, experimenta una desviación en su trayectoria
de 8,67 cm. Calcular el índice de refracción del material de la lámina.

fig. V. 21

y dividiendo miembro a miembro ambas expresiones:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

Discusión de este resultado.

a. Si el índice del medio que rodea a la lámina (n), es menor que el de la propia lámina (n'), entonces es:

y, en este caso, según (1) el desplazamiento axial  d  es siempre menor que el espesor  e  de la lámina.

b. Si el índice de la lámina n' es menor que el del medio n en el que está sumergida, el desplazamiento axial,
calculado mediante un procedimiento análogo, viene dado por la expresión:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

y, en este caso, como n > nN según la ley de Snell es:

por lo que, según (2), el desplazamiento axial d puede  tomar valores mayores que el espesor e de la lámina si
su índice n' es menor que el del medio n en el que está sumergida.

g = 450       ;        e = 20 cm       ;       d = 8,67 cm

En el triángulo ABC:        

y como:   

queda: .. . . . . . . . . . . (1)

En el triángulo ABD:

y sustituyendo este valor en (1):

de donde:

y aplicando la ley de Snell en el punto A:  
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4. Calcular la desviación angular que sufre un rayo de luz al atravesar dos láminas plano-paralelas
de índices n2 y n3 sumergidas en medios de índices distintos n1 y n4.

fig. V. 22

5. Dado un conjunto de tres láminas plano-paralelas de índices n1, n2 y n3 y espesores e1, e2 y e3,
colocadas una sobre otra y rodeadas de aire, calcular el desplazamiento transversal de un rayo

que incide con g1 grados sobre la primera.

La desviación angular viene dada por el ángulo  ä  que forma la dirección del rayo incidente con el
emergente. Aplicando el convenio de signos para ángulos, y teniendo en cuenta que en el triángulo ABC, el

ángulo externo g1 es igual a la suma de los internos opuestos, queda:

En el caso de un sistema formado por  i  láminas, la desviación sería:

 

siendo g'i el ángulo con que el rayo de luz emerge del conjunto de las i láminas.

Si las láminas están sumergidas en medios iguales, al ser  g1 = g'i , la desviación angular es nula.

El desplazamiento transversal que sufre un rayo de luz al atravesar una lámina plano-paralela sumergida
en medios iguales viene dado por la expresión:

Sin embargo, en el sistema formado por las tres láminas, si bien los medios extremos son iguales (aire), cada
una de las láminas no está sumergida en aire. Así, la lámina de índice n1 está sumergida en aire (n0 = 1) y en el
medio n2; la lámina de índice n2 está sumergida en los medios n1 y n3 y la lámina de índice n3 está sumergida en
el medio n2 y en aire (n4 = 1), razón por la que no podemos aplicar directamente la expresión anterior para el
cálculo del desplazamiento producido por cada lámina.
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fig. V. 23

Aplicando
la ley de Snell a las refracciones producidas en los puntos A, B, C y D:

Punto A:

Punto B:

Punto C:

Punto D:

y como (ver figura): g2 = g1'          ;          g3 = g2'          ;          g4 = g3'
queda:

..

         (1)                  (2)                  (3)                   (4)                    (5)                    (6)                   (7)                  (8)

de donde por comparación de (1) y (8) se deduce que el ángulo g1 de incidencia al sistema es igual al de

emergencia g4'.

De la igualdad de los términos (1), (2) y (8) se deduce que en la primera lámina de índice n1 todo sucede

como si la luz, que incide en el punto A con un ángulo g1 desde el aire, emergiera también al aire por el punto

B con un ángulo g4' = g1 , y en estas condiciones el desplazamiento transversal d1 producido al atravesar la

primera lámina se puede calcular mediante la expresión obtenida para láminas sumergidas en medios iguales
(pág. 4 de este tema):

De la misma forma, de la igualdad de los términos (1), (4) y (8) se deduce que en el punto B todo sucede

como si la luz incidiera sobre este punto desde el aire con el ángulo g1 y emergiera, también al aire, por el punto

C con un ángulo g4' = g1 , por lo que el desplazamiento transversal d2 producido sobre el rayo al atravesar la

segunda lámina es:
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6. Calcular el camino óptico recorrido por un rayo de luz que incide perpendicularmente en la
base de un prisma de Porro simple, de base 3 cm e índice de refracción 1,621.

fig. V. 24

Por último, de la igualdad de los términos (1), (6) y (8) se deduce que en el punto C todo sucede como si la

luz incidiera sobre este punto desde el aire con el ángulo g1 y emergiera, también al aire, por el punto D con un

ángulo g4' = g1 , por lo que el desplazamiento transversal d3 producido sobre el rayo al atravesar la tercera lámina

es:

y el desplazamiento total es la suma de todos ellos:

expresión de la que se puede obtener una expresión general que permita obtener el desplazamiento transversal
producido por i láminas sumergidas en medios iguales:

Un prisma de Porro es un prisma isósceles
rectángulo. En consecuencia, los ángulos agudos
son de 450 y también toman este valor los
ángulos que el rayo forma con las caras del
prisma en su recorrido, tal como se indica en la
figura.

Cualesquiera que sea la altura de incidencia
del rayo de luz, el camino óptico es:

expresión en la que no se conoce ni el valor de x
ni el de y ni el de z. No obstante, debido a la
particular geometría de este prisma, los dos
triángulos sombreados ABC y DEF son isósceles
e iguales, por lo que:

Con estas consideraciones el camino óptico queda:



Manual de Óptica Geométrica.
J.V. Santos

(jsb267@gmail.com)

Tema V - 19

7. Calcular el camino óptico recorrido por la luz en el siguiente prisma de DOVE .

fig. V. 25

En el prisma de DOVE (fig. 25) el rayo de luz que incide paralelo a la base sufre una reflexión total en ella

y emerge por la cara opuesta a la de entrada, recorriendo un espacio  AC + CD  en su interior por lo que,
cualesquiera que sea la altura de incidencia, el camino óptico es:

expresión en la que tanto AC como CD son desconocidos.

No obstante, de la simetría de la figura se deduce
que el espacio CD recorrido realmente por la luz, es igual
al CB por lo que podemos escribir que:

Cálculo de AB.

y como:

queda: . . . . . . . . . . . . (1)

Cálculo de gr. Aplicando la ley de Snell en el punto A:

.(2)

y teniendo en cuenta que:

al sustituir en esta expresión el valor obtenido en (2) queda:

y sustituyendo este valor en la expresión (1):                   

y el camino óptico:
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fig. V. 26

a. Cálculo del índice de refracción.

Para que se cumplan las condiciones requeridas por
el problema, se ha de producir reflexión total en los

puntos B y C. Para ello el ángulo de incidencia g, que

por la geometría de la figura es de 45o, ha de ser mayor

o igual que el ángulo límite gL, ángulo cuyo valor

depende del índice de refracción del prisma:

y como, según se ha dicho, para que se produzca
reflexión total en B y en C se ha de cumplir que:

gL # g

el índice n ha de ser:

Comentario a este resultado: si n fuera menor que , el ángulo límite gL sería mayor que 45o y, en

consecuencia, no se produciría reflexión total en los puntos B y C.

b. Cálculo del espesor de la lámina equivalente.

El espesor de la lámina equivalente es igual al espacio recorrido por la luz en el interior del recipiente. Los
triángulos ABF y CDE son isósceles rectángulos y son iguales cualesquiera que sea la altura del punto F de
incidencia de los rayos, por lo que:

y el espacio recorrido por la luz y, por tanto, el espesor de la lámina equivalente, es:

8. Se tiene un recipiente de vidrio de sección trapezoidal de un determinado índice de refracción
n. Cuando un rayo de luz monocromática incide perpendicularmente a su base mayor, se
refleja primero en una de las caras laterales y luego en la otra, de tal manera que emerge por
la misma cara que entró con una desviación de 180o respecto al rayo incidente. Si el ángulo
formado por la base  mayor y las caras laterales es de 45o, calcular:
a) ¿Para qué valores del índice de refracción de dicho vidrio se cumplen las condiciones del

problema?
b) Si la longitud de la base mayor es de 7 cm, ¿cuál es el espesor de la lámina plano-paralela

equivalente?
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fig. V. 27

fig. V. 28

fig. V. 29

a. Aplicando Snell a la refracción en la primera cara (fig. 27): 

Cálculo de gr1: el ángulo que forman las normales  N1  y  N2  es

igual al ángulo  á  del prisma por tener sus lados
perpendiculares. En el triángulo sombreado (fig. 27), el ángulo
externo  á  es:

.. . . . . (1)

y como:

la (1) queda:

Del signo negativo de gr1 se deduce que este ángulo tiene

signo contrario al que le hemos supuesto en la fig. 27, lo que
requiere que el rayo refractado en la primera cara esté situado
por debajo de la normal N1, para lo cual es preciso que incida
sobre el prisma en dirección a la base, como se indica en la fig.
28. Dicho de otra forma: para este prisma, las condiciones
requeridas por el problema nunca pueden darse si la incidencia
del rayo se produce por debajo de la normal como se indica en
la fig. 27.

En el triángulo sombreado en verde de la figura 28:

y como:

queda:

por lo que:

b. Para que el rayo emerja rasante a la segunda cara del prisma,
el ángulo de incidencia a esta cara (fig. 29) ha de ser el ángulo

límite gL:

y en el triángulo sombreado de la fig. 29:

y aplicando Snell a la refracción en la primera cara se obtiene el
ángulo de incidencia necesario para que el rayo emerja rasante
a la segunda cara:

8. ¿Cuál ha de ser el índice de refracción del vidrio con el que habrá de construirse un prisma

isósceles de ángulo de refringencia 400, para que un rayo de luz monocromática que incida con
un ángulo de 450 sobre una de las caras emerja perpendicularmente a la base? ¿Cuál sería el
ángulo de incidencia para que el rayo emerja rasante a la segunda cara del prisma?
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fig. V. 30

fig. V. 31

fig. V. 32

Para saber si el rayo se refracta o se refleja
en el punto P (fig. 30), es preciso conocer el

ángulo de incidencia g3 en este punto. Si g3

resultara mayor que el ángulo límite habría

reflexión total en P. Este ángulo g3 es igual al

ángulo que, con vértice en D, forman la normal
N1 y el rayo reflejado en B (fig. 30).

El ángulo con vértice en C (fig. 31) es igual
al ángulo á del prisma por tener sus respectivos
lados perpendiculares. Recordando que, en un
triángulo, un ángulo externo es igual a la suma
de los ángulos internos opuestos, en el
triángulo BCD (fig. 31):

. . . . . . . . . . . (1)

y, por la misma razón, en el triángulo ABC (fig.
31) es:

quedando al sustituir en(1):

Calcularemos gr1 aplicando la ley de Snell en el punto

A (fig. 31):

con lo que g3 queda:

y:

Aplicando la ley de Snell en el punto P (fig. 32):

y como el seno de un ángulo no puede ser mayor que la unidad, se deduce que
en P hay reflexión total, reflejándose el rayo hacia un punto Q de la base del

prisma (fig. 33) sobre la que incide con un ángulo g4 que pasamos a calcular.

9. Se incide sobre un prisma, cuya sección es un triángulo equilátero, con un ángulo de incidencia

de 800. La cara opuesta a la de incidencia está espejada de forma que el rayo incidente se
refleja en ella dirigiéndose de nuevo a la cara de entrada. Estudiar la refracción en esta cara,
dando finalmente el ángulo de salida del rayo cuando abandona el prisma, así como su
desviación respecto al incidente. (n = 1,72).
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fig. V. 33

fig. V. 34 fig. V. 35 fig. V. 36

fig. V. 37

El ángulo con vértice en T (fig. 33), formado por las normales N3 y N4, es igual al ángulo á del prisma por
tener sus respectivos lados perpendiculares. En el triángulo PQT (fig. 33) :

Aplicando la ley de Snell en el punto Q:

Solución: el rayo de luz emerge por la base del prisma formando un
ángulo de 46,78º con la normal.

Cálculo de la desviación.

La desviación sufrida por un rayo de luz viene dada por el ángulo que
forma la dirección del rayo incidente con el refractado o, en su caso, con
el reflejado. La desviación total es la suma de las desviaciones producidas
en las refracciones y reflexiones, teniendo en cuenta su signo. Así, de
acuerdo con el convenio de signos utilizado, las desviaciones ä1 (fig. 34 ),
ä2 (fig. 35 ) y ä4 (fig. 37) son negativas por tener sentido horario, mientras
que ä3 (fig. 36) es positiva por tener sentido anti-horario:

siendo: ä1 = g1 - gr1 = 80 - 34,93 = 45,07º

ä2 = 180 - 2.g2 = 180 - 2.(25,07) = 129,86º

ä3 = 180 - 2.g3 = 180 - 2.(85,07) = 9,86º

ä4 = gr4 - g4 = 46,78 - 25,07 = 21,71º

por lo que: ä = - 45,07º- 129,86º + 9,86º - 21,71º = - 186,780

Solución: de este resultado se deduce que la desviación total producida por el
prisma sobre el rayo incidente es de 186,780 en el sentido horario.
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10. Un prisma isósceles tiene un ángulo á = 400 y un índice n = 1,6.
a) calcular la dirección del rayo emergente y la desviación para un un rayo que incide sobre

la primera cara con un ángulo de 450 y que, después de refractarse, incide sobre la base
del prisma.

b) cuál será la desviación si se añade en la base del prisma una lámina de caras plano-
paralelas de 2 cm de espesor y con un índice  n = 1,75 ?

fig. V. 38

fig. V. 39

1. Cálculo de la dirección del rayo emergente.

 Según el enunciado, después de refractarse en la
primera cara, el rayo de luz ha de incidir sobre la base.

En ella (fig. 38), si g2 es menor que el ángulo límite el

rayo se refractará emergiendo al aire y si es mayor se

producira reflexión total. Calculamos g2. En el triángulo

ABC es:

g2 = gr1 + â

y como: á + 2.â = 1800

es:

 y aplicando Snell en el punto A:

gr1 = 26,230

con lo que g2 queda: g2 = 26,23 + 70 = ¡ 96,230 !

resultado del que se deduce que si la luz incide por debajo de la normal N1, como se representa en la fig. 38, no

pueden darse las condiciones requeridas por el problema ya que el ángulo g2 no puede ser mayor de 900. En

consecuencia, la luz ha de incidir sobre el prisma por encima de la normal N1, como se indica en la fig. 39.

Según se ha visto, para  g1 = 450  es  gr1 = 26,230. En el triángulo ABF (fig. 39) es:

â = gr1 + g2  . . . . . . . . . . . . . . . (1)

g2 = â - gr1 = 70 - 26,23 = 43,770

Calculamos el ángulo límite:

y por ser  g2 > gL  se produce reflexión total en el punto

B de la base, dirigiéndose el rayo hacia la cara opuesta a
la de entrada. Estudiaremos a continuación la refracción
en esta cara. 

En el triángulo BCD es:             â = g3 + g2

y   de  la  simple comparación de esta expresión con la (1)

se deduce que  g3 = gr1 = 26,230 y, según la ley de Snell,

también ha de ser  gr3 = g1 = 450. En consecuencia, el rayo

emerge por la cara opuesta a la de entrada con el mismo
ángulo con el que incidió inicialmente sobre el prisma.
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fig. V. 40

a.2. Cálculo de la desviación.

La desviación total es la suma de las tres desviaciones que produce el prisma sobre el rayo de luz. En este caso
(ver fig. 39) las tres desviaciones tienen sentido antihorario, positivo:

ä = ä1 + ä2 + ä3 = (g1 - gr1) + (180 - 2.g2) + (gr3 - g3)

y como, según se ha visto, es  g3 = gr1  y  gr3 = g1 , queda:

ä = 2.g1 - 2.(gr1 + g2) + 180 = 2.g1 - 2.â + 180 = 2.(g1 - â + 90) = 2.(45 - 70 + 90) = 1300

b. Cálculo de la nueva desviación.

Al colocar una lámina plano-paralela en la
base del prisma, puede ocurrir que el rayo
emerja por la cara inferior de la lámina o
que sufra reflexión total en ella. Para salir de

dudas hemos de calcular el ángulo g3 con

que incide el rayo de luz sobre la cara

inferior de la lámina (fig. 40) y si g3 es mayor

que el ángulo límite correspondiente al
dioptrio formado por la lámina y el aire,
habrá reflexión total en el punto P.

Del apartado anterior sabemos que  g2 =

43,770. Aplicando Snell en el punto A:

El ángulo límite para el sistema lámina-aire es:

por lo que, al ser  g3 > gL , se produce reflexión total en P.

Para el cálculo de la desviación que ahora sufre el rayo, hagamos las siguientes consideraciones:

1. Los ángulos gr2, g3 y g4 (fig. 40) son iguales por tener sus lados paralelos:         gr2 = g3 = g4 = 39,230

2. Por ser  g4 = gr2  ha de ser, según la ley de Snell:                                 gr4 = g2 = 43,770

3. De la fig. 40 se deduce que (ver triángulos sombreados):     â = gr1 + g2       y      â =  g5 + gr4 = g5 + g2

y de la comparación de ambas expresiones se deduce que  g5 = gr1.

A la vista de este último resultado, si  g5 = gr1, también ha de ser, según la ley de Snell,  g1 = gr5 = 450, lo que

conduce a la conclusión de que la desviación producida cuando se coloca la lámina es la misma que con el prisma
solo, ya que el ángulo con que emerge el rayo en ambos casos es el mismo.
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11. Se pegan dos prismas isósceles rectángulos como indica la figura. El prisma ABC está
compuesto de un vidrio de índice N y el BCD de un vidrio de índice n = 1,65. Un haz de rayos
paralelos incide normalmente a la cara AB y se refracta en la cara BC. ¿Qué condición deben
satisfacer los índices N y n para que este haz emerja por la cara BD después de reflejarse por
reflexión total sobre la cara CD?

fig. V. 41

Por ser ambos prismas isósceles rectángulos, todos los ángulos á son de 45o. Además, el ángulo de incidencia

g1 es igual al ángulo á (amarillo) con vértice en el punto B por tener sus lados perpendiculares:

g1 = á = 45o

Para satisfacer la trayectoria solicitada en el enunciado debe de cumplirse:

1º) Que el rayo no sufra reflexión total en Q para que pueda pasar refractándose al segundo prisma, lo que

requiere que el rayo de luz incida con un ángulo g1 menor que el ángulo límite gL1 sobre la superficie BC que

separa los medios de índices N y n. Dicho de otra forma, el valor más pequeño que puede tomar este ángulo

límite gL1 es 45o ya que éste es el valor de g1:
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y como:  

ha de ser:

si N fuera mayor que 1,94 el ángulo límite gL1 sería menor que 45o y se produciría reflexión total en Q.

2º) Que el rayo al refractarse en Q se aleje de la normal, con lo cual se garantiza que se dirigirá hacia la cara CD
y no hacia la base BD, lo que requiere que N sea mayor que n:

N > 1,65

3º) Que el ángulo de incidencia g2 sea mayor que el ángulo límite gL2 correspondiente al dioptrio formado por

el  medio de índice n y el aire separados por la superficie CD, condición que garantiza que en el punto P se
produzca  reflexión total:

y  como (ver fig. 41): g1' + g2 = 90º 

la  condición  anterior  (g2 > 37,31o)  implica que  g1' < (90 - g2), es  decir, g1'  < 52,69o.

Aplicando la ley de Snell en el punto Q:

y por ser 52,69o el valor máximo de g2 , el cociente 1,12 obtenido es el valor máximo de la relación de índices.

En consecuencia:

4º) Que el ángulo de incidencia g3 sea menor que 37,31o, valor del ángulo límite gL2 correspondiente al dioptrio

n-aire, con lo cual se garantiza que el rayo no sufrirá reflexión total en R, emergiendo por la cara BD. Dado
que (ver triángulo sombreado en la fig. 41):

á = g2 + g3 

el máximo valor que puede tomar g3 se corresponde con el mínimo de g2 que es 37,31o, por lo que:

g3 < (á - g2) = 45 - 37,31 = 7,69º

y siendo este valor menor que  gL2 (37,31o), queda garantizada la refracción en R.

Conclusión: el cumplimiento de las condiciones requeridas queda garantizado si:

1,65 < N < 1,85.
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fig. V. 42

12. Se pegan dos prismas isósceles por sus bases como indica la figura. El prisma

superior tiene un  ángulo  de  refringencia  á = 40o  y  está fabricado con
vidrio de índice de refracción n = 1,56. El prisma inferior ha sido tallado con
un ángulo â = 42o. Un rayo de luz incide perpendicularmente a la cara AB.
¿Cuál es el tipo de vidrio que constituye el segundo prisma si el rayo emerge
por la cara CD y perpendicularmente a ella? ¿Cuál será entonces su
desviación respecto al rayo incidente?

 El rayo no se desvía en la cara AB por incidir perpendicularmente a ella (fig. 42), alcanzando la base AC con

un ángulo  g  que es igual al ángulo  ã  con vértice en A por tener sus lados perpendiculares, siendo:

Por la misma razón son iguales los ángulos g' y ö, siendo:

a. Cálculo del índice n2.

Aplicando la ley de Snell en el punto P: 

b. Cálculo de la desviación.

De la figura se deduce que: ä + g' = g        !       ä = g - g' = 70 - 69 = 10

teniendo esta desviación sentido horario como puede verse en la figura, por lo que:  ä = - 10
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13. A una distancia de 20 cm del prisma de la figura se sitúa una pantalla. Sabiendo que la arista
AB del prisma mide 6 cm y la CD 10 cm, ¿cuál será el radio máximo que aparecerá en la pantalla 
cuando  un  haz  de luz incida normalmente a CD iluminándola completamente? (á = 30o; n =
1,5). Si el índice del prisma fuera n = 2, ¿cuál sería el valor del radio máximo?

fig. V. 43

Los rayos que incidan en dirección a la zona central AB no se desvían por incidir normalmente sobre las caras
CD y AB. Los rayos que incidan en dirección a las caras AC y BD sí que se desvían, siendo los rayos que inciden
sobre los puntos A y B los que más se van a alejar del eje en su impacto sobre la pantalla. La distancia rm desde
el eje al punto de impacto de estos rayos es el radio máximo pedido por el enunciado. 

De la fig. 43 se deduce que:

y como  â = g' - g , se hace preciso calcular los ángulos g y g'.

El ángulo de incidencia g es igual al ángulo á por tener sus lados perpendiculares:

g = á = 300

Aplicando la ley de Snell en el punto A:

por lo que: â = 48,6 - 30 = 18,60

quedando: rm = 20.tg 18,6 - 3 = 3,73 cm
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fig. V. 44

fig. V. 45

Si el índice del prisma fuera n = 2, al aplicar de nuevo la

ley de Snell en el punto A:

y, en consecuencia, los rayos que lleguen a las caras AC o BD
emergen tangentes a ellas, alcanzando todos ellos los
mismos puntos Q de la pantalla (fig. 45).

Ahora el radio máximo iluminado es:

y como ahora es:

â = g' - g = 90 - 30 = 600

al sustituir queda:

rm = 20. tg 60 - 3 = 31,64 cm
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14. Calcular el camino óptico que recorre la luz en el prisma óptico de la figura, sabiendo que la
desviación es mínima.

fig. V. 46

El camino óptico es: L = n.s 

siendo s el espacio recorrido por la luz en el interior del prisma. En condiciones de desviación mínima, el rayo
refractado circula por el interior del prisma paralelamente a su base. En consecuencia el espacio  s recorrido por
la luz es:

2.x + s = 5       Y       s = 5 - 2.x

De la figura se deduce que:

y el camino óptico queda:
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15. Detrás de una lente cuya focal es de 100 mm colocamos un conjunto de dos prismas de
ángulo recto, tal y como muestra la figura, a una distancia de 50 mm de la lente. El índice de
refracción de los prismas es de 1,5 y la longitud de los catetos de cada prisma es de 25 mm.
Se pide:
a) Calcular el cambio de camino óptico introducido por los prismas.
b) Si la lente trabaja con un objeto en el infinito, ¿cuál es el desplazamiento de la imagen

producido por los prismas?
c) Si los prismas se cambian por otros idénticos pero de índice 1,6, ¿cuál será el nuevo

desplazamiento de la imagen?
d) ¿Cuáles deben ser las dimensiones de los prismas de índice 1,6 para dar el mismo

desplazamiento que cuando tenían un índice 1,5 y las dimensiones originales?

fig. V. 47

a. Desde que entra en el primer prisma hasta que emerge del segundo, la luz recorre un camino óptico que no
recorrería si no existiera la combinación de prismas. Este cambio de camino óptico es el doble del recorrido
por la luz en cada prisma, que es (fig. 47):

y por tratarse de un triángulo isósceles rectángulo es:

por lo que:

siendo a la hipotenusa cuyo valor es:

con lo que el camino óptico recorrido por la luz en uno
de los prismas queda:

y el camino óptico recorrido en los dos prismas:
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fig. V. 48

b. Cálculo del desplazamiento de la imagen.

b.1. Primer método: a partir del desplazamiento axial producido por la lámina equivalente.

El desplazamiento que van a producir los prismas sobre la imagen es el mismo que produciría su lámina
equivalente, siendo el espesor de ésta el espacio recorrido por la luz en el interior de ambos prismas:

El desplazamiento ä producido sobre la imagen por una lámina plano-paralela viene dado por la expresión:

b.2. Segundo método: considerando a la lámina equivalente como un sistema formado por dos dioptrios planos.

Por estar el objeto en el infinito, si no estuvieran los prismas la imagen se formaría en F' de la lente, es decir,
a 100 mm a la derecha de la lente o, lo que es lo mismo, a 50 mm a la derecha de la primera cara de la
combinación de prismas. Esta imagen se comporta como un objeto virtual (O1) para el primer dioptrio plano que
formaría de ella una imagen (O1') cuya posición viene dada por la expresión:

A su vez, esta imagen (O1') actúa como objeto virtual (O2) para el segundo dioptrio formando éste la imagen
final (O2') en una posición que viene dada por la misma expresión anterior en la que, ahora, la posición del objeto
es (ver figura 48):

quedando:

El desplazamiento sufrido por la imagen viene dado por la distancia O1O2́:

resultado que concuerda con el obtenido por el primer método.
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16. ¿Qué ángulo de refringencia tiene un prisma delgado de 3 dioptrías prismáticas?

Datos: nC = 1,5204, nF = 1,5293, íAbbe = 58,76.

fig. V. 49

c. Si el índice de los prismas es 1,6, el espesor de la lámina equivalente sigue siendo el mismo y el desplazamiento
producido sobre la imagen queda:

d. Para calcular las nuevas dimensiones de los prismas utilizaremos la misma expresión del desplazamiento
producido por una lámina plano-paralela, teniendo en cuenta que ahora es:

y recordando que, en este caso, el espesor de la lámina (e) es el doble de la hipotenusa (a):

y el tamaño de los lados de cada prisma es:

Desviación en un prisma degado.

Un rayo que incide sobre un prisma sufre dos refracciones, una en cada cara, produciéndole una desviación
que viene dada por el ángulo  ä  que forma la dirección del rayo incidente con la del emergente.

En el triángulo ABC es:

ä = ö + â
y como:

ö = g1 - gN1     y      â = gN2 - g2

queda:

ä = (g1 + gN2) - (gN1 + g2). . . . . . . (1)

El ángulo  ã  es igual al ángulo á del prisma  por
tener sus lados perpendiculares y como en el
triángulo ABD es:

ã = á = gN1 + g2. . . . . . . . . . . (2)

al sustituir este valor en (1) queda:

ä = g1 + gN2 - á. . . . . . . . . . . (3)

Si se trata de un prisma delgado, su ángulo de refringencia á es pequeño. Dado que en sus aplicaciones,
fundamentalmente en la corrección de forias o estrabismos, va a estar orientado de forma que la luz incide con
ángulos pequeños, para su estudio se utiliza la aproximación gaussiana:

Por tratarse de prismas delgados con ángulos de incidencia g1 pequeños, también van a ser pequeños  g1́, g2

y g2́  con lo que al aplicar la ley de la refracción a ambas superficies del prisma:
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fig. V. 50

en donde se ha hecho la aproximación paraxial: .

Sustituyendo estos valores en la expresión (3) la desviación queda:

y como según (1) es:

queda: ä = n.á - á = á (n - 1)

Esta expresión permite calcular la

desviación ä que produce un prisma

delgado de ángulo á e índice n sobre un
rayo de luz que incide sobre él con
ángulos pequeños. En esta expresión

tanto ä como á se pueden expresar en
grados o en radianes, siempre que ambos
lo hagan en la misma unidad. 

La dioptría prismática es la potencia
de un prisma que produce una desviación
sobre la línea D (amarilla) de 1 cm a la
distancia de 1 m. En consecuencia con
esta definición, el prisma del problema
produce una desviación sobre la línea D
de 3 cm a la distancia de 1 m.

La desviación para la línea D es:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4)

siendo nD el índice del prisma para la línea amarilla, expresión en la que no se conoce ni äD ni nD, pero se pueden
calcular.

Cálculo de äD:

Cálculo de nD:

en las que:

nF = índice del prisma para la línea azul.

nC = índice del prisma para la línea roja.

y sustituyendo los valores de äD y de (nD - 1) en (4) queda:
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17. Dado un prisma delgado de potencia 5 D.P. para su nD, calcular cuál es la variación de potencia
sufrida por el prisma para sus nF y nC.

fig. V. 51

La potencia de un prisma delgado viene dada por la expresión  P = 100. ä  en la que ä es la desviación

angular expresada en radianes.

Para las líneas D, C y F la potencia del prisma es:

La diferencia de potencias del prisma para las líneas F y C es:

y como la desviación en un prisma delgado viene dada por la expresión:

al sustituir queda:

y recordando que el nº de Abbe es:

queda:

expresión en la que no se conoce ni el ángulo del prisma á ni su índice nD. No obstante, se conoce su potencia
para la línea D:

 

e introduciendo este resultado en la expresión de la variación de potencia queda:
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18. Dados los prismas delgados 655/453 y 532/453 y á = 10 ambos, calcular la potencia prismática
de la combinación cuando están colocados en oposición y en contacto.

fig. V. 52

De los datos del enunciado se deduce que los índices de refracción de los prismas son:

n1 = 1,655          ;          n2 = 1,532

La potencia de una combinación de prismas yuxtapuestos viene dada por la expresión:

en la que P1 y P2 son las potencias de cada uno de los prismas y â el ángulo que forman en el acoplamiento.

En este caso, si únicamente existiera el primer prisma, un rayo de luz sería desviado por él hasta un punto A.
Si únicamente existiera el segundo prisma, el rayo de luz sería desviado hasta un punto como el B.

La potencia de un prisma delgado viene dada por la expresión:

en la que á, ángulo del prisma, ha de estar expresado en radianes.
Según esto:

Como el ángulo â es de 1800, la potencia de la combinación queda:
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19. Se tiene un sistema de dos prismas pegados tal como indica la figura, cuyos ángulos son
respectivamente 100 y 120. La relación de índices es n1/n2 = 1,07. Calcular n1 y n2 para que el
conjunto tenga 0 dioptrías prismáticas. ¿De qué combinación se trata?

20. Se dispone de un prisma óptico A, de ángulo á = 100 que quiere acromatizarse para las líneas
C y F de Fraunhofer, combinándolo con otro prisma B. Se desea conocer: a) el ángulo del prisma
B, b) la desviación que produce la combinación en la línea D.
Datos: prisma A: nC = 1,5204 nD = 1,5230 nF = 1,5293

prisma B: nC = 1,7131 nD = 1,7200 nF = 1,7377

Si el conjunto tiene potencia prismática nula se trata de una combinación de prismas de visión directa y la
desviación total ha de ser nula:

ä = ä1 + ä2 = 0 .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

siendo ä1 y ä2 las desviaciones producidas por cada uno de los prismas, que vienen dadas por la expresión (12) de
la pág. 8 de este tema:

ä1 = á1.(n1 - 1)          ;          ä2 = á2.(n2 - 1)

y sustituyendo estos valores en la expresión (1) anterior se llega a:

y como  n1 = 1,07. n2 , queda: n1 = 1,07.1,54 = 1,65

a. Cálculo del ángulo del prisma B.

La condición de acromatismo es:

deduciéndose del signo negativo que el segundo prisma está invertido respecto del primero.

b. Cálculo de la desviación.

La desviación experimentada por la línea D es la suma 
de las desviaciones producidas sobre esa línea por cada prisma:
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fig. V. 53

21. Calcular  la  dispersión  cromática  axial  de una lámina plano-paralela de índices nF = 1.5234,
nD = 1.5230 y nC = 1.5225, sabiendo que el espesor de la lámina es de 5 mm.

fig. V. 54

Cuando un rayo de luz blanca incide sobre una
lámina plano-paralela, en la primera refracción
(punto A) se produce dispersión de la luz. En la fig. 53
se han representado las líneas C (roja, la que menos
se desvía) y F (azul, la que más se desvía). Aplicando
Snell en el punto de incidencia P y en los puntos A y
B por donde emergen los rayos:

punto P: 

punto A:

punto B:

y teniendo en cuenta que:

de las expresiones anteriores se concluye que:

resultado del que se deduce que los rayos C y F emergentes son paralelos entre sí y también al incidente. En
consecuencia en una lámina plano-paralela no se produce dispersión angular.

No obstante (ver fig. 54), en una lámina plano-paralela se produce dispersión cromática axial debido a que este
sistema, de un objeto O, forma imágenes OC' (roja),...., OF' (azul) en posiciones distintas. La distancia entre estas
imágenes es la dispersión cromática axial:

en la que äF y äC son los respectivos
desplazamientos axiales que vienen dados por
las expresiones: 

y sustituyendo y operando queda:
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22. En un prisma isósceles de ángulo de refringencia 400 que trabaja por reflexión en su base:
a) Calcular el ángulo de incidencia para que la desviación producida sea de 1800.
b) Para dicho ángulo de incidencia, ¿qué índice de refracción debe tener como mínimo el

prisma para que no sea necesario espejar la base?
c) Con este índice, calcular las desviaciones producidas para ángulos de incidencia de 600 y

800. (La dirección de incidencia es siempre hacia la base del prisma).

fig. V. 55

fig. V. 56

a) Cálculo del ángulo de incidencia.

La desviación total es la suma de las desviaciones sufridas por el rayo en el interior del prisma:

ä = ä1 + ä2 + ä3 = (g1 - gr1) + (180 - 2.g2) + (gr3 - g3). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

Calcularemos cada uno de estos ángulos. Por ser un
triángulo isósceles:

á + 2.â = 180

En la fig. 55, en el triángulo sombreado de la
izquierda es:

gr1 + g2 = â

y en el de la derecha: 

g3 + g2 = â

De la comparación de ambas se deduce que:

gr1 = g3

por lo que, según la ley de Snell, también ha de ser:

g1 = gr3

e introduciendo estos valores en la expresión (1) de la
desviación:

ä = (g1 - gr1) + (180 - 2.g2) + (g1 - gr1) = 1800       6      2.g1 - 2.(gr1 + g2) = 0

y como  gr1 + g2 = â, queda:

g1 = â = 700

De este resultado se deduce que los ángulos g1 y â tienen

sus lados perpendiculares lo que, por elementales
consideraciones geométricas, requiere que el rayo incidente
sea perpendicular a la base del prisma. Como, según el
enunciado, la desviación ha de ser de 1800, el rayo emergente
del prisma ha de ser también perpendicular a su base. Por
ello, la marcha de los rayos trazada en la fig. 55 antes de
conocer sus direcciones no responde a las exigencias del
problema mientras que sí lo hace la de la fig. 56.
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fig. V. 57

fig. V. 58

b. Cálculo del índice de refracción.

Si el índice del prisma fuera igual al del aire (n = 1), el rayo incidente no se desviaría (fig. 57). A medida que
fuera aumentando el índice del prisma (n2, n3,..), según la ley de Snell el rayo sufriría una mayor desviación hasta
que, para un determinado valor del índice del prisma (nL), el rayo emergería tangente a la base. En ese momento

el ángulo de incidencia a la base sería el ángulo límite gL. Para valores de n mayores que nL se produciría reflexión

total en la base y no sería necesario espejarla. Calcularemos nL.

y teniendo en cuenta que:

 al sustituir y operar queda:

y como, según se ha visto, es  g1 = â = 700, queda:

c. Cálculo de la desviación para g1 = 600 y para g1 = 800.

Para este valor de n = 1,69 el ángulo límite es:       

Para conocer si en la base se produce reflexión total hemos

de calcular g2 para ambos casos:

para  g1 = 600: gr1 = 30,80

para  g1 = 800: gr1 = 35,60

y como: gr1 + g2 = â   Y   g2 = â - gr1 = 70 - gr1

para  g1 = 600: g2 = 39,200

para  g1 = 800: g2 = 34,390

resultados de los que se deduce que para un ángulo de incidencia g1 de 600 sí  que se produce reflexión total en

la base por ser  g2 > gL, mientras que no se produce tal reflexión para g1 = 800 por ser, en este caso, g2 < gl.
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23. Si una lámina plano-paralela de espesor 3 mm e índice 1,52 se coloca delante de un espejo
plano y pegada a él, ¿cuánto y en qué sentido se desplaza la imagen paraxial de un punto
observado en el espejo? 

fig. V. 59

Dado que para  g1 = 600  se produce reflexión total, la desviación  se  calcula  mediante  la  expresión (1),

teniendo  en cuenta que, según se ha visto, en este caso es:

  gr1 = g3  y  g1 = gr3

ä60º = (g1 - gr1) + (180 - 2.g2) + (gr3 - g3) = 2.g1 - 2.(gr1 + g2) + 180 = 2.g1 - 2.â + 180

ä60
o = 2.(60) - 2.(70) + 180 = + 160o (sentido antihorario)

Para g1 = 800 la desviación es (ver fig. 58):

ä80º = ä1 + ä2 = (g1 - gr1) + (gr2 - g2) = g1 + gr2 - (gr1 + g2) =  g1 + gr2 - â

expresión en la que son conocidos todos los valores excepto  gr2, que pasamos a calcular. En el punto B:

quedando la desviación: ä80º = 80 + 72,80 - 70 = 82,80o

Planteamiento del problema.

Cuando el objeto O está situado únicamente frente al espejo a una distancia a de él, éste forma una imagen
ONequidistante. Cuando se coloca la lámina plano-paralela encima del espejo, los rayos que parten del punto
objeto O se refractan en la primera superficie de la lámina dando lugar a la imagen O1' que, a su vez, hace de
objeto para el espejo, que forma una imagen, equidistante del espejo, en O2́. Esta imagen O2́ actúa como objeto
en la refracción que sufren los rayos reflejados al salir de la lámina ya que todo sucede como si éstos proviniesen
de O2́, formándose en esta refracción la imagen final O3́. El desplazamiento pedido por el problema es la distancia
ä entre la imagen ON que forma sólo el espejo y la imagen final O3́ formada por el espejo y la lámina.

De la figura se deduce que:

siendo:  

quedando la desviación: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)
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fig. V. 60

Cálculo de s3́ . Por ser una imagen formada por un dioptrio plano:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

Cálculo de s3 : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)

Cálculo de s2́. Por ser una imagen formada por un espejo plano:

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4)

Cálculo de s1'. Por ser una imagen formada por un dioptrio plano:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5)

Sustituyendo (5) en (4):

y llevando este valor a la (3):   

por último, sustituyendo en (2):

Quedando la desviación:

 

resultado del que se deduce que la desviación es independiente de la posición inicial (a) del objeto.
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24. Dado el prisma de la figura, calcular el desplazamiento que produce en la imagen y el espesor
de la lámina equivalente reducida. Datos: n = 1,5 ; a = 5 cm ; b = 2,5 cm. Se supone que se
trabaja en zona paraxial.

fig. V. 61

El desplazamiento que produce un prisma sobre la imagen de un objeto es el mismo que produciría su lámina
plano-paralela equivalente. Este desplazamiento viene dado por la expresión:

en la que e es el espesor de la lámina equivalente, es decir,
el espesor de una lámina plano-paralela en la que la luz
recorriera el mismo camino óptico que en el prisma y er es
su espesor reducido.

De la figura se deduce que el espesor de la lámina
equivalente es:

e = AB + BC + CD

y como: AB + CD = c      y      BC = b

queda: e = b + c

siendo:

por lo que el espesor de la lámina equivalente queda:

e = b + c = 2,5 + 3,54 = 6,04 cm

y el desplazamiento de la imagen:

siendo el espesor reducido:
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25. Dado un prisma isósceles de ángulo 30o y base 5 cm, calcular el camino óptico recorrido, dentro
del prisma, por un rayo que incide en él a una altura de  2 cm y con un ángulo de 10o. El índice
del prisma es  n = 1,5 y está en aire.

fig. V. 62

PLANTEAMIENTO.

El camino óptico recorrido por el rayo en el interior del prisma, si no se produce reflexión total en el punto
C, es:

L = n.BC

siendo n el índice del prisma y BC el segmento indicado en la figura.

Para el cálculo de BC, por aplicación del teorema de los senos en el triángulo ABC, es preciso calcular  ã  y  AB 
ya que:

a. Cálculo de ã. ã = 90 - g2

y como: á = g1'  + g2 

queda:  ã = 90 - (á - g1' )

En el punto B se cumple:

con lo que:      ã = 90 - (30 - 6,65) = 66,65o

En el punto C se producirá reflexión total si el

ángulo de incidencia g2 es mayor que al ángulo límite

gL:

y: g2 +  g1'  = á       Y        g2 = á - g1'  = 23,35o

y como  g2 <  gL  en el punto C no se produce reflexión total.

b. Cálculo de AB.

De la figura se deduce que:  AB = AD - BD.  Además, en el triángulo ADF:

      siendo:            

por lo que:
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26. ¿Qué índice de refracción debe tener un prisma de Porro simple para que funcione como tal?
Razonar la respuesta.

fig. V. 63

y en el triángulo BDE:

con lo que AB queda: AB = 9,66 - 2,07 = 7,59 cm

y el segmento BC:  

c. Cálculo del camino óptico: L = n.BC = 1,5.(4,13) = 6,20 cm

El rayo incidente, al alcanzar la primera superficie del prisma, no sufre desviación por incidir

perpendicularmente a ella. Por ser este prisma isósceles-rectángulo el ángulo g de incidencia a la segunda cara

es de 450 y para que funcione como tal prisma de Porro ha de sufrir reflexión total en esta cara, por lo que, si
llamamos gL al ángulo límite, ha de ser:

gL  # g

o lo que es lo mismo, el valor más grande que puede tomar gL para que se produzca la reflexión total es g.

Calcularemos a continuación el valor que debe tener n cuando gL toma su valor máximo, es decir, cuando:

gL = g = 450 

y puesto que existe proporcionalidad inversa entre  n  y  gL , del resultado obtenido se deduce que si  n  > 1,41 
será  gL < 450  y se producirá reflexión total, tanto en la segunda como en la tercera superficie, emergiendo el rayo
paralelamente a sí mismo.
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27. Sean dos prismas delgados de índices B16-64  y  583:320. Calcular la relación que debe haber
entre los ángulos de los dos prismas para que la combinación sea: a) acromática, b) de visión
directa. En este segundo caso, calcular así mismo la dispersión cromática en función del ángulo
del segundo prisma.

fig. V. 64

a. Valor de los índices de refracción y números de Abbe.

De la notación empleada en el enunciado se deduce que (ver pág. I-2):

n1 = n1D = 1,516          í1 = 64
                     

 n2 = n2D = 1,583          í2 = 32 

siendo n1D y n2D los índices de los prismas para la línea amarilla y í1 y í2 sus respectivos números de Abbe.

b. Sistema acromático.  

La condición de acromatismo para una combinación de dos prismas delgados es (ver pág. V-9):

y sustituyendo los valores del apartado a.  queda:

expresión en la que el signo menos indica que los prismas han de estar acoplados con sus vértices en oposición
(fig. 64), es decir, uno invertido respecto del otro.

b. Sistema de visión directa.

La condición para que dos prismas delgados constituyan una combinación de visión directa es (pág. V-10):
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fig. V. 65

c. Cálculo de la dispersión cromática en función de á2.

La dispersión cromática viene medida por el ángulo ä que forman las líneas C (roja) y F (azul) después de
abandonar la combinación de prismas (fig. 65). Puesto que en las combinaciones de visión directa la línea D
emerge paralela al rayo incidente, la línea C sufre una desviación äC "hacia arriba" mientras que la línea F sufre
una desviación äF "hacia abajo", de manera que, teniendo en cuenta el convenio de signos para ángulos (positivos
en sentido antihorario y negativos en sentido horario, se puede escribir que (ver fig. 65):

Recordando que la desviación producida por
un prisma delgado viene dada por la expresión:

ä = á (n -1)

aplicándola a la desviación producida por ambos
prismas sobre cada color queda:

y llevando estos valores a la expresión de ä, y
sustituyendo el valor de á1 calculado en el
apartado anterior queda, después de operar:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

expresión en la que ninguno de los índices que aparecen en ella es conocido. Sin embargo es posible calcular las
diferencias de índices que aparecen en ella recordando que el número de Abbe es:

y aplicándola a cada uno de los prismas:

Por último, sustituyendo estos valores de las diferencias de índices en la (1) queda:

ä = á2.[ 0,0182 -1,13.(0,0081) ] 

ä = 0,0091. á2  rad

siendo ä la dispersión angular pedida.
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28. En una lámina plano-paralela de índice n2 rodeada por medios de índices n1 y n3, ¿qué relación
debe existir entre los índices y el ángulo de incidencia para que exista reflexión total en la
segunda cara de la lámina?

fig. V. 66

Se trata de encontrar la forma de la función:

para que se produzca reflexión total en la superficie que separa los medios de índices n2 y n3.

Para que en esta superficie se produzca la reflexión total deseada ha de ser (ver figura):
  

g' $  gL

siendo g' el ángulo de incidencia a la superficie (n2,n3) y gL el ángulo límite correspondiente a estos dos medios,

es decir, el valor "frontera" a partir del cual se produce la reflexión total. 

Calculamos el valor de g para el cual g' toma el valor "frontera" gL:

                                                

y como:

al sustituir queda: 

De este resultado y del razonamiento anterior se deduce que se producirá reflexión total en la segunda cara
de la lámina si:

Obsérvese, además, que el ángulo de incidencia g necesario es independiente del propio índice n2 de la

lámina, aunque para que se produzca la reflexión total pedida es preciso que n2 sea mayor que n3.
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29. Calcular el desplazamiento axial que producen dos láminas plano-paralelas de índices n1 = 1,5
y n2 = 1,7 , de espesores 3 y 5 mm, colocadas en contacto, sobre un objeto situado en la primera
cara de la primera lámina.

fig. V. 67

El desplazamiento axial es la distancia OO2́ = ä , siendo O el punto objeto y O2́ el punto imagen formado por
el sistema.

a. Posición de la imagen O1' formada en la primera refracción. 

La luz procedente del objeto O, al pasar desde el medio n1 al n2 sufre una refracción en los puntos A. Por
ser plana la superficie que separa ambos medios la posición de la imagen O1' viene dada por la expresión:

en la que: s1 = e1 = 3 mm        ;         n = n1 = 1,5         ;          n'= n2 = 1,7

y sustituyendo queda:

b. Posición de la imagen final O2́ formada en la segunda refracción.

La imagen O1' formada en la primera refracción actúa como objeto real en la segunda refracción, es decir, para
la última superficie (puntos B) todo sucede como si los rayos procedieran de un punto objeto O1':

en la que:

por lo que al sustituir queda:

c. Cálculo del desplazamiento axial.
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30. Dada la combinación de prismas de la figura, calcular el ángulo que forman el rayo incidente de
la figura y el emergente.

fig. V. 68

Por incidir perpendicularmente a ella, el rayo incidente no se desvía al alcanzar la primera superficie

incidiendo sobre la segunda (punto A) con un ángulo g1 = 60o. Por aplicación de la ley de Snell se obtiene el ángulo

de refracción g1':

  

y como el seno de un ángulo ha de ser menor o igual que la unidad, de este resultado se deduce que en el punto

A no hay refracción sino que se produce reflexión total, por lo que g1' = g1 = 60o.

Después de sufrir la reflexión en A, el rayo se dirige hacia un punto B de la cara superior, incidiendo con un

ángulo g2 que pasamos a calcular:

           

y  en el triángulo ABC es: g2 = 180 - á - â = 30o

Calculamos el ángulo de refracción g2' en el punto B:

El ángulo ä que forman el rayo emergente por el punto B y el incidente en A es (ver figura): 
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31. Una vasija contiene dos líquidos no miscibles, el más denso de espesor d1 e índice n1 y el menos
denso de índice n2. Calcular el espesor d2 de este segundo líquido para que un objeto situado
en el fondo de la vasija se vea justamente en la superficie de separación entre los dos líquidos.

fig. V. 69

PLANTEAMIENTO.

El rayo emergente del punto O sufre una primera refracción en la superficie que separa ambos medios dando
lugar a la imagen O1́. Esta imagen actúa como objeto para la superficie que separa al segundo medio del aire
formándose, en la segunda refracción, la imagen final O2'. En ambos casos la posición de la imagen viene dada por
la expresión general:

1. Cálculo de la posición de la primera imagen O1́ .

Puesto que esta imagen se forma al pasar la luz desde el medio de índice n1 al de n2, en la expresión general
es:

y al sustituir estos valores en la expresión general queda:

2. Cálculo de la posición de la segunda imagen O2' .

La posición s2 de la imagen O1́ referida a la segunda superficie en contacto con el aire es:

y al sustituir en la expresión general, teniendo en cuenta que ahora  n = n2  y  n´= 1  y que, según el enunciado, la
imagen ha de formarse en la superficie de separación de ambos medios, queda:

Por último, sustituyendo s2 por su valor y operando, queda:
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32. Determinar la ecuación general que nos da el ángulo de refringencia de un prisma en función del
ángulo de incidencia, de forma que el rayo emergente es perpendicular a la primera cara del
prisma. Se suponen conocidos el índice del prisma y el ángulo de incidencia. Comprobar el
resultado para el caso de un prisma de índice 1,4 y un ángulo de incidencia de 60o.

fig. V. 70

El ángulo g2' con que emerge el rayo por la segunda cara del prisma es igual al ángulo refringente del prisma á

por tener sus lados perpendiculares, por lo que aplicando la ley de Snell a la refracción en esta cara:

y como:

al sustituir queda:

y desarrollando el seno de la diferencia: 

Teniendo en cuenta que en la primera refracción es:

al sustituir y poner el coseno de g1́ en función del seno queda:

y dividiendo por cos á:

de donde:

Para  g1 = 60o  y  n = 1,4 queda: tg á = 8,63       ;       á = 83,4o
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33. Una lámina plano-paralela de hielo (n = 1,31) tiene un espesor de 1 cm. ¿Dónde habrá que
colocar un punto objeto para que se vea justamente en el centro de la lámina?

fig. V. 71

fig. V. 72

Resolveremos este problema aplicando rigurosamente el convenio de signos, aunque no es preciso en el caso
de dioptrios planos y láminas, tal como se ha visto en problemas anteriores.

El desplazamiento axial d (distancia entre el objeto O y la
imagen final O´) que produce una lámina plano-paralela es:

. . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

Si el objeto O está a una distancia  s = VO  de la primera cara
de la lámina (fig. 134), como según el enunciado la imagen final
O´ se ha de formar a una distancia e/2, el desplazamiento es:

. . . . . . . . . (2)

e igualando las expresiones (1) y (2):  

resultado del que se deduce, por el signo positivo de la distancia s, que el objeto es virtual y estaría situado en el
interior de la lámina a 0,263 cm a la derecha de V.

Otra forma de resolver el problema (fig. 135): puesto que se
conoce la posición de la imagen final O2́ (s2́ = - 0,5 cm), formada
por la cara derecha de la lámina, la posición s2 = V´O1' de su objeto
O1' es:

Al ser O1' la imagen que forma la primera cara de la lámina del
objeto O, se cumple que:

.. . . . . (1)

y como:

(Expresión en la que se ha aplicado estrictamente el convenio de
signos)

y sustituyendo en la (1) queda:

C
onclusión: el objeto hay que colocarlo a 0,263 cm a la derecha de V.
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34. Sean dos prismas delgados de vidrios D48-48 y C70-47. Si el primero tiene un ángulo de 5o, ¿cuál
debe ser el ángulo del segundo prisma para que la combinación sea acromática? Si se invierte la
posición del segundo prisma, ¿cuál será entonces la dispersión cromática que producen? 

fig. V. 73

1º) A partir de la tabla adjunta en la que representa la notación empleada para expresar el valor de los índices
de refracción de los distintos tipos de vidrios ópticos (ver Tema 1 pág. 3), se deduce que el índice de refracción
para la línea D y el número de Abbe de cada uno de los prismas es:

La condición para que una combinación de
prismas sea acromática es:

por lo que despejando á2 y sustituyendo queda:

resultado del que se deduce, por el signo negativo de á2, que el segundo prisma ha de tener su arista invertida
respecto del primero.

2º) La dispersión cromática producida viene dada por el ángulo ä que forman las líneas C (roja) y F (azul)
emergentes de la combinación de prismas. De la fig. 73 se deduce que este ángulo ä es la diferencia entre las
desviaciones sufridas por ambos rayos:

siendo:

 

y sustituyendo:

por último, teniendo en cuenta que el número de Abbe es: 

al operar  q  u  e  d   a  :          

en la que, ahora, á2 entra con signo positivo por estar colocado el segundo prisma con su arista "hacia arriba",
según el enunciado.
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35. Un prisma equilátero de 3 cm de lado e índice de refracción 1,7, está inmerso en un cubo de
5 cm de lado e índice de refracción 1,5 tal y como se muestra en la figura. Calcular la desviación
del rayo emergente con respecto al incidente indicado en la figura, si todo el cubo está inmerso
en aire.

fig. V. 74

np = índice del prisma = 1,7          ;          nc = índice del cubo  =1,5          ;         á  = 60o

El ángulo de incidencia g1 (en amarillo) es igual al ángulo inferior izquierdo del prisma por tener sus lados

perpendiculares. Como se trata de un prisma equilátero es  g1 = á = 60o.

a. Cálculo de g1'. En el punto A:     

 b. Cálculo de g2. En el triángulo ABD:     á + (90 - gN1) + (90 - g2) = 180

á = gN1 + g2       Y       g2 = á - gN1 = 60 - 49,83o = 10,17o

c. Cálculo de g2'.

En el punto B: 

 

d. Cálculo de g3'.

En el punto C:

y como:

queda:

Por último, como  este  ángulo  es  precisamente  el  que  forma  el  rayo  incidente  con  el  emergente, la
desviación es:

ä = + 17,47o (en el sentido anti-horario)
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36. Dado un prisma equilátero de 5 cm de lado, con la base y la cara posterior espejadas (tal como
se indica en la figura), calcular el índice de refracción del prisma para que un rayo incidente a una
altura de 3 cm, paralelo a la base del prisma, emerja de la primera cara formando un ángulo de
600 con la normal.

fig. V. 75 a

Aplicando la ley de Snell en los puntos A y F:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

y dividiendo ambas expresiones: .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

En el triángulo ABC (en verde en la fig. 75a), formado por las normales a las caras del prisma, es:

gN1 + g2 = á = 60. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)
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fig. 75 b fig. 75 c

Para una mayor claridad en la interpretación de las relaciones entre ángulos, en la figura 75b se ha ampliado
la zona del prisma correspondiente al vértice inferior derecho. 

En el triángulo BPD, en violeta en la fig. 75b, los ángulos â en color naranja son iguales por tener sus lados
perpendiculares, por lo que:

 g2 + g3 = â = 60. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4)

En el triángulo DEF en gris en la fig. 75c, los ángulos ã en color marrón son iguales por tener, también, sus lados
perpendiculares, por lo que:

g3 + g4 = ã = 60. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5)

De las expresiones  (1) y (2) se deduce que: gN1 = g3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6)

y, por último, de (5) y (6): g4 = 60 - gN1

y sustituyendo este valor en la expresión (2):
 

de donde: tg gN1 = 0,39         Y         gN1 = 21,210

Por último, llevando este valor a la expresión (1) queda: 

  n = 1,38
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37. Se tiene un prisma isósceles de ángulo á e índice n en aire. Calcular n y á si, un rayo que incide
en la primera cara en dirección perpendicular a la base del prisma, está en condiciones de
desviación mínima y otro rayo que incide también en la primera cara en dirección paralela a la

base del prisma, sale de la primera cara con un ángulo g1' = 9,4O. Calcular para estos dos rayos

la potencia prismática.

fig. V. 76cfig. V. 76a fig. V. 76b

a. Cálculo de á y de n.   

El ángulo con el que el rayo --'– incide sobre la cara AB es igual al ángulo â del vértice B por tener sus lados

perpendiculares (fig. 76a). Llamaremos â' al correspondiente ángulo de refracción (fig. 76b). Por incidir este rayo

--'– en condiciones de desviación mínima, el ángulo con que emerge por la base del prisma es igual al incidente

â (amarillos), siendo también iguales los ángulos de refracción â' en la cara AB y el de incidencia en la cara BC
(verdes).

En el triángulo gris (fig. 76b), la suma de los dos ángulos interiores (verdes) es igual al exterior â (amarillo)
formado por las normales NAB y NBC a las caras AB y BC:

y aplicando la ley de Snell a la refracción en la primera cara:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

De la fig. 76a se deduce que el ángulo de incidencia del rayo --' '–, paralelo a la base BC, es 90 - â, por lo que

aplicando la ley de Snell a la refracción de este rayo:

y como:

queda: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

Teniendo en cuenta que: 

la expresión (1) queda: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)
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fig. V. 76d

Recordando que: 

al aplicarlo a la expresión (2):

y sustituyendo el valor de  cos â' dado por la expresión (3):

 (única solución válida:)

Sustituyendo este valor de n en la expresión (3):

y como:              

b. Cálculo de la potencia prismática.

La desviación ä que sufre el rayo --'''– que incide normalmente a la cara AB es:

 en la que g es igual al ángulo del prisma á por tener sus lados perpendiculares.

y la potencia prismática queda:
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38. Dada la combinación de prismas de la figura, calcular los índices de refracción n1 y n2 para que
el rayo saliente emerja por la base rasante. Suponer que el sistema está sumergido en un medio
de índice 1,5 y que además se cumple que  n1

2 + n2
2 = 4.

fig. V. 77

Los ángulos en verde con vértice en los puntos A y D son
iguales (60o) por tener sus lados perpendiculares.

El rayo incidente no se desvía al pasar al medio n1 

alcanzando la superficie  AB  con un ángulo g = 600, por lo

que en el punto D:

. . . . . . . . . . . (1)

En la figura, los ángulos (en amarillo) con vértices en A y

en D son iguales (30o) por estar comprendidos entre

paralelas y el ángulo con vértice en F que forman las dos

normales es igual al ángulo (en amarillo) con vértice en D

por tener sus lados perpendiculares.

En el triángulo DEF de la figura es:

y al sustituir este valor en (1) queda:

y teniendo en cuenta que  sen 60 = cos 30, al dividir por cos 30 queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

En el punto E:

y al sustituir  sen g2  y  cos g2  en (1) queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

y como, según el enunciado, es: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)

resolviendo el sistema formado por (2) y (3) queda una ecuación de segundo grado que ofrece las soluciones,
ambas válidas, siguientes:

Solución a): n1 = 1,25       y       n2 = 1,56

Solución b): n1 = 1,00       y      n2 = 1,73
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39. En un prisma equilátero de lado 5,9 cm e índice 1,6 incide un rayo a 2 cm de altura con un ángulo
de 300 en dirección a la base del prisma. Calcular el camino óptico recorrido por el rayo dentro
del prisma.

fig. V. 78

El camino óptico es  L = n.s  siendo s el espacio recorrido por la luz en el interior del prisma. Para calcular este
espacio es preciso conocer la trayectoria que sigue la luz, ya que en el punto B puede haber refracción, en cuyo
caso el rayo emergería del prisma o puede producirse reflexión total. Saldremos de dudas calculando el ángulo de

incidencia g2: si este ángulo es mayor que el ángulo límite habrá reflexión total.

Aplicando la ley de Snell en el punto A:

El ángulo que forman en P las normales N1 y N2 (en amarillo)

es igual al ángulo á con vértice en D por tener sus lados
perpendiculares. En el triángulo ABP:

á = gr1 + g2. . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

g2 = á - gr1 = 60 - 18,21 = 41,790

El ángulo límite en B es:

y por ser  g2 > gL  se produce reflexión total en el punto B.

El rayo reflejado en B se dirige hacia un punto C de la cara opuesta incidiendo con un ángulo g3 que pasamos

a calcular. El ángulo que forman  las normales N2 y N3 en el punto T (en verde) es igual al ángulo á del prisma en
el vértice F por tener sus lados perpendiculares.

En el triángulo BCT es: á = g3 + g2

y de la comparación de esta expresión con la (1) se deduce que:

g3 = gr1 = 18,210

lo que implica que el ángulo gr3 con que emerge el rayo del prisma es igual al g1 con el que incidió sobre él, como

se puede comprobar por aplicación de Snell en el punto C.
De esta forma, el camino óptico recorrido por el rayo en el interior del prisma es:

L = n.s = n.(AB + BC)
Cálculo de AB:

Cálculo de BC:  aplicando el teorema de los senos en el triángulo BCF:

siendo: y = a - x = 5,9 - x

Para calcular  x  apliquemos el teorema de los senos en el triángulo ABD:

con lo que: y = 5,9 - x = 5,9 - 2,94 = 2,96 cm

y la distancia BC queda: BC = 0,91.y = 0,91.(2,96) = 2,70 cm

Cálculo del camino óptico: L = n.(AB + CD) = 1,6.(2,68 + 2,70) = 8,60 cm
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40. Un rayo de luz monocromática incide sobre un prisma perpendicularmente a la primera cara,
sufre una reflexión en la cara opuesta y emerge perpendicularmente a la base. Sabiendo que
la desviación total producida por el prisma es de 700, calcular:
a) los tres ángulos del prisma.
b) los valores del índice de refracción del prisma para los cuales es posible esta trayectoria.

fig. V. 79

fig. 80a fig. 80dfig. 80cfig. 80b

fig. 80e

a. Cálculo de los ángulos del prisma.

Puesto que en la reflexión el ángulo de incidencia g es igual al de

reflexión g', de la fig. 79 se deduce:

El ángulo g es igual al ángulo á (amarillos) por tener sus lados

perpendiculares. A su vez, y por la misma razón, son iguales  â  y  g'

(verdes) por una parte y  ä  y  ã (naranjas) por otra, por lo que:

á = â = g = g' = 550

ã = ä = 700

b. Cálculo del índice de refracción del prisma.

Si el índice del prisma fuera igual al del aire (n1 = 1, fig. a), el rayo de luz no se desviaría.
Si imaginamos que el índice del prisma va tomando valores cada vez mayores n2 , n3,...,
(figs. b, c y d), según la ley de Snell el rayo emergente se alejaría cada vez más de la normal
N hasta que, para un determinado valor del índice nL, el rayo emergería tangencialmente 

a  la  cara  opuesta a la de entrada (fig. d). En este momento, el ángulo de incidencia g
sobre esta cara del prisma sería el ángulo límite gL. Si el ángulo de incidencia es un

infinitésimo mayor que el ángulo límite se produce reflexión total (fig. 80e) , siendo según
hemos visto:

g = gL = á = 550

por lo que el índice del prisma es:

En consecuencia, para que se produzca la trayectoria requerida por el problema, el índice del prisma ha de ser
mayor que 1,22, siendo preciso hacer constar que para cualquier valor de  n > 1,22  la trayectoria seguida por la
luz sería la misma.
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41. Dada la siguiente disposición de prismas, calcular la desviación producida por dicho sistema,
considerando que el rayo trazado incide de tal forma que es paralelo a la base de los prismas y
que después de la primera refracción alcanza la cara vertical del primer prisma.

fig. V. 81

La desviación viene dada por el ángulo ä que forma la dirección del rayo incidente con la del emergente. De la
figura se deduce que:

ä + gN
3 + 30 = 90  

por lo que es preciso calcular el ángulo g3́ con el que emerge el rayo del sistema.

El ángulo g1 es 600 por ser igual al ángulo superior del primer prisma al tener sus lados perpendiculares.

Aplicando la ley de Snell a la primera refracción (punto a):

En el triángulo sombreado del primer prisma:
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Aplicando la ley de Snell a la segunda refracción (punto b):

En el triángulo sombreado del segundo prisma:
   

Por último, aplicando Snell a la tercera refracción (punto c):

quedando la desviación:

ä = 60 - g3́ = 60 - 33,84 = 26,150  (sentido horario como se indica en la figura)
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6. LISTADO DE PROBLEMAS.

1. Un rayo de luz incide con un ángulo de 45o sobre una lámina de caras planas y paralelas, cuyo índice de
refracción es 1,5. a) Si el espesor de la lámina es de 12 cm, calcular el desplazamiento del rayo emergente. b)
Si el espesor de la lámina es de 10 cm, y se quiere conseguir el mismo desplazamiento, ¿cuál es ahora el índice
del material que se debe emplear?

Solución: a) d = 3,95 cm   ;   b) n = 1,75.

2. Determinar el desplazamiento de la imagen de un objeto O1 situado a una distancia s1 de la superficie inferior
de una lámina de caras planas y paralelas cuando se mira a través de ella y normalmente a su superficie. El
espesor de la lámina es  e  y los índices de refracción del medio que rodea la lámina y de ésta son n1 y n2.

Solución:  d = e (1 -  n1 / n2)

3. Un observador mira un objeto luminoso a través de una lámina de caras plano-paralelas y lo ve a una distancia
de 15 mm de la primera cara de la lámina. Si el índice de la lámina es de  1,6  y su espesor de 20 mm, calcular
la distancia real a la que se encuentra el punto de la primera cara de la lámina. Calcular en estas condiciones
el desplazamiento lateral para un rayo que, partiendo del objeto, incide sobre la lámina con un ángulo de 45o.
¿Cuál tendría que ser el índice de la lámina para que el observador viera el objeto en un punto situado en la
segunda superficie? Se supone que el observador mira prácticamente en la vertical y que el medio que rodea
la lámina es aire.

Solución: a) 22,5 mm,  b) 7,17 mm,  c) n = 1,14.

4. Dos líquidos no miscibles se encuentran superpuestos en una vasija. El de menor densidad tiene 2 cm de
espesor y su índice de refracción es 1,36; el de mayor densidad tiene 4 cm de espesor y su índice de refracción
es 1.33. En el fondo de la vasija hay un pequeño objeto. ¿A qué altura se verá éste cuando se mira desde la
vertical?

Solución: a 4,48 cm desde la superficie superior en contacto con el aire.

5. Un estanque contiene agua, cuya superficie libre es  AB. En  la  misma  vertical  OP  se hallan, en  O a  ho = 1,2
m por encima de AB, el ojo de un observador, y en P a hP = 0,80 m por debajo de AB el ojo de un pez. 
a) El observador y el pez, ¿se ven separados por la misma distancia OP? Calcular las distancias aparentes.
b) El fondo del estanque está formado por un espejo CD. El espesor de la capa de agua encima del espejo es

de e = 1,2 m. El observador, permaneciendo en la misma posición O se mira en el espejo CD. ¿A qué
distancia ve su imagen? ¿En que sentido y cuánto se desplazará la imagen al vaciar el estanque? Índice de
refracción del agua = 4/3.

Solución: a) El observador ve al pez a 1,80 m de él. El pez ve al observador a 2,40 m de él.
b) El observador se ve a 1,8 m por debajo del espejo. Si se vacía el estanque se ve a 2,4 m por

debajo del espejo.

6. Tenemos una lente de 5 dioptrías y situamos detrás de ella un frasco transparente de paredes muy delgadas
cuya sección transversal es cuadrada, de forma que la segunda cara dista de la lente 50 cm. A 40 cm delante
de la lente, y situado en su eje óptico se encuentra un punto luminoso P.
a) Si se llena el frasco de agua, de manera que la imagen de P se forme exactamente sobre la segunda cara,

¿cuál será la anchura del frasco?
b) Si se sustituye el agua por un líquido cuyo índice de refracción es 1, 5, ¿cuánto y en qué sentido habrá que

desplazar el punto P para que su imagen continúe sobre la segunda cara del frasco? Se desprecia el efecto
de las paredes del frasco.

Solución: a) 40 cm, b) hay que alejar el punto  P  4 cm de la lente.
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7. Un prisma de Porro simple (n = 1, 52) tiene una longitud de 5 cm en la cara mayor. Hallar el espesor de la lámina
planoparalela equivalente. Hallar la posición de la imagen de un punto situado a 20 cm delante de la primera
cara del prisma.

Solución: a) e = 3,54 cm, b) La imagen está a 22,33 cm de la cara por la que emerge el rayo.

8. Demostrar que en un pentaprisma de vidrio de n = 1, 52 deben espejarse las caras reflectantes. Hallar el espesor
de la lámina equivalente si las caras de entrada y salida miden 5 cm. 

Solución: e = 17,07 cm.

9. Se desea combinar dos vidrios de parámetros: vidrio 1:   nd = 1,514    íd = 64
vidrio 2:   nd = 1,612    íd = 36,6

para hacer un prisma de dispersión nula con 5o de desviación. Hallar los ángulos correspondientes a cada uno
de los vidrios.

10. Un prisma óptico de ángulo de refringencia 60o e índice de refracción 1,5, recibe un rayo de luz
perpendicularmente a una de sus caras. Determinar el ángulo de desviación.

Solución: 60o

11. Se tiene un prisma de vidrio de ángulo de refringencia 46o y de índice de refracción 1,5. ¿Cuál debe ser el
ángulo de incidencia sobre la cara lateral para que después de sufrir una reflexión total en la otra cara salga
normal a la base?

Solución: 32,52o

12. Supongamos un prisma de índice de refracción n, sumergido en el aire. ¿Qué relación debe existir entre el

ángulo de incidencia g y el ángulo de refringencia del prisma  á, para que el rayo emergente salga

perpendicular a la primera cara del prisma?

Solución:

13. Sea un prisma de ángulo  á  e índice de refracción n = 2 situado de forma que la cara de entrada está en aire
y la de salida en un medio de índice 1,5. ¿Cuál es el valor máximo que puede tener  á  para que siempre haya
emergencia?

Solución: 18,59o.

14. Se superponen dos prismas delgados de modo que sus desviaciones formen entre sí un ángulo de 60o. Si sus
potencias son  6 D.P.  y  4 D.P., respectivamente, hállese: a) la desviación resultante en grados, b) la potencia
del prisma resultante y c) el ángulo que forma la resultante con el más potente de los prismas.

Solución: a) 4,98o  ;  b) 8,72 D.P.  ;  c) 23,41o.

15. Dos rayos paralelos inciden perpendicularmente sobre la base de un prisma de Porro de hielo (n = 1,31).
Calcular el ángulo que formarán entre sí los dos rayos emergentes del prisma. El
medio que rodea al prisma es aire.

Solución: 45,73o.

16. Un prisma tiene un ángulo de refringencia de 45o . Un rayo incide sobre la primera cara estando contenido en
la sección principal del prisma y formando 5o con la normal. Hallar la dirección del rayo emergente y la
desviación respecto al incidente en los dos casos posibles (n = 1,5).

Solución: a) 45,74o en sentido horario, b) 92o en sentido horario.
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TEMA - VI

FIBRAS ÓPTICAS.

1. ÁNGULO MÁXIMO DE ACEPTACIÓN.

2. APERTURA NUMÉRICA.

3. CÁLCULO DEL NÚMERO DE REFLEXIONES.

4. CÁLCULO DEL CAMINO ÓPTICO.

5. DISPERSIÓN TEMPORAL.

6. PROBLEMAS RESUELTOS.

7. LISTADO DE PROBLEMAS CON SOLUCIÓN.
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fig. VI. 1

fig. VI. 2

FIBRAS ÓPTICAS.

Son hilos cilíndricos de gran longitud y de diámetro ö  comprendido entre 10 y 80 ìm construídos con
materiales dieléctricos. En ellas, la luz que incide sobre una de sus bases se propaga hasta el otro extremo por
sucesivas reflexiones totales.

En sus aplicaciones se utilizan haces de fibras y para evitar que la luz pase
de una fibra a las que le rodean, se recubren de otro material dieléctrico de
menor índice de refracción con objeto de que se pueda producir la reflexión
total necesaria para la propagación de la luz en su interior, de manera que:

nf > nC

siendo: nf = índice de refracción de la fibra.
nC = índice de refracción de su recubrimiento.

1. Ángulo máximo de aceptación.

Si el ángulo de incidencia g es grande

(rayo --' – de la fig. 2) la luz llegará a un

punto como el P de la superficie que separa
a la fibra de su recubrimiento con un ángulo

n pequeño, menor que el ángulo límite gL y

el rayo se escaparía de la fibra.

Al disminuir el ángulo g de incidencia

aumenta el ángulo n con el que el rayo
alcanza la cubierta de la fibra (en gris) hasta

que, para un cierto valor gm del ángulo de

incidencia, el rayo (--''--) alcanza la cubierta

con el ángulo límite gL , de manera que todos

los rayos que incidieran sobre la fibra con

ángulos menores que gm (rayo --'''–)

sufrirían reflexión total y se propagarían por
su interior.

En consecuencia gm es el ángulo máximo de aceptación. Resumiendo esta idea:

Si g > gm Y no hay reflexión total y no hay propagación.

Si g # gm Y hay reflexión total y propagación de la luz.

Sea  n0  el índice del primer medio. Aplicando la ley de Snell al rayo --''--:

y como  sen gḿ = cos gL   por ser ambos ángulos complementarios:
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y recordando que:

aplicada a este caso queda:

y sustituyendo: .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

de donde: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

expresión que permite calcular el ángulo máximo de aceptación de una fibra óptica que depende, únicamente,
de los índices de refracción del sistema.

Casos particulares:

a. Si el primer medio es aire (n0 = 1): 

   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)

b. Si, además, la fibra no está recubierta (n0 = nC = 1):

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4)

y, en este caso, para garantizar que todos los rayos que incidan sobre la fibra se propaguen en su interior,

cualesquiera que sea su ángulo de incidencia, debe ser  gm = 90o  y el índice de la fibra tendría que tener un valor:

2. Apertura numérica de una fibra óptica.

En la expresión (1) el producto recibe el nombre de apertura numérica de la fibra:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5)

Si el primer medio es el aire (n0 = 1), el máximo valor que puede tomar A.N. está condicionado por el máximo

valor que puede tomar el seno de un ángulo, que es la unidad cuando gm = 90o , en cuyo caso la fibra aceptaría

a todos los rayos que llegasen a ella.
Si  n0 > 1, la apertura numérica (A.N.) puede tomar valores mayores que la unidad.
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fig. VI. 3

3. Cálculo del número de reflexiones.

Por cada reflexión que sufre, el rayo de luz recorre  un  espacio  2y (fig. 3) avanzando un espacio  2x, por
lo que el número total de reflexiones en el interior de la fibra vendrá dado por la relación entre la longitud  s 
de la fibra y lo que avanza en una reflexión:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6)

y como:

y sustituyendo en (6): .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7)

siendo ö = diámetro de la fibra.

4. Cálculo del camino óptico.

El camino óptico recorrido por la luz por cada reflexión, de acuerdo con la nomenclatura empleada en la
fig. 3, es:

y el camino óptico al cabo de las N reflexiones que sufre la luz para recorrer toda la fibra es N veces el camino
óptico relativo a una reflexión:

. . . . . . . . . . . . . . (8)

Según se ha visto en el punto 1, la fibra acepta a los rayos que inciden con ángulos g comprendidos entre

0 y gm . A estos rayos les corresponde, respectivamente, un camino óptico mínimo (para g = 0) por no sufrir

ninguna reflexión y máximo (para g = gm) por ser el que más reflexiones sufre:

a.  

y según la expresión (8):   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9)
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b.

y según (8):   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10)

5. Tiempo empleado en recorrer una fibra: dispersión temporal.

El camino óptico expresado en función del tiempo t que tarda la luz en recorrer un medio es (pág. I. 3):

siendo  c  la velocidad de la luz en el vacío, por lo que, sustituyendo el valor de L dado por la expresión (8), el
tiempo empleado por un rayo de luz en recorrer una fibra es:

 .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (11)

Para una misma longitud de onda, la velocidad con que se propagan los rayos de luz en el interior de la fibra
es la misma, independientemente del ángulo de incidencia. No obstante, el rayo que tarda menos tiempo en

recorrerla es el que incide normalmente (g = 0) por no sufrir ninguna reflexión interna:

si:   g = 0        Y        g´ = 0        Y        cos g´ = 1

y según (11): . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12)

siendo tR el tiempo empleado en recorrer toda la fibra.

El rayo que emplea más tiempo es el que incide con el ángulo máximo de aceptación gm por ser el que más

reflexiones sufre en el interior de la fibra:

si:

con lo que, según (11), el tiempo empleado por este rayo queda: 

   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (13)

La  diferencia  entre  el  tiempo empleado por el rayo "más lento" ( tL ) y el empleado por el "más rápido"

( tR ) es la dispersión temporal ô:

. . . . . . . . . . . . . . . . (14)
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1. Una fibra óptica está recubierta con un material de n = 1,515 y su ángulo máximo de aceptación
es 40E. Calcular el camino óptico al cabo de 2000 reflexiones para un rayo que incide con un ángulo
de 30E, sabiendo que el extremo de la fibra está en aire y que su diámetro es de 50 ìm.

fig. VI-4

fig. VI-5

6. PROBLEMAS RESUELTOS.

Si N es el número de reflexiones que sufre el rayo, el camino óptico total L será N veces el camino óptico
recorrido en una reflexión L1 (fig. 4):

y como:           queda:           . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

siendo r el radio, ö el diámetro de la fibra y  nf  el índice de su núcleo.

De esta expresión se deduce que, para
calcular el camino óptico L, es preciso determinar

el valor de nf y de g'. Para ello, se conoce el valor

del ángulo máximo de aceptación (gm = 40º) y

sabemos que cuando un rayo incide sobre una fibra

con este ángulo, se refracta con un ángulo gḿ que

es el complementario del ángulo límite gL (fig. 5).

gḿ = 90 - gL     Y     sen gḿ = cos gL

a. Cálculo de nf . Aplicando la ley de Snell en los puntos A y B (fig. 5):

. . . . . . . . . (2)

. . . . . . . . (3)

y sustituyendo la (3) en (2) y despejando nf :

b. Cálculo de g'. Aplicando la ley de Snell en el punto A (fig. 4):

c. Cálculo del camino óptico. Sustituyendo los valores de nf  y  g´ en la expresión (1): 
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2. Calcular el camino óptico máximo y mínimo recorrido por un rayo en una fibra óptica de
longitud 50 cm e índice 1,64 recubierto por una capa de índice 1,51. Con este dato calcular la
dispersión temporal.

fig. VI-6

a. Cálculo del camino mínimo.

Es el que corresponde al rayo --' – que recorre la fibra óptica en la dirección de su eje .

b. Cálculo del camino máximo.

Es el que corresponde al rayo --''-- que incide sobre

la fibra óptica según el ángulo máximo de aceptación

(gm), razón por la que este rayo es el que más espacio

recorre, siendo máximo también el camino óptico
recorrido por este rayo. En estas condiciones el ángulo
de incidencia en la superficie que separa el núcleo de

la fibra de su cubierta (punto P) es el ángulo límite (gL).

El camino óptico recorrido al cabo de una reflexión
interna es:

y al cabo de N reflexiones internas:

en la que:

quedando al sustituir:

c. Cálculo de la dispersión temporal.

La dispersión temporal ô es la diferencia entre el tiempo empleado por el rayo más lento (rayo  --''-- ), y el

tiempo empleado por el rayo más rápido (rayo --' – ).

El tiempo empleado por cualquier rayo que recorra un espacio  s  en el interior de una fibra de índice n, con
una velocidad v, es:

siendo L el camino óptico.
En consecuencia, la dispersión temporal es:
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3. En una fibra óptica recubierta, de longitud 50 cm, el ángulo de aceptación máximo es de 40º y el
ángulo límite de 67º.  Calcular el índice de la fibra nf y el de la cubierta nc así como el tiempo que
tarda en atravesar la fibra un rayo que incide sobre ella con un ángulo de 20º.

fig. VI-7

fig. VI-8

a. Cálculo de nf y nc. Aplicando la ley de Snell en el punto de incidencia P para el rayo --'-- (fig. 7):

en la que gm es el ángulo de aceptación máximo y  gL el ángulo límite, por lo que:

Por otra parte, el ángulo límite es: 
             

b. Cálculo del tiempo.

El tiempo empleado por el rayo --''-- que

incide con un ángulo de 20o es (fig. 8):

. . . . . . . (1)

siendo  s el espacio total recorrido por el rayo de
luz y v la velocidad de la luz en el interior de la
fibra. El espacio recorrido por la luz en una

reflexión es:

y el recorrido al cabo de N reflexiones:

El número de reflexiones N sufridas por el rayo se obtiene mediante la relación entre la longitud de la fibra L

y lo que avanza el rayo en una reflexión, que es 2x (ver fig. 8):

con lo que el espacio recorrido queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

y como:   

al sustituir en (2) queda:

y el tiempo, sustituyendo en (1):
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4. Conociendo el diámetro d y los índices de refracción del núcleo nf y del recubrimiento nC para una
fibra óptica de vidrio que se quiere curvar en forma de circunferencia, hallar el radio mínimo r para
que dicha fibra siga transportando luz. La fibra está sumergida en un medio de índice na.

fig. VI-9

Para asegurar que la fibra sigue transportando la luz
después de penetrar en  ella, los ángulos de incidencia en
los puntos B, D, E, F,... han de ser mayores que el ángulo

limite  gL. De esta forma se producirá reflexión total en

todos los puntos.
Por consideraciones geométricas elementales, los

ángulos de incidencia en los puntos B, E, ..., situados en la
parte externa del núcleo de la fibra, son iguales. Del mismo

modo, los ángulos g1 de incidencia en los puntos D, F, ...,

situados en la parte interna del núcleo de la fibra, son 
también iguales entre sí.

La condición necesaria y suficiente para que la fibra
transporte la luz es que el ángulo de incidencia en B sea

mayor que el límite, ya que, en este caso, los ángulos g1

también serían mayores que  gL por ser: 

g1 = gL + á

lo que garantiza que en todas las sucesivas reflexiones de
la luz se produzca reflexión total.

Como el ángulo límite  gL es el que define la frontera entre la propagación y la no propagación de la luz en el

interior de la fibra, tomamos como valor del ángulo de incidencia en B el del propio ángulo límite.
En el triángulo ABC, aplicando el teorema de los senos:

. . . . . . . . . . . (1)

Por otra parte, aplicando la ley de la refracción en el punto A y teniendo en cuenta que  sen gL = nc/nf , queda:

y sustituyendo este valor en (1):

La condición que asegura que el transporte de la luz se realiza para cualquier ángulo de incidencia se obtiene

para g = 90o e introduciendo este valor en la expresión anterior, queda:
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5. En una fibra óptica de índice 1,6 en el núcleo y 1,5 en la capa de recubrimiento, 50ìm de diámetro
y 10 cm de longitud, calcular la dispersión temporal entre dos rayos que inciden respectivamente
a 5º y 15º.

fig. VI-10

a. Cálculo del ángulo máximo de aceptación. Calcularemos este ángulo para verificar que los rayos incidentes se
propagan por el interior de la fibra. El ángulo máximo de aceptación viene dado por la expresión (2) de la pág. VI-1:

y por ser gm > 15º, ambos rayos, el incidente a 5º y el incidente a 15º, se van a propagar por la fibra.

b. Cálculo de la dispersión temporal. El tiempo empleado por un rayo de luz en recorrer una fibra viene dado por
la relación entre el espacio  s  recorrido en su interior y la velocidad  v  con que recorre ese espacio.  El espacio total 
s  recorrido se puede expresar como el producto del espacio recorrido en una reflexión interna  s1 por el número de
reflexiones N que sufre, por lo que:

        .. . . . . . . . . . . . . . . . (1)

El espacio recorrido en una reflexión es:

 s1 = ABC = 2y   (ver figura)

y como:

al sustituir en la expresión (1) queda:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

El número de reflexiones se obtiene dividiendo la longitud total  a de la fibra, entre lo que avanza horizontalmente
el rayo por cada reflexión, que es la distancia  AC = 2 x:

Sustituyendo N por su valor en la expresión (2):

  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)

y aplicando la ley de Snell en el punto A (n0 = 1):

con lo que, al sustituir este valor en (3), el tiempo queda:                         

e introduciendo los datos el problema  (nf = 1,6     ;     a = 10 cm = 0,1 m     ;     c = 3.108 m/s):

para  g = 5o       û       t5 = 5,0085 . 10-10 s          y          para  g = 15o       û       t15 = 5,0761 . 10-10 s

y la dispersión temporal: ô = t15 - t5 = 6,76 . 10-12 s
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6. Calcular el número de reflexiones por metro que sufre un rayo en una fibra óptica de índice 1,6
recubierta por una capa de índice 1,5 siendo el diámetro de la fibra 50 micras y su longitud 20 cm.
El rayo incide en la fibra con un ángulo de 300.

Sea N el número total de reflexiones que sufre el rayo de luz en el interior de la fibra y a su longitud. El número
de reflexiones por unidad de longitud es entonces N/a .

fig. VI-11

Por cada reflexión el rayo avanza un espacio 2x en el interior de la fibra (no confundir este avance con el espacio
recorrido por la luz), por lo que el número  total de reflexiones N que va a sufrir el rayo viene dado por la relación
entre la longitud total a de la fibra y el avance del rayo por cada reflexión:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

Por otra parte: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

siendo d el diámetro de la fibra.

De las expresiones (1) y (2) se deduce que:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)

y calculando g' por aplicación de la ley de Snell:

Por último, sustituyendo este valor de g' en la (3):
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7. En una fibra recubierta de longitud 50 cm, con Apertura Numérica = 0,8 , calcular el ángulo
máximo de incidencia cuando está en aire, cuando está en agua y la dispersión temporal en cada
caso, sabiendo que nf = 1,63.

fig. VI-12

1. Cálculo del ángulo máximo de incidencia.

La apertura numérica A.N. de una fibra viene dada por la expresión:

siendo no el índice del medio desde el que incide la luz sobre la fibra y gm el ángulo máximo de aceptación.

Fibra en aire (no = 1):

Fibra en agua (no = 4/3):

   
2. Cálculo de la dispersión temporal.

La dispersión temporal  ô  es la diferencia de tiempos empleados por el rayo más lento y el más rápido en recorrer
la fibra,  siendo el más rápido el que incide sobre  la fibra en la  dirección de su eje  y el más lento el que incide según

el ángulo máximo de aceptación (g = gm). El tiempo empleado por un rayo en recorrer una fibra de longitud a viene

dado por la expresión (11) de la pág. VI-4):

expresión que aplicada al rayo más rápido (g = 0  ;  g'= 0) queda:

 

El rayo más lento es el que incide con el ángulo máximo de aceptación gm y se refracta en el interior de la fibra

con un ángulo gm'  que es complementario del ángulo límite gL (fig. 12), por lo que en este caso es:

con lo que el tiempo tlento empleado por este rayo lento en recorrer la fibra es:

quedando la dispersión temporal ô:

.. . . . . . . . . . . . (1)

y como  de la expresión (1) se deduce que la dispersión

temporal ô  no depende del índice n0 del medio desde el que la luz incide sobre
la fibra por lo que ô va a tener el mismo valor en aire que en agua.

Para calcular ô es preciso conocer el ángulo límite gL:

con lo que al sustituir en (1) queda:



Manual de Óptica Geométrica.
J.V. Santos (jsb267@gmail.com)

Tema VI - 12

9. Dado el esquema de la figura donde el rayo incidente es paralelo a la base, ¿cuál debe ser el índice
de refracción de un prisma isósceles de ángulo á = 90o para que el rayo emergente del prisma incida
sobre la superficie de separación entre el núcleo y la cubierta con ángulo límite? (nC = 1,4 ;  nf = 1,7).

fig. VI-13

a. Cálculo del ángulo límite.                 

b. Cálculo del ángulo g 2' . 

El ángulo â, por tener sus lados perpendiculares al ángulo inferior derecho del prisma (fig. 13), tiene su mismo
valor (45o) por lo que:                                                

c. Cálculo del ángulo g1 . Por ser los lados de g1 paralelos a los del ángulo inferior derecho del prisma, ambos ángulos

son iguales:
g1 = 45o

d. Cálculo del índice de refracción del prisma.

En la refracción en la primera cara del prisma
es:

y como  gN1 = 90 - g2  al sustituir queda:

 

. . . . . . . . (1)

En la segunda refracción (punto P) es:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

y dividiendo la ecuación (2) entre la (1):

Por último, llevando este valor a la ecuación (2):                  
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7. LISTADO DE PROBLEMAS.

1. Determinar la apertura numérica de una fibra óptica recubierta sabiendo que el núcleo tiene un índice de 1,62
y la cubierta de 1,52. ¿Cuál es el máximo ángulo de aceptación cuando está sumergida en aire? ¿Qué le
pasaría a un rayo incidente a 450?

Solución: a) A.N. = 0,56

b) gm = 34,080

c) No sufriría reflexión total en el interior de la fibra.

2. Una fibra óptica recubierta está compuesta por un núcleo de índice 1,6 y la cubierta de índice 1,5. La longitud
de la fibra es de 30 cm y su diámetro de 50 ìm. Calcular el ángulo máximo de aceptación si la fibra está
sumergida en aire. ¿Cuál es la diferencia de tiempos que tardan en atravesar la fibra el rayo más lento y el
más rápido? Calcular el número de reflexiones que sufren ambos rayos.

Solución: a) gm = 33,830

b) ô = 1,066 .10- 10 segundos.
c) N = 2.227

3. Una fibra óptica está compuesta por un núcleo de índice nf y una cubierta de índice nc y tiene un diámetro
de 40 ìm. Sabiendo que un rayo incidente a 300 sufre un total de 8000 reflexiones por metro y que la apertura
numérica de la fibra es de 0,71, calcular los índices de refracción nf y nc así como el ángulo límite en el interior
de la fibra. Si la fibra está sumergida en aire, ¿cuál es el máximo ángulo de aceptación?. ¿Y si está sumergida
en agua (n = 4/3)?

Solución: nf = 1,64
nc = 1,48
L = 64,400

Ángulos máximos de aceptación: en aire 44,95E, en agua  32,00E.

4. Un rayo de luz incide bajo un ángulo g en el extremo frontal de una fibra cónica siendo á el ángulo de

abertura del cono, nf el índice de refracción del núcleo de la fibra, nc el del recubrimiento y d el diámetro del
extremo frontal. Hallar la longitud para la cual el rayo se retiene dentro de la fibra.

Solución:    
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TEMA - VII

TEORÍA GENERAL DE SISTEMAS: Sistemas Ópticos Centrados.

1. ELEMENTOS CARDINALES.

1.1. Focos y planos focales.

1.2. Puntos y planos principales.

1.2.1. Planos principales en una superficie esférica y en un espejo esférico.

1.2.2. Planos principales en una lente gruesa.

1.2.3. Planos principales de una lente delgada.

1.3. Distancias focales.

1.4. Puntos nodales.

2. ECUACIONES DE CORRESPONDENCIA.

2.1. Origen en los focos.

2.1.1. Fórmula de Newton.

2.1.2. Aumento lateral.

 2.2. Origen en los puntos principales.

2.2.1. Aumento lateral.

2.2.2. Relación entre focales y posición del objeto y de la imagen.

2.2.3. Invariante de Helmholtz.

2.2.4. Relación entre las focales y los índices de refracción de los medios extremos del

sistema.

2.2.5. Relación entre focales, índices y posición del objeto y de la imagen.

2.2.6. Posición de los puntos nodales.

2.2.7. Aumento lateral en función de los índices de los medios extremos y de la posición

del objeto y de la imagen.

2.2.8. Aumento angular.

2.2.9. Aumento axial.

2.2.10. Relaciones entre los aumentos.
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3. POTENCIA DE UN SISTEMA.

4. CONSTRUCCIÓN GRÁFICA DE IMÁGENES.

5. SISTEMAS COMPUESTOS.

5.1. Determinación gráfica de la posición de F' y de H'.

5.2. Distancia focal imagen f ' del sistema equivalente.

5.3. Posición del plano principal imagen H' del sistema equivalente.

5.4. Posición del foco imagen F' del sistema equivalente.

5.5. Determinación gráfica de la posición de H y de F.

5.6. Distancia focal objeto f del sistema equivalente.

5.7. Posición del plano principal objeto H del sistema equivalente.

5.8. Posición del foco objeto F del sistema equivalente.

5.9. Relación entre las focales del sistema equivalente y los índices de los medios extremos

del acoplamiento.

5.10. Potencia del sistema compuesto.

5.11. Caso particular: lente gruesa sumergida en aire.

5.11.1. Posición de H'.

5.11.2. Posición de H.

5.11.3. Focal y potencia de la lente.

6. SISTEMAS AFOCALES.

7. ESPEJO EQUIVALENTE.

7.1. Determinación de la posición del vértice del espejo equivalente.

7.2. Determinación de la posición del centro de curvatura del espejo equivalente.

7.3 Radio y focal del espejo equivalente.

7.4. Planos principales, focales y potencia del sistema.

8. RESUMEN DE FÓRMULAS RELATIVAS A LOS SISTEMAS ÓPTICOS.

9. PROBLEMAS RESUELTOS.
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fig. VII. 1

SISTEMAS ÓPTICOS CENTRADOS.

Reciben este nombre los sistemas formados por varias superficies esféricas, y en su caso también planas,
que separan medios de diferentes índices de refracción y cuyos centros están situados sobre un mismo eje,
normal a todas ellas (fig. 1).

1. ELEMENTOS CARDINALES.

1.1. Focos y planos focales.

El foco objeto (F) de un sistema es un punto del eje que tiene la propiedad de que los rayos que pasan por
él emergen paralelos al eje (fig. 2). Los rayos que inciden sobre un sistema pasando por un mismo punto del
plano focal objeto emergen de él paralelos entre sí pero no al eje (fig. 3). En consecuencia, el infinito es
conjugado del foco objeto F.

fig. VII. 2

fig.VII. 3
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fig. VII. 6

El foco imagen (F') de un sistema es un punto del eje que tiene la propiedad de que en él convergen los
rayos que inciden sobre el sistema paralelos entre sí y al eje (fig. 4). Aquellos rayos que incidan sobre un sistema
paralelos entre sí pero no al eje, convergen en un punto del plano focal imagen (fig. 5). En consecuencia, F’ es
conjugado del infinito.

fig. VII. 4

 

fig. VII. 5

1.2. Puntos y planos principales.

El plano principal objeto (H) es el que, siendo normal al eje del sistema, contiene a los puntos de
intersección de los rayos que inciden por el foco objeto F con sus respectivos rayos emergentes (fig. 6). En el
sistema de esta figura, formado por dos lentes delgadas, el punto P en el que se produce la intersección de la
dirección incidente y emergente del rayo  --'-- pertenece al plano principal objeto H del sistema. El punto H de
intersección de este plano con el eje es el punto principal objeto del sistema.



Manual de Óptica Geométrica.
 J.V. Santos (jsb267@gmail.com) 

Tema VII- 5

fig. VII. 7

El plano principal imagen H’ es el que, siendo perpendicular al eje, contiene a los puntos de intersección

de las direcciones de los rayos incidentes paralelos al eje con las direcciones de sus respectivos emergentes hacia

F'.

En el sistema de las figs. 6 y 7, el punto P' en el que se produce la intersección del rayo  --''– incidente con

su emergente pertenece al plano principal imagen H’ del sistema. El punto H’ de intersección de este plano con

el eje, es el punto principal imagen del sistema.

El conocimiento de la posición de los planos principales permite simplificar extraordinariamente los cálculos

que conducen a la determinación de las características, posición y tamaño, de las imágenes que forman, así como

a su determinación gráfica.

De la observación de la fig. 7 se deduce que todo sucede como si los rayos, al alcanzar un punto P del plano

H, emergieran por el punto P' del plano H’ situado a la misma altura (fig. 7). En consecuencia, aquéllos rayos que

incidan sobre un sistema en dirección a su punto principal objeto H, emergerán de él por el punto principal

imagen H', conclusión de la que se deduce que H y H’ son conjugados a través del propio sistema, es decir, H’

es la imagen de H.

Más adelante comprobaremos que si los índices de refracción de los medios en que está sumergido el sistema

son iguales, el rayo incidente por el punto H y el emergente por el H’ son paralelos.

1.2.1. Planos principales en una superficie esférica y en un espejo esférico.

En la fig. 8 los puntos P1', P2',..., en los que se produce la intersección de los rayos incidentes paralelos al eje

con los emergentes, no están situados sobre un plano sino sobre la propia superficie esférica. No obstante, no

se ha de olvidar que, a nivel paraxial, los puntos P1', P2',..., se confunden con los H1', H2',..., por lo que el plano

principal imagen H’ de una superficie esférica es tangente a ella en su vértice V. De igual forma, el plano principal

objeto H es también tangente a la superficie en V.
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fig. VII. 9

fig. VII. 8

Mediante un razonamiento análogo se concluye que los planos principales H y H’ de un espejo esférico, ya
sea cóncavo o convexo, son tangentes al propio espejo en su vértice.

1.2.2. Planos principales de una lente gruesa.

Una lente gruesa es un sistema óptico centrado formado por dos superficies (dioptrios) esféricas o una
esférica y otra plana. Según se ha visto, los planos principales de cada una de las superficies coinciden con sus
respectivos vértices:

H1 / H1'  / V               ;               H2 / H2'  / V'

El plano principal objeto de la lente H viene definido por los puntos de intersección de la dirección de los
rayos incidentes por F con la dirección de sus respectivos emergentes paralelos al eje (fig. 10). De igual forma,
el plano principal imagen de la lente H’ viene definido por los puntos de intersección de la dirección de los rayos
incidentes paralelos al eje con la dirección de los emergentes por F'.

Nótese que los planos H y H’ pueden estar situados tanto fuera como dentro de la lente dependiendo su
posición, como se verá posteriormente, de la geometría de la lente (radios y espesor), de su índice de refracción
y del de los medios en que se encuentra sumergida.

En el caso de las lentes que tienen una cara plana (plano-cóncavas y plano-convexas), uno de los planos
principales es tangente a la cara curva de la lente independientemente de los índices de refracción de los medios
y de la lente (figs. 10.b y 10.e).

Por último señalar que los planos H y H’ de un sistema en general, pueden estar situados en este orden o en
el contrario, tal como se representa en la fig. 9, dependiendo la posición relativa de H y H´ de la geometría del
sistema y de su naturaleza.
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PLANOS PRINCIPALES EN LENTES GRUESAS.

CONVERGENTES DIVERGENTES

 a. Biconvexas.  d. Bicóncavas.

 b. Plano-convexas. e. Plano-cóncavas.

 c. Cóncavo-convexas.  f. Convexo-cóncavas.

 fig. VII. 10
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fig. 6. 12 fig. VII. 13

1.2.3. Planos principales de una lente delgada.

Una lente delgada se puede considerar como una lente gruesa de espesor despreciable. Por ello, los planos
principales H1 y H1' de la primera superficie coinciden con los H2 y H2' de la segunda y también han de coincidir

con todos ellos los planos H y H’ de la lente (fig. 11-A), como se demostrará a lo largo de este estudio de los
sistemas ópticos centrados.

fig. VII. 11

1.3. Distancias focales (fig. 11-B).

Distancia focal objeto: está definida por el segmento orientado  f = HF.
Distancia focal imagen: está definida por el segmento orientado  f‘  = H'F'.
Los sistemas convergentes tienen focal objeto f negativa y focal imagen f‘ positiva, mientras que en los

sistemas divergentes f  es positiva y f' negativa.

1.4. Puntos nodales.

Reciben este nombre dos puntos N y N' del eje, que tienen la propiedad de que los rayos que inciden sobre
el sistema en dirección al punto nodal objeto N, emergen del sistema paralelos al respectivo incidente en
dirección al punto nodal imagen N' (fig. 12).

Los puntos nodales N y N' son conjugados: si un objeto puntual estuviera colocado precisamente en N, su
imagen a través de todo el sistema estaría en N'.
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El punto O en el que los rayos incidentes en dirección a N cortan al eje, es el centro óptico del sistema. En el
caso de una lente gruesa (fig. 13) el centro óptico O es la imagen de N a través de la primera superficie de la
lente, actuando  N (en este caso) como objeto virtual. De igual forma, N' es la imagen de O a través de la segunda
superficie. El cálculo de la posición del centro óptico de una lente gruesa se realiza en el problema nº 36 de este
tema.

Dado que los rayos que inciden por N, pasan por O y emergen por N' paralelos al incidente, podemos decir
que los rayos que pasan por el centro óptico de un sistema no se desvían.

2. ECUACIONES DE CORRESPONDENCIA.

Reciben este nombre las relaciones matemáticas que permiten determinar las características de la imagen
(posición y tamaño), en función de las características del objeto y del propio sistema óptico. En este estudio
llamaremos (fig. 14):

fig. VII. 14

a = HO = posición del objeto respecto de H.

x = FO = posición del objeto respecto de F.

f = HF = distancia focal objeto.

y = OO1 = tamaño del objeto.

a' = H'O' = posición de la imagen respecto de H'.

x' = F'O' = posición de la imagen respecto de F'.

f' = H'F' = distancia focal imagen.

y' = O'O1' = tamaño de la imagen.
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2.1. Origen en los focos. 

2.1.1. Fórmula de Newton.

En la fig. 14, de la semejanza de los triángulos sombreados de la izquierda se deduce que:

 

y sustituyendo cada segmento por su valor queda:

De la semejanza de los triángulos sombreados de la derecha (fig. 14):

  

y de la comparación de ambas expresiones: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

expresión que, conocida como fórmula de Newton, relaciona las posiciones objeto e imagen x y x', referidas a
los focos F y F', con las distancias focales f y f'.

2.1.2. Aumento lateral (o transversal).

De las relaciones vistas en el punto 2.1 anterior se deduce que el aumento lateral es:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

2.2. Origen en los puntos principales.

2.2.1. Aumento lateral.

De la figura 14 se deduce que:

HO = HF + FO        Y        a = f + x        Y        x = a - f. . . . . . . . . . . . . . . . . (3)

H'O' = H'F' + F'O'       Y       a' = f ' + x'       Y       x' = a' - f '. . . . . . . . . . . . . . . (4)

valores que sustituidos en la expresión (2) conducen a las expresiones:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5)

2.2.2. Relación entre focales y posición del objeto y de la imagen.

Sustituyendo en (1) los valores de x y x' obtenidos en las expresiones (3) y (4) queda:

. . . . . . (6)

expresión que relaciona las posiciones del objeto a y a', referidas a los puntos principales H y H', con las focales
f  y  f' del sistema.
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2.2.3. Invariante de Helmholtz. 

De la fig. 14:

y aplicando la ley de Snell al rayo --'''– (fig.14) y sustituyendo estos valores, teniendo en cuenta la
aproximación paraxial (sen á � á), queda:

. . . . . . . . . . (7)

2.2.4. Relación entre las focales y los índices de refracción de los medios extremos del sistema.

De la primera ecuación de la expresión (7) anterior se deduce:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8)

y operando en la (6):

quedando al sustituir este valor en la (8):

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9)

y si los medios extremos del sistema son iguales (n = n') queda:           . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10)

2.2.5. Relación entre focales, índices y posición del objeto y de la imagen.

Tomando el valor de  f  de la expresión (9) y sustituyendo en la (6) queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (11)

y si los índices de los medios extremos son iguales:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12)

De este resultado se deduce:
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fig. VII. 15 

a. si un objeto está situado en el plano H su posición es a = HO = 0 y la posición de la imagen será, despejando
a' en (12):

es decir, la imagen está situada sobre H', de donde se deduce que los planos principales H y H’ son
conjugados a traves del propio sistema o, lo que es lo mismo, H es imagen de H'.

b. para un objeto situado en H ( a = HO = 0) el aumento, según la expresión (5), es:

de donde se deduce que la imagen de un objeto situado en H, además de estar situada en H', tiene su mismo
tamaño.

2.2.6. Posición de los puntos nodales N y N'.

Para determinar gráficamente la posición de los puntos nodales, se toma un punto cualquiera P del plano

focal objeto (fig. 15). Un rayo (---'–) que incida por P paralelo al eje, emergerá por F'. Otro rayo (--''–) que

incida sobre el sistema paralelo al ---'– emergente, abandona el sistema paralelamente al rayo ---'– por

proceder ambos de un mismo punto P del plano focal objeto. Por emerger paralelo a sí mismo, este rayo --''–

está incidiendo por N y emergiendo por N', quedando definidos estos puntos por su intersección con el eje. 

Consideraciones sobre la posición de N y de N':

a. Por ser iguales los triángulos azules de la fig. 15 es:

NH = N'H'. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (13)

en consecuencia, N está de H a la misma distancia que N' de H'.

b. Por la igualdad de los triángulos amarillos ha de ser:

FN = H'F' = f '. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14)

en consecuencia, el punto N dista de F lo mismo que F’ de H'.
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c. Por las consideraciones anteriores, ha de ser:

N'F' = FH = - f. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15)

por lo que el punto N' dista de F’ lo mismo que F de H.

d. Según se ha visto en el punto 2.2.4.  si  n = n'  es  f ' = - f  lo que, en este caso, permite igualar las expresiones
(14) y (15):

FN = H'F' = N'F' = FH       Y       FN = FH       y       N'F' = H'F'

resultados de los que se deduce que, si los índices n y n' de los medios extremos del sistema son iguales, los
punto nodales  N y N' coinciden, respectivamente, con los puntos principales H y H':

si n = n': N / H          y          N' / H'

En resumen, en todo sistema se ha de cumplir que:

NH = N'H'          ;          FN = H'F'          ;          FH = N'F'. . . . . . . . . . . . . . . . . (16)

2.2.7. Aumento lateral en función de los índices de los medios extremos y de la posición de la imagen.

De la expresión (5): . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (17)

y multiplicando cada miembro de la expresión (11) por a'/n':

y sustituyendo este resultado en (17): . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (18)

Por último, en el caso particular de que los índices de los medios extremos sean iguales (n = n'):

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (19)

2.2.8. Aumento angular.

Se define mediante la relación:

siendo ó (ver fig. 14) el ángulo que forman con el eje los rayos incidentes procedentes de un objeto puntual O
situado en el eje y ó' el que forman los rayos emergentes del sistema hacia su imagen O'. Teniendo en cuenta
la expresión (7) queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (20)

siendo esta relación constante para cualquier rayo, a nivel paraxial.

Aumento axial.

Se define mediante la relación: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (21)

siendo  dx  el tamaño de un pequeño objeto situado sobre el eje del sistema y  dx'  el de su imagen (fig.16).
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fig. VII. 16

Tomando diferenciales en la expresión (1), teniendo en cuenta que f  y  f ' son constantes:

con lo que el aumento axial á' (expresión 17) queda:

  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (22)

2.2.10. Relaciones entre los aumentos.

a. Relación entre el aumento angular y el lateral. De la expresión (7):

. . . . . . . . . . . . . . . . (23)

b. Relación entre el aumento axial y el lateral. De la expresión (5):

   

si se multiplican ambas expresiones:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (24)

c. Relación entre el aumento lateral, el angular y el axial. A partir de esta última expresión (24):

.. . . . . . . . . . . . . . . (25)

3. POTENCIA DE UN SISTEMA.

Sea un  sistema  cuyos  medios  extremos  tienen  por  índices  n  y  n'. Por definición su potencia es  P = n'/f'.

Teniendo en cuenta la expresión (5), la potencia se puede expresar también en función del índice del primer

medio y de la focal objeto:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (26)
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fig. VII. 17

fig. VII. 18

4. CONSTRUCCIÓN GRÁFICA DE IMÁGENES.

Tanto en el caso de un sistema convergente (fig. 17) como  divergente (fig. 18), los rayos que como el --'-- 

incidan paralelos, emergen por  H', a la misma altura a la que incidieron por H, en dirección a F'. Los rayos que

como el --''– incidan en dirección F, emergen del sistema por H', a la misma altura a la que incidieron por H,

paralelamente al eje. El punto donde se cortan ambos rayos emergentes (fig.17) o sus prolongaciones (fig. 18),

define la posición de la imagen  y'.

Cuando un rayo de luz incide sobre un sistema, si su dirección no es paralela al eje ni pasa por el foco
objeto ni por el punto nodal objeto, no se conoce a priori la dirección con que va a emerger del sistema siendo
preciso recurrir a un rayo auxiliar para trazar la dirección de emergencia.

Teniendo en cuenta las consideraciones siguientes, en las figs. 19 a 24 se muestran algunos ejemplos de
trazados utilizando rayos auxiliares tanto en sistemas convergentes como divergentes. En todas ellas, el rayo
problema, cuya dirección de emergencia se pretende trazar, es el rayo --'--  mientras que el rayo auxiliar es el
rayo --''–:
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fig. VII. 20

fig. VII. 22

fig. VII. 23

1. Rayos cuyas direcciones de incidencia concurren en un mismo punto del plano focal objeto F de un sistema,
emergen de él paralelos entre sí (figs. 19, 20 y 21).

2. Rayos cuyas direcciones de incidencia son paralelas entre sí, emergen del sistema concurriendo en un mismo
punto del plano focal imagen F’ del sistema (figs. 22, 23 y 24).

 

fig. VII. 19

    

 

fig.6. 21

 

fig. VII. 24
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fig. VII. 25

fig.VII. 26

5. SISTEMAS COMPUESTOS.

Sea el acoplamiento de dos sistemas de los que se conoce la posición de sus focos F1, F1', F2 y F 2́  y de sus
planos principales H1, H1', H2 y H2́ (fig. 25). Se trata de determinar la posición de los focos F y F’ y de los planos
principales H y H’ del sistema equivalente de ambos.

5.1. Determinación gráfica de la posición de F' y  H'.

En la fig. 26, el rayo --'-- paralelo al eje principal incide sobre el primer elemento del sistema, emerge por
el punto A y, pasando por el foco imagen F1' de este elemento, alcanza al segundo elemento en el punto C,
abandonándolo por C´ a la misma altura. Para conocer la dirección del rayo a partir de este punto C´ es preciso
trazar un rayo auxiliar (--''–) que, procediendo del punto P del plano focal F2, incida sobre el segundo
elemento paralelamente al eje. Este rayo emerge hacia F2́ y define la dirección del rayo --'-- ya que ambos,
después de abandonar el segundo elemento, han de ser paralelos por proceder de un mismo punto P de su plano

focal objeto. Por haber incidido sobre el sistema paralelamente al eje, en el punto donde el rayo --'-- emergente
corta al eje queda definida la posición del foco imagen F’ del sistema equivalente de ambos elementos.
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Recordando que los rayos que inciden sobre un sistema por un punto del plano H, lo abandonan a la misma
altura por un punto del plano H', el punto A' en el que el rayo --'--  emergente del acoplamiento alcanza la
altura con que incidió sobre él, ha de pertenecer al plano principal imagen H’ del sistema equivalente.

5.2. Distancia focal imagen  f ' del sistema equivalente.

En la fig. 26, de la semejanza de los triángulos sombreados en azul por una parte, y de la semejanza de los
triángulos sombreados en gris por otra y aplicando el convenio de signos, se deducen respectivamente las
relaciones:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (27)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (28)

y al comparar ambas expresiones, teniendo en cuenta que:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . (29)

queda: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (30)

5.3. Posición del plano principal imagen H’ del sistema equivalente.

En la fig. 26 el triángulo ACB es semejante a los sombreados en azul de por tener todos sus ángulos iguales.
De esta semejanza se deduce que:

. . . . . . . . . . . . . . (31)

El triángulo A'B'C' es semejante a los sombreados en gris por la misma razón, semejanza de la que se deduce
que:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (32)

y de la igualación de (31) y (32): . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (33)

expresión que permite calcular la posición del plano H’ del sistema equivalente, referida al plano principal
imagen H2' del segundo elemento.

Además, de la comparación de (30) y (33) se deduce que:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (34)

expresión que permite calcular la posición de H’ en función de la focal imagen f ' del sistema equivalente, de la
focal imagen f   '1  del primer elemento y de la separación e entre H1' y H2.

5.4. Posición del foco imagen F’ del sistema equivalente.

De la fig. 26 se deduce que:

   

y sustituyendo en esta expresión los valores de H'F' y de H2'H' dados, respectivamente, por (30) y (33):

. . . . . . . . . . . . . . . . . . (35)
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fig. VII. 27

5.5. Determinación gráfica de la posición de H y de F.

Para determinar gráficamente la posición del foco objeto F y del plano principal objeto H del sistema
equivalente, hagamos un seguimiento marcha atrás de la trayectoria del rayo --'-- de la figura (27) que
abandona el segundo elemento del sistema por el punto A' del plano H2' a la altura h.

Este rayo --'-- ha tenido que llegar a H2 pasando por F2, puesto que emerge por H2' paralelamente al eje.
Continuando con este seguimiento marcha atrás, este rayo --'--, que abandona el primer elemento por C ', ha
tenido que incidir sobre H1 por el punto C situado a la misma altura que C '.

Para conocer la dirección de incidencia del rayo --'-- en C es preciso trazar un rayo auxiliar (--''–) que
emerge paralelo al eje en dirección al punto P' del plano focal F1'. La convergencia de ambos rayos en P'
determina que han tenido que incidir paralelos entre sí, lo que permite el trazado de la dirección de incidencia
del rayo --'--.

El punto de corte de este rayo con el eje define la posición del foco objeto F del sistema equivalente ya que
emerge de él paralelamente al eje.

En el punto A el rayo --'-- incidente tiene la misma altura H que cuando emerge por H2' y como este rayo
emergente es paralelo al eje, también H será la altura con que este rayo --'-- abandona el sistema por H'. En
consecuencia, el punto A ha de pertenecer al plano principal objeto H del sistema equivalente, con lo que queda
definida la posición de este plano.

5.6. Distancia focal objeto f del sistema equivalente.

En la fig. 27, de la semejanza de los triángulos sombreados en gris se deduce:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (36)

y de la semejanza entre los sombreados en azul se deduce:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (37)

y de la comparación de ambas: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (38)
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5.7. Posición del plano principal objeto H del sistema equivalente.

En la fig. 27, el triángulo ABC es semejante a los sombreados en gris por tener todos sus ángulos iguales. De
esta semejanza se deduce que:

. . . . . . . . . . . (39)

Por la misma razón, el triángulo A'B'C' es semejante a los sombreados en azul, semejanza de la que se

deduce:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (40)

y de la igualación de (39) y (40):

. . . . . . . . . . . . . . . . . . (41)

De la comparación de las expresiones (38) y (41) se deduce que:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (42)

Las expresiones (41) y (42) permiten calcular la posición del plano principal objeto H del sistema equivalente,
referida al plano principal objeto H1 del primer elemento del sistema compuesto.

5.8. Posición del foco objeto F del sistema equivalente.

De la fig. 27 se deduce que:      HH1 = HF + FH1      Y      H1F = H1H + HF

y sustituyendo los valores de HF y de H1H dados, respectivamente, por (38) y (41):

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (43)

5.9. Relación entre las focales del sistema equivalente y los índices de los medios extremos del acoplamiento.
Dividiendo miembro a miembro las expresiones (38) y (30) se obtiene la relación entre focales:

y aplicando la expresión (9) a cada uno de los elementos del sistema:

con lo que la relación entre focales, teniendo en cuenta que  n1' = n2, queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (44)

en la que, genéricamente, se ha designado por  n  al índice del medio anterior y por  n'  al del medio posterior
al acoplamiento, es decir, a los medios extremos del sistema.



Temas y Problemas de Óptica Geométrica.

 J.V. Santos (jsb267@gmail.com) 
Tema VII- 21

fig. VII. 28

5.10. Potencia del sistema compuesto.

Según la definición de potencia dada por la expresión (26) la potencia del acoplamiento es: 

 

y reemplazando  f '  por su valor (30):

y escribiendo las focales de cada elemento en función de su potencia:

 

al sustituir cada focal queda: .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (45)

en la que  n2 es el índice del medio existente entre los dos elementos que constituyen el sistema compuesto.

Cuando se trata de un sistema compuesto por más de dos elementos, para determinar el sistema equivalente
se determina en primer lugar el sistema equivalente de los dos primeros y a continuación el equivalente de éste
con el tercero y así sucesivamente (fig. 28).
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fig. VII. 29 fig. VII. 30

fig. VII. 32fig. VII. 31

6. SISTEMAS AFOCALES.

Si los rayos que inciden sobre un sistema paralelos entre sí (fig. 29), emergen también paralelos entre sí, el
sistema recibe el nombre de afocal. Como consecuencia, tanto el foco objeto F como el foco imagen F´ están en
el infinito.

La condición que ha de cumplir un sistema compuesto formado por dos elementos para que sea afocal se
deduce de la expresión (35) en la que por estar F´ en el infinito es:

ecuación que requiere que el denominador sea nulo:

e - f 1'  + f2 = 0       Y       e = f 1'  - f2      Y      FN1 / F2. . . . . . . . . . . . . . . . . . (46)

de donde se deduce que para que un sistema formado por dos elementos sea afocal, el foco imagen del primero
(F'1) ha de coincidir con el foco objeto del segundo (F2). Esta condición se ilustra en las figs. 30, 31 y 32  para el
caso de que los elementos que forman el sistema sean dos lentes delgadas. Obsérvese que en cualquiera de los
casos se cumple la condición (46).

En la fig. 29:         

En la fig. 30:         

En la fig. 31:      

En el  caso de que las dos lentes sean divergentes el sistema nunca puede ser afocal por no poderse cumplir

que  FN1 / F2.
Por último, la focal en un sistema afocal es infinita y los planos principales H y H´ están en el infinito según

se deduce de las expresiones (30), (33) y (41) ya que al introducir en ellas el valor de la distancia  e  dado por la
expresión (46), el denominador de cada una de esas expresiones se anula.
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fig. VII. 33

fig. VII.  34

7. ESPEJO EQUIVALENTE.

Sea un sistema HH' (fig. 33) formado por una o varias lentes gruesas o delgadas y un espejo de vértice V
como último elemento. Un rayo (--'--) paralelo al eje incide sobre el plano H del sistema en un punto A
emergiendo por A', a continuación se refleja en el espejo E y, en su retorno, alcanza de nuevo al sistema
emergiendo de él por un punto B cortando al eje en un punto que, por tener incidencia paralela al eje, ha de ser
el foco imagen F' del sistema total, es decir, del sistema HH', el espejo E y de nuevo HH' en el retorno.

Si este sistema total se reemplazara por un único espejo (trazado discontinuo en la fig. 33), que tuviera su
vértice en VE y su foco FE en F', la trayectoria del rayo (--''–) sería AO'BF' emergiendo de él en la misma
dirección que cuando atraviesa todo el sistema. En consecuencia, este espejo formaría imágenes de las mismas
características (posición y tamaño) que el sistema total, razones por las que recibe el nombre de espejo
equivalente (E.E.) del sistema.

Conocer el espejo equivalente de un sistema proporciona una gran economía de tiempo ya que los laboriosos
cálculos que implica el manejo de todo el sistema se ven reducidos a la simple y única aplicación de las fórmulas
de los espejos a la hora de determinar las características de las imágenes.

El espejo equivalente de un sistema queda definido cuando se conoce la posición de su vértice VE y de su foco
FE , siendo su radio, como en cualquier espejo, el doble de su focal:

7.1. Determinación de la posición del vértice VE del espejo equivalente.

Particularizaremos este estudio al caso de una lente con su segunda superficie espejada (fig. 34), si bien los
resultados que se obtengan se pueden generalizar para cualquier sistema de lentes en el que el último elemento
sea un espejo.

Un rayo paralelo al eje (fig. 34) incide sobre la lente y se refracta en
el punto A. A continuación se refleja en el punto O de la segunda
superficie (espejada) de la lente y por último emerge de ella
refractándose en el punto B y cortando al eje en un punto que ha de ser
el foco imagen del sistema total. Las prolongaciones de los rayos
incidente y emergente se cortan en O'. Si este punto perteneciera a un
espejo (de trazo discontinuo en la fig. 34) de vértice VE y foco FE que se
colocara en sustitución de la lente gruesa espejada, ese espejo sería
equivalente a la lente por producir la misma desviación que ella sobre los
rayos que incidiesen sobre él.
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fig. VII.  35 fig. VII. 36

fig. VII. 38fig. VII. 37

Si se invierte únicamente el sentido del rayo incidente (fig. 35) pero no el del rayo reflejado, se observa que
la imagen de un objeto puntual situado en O, a través de la primera cara de la lente, estaría situada en O'. De
la misma forma se puede concluir que el espejo equivalente es el lugar geométrico constituido por las anti-
imágenes, a través de la primera superficie, de cada uno de los puntos de la superficie espejada de la lente. En
consecuencia, el vértice VE del espejo equivalente es la anti-imagen de V2 a través de la primera superficie de
la lente (fig. 36).

Generalizando, el vértice del espejo equivalente de un sistema formado por una o varias lentes delgadas o

gruesas y un espejo, es la anti-imagen del vértice del espejo (o cara espejada) a través de todos los elementos

anteriores al espejo.

7.2. Determinación de la posición del centro de curvatura CE del espejo equivalente.

Localizada la posición del vértice VE del espejo equivalente, consideremos un rayo  --'– (fig. 37) tal, que al

incidir sobre la primera superficie de la lente se refractara en un punto A, precisamente en dirección al centro

de curvatura C2 de la segunda superficie (tramo AB). Este rayo --'– se reflejaría en un punto B de la cara espejada

en la misma dirección pero en sentido contrario --'– (tramo BA) por llevar la dirección de la normal a la cara

espejada. Por último, en virtud de la reversibilidad de la trayectoria de los rayos de luz, emergería por el punto

A en la misma dirección que incidió (tramo AP).

    

Si se reemplazara la lente espejada por un único espejo de vértice VE y de radio VEP, el rayo seguiría la

trayectoria PB'P, sufriendo la misma desviación (180o) que la producida por toda la lente. En consecuencia, el

punto P es el centro de curvatura CE del espejo equivalente siendo CE , como se deduce de las figs. 37 y 38, la anti-

imagen del centro C2 de la cara espejada a través de la primera superficie, actuando C2 , en este caso, como

objeto virtual.
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Generalizando digamos que en un sistema formado por una o varias lentes y un espejo, el centro CE del

espejo equivalente es la anti-imagen del centro de curvatura del espejo a través de todos los elementos

anteriores al espejo.

7.3. Radio y focal del espejo equivalente.

Como ya se ha indicado, el radio del espejo equivalente viene dado por el segmento orientado  VECE y su

focal, como la de cualquier espejo es la mitad de esta distancia:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (47)

Si el centro de curvatura CE está situado a la derecha del vértice VE , el radio (VECE) es positivo y el espejo

equivalente es convexo, siendo cóncavo por tener radio negativo cuando CE esté situado a la izquierda de VE. Por

último, si CE está en el infinito, el radio del espejo equivalente es infinito y el espejo equivalente es plano.

7.4. Conclusiones relativas al espejo equivalente de un sistema.

Como conclusión a este estudio hemos de señalar que los planos principales de un sistema formado por una
o varias lentes delgadas o gruesas y un espejo, han de estar situados en el mismo sitio que los de su espejo
equivalente. Comoquiera que los planos principales H y H' de un espejo son ambos tangentes al espejo en su
vértice, los planos principales H y H' del sistema total están también situados en el punto VE:

De igual forma, en este tipo de sistemas, los focos F y F' del sistema total coinciden en un punto que es el
foco FE del espejo equivalente, siendo la potencia del sistema la del espejo equivalente:
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fig. VII. 26

fig. VII. 27

8. RESUMEN DE FÓRMULAS RELATIVAS A LOS SISTEMAS ÓPTICOS CENTRADOS.

a. Posición de la imagen.

a.1. Relativa a los focos: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

a.2. Relativa a los planos principales: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

b. Aumento.
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b.1. Aumento axial:

(x  y  xN relativos a los focos F y FN). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)
b.2. Aumento lateral:

b.2.1. En función de las posiciones  x y xN:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4)

b.2.2. En función de las posiciones a y aN relativas a los planos principales:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5)

b.3. Aumento angular: .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6)

b.4. Relación entre aumentos:  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8)

c. Distancias focales.   .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9)

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (11)

d. Posición de los focos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (13)

e. Posición de los planos principales. .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15)
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fig. VII.28

f. Posición de los puntos nodales. 

NH = N'H'          ;          FN = H'F' = f '          ;          N'F' = FH = - f. . . . . . . . . . . . . (16)

y si  n = n'  es   f ' = - f  quedando:

FN = H'F' = N'F' = FH       Y       FN = FH       y       N'F' = H'F' .. . . . . . . . . . . . . . (17)

g. Potencia de un sistema:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (18)

h. Aplicación al caso de una lente de espesor d sumergida en aire.

h.1. Focales: fN = - f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (19)

h.2. Potencia: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (20)

h.3. Planos principales:

. . . . . . . . . . . . . (21)

. . . . . . . . . (22)



Manual de Óptica Geométrica.
 J.V. Santos (jsb267@gmail.com) 

Tema VII - 29

1. Dadas las posiciones de los planos nodales y de los planos principales de la figura, formar la

imagen gráficamente con la utilización del rayo que pasa por el centro óptico. Explíquese el
trazado.

fig. VII.29

9. PROBLEMAS RESUELTOS. 

Comentario al trazado realizado:

1º) El rayo --'– pasa por el centro óptico del sistema por incidir en dirección al punto nodal objeto K,

abandonándolo paralelamente a sí mismo en dirección al punto nodal imagen K'.

2º) El rayo --''– incide paralelo al eje por H y abandona el sistema por H' a la misma altura en dirección focal

F'.
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2. Dado el esquema adjunto explicar y trazar la imagen del objeto. Definir la imagen.

fig. VII. 30

Comentario al trazado realizado:

1. El rayo --'– , que incide sobre H paralelamente al eje, abandona el sistema por H', a la misma altura, en

dirección focal F'.

2. El rayo --''– , que incide sobre H en dirección focal F, abandona el sistema por H', a la misma altura, paralelo

al eje.

3. En el punto P' de intersección de las prolongaciones de ambos rayos emergentes está la imagen y'.
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3. Determinar la posición del objeto, conocida la posición de la imagen, mediante trazado de rayos

en el siguiente sistema óptico.

fig. VII.31

Comentario al trazado realizado:

1. El rayo --'– , que emerge por H' en dirección a F' y al extremo P' de la imagen y', ha tenido que incidir sobre

el sistema paralelamente al eje.

2. El rayo  --''– , que emerge del sistema paralelo al eje en dirección al extremo P' de la imagen, ha tenido que

incidir en dirección foco objeto F.

3. La convergencia en el punto P de los rayos --'–  y  --''– incidentes define la posición del objeto y1.

Observación: un tercer rayo  --'''–  que emergiera por H' en dirección a N' y al extremo P' de la imagen, ha

tenido que incidir paralelamente a sí mismo y en dirección a N. Se observa que este rayo --'''– 

converge con el  --'– en otro punto distinto de P, definiendo otra posición y2 para el objeto, lo

cual no tiene sentido ya que si los tres rayos convergen en un mismo punto imagen P', han de
proceder de un mismo punto objeto P. Ello es debido a que el sistema dado no puede existir
porque no cumple las condiciones:

FN = H'F'          y          N'F' = FH

lo que se puede comprobar midiendo sobre la figura la longitud de los referidos segmentos.
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4. Utilizando el trazado de rayos, calcular la posición de la imagen en el siguiente sistema.

fig. VII.32

Comentario al trazado de rayos:

1. El rayo  --'– incide sobre el plano H1 del primer sistema en dirección focal F1, emergiendo paralelo al eje para

alcanzar el plano H2 emergiendo por H2', a la misma altura, en dirección focal F2'.

2. El rayo --''– , que incide paralelamente al eje, emerge del primer sistema en dirección focal F1' Para conocer

la dirección  de  emergencia de este rayo por  H2'  es preciso utilizar el rayo auxiliar --'''–  que, incidiendo

sobre el plano H2 del segundo sistema por F2 , es paralelo al  --'– , razón por la que ambos rayos ( --''–  y 

--'''– ) se han de cortar en un punto P del plano focal imagen F2', lo que define la dirección del rayo --''– 

emergente por H2'.

3. El punto de corte de las prolongaciones de ambos rayos ( --'– y --''– ) define la posición de la imagen y'.
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5. Calcular por trazado de rayos la posición de la imagen en el siguiente sistema. Definir la imagen.

fig. VII.33

Comentario al trazado de rayos:

1. El rayo  --'– , que incide sobre H paralelamente al eje, abandona el sistema por H', a la misma altura, en

dirección focal F'.

2. El rayo --''– , que incide sobre H en dirección focal F, abandona el sistema por H', a la misma altura, paralelo

al eje.
3. En el punto de intersección de ambos rayos emergentes está la imagen y' que es real e invertida.
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6. En el sistema de la figura, si y1' es la imagen intermedia, hallar gráficamente el objeto y la

imagen final. Explicar los pasos seguidos.

fig. VII.35fig. VII.34

a. Determinación de la posición de los planos principales H2 y H2́ del segundo elemento.

En la fig. VII.34, un rayo cualquiera (--'–) que incida en dirección N2 emerge paralelo a sí mismo por N2́,
cortando al plano focal imagen en el punto A. Un rayo auxiliar ( --''–) paralelo al anterior que incida en dirección
F2 ha de emerger paralelo al eje y además ha de cortarse con el rayo --'– -<- en el punto A. La intersección en
el punto P de las direcciones del rayo --''– incidente y emergente definen la posición del plano H2.

El rayo --'– incide sobre H2 en el punto B. Trazando por este punto una paralela al eje hasta cortar a la
dirección del propio rayo --'– emergente, queda definida en el punto de intersección C la posición del plano H2́.

b. Determinación del objeto y de la imagen final.

En la fig. VII.35, el rayo --'– que emerge por H1' paralelo al eje ha tenido que incidir sobre H1 en dirección F1.
El rayo  --''– que emerge por H1' en dirección a F1' pasando por el extremo A de la imagen intermedia y1' ha tenido
que incidir paralelo al eje. El punto P de intersección de las direcciones de los rayos incidentes --'– y  --''– define
la posición y el tamaño del objeto (y)  que por estar situado a la derecha de H1 se trata de un objeto virtual.

Para la construcción de la imagen final utilizamos el propio rayo --'– que, procedente del punto A de la
primera imagen y1́ , incide paralelo al eje y emerge en dirección F2́ y el rayo --'''– que por incidir en dirección
F2 emerge paralelo al eje. La intersección en el punto B de las direcciones de los rayos emergentes --'–  y --'''– 
define la posición y tamaño de la imagen final y2́.
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7. Hallar gráficamente la imagen del objeto en el sistema de la figura, explicando detalladamente

los pasos seguidos en el trazado.

fig. VII.36

Comentario al trazado de rayos:

1. El objeto es real por estar situado a la izquierda del plano principal H.

2. El rayo --'–  , que incide sobre H en dirección focal F, abandona el sistema por H', a la misma altura, paralelo

al eje.

3. El rayo  --''– , que incide sobre H paralelamente al eje, abandona el sistema por H', a la misma altura, en

dirección focal F'.

4. En el punto P' de intersección de ambos rayos emergentes está la imagen de P, lo que define la posición de

la imagen y'.
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8. Hacer el trazado de rayos correspondiente al sistema de la figura. Explicar el razonamiento

seguido.

fig. VII.37

fig. VII.38

fig. VII.39

Para localizar la posición de la imagen es preciso conocer la posición de los planos principales H y H'.

a. El rayo --'– , que incide sobre el sistema en
dirección N, lo ha de abandonar paralelo a sí
mismo por N'. Este rayo corta al plano focal
F' en un punto P (fig. VII.37). 

b. El  rayo  auxiliar --''– paralelo al --'– que
incide en dirección F, ha de emerger paralelo
al eje convergiendo con el --'– en un punto P
del plano focal imagen F'. El punto Q , en el
que se produce el cambio de dirección del
rayo --''– define la posición del plano
principal objeto H. (fig. VII.38)

c. El rayo --'–  corta al plano H en el punto R y,
como en todo sistema, los rayos que entran
por H emergen por H' a la misma altura.
Trazando una horizontal (línea de puntos RS),
el punto S donde esta línea corta al rayo --'–
emergente ha de pertenecer al plano H',
quedando definida la posición de este plano 
(fig. VII.39). Localizados H y H' se puede

trazar el rayo --'''– que, en su intersección

con el --'–, define la posición de la imagen y'.
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9. En el siguiente sistema compuesto, realizar el trazado gráfico para un haz de rayos paralelos

que inciden con un cierto ángulo. Explicar detalladamente los pasos realizados.

fig. VII.40

Comentario al trazado de rayos:

El rayo --'''–  es un rayo auxiliar paralelo al --'–  y al --''– y que incide sobre el primer elemento del sistema

en dirección focal objeto F1, razón por la que emerge de este primer elemento paralelo al eje del sistema.
Los tres rayos, por ser paralelos entre sí, han de converger en un punto (P) del plano focal imagen F1' del

primer elemento, lo que define la dirección de incidencia de los rayos --'–  y --''–  sobre el segundo elemento
del sistema.

Como el rayo auxiliar --'''– incide sobre el segundo elemento paralelamente al eje, emerge de él en

dirección F2'. Los rayos --'–  y --''–  han de emerger paralelos al --'''– por proceder de un mismo punto P del

plano F2. En consecuencia, la imagen está en el infinito por ser allí donde se produciría la intersección de los rayos
--'–  y --''– . Este resultado no debe sorprender al lector ya que se trata de un sistema afocal  por coincidir el
foco imagen del primer elemento F1' con el foco objeto del segundo F2, estando el objeto en el infinito.
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10. Dado el siguiente sistema formar gráficamente la imagen del objeto y definirla explicando los

pasos seguidos. Utilizar el rayo que pasa por los puntos nodales.

fig. VII.41

Comentario al trazado de rayos:

1. El rayo  --'–  paralelo al eje incide sobre el plano H y emerge por H', a la misma altura, en dirección al foco
imagen F'.

2. El rayo --''– , que incide sobre el sistema en dirección al punto nodal objeto N, emerge paralelo a sí mismo
por el punto nodal imagen N'.

3. Los rayos  --'– y --''–  emergentes no se cortan. La intersección de sus prolongaciones define la posición de
la imagen y'.
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11. En el siguiente sistema, hallar gráficamente la imagen del objeto sin utilizar imágenes

intermedias. Explicar el trazado y definir la imagen.

fig. VII.42

Comentario al trazado realizado (fig. 42):

1. Por  coincidir  N2'  con  H2'  también  lo  ha de hacer N2  con  H2  ya que en todo sistema se ha de cumplir  que 
NH = N'H'.

2. El objeto es real por estar situado a la izquierda del plano H1. El rayo --'–   incide sobre H1 y, por ser paralelo
al eje, emerge por H1', a la misma altura, en dirección F1' para alcanzar al plano H2. Para conocer la dirección
con que emerge este rayo por H2' es preciso conocer la posición de F2' ya que el enunciado no la ofrece. Para

ello trazaremos dos rayos auxiliares: el rayo --'''–  , paralelo al --'–  en dirección F2, que emerge por H2'

paralelo al eje y el rayo --''''– , paralelo a los anteriores en dirección al punto nodal objeto N2, que emerge

por el punto nodal imagen  N2'  paralelo a sí mismo. El  punto  P,  en  el que convergen los rayos  --'''–  y 

--''''– , pertenece al plano focal imagen  F2'  y en ese punto P debe converger con ambos el rayo --'– por

incidir paralelo a ellos, lo que define la dirección del rayo --'– emergente.
3. El rayo --''–  incide sobre H1 en dirección F1 y emerge por H1', a la misma altura y paralelo al eje, para alcanzar

al plano H2 y emerger por H2' en dirección foco imagen F2'.
4. La convergencia de los rayos --'– y --''–  define la posición de la imagen y'.
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12. Dado el siguiente sistema, hacer el trazado de rayos y definir la imagen.

fig. VII.43

Comentario al trazado de rayos:

1. El rayo --'–  , que incide sobre el sistema en dirección foco objeto F1, emerge del primer elemento del sistema

paralelo al eje, alcanza al plano H2 del segundo elemento y emerge por H2', a la misma altura, en dirección
focal imagen F2'. 

2. El rayo --''– , paralelo al eje, incide sobre el plano H1 y emerge por H1', a la misma altura, en dirección al foco
imagen F1' del primer elemento del sistema. Para conocer la dirección con que emerge del segundo elemento

es preciso recurrir a un rayo auxiliar --'''–  . Se ha tomado como tal el que lleva dirección al punto nodal

objeto N2 y es paralelo en su incidencia al --''– . Ambos rayos rayos emergentes (--'– y --'''– ) han de

converger en un punto P del plano focal imagen F2' del segundo elemento, lo que define la dirección con que
emerge el rayo --''– del sistema.

3. Los rayos --'–  y --''– emergentes no se cortan. La intersección de sus prolongaciones define la posición de

la imagen y'.
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13. Supóngase que conocemos la posición relativa de los puntos focales y nodales de un sistema

óptico. ¿Podemos conocer la posición de la imagen conocida la posición del objeto? Razona
la respuesta.

fig. VII.44

fig. VII.45

Consideremos el caso más general y supongamos que los
índices n y n' de los medios extremos en los que está
sumergido el sistema son diferentes. En este supuesto la
posición de la imagen viene dada por la expresión:

por lo que, para calcular la posición de la imagen, es preciso
conocer:  a = HO,  f = HF  y  f ' = H'F'

De acuerdo con los datos del enunciado, en el sistema de la fig. VII.44  se conoce la posición del objeto O, de
los focos F y F' y de los puntos nodales N y N', por lo que las distancias OF, FN y N'F' son conocidas. Para trabajar
sobre un supuesto concreto que facilite la comprensión del problema consideremos, por ejemplo, que:

OF = + 8 cm      ;      FN = + 6 cm       ;      N'F' = + 13 cm

valores con los que se ha construido la fig. VII.45.

Según la expresión:

FN = H'F' = f ' = + 6 cm

por lo que el plano H' se encuentra
situado a 6 cm a la izquierda de F'.

Conocida la posición de H', mediante
la expresión siguiente se calcula la
posición de H:

NH = N'H' = N'F' - H'F' = 13 - 6 = + 7 cm

y, en consecuencia, el plano H está situado a 7 cm a la derecha de N.

La focal objeto f es: f = HF = HN + NF = - 7 + (- 6) = - 13 cm

y la posición del objeto:       a = HO = HN + NF + FO = (- 7) + (- 6) + (- 8) = - 21 cm

Por último, aplicando la expresión:  

al sustituir los valores obtenidos para  a,  f  y  f ' queda:

por lo que la imagen está situada a 15,75 cm a la derecha del plano H', resultado que concuerda con el obtenido
gráficamente según se puede apreciar en la fig. VII.45.

Nota: La resolución gráfica de este problema está realizada en el problema nº VII.8.
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14. Dado el siguiente sistema óptico, hacer el trazado de rayos, explicarlo y definir la imagen.

fig. VII.46

Comentario al trazado realizado:

El rayo --'–  paralelo al eje, pasa por F1' alcanzando al plano principal objeto H2 del segundo elemento del

sistema. Para conocer la dirección con que emerge este rayo  --'–  por H2' es preciso recurrir a un rayo auxiliar

y se ha tomado como tal el rayo --'''– que, siendo paralelo al  --'–  en su incidencia sobre H2 , incide en

dirección focal objeto F2 . Ambos rayos  --'–   y  --'''–  emergentes (en este caso sus prolongaciones), por incidir

paralelos, se han de cortar en un punto (P) del plano focal imagen F2', con lo que queda definida la dirección del

rayo   --'–  emergente.

El rayo --''– incide sobre H1 en dirección focal objeto F1, emerge por H1' a la misma altura y, por incidir
paralelamente al eje sobre el segundo elemento del sistema, emerge de él en dirección F2'.

La intersección de los rayos  --'– y --''– define la posición de la imagen real y'.
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15. Dado el siguiente sistema, realizar el trazado gráfico de rayos y explicarlo.

fig. VII.47

Comentario al trazado de rayos:

1. El rayo --'– , paralelo al eje, incide sobre el plano H y emerge por H' en dirección F' alcanzando al espejo

plano. Para determinar la dirección de este rayo después de reflejarse en el espejo, se ha trazado una

circunferencia con centro en el punto C de incidencia. Esta circunferencia y el rayo --'–  incidente se cortan

en el punto A. La perpendicular al espejo por el punto A corta de nuevo a la circunferencia en el punto B. Este

punto B, junto con el punto C, define la dirección del rayo --'– reflejado.

2. El rayo --'– reflejado se desplaza de derecha a izquierda por lo que el plano H pasa a ser , H' pasa a ser

, F es y F ' es

3. El rayo --'– alcanza al plano en el retorno y emerge por , a la misma altura. Para conocer la dirección

con que emerge es preciso recurrir a un rayo auxiliar --'''–  , que lleva dirección focal objeto  y es paralelo

en su incidencia al --'– . Ambos rayos rayos (--'–  y --'''– ) han de converger en un punto (P) del plano focal

imagen , con lo que queda definida la dirección con que emerge el rayo --'– .
4. El rayo --'– que incide por F emerge por H' paralelo al eje, se refleja en el espejo en sentido contrario

atravesando al sistema y emergiendo de él en dirección al foco imagen 
w
F '. El punto de convergencia de los

rayos --'–  y --''– emergentes define la posición de la imagen final y'.
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16. En el sistema óptico de la figura, se conocen los planos principales y focales del sistema

dióptrico. Calcular mediante un trazado gráfico de rayos el espejo que, acoplado a ese
sistema, nos da como resultado el espejo plano de la figura. Explicar claramente cada uno de
los pasos seguidos.

fig. VII.48

Comentario al trazado de rayos:

1. Posición del espejo.

El vértice V de un espejo y el vértice V
E
 del espejo equivalente de un sistema son conjugados a través del

sistema dióptrico:  V
E
 es la anti-imagen de V a través del sistema HH' y V es la imagen de V

E  a través de ese
sistema. 

Para  localizar  gráficamente V (imagen de V
E
) se traza un rayo --'–  cualquiera desde  V

E
 . Un rayo auxiliar

--''– , paralelo a él que pasa por F, ha de converger con el --'–  en un punto (P) del plano focal imagen F',

quedando así definida la dirección del rayo --'– . La intersección de este rayo --'–  con el eje define la posición

de la imagen de V
E
 , es decir, del vértice V del espejo.

2. Posición del centro de curvatura.

El centro de curvatura C de un espejo y el centro de curvatura C
E
 del espejo equivalente de un sistema son

conjugados a través del sistema dióptico: C
E
 es la anti-imagen de C a través del sistema HH' y C es la imagen de 

C
E
 a través de ese sistema. 
Por ser plano el espejo equivalente, su centro está en el infinito. En consecuencia, su imagen C a través del

sistema dióptrico HH', está en F'.

Conclusión: el espejo pedido es un espejo cóncavo, con vértice en V y con centro C en F', siendo su radio: 

r = VC = VF' 
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17. Calcular gráficamente la imagen del objeto en el sistema óptico de la figura sabiendo que O

y O' son puntos conjugados a través del segundo sistema. Hacer el trazado utilizando rayos
auxiliares y sin determinar la imagen intermedia. Explicar cada uno de los pasos.

fig.VII.49

fig. VII.50

Comentario al trazado de rayos:

En primer lugar se ha de determinar la
posición de F2' ya que el enunciado no la ofrece.

Cualquier rayo que, como el  --'–  (fig. VII.49),

pase por O ha de pasar también por O' por ser
puntos conjugados (uno imagen del otro) a través
del segundo sistema.

Trazando el rayo auxiliar --''– paralelo a él
pasando por F2, el punto P de intersección de
ambos rayos pertenece al plano focal imagen,
con lo que queda definida la posición de F2'.

El rayo  --'– , paralelo al eje (fig. VII.50), pasa por F1' alcanzando al plano principal objeto H2 del segundo

elemento del sistema. Para conocer la dirección con que emerge este rayo  --'–  por H2' es preciso recurrir a un

rayo auxiliar y se ha tomado como tal el rayo --'''–  que, siendo paralelo al  --'–   en su incidencia sobre H2 ,

pasa por el foco objeto F2 . Ambos rayos  --'–  y  --'''–   emergentes, por incidir paralelos, se han de cortar en

un punto (P) del plano focal imagen F2', con lo que queda definida la dirección del rayo  --'–  emergente.

El rayo  --''–  incide sobre H1 en dirección focal objeto F1, emerge por H1' a la misma altura y, por incidir
paralelamente al eje sobre el segundo elemento del sistema, emerge de él en dirección F2'.

La intersección de los rayos  --'–  y  --''–  define la posición de la imagen real y'.
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18. En el sistema de la figura, se conoce la posición del objeto, de la imagen y de los focos F y F'.

Determinar gráficamente la posición de los planos principales H y H' y nodales N y N'.

fig. VII.51

fig. VII.52

1. Localización de H y H' (fig. VII.51).

El rayo --'– , que incide paralelo ha de

emerger en dirección al foco imagen F' y al punto
P'. El punto B, en el que se produce la

intersección de los rayos --'– incidente y

emergente, define la posición del plano H'.
El rayo --''–  , que incide en dirección focal

objeto F, ha de abandonar el sistema paralelo al
eje. El punto A, en el que se produce la
intersección de los rayos --''– incidente y
emergente, define la posición del plano H.

2. Localización de N y N' (fig. VII.52).

Un rayo cualquiera, como el --'– , que incida sobre el sistema en dirección focal objeto F, alcanza al plano H

y emerge, a la misma altura, por el plano H' paralelo al eje. Este rayo corta al plano focal F' en el punto P.

Un segundo rayo --''–  , que abandonara el sistema por el punto P' paralelamente al rayo --' incidente, lo

haría por el punto A del plano H'. Este rayo habría tenido que incidir en dirección al punto B del plano H,

paralelamente al rayo --'– incidente (por converger en un punto P del,plano focal imagen).

En consecuencia, el rayo --''– incidente y emergente son paralelos entre sí, condición que únicamente
cumplen los rayos que inciden sobre un sistema en dirección al punto nodal objeto N, abandonándolo por N'.

Queda así definida la posición de N y de N' en los puntos en los que el rayo --''–  incidente y la prolongación
del este rayo --''–  emergente cortan al eje.
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19. Una lente convexo-cóncava de espesor 4 cm tiene sus radios r1 = 20 cm y r2 = 17 cm e índice

de refracción 1,5. Hallar su focal y la posición de sus planos principales. Hallar gráficamente
y analíticamente la imagen de un objeto situado 1 m por delante de la primera superficie.
¿Qué ocurre con los planos principales si la segunda superficie de la lente está en contacto con
el agua? (n = 4/3).

fig. VII.53

1. Cálculo de la focal fN de la lente.

Por tratarse de una lente sumergida en aire se puede utilizar la expresión:

y el sistema es divergente por ser fN negativa.
Al ser iguales los medios en los que está sumergida la lente (aire), la focal objeto es igual y de signo contrario:

f = HF = + 408 cm

2. Cálculo de la posición de los planos principales.

Mediante las expresiones:

3. Cálculo de la posición de la imagen.

Para calcular la posición aN de la imagen mediante la expresión (1/aN - 1/a = 1/fN) es preciso conocer la posición
a = HO del objeto respecto del plano principal objeto H de la lente. De la fig. VII.53 se deduce que:

a = HO = HH1 + H1O = - 32 + (- 100) = - 132 cm
y sustituyendo:

resultado del que se deduce que la imagen está
situada a 99,73 cm a la izquierda del plano HN. Su
posición, referida a la primera superficie de la lente
(H1) es:

HNON = HNHN2 + H2HN1 + H1ON

H1ON = HNON - HNHN2 - H2HN1 = aN + HN2HN+ HN1H2

H1ON = - 99,73 + 27,2 + 4 = - 68,53 cm



Manual de Óptica Geométrica.
 J.V. Santos (jsb267@gmail.com) 

Tema VII - 48

fig. VII.54

4. Posición de los planos principales si el segundo medio es agua.

En este caso la posición de los planos principales se ha de calcular mediante las expresiones:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

en las que las fi son las focales objeto e imagen de la primera y segunda superficie, que pasamos a calcular:

y al sustituir estos valores en las expresiones (1), teniendo en cuenta que  e = HN1H2 = 4 cm, queda:

resultado del que se deduce que, ahora, los planos H y HN están a la izquierda de la lente mientras que la lente
en aire tenía ambos planos situados a su derecha.

Por otra parte, si calculamos la nueva focal de la lente se observa que, ahora, el sistema ha pasado a ser
convergente por ser fr positiva: 

5. Determinación gráfica de la posición de la imagen.

Determinaremos gráficamente la imagen para la primera situación, es decir, cuando la lente está en aire. Para
ello es preciso conocer la posición de los focos objeto e imagen de las superficies que conforman la lente. Se
conocen las focales de la primera superficie (calculadas en el punto anterior) ya que estas no cambian al poner
la segunda cara de la lente en contacto con el agua:

f1 = - 40 cm          ;         fN1  = + 60 cm

Calculamos las focales de la segunda superficie. Llamamos especialmente la atención del lector en el sentido
de que, en la fig. VII.54, H1 , HN1 , H2 y H2' son los planos principales de las superficies que conforman la lente, no
los planos principales de la lente.

El rayo --'– , paralelo al eje, llega a la primera superficie y se dirige hacia su foco imagen FN1. Para conocer la

dirección con que emerge de la segunda superficie se traza el rayo auxiliar --'''– que, siendo paralelo al --'–

en su icidencia sobre la segunda superficie, lleva dirección al foco objeto F2 , por lo que emerge de ella paralelo

al eje. Ambos rayos (--'–  y --'''– ), en este caso sus prolongaciones, se han de cortar en un punto (P) del plano

focal imagen de la segunda superficie F2', lo que define la dirección del rayo --'– emergente. 

El rayo --''– , incide sobre la primera superficie en dirección a su foco objeto F1 emergiendo de ella paralelo
al eje, razón por la que emerge de la segunda superficie en dirección a su foco imagen F2'.
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20. Se quiere formar un sistema convergente de focal 60 cm combinando una lente convergente

de focal f N1  con otra divergente de focal fN2 situada detrás de la anterior. Si la separación entre
ambas es de  20  cm  y  la  distancia  desde  la  primera lente al plano focal del conjunto es de
40 cm: a) calcular f N1 y  fN2 , b) calcular la posición de los planos principales del conjunto, c)
hallar gráfica y analíticamente la imagen de un objeto situado a 100 cm por delante de FN, d)
¿cuál será el tamaño de la imagen si el objeto mide 1 cm?, e) hacer el trazado gráfico a través
de cada una de las lentes y a través del sistema equivalente.

fig. VII.55

La convergencia de las prolongaciones de los rayos --'– y --''–  define la posición de la imagen yN (fig. 56).

a. Cálculo de las focales f N1 y f 2'.

A partir de los datos del problema se puede calcular la posición del foco imagen FN respecto de la segunda
lente:

y haciendo uso de las expresiones:

. . . . . . . . . . . . . . . (1)

en las que por estar las lentes en aire es: 

Al sustituir estos valores en (1) y resolver el sistema queda:

 fN1 = + 30 cm         ;         f 2' = - 20 cm

b. Cálculo de la posición de los planos principales H y HN del sistema.

Mediante las expresiones:

resultados de los que se deduce que el plano principal objeto H del sistema está situado a 60 cm a la izquierda
de la primera lente mientras que el plano principal imagen HN está a 40 cm a la izquierda de la segunda.
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fig. VII.56

fig. VII.57

c. Cálculo de la posición de la imagen.

En la expresión:

la distancia a = HO da la posición del objeto referida al plano H del sistema. Como, en este caso, el objeto está
a 60 cm a la izquierda de la primera lente y, según se ha visto, el plano H también, es  a = 0 y al sustituir queda
también aN = 0.

De estos resultados se deduce que el objeto está sobre el plano H y la imagen sobre el plano HN.

d. Cálculo del tamaño de la imagen.

La expresión que  permite calcular el aumento es y teniendo en cuenta que a = 0, queda:

por lo que la imagen es derecha y del mismo tamaño que el objeto.

e. Trazado gráfico.

e.1. A través de las lentes. (fig. VII.56)

El rayo --'– incide sobre la primera lente paralelo al

eje por lo que emerge de ella en dirección a su foco
imagen FN1. Alcanza la segunda lente y emerge de ella en
dirección al foco imagen del sistema  FN por haber
incidido paralelamente al eje.

El rayo --''–, que incide en dirección focal objeto de
la primera lente F1, emerge paralelo al eje, alcanza a la
segunda y emerge de ella en dirección a su foco imagen
F2' (situado, en este caso, en el centro de la primera
lente). La convergencia de las prolongaciones de ambos
rayos define la posición de la imagen yN.

e.2. A través del sistema equivalente. (fig. VII.57)

Para realizar este trazado se ha tomado al objeto como objeto virtual por estar situado en el plano principal
objeto H.

El rayo --'– y incide sobre el sistema en dirección al extremo del objeto y emerge por el plano HN, a la misma

altura, en dirección FN.
El rayo --''– incide sobre el sistema en dirección focal objeto hacia el extremo del objeto y emerge por el

plano HN, a la misma altura, paralelo al eje.
El punto de convergencia de ambos rayos, situado sobre HN, define la posición de la imagen yN.
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21. Un sistema óptico está formado por dos lentes gruesas. La primera es biconvexa, sus radios son
60 y 40 mm respectivamente y su índice 1,5. La segunda es cóncavo-convexa, sus radios son 75 y
100 mm, su espesor 5 mm y su índice 1,5. Sabiendo que esta última lente tiene espejada su
segunda cara y que la separación entre las dos lentes es de 125 mm, hallar el sistema equivalente
dando: a) la focal total y la potencia, b) la posición de los planos principales, c) ¿cuál debe ser la
separación entre las dos lentes para que el sistema resultante sea un espejo plano?

Planteamiento.

La focal, la potencia y los planos principales del sistema dado son los del espejo equivalente, cuyo vértice V
E

y centro de curvatura C
E
 son, respectivamente, la anti-imagen del vértice V4 y del centro de curvatura C4 de la

cara espejada de la segunda lente a través de su primera cara y de la primera lente.
Para calcular estas anti-imágenes se ha de resolver previamente la lente A, localizando la posición de sus

planos H
A
 y HNA y calculando su focal fNA .

a. Cálculo de la focal, potencia y posición de los planos principales del sistema equivalente

a.1. Cálculo de la focal de la primera lente.

Por estar sumergida en aire aplicamos la expresión:

en la que: n = 1,5     ;     d = 20 mm     ;     r1 = r1A = 60 mm     ;     r2 = r2A = - 40 mm

valores que sustituídos conducen al resultado: fNA = HNA FNA = + 51,43 mm

a.2. Cálculo de la posición de los planos principales de la primera lente.

Al sustituir los valores de n, d, r1 y r2, en las expresiones correspondientes queda:

Estos resultados, junto con los que se vayan obteniendo, se recogen en la gráfica de la fig. VII.58 para facilitar
el seguimiento del problema. 

a.3. Cálculo de la posición del vértice VE del espejo equivalente.

VE es la anti-imagen del vértice V4 de la cara espejada, a través de la primera cara de la lente B y de toda
la lente A.

a.3.1. Anti-imagen de V4 a través de la primera cara de la lente B.

Aplicando la fórmula de Gauss para el dioptrio esférico  en la que:

n = 1     ;     nN = 1,5     ;     sN = V3V4 = + 5 mm     ;     r = r1B = - 75 mm

al sustituir queda:

por lo que esta primera anti-imagen está situada a 3,26 mm a la derecha del vértice V3 .
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fig. VII.58

a.3.2. Anti-imagen de VN4 a través de la lente A.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

en la que: aN = HNAVN4 = HNAV2 + V2V3 + V3VN4 =  5,71 + 125 + 3,26 = + 133,97 mm

y: fN = fNA = + 51,43 mm

y sustituyendo en (1) queda: a = HAVE = - 83,48 mm

resultado del que se deduce que el vértice VE del espejo equivalente y, por tanto, los planos principales H y HN
del sistema, están situados a 83,48 mm a la izquierda del plano principal objeto HA de la lente A. Esta posición
referida al vértice V1 de esta lente es:

 

y, en consecuencia, el espejo equivalente y los planos principales H y HN del sistema equivalente están situados
a 74,91 mm a la izquierda de la primera cara de la lente A.

a.4. Cálculo de la posición del centro de curvatura CE del espejo equivalente.

CE es la anti-imagen del centro de curvatura C4 de la cara espejada, a través de la primera cara de la lente
B y de toda la lente A.

a.4.1. Anti-imagen de C4 a través de la primera cara de la lente B:                  .. . . . . . . . . . (2)

en la que: n = 1     ;     nN = 1,5     ;     r = r1B = - 75 mm     ;     sN = V3C4 = - 95 mm

quedando al sustituir: s = V3CN4  = - 109,62 mm

a.4.2. Anti-imagen de CNA a través de la lente A:  

en la que: aN = HNACN4 = HNAV3 - CN4V3 = HNAV3 + V3CN4 = 130,71 - 109,62 = + 21,09 mm

y: fN = fNA = + 51,43 mm

y sustituyendo en (2): a = HACE = + 35,75 mm

resultado del que se deduce que el centro de curvatura CE del espejo equivalente está situado a 35,75 mm a la derecha
del plano principal objeto HA de la lente A.
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fig. VII.59

fig. VII.60

Esta posición referida al vértice V1 de esta lente es:

V1CE = V1HA + HACE = 8,57 + 35,75 = + 44,32 mm

y, en consecuencia, el centro de curvatura del espejo equivalente está situado a 44,32 mm a la derecha de la primera

cara de la lente A (fig. VII.59).

a.5. Cálculo del radio del espejo equivalente.

Este radio es la distancia desde VE hasta CE (fig. VII.59):

rE = VECE = VEV1 + V1CE = 74,91 + 44,32 = + 119,23 mm

y por ser rE positivo el espejo equivalente es convexo.

a.6. Cálculo de la focal del sistema equivalente.

Es la del espejo equivalente:

a.7. Potencia del sistema equivalente.

La potencia de un sistema viene dada por la expresión:   

En un espejo, a efectos de cálculo, se puede considerar que el índice del segundo medio es igual al del primero
cambiado de signo por lo que, en este caso:

nN = - n = - 1 

y la potencia:

b. Cálculo de la separación entre lentes para que el sistema resultante sea un espejo plano.

Un espejo plano, por tener radio infinito, tiene su centro
de curvatura en el infinito. Para que el espejo equivalente
tenga su centro de curvatura en el infinito, la anti-imagen CN4
del centro de curvatura de la cara espejada de la lente B, a
través de la primera cara de esta lente, ha de estar en FNA. De
esta forma, la anti-imagen de CN4 a través de la lente A estará
en el infinito y el espejo resultante será plano.

En estas condiciones, la distancia d entre las lentes es (fig.
VII.60):

d = V2V3 = V2FNA + CN4V3 = 45,72 + 109,62 = 155,34 mm
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22. Un sistema óptico en aire está formado por una lente gruesa de radios r1 = 11 cm y r2 = 3 cm,
n = 1,5 y espesor d = 2 cm. A una distancia de 20 cm detrás de ella se coloca un espejo plano.
a) Hallar el espejo equivalente, b) Calcular la imagen de un objeto virtual situado en el foco
objeto de la lente, c) hacer el trazado gráfico de rayos, d) sin hacer cálculos matemáticos,
razonar donde está situado el foco objeto de la lente inicial con respecto al espejo
equivalente.

fig. VII.61

a) Determinación del espejo equivalente.

Para su determinación hemos de resolver la lente, calculando su focal y la posición de sus planos principales.

a.1. Focal de la lente.

Por ser una lente en aire:

a.2. Posición de los planos principales de la lente.

Puesto que se conoce la focal imagen de la lente utilizaremos para su cálculo las expresiones:

a.3. Posición del vértice del espejo equivalente.

El vértice del espejo equivalente (VE) es la anti-imagen
del vértice del espejo plano (V2) a través de la lente:

en la que: aN = HN V2 = HV2 - HHN

aN = 20 - 0,545 = + 19,455 cm.

fN = - 9 cm.

y sustituyendo queda:

a = HVE = + 6,153 cm. = VN1 VE

resultado del que se deduce que el espejo equivalente está situado a 6,153 cm a la derecha del plano H.

a.4. Posición del centro de curvatura del espejo equivalente.

El centro de curvatura de un espejo equivalente es la anti-imagen, a través de la lente, del centro de curvatura
del espejo que, en este caso, está en el infinito por tratarse de un espejo plano:

por lo que el centro de curvatura del espejo equivalente está situado a 9 cm a la derecha del plano H de la lente
o, lo que en este caso es lo mismo, a 9 cm a la derecha del vértice VN1 de la segunda cara de la lente.
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fig. VII.62

fig. VII.63

a.5. Radio del espejo equivalente.

y, por ser positivo, el espejo equivalente es convexo. 

b. Cálculo de la posición de la imagen.

Por estar situado el objeto en el centro de
curvatura del espejo equivalente, la imagen va
a estar situada también en este mismo punto
y será invertida respecto del objeto, teniendo
su mismo tamaño:

c. Trazado gráfico (fig. 63).

1. El rayo  --'– , paralelo al eje, incide sobre

el plano H y emerge por HN en dirección
FN alcanzando al espejo plano. Para
determinar la dirección de este rayo
después de reflejarse en el espejo, se ha
trazado una circunferencia con centro en
el punto C de incidencia. Esta

circunferencia y el rayo --'–  incidente se

cortan en el punto A. La perpendicular al
espejo por el punto A corta de nuevo a la
circunferencia en el punto B. Este punto
B, junto con el punto C, define la

dirección del rayo  --'– reflejado.

2. El rayo --'– reflejado se desplaza de

derecha a izquierda por lo que, el plano
H pasa a ser 

w
H N, HN pasa a ser 

w
H , F es

w
 F N y

FN es 
w
F .

3. El rayo  --'–  alcanza al plano 
w
H  en el retorno y emerge por 

w
H N, a la misma altura. Para conocer la dirección

con que emerge por 
w
H N es preciso recurrir a un rayo auxiliar  --'''–  , que lleva dirección focal objeto

w
 F  y es

paralelo al  --'–  en su incidencia sobre 
w
H . Ambos rayos ( --'–  y  --'''– ) han de converger en un punto (PN)

del plano focal imagen 
w
F N, con lo que queda definida la dirección con que emerge el rayo --'– .

4. El rayo --''– , que incide por H en dirección al extremo del objeto, emerge por HN paralelo a sí mismo y se

refleja en el espejo. Como los rayos  --'–  y --''–  inciden sobre la lente en dirección a un mismo punto (P)

del plano  focal  objeto, emergen de ella paralelos entre sí, paralelismo que se mantiene después de la
reflexión del rayo --''– . El rayo --''–  reflejado alcanza al sistema y ha de emerger de él en dirección al

mismo punto PN del plano focal imagen 
w
F N, por incidir sobre el sistema paralelo al --'– . El  punto PN de

convergencia de los rayos --'–  y --''– emergentes define la posición de la imagen final yN que, como ya se

ha indicado, coincide con el objeto, con F y con el centro de curvatura del espejo equivalente.
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23. Un sistema óptico está formado por dos lentes gruesas. La primera es biconvexa, sus radios

son 60 mm y 40 mm respectivamente, su espesor es 20 mm y su índice 1,5. La segunda es
convexo-cóncava, de radios 100 y 75 mm, con un espesor de 6 mm y un índice de 1,6.
Sabiendo que esta última lente tiene espejada su primera cara y que la separación entre las
dos lentes es de 16 mm, hallar: a) el espejo equivalente, b) la posición de los planos
principales y focales del sistema, b) trazado gráfico para un objeto situado a 80,5 mm por
delante de la primera superficie de la primera lente, realizándolo en primer lugar a través de
cada lente y en segundo lugar a través del sistema equivalente. 

fig. VII.64

Puesto que la segunda lente tiene espejada su primera cara, la luz no va a pasar a través de ella actuando por
tanto como un simple espejo esférico. En consecuencia, los datos relativos al radio de la segunda cara, a su
espesor y a su índice, sobran.

Para resolver el problema es preciso conocer previamente la posición de los planos principales y la focal de
la lente A (lente en aire):

a. Espejo equivalente.

El vértice del espejo equivalente VE es la anti-imagen del
vértice VB de la cara espejada a través de la lente A:

De este resultado se deduce que el espejo equivalente
está situado a 37,57 mm a la derecha del plano principal
objeto HA de la lente A.

El centro de curvatura del espejo equivalente CE es la
anti-imagen del centro de curvatura C de la cara espejada a
través de la lente A:

Resultado del que se deduce que el centro CE del espejo equivalente está situado a 89,07 mm a la izquierda
del plano principal objeto HA de la lente A.
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fig. VII.65

El radio del espejo equivalente es:

y por ser su radio negativo, el espejo equivalente es cóncavo.
La  focal del espejo equivalente es:     

b. Cálculo de la posición de los planos principales y focales del sistema.

El sistema equivalente de la lente A y de la B (que actúa como un espejo como ya se ha indicado), es el espejo
equivalente calculado, por lo que los planos H y HN del sistema están ambos situados en el vértice VE del espejo
equivalente. De igual forma, los focos F y FN del sistema equivalente coinciden ambos con el foco FE del espejo
equivalente.

En la fig. VII.65 se han acotado las distancias calculadas. Con su ayuda se pueden situar las posiciones de los
planos principales H y HN y focales F y FN del sistema, referidas al primer vértice (VA) de la lente A.

b.1. Posición de los planos principales del sistema.

Los planos principales H y HN de un espejo están situados, ambos, en su vértice por lo que su posición referida

a VA es:

 

por lo que los planos principales del sistema equivalente están situados, ambos, a 46,1 mm a la derecha del
vértice VA de la lente A.

b.2. Posición de los planos focales del sistema.

por lo que los focos F y FN del sistema equivalente están situados, ambos, a 17,2 mm a la izquierda de VA.
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fig. VII. 66

c. Trazado gráfico

Con ayuda del rayo auxiliar --'– , paralelo al --'–, se determina la dirección del rayo --'– después de reflejarse en

la cara espejada de B y mediante el rayo auxiliar --''– , paralelo al --'– en su incidencia sobre la lente A en el retorno,

se determina la dirección con la que este rayo --'– emerge de la lente A.

El rayo auxiliar --'''– , paralelo al --''–  en su incidencia sobre la lente A en el retorno, permite conocer la
dirección con que emerge el rayo --''–  de la lente A.
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24. Se tiene un doblete pegado constituido por dos lentes delgadas, una equiconvexa L1 y otra

divergente L2 de focal 50 cm, de tal forma que la combinación tiene una distancia focal de +
50 cm en aire. Si sus índices son 1,50 y 1,55 respectivamente, determinar todos los radios de
curvatura.
Si espejamos la última superficie del doblete, determinar el espejo equivalente del conjunto.
Finalmente, montamos el doblete sin espejar sobre el mismo eje óptico que un espejo
cóncavo de 20 cm de radio. Siendo la distancia entre ambos elementos de 70 cm, caracterizar
el sistema total dando los planos principales y focales del conjunto.

fig. VII.67

Cálculo de los radios de las lentes.

Precisiones al enunciado:

1. Se desconoce la focal de la lente equiconvexa L1 .

2. La focal imagen de la lente L2 , por ser divergente, es negativa .

3. La focal imagen del doblete es .

a.1. Radio de L1.

Aplicando a la primera lente la expresión:                            

y teniendo en cuenta que el espesor d de la lente es nulo por tratarse de lentes delgadas y que los radios de esta
lente son iguales y de signo contrario por ser equiconvexa queda:

por lo que es preciso calcular la focal imagen de la lente L1 para conocer su radio.
Para ello, como se conoce la focal del doblete, aplicamos la expresión:

En consecuencia:             r1 = + 25 cm          y          r2 = - 25 cm

a.2. Radio de L2.

El radio de su primera cara es igual al de la segunda cara de L1:

b. Espejo equivalente.

b.1. Vértice del espejo equivalente.

Es la anti-imagen del vértice V3 de la cara espejada de L2 a través de todas las
superficies que tiene a su izquierda. Por tratarse de lentes delgadas, los vértices de
todas las superficies coinciden por ser despreciables los espesores de ambas lentes:

 

 V1 / V2 / V3 
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fig. VII.68

En consecuencia, la distancia sN = V2V3 es nula y la anti-imagen de V3 a través de la superficie de vértice V2 está
sobre los propios vértices. Por la misma razón la anti-imagen final, a través de la superficie de vértice V1, está
también sobre los propios vértices, por lo que:

VE / V1 / V2 / V3

b.2. Centro del espejo equivalente.

Es la anti-imagen del centro C de la cara espejada de L2 a través de todas las superficies que esta cara tiene
a su izquierda.

Anti-imagen de C a través de la superficie de vértice V2:

en la que:      n = n1 = 1,5    ;    nN = n2 = 1,55    ;    r = r2 = - 25 cm    ;    sN = V2C = V3C = r3 = - 275 cm

quedando al sustituir: s = V2CN = V1CN = - 412,5 cm

Anti-imagen de CN a través de la superficie de vértice V1:

en la que: n = 1    ;    nN = n1 = 1,5    ;    r = r1 = + 25 cm    ;    sN = V1C = - 412,5 cm

quedando al sustituir: s = V1CE = VECE = rE = - 42,31 cm

De estos resultados se concluye que el espejo equivalente es un espejo cóncavo (por tener radio negativo),
de 42,31 cm de radio y situado en el mismo sitio que el doblete. La focal del espejo equivalente es:

c. Sistema doblete sin espejar-espejo.

c.1. Vértice del espejo equivalente.

Es la anti-imagen de V (fig. VII.68) a través del doblete:

en la que: aN = HN V = + 70 cm      y      fN = + 50 cm

quedando al sustituir: a = HVE = - 175 cm

por lo que el espejo equivalente  está situado a 175 cm a la izquierda
del doblete.

c.2. Centro de curvatura del espejo equivalente.

Es la anti-imagen del centro de curvatura C del espejo  a través del doblete. Situando los elementos del sistema
según los datos del problema (fig. VII.68), se observa que el centro de curvatura C del espejo coincide con el foco
imagen FN del doblete por ser su fN = + 50 cm. En consecuencia, su anti-imagen está en el infinito y el espejo
equivalente, en este caso, es un espejo plano.
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25. Se dispone sobre un banco óptico el siguiente conjunto de lentes: una delgada convergente

de focal fN1 , otra lente delgada divergente de focal fN2 y por último una lente gruesa de focal
8 cm. Las dos primeras constituyen un doblete cuya focal total es 60 cm y la distancia desde
la primera lente al plano focal del conjunto es de 40 cm. La tercera lente del sistema tiene
espejada su última superficie siendo el valor de los radios 2 y 3 cm, respectivamente, y su
espesor de 3 cm. La distancia de separación entre la primera y la segunda lente es de 20 cm
y entre la segunda y la primera superficie de la tercera es 40 cm. El índice de refracción de las
tres lentes es 1,5.
a) Calcular fN1 y fN2.
b) Calcular el sistema equivalente del conjunto de lentes.

fig. VII.69

a. Cálculo de las focales fN1 y fN2.

Sea fN la focal del doblete cuyo valor, según el enunciado, es de 60 cm. La expresión que relaciona la focal del
conjunto con las de las lentes es:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

en la que: e = HN1 H2 = + 20 cm          y          f2 = - fN2     (por estar en aire) 

A partir de los datos del enunciado se deduce (ver fig. 69) que la distancia HN2FN es de 20 cm, por lo que
aplicando la ecuación que relaciona esta posición del foco imagen del sistema con las focales de las lentes queda:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

y la resolución del sistema formado por las ecuaciones (1) y (1) ofrece la solución:

fN1 = + 30 cm          y          fN2 = - 20 cm



Manual de Óptica Geométrica.
 J.V. Santos (jsb267@gmail.com) 

Tema VII - 62

fig. VII.70

b. Cálculo del sistema equivalente.

El sistema equivalente del dado es su espejo equivalente cuyos vértice VE y centro de curvatura CE son,
respectivamente, las anti-imágenes del vértice V2 y del centro C2 de la cara espejada, a través de la primera
superficie de la lente gruesa y a través del doblete. Para el cálculo de estas anti-imágenes es preciso resolver
previamente el doblete, calculando sus planos principales H y HN.

Mediante las expresiones:

y:

b.1. Vértice del espejo equivalente.

Anti-imagen de V2 a través de la primera superficie de la lente gruesa: 

               

siendo VN la anti-imagen de V2 a través de la primera superficie de la lente gruesa. 

Anti-imagen de VN a través del doblete:
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y refiriendo esta posición del vértice VE del espejo equivalente a la primera lente:

por lo que el espejo equivalente y, en consecuencia, los planos principales H y HN del sistema total, están situados,

ambos, a 270 cm a la izquierda de la primera lente.

b.2. Centro de curvatura del espejo equivalente.

Anti-imagen de C2 a través de la primera superficie de la lente gruesa:    

por lo que CN2 , anti-imagen de C2 a través de la primera superficie de la lente gruesa, está en el infinito.

Anti-imagen de CN2 a través del doblete:

y refiriendo esta posición del centro de curvatura CE del espejo equivalente a la primera lente:

y, en consecuencia, el centro de curvatura del espejo equivalente está situado a 120 cm a la izquierda de la primera lnte.

b.3. Radio y focal del espejo equivalente.

y, por ser su radio positivo, el espejo equivalente es convexo siendo su focal y la del sistema total:

fE = rE/2 = 150/2 = + 75 cm
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26. Sea una lente gruesa de radios r1 = 3 cm y r2 = - 5 cm, cuyo espesor es de 2 cm, con un índice

de refracción de 1,5. A una distancia de 7,2728 cm del vértice posterior de la misma se
dispone un espejo esférico cóncavo de 4,0909 cm de radio de curvatura. Calcular el espejo
equivalente así como la posición y aumentos de una imagen dada por el sistema de un objeto
a 7,6364 cm delante del vértice anterior de la lente. Realizar el trazado gráfico de la imagen
final.

fig. VII.71

Para calcular el espejo equivalente es preciso resolver previamente la lente para conocer la posición de sus
planos principales y su focal.

Posición de H.

Por tratarse de una lente en aire aplicaremos la expresión:

Posición de H'.

Se calcula mediante la expresión:

Focal de la lente.

Mediante la expresión (20) de la pág. VII-28:

Situando las posiciones de los puntos
calculados (ver fig. VII.201) se observa que el
foco imagen FN1 de la lente coincide con el
centro de curvatura C del espejo.

1. Cálculo del espejo equivalente.

a. Posición del espejo equivalente.

El vértice del espejo equivalente es la anti-
imagen de V2 a través de la lente:
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fig. VII.72

Refiriendo esta posición al vértice anterior de la lente V1:

resultado del que se deduce que el espejo equivalente está en la misma posición que el objeto: a 7,6364 cm a
la izquierda del vértice V1 .

b. Posición del centro de curvatura del espejo equivalente.

Es la anti-imagen del centro C del espejo a través de la lente. Por estar C en F' su anti-imagen CE está en el
infinito y, como consecuencia, el espejo equivalente es un espejo plano.

c. Cálculo de la posición de la imagen.

Según se ha visto, el objeto y el espejo equivalente están en la misma posición por lo que  s = 0. Sustituyendo
en la fórmula de los espejos:

por lo que la imagen está también en la misma posición que el objeto y que el espejo equivalente.
En cuanto al tamaño de la imagen, el aumento en un espejo viene dado por la expresión:

y para salvar esta indeterminación despejando sN en la fórmula de los espejos y sustituyendo en la anterior:

por lo que la imagen tiene el mismo tamaño que el objeto.

d. Trazado gráfico.

La imagen va a quedar definida por la convergencia de los rayos incidentes  --'– y --''– después de atravesar

la lente “de izquierda a derecha”, reflejarse en el espejo y atravesar de nuevo la lente “de derecha a izquierda”
en el retorno de los rayos.

El rayo auxiliar --'– , paralelo al rayo --''– en su incidencia sobre el espejo permite conocer la dirección de

éste despues de reflejarse.

El rayo auxiliar --' '– , paralelo al rayo --''– en su incidencia sobre el sistema H1HN1 en el retorno permite

conocer la dirección de éste rayo --''– después de atravesar el sistema.
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27. Dado un sistema óptico convergente de focal 5 cm, cuyos planos principales objeto e imagen

etán separados 1 cm y un espejo cóncavo de radio 10 cm situado a la derecha de H', calcular:
a) el sistema equivalente, b) posición y tamaño de la imagen de un objeto de 1 cm de altura
y situado a 6 cm a la izquierda de H, a través del sistema tal cual y a través del sistema
equivalente, c) trazado de rayos a través del sistema equivalente y a través del sistema tal
cual.

fig. VII.73

1. Cálculo del sistema equivalente.

El sistema equivalente pedido es el espejo equivalente.

a. Posición del espejo equivalente.

El vértice del espejo equivalente es la anti-
imagen del vértice V del espejo a través del
sistema HHN:

por lo que el espejo equivalente  está situado a
10 cm a la izquierda del plano H.

b. Posición del centro del espejo equivalente.

Es la anti-imagen del centro de curvatura C del espejo a través del sistema HHN. Puesto que C coincide con HN,
su anti-imagen está situada en H por ser H y HN planos conjugados. En consecuencia, el espejo equivalente tiene
su centro CE en el punto principal objeto H.

c. Radio y focal del espejo equivalente.

y por tener su radio signo positivo, el espejo equivalente es convexo.

2. Posición y tamaño de la imagen.

2.1. Imagen a través del sistema tal cual.

El sistema HHN forma una primera imagen yN1 que actúa como objeto para el espejo que, a su vez, forma una
segunda imagen yN2 que actúa como objeto para el sistema HHN en el retorno de los rayos reflejados por el espejo,
formando la imagen final yN3:

Primera imagen.

Posición:
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fig. VII.74

Aumento:

Segunda imagen.

Posición:

Aumento:

Tercera imagen. Es la anti-imagen de yN2 a través del sistema HHN:

Posición:

por lo que la imagen final yN3 está situada a 30 cm a la izquierda de H.

Aumento:

Aumento total:

y, en consecuencia, la imagen final es derecha y cinco veces mayor que el objeto:    yN3 = 5.y = 5 cm.

2.2. Imagen a través del espejo equivalente.

Posición:

Aumento:  

Comparando estos resultados con los obtenidos a través del sistema tal cual, se verifica que, lógicamente,
conducen a una misma posición y tamaño de la imagen.
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fig. VII.75

3. Trazado gráfico.

3.1. A través del sistema.

El sistema H1HN1 formaría la imagen yN1 pero se lo impide el espejo. Esta imagen yN1 actúa entonces como objeto

virtual para el espejo que forma la imagen yN2. A su vez yN2 actúa com objeto real para el sistema H1HN1 en el

retorno de los rayos, dando lugar finalmente a la imagen yN3.

3.2. A través del espejo equivalente.

En la figura inferior se ha situado al objeto en la misma vertical que en la superior, empleándose la misma
escala. En ella se puede apreciar que el objeto (y) actúa como objeto virtual para el espejo equivalente y que la
imagen (yN), lógicamente, está en la misma posición y tiene el mismo tamaño que cuando se obtiene, paso a
paso, a través del sistema.
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28. Una lente delgada de radios r1 y r2 e índice de refracción nL conocidos se metaliza por su

segunda cara. Demostrar que el radio del espejo equivalente viene dado por: 

fig. VII.76

29. Un sistema óptico está formado por una lente gruesa y un espejo cóncavo. La lente es plano-

convexa, de espesor 15 mm, índice n = 1,5 y radio de curvatura 10 cm. El espejo está situado
a 40 cm de la lente y tiene un radio de 20 cm.
a) Hallar el espejo equivalente.
b) Se desea sustituir la lente gruesa por una lente delgada. Calcular la focal y la posición de

esta lente para que el espejo equivalente sea el mismo y esté situado en el mismo sitio.

El vértice del espejo equivalente es la anti-imagen del vértice V2 de la cara espejada a través de la primera cara
de la lente. Por tratarse de una lente delgada la distancia V1V2 es nula y, en consecuencia, la anti-imagen de V2

está situada también en estos mismos vértices:

En cuanto al centro CE del espejo equivalente, es la anti-imagen del centro de curvatura de la cara espejada
(C2) a través de la primera superficie:

Para calcular el espejo equivalente es preciso resolver previamente la lente para conocer la posición de sus
planos principales y su focal.

Focal de la lente.

Por tratarse de una lente en aire aplicaremos la expresión:

Posición de H.

Mediante la expresión:
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fig. VII.77

Posición de H'.

Mediante la expresión:

Situando las posiciones de los puntos calculados (ver fig. VII.77) se observa que el foco imagen F' de la lente
coincide con el centro de curvatura C del espejo.

1. Cálculo del espejo equivalente.

a. Posición del espejo equivalente.

El vértice del espejo equivalente es la anti-imagen de V a través de la lente:

resultado del que se deduce que el espejo equivalente está a 40 cm a la izquierda del plano H o, lo que es lo
mismo, a 39 cm a la izquierda de la cara plana de la lente.

b. Posición del centro de curvatura del espejo equivalente.

Es la anti-imagen del centro C del espejo a través de la lente. Por estar C en F' su anti-imagen CE está en el
infinito y, como consecuencia, el espejo equivalente es un espejo plano.

2. Cálculo de la focal y de la posición de la lente delgada.

Para que el espejo equivalente sea el mismo, la lente delgada ha de formar, del vértice V del espejo, una anti-
imagen en el mismo sitio que la lente gruesa, es decir, en VE.

En consecuencia (ver fig. VII.78):

quedando: .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)
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fig. VII.78

Por otra parte, como el espejo equivalente ha de ser plano, el centro del espejo C ha de coincidir con el foco
FN de la lente delgada para que la anti-imagen de C a través de esta lente esté en el infinito, por lo que:

al sustituir queda: .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

Sustituyendo los valores de sN (1) y de fN (2) en la fórmula de las lentes:

ecuación que ofrece dos soluciones:

de las que únicamente es válida la primera ya que la distancia s = LVE ha de ser menor que la distancia VVE que
es de 80,5 cm.

La posición en la que ha de estar situada la lente delgada, referida al espejo es por lo tanto:

por lo que la lente ha de estar situada a 40,125 cm a la izquierda del espejo.
La focal que ha de tener esta lente se calcula a partir de la expresión (2):

y su potencia:
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30. Dos lentes delgadas plano-convexas, iguales, de índice de refracción nL se han plateado, una

por la cara plana y la otra por la cara convexa. Hallar la relación entre las distancias focales
de los espejos equivalentes obtenidos, si la luz en los dos casos incide por el lado plateado.

fig. VII.79

fig. VII.80

Primer caso: cara convexa espejada.

El vértice del espejo equivalente (VE) es la anti-imagen de V2 a través de la
primera cara de la lente, que es plana. Por ser una lente delgada su espesor es nulo
y  sN = s = 0  y, en consecuencia, esta anti-imagen coincide con ambos vértices de la
lente:

El centro de curvatura del espejo equivalente (CE) es la anti-imagen del centro de
curvatura C2 de la segunda cara de la lente a través de la cara plana:

y sustituyendo:

y la focal en este caso es:

Segundo caso: cara plana espejada.

El vértice del espejo equivalente (VE) es la anti-imagen de V2 a través de la
primera cara de la lente. Por ser una lente delgada su espesor es nulo y  sN = s = 0 
y, en consecuencia, esta anti-imagen coincide con ambos vértices de la lente:

El centro de curvatura del espejo equivalente (CE) es la anti-imagen del centro de
curvatura C2 de la segunda cara de la lente (plana) a través de la primera. Por estar
C2 en el infinito su anti-imagen está en el foco objeto de la primera cara:

y sustituyendo:

y la focal en este caso es:

Por último, la relación de potencias pedida es:



Manual de Óptica Geométrica.
 J.V. Santos (jsb267@gmail.com) 

Tema VII - 73

31. Hallar gráficamente y definir la imagen del objeto en el siguiente sistema, explicando los
pasos seguidos.

 

fig. VII.81

El rayo  --'– incide hasta H y por ser paralelo al eje emerge por H' a la misma altura en dirección al foco imagen F'. 

El rayo  --''– incide sobre H en dirección focal objeto F y por ello emerge por H' a la misma altura y paralelamente
al eje.

El punto de corte de las prolongaciones de ambos rayos define la posición de la imagen que es menor y derecha
respecto del objeto y por tanto virtual.
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fig.VII.82

32. Un sistema óptico tiene una focal de 10 cm siendo la distancia HH'= 1 cm. Si a 20 cm detrás

del plano principal imagen se encuentra situado un espejo cóncavo de 20 cm de radio,
calcular, para un objeto situado a 20 cm por delante de H:
a) El sistema equivalente.
b) La posición y tamaño de la imagen del objeto a través del sistema equivalente y a través 

 del sistema óptico inicial.
c) El trazado gráfico de rayos a través del sistema inicial mostrando la formación de la

imagen sin utilizar imágenes intermedias.

a. CÁLCULO DEL SISTEMA EQUIVALENTE.

El sistema equivalente es un espejo cuyo vértice y centro son, respectivamente, la anti-imagen del vértice
V y del centro C del espejo componente del sistema a través del sistema HH'.

a.1. Anti-imagen de V a través de HH': 

por lo que el vértice VE del espejo equivalente está situado a 20 cm a la izquierda del plano H, es decir, en la
misma posición que el objeto O.

a.2. Anti-imagen de C a través de HH':

Por estar C en H' su anti-imagen está en H por ser H y H' conjugados. En consecuencia, el centro CE del espejo
equivalente está en el punto principal H.

a.3. Radio y focal del espejo equivalente:

por lo que el espejo equivalente es un espejo convexo por ser su radio positivo, situado en la misma posición que
el objeto, siendo su focal:
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fig. VII.83

b. POSICIÓN Y TAMAÑO DE LA IMAGEN.

b.1. A través del sistema equivalente.

Por estar el objeto O en la misma posición que el espejo equivalente, es  s = 0  y  s' = 0  por lo que la imagen
está también en la misma posición que el espejo equivalente y que el objeto, teniendo además su mismo tamaño.

b.2. A través del sistema inicial.

La luz procedente del objeto va a pasar a través del sistema HH' quien forma una primera imagen y1' que va
a actuar como objeto para el espejo formando éste, en la reflexión de la luz, una segunda imagen y2'. Finalmente
la luz reflejada en el espejo va a pasar de nuevo a través del sistema HH' dando lugar a la imagen definitiva y3'.

Primera imagen:

resultado del que se deduce que esta primera imagen y1' está situada a 20 cm a la derecha de H', lo que coincide
con la posición del espejo. En cuanto al tamaño de esta primera imagen:

por lo que esta imagen y1' es igual que el objeto e invertida respecto de él.

Segunda imagen: por estar la primera imagen y'1 en  V, el espejo va a formar de ella una segunda imagen y2'
también en V, teniendo su mismo tamaño:

Tercera imagen: el sistema HH' formó, de un objeto (y), una imagen (y1') situada en V cuando la luz viajaba de
izquierda a derecha por lo que, de igual modo, va a formar una imagen (y3') situada en O del objeto (y2') situado
en V cuando la luz viaja de derecha a izquierda, siendo el aumento: 

El aumento total es:

CONCLUSIÓN: la imagen final y3' está situada, en posición y tamaño, sobre el objeto inicial (y).

c. TRAZADO DE RAYOS:
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33. Hallar gráficamente la imagen del objeto en el siguiente sistema. Explicar el trazado y definir
la imagen.

fig. VII.84

Por estar situado detrás del plano principal H, el objeto (y) es virtual y por ello los rayos no parten del objeto
sino que inciden en el sistema en dirección hacia él. 

El rayo --'– que se dirige hacia el borde superior del objeto incide en H y emerge por H', a la misma altura

de incidencia y paralelamente al eje, por incidir sobre el sistema en dirección focal objeto F. 

El rayo --''–, que incide sobre  H  paralelamente al eje, emerge por H' a la misma altura y en dirección focal

imagen F'. 
El punto de convergencia de ambos rayos emergentes define el borde superior de la imagen. 
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34. Un  sistema  óptico  está  formado  por  dos  lentes  delgadas de distancias focales f1' = 16 cm 
y f2' = -6 cm (valores para las lentes en aire), con una separación entre ellas de 8 cm. Las dos
lentes tienen una cara plana situadas una enfrente de la otra. Calcular la posición de los
planos principales, focales y nodales cuando entre las dos lentes existe un medio de índice
1,5. Si se desea que el sistema se comporte como una lente delgada, ¿qué índice debe tener
el medio que hay entre las dos lentes? Calcular en este caso los elementos cardinales del
sistema.

fig. VII.85

fig. VII.86 fig. VII.87

a. Introducción.

Tal como están dispuestas las lentes (fig.85), la focal objeto
f1 de la primera y la focal imagen f '2 de la segunda son
independientes del índice del medio que haya entre ellas. En
efecto, en el caso de la primera lente (fig.86), los rayos que
parten del foco objeto F de la primera superficie (que también
lo es de la lente) siempre van a emerger de la lente paralelos
al eje, siendo la posición de F independiente del índice n del
medio posterior. De igual forma (fig.87) los rayos que inciden
sobre la segunda lente paralelos al eje van a emerger de ella
siempre hacia el foco imagen F' de su segunda superficie (que
también lo es de la lente) independientemente del índice n del
medio anterior a ella.

En consecuencia el valor de f1 y de f2' , sea cual sea el medio entre lentes es el mismo que en aire:

Para el cálculo de la focal imagen de la primera lente f 1' y de la focal objeto de la segunda f2 , recordemos que
las focales de una lente están relacionadas con los índices de los medios en que está sumergida por la expresión: 

por lo que:

b.Cálculo de la posición de H y H'.
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fig. VII.88

c. Cálculo de la posición de los focos.

d. Posición de los puntos nodales.

Por ser iguales los índices de los medios extremos del sistema (aire), los puntos nodales N y N' coinciden con
los principales H y H' respectivamente.

e. Cálculo del índice entre lentes para que el sistema se comporte como una lente delgada.

En una lente delgada coinciden sus planos principales H y H', por lo que (ver fig. VII.88): 

y sustituyendo: .. . . . . . . . . . . . . (1)

expresión en la que:

ya que tienen el mismo valor que en los casos anteriores al no depender,
como queda dicho, del índice intermedio n. En cuanto al valor de f1' y f2 , en
el apartado a) se ha visto que:

por lo que: .. . . . . . . . . . . . . . . . (2)

y sustituyendo en (1) los valores de las focales:

f. Cálculo de la nueva posición de los planos H y H'.

Sustituyendo el valor de n en las focales (2) queda:

  

y la posición de los planos H y H':

resultados de los que se deduce, tal como se había anunciado, que los planos principales H y H' coinciden a 4,8
cm a la derecha de la segunda lente. 
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35. En el siguiente sistema, obtener gráficamente la imagen del objeto situado en el infinito.
Explicar el trazado y definir la imagen.

fig. VII.89 fig. VII.90

g. Cálculo de la nueva posición de los focos.

h. Posición de los planos nodales.

Por la razón expuesta en el apartado d) coinciden con H y H'.

CONCLUSION: si el índice entre lentes es 1,80, el sistema se comporta como una lente delgada divergente,
situada a 4,8 cm a la derecha de la segunda lente y cuya focal es: 

Un rayo cualquiera que como el --'– incida en dirección al punto nodal objeto N emergerá del sistema por N'

y paralelo a sí mismo. Este rayo corta al plano focal imagen F' en un punto P.

Un segundo rayo (--''– ) que incide paralelo al anterior pasando por F, ha de emerger paralelo al eje y se ha

de cortar con el --'– en el punto P del plano focal imagen F'. Este punto P es la imagen del punto objeto, situado

en el infinito, del cual proceden ambos rayos.

El punto en el que el rayo --''– "cambia de dirección" pertenece al plano principal objeto H. Trazando una

línea desde B hasta que corte a la dirección del rayo emergente (punto C), queda definida en este punto la
posición del plano H'.
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36. Calcular gráfica y analíticamente el centro óptico de un menisco convexo-cóncavo de radios

40 y 60 mm respectivamente y espesor 1 cm.

fig. VII.91

1. Resolución analítica.

Los puntos nodales de un sistema en general o de una lente en particular, tienen la propiedad de que los
rayos que inciden en dirección N, pasan (ellos o sus prolongaciones) por el centro óptico O y emergen por N´
paralelos al incidente.

Como consecuencia (fig. VII.91) el centro óptico O es la imagen de N a través de la primera superficie de la
lente y, a su vez, N´ es la imagen de O a través de la segunda. Aplicando a ambas superficies la fórmula de Gauss:

 queda:

1ª superficie:  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

2ª superficie: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

Por estar sumergida en aire, los puntos nodales N y N´ de la lente coinciden con H  y H´, por lo que:

  .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (3)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .    (4)

                                                

siendo además:    . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5)

y al sustituir el valor de VN obtenido en la expresión (3) en la (1):  

      .. . . (6)
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fig. VII.92

y haciendo lo propio en la expresión (2) con los valores de V´N´ y V´O  obtenidos en (4) y (5):

    .. . . . (7)

y siendo iguales los primeros miembros de las ecuaciones (6) y (7), al igualar los segundos miembros y operar
queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .    (8)

por último, introduciendo este valor en la expresión (5):

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9)

expresiones (8) y (9) que permiten calcular la posición del centro óptico O respecto de la primera (VO) y segunda
(V´O) superficie de la lente.

Introduciendo los datos del problema en la (8):

resultado del que se deduce que el centro óptico O está situado a 20 mm a la izquierda de la primera superficie
de la lente o a 30 mm a la izquierda de la segunda.

Obsérvese que, al resolver el sistema de ecuaciones, el índice n queda indeterminado por lo que la posición
del centro óptico, al estar sumergida la lente en medios iguales, no depende de n y sólo lo hace de la propia
geometría de la lente.

2. Resolución gráfica.

Si se trazan las tangentes T1 y T2 a cada una de las superficies de manera que ambas sean paralelas entre sí,
la lente se comporta entre los puntos A y B de tangencia como una lámina plano-paralela y, en consecuencia, las
direcciones del rayo AB incidente y emergente (no trazados en la fig. VII.92) han de ser paralelas por estar
sumergidas en medios iguales. Como ésta es la condición que cumplen los puntos nodales, la dirección del rayo
AB en su paso por el interior de la lente ha de ser hacia el centro óptico O, que queda definido por la intersección
de su prolongación con el eje.
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37. Supongamos un sistema formado por una lente de radios + 10 mm y - 6 mm respectivamente,

de índice de refracción 1,423 y espesor 3,6 mm. Si la lente está rodeada por un medio de
índice 1,336, calcular:
a) las focales y potencia del sistema.
b) la posición de los planos principales y nodales.
c) hallar gráficamente la imagen de un objeto que se encuentra a 116,76 mm por delante

de H.
d) calcular el aumento lateral para este caso.

fig. VII.93

a) Cálculo de las focales de las superficies que delimitan la lente.

Las focales de una superficie esférica vienen dadas por las
expresiones:

y al aplicarlas a cada una de las superficies de la lente queda:

b. Cálculo de las focales de la lente. 

La focal imagen de un sistema viene dada por la expresión:

y como los medios que rodean a la lente son iguales, la focal objeto tiene el mismo valor pero con signo opuesto:

c. Cálculo de la potencia de la lente. 

La potencia de un sistema es  P = n' / f' siendo  n' el índice del último medio, por lo que:

d. Cálculo de la posición de los planos principales.

Aplicando las expresiones:

+
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fig. VII.94

e. Cálculo de la posición de los focos.

Aplicando las expresiones:

f. Posición de los puntos nodales.

Por ser iguales los medios que rodean a la lente, los puntos nodales N y N' coinciden con los puntos principales
H y H'.

g. Determinación gráfica de la imagen.

En el apartado  d  se ha calculado la posición de los planos principales H y H'. De los resultados obtenidos se
deduce que la distancia entre ambos es extremadamente pequeña comparada con la distancia objeto ya que:

HH' = 0,173 mm

razón por la que en la construcción gráfica solaparemos ambos planos considerando a la lente como una lente
delgada.

Obsérvese que al ser la distancia objeto (a = HO = - 116,76 mm) doble que la focal objeto de la lente (f = 58,38
mm), la imagen es equidistante de la lente (a'= H'O' = 116,76 mm). 

h. Cálculo del aumento lateral.

Puesto que las distancias objeto e imagen son iguales pero de signo contrario, el aumento es:  
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38. En el sistema de la figura, hallar gráficamente la imagen del objeto sin utilizar la imagen

intermedia. Explicar detalladamente los pasos seguidos y definir la imagen.

fig. VII.95

El rayo --'– por pasar por F1 emerge del primer elemento del sistema paralelo al eje. Al incidir sobre el

segundo elemento llega hasta el plano objeto H2 y emerge, a la misma altura, por H2' en dirección al foco imagen
F2' de este elemento.

El rayo --''–  que incide sobre el primer elemento paralelamente al eje, emerge de él en dirección focal F1';

llega hasta el plano objeto H2 del segundo elemento y va a emerger a la misma altura por H2' en una dirección
que a priori es desconocida. Para conocerla es preciso trazar un rayo auxiliar RA tal que, incidiendo sobre el

segundo elemento en dirección a su foco objeto F2, sea paralelo al rayo --''– , por lo que ambos rayos (en este

caso sus prolongaciones) han de cortarse en un punto P del plano focal imagen F2'.

El punto donde se cortan las  prolongaciones  de los  rayos --'– y --''–  emergentes del sistema define la

posición de la imagen y'.
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39. En el sistema óptico de la figura, definido por sus planos nodales, el foco objeto y una pareja

de puntos conjugados, O y O', hallar gráficamente la imagen del objeto y la posición de los
planos principales y de F'. Explicar los pasos seguidos.

fig. VII.96

fig. VII.97

El rayo --'– (fig. VII.96), que incide en el sistema en dirección al punto nodal objeto N, emerge paralelamente

a sí mismo por el punto nodal imagen N'.

El rayo --''– (fig. VII.96), que incide en la dirección del punto  O, tiene que emerger del sistema en dirección

a su conjugado el punto O' y lo ha de hacer paralelo al rayo --'– por proceder ambos de un mismo punto P del

plano focal objeto del sistema, lo que permite su trazado.

El rayo auxiliar RA --'''– paralelo al --''– en su incidencia sobre el sistema (fig. VII.97), incide por N por

lo que ha de emerger por N' paralelo a sí mismo. Este rayo auxiliar  RA --'''– se ha de cortar con el rayo --''–

en un punto (A) que pertenece al plano focal imagen del sistema (por incidir paralelos entre sí), lo que permite
la localización de F'. 
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fig. VII.98

fig. VII.99

El rayo --'''–  (fig. VII.98) parte del mismo punto P del plano focal objeto que el --'– y el --''– y por ello

ha de emerger del sistema paralelo a ambos. Además, por incidir paralelamente al eje ha de pasar por F', lo que
permite su trazado. El punto B en el que este rayo "cambia" de dirección define la posición del plano principal
imagen H'. 

Por último, puesto que el rayo --''–  emerge del sistema por el punto C del plano H' (fig. VII.99), ha tenido

que incidir "a la misma altura" sobre el plano principal objeto H, por lo que trazando la línea de puntos tesde C

hasta que corte al rayo --''– incidente (punto D), queda definida en este punto la posición del plano H.

Por estar el objeto y situado en el plano focal objeto F, los rayos --'– , --''– y --'''– que proceden de un

mismo punto P (fig. VII.98) emergen paralelos entre sí y, en consecuencia, la imagen está en el infinito.
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40. Se combinan dos lentes delgadas, la primera convergente de 20 cm de focal y la segunda
divergente, separadas 7 cm. ¿Qué focal debe tener la lente divergente si el conjunto debe
tener 2,5 dt.?
Se desea sustituir las lentes delgadas por dos lentes gruesas. La primera ha de ser plano-
convexa, de índice  n = 1,5  y espesor  d = 10 mm. La segunda ha de ser equicóncava de índice
1,6 y espesor 5 mm. Hallar:
a) los radios de curvatura para que cada lente mantenga su focal.
b) la separación entre las lentes gruesas de manera que el conjunto mantenga la potencia

total.

fig. VII.100

fig. VII.101

a. Cálculo de la focal de la lente divergente.

Las dos lentes delgadas constituyen un sistema compuesto cuya focal f ' viene dada por la expresión:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

en la que  e = HA' HB = 7 cm  es la distancia entre ambas lentes delgadas (fig.
VII.100).

La focal del sistema es:

con lo que al sustituir, teniendo en cuenta que fB = - f B'  por estar la segunda
lente en aire, queda:

b. Cálculo de los radios de las lentes gruesas.

b.1. Lente plano-convexa.

La focal de una lente plano-curva es la misma que la de su superficie curva
(fig. VII.101), por lo que:

b.2. Lente bicóncava.

La focal de una lente gruesa en aire viene dada por la expresión:

y al aplicarla a la lente B, teniendo en cuenta que por tratarse de una lente equicóncava es: 

queda:



Manual de Óptica Geométrica.
 J.V. Santos (jsb267@gmail.com) 

Tema VII - 88

fig. VII.102

y como: nB = 1,6        y         f B'  = - 26 cm

al sustituir y operar queda la ecuación de segundo grado:

que resuelta ofrece las soluciones:

de las que únicamente la primera es válida por tener signo negativo como corresponde al radio de la primera cara
de una lente bicóncava.

c. Cálculo de la separación entre lentes.

De acuerdo con la expresión (1) que permite calcular la focal de un sistema formado por dos elementos, como
la focal del sistema formado por las dos lentes gruesas ha de ser igual a la del que formaban las lentes delgadas
y como las focales f A'  y f B'  de las lentes gruesas también son iguales a las de las lentes delgadas, el valor de  e  ha
de ser el mismo en ambos casos. No obstante, recordemos que este valor es la distancia entre el plano principal
imagen HA'  del primer elemento del sistema y el plano principal objeto HB del segundo:

por lo que esta distancia representa la separación entre las lentes delgadas (fig.100) pero no entre las lentes
gruesas (fig.102). De esta figura se deduce que:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

La distancia V3HB se calcula mediante la expresión general:

en la que r1 y r2 son los radios de la lente B, dB su espesor y n su índice de refracción.
Sustituyendo este valor en la expresión (2) y operando, se obtiene la separación d que debe existir entre

ambas lentes gruesas para que la potencia del sistema mantenga el mismo valor que con las lentes delgadas:
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41. Se combinan dos lentes delgadas de potencias diferentes. ¿Cuál debe ser la separación entre

ellas para que la potencia del conjunto sea igual a la potencia de la primera lente?

42. En un sistema óptico sumergido, expresar la distancia imagen  a'  en función de la focal  f'

y del aumento lateral  â'.

La potencia de un sistema formado por dos lentes de potencias P1 y P2  separados una distancia  e  viene dada
por la expresión:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

en la que  n2 es el índice del medio existente entre ambas lentes.
Como según el enunciado ha de ser:

 P = P1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

al igualar (1) y (2) queda: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)

y teniendo en cuenta que la potencia de la primera de las lentes es:

y sustituyendo este valor en la expresión (3) la separación entre lentes queda:

En un sistema óptico sumergido en medios de índices n y n', la posición de la imagen viene dada por la
expresión:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

y el aumento es: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

y al despejar  a  en (2) y sustituir en (1) queda:
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43. Detrás de una lente de 5 dt a 50 cm, se sitúa un espejo plano. Con este sistema se quiere

conseguir que la imagen de un objeto real situado a 30 cm de la lente sea también real y 2,5
veces mayor. Para ello se coloca una lámina plano-paralela de n = 1,7 pegada al espejo.
¿Qué espesor debe tener la lámina?

fig. VII.103

a. Cálculo del espejo equivalente.

a.1. Posición del vértice VE.

La posición del espejo equivalente viene dada por la anti-imagen del vértice E del espejo a través de todos los
elementos que forman el sistema.

a.1.1. Anti-imagen de E a través de la primera cara.

Por tratarse de un dioptrio plano:

quedando al operar:

a.1.2. Anti-imagen de E´ a través de la lente.

La posición de E´ respecto de la lente es:

y como:

 queda:  

y al aplicar la fórmula de las lentes:

en la que:         y        

después de operar queda: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

siendo VE la anti-imagen de E a través de todo el sistema, es decir, el vértice del espejo equivalente.
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fig. VII.104

a.2. Posición del centro de curvatura CE.

El centro de curvatura del espejo equivalente CE es la anti-imagen del centro del espejo a través de todo el
sistema. Por tratarse de un espejo plano, su centro está en el infinito y su anti-imagen a través de la primera cara
de la lámina también ya que en la expresión:

      si  s´= 4 también es  s = 4 .

Como la anti-imagen del infinito a través de la lente es su foco F, en este punto está el centro de curvatura del
espejo equivalente:

En cuanto a esta posición del espejo equivalente, hagamos las siguientes consideraciones: la lente (fig.
VII.104), por estar el objeto  y  fuera de la focal ha  de  formar  una  imagen  invertida y el aumento, para esta
primera imagen, es negativo (â1' < 0).

A continuación, la primera cara de la lámina forma una segunda imagen derecha respecto de su objeto ya que
el aumento lateral en un dioptrio plano es â2́ = +1. El espejo plano toma a esta imagen como objeto y forma una
tercera imagen, siendo también â3' = +1.

En el retorno de los rayos, la primera cara de la lámina forma una cuarta imagen (anti-imagen) cuyo aumento,
según se ha dicho, es â4' = +1. Por último, la lente forma la imagen final que, según el enunciado, ha de ser real
lo que requiere que el aumento sea negativo (â5' < 0). El aumento total del sistema, obtenido como producto de
todos los aumentos es por tanto positivo, lo que requiere que la imagen final  y'  sea derecha respecto del objeto
inicial. En consecuencia, el aumento total es  â´ = + 2,5.

Para que un espejo esférico (en este caso el espejo equivalente) forme una imagen derecha y mayor, como
sucede en este caso, el espejo ha de ser cóncavo y el objeto ha de estar situado dentro de la focal del espejo
dando lugar a una imagen virtual, condición ésta que no cumple los requisitos de enunciado ya que la imagen
ha de ser real.

Además, teniendo en cuenta que CE ha de coindicir con el foco F del espejo, el objeto quedaría fuera de la focal
del espejo cóncavo (fig. VII.104) dando lugar a una imagen real, menor e invertida. Por otra parte, la situación
representada en la fig. VII.104 no es posible ya que al ser VE la anti-imagen de E', VE ha de estar situado a la
izquierda del foco F de la lente y no a su derecha como se muestra en esa figura.

En consecuencia con todo lo expuesto, la única forma de que se puedan cumplir las condiciones requeridas
por el problema es que el espejo equivalente sea convexo y que esté situado delante del objeto (fig. VII.105),
actuando éste como objeto virtual. De esta forma la imagen será real, mayor y derecha como requiere el
enunciado.
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fig. VII.105

b. Cálculo del espesor de la lámina.

El radio  rE del espejo equivalente viene dado por la distancia  rE = VE CE (fig. VII.105):

y como el aumento ha de ser + 2,5:

al sustituir estos valores en la fórmula de los espejos:

de donde:

De la fig. VII.105 se deduce que:

y como:

al introducir el valor de LVE dado por la expresión (1) queda: 

quedando: e = 4,86 cm
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44. Se tienen dos lentes iguales (meniscos positivos) de índice 1,5, espesor 10 mm y radios 10 y

20 cm. Se colocan de forma que la primera es cóncavo-convexa y la segunda es convexo-
cóncava con una  distancia  de  separación entre ellas de  30 cm. Si se introduce agua entre
las dos lentes (nagua = 4/3) y espejamos la última superficie del sistema, calcular el espejo
equivalente. Con este espejo, calcular gráficamente la imagen de un objeto situado a 25 cm
por delante de la primera lente. Definir la imagen.

fig. VII.106

Planteamiento del problema.

Dado que, según el enunciado, las lentes son menisco-positivas, el radio de la cara convexa, en ambas, ha de
ser menor que el de la cara cóncava (fig. VII.106).

El vértice del espejo equivalente VE es la anti-imagen del vértice V4 del espejo a través de todas las superficies
que tiene a su izquierda. Para su cálculo hallaremos en primer lugar la anti-imagen (V4́) de V4 a través de la
superficie de vértice V3 (fig. VII.107). A continuación calcularemos la anti-imagen de V4́ a través de la primera
lente, siendo esta anti-imagen la posición VE del espejo equivalente (fig. VII.108). Para realizar este último cálculo
es preciso resolver esta primera lente, es decir, determinar la posición de sus planos principales y su focal. 

De igual forma se calculará la anti-imagen (C4́) del centro C4 del espejo a través de la superficie de vértice V3

y posteriormente la anti-imagen de C4́ a través de la primera lente, obteniéndose así la posición del centro CE del
espejo equivalente. Por último, la distancia VECE es el radio del espejo equivalente.

1. Cálculo de la posición de H y H´ y de la focal de la primera lente.

1.1. Focales de la primera y segunda superficies:
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fig. VII.107

1.2. Planos principales:

1.3. Focal:

2. Posición del espejo equivalente.

2.1. Anti-imagen de V4 a través de la superficie de vértice V3:

siendo:

quedando al sustituir:

2.2. Anti-imagen de V4́ a través de la primera lente:

siendo:  

y al sustituir: a = + 21 cm = HVE
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fig. VII.108

3. Posición del centro del espejo equivalente.

3.1. Anti-imagen de C4 a través de la superficie de vértice V3 :

en la que:

quedando:

3.2. Anti-imagen de C4́ a través de la primera lente:

siendo:   

quedando al sustituir: a = + 31,84 cm = HCE

y la posición del centro del espejo equivalente respecto de la primera lente es:

4. Radio y focal del espejo equivalente.

y del signo positivo del radio se deduce que el espejo equivalente es convexo, siendo su focal:
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fig. VII.109 

5. Trazado gráfico de la imagen.

La posición  s  del objeto es:

y la de la imagen:   

quedando al sustituir:

Esta posición de la imagen, referida al vértice V1 de la primera lente es:
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10. LISTADO DE PROBLEMAS. 

1. Una esfera de vidrio está incrustada en la pared de un recipiente. El radio de la esfera vale 30 mm y su índice 1,52.
Hallar la posición de sus planos principales y focales antes y después de llenar el recipiente de agua (n = 4/3). Un
punto luminoso se encuentra en el agua a 150 mm de distancia del centro de la esfera. Hallar la posición de la imagen
y el aumento lateral.

Solución: a) H1H = + 3,00 cm  ;  H'2H' = - 3,00 cm  ;  H1F = - 1,38 cm  ;  H'2F' = + 1,38 cm 
b) Después de llenar de agua: H1H = + 4,73 cm  ;  H'2H'= - 1,27 cm  ;  H1F = - 2,18 cm  ;  H'2F' = + 3,91 cm.
c) Posición de la imagen: H'20' = + 7,55 cm ; â' = - 0,70.

2. Un sistema compuesto consiste en dos lentes delgadas de distancias focales 10 cm y 20 cm separadas por una
distancia de 80 cm. Describir la imagen correspondiente a un objeto de 5 cm de altura colocado a 15 cm de la primera
lente.

Solución: a) Posición: a 33,33 cm a la derecha de la segunda lente.
b) Tamaño: + 6,66 cm.
c) imagen real.

3. Un sistema óptico formado por dos lentes delgadas de distancias focales f '1 y f '2 separadas por una distancia   e , es
tal que: un objeto colocado a 40 cm por delante de la primera lente L1 tiene su imagen real situada a 12 cm de la otra
lente L2 y su aumento es  â'1 = - 1,2  y un objeto colocado a 60  cm por delante de  L1  tiene una imagen cuyo aumento
es â'2 = - 0,5.  Calcular las focales.

Solución: f '1 = + 32,65 cm    ;    f '2 = + 16,44 cm.

4. Un sistema convergente, inmerso en aire, de 10 cm de focal, forma la imagen de un punto sobre el eje óptico a una
distancia de 12 cm del plano principal imagen. El objeto se mueve en una dirección perpendicular al eje óptico con
una velocidad de 10 m/s. ¿A qué velocidad se moverá la imagen? ¿Y si el punto objeto se mueve con la misma
velocidad sobre el eje óptico acercándose al sistema?

Solución: a)  v = - 2 m/s    ;    b)  v = + 0,4 m/s.

5. Dado un sistema óptico tal que f ' = - f = 40 cm, colocamos a 90 cm del punto principal imagen un espejo cóncavo
de radio 10 cm. Se pide encontrar la imagen de un objeto situado a 50 cm por delante del punto principal objeto: 
a)  A través del sistema óptico tal cual. b)  Hallando primero el espejo equivalente del sistema y luego hallando la
imagen del objeto a través del nuevo sistema. Comprobar que en ambos casos se obtiene el mismo resultado.

Solución: la imagen está a 75,38 cm a la izquierda de H1.

6. Los radios de una lente delgada de índice 1,75 miden: r1 = - 5 cm  y  r2 = - 10 cm. Si la segunda superficie está
plateada, ¿cuál es la potencia del sistema?

Solución: P = - 5 D.

7. ¿Qué clase de lente de vidrio gruesa sumergida en aire tendrá una distancia focal que sea independiente de su
espesor?

Solución: una lente plano-cóncava o plano-convexa.

8. Una lente gruesa con un índice de refracción n = 2 cumple la condición especial que sus dos superficies tiene ambas
un centro de curvatura común por fuera de la lente. Describir sus propiedades si al espesor se le designa por  d.

Solución: los planos H y H' están, ambos, en el centro de curvatura común.
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9. Hallar la posición de los planos principales de una lente gruesa en forma de esfera de radio  r. Determinar las distan-
cias focales  f  y  f' de esta lente, si está hecha de: 
a) agua (n = 4/3). 
b) vidrio (n = 3/2) 
c) ¿Con qué índice de refracción los puntos focales no salen al exterior?

Solución: H y H' están, ambos, en el centro de la lente. 
a) lente de agua: f'= 2r
b) lente de vidrio: f'= 3r/2
c) n $ 2.

10. Un par de espejos esféricos está montado como en la figura (montaje de
Cassegrain) de tal manera que la luz incide en primer lugar en el espejo E1

(primario) y luego en E2 (secundario). El radio de E1 es de 200 mm y el de E2 es de
100 mm, siendo su separación de 80 mm. Hallar la posición de los planos
principales y focales del conjunto.

Solución: llamando V1 al vértice del espejo E1 y V2 al de E2, las posiciones pedidas
son:

V1H = - 266,66 mm V2H' = - 133,33 mm
V1F  = - 433,33 mm V2F'  = + 33,33 mm.

11. Sea una lente biconvexa de radios de curvatura 5 y 10 cm respectivamente, con un espesor de 2 cm y un índice de
refracción de 1,52. ¿A qué distancia de la segunda superficie de esta lente se debe situar una lente delgada
divergente de focal 1 cm para que el sistema sea afocal?

Solución: a 4,79 cm a la derecha.

12. Imagínese que se tienen tres lentes delgadas, dos convergentes y una divergente, de focales f '1 = 4 cm, f '2 = - 8 cm 
y  f3' . Las primeras dos lentes están separadas 6 cm y las dos últimas 1,4 cm. ¿Cuál debe ser la distancia focal f'3 si
el sistema debe ser afocal?

Solución: f '3 = + 3 cm.

13. Una lente convergente delgada de 20 cm de focal se combina con una lente divergente situada detrás de ella a 7
cm de distancia. La focal del conjunto debe de ser de 40 cm. ¿Qué focal deberá tener la lente divergente? ¿Dónde
estará situado F'?

Solución: f '2 = - 26 cm  ;  F' está a 26 cm a la derecha de la segunda lente.

14. Un espejo de Mangin o espejo grueso tiene la forma de una lente cóncavo-convexa plateada en su segunda cara.
El radio del dioptrio es de 75 mm y el del espejo es de 100 mm siendo su espesor de 5 mm y el índice n = 1,517.
Hallar la posición y el radio del espejo equivalente comprobando que su focal y foco imagen coinciden con los del
sistema inicial.

Solución: el vértice del espejo equivalente está a 3,32 mm a la derecha del vértice de la primera cara de la lente.
El radio es - 113,41 mm (cóncavo).

15. Una lente delgada de distancia focal - 14,5 cm está situada 3 cm delante de un espejo esférico de radio - 12,5 cm.
Hállense: a) la potencia, b) la distancia focal, c) el punto principal, d) el foco.

Solución: Sea L la posición de la lente. Las distancias pedidas son:
LVE = + 2,486 cm    ;    LCE = - 27,55 cm    ;    rE = - 30,04 cm    ;    fE = - 15,02 cm    ;    PE = - 6,66 dt.
LHE = LH'E = LVE = + 2,486 cm    ;    LFE = - 12,53 cm.
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TEMA - VIII

TRAZADO GRÁFICO DE RAYOS.

1. REFRACCIÓN EN UNA SUPERFICIE PLANA.

2. REFRACCIÓN EN UNA SUPERFICIE ESFÉRICA.

3. DETERMINACIÓN GRÁFICA DEL ÁNGULO LÍMITE: REFLEXIÓN TOTAL.

4. REFLEXIÓN.

5. APLICACIONES:
5.1. TRAZADO DE RAYOS EN UN PRISMA ÓPTICO.
5.2. TRAZADO DE RAYOS EN UNA LENTE GRUESA.
5.3. DETERMINACIÓN DE LA POSICIÓN DE F´ EN UNA LENTE GRUESA.

6. PROBLEMAS RESUELTOS.
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fig. VIII-1

Se trata de determinar, por métodos gráficos, la dirección de un rayo de luz al atravesar las superficies que
encuentra a su paso en un sistema óptico.

1. REFRACCIÓN EN UNA SUPERFICIE PLANA.

Para conocer la dirección g' con que emerge un rayo que alcanza la superficie plana que separa dos medios

de índices  n  y  n'  con un ángulo de incidencia  g, se procede de la siguiente forma:

Primer caso:  n < n'.

Haciendo centro en un punto  O  cualquiera del rayo incidente se dibujan dos circunferencias  concéntricas 
de radios  proporcionales a los índices de refracción (r1 = k.n   y  r2 = k.n') siendo k una constante arbitraria (fig.
1.a). A continuación se traza, desde el punto A (fig. 1.b) en el que el rayo corta a la circunferencia del primer
medio (de radio  k.n), una paralela a la normal N hasta cortar a la circunferencia del segundo medio (de radio 
k.n') en un punto B. Por último, se unen los puntos O y B (fig. 1.c) y se traza una paralela a OB por el punto P (fig.

1.d) siendo ésta la dirección del rayo refractado por ser el ángulo ã igual al de refracción g' como demostraremos

a continuación.
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fig. VIII-2

fig. VIII-3

Aplicando el teorema de los senos en el triángulo OAB (fig. 2):

además, de la fig. 2  se deduce:

quedando:

expresión que comparada con la ley de la refracción
aplicada al punto P:

lleva a la conclusión de que ã es el ángulo de refracción

(ã = g') lo que justifica el procedimiento seguido para

trazar el rayo refractado.

Segundo caso:  n > n'.

Ahora el radio  k.n  es mayor que el  k.n' (fig. 6). Sin
embargo el proceso a seguir es análogo al anterior:
prolongando el rayo incidente hasta el punto  A  en el
que corta a la circunferencia del primer medio (k.n) y
trazando por A una paralela a la normal N, queda
definido el punto B de intersección con la circunferencia
del segundo medio (k.n'). La dirección OB es la del rayo
emergente, por lo que se ha de trazar una paralela a OB
por el punto P.

Aplicando el teorema de los senos al triángulo OAB
y siguiendo el mismo razonamiento que en el caso

anterior se demuestra que el ángulo ã  que forma el rayo
trazado con la normal N es igual al ángulo de refracción

g' lo que justifica el procedimiento seguido.

2. REFRACCIÓN EN UNA SUPERFICIE ESFÉRICA.

Para conocer la dirección del rayo refractado se procede siguiendo la misma rutina que en las superficies
planas. Haciendo centro en un punto O cualquiera del rayo incidente se trazan dos circunferencias de radios
proporcionales a los índices n y n' de los medios (fig. 4.a). En esta figura se ha hecho centro en un punto del eje.
La intersección de la prolongación del rayo incidente con la circunferencia del primer medio se produce en el
punto A (fig. 4.b). La paralela a la normal N por el punto A corta a la circunferencia del segundo medio en el
punto B. La dirección OB (fig. 4.c.) es la del rayo refractado por lo que se ha de trazar una paralela a OB por el
punto de incidencia P (fig. 4.d).
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Para justificar el procedimiento seguido demostraremos a continuación que el ángulo  ã  que forma el rayo

trazado con la normal es, precisamente, el ángulo de refracción g'.
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Aplicando el teorema de los senos en el triángulo OAB (fig. 5):

De la fig. 5  se deduce que   á = 180 - g   por lo que:

 

y sustituyendo en la expresión anterior:

expresión que comparada con la ley de la refracción aplicada al punto P:

ofrece la conclusión de que ã es el ángulo de refracción (ã = g') lo que justifica el procedimiento seguido para

trazar el rayo refractado.
En la fig. 6  se representa el proceso a seguir para el trazado del rayo refractado en una superficie convexa

para  n > n' y en las figs. 7.a  y  7.b  para una superficie cóncava en ambos casos: n < n'  y  n > n'.
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3. DETERMINACIÓN DEL ÁNGULO LÍMITE: REFLEXIÓN TOTAL.

Para determinar gráficamente el ángulo límite correspondiente a dos medios de índices n y n'  siendo n > n',
se procede de la siguiente forma:
a. Haciendo centro en un punto cualquiera O del medio de mayor índice se trazan dos circunferencias de radios

k.n  y  k.n' proporcionales a los índices (fig. 8.a).
b. Se traza la paralela a la superficie por el punto O (fig. 8.a) que corta a la circunferencia del segundo medio

(n') en el punto B.
c. Por el punto B se traza la perpendicular a la superficie, que corta a la circunferencia del primer medio (n) en

el punto A (fig. 8.b).

d. Se traza el rayo incidente en dirección OA (fig. 8.c). Este rayo forma un ángulo á con la normal N.

Demostraremos a continuación que éste ángulo á es el ángulo límite gL. En la fig. 8.c:

y como el ángulo límite viene dado por la expresión , por comparación de ambas se deduce que:

á = gL
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En la fig. 9  se  han trazado los rayos --'– , --''–  y  --'''– que inciden con diferentes ángulos procedentes

de un mismo punto O.

En ella se observa (rayo --'– ) que si la línea AB, normal a la superficie, corta a la circunferencia  del segundo

medio (de radio  k.n'), el rayo se refracta hacia este medio. 

Si la línea AB es tangente a la circunferencia del segundo medio (rayo --''– ) se presenta situación de ángulo

límite y el rayo emerge tangente a la superficie. 
Por último, si la línea AB  no  corta  a  la  superficie  del  segundo  medio  el  rayo sufre reflexión total (rayo

--'''–). En este caso, la dirección del rayo reflejado se obtiene trazando una paralela a OB3 por el punto P de

incidencia como se verá en el punto siguiente al estudiar el trazado de rayos en la reflexión.
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4. REFLEXIÓN. 

Para determinar la dirección del rayo reflejado en un espejo esférico convexo (fig. 10), cóncavo (fig. 11)
o plano (fig. 12), se procede de la siguiente forma:

a. Haciendo centro en el punto de incidencia P se traza una circunferencia de radio arbitrario que corta al rayo
incidente en un punto O.

b. Se traza por O la paralela a la normal N. Esta paralela corta a la circunferencia en A.
c. La dirección AP es la del rayo reflejado como demostraremos a continuación: por ser isósceles el triángulo

OPA, los ángulos en O y en A son iguales entre sí e iguales al de incidencia g. Por ser OA paralela a la normal

N, el ángulo á es igual a g  y, en consecuencia, á  es el ángulo de reflexión:

á = g = g'
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5. APLICACIONES.

5.1. Trazado de rayos en un prisma óptico.

Por tratarse de un sistema formado por dos superficies planas, la determinación de la dirección del rayo
emergente se puede hacer por aplicación del método dado en el punto 1 a la primera refracción y
posteriormente a la segunda. No obstante, teniendo en cuenta que la luz pasa de un medio de índice n al prisma

de índice n' y de nuevo a n, una vez obtenida la dirección del rayo refractado en la primera superficie (rayo --''–

en la fig. 13) que es paralelo a OB, se traza por B la paralela a la normal N2 a la segunda cara, que corta a la

circunferencia del primer medio en el punto C. La dirección OC es la del rayo emergente (rayo --'''–) por lo que

se ha de trazar una paralela a OC por el punto P de emergencia del rayo. 

5.2. Trazado de rayos en una lente gruesa.

Una lente es un sistema formado por dos superficies esféricas. En consecuencia, para determinar la dirección
del rayo emergente se puede hacer por aplicación sucesiva del método descrito en el punto 2 a la primera y a
la segunda refracción.

No obstante, si los medios en que está sumergida la lente son iguales, una vez obtenida la dirección del rayo
refractado en la primera superficie, que es paralelo a OB, se traza por B la paralela a la normal N2 a la segunda
cara, que corta a la circunferencia del primer medio en un punto C. La dirección OC es la del rayo emergente, lo
que permite el trazado de este rayo. En la fig. 14, C1 y C2  son los centros de curvatura de las superficies que
delimitan la lente.
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5.3. Determinación de la posición del foco imagen F' de una lente gruesa.

La determinación de la posición de F' se realiza siguiendo un proceso análogo al anterior pero dibujando un
rayo incidente paralelo al eje. Así, el rayo refractado en la primera superficie es paralelo a la dirección OB y el
refractado en la segunda lo es a la dirección OC. La intersección de este rayo con el eje define la posición de F'.

No obstante, es preciso señalar que si se hubiera tomado otro rayo paralelo incidente, la posición obtenida
para F' sería distinta debido a que a través de este método gráfico se obtiene la dirección real de los rayos,
poniéndose en evidencia la existencia de la aberración esférica (que se estudiará en el tema-XI) al no ser rayos
paraxiales.
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TEMA - IX

MÉTODO MATRICIAL PARA LA RESOLUCIÓN DE SISTEMAS. 

1. INTRODUCCIÓN.

2. MATRIZ TRASLACIÓN.

3. MATRIZ REFRACCIÓN.

4. MATRIZ REFLEXIÓN.

5. MATRIZ DE UNA LENTE.
5.1. MATRIZ DE UNA LENTE GRUESA.
5.2. MATRIZ DE UNA LENTE GRUESA SUMERGIDA EN AIRE.
5.3. MATRIZ DE UNA LENTE DELGADA.
5.4. MATRIZ DE UNA LENTE DELGADA SUMERGIDA EN AIRE.

6. MATRIZ ASOCIADA A DOS PUNTOS CONJUGADOS.
6.1. POSICIÓN DE LA IMAGEN.
6.2. AUMENTO ANGULAR.
6.3. AUMENTO LATERAL.
6.4. DISTANCIA FOCAL IMAGEN.
6.5. SIGNIFICADO DE LOS ELEMENTOS DE ESTA MATRIZ.

7. ELEMENTOS CARDINALES DE UN SISTEMA.
7.1. POSICIÓN DEL FOCO IMAGEN  (H2'F').
7.2. POSICIÓN DEL FOCO OBJETO  (H1F).
7.3. POSICIÓN DEL PLANO PRINCIPAL IMAGEN  (H2'H').
7.4. POSICIÓN DEL PLANO PRINCIPAL OBJETO  (H1H).
7.5. POSICIÓN DEL PUNTO NODAL OBJETO  (H1N).
7.6. POSICIÓN DEL PUNTO NODAL IMAGEN  (H2́N´).
7.7. DISTANCIA FOCAL OBJETO  (HF).

8. MATRIZ REFRACCIÓN CUANDO LA LUZ VIAJA DE DERECHA A IZQUIERDA.

9. PROBLEMAS RESUELTOS.
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1. INTRODUCCIÓN.

Sea O un objeto (fig. 1) que emite rayos hacia un sistema óptico (S.O). Si el objeto está en la posición O1 el
sistema conduce los rayos hasta el punto O1' en el que forma la imagen. Si el objeto estuviera en la posición O2,
los rayos serían conducidos por el sistema hacia otra posición imagen O2'. Según esto, un sistema óptico se puede
considerar como un operador físico que a cada punto objeto O le hace corresponder un punto imagen O'. 

En el caso de una lente (fig. 2), el desplazamiento de los rayos desde O hasta O' se realiza en las siguientes
"etapas":

1ª) trasladarse desde O hasta un punto P de la lente.
2ª) refractarse en P para pasar al interior de la lente.
3ª) trasladarse desde P hasta P'.
4ª) refractarse en P' para abandonar la lente.
5ª) trasladarse desde P' hasta O'.

A través del método matricial para la resolución de sistemas se define el operador matemático (una matriz)
correspondiente a cada una de las "etapas" para establecer el operador total (la matriz del sistema) que hace
corresponder a cada punto objeto O su punto imagen O'.

2. MATRIZ TRASLACIÓN.

Sea un rayo de luz que se traslada, sin cambiar de medio,
desde un punto P hasta otro P', ya sea en el interior de una
lente o fuera de ella (fig. 3).

Se trata de obtener la matriz que "actuando"  sobre las
características del rayo en el punto P (altura h e inclinación ó
repecto del eje) permita conocer las características  h' y  ó'
que va a tener cuando se traslade hasta P'. Calculando  tg ó 
y haciendo la aproximación de Gauss (tg ó � ó) por tratarse
de rayos paraxiales, queda:

de donde: .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

y como: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

al escribir el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2) en forma matricial queda:
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siendo [T] la matriz traslación: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)

3. MATRIZ REFRACCIÓN.

Cuando un rayo de luz incide sobre un punto P de una superficie que separa dos medios de diferente índice
con una inclinación  ó  y una altura  h  respecto del eje, sufre una refracción en la que no se modifica su altura
(h = h') pero sí el ángulo que forma con el eje que pasa a ser ó'. Se trata de encontrar la matriz que "actuando"
sobre las características del rayo antes de la refracción (h y ó) permita calcular las características que va a tener
después de la refracción (h' y ó').

      De la fig. 4, teniendo en cuenta que a nivel paraxial el
punto V se confunde con el A, se deduce:

y sustituyendo estos valores de  s  y s'  en la fórmula de Gauss

del dioptrio esférico  al operar queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4)

Como en la refracción la altura h con la que incide el rayo en el punto P es la misma que la altura h' con la
que emerge de este punto:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5)

y escribiendo en forma matricial el sistema formado por las ecuaciones (4) y (5):

en la que {R} es la matriz refracción en una superficie esférica de radio r que separa dos medios de índices n y
n':

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6)

Si se tratara de una superficie plana, como el radio es infinito, el tercer elemento de la matriz es nulo:

quedando: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7)
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Ejercicio nº 1. Mediante el método matricial calcular la posición de la imagen que forma una superficie  esférica 
convexa de radio  20  cm que separa  dos  medios de índices n = 1  y  n'= 1,5  cuando el objeto
está a 50 cm del vértice de la superficie. 

La matriz que define las características del rayo (altura e inclinación respecto del eje) en el punto O (fig. 4)

es:

siendo, en este caso, h = 0. Si sobre esta matriz "actúa" la matriz traslación  desde O a P se obtienen las
características del rayo en el punto P antes de refractarse . Si a continuación actúa la matriz refracción se
obtienen las características del rayo en el punto P después de refractarse. Por último, si sobre todas ellas actúa
la matriz traslación desde P a O' se obtienen las características (h' y ó') del rayo en el punto imagen O' siendo
en este caso h'= 0, por lo que:

y teniendo en cuenta la forma de la matriz traslación (3) y de la matriz refracción (6):

y como:

y además:

al sustituir queda:

y efectuando el producto de matrices:

y si para simplificar se denominan  A, B, C y D  al primero, segundo, tercero y cuarto elementos de la matriz
respectivamente, teniendo en cuenta que en este caso es  h = h'= 0, queda: 

de donde, por comparación de la primera matriz con la última, se deduce que: 
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4. MATRIZ REFLEXIÓN.

Una reflexión se puede estudiar como una refracción en la que  n´ = - n  (ver punto 1.1. pág. IV.1), por lo que
haciendo este cambio en la expresión (6) de la matriz refracción se obtiene la matriz reflexión que llamaremos 
{RX}:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8)

siendo  r  el radio del espejo y  f  su focal.

5. MATRIZ DE UNA LENTE.

5.1. Matriz de una lente gruesa.

Es el operador matemático que "actuando" sobre las características  h  y  ó  del rayo en el punto P de
incidencia (fig. 5), proporciona las características  h´  y  ó'  del rayo en el punto P´ por el que emerge de la lente.

Para plantear la matriz de la lente podríamos
decir, empleando un lenguaje coloquial, que el rayo
"llama a la puerta" de la lente en un punto P de su
primera superficie en el que tiene una altura  h  y
una inclinación ó  respecto del eje, siendo
"recibido" por la matriz refracción que se limita a
introducirlo en la lente, modificando su inclinación
pero manteniendo su altura. A continuación, como
si se tratara de una carrera de relevos, la matriz
traslación coge el testigo (el rayo) y lo transporta
hasta un punto P´ de la segunda superficie. En este
punto, una nueva matriz refracción recoge el
testigo (el rayo) y "lo expulsa" de la lente con una
altura  h´  y una inclinación  ó´. 

La expresión matemática de esta idea es:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9)

en la que: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10)

es la matriz de la lente que actuando sobre las características  h  y  ó  del rayo que llega a ella va a proporcionar
las del rayo que emerge de ella  h´ y  ó´.

Para obtener la forma de esta matriz  {L}  en el caso más general, consideremos una lente de índice n2 y
espesor  e  sumergida en medios de índices n1 y n3 siendo r1 y r2 los radios de sus superficies. Recordando la
forma de la matriz traslación (3) y de la matriz refracción (6) al sustituir en la expresión (10) queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . (11)
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y efectuando el producto de matrices:

. . . . . . . . . . . . . . (12)

en la que el tercer elemento  c , según demostraremos a continuación, es la inversa de la focal imagen de la lente.

En efecto, la potencia P de un sistema viene dada por la expresión:

en la que, en el caso de una lente, P1 y P2 son la potencia de cada una de las superficies que la delimitan, e  su
espesor y n2 su índice, siendo:

y al sustituir cada valor queda:

y dividiendo por n3 cada uno de sus miembros:

y comparando esta expresión con el tercer elemento (c) de la matriz de la lente queda demostrado que  c  es,
precisamente, la inversa de su focal imagen (f´ = H´F´), con lo que la expresión (12) queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (13)

5.2. Matriz de una lente gruesa sumergida en aire.

En este caso es  n1 = n3 = 1  y haciendo  n2 = n (índice de la lente)  al sustituir en la expresión (13) queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14)
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5.3. Matriz de una lente delgada.

En este caso el espesor de la lente es despreciable y al hacer  e = 0  en la expresión (13) queda:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15)

5.4. Matriz de una lente delgada sumergida en medios iguales.

Si los medios en que está sumergida la lente son iguales es  n1 = n3  y la expresión (15) queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (16)

Ejercicio nº 2.  Calcular la matriz de un sistema formado por dos lentes.

Sean dos lentes gruesas (fig. 6) cuyas matrices tienen la forma dada por la expresión (12):

Puesto que la luz después de atravesar la lente 1 ha de trasladarse desde un punto P hasta un punto Q para
luego pasar a través de la lente 2, la matriz del sistema es:

y sustituyendo el valor de cada elemento de las matrices y
efectuando el producto se llegaría a una expresión general de
la forma:
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6. MATRIZ ASOCIADA A DOS PUNTOS CONJUGADOS.

En la fig. 7 se ha representado un sistema,
formado por una o varias lentes, en el que las curvas
de trazo discontínuo representan la primera
superficie de la primera lente y la segunda superficie
de la última lente, siendo H y H' los puntos
principales del sistema.

Sean A y A' dos puntos conjugados. La posición
del objeto está referida al vértice V de la primera
superficie y la de la imagen al vértice de la última
superficie que ha de atravesar la lente:

s = VO         ;         s'= V'O'

Puesto que la luz ha de trasladarse desde el punto objeto A hasta un punto P de la primera superficie,
atravesar todo el sistema hasta un punto P' de la última superficie y trasladarse desde P' hasta el punto imagen
A', la matriz asociada a los puntos conjugados A y A' es:

en la que {S} es la matriz del sistema calculada según lo indicado en el ejercicio nº 2 anterior. 
Sustituyendo las matrices traslación y la del sistema por sus valores:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (17)

en la que  V'O' = + s'   y    OV = - s, con lo que al sustituir y operar queda:

. . . . . . . . . . . . . . . (18)

Esta matriz, actuando sobre las características del rayo en el punto objeto A permite obtener las que va a
tener el rayo en el punto imagen A':

y multiplicando las matrices:

de donde: h' = A.h + B.ó. . . . . . . . . . (20)  

ó' = C.h + D.ó. . . . . . . . . . (21)  

y si los puntos conjugados pertenecen al eje del sistema (fig. 8) es  h = h'= 0  y las (20) y (21) quedan:

0 = B.ó. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (22)  

ó' = D.ó. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (23)
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6.1. Posición de la imagen.

En la fig. 8 la altura del rayo en los puntos O y O' es nula (h = h'= 0) por lo que según la expresión (20) es:

B.ó = 0          Y          B = 0.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (24)  

y como según (18) es:

al igualar a cero y operar queda: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   (25)

expresión que permite calcular la posición de la imagen  s' conociendo la del objeto  s  y los coeficientes  a, b,
c y d  de la matriz del sistema.

6.2. Aumento angular.

Recordemos que el aumento angular es:

Puesto que  h = h' = 0   (fig. 8), de la expresión (23) se deduce:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (26)

y como según la expresión (18) es :  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (27)

6.3. Aumento lateral.

En la fig. 9  la altura h del rayo en el plano objeto es el
tamaño del objeto (y) y la altura h' del rayo en el plano
imagen es el tamaño de la imagen (y'). Como en este caso
es  ó = 0, llevando este valor a la expresión (20) queda:

y según (18) es:

por lo que: . . . . . . . . . . . . (28)

y en consecuencia, el elemento A de la matriz es el aumento
lateral.

6.4. Distancia focal imagen  (f' = H'F').

En la fig. 10:

y como, en este caso, es  ó = 0, al llevar este valor a la
expresión (21) queda:

por lo que: . . . . . . . . . . . . . . . . (29)
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y como, según (18), es   C = c, queda: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (30)

de donde se deduce que tanto el tercer elemento (C) de la matriz asociada a dos puntos conjugados como el
tercer elemento (c) de la matriz de un sistema representan la inversa de la focal imagen.

6.5.  Significado de los elementos de esta matriz.

En los puntos anteriores de este apartado 6 se ha visto que los elementos de la matriz asociada a dos puntos
conjugados O y O' son:

por lo que la matriz asociada a dos puntos conjugados de la expresión (18) puede escribirse de la forma:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (31)

siendo el determinante de esta matriz:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (32)

ya que según la expresión (20) del tema- VII es: .

De la expresión (32) anterior se deduce que si los índices extremos del sistema son iguales  (n = n' ), el
determinante de esta matriz es la unidad.

7.  ELEMENTOS CARDINALES DE UN SISTEMA.

7.1. Posición del foco imagen  (H2́ F´).

El foco imagen F´ de un sistema es conjugado del infinito, es decir, es la imagen de un punto objeto situado

en el eje y en el infinito por lo que haciendo  s = 4 en la expresión (25) se obtiene la posición de la imagen F´

referida al vértice H2́ de la última superficie del sistema:

y si para salvar la indeterminación se dividen numerador y denominador por  s  queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (33)

7.2. Posición del foco objeto  (H1F).

Un punto objeto situado en el foco objeto F de un sistema tiene su imagen en el infinito. En consecuencia,

haciendo  s´ = 4  en la expresión (25) se obtiene la posición de F referida al vértice H1 de la primera superficie

del sistema:

. . . . . . . . (34)
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7.3. Posición del plano principal imagen  (H2́ H´).

Los planos principales H y H´ son conjugados a través del sistema, es decir, un punto objeto situado en el
punto principal objeto H tiene su imagen en el punto principal imagen H´, siendo éstos los únicos puntos de un
sistema para los que el aumento lateral â´ es + 1. En consecuencia, puesto que según se ha visto en el punto (6.5)
â´ viene dado por el primer elemento (A) de la matriz asociada a dos puntos conjugados y teniendo en cuenta
el valor de A (expresión 18) queda:

en la que  s´ es la posición de la imagen cuando el aumento es + 1, es decir, la posición de H´ referida al vértice
de la última superficie (H2́) del sistema. Operando queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (35)

7.4. Posición del plano principal objeto  (H1H).

Puesto que el punto principal objeto H es conjugado del H´, si en la expresión (25) damos a s´ el valor de la
posición de H´, se obtiene como valor de s la posición de H referida al vértice de la primera superficie del sistema,

es decir:

y operando en (25):

y como  (a - c.sN ) es el aumento lateral â´ que, en este caso, es + 1 (ver expresión 28) queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (36)

7.5. Posición del punto nodal objeto  (H1N).

Los puntos nodales N y N´ son conjugados: N´ es la imagen de N a través del sistema, teniendo la
particularidad exclusiva de que los rayos que inciden por N emergen del sistema paralelamente a sí mismos y por
tanto el aumento angular es  ã´ = + 1.

Según (27) es: ã´ = c.s + d

por lo que: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (37) 

en la que  s  es la posición del objeto cuando el aumento angular ã´ es + 1, es decir, s es la posición del punto
nodal objeto N referida al vértice de la primera superficie del sistema.

7.6. Posición del punto nodal imagen  (H2́ N´).

Por ser N´ la imagen de N, al sustituir en (25) el valor de la posición  s  del punto nodal objeto N dado por
la expresión (37) se obtiene la posición  s´ del punto nodal imagen N´ referida al vértice H2́ de la última superficie
del sistema, es decir:

si     

y como en la expresión (25):  

el denominador (c.s + d ) es el aumento angular que, en este caso, es + 1 queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (38)
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fig. IX-11

fig. IX-12

7.7. Distancia focal objeto (HF).

Cualesquiera que sea la posición del foco objeto F se cumple que
(fig. 11):

al sustituir el valor de H1H (expresión 36)  y el de H1F (expresión 34)
queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . .  (39)

8. MATRIZ REFRACCIÓN CUANDO LA LUZ VIAJA DE DERECHA A IZQUIERDA. 

En la fig. 12. a. se ha trazado un rayo que, viajando de derecha a izquierda, se refracta en una superficie

esférica siendo sus características antes de la refracción y y después de la refracción y . Se trata de

obtener una matriz que actuando sobre las características del rayo incidente proporcione las del rayo

refractado cuando la luz viaja de derecha a izquierda (por ejemplo después de una reflexión), es decir:

. . . . . . . . . . (40)

En la fig. 12. b. se ha trazado el mismo rayo pero
viajando de izquierda a derecha. De la comparación de
ambas figuras se deduce que:

y sustituyendo estos valores en (40):

. . . . . . . . (41)

por lo que, en definitiva, se trata de encontrar el operador que actuando sobre las características (h´ y ó´)

del rayo después de la refracción proporcione las características (h y ó) antes de la refracción viajando la luz de
izquierda a derecha.

Para obtener la forma de esta matriz, teniendo en cuenta que en la refracción es:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (42)

despejando  ó en la ecuación (4) de la pág. IX-2 queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (43)

y expresando este sistema de ecuaciones (42) y (43) en forma matricial:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (44)
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fig. IX-13

y comparando esta expresión con la (40) se deduce que la matriz buscada es:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (45)

en la que los valores y signos de  f (focal objeto de la superficie esférica) y de n , n'  y  r son los que corresponden
al desplazamiento normal de la luz, es decir, de izquierda a derecha.

Ejercicio nº 3. Calcular la matriz de una lente gruesa de espesor  e =  3 cm, de radios  r1 = 10 cm y  r2 = - 15 cm 
e índice  n2 = 1,5  cuando está sumergida en medios de índices  n1 = 1,2  y  n3 = 1,7  cuando la luz
incide sobre ella por su cara derecha.

La luz incide sobre la cara 2 y sufre una primera refracción. A continuación se traslada hasta la cara 1 y
emerge por esta cara después de refractarse, por lo que la matriz de la lente es:

y sustituyendo las matrices refracción por el correspondiente valor deducido de la expresión (45), teniendo en
cuenta que en la traslación desde la cara derecha hasta la izquierda de la lente es:

e = V ' V = - 3 cm

queda: . . . . . . . . . . . . . (46)
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1. Se tiene  una lente de radios  r1 = 20 cm  y  r2 = - 20 cm, índice  n = 1,6  y espesor  e = 5 cm.

Calcular por el método matricial la trayectoria de un haz de rayos paralelos que inciden sobre
la lente. ¿Qué ocurre a 15,85 cm de la segunda cara de la lente? Comprobar este resultado con
las ecuaciones de la lente gruesa.

fig. IX-14

PROBLEMAS RESUELTOS.

Por tratarse de un haz de rayos paralelos al eje, el haz emergente ha de converger en el foco imagen F ' de
la lente. La trayectoria del haz de rayos quedará definida cuando se conozca la distancia d, siendo d = V'F ' = H2

'F'.

El rayo incide sobre la lente en un punto A a una altura h con
un ángulo ó = 0 por ser paralelo al eje. La matriz lente  transporta
al rayo desde el exterior de la lente, en el punto A, hasta el
exterior de la lente en el punto B. Por  último, la matriz 
traslación  lleva  al  rayo  desde  B  hasta  F ' , llegando al eje con
un ángulo ó ' y  con una altura h' = 0, por lo que:

. . . . . . . . . . . . (1)

en la que, la matriz lente tiene la forma :

. . . . . . . . . . . (2)

y calculando cada una de estas matrices:

y sustituyendo estas matrices en (2) y efectuando el producto: 

. . . . . . . (3)

Desarrollando la matriz traslación  , queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4)

y llevando los valores de (3) y (4) a la expresión (1):

en la que:  d = V 'F ' .
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fig. IX-15

2. Sabiendo que la matriz de una lente delgada en aire viene dada por la expresión:

a) Calcular la matriz asociada a un ocular de Ramsden constituido por dos lentes delgadas
convergentes de idéntica distancia focal e igual a 30 cm siendo la separación entre ellas de
20 cm.

b) Con la ayuda de esta matriz calcular la imagen de un haz de rayos paralelos al eje cuyo
diámetro es de 2 cm. ¿Cuál sería la posición de la imagen si el haz tiene 4 cm de diámetro?

c) Cuánto vale la focal del sistema?
d) ¿Cuál sería el resultado si la separación entre las lentes es de 60 cm?

En esta expresión,  por comparación, se deduce que:

resultado del que se deduce que el foco imagen está situado a 15,85 cm a la derecha del vértice V ' de la segunda
cara de la lente.

Para comprobar este resultado mediante las ecuaciones de la lente gruesa recordemos la expresión (35) del
tema VII:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5)

por lo que es preciso calcular las focales  f1
'  , f2  y  f 2

'  de las superficies que limitan la lente:

con lo que al sustituir en (5), teniendo en cuenta que el espesor de la lente es  e = 5 cm, queda:

resultado que concuerda con el obtenido por el método matricial.  

a ) En primer lugar la luz llega a la lente A, la atraviesa y se traslada
hasta la B para,  por último, pasar a través de esta lente B (ver figura
en la página siguiente). En consecuencia la matriz asociada al ocular
es:

. . . . . . . . . . . . . . (1)
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Por ser ambas lentes idénticas, también lo son sus focales que llamaremos  f 1
'  , y sus matrices representativas

son:

con lo que la matriz (1) del ocular queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

siendo e = AB, ya que, a nivel paraxial,  la distancia  AB  se confunde con la distancia  e  entre las lentes.

Sustituyendo el valor de la focal ( f '1 = 30 cm) y de la distancia entre lentes (e = 20 cm) y operando, queda:

b) La imagen del haz paralelo está situada en F', cuya posición viene dada por la expresión (33) de este tema: 

El método matricial para la resolución de sistemas trabaja en el dominio paraxial. Tal como se ha visto, la
posición de F ' se ha calculado sin considerar en ningún momento la altura h de incidencia de los rayos. En
consecuencia, si el diámetro del haz fuera de 4 cm, el cálculo de la posición de F ',  para este diámetro del haz de
rayos, ofrecería el mismo resultado que para cualquier otro diámetro.

c) La focal del sistema, según la expresión (29) de la pág.  IX-8, viene dada por la inversa del coeficiente C de la
matriz del sistema [O.R]:

d) Si la separación entre lentes es de 60 cm, el nuevo  coeficiente C de la matriz (2) del sistema ofrece el resultado: 

quedando la focal:     (sistema afocal)
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3. Consideremos una semiesfera de vidrio de radio r e índice de refracción n. Un objeto está situado

a la izquierda del sistema, a una distancia de 50 cm del vértice de la semiesfera.  Si la semiesfera
se encuentra parcialmente espejada tal y como aparece en la figura, hallar la imagen del objeto
a través de dicho sistema, cuando r = 5 cm y n = 1,5 .

fig. IX-16

Según  se ha visto en el estudio teórico del método matricial la posición de la imagen viene dada por la
expresión (25) de la pág. IX - 8:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

en la que a, b, c y d son los coeficientes de la matriz del sistema, que
pasamos a calcular.

La luz que llega a la lente es refractada en el punto A. A continuación
se traslada hasta B donde sufre una reflexión.  Seguidamente se traslada
hasta C, viajando de derecha a izquierda, y sufre una refracción,
también de derecha a izquierda, abandonando la lente. En consecuencia
la matriz de la lente es:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

Recordando la forma de las matrices traslación y refracción (expresiones (3) y (6) de la pág. XI-2), reflexión
(expresión (8) de la pág. XI-4) y refracción cuando la luz viaja de derecha a izquierda (expresión (45) de la pág. XI-
12) y sustituyendo los valores de r y n queda:

y sustituyendo cada una de estas expresiones en la (2) y efectuando el producto de matrices queda:
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4. Calcular la matriz transferencia de una esfera de radio 10 cm e índice n = 1,5 rodeada de aire

que ha sido espejada en su parte posterior tal  y como muestra la figura.

fig. IX-17

Por último, sustituyendo los valores de los coeficientes a, b, c y d en la expresión (1), teniendo en cuenta que
s = - 50 cm, queda:

resultado del que se deduce que la imagen final O' está situada a 3,68 cm a la izquierda del vértice V de la superficie
esférica.

La luz que llega a la lente es refractada en el punto A. A continuación se traslada hasta B donde sufre una
reflexión.  Seguidamente se traslada hasta C, viajando de derecha a izquierda, y sufre una refracción, también de
derecha a izquierda, abandonando la lente.  En consecuencia la matriz de la lente es:

. . . . . . . . . . . . . (1)

Recordando la forma de las matrices traslación y refracción (expresiones (3) y
(6) de la pág. XI-2), reflexión (expresión (8) de la pág. XI-4) y refracción cuando
la luz viaja de derecha a izquierda (expresión (45) de la pág. XI-12) y sustituyendo
los valores de r y n queda:

en la que se ha hecho e = VV' =  20 cm ya que, a nivel paraxial, la traslación de A a B se confunde con el diámetro
de la esfera. 

en la que e = V'V = - 20 cm ya que, a nivel paraxial, la traslación de B a C se confunde con el diámetro de la esfera,
siendo negativa esta distancia por viajar la luz de derecha a izquierda.

Por último:

Y sustituyendo cada una de estas expresiones en la (1) y efectuando el producto de matrices queda:
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 5. Hallar  matricialmente la posición de los planos principales y focales de una esfera de vidrio de

índice de refracción 1,5 y radio 5cm.  Suponer la esfera en aire.

Según se ha visto en la parte teórica (expresiones (33), (34), (35) y (36) de las páginas IX-9 y IX-10), la posición
de los planos focales y principales de una lente viene dada por las expresiones:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

siendo a, b, c y d los coeficientes de la matriz de la lente, que pasamos a calcular, teniendo en cuenta que en la
primera cara de la esfera es n = 1,  n' = 1,5 y r1 = 5 cm mientras que en la segunda es n = 1,5, n' = 1 y r2 = - 5 cm.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

en la que se ha hecho e =  10 cm ya que, a nivel paraxial, la traslación desde la primera cara de la esfera hasta la
segunda  se confunde con su diámetro. 

y sustituyendo cada una de estas expresiones en la (2) y efectuando el producto de matrices queda:

por lo que: a = 0,333        ;        b = - 6,666        ;        c = 0,133        ;        d = 0,333

Al sustituir estos coeficientes en las expresiones (1) queda:

resultados de los que se deduce que:

* los planos principales H y H' están situados, ambos, en el centro de la lente.
* el plano focal objeto F está situado a 2,5 cm a la izquierda de la lente.
* el plano focal imagen F' está situado a 2,5 cm a la derecha de la lente.
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6. Un rayo incide a una altura de 1 cm y con un ángulo de abertura de -4,5º sobre una lente plano-
cóncava de radio r2 = 30 cm.  Si el rayo emerge de la lente a una altura de 1,2 cm y con un ángulo
de -5,6º, ¿cuál es el espesor y el índice de refracción de la lente?

fig. IX-18

El rayo de luz llega a la lente con un ángulo ó a una altura h, abandonándola con un ángulo ó' a  una altura
h'.  La matriz lente actuando sobre las condiciones de entrada (h,ó) va a proporcionar las de salida (h',ó'):

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

en la que, por tratarse de una lente gruesa sumergida en aire, su matriz representativa viene dada por la expresión
(14) de la pág. IX-5:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

En esta expresión, f1
'  y f 2

'  son las focales imagen de la primera y segunda superficies y f ',  e y n la focal imagen,
el espesor y el índice de la lente. Calculamos las focales:
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Llevando estos valores a la expresión (2) los coeficientes a, b, c y d de la matriz quedan:

y sustituyendo la matriz lente (2) en la expresión (1) y efectuando el producto de matrices queda:

de donde, por comparación de la primera matriz y la última, se deduce:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4)

En este sistema de ecuaciones son datos del problema:

h = 1 cm      ;       h'= 1,2 cm       ;       ó = - 4,5º = - 0,0785 rad      ;     ó' = -5,6º = - 0,0977 rad. 

(Recordemos que la aproximación paraxial requiere que los ángulos se expresen en radianes). Sustituyendo los
valores de c y d en (4) se obtiene una ecuación en la que la única incógnita es n  conduciendo su resolución al
resultado:

n = 1,48

Llevando los valores de los coeficientes a y b y el valor de n obtenido a la expresión (3), se obtiene una
ecuación en la que la única incógnita es el espesor e de la lente. Su resolución conduce al resultado:

e = 3,77 cm
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7. Un  sistema  óptico  está  formado por  una lente delgada equiconvexa de  20 cm  de radio e

índice n = 1,5 y un espejo plano colocado a 30 cm a la derecha de la lente. Calcular:
1º) la matriz del sistema total.
2º) la posición de la imagen de un objeto colocado a 50 cm a la izquierda de la lente.
3º) el aumento.
4º) el espejo equivalente a partir de los resultados anteriores.

fig. IX-19a

1. Cálculo de la matriz del sistema total.

Un rayo de luz que incida sobre el sistema, en primer lugar pasa a través de la lente. A continuación se
trasladará hasta el espejo plano donde se reflejará para trasladarse de nuevo hasta la lente, viajando de derecha
a izquierda. Por último la luz atravesará la lente de derecha a izquierda (ver figura). En consecuencia, la matriz del
sistema es:

. . . . . . . . (1)

Se conoce la forma de todas estas matrices excepto la
matriz lente cuando la luz viaja de derecha a izquierda. Esta
matriz es:

.. . . . . . . . . . . . (2)

y recordando la forma de la matriz refracción y de la matriz
reflexión cuando la luz viaja de derecha a izquierda (ver
expresión (45) en la pág. IX-12):

        ;             

al aplicarlas a este caso la expresión (2) queda:

en la que se ha hecho V'V = 0 ya que, por tratarse de una lente delgada, su espesor es nulo.
Efectuando el producto de matrices, queda:

en la que f ' es la focal imagen de la lente, cuyo valor pasamos a calcular:
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El resto de las matrices que aparecen como factores en la matriz del sistema (1) son:

Matriz lente (expresión (16), pág. IX-6): 

Matriz traslación desde la lente al espejo (expresión (3), pág. IX-2):

Matriz reflexión (expresión (8), pág.  IX- 4):

Matriz traslación desde el espejo(E) a la lente (L): 

Sustituyendo estas matrices en (1) y efectuando el producto, la matriz del sistema total queda:

2. Cálculo de la posición de la imagen.

Sustituyendo los coeficientes a, b, c y d de la matriz del sistema en la expresión (25) de la página IX- 8,
teniendo en cuenta que la posición del objeto es  s = - 50 cm, queda:

resultado del que se deduce que la imagen está a 80 cm a la izquierda de la lente o, lo que es lo mismo, a 30 cm
a la izquierda del objeto, por lo que OO' = - 30 cm.

3. Cálculo del aumento.

Sustituyendo el valor de s' en la expresión (28) de la pág. IX-8:
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4. Espejo equivalente. 

La focal del sistema y, por tanto la del espejo equivalente, es la inversa del coeficiente c de la matriz del
sistema:

en consecuencia, el espejo equivalente es convexo por ser positiva su focal.
El radio del espejo equivalente es el doble de su focal: 

fig. IX-19b

En cuanto al vértice de espejo equivalente, cualesquiera que sea su posición se ha de cumplir que (ver figura):

y como:

queda:

en las que s y s' son las posiciones del objeto y de la imagen referidas al vértice del espejo equivalente.

Aplicando la fórmula de los espejos:

y  resolviendo, la ecuación ofrece dos soluciones:

s1 = + 10 cm     y     s2 = + 60 cm

de las que únicamente es válida la primera porque el aumento, para esta posición del objeto, sería el mismo que
el obtenido a través del propio sistema, según vamos a comprobar:
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8. Un sistema está formado por una esfera de diámetro 2 cm e índice 1,5 estando su vértice anterior
a 4 cm por delante de un espejo plano. Calcular:  a) la matriz de la esfera, b) la matriz del sistema.

fig. IX-20

mientras que para la posición s2 del objeto el aumento es:

En consecuencia por ser:  

el vértice del espejo equivalente está situado a 10 cm a la izquierda del objeto, actuando éste como objeto virtual
respecto del espejo equivalente.

a. MATRIZ DE LA ESFERA.

Un rayo que incida sobre la esfera va a sufrir una
refracción en el punto A, una traslación desde A a B y una
refracción en B, por lo que la matriz de la esfera es:

Para determinar cada una de las matrices refracción es
preciso calcular las focales imagen de las dos superficies que
delimitan la esfera:

            ;          

con lo que la matriz de la esfera queda: 

b. MATRIZ DEL SISTEMA.

Teniendo en cuenta que la luz, después de atravesar la esfera, se traslada desde B hasta el espejo (C), se refleja
en C, se traslada desde C hasta D, se refracta en D (en sentido contrario), se traslada desde D hasta E y, por último,
se refracta en E (también en sentido contrario), la matriz del sistema queda:
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Calculando cada una de las matrices:

y sustituyendo queda:

y, por último, efectuando el producto de matrices queda la matriz del sistema de la forma:
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9. Dadas dos lentes, una plano-convexa de índice 1,4 , espesor 3 cm y radio de curvatura 10 cm
y otra convexo-plana de índice 1,5 , espesor 2 cm y radio 4 cm, calcular la distancia d a la que
tienen que estar para que la matriz representativa del sistema sea:

fig. IX-21

 
La luz tiene que atravesar la lente A, luego ha de trasladarse desde la lente A a la B y por último atravesará

la lente B por lo que la matriz del sistema es:

. . . . . . . . . . . . . . . (1)

en la que [ LA ] y [ LB ]  son las matrices de las lentes. 

Recordando la forma de la matriz refracción y de la matriz
traslación (pág. IX-2):

la matriz de una lente de espesor e sumergida en aire queda:

  
en las que f ' es la focal imagen de la superficie de la lente en la que se produce la refracción y  n  y  n'  los índices
de los medios que separa esta superficie.

a. Matriz de la lente A.

La focal imagen f1'A de la primera superficie de esta lente es infinita por tratarse de una superficie plana. La focal
imagen de la segunda superficie de esta lente es:

por lo que la matriz de esta lente queda:

y operando y llamando a1, a2, a3 y a4  a los coeficientes de la matriz producto resultante queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)
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b. Matriz de la lente B.

La focal imagen de su primera cara es:

mientras que la focal de la segunda cara es infinita por ser plana con lo que la matriz de esta lente queda:

y efectuando el producto de matrices y llamando b1, b2, b3 y b4  a los coeficientes de la matriz resultante, queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)

c. Matriz del sistema.

Sustituyendo las matrices de las lentes A y B por sus valores (2) y (3) en la expresión (1):

y efectuando el producto de matrices:

d. Cálculo de la distancia entre las lentes.

La matriz del sistema así obtenida ha de ser igual a la matriz dada por el enunciado del problema por lo que
al igualar cualquiera de los coeficientes correspondientes se obtiene el valor de la distancia d.

Igualando, por ejemplo, el primer coeficiente de ambas,  S1 = 0,7800, queda:

 

y operando resulta: d = 0

de donde se deduce que para que la matriz representativa del sistema sea la dada por el enunciado, la distancia
entre ambas lentes ha de ser nula. A este mismo resultado se hubiera llegado igualando cualquier otro par de
coeficientes correspondientes:
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TEMA - X

LIMITACIÓN DE LOS HACES DE RAYOS. DIAFRAGMAS

1. INTRODUCCIÓN.

2. DIAFRAGMA DE APERTURA: PUPILA DE ENTRADA Y PUPILA DE SALIDA.

3. DIAFRAGMA DE CAMPO: LUCARNA DE ENTRADA Y LUCARNA DE SALIDA.

4. CAMPO OBJETO.

4.1. Cálculo del campo objeto de iluminación plena.
4.2. Cálculo del campo objeto de iluminación media.
4.3. Cálculo del campo objeto de iluminación límite.
4.4. Norma práctica para la determinación de LE, DC y LS. (I).

5. CAMPO IMAGEN.

5.1. Cálculo del campo imagen de iluminación plena.
5.2. Cálculo del campo imagen de iluminación media.
5.3. Cálculo del campo imagen de iluminación límite.
5.4. Norma práctica para la determinación de LS, DC y LE. (II). 

6. CALCULO DE CAMPOS: CASOS PARTICULARES.

6.1. Objeto situado entre PE y LE.
6.2. Imagen situada entre PS y LS.
6.3. Objeto situado en el infinito.
6.4. Imagen situada en el infinito.
6.5. LE situada en el infinito.
6.6. LS situada en el infinito.
6.7. Objeto y LE situados en el infinito.
6.8. Imagen y LS situados en el infinito. 
6.9. Objeto, imagen, LE y LS situados en el infinito.

7. LIMITACIÓN CORRECTA DEL CAMPO.

8. PROBLEMAS RESUELTOS.
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fig. X. 1 fig. X. 2

fig. X. 3

1. INTRODUCCIÓN.

Sea un sistema como el de la fig. 1 formado por un diafragma D y una lente L. La luminosidad de la imagen

O´ depende del número de rayos de luz que, procedentes del punto objeto O, puedan pasar a través del sistema.

En la fig. 1 todos los rayos --'--  pasan a través de la lente pero no los rayos --''–  por impedírselo el

diafragma D. Si este diafragma fuera mayor pasarían más rayos a través de la lente y la imagen sería más

luminosa. Este diafragma que controla el tamaño angular del haz de rayos que procedentes de un punto objeto

O del eje van a poder llegar hasta la imagen O´ recibe el nombre de  diafragma de apertura (DA).

En los instrumentos ópticos, el tamaño de las lentes juega un importante papel en la limitación de los rayos

que, procedentes de un objeto, van a poder alcanzar el plano imagen. Así, en la fig. 2 los rayos --'--  pasan a

través del diafragma y de la lente pero los rayos  --''– no llegarán al punto imagen O´ por impedírselo la

montura que soporta a la lente. En este caso, esta montura es el DA del sistema. Aunque, en general, no nos

referiremos a la montura como DA sino a la propia lente se debe entender que es la montura la que impide el

paso de los rayos.

Por otra parte, en la fig. 3 se observa que los

rayos procedentes de puntos O1, O2, O3, cada vez más

alejados del eje, van a poder pasar a través del

sistema alcanzando el plano imagen. Sin embargo,

puntos objeto como el O4 no van a poder estar

representados en el plano imagen ya que ningún rayo

procedente de ellos puede atravesar el sistema

porque no se lo permite el tamaño de la lente o más

concretamente su montura. El diafragma o la lente

que controla el tamaño de objeto que va a poder

estar representado en el plano imagen recibe el

nombre de diafragma de campo (DC).

En este tema aprenderemos a identificar tanto

el DA como el DC en un sistema óptico así como su

influencia sobre las características de la imagen. 
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fig. X. 5fig. X. 4

fig. X. 6

2. DETERMINACIÓN DEL DIAFRAGMA DE APERTURA: PUPILA DE ENTRADA Y PUPILA DE SALIDA.

Sea un sistema formado por una lente L y un diafragma D (fig. 4). Se trata de  conocer cuál de los dos

elementos, lente o diafragma, actúa como diafragma de apertura (DA).

Realizando un trazado de rayos se obtiene la anti-imagen 
7
D  del diafragma D a través de la lente, de manera

que P1́ y P2́ son las anti-imágenes de los bordes P1 y P2 del diafragma. Todos los rayos que parten del borde P1 o

del P2 hacia la lente convergen (en este ejemplo sus prolongaciones) en el punto P1́ o en el P2́ respectivamente.

En virtud de la reversibilidad de la trayectoria de los rayos de luz, si se invierte el sentido de los rayos (fig.5),

aquéllos que incidieran sobre la lente en dirección a P1́ o P2́ pasarían, después de atravesarla, por P1 y P2

respectivamente.

Así, en la fig. 6 únicamente pasarán a

través de ambos elementos los rayos  --'--

comprendidos en el haz cónico (sombreado

en la fig. 6) de semiángulo á limitado por

los rayos --''--  que se dirigen a los

puntos P1́ y P2́, bordes de la anti-imagen 
77
D.

Puesto que los rayos --'''– 

procedentes del punto objeto O situado en

el eje pueden pasar a través de la lente

pero no a través del diafragma, éste es el

elemento que limita los rayos que,

procedentes de O, pueden alcanzar el

punto imagen O´. En consecuencia D es el

diafragma de apertura (DA) de este

sistema.

mailto:jsb267@gmail.com
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fig. X. 7

La anti-imagen  7D del diafragma de apertura recibe el nombre de pupila de entrada (PE) y la función que

cumple es definir o predecir el tamaño angular (2á) del haz de rayos que, procedentes de un punto objeto del

eje, van a poder pasar a través de todo el sistema. Dicho de otra forma la PE "nos avisa" sobre qué rayos van a

poder llegar hasta O´: todos los rayos que incidan sobre el sistema en dirección hacia el "hueco"  P1́P2́  podrán

pasar (rayos  --'--  y --''-- de la fig. 6). Los que no lleven dirección hacia ese "hueco" (rayos --'''– ) no

pasarán porque se lo impedirá el diafragma de apertura D.

Si el ángulo á subtendido por 
7
D desde O fuera mayor que el ángulo â que subtiende la lente (fig. 7), sería

ésta la que limitaría los rayos que pueden llegar a O´ y L sería DA.

Así, en la fig. 7 los rayos comprendidos en el haz cónico (sombreado) delimitado por los rayos --'--  pasan

a través de la lente y del diafragma. Sin embargo los rayos --''– , que podrían pasar por D, no pueden hacerlo

a través de la lente porque se lo impide su montura. En consecuencia, ahora la lente L es DA y también PE por

cumplir la doble función de limitar los rayos y, al propio tiempo, predecir o "avisar" acerca de cuáles llegarán

al punto imagen O´.

Podemos resumir estas ideas dando una norma práctica para la determinación del DA y de la PE en un

sistema: se determinan las posiciones y tamaños de las anti-imágenes de todos los elementos (diafragmas o

monturas) del sistema y aquella anti-imagen que, desde el punto objeto O del eje, subtienda un menor ángulo

es la PE. El elemento conjugado de la PE, es decir, el elemento cuya antiimagen es la PE, es el DA.

En el ejemplo de la fig. 6, la anti-imagen de D es  7D y la anti-imagen de L es ella misma por no existir otras

lentes a su izquierda. Puesto que  
7D subtiende menor ángulo (á) que L (â),  

7D es PE y su conjugado, el diafragma

D, es DA.

En la fig. 7 al ser menor el ángulo â subtendido por L que el ángulo á que subtiende la anti-imagen 
7
D, la lente

L es PE y también es DA ya que L es conjugada de sí misma al no existir otras lentes a su izquierda.

mailto:jsb267@gmail.com
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fig. X. 8

Consideremos ahora el sistema de la fig. 8. Al determinar la anti-imagen de cada elemento, lente y

diafragma, se observa que cada uno es conjugado de sí mismo por no existir lentes a su izquierda. Como D

subtiende menor ángulo que L, el diafragma D es DA y también PE.

Sea D´ la imagen de D a través de la lente L. Como P1́ y P2́ son las imágenes respectivas de P1 y P2, todos los

rayos que incidan sobre el sistema en dirección a P1 o P2 han de emerger de él en dirección a P1́ o P2́. La anchura

angular (2á´) del haz cónico que abandona el sistema viene determinada, como puede apreciarse en la fig. 8, por

el punto imagen O´y los bordes de D´ que es la imagen del DA a través de la lente L. Esta imagen D´ recibe el

nombre de pupila de salida (PS).

En la fig. 8 se aprecia también que D´ subtiende desde O´ menor ángulo (á´) que L (â´), lo que nos

permite dar una segunda norma práctica para determinar el DA de un sistema: se calcula la posición y tamaño

de la imagen de cada elemento (lentes y diafragmas) del sistema a través de las lentes que tengan a su derecha.

Aquella imagen que desde O´ subtienda menor ángulo es la PS y su conjugado es el DA.

Apliquemos estas ideas a la determinación del DA, PE y PS en un sistema más complejo como el de la fig.

9  formado por dos lentes L1 y L2 y un diafragma D. Según lo expuesto disponemos de dos alternativas:

mailto:jsb267@gmail.com
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fig. X. 9

1ª: se calculan las anti-imágenes de D y de L2 a través de L1. Estas anti-imágenes son  
7
D  y  L

7
2  siendo L1 anti-

imagen de sí misma por no tener lentes a su izquierda. Se observa que la anti-imagen que menor ángulo

subtiende desde O es  
7
D  por lo que ésta es PE. Su conjugado D es el DA y la imagen D´ del DA a través de las

lentes que tiene a su derecha (en este caso únicamente L2) es la PS.

2ª: se calculan las imágenes de L1 y D a través de L2. Estas imágenes son L1́ y D´ siendo L2 imagen de sí misma por

no tener lentes a su derecha. Se observa que de las tres imágenes, la que menor ángulo subtiende desde O´

es D´ por lo que ésta es PS. Su conjugado D es el DA y la anti-imagen  7D del DA a través de L1 es la PE.

Como conclusión resumiremos las relaciones de conjugación existentes entre DA, PE y PS:  

a. La PE es la anti-imagen del DA a través de las lentes que el DA tiene a su izquierda.

b. La PS es la imagen del DA a través de las lentes que el DA tiene  a su derecha.

Esquemáticamente estas relaciones de conjugación se pueden expresar de la forma:

PE  =--------- DA ---------< PS

b. La PS es la imagen de la PE a través de todo el sistema, actuando el DA como si fuera una imagen

intermedia:

PE  ---------< DA ---------< PS

mailto:jsb267@gmail.com
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fig. X. 10 

En la fig. 10, relativa al mismo sistema de la fig. 9, se ha realizado un trazado de rayos para poner de

manifiesto estas relaciones: la imagen de la PE a través de la lente L1 (que en este caso es real) está situada sobre

el DA y la imagen de éste a través de la lente L2 (que en este caso es virtual), es la PS. 

c. Como consecuencia de las relaciones de conjugación anteriores, el centro de la PS es la imagen del centro de

la PE a través de todo el sistema, por lo que los rayos --'-- que inciden sobre el sistema en dirección al centro

de la PE (rayos principales) han de pasar por el centro del DA y abandonarán el sistema en dirección al centro

de la PS (fig. 11).

d. De igual forma, los bordes de la PS son imagen de los bordes de la PE a través de todo el sistema por lo que

los rayos --''– que inciden sobre el sistema en dirección a un borde de la PE  (rayos marginales) han de

pasar por un borde del DA y lo abandonarán por un borde de la PS (fig. 11).
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fig. X. 11

fig. X. 12

En este sentido es importante señalar que si el aumento entre PE y DA es negativo (caso de la fig. 11) el rayo

marginal que incide por un borde de la PE va a pasar por el borde opuesto del DA, mientras que pasaría por el

borde del mismo lado si el aumento fuera positivo.

Lo mismo sucede respecto del DA y la PS: si el aumento entre ambos es negativo los rayos marginales

recorren bordes opuestos mientras que lo harán por bordes del mismo lado si el aumento es positivo.

e. No se puede hablar de DA, PE y PS de un sistema en

términos absolutos sino en relación a una

determinada posición del objeto. Así, en la fig. 12 se

representa un mismo sistema con diferentes

posiciones del objeto O. En la fig. 12.a. la anti-imagen

que subtiende menor ángulo es el diafragma D por lo

que éste es PE y DA, mientras que en la fig. 12.b., al

estar el objeto más próximo, es la lente la que

subtiende menor ángulo y, en consecuencia, L es PE

y DA. 
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fig. X. 13

fig. X. 14

3. DETERMINACIÓN DEL DIAFRAGMA DE CAMPO: LUCARNA DE ENTRADA Y LUCARNA DE SALIDA.

En la fig. 13 se observa que el haz de rayos procedente del punto O1 del plano objeto situado fuera del eje pasa

a través de la PE y también puede pasar a través de la lente. Sin embargo, al considerar puntos del plano objeto

más alejados del eje como el O2 se observa que ninguno de los rayos comprendidos en el haz que pasa por la PE

va a poder pasar a través de la lente y, por tanto, el sistema no podrá formar imagen de este punto O2. En

consecuencia, para asegurar que los rayos van a atravesar todo el sistema no es condición suficiente que los rayos

pasen por la PE. 

En todo sistema óptico, además del DA hay

otro elemento, diafragma o lente, que limita los

rayos que procedentes de puntos del plano objeto

situados fuera del eje van a llegar al plano

imagen. Este elemento, que recibe el nombre de

diafragma de campo (DC), es el que junto con el

DA va a definir la parte del objeto que va a poder

estar representada en el plano imagen. 

Para determinar el elemento del sistema que

actúa como DC hagamos la siguiente

consideración: sea un sistema (fig. 14) constituido

por dos lentes L1 y L2 y un diafragma D (que no se

han representado en la figura) y sean L
7

1 ,  L
7

2 y  
7
D 

las anti-imágenes de cada uno de ellos a través de

las lentes que tienen a su izquierda. La anti-

imagen  L
7

1  es PE por ser la que menor ángulo

subtiende desde O. Aquellos rayos que sean

capaces de pasar a través de las tres anti-

imágenes pasarán también por sus respectivos

conjugados L1, L2 y D y alcanzarán el plano

imagen.

Así, todos los puntos como el O1 comprendidos

entre O y O2 van a estar representados en el plano

imagen porque, por pequeño que sea, siempre

hay un haz de rayos procedente de ellos (--'--)

que puede pasar a través de todas las anti-

imágenes. Sin embargo, puntos objeto como el O3

situados por encima del O2 no podrán estar

representados en el plano imagen porque ningún

rayo procedente de ellos puede pasar por todas

las anti-imágenes.

Así, el rayo  --'''– podría pasar a través de

L1 y L2 pero chocará con el diafragma D porque "lo

está avisando" su anti-imagen  
7
D.

En consecuencia, el diafragma D es el que está limitando los rayos procedentes de puntos objeto situados

fuera del eje, es decir, es el DC del sistema. Su anti-imagen  
7
D  "avisa" a estos rayos sobre si van a poder pasar

o no a través del DC y recibe el nombre de lucarna de entrada (LE). La imagen del DC a través de las lentes que

tenga a su derecha es la lucarna de salida (LS).
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Podemos resumir las relaciones de conjugación existentes entre DC, LE y LS de la siguiente forma:

a. La LE es la anti-imagen del DC a través de las lentes que el DC tiene a su izquierda.

b. La LS es la imagen del DC a través de las lentes que el DC tiene a su derecha.

LE =-------- DC --------< LS

c. La LS es la imagen de la LE a través de todo el sistema, actuando el DC como si fuera una imagen intermedia:

LE --------< DC --------< LS

d. Como consecuencia de las relaciones de conjugación expuestas, el centro y los bordes de la LS son imagen

del centro y los bordes, respectivamente, de la LE a través de todo el sistema, actuando el centro y los bordes

del DC como si fueran imágenes intermedias. En consecuencia, los rayos que incidan sobre el sistema en

dirección a un borde de la LE pasarán por un borde del DC y abandonarán el sistema por un borde de la LS,

de forma que si entre LE y DC o entre DC y LS el aumento es positivo el rayo recorrerá bordes del mismo lado

mientras que recorrerá bordes opuestos si el aumento es negativo.

e. Por ser el DA y el DC elementos distintos en el sistema, no existe ninguna relación de conjugación entre sus

respectivas anti-imágenes PE y LE ni entre sus imágenes PS y LS.

 Como conclusión al estudio de las funciones que desempeñan los diafragmas, pupilas y lucarnas en un sistema

digamos que:

* Tanto la PE como la LE, puesto que pueden ser anti-imágenes, no impiden el paso de los rayos. Su función es

"avisar" sobre los rayos que van a poder pasar a través de sus conjugados: el DA y el DC, que son los que

realmente impiden el paso de los rayos. 

* La condición necesaria y suficiente para que un rayo pase a través de todos los elementos de un sistema es

que pueda pasar por la PE y por la LE: si pasa por la PE pasará también por su conjugado DA y si, además, pasa

por la LE pasará también por su conjugado DC alcanzando el plano imagen.  

4. CAMPO OBJETO.

En la fig. 15 se ha representado la PE y la LE de un sistema. En ella se observa que todos los rayos procedentes

del punto objeto O pueden pasar por la PE y también por la LE y por tanto van a pasar por el DA y por el DC

alcanzando el plano imagen.

En esta figura y en las siguientes el círculo PE es la proyección, sobre un plano P normal al eje, del haz de rayos

que podrían pasar por la PE (sin considerar la LE). El círculo LE es la proyección sobre el mismo plano del haz de

rayos que podrían pasar por la LE (sin considerar la PE). La zona sombreada en verde representa el haz de rayos

que podría pasar a través de ambas, es decir, el haz de rayos que va a poder pasar por el DA y el DC alcanzando

por tanto el plano imagen.

mailto:jsb267@gmail.com


Manual de Óptica Geométrica.

J.V. Santos (jsb267@gmail.com)

Tema X - 10

fig. X. 16

fig. X. 17

Si se consideran puntos del plano objeto cada vez más elevados (fig. 16) se observa que sucede lo mismo hasta

el punto O1 situado en la intersección de la línea que une bordes del mismo lado de la PE y de la LE con el plano

objeto. Como consecuencia todos los puntos de este plano comprendidos entre O y O1 estarán representados

en el plano imagen con la misma iluminación estando la PE llena de luz (fig. 15 y 16). Por ello, la distancia OO1

recibe el nombre de radio del campo objeto de iluminación plena (rP).

Continuando la ascensión en el plano objeto (figs. 17 y 18), se observa que para todos los puntos

comprendidos entre O1 y O3 el haz de rayos que puede pasar por la LE y la PE es cada vez más estrecho ya que

hay rayos que pudiendo pasar por una no pasan por la otra. En este caso la PE no está llena de luz (ver zona

sombreada en la fig. 17) ya que sólo pasa a través de una parte de ella cada vez menor a medida que se

consideran puntos objeto más elevados entre O1 y O3. Como consecuencia, la imagen va perdiendo luminosidad

por llegar menos rayos al plano imagen, fenómeno que recibe el nombre de viñeteado.

El punto O2 está situado en la intersección con el plano objeto de la línea que une un borde de la LE con el

centro de la PE. La distancia OO2 es el radio del campo objeto de iluminación media (rM).
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fig. X. 18

fig. X. 19

El punto O3 (fig. 18) está situado en la intersección con el plano objeto de la línea que une bordes opuestos

de la LE y de la PE y, precisamente, el rayo --'-- que recorriera estos bordes sería el único que pasaría a través

de la LE y de la PE procedente de O3 estando vacía de luz la PE. Rayos procedentes de puntos objeto más

elevados que O3 no podrán pasar a través del sistema óptico y no estarían representados en el plano imagen. La

distancia OO3 es el radio rL del campo objeto de iluminación límite.

4.1.  Cálculo del campo objeto de iluminación plena.

El radio de plena rP = OP de este campo está definido

por la intersección con el plano objeto de la línea que

une bordes del mismo lado de la PE y de la LE.

Calculando tg á en el triángulo grande (fig. 19):

y en el pequeño:

en las que:

rPE = radio de la PE         rLE = radio de la LE

A = centro de la LE          B = centro de la PE

y al igualar ambos valores y operando queda:

. . . . . . . . (1)
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fig. X. 20

fig. X. 21

4.2. Cálculo del campo objeto de iluminación media.

El radio rM = OM de este campo está definido por la intersección con el plano objeto de la línea que une un

borde de la LE con el centro B de la PE.

Calculando tg á en el triángulo grande (fig. 20):

y en el pequeño:

y al igualar ambos valores de tg á y despejando rM queda:

. . . . . . . . . . . . . . (2)

4.3. Cálculo del campo objeto de iluminación límite.

El radio rL = OL de este campo está definido por la

intersección con el plano objeto de la línea que une bordes

opuestos de la LE y de la PE:

Calculando tg á en el triángulo grande (gris en la fig. 21):

y en el pequeño (en verde):

y al igualar ambos valores y despejando rL queda:

 . . . . . . . . . . . . (3)
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fig. X. 22

fig. X. 23

4.4. Norma práctica para la determinación de la LE, del DC y de la LS. (I).

Uniendo un borde de la PE con los bordes del mismo lado de todas las

anti-imágenes de diafragmas y monturas de lentes, se calcula el campo

de plena que determinaría cada una de ellas. Aquella anti-imagen que,

junto con la PE, determine un menor campo de plena es la LE. El

conjugado de esta anti-imagen es el DC y la imagen de éste a través de

las lentes que tenga a su derecha es la LS. 

Sea un sistema (fig. 22) formado por dos lentes L1 y L2 y un diafragma

D (no representados en la figura) y sean  L
7

1 ,  L
7

2 y  
7
D  sus respectivas anti-

imágenes. 
7
D es PE por ser la que menor ángulo subtiende desde O.

El radio r1 del campo de plena que determina  L
7

1 es menor que el r2 

que determinaría L
7

2 por lo que L
7

1 es LE. Su conjugado L1 es DC y la

imagen de L1 a través de las lentes que tuviera a su derecha es LS.

5. CAMPO IMAGEN.

En el sistema de las figs. 9, 10 y 11 que nos está sirviendo de base para el estudio de este tema, la lente L1

es anti-imagen de sí misma por no existir otras lentes a su izquierda y determina con la PE menor campo objeto

de iluminación plena que  L72 y por tanto L1 es LE y también DC (fig. 23). En esta figura se ha definido el campo

objeto de plena rP mediante el rayo --'-- que une bordes del mismo lado de PE y LE, el de media rM mediante

el rayo --''–  que une un borde de la LE con el centro de la PE y el límite rL mediante el rayo --'''–  que

une bordes opuestos de LE y PE. Además, en esta figura se ha realizado el trazado de estos tres rayos hasta que

alcanzan el plano imagen.
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fig. X. 24

El rayo --'-- (fig. 23) que incide sobre el sistema en dirección al borde inferior de la PE pasa por el superior

del DA (por ser negativo el aumento entre PE y DA) abandonando el sistema en dirección al borde superior de

la PS (por ser positivo el aumento entre DA y PS) e interceptando al plano imagen en el punto P', imagen de P.

El punto P' es el borde del campo imagen de iluminación plena y la distancia  rP' = O'P'  s el radio de este campo

siendo O'P' la imagen de OP. (Obsérvese además que por incidir este rayo en dirección al borde inferior de la

LE lo abandona en dirección al borde superior de la LS por ser el aumento negativo entre LE y LS). 

Del propio trazado de este rayo  --'-- , realizado en la fig. 23, se deduce que el campo imagen de plena

queda definido por la intersección con el plano imagen de la línea que une bordes del mismo lado de la PS y de

la LS.

El rayo --''–  que recorre los centros de la PE, DA y PS intercepta al plano imagen en el punto M', imagen

de M. El punto M' es el borde del campo imagen de iluminación media y la distancia rM'  = O'M' es el radio de este

campo siendo O'M' la imagen de OM. (Obsérvese además que por incidir este rayo en dirección al borde inferior

de la LE lo abandona en dirección al superior de la LS ).

 Como puede apreciarse en la fig. 23, este campo queda definido por la intersección con el plano imagen de

la línea que une un borde de la LS con el centro de la PS.

Por último, el rayo --'''– incide por el borde superior de la PE, pasa por el inferior del DA y emerge por

el inferior de la PS interceptando al plano imagen en el punto L', borde del campo imagen de iluminación límite

e imagen de L. La distancia r'L = O'L' es el radio de este campo que queda definido por la intersección con el plano

imagen de la línea que une bordes opuestos de la PS y de la LS, siendo O'L' la imagen de OL.

Puesto que los campos imagen son la imagen de los campos objeto, sus tamaños están relacionados por el

aumento por lo que, conocido â' y los campos objeto, se pueden calcular los campos imagen mediante la

expresión:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4)

No obstante, cuando no se conocen los campos objeto, los campos imagen se calculan siguiendo el

procedimiento siguiente, análogo al descrito para los campos objeto.

5.1. Cálculo del campo imagen de iluminación plena.

En el triángulo pequeño (verde):

y en el triángulo grande:

e igualando y despejando rP'  queda:

. . . . . . . (5)
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fig. X. 25

fig. X. 26

fig. X. 27

5.2. Cálculo del campo imagen de iluminación media.

En el triángulo pequeño (verde):     

y en el triángulo grande: 

 

e igualando y despejando rM'  queda:

.. . . . . . . . . . . . . . . (6)

5.3. Cálculo del campo imagen de iluminación límite.

En el triángulo pequeño (verde):

y en el triángulo grande:

e  igualando y despejando r'L queda:

. . . . . . . . . . . . (7)

5.4. Norma práctica para la determinación de la LS, del DC y de la LE.(II).

Una vez definidos los campos imagen se puede dar una norma práctica para

la determinación de la LS análoga a la dada para la determinación de la LE en

el estudio del campo objeto: uniendo un borde de la PS y los bordes del

mismo lado del resto de las imágenes, se calculan los campos imagen de

iluminación plena que determinaría cada una de ellas. Aquella imagen que

determine un menor campo de plena es LS. El objeto (lente o diafragma)

conjugado de la LS es el DC y la anti-imagen de éste a través de las lentes que

hubiera a su izquierda es la LE.

Así, en la fig. 27  la imagen D' es PS por subtender menos ángulo desde O'

que el resto de las imágenes (L1' y L2'). El campo imagen de plena r1' que

determina L1' es menor que el r2' que determina L'2  y por tanto L1' es LS. Su

conjugado, la lente L1 , es DC y la anti-imagen de éste sería LE.
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fig. X. 28

fig. X. 29

6. CÁLCULO DE CAMPOS: CASOS PARTICULARES.

6.1. Cálculo de los campos objeto cuando el plano objeto está situado entre LE y PE.

En este caso, si se siguen las normas dadas para el

cálculo de los campos objeto de plena (punto 4.1), de

media (punto 4.2) y límite (punto 4.3), se obtendría

(fig. 28.a y b) que el campo de plena es mayor que el

de media y el límite, siendo éste el más pequeño, lo

cual no tiene sentido.

Para analizar esta situación, en la fig. 29 se ha

representado un sistema en el que el plano objeto

está situado entre LE y PE. En ella se observa que, para

puntos objeto comprendidos entre O y O1 , el haz de

rayos --'– sombreado puede pasar por la PE y también

pasa íntegramente por la LE: no hay viñeteado.

En consecuencia, el punto O1 definido por la intersección con el plano objeto de la línea que une bordes

opuestos de PE y LE es el borde del campo objeto de plena, siendo OO1 el radio de este campo y su imagen O´O1́

el radio del campo imagen de plena.

Para puntos más elevados que O1 se produce viñeteado porque no todos los rayos que pueden pasar por la PE

pueden hacerlo también por la LE, siendo OO2 y O´O2́ los radios de los campos objeto e imagen de media. Para

puntos objeto más elevados que O3 ningún rayo de los que podría pasar por la PE puede pasar por la LE. En

consecuencia, el punto O3 definido por la intersección con el plano objeto de la línea que une bordes del mismo

lado de PE y LE es el borde del campo objeto de iluminación límite, siendo OO3 el radio de este campo y su

imagen O´O3́ el radio del campo imagen de iluminación límite.
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fig. X. 30

fig. X. 31

Estas ideas se resumen en la fig. 30 en la que se indica esquemáticamente el procedimiento a seguir para el

cálculo de los campos objetos en este caso.

6.2. Cálculo de los campos imagen cuando el plano imagen está situado entre PS y LS.

En este caso también se presenta una situación paradójica análoga a la anterior. En la fig. 31 se observa que

si se sigue la norma dada en el punto 5 para calcular los campos imagen, el campo de plena sería mayor que el

de media y éste mayor que el límite, lo cual no tiene sentido. En la fig. 32 se detalla la forma correcta para

delimitar los campos imagen: uniendo bordes opuestos de la PS y de la LS queda definido el campo imagen de

plena, uniendo un borde de la LS y el centro de la PS queda definido el campo imagen de media y uniendo bordes

del mismo lado, el campo imagen límite.
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fig. X. 32

fig. X. 33

6.3. Cálculo de los campos objeto cuando el objeto está en el infinito.

En este caso, por tener los campos lineales un tamaño infinito, se definen los campos angulares de la siguiente

forma (fig. 33):

* Campo angular objeto de iluminación plena: es el doble del ángulo ùP que forma con el eje la línea que une

bordes del mismo lado de la LE y la PE. 

* Campo angular objeto de iluminación media: es el doble del ángulo ùM que forma con el eje la línea que une

un borde de la LE con el centro de la PE.

* Campo angular objeto de iluminación límite: es el doble del ángulo ùL que forma con el eje la línea que une

bordes opuestos de la LE y de la PE. 

De la fig. 33 se deduce el valor de estos campos, siendo

el punto P el centro de la PE y L el centro de la LE:

. . . . . . . . . . . (8)

. . . . . . . . . . . . . . (9)

. . . . . . . . . . (10)

en las que:

rPE = radio de la pupila de entrada.

rLE = radio de la lucarna de entrada.
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fig. X. 34

6.4. Cálculo de los campos imagen cuando la imagen está en el infinito.

En este caso los campos se definen de manera análoga al anterior (fig. 34), siendo ahora el punto P' el centro

de la PS y L' el centro de la LS.

De la fig. 34 se deduce el valor de estos campos imagen angulares:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (11)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (13)

en las que: rPS = radio de la pupila de salida.

rLS = radio de la lucarna de salida.

6.5. Cálculo del campo objeto cuando la LE está en el infinito.

En el sistema de la figura 35 se conocen las focales , posiciones y tamaños de todos sus elementos, así como

la posición del plano objeto. En consecuencia se puede calcular la posición del plano imagen. Por estar la LS en

F´, su anti-imagen, que es LE, está en el infinito.

Para calcular los campos objeto de plena, media y límite habría que unir un borde de la  LE con los bordes y

centro de la  PE  lo cual, en principio, no es posible por estar la  LE  en el infinito. No obstante los campos imagen 

rṔ , rḾ  y  rĹ sí que se pueden calcular por conocerse el tamaño y posición de la  PS  y de la  LS. Una vez calculados

los campos imagen, como éstos son imagen de los campos objeto a través de todo el sistema, sus tamaños están

relacionados por el aumento:

expresión que permite el cálculo de los campos objeto:
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fig. X. 35

Comentario al trazado de rayos realizado en la fig. 35.

Un rayo como el --'-- que abandonara el sistema en dirección centro PS-borde LS ha tenido que incidir sobre

el sistema por el centro de la PE, lo que permite su trazado. La intersección de este rayo con los planos objeto

e imagen define, respectivamente, el radio del campo objeto de iluminación media rM y el del campo imagen rḾ. 

El rayo --''– se traza paralelo al --'-- por el borde inferior de la PE y por tanto procede, desde el infinito,

del borde superior de la LE. Este rayo ha de abandonar el sistema en dirección borde inferior de la PS (por ser

positivo el aumento entre PE y PS) - borde inferior de la LS (por ser negativo el aumento entre LE y LS). En su

intersección con los planos objetos e imagen define el radio del campo objeto de iluminación plena rP y el del

campo imagen rṔ. 

De igual forma se traza el rayo --'''– incidiendo paralelamente al --'--por el borde de la PE  y que uniría

bordes del mismo lado de la PE y la LE. Por estar el plano objeto situado entre ambas (ver punto 6.1 de este

tema), en su intersección con los planos objeto e imagen este rayo define el radio del campo objeto de

iluminación límite (rL) y el correspondiente campo imagen (rĹ).

6.6. Cálculo del campo imagen cuando la LS está en el infinito.

En el sistema de la fig. 36 se conocen las focales, posiciones y tamaños de todos sus elementos. Como la

posición del plano objeto es conocida, se puede calcular la posición de la imagen y el aumento â´.

Una vez localizados DA, PE, PS, DC y LE, el cálculo de los campos objeto no ofrece dificultad. Sin embargo, el

cálculo de los campos imagen no es posible realizarlo, en principio, aplicando las relaciones geométricas vistas

en el punto 5 de este tema debido a que el DC está en F2 y su imagen (que es la LS) a través de L2 está en el

infinito. 

No obstante, una vez calculado el aumento y los campos objeto se pueden obtener los campos imagen,

teniendo en cuenta que:
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fig. X. 36

fig. X. 37

Comentario al trazado de rayos realizado en la fig. 36.

El rayo --'-- incide recorriendo bordes del mismo lado de la PE y de la LE por lo que ha de pasar por el borde

inferior del DC (por ser negativo el aumento entre LE y DC) abandonando el sistema por el borde opuesto de la

PS (por ser negativo el aumento entre PE y PS). La prolongación de este rayo hasta el infinito pasaría por el borde

superior de la LS (por ser positivo el aumento entre LE y LS) y la intersección de este rayo con los planos objeto

e imagen define, respectivamente, los radios de los campos  objeto  e  imagen  de  iluminación  plena  rP y rṔ. De 

igual  forma  se  trazan  los  rayos --''– y --'''– que definen los campos de media y límite.

Por pasar estos tres rayos por un mismo punto P del plano focal objeto F que, en este caso, es el borde de la

LE, han de emerger del sistema paralelos entre sí y lo hacen hacia el borde superior de la LS en el infinito.

6.7. Cálculo del campo objeto cuando el objeto y la LE están el infinito.

Puesto que el objeto está en el infinito, se han de calcular los campos angulares. En la figura 37 se ha

representado un sistema formado por dos lentes  L1  y  L2  y una pantalla en la que se va a recoger la imagen que

va a estar en  F´ del sistema por estar  O  en el infinito. Se conocen las focales de las lentes y su posición respecto

de la pantalla. Al actuar la pantalla como DC su anti-imagen, que es LE, está en el infinito.
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fig. X. 38

fig.5. 39

El campo angular objeto de iluminación media quedaría definido por el ángulo  ùM  que formara con el eje

la línea que uniera un borde de la LE con el centro de la PE. Este trazado, en principio, no es posible realizarlo

por estar la LE en el infinito. No obstante, un rayo que abandonara el sistema en dirección centro PS - borde LS

(tramo AB en la fig. 37) ha tenido que incidir sobre el sistema en dirección centro PE - borde opuesto LE (por ser

negativo el aumento entre LE y LS), consideración que permite el trazado del rayo incidente ya que éste no sufre

desviación en la lente L1 (que es PE) por pasar por su centro óptico. El rayo incidente así trazado procede, desde

el infinito, del borde inferior de la LE y el ángulo ùM que forma con el eje es el semi-campo angular objeto de

iluminación media.

Para calcular ùM recordemos que si un rayo incide sobre un sistema en aire (n = n´) en dirección al punto

principal objeto H (fig. 38), el rayo emergente es paralelo al incidente y define, en su intersección con el eje, la

posición del punto principal imagen H´.

Así, tracemos el rayo  emergente --''-- de manera que, siendo paralelo

al incidente --'– abandone el sistema en dirección al punto B, borde

superior de la LS (fig. 37). Por converger ambos rayos en un punto  (B)  del 

plano  focal  imagen  F´ los rayos incidentes --'– y --''--  (no trazado éste

en la figura 37) son paralelos. En consecuencia, el rayo --''-- está

emergiendo paralelamente a sí mismo y en su intersección con el eje define

la posición del punto  H´  formando un ángulo ùM igual al formado por el rayo

--'– , cuyo valor se deduce de la fig. 37:

                  (siendo  ùM  el semicampo objeto de iluminación media)

En cuanto a los campos de plena y

límite quedan definidos por los ángulos

ùP y ùL que forman con el eje los rayos

que incidieran desde un borde de la LE

(el inferior en la fig. 39) sobre el

superior e inferior de la PE. Por estar la

LE en el infinito, todos los rayos que

procedan de un mismo punto (su borde

inferior en este caso) inciden sobre el

sistema paralelos entre sí. En

consecuencia, los tres campos objeto

son iguales (fig. 39): 

El cálculo de los campos imagen no ofrece ningún problema toda vez que se conocen las posiciones y tamaños

de la  PS  y de la  LS. No obstante señalemos que, en este caso, estos campos son lineales e iguales entre sí por

estar la  LS  sobre el plano imagen, razón por la que no se producirá viñeteado en la imagen:
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fig. X. 40

6.8. Cálculo de los campos imagen cuando la imagen y la LS están en el infinito.

En el sistema de la figura 40 se conocen las focales, posición y tamaño de todos sus elementos y se ha

localizado el DA, PE, PS, DC y LE. Por estar el plano objeto y la LE en el plano focal objeto F del sistema, la imagen

y la LS están en el infinito.

Los campos imagen vendrían definidos por los ángulos que formaran con el eje los rayos que abandonaran

el sistema uniendo un borde de la LS con el centro y los bordes de la PS. Este trazado, sin embargo, no es posible

realizarlo, en principio, por estar la LS en el infinito.

Para poder calcular estos campos imagen hagamos las siguientes consideraciones: los rayos  --'--, --''–

y --'''–  incidentes definen los campos objeto de plena, media y límite por incidir uniendo un borde de la LE

(el superior en la fig. 40) con el centro y los bordes de la PE. El rayo --'-- ha de pasar por el borde inferior del

DC (por ser negativo el aumento entre LE y DC) y emerge del sistema por el borde inferior de la PS (por ser

negativo el aumento entre PE y PS). La prolongación de este rayo hasta el infinito pasaría por el borde superior

de la LS y el ángulo  ùḾ que forma con el eje es el semicampo imagen de iluminación media, ángulo que, de

momento, no es posible calcular.

Con análogas consideraciones se trazarían los rayos  --''– y --'''– que  han de emerger del sistema

paralelos al rayo --'-- por proceder todos ellos de un mismo punto del plano focal objeto F del sistema. En

consecuencia los tres campos imagen son iguales:

Para calcular estos ángulos consideremos un cuarto rayo   que incidiera sobre el sistema con un ángulo

ù en dirección al mismo borde de la  LE  por el que inciden los otros tres (el superior en este ejemplo) y que

además pasara por el punto principal objeto H del sistema. Este rayo ha de emerger del sistema por el punto

principal imagen H´ paralelamente a sí mismo y a los anteriores (por proceder del mismo punto P del plano focal

F), formando con el eje un ángulo ù' = ù igual al que forman los demás:
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fig. X. 41

y de la fig. 40 de deduce que:

en la que ù = ù' es el semicampo imagen, siendo el campo total:

También podemos calcular los campos imagen considerando un quinto rayo --''–  tal que, por pasar por

el mismo borde del DC que los demás, emergiera paralelo a ellos formando por tanto el mismo ángulo ù' con

el eje:

6.9. Cálculo de los campos objeto e imagen cuando el objeto, la imagen, la LE y la LS están en el infinito. 

Sea un sistema (fig. 41) formado por dos lentes y un diafragma, del que se conocen las focales, posición y

tamaños de sus elementos. Si el objeto está en el infinito, para que la imagen esté también en el infinito, el

sistema ha de ser afocal, lo que requiere que  F1' / F2. Si, además, la LE y la LS han de estar en el infinito, el DC

ha de estar también en  F1' / F2.

El cálculo de los campos (angulares) objeto pasa por conocer la dirección de los rayos que inciden sobre el

sistema en dirección borde de la LE - centro y bordes de la PE. El cálculo de los campos imagen requiere conocer

la dirección de los rayos que abandonan el sistema en dirección borde de la LS - centro y bordes de la PS.

El rayo --''– que incide por el centro de la PE con un ángulo ù en dirección al borde del DC abandona el

sistema por el centro de la PS y en su prolongación hasta el infinito pasaría por el borde inferior de la LS. Los

rayos --'-- y --'''– que inciden paralelos a él por los bordes de la PE, han de converger con el  --''– en

el mismo punto del plano focal imagen F1' que es el borde del DC. Como, a su vez, este punto pertenece al plano

focal objeto de L2, los rayos --'-- y  --'''– han de emerger paralelos al --''– por los bordes de la PS por

haber incidido por los bordes de la PE. Las prolongaciones hasta el infinito de los rayos --'-- y --'''–

emergentes pasarían por el borde inferior de la LS por proceder desde el borde inferior de la LE siendo positivo

el aumento entre ambas lucarnas.
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fig. X. 42

Por ser paralelos entre sí, los tres rayos incidentes forman el mismo ángulo ù con el eje. En consecuencia

los tres campos objeto son iguales:

y de la fig. 41 se deduce que:

siendo ù el semi-campo objeto que, en este caso, recibe el nombre de campo real.
Los tres campos imagen también son iguales entre sí por ser paralelos los rayos emergentes del sistema:

Para el cálculo de ù' consideremos otro rayo  (fig. 41) tal, que emergiera del sistema por el centro

óptico de L2 y que pasara por el borde del DC. Este rayo emergente ha de ser paralelo a los otros tres por pasar

por el mismo punto del plano focal objeto F2 que ellos y también ha tenido que incidir paralelo a los otros por

converger con ellos en el mismo punto del plano focal imagen F1'. De la fig. 41 se deduce que:

siendo ù' el semi-campo imagen que, en este caso, recibe el nombre de campo aparente.

7. LIMITACIÓN CORRECTA DEL CAMPO.

La forma correcta de limitar el campo es colocando el DC sobre una imagen intermedia (fig. 42) con lo que

la LE estará situada sobre el objeto y la LS sobre la imagen. De esta forma, los campos objeto de plena, media

y límite son iguales entre sí y lo mismo sucede con los campos imagen, evitándose así el campo de contorno o 

viñeteado.

También se evita el viñeteado colocando el DC sobre la imagen final (ver problema nº 5), como ocurre en

las cámaras fotográficas, de forma que la LS está también sobre la imagen y la LE sobre el objeto. 

Si el diafragma de campo no estuviera sobre una imagen intermedia o sobre la final, la LE no estaría sobre

el objeto y la LS no estaría sobre la imagen. Como consecuencia sería:

apareciendo el viñeteado, de forma que la imagen iría perdiendo luminosidad paulatinamente al considerar

puntos de ella cada vez más alejados del eje.
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fig. a

8. PROBLEMAS RESUELTOS.

NORMA PRÁCTICA PARA LA IDENTIFICACIÓN DEL DIAFRAGMA DE APERTURA (DA), DE LA PUPILA DE
ENTRADA (PE) Y DE LA PUPILA DE SALIDA (PS) DE UN SISTEMA ÓPTICO.

Se determinan las posiciones y tamaños de las anti-imágenes de todos los elementos del sistema (diafragmas
o monturas de lentes) a través de todas las lentes que tengan “a su izquierda” y aquella anti-imagen que, desde
el punto objeto O del eje, subtienda un menor ángulo es la PE. El elemento conjugado de la PE, es decir, el
elemento cuya anti-imagen es la PE, es el DA.

En el

ejemplo de la fig. a, la anti-imagen del diafragma D es , la anti-imagen de la montura de la lente L2 es y

la anti-imagen de L1 es ella misma ( ) por no existir otras lentes a su izquierda. Puesto que subtiende menor

ángulo que y que , es PE y su conjugado, el diafragma D, es DA.

Para determinar qué elemento es la pupila de salida (PS) hay que calcular la posición de la imagen O! del
objeto así como posición y tamaño de las imágenes de todos los elementos del sistema (monturas de lentes y
diafragmas) a través de todas las lentes que tengan “a su derecha”. De estas imágenes, la que menor ángulo
subtienda desde el punto imagen O! será la pupila de salida PS y el objeto cuya imagen es PS será el diafragma
de apertura DA. Por último, la anti-imagen de este diafragma a través de todas las lentes que tenga “a su
izquierda” será la pupila de entrada PE.

En la fig. a la imagen D! es PS porque subtiende menor ángulo desde el punto imagen O! que la imagen y

que la que es “imagen de sí misma” por no existir lentes a su derecha. El objeto cuya imagen es D!, es decir,

su conjugado D es el diafragma de apertura DA.
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fig. b

fig. c

NORMA PRÁCTICA PARA LA IDENTIFICACIÓN DEL DIAFRAGMA DE CAMPO (DC), DE LA LUCARNA DE
ENTRADA (LE) Y DE LA LUCARNA DE SALIDA (LS) DE UN SISTEMA ÓPTICO.

Uniendo un borde de la PE con los bordes
del mismo lado de todas las anti-imágenes de
diafragmas y monturas de lentes, se calcula el
campo de plena que determinaría cada una de
ellas. Aquella anti-imagen que, junto con la PE,
determine un menor campo de plena es la
lucarna de entrada LE. El conjugado de esta
anti-imagen es el diafragma de campo DC y la
imagen de éste a través de las lentes que
tenga a su derecha es la lucarna de salida LS. 

En la fig. b, el radio del campo objeto de
plena r1 determinado por la PE y la anti-

imagen es menor que el que r2

determinado por la PE con la anti-

imagen por lo que es LE.

Para la determinación de la LS se puede
dar una norma práctica análoga a la dada para
la determinación de la LE: uniendo un borde
de la PS y los bordes del mismo lado del resto
de las imágenes, se calculan los campos
imagen de iluminación plena que
determinaría cada una de ellas. Aquella
imagen que junto con la PS determine un
menor campo imagen de iluminación plena es
LS. El objeto (montura de lente o diafragma)
conjugado de la LS es el DC y la anti-imagen
de éste a través de las lentes que hubiera a su
izquierda es la LE.

En la fig. c, el radio del campo imagen de

plena determinado por la PS y la

imagen es menor que el que determina la

PS con la imagen por lo que  es LS.
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1. Una lente delgada de diámetro 5 cm y focal 4 cm tiene a 2 cm por delante de ella un diafragma
de diámetro 3 cm. Un objeto de 1,5 cm de altura está colocado en el eje por delante de la lente
a 9 cm de distancia. Calcular: a) la posición y tamaño de la PS,  b) la posición de la imagen. ¿Está
dentro del campo de plena iluminación?

fig. X. 43

8. PROBLEMAS RESUELTOS

a. Determinación de la PS.

Puesto que el diafragma D y la lente L son anti-imágenes de sí mismos, el que subtienda menor ángulo
desde el punto objeto O será PE. Calculamos estos ángulos:

y por ser  â > á el diafragma D es PE y también DA por ser conjugado de sí mismo. Su imagen a través de la lente
es la PS, cuya posición y tamaño (diámetro öPS) calculamos:

b. Cálculo de la posición y tamaño de la imagen.

c. Cálculo del campo de plena iluminación. 

Puesto que el diafragma D es el DA, la
montura de la lente ha de ser DC y también LE y LS
por ser conjugado de sí mismo al no haber más
lentes en el sistema. El radio del campo imagen de
plena (rNP) queda delimitado por la intersección con
el plano imagen de la línea que une bordes del
mismo lado de LS y PS. En la gráfica, hecha a
escala, ya se observa que la imagen (y') es menor
que rNP. No obstante calculamos el valor de este
campo: calculando  tg n  en los triángulos  ABC y
AEG: 

y también:

y teniendo en cuenta que  rLS = 2,5 cm  y  rPS = 3 cm, al sustituir queda:

y como la imagen sí está dentro del campo imagen de plena iluminación.
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2. Una lente de 10 cm de focal y diámetro 5 cm está situada a 30 cm de un objeto y detrás de ella se

sitúa un diafragma de 3 cm de diámetro.  Hallar la posición y tamaño de: P.E., P.S., L.E. y L.S. ¿Hasta
qué tamaño del objeto la imagen estará situada en los campos de iluminación plena, media y
límite?  Distancia lente-diafragma = 5 cm.

fig. X. 44

1º) Cálculo de la posición de la imagen O': 

2º) Determinación de PS, DA y PE :  la imagen de las lentes y diafragmas que menor ángulo subtienda desde el punto
imagen O' será  PS. En este caso, tanto la lente L como el diagrama D son imágenes de sí mismos  por no existir
lentes a la derecha de ellos.  Calculamos los ángulos á y â subtendidos por D y por L desde O':

y por ser á < â el diafragma D es PS y también DA.

La PE es la anti-imagen del DA (que es D) a través de la lente L. Su posición es:

y su tamaño:

3º) Determinación de DC, LE y LS : como D es DA, la lente L ha de ser DC y también LE y LS por no existir lentes a su
derecha ni a su izquierda.
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fig. X. 45

4º) Cálculo de los campos imagen: aplicando la relación de semejanza a los pares de triángulos á, â y ã que tienen,
respectivamente, los ángulos iguales en la fig. 45,  se obtiene:

El tamaño del campo objeto que corresponde a cada uno de estos campos imagen se determina a través del
aumento del sistema:

y tomando valores absolutos queda:
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3. . Detrás de una lente de focal 20 cm y diámetro 10 cm están situados dos diafragmas; el primero, de

2 cm de diámetro, a 30 cm y el segundo de 3 cm de diámetro a 60 cm.  Para un objeto situado a 40
cm por delante de la lente calcular las ubicaciones y tamaños de DA, PE, PS, DC, LE, y LS. Calcular
los campos de iluminación plena, media y límite sobre la imagen.  Explicar la paradoja existente al
calcular estos mismos campos sobre el objeto.

fig. X. 46

a. Posición y tamaño de la imagen.

Por estar situado el objeto a una distancia de la lente doble de la focal, la imagen está situada al otro lado de la
lente a la misma distancia  y es del mismo tamaño que el objeto:

b. Determinación del DA, PE y PS.

Por estar situada la imagen y' a la
izquierda del diafragma D2 , éste no va a
limitar los rayos que llegan al plano imagen
por lo que no interviene para nada en este
sistema, para esta posición del objeto. 
Tanto el diafragma D1 como la lente L son
imágenes de sí mismos por no haber más
lentes en el sistema.  De ellos dos, el que
subtienda menor ángulo desde O' será  PS:

y por ser  â < á , el diafragma D1 es PS y
también DA por ser imagen de sí mismo.

La PE es la anti-imagen del DA (D1) a
través de la lente:

en la que:

quedando al sustituir y operar:

y su tamaño:  

en la que:

quedando al sustituir:   
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c. Determinación del DC, LE y LS.

Puesto que el diafragma D1 es DA y al no afectar para nada la existencia del diafragma D2 , la lente L ha de ser DC
y también LE y LS por no existir más lentes en el sistema.

d. Cálculo de los campos imagen.

La recta que une los bordes del mismo lado de la LS y la PS, define en su intersección con el plano imagen el

campo imagen de iluminación plena.  En la figura 47, de la semejanza de los triángulos en á, â y ã se deduce:

fig. X. 47

e. Cálculo de los campos objeto.

Si se tratara de calcular los campos objeto uniendo bordes del mismo lado de PE y LE para determinar el campo
de plena (rayo 3), uniendo un borde de LE con centro de PE para determinar el campo de media (rayo 2) y uniendo
bordes opuestos de LE y PE para la determinación del campo límite (rayo 1), se obtendría (ver fig. 47) que el campo
de plena sería mayor que el límite, lo cual no tiene sentido. Esta situación paradójica se presenta siempre que el
objeto esté situado entre LE y PE y fue estudiada en la parte teórica de este tema (punto 6.1 de la pág. 5. 16),
correspondiendo en realidad los puntos P, M y T a los bordes de los campos objeto de iluminación plena, media y
límite respectivamente.
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4. Considérese un sistema de proyección constituido por un doblete de dos lentes delgadas de
focales  f1

'  = 20 cm  y  f2
'  = 10 cm separadas por una distancia de 10 cm.  La primera lente tiene un

radio de 6 cm y la segunda de 3 cm. Un plano objeto está situado delante de la primera lente a una
distancia de 20 cm.  Determinar:
a) la posición y tamaño del diafragma de apertura, pupila de entrada y pupila de salida.
b) la posición y tamaño del diafragma de campo, lucarna de entrada y lucarna de salida.
c) el campo de plena iluminación y el campo total imagen.
d) trazar gráficamente el haz de rayos que sale desde un punto objeto, situado en el borde del

campo de plena iluminación.

fig. X. 48

No obstante, no se presenta esta situación paradójica si se calculan los campos objeto a partir del aumento ya que
los campos imagen son imagen de los campos objeto. En este caso, según se ha visto, el aumento es â' = - 1 y
tomando valores absolutos para los campos queda:

a. Determinación del DA, PE y PS.

Desde el punto objeto  O, la anti-imagen que menor ángulo subtienda será PE. La lente L1 es anti-imagen de sí
misma por no existir lentes a su izquierda.  Calculamos la anti-imagen de L2 a través de L1:

a.1. Posición:

a.2. Tamaño:         (ya que  y' es el diámetro de L2 = 6 cm)

De estos resultados se deduce que la lente L1 y la anti-imagen de L2 tienen igual radio (6 cm) por lo que la que

está más lejos, que es la anti-imagen , es la que va a subtender menor ángulo desde O. En la fig. 48 se aprecia

cómo el ángulo á subtendido por la anti-imagen de L2 es menor que el â que subtiende la lente L1 . Conclusión: 
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fig. X. 49

El objeto que ha dado lugar a esa anti-imagen, es decir L2, es  DA y como la imagen de L2 es ella misma por no
existir lentes a su derecha, L2 es también PS (fig. 49).

b.  Determinación del DC, LE y LS.

Al ser la lente L2 el DA, la lente L1 ha de ser DC y también LE por no tener lentes a su izquierda. La imagen del
DC a través de la lente L2 es la LS que, en este caso, está en el infinito por estar el DC en el foco objeto (F2) de L2.

c. Cálculo de los campos objeto.

Uniendo bordes del mismo lado de LE y de PE se obtiene el campo de plena en la intersección con el plano
objeto.  Puesto que según se ha visto los diámetros de LE y de PE son iguales, el radio del campo de plena rP también
va a ser igual a ellos:

rP =  rLE =  rPE = 6 cm

Uniendo bordes opuestos de LE y PE se obtiene el campo total O campo límite rT . De la fig. 49 se deduce:

d.  Cálculo de los campos imagen.

Dado que la LS está en el infinito no es posible calcular los campos imagen por el procedimiento análogo al
seguido para los campos objeto.  No obstante, calculando el aumento se pueden calcular los campos imagen ya que
los campos imagen son la imagen de los campos objeto, por lo que:
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fig. X. 50

fig. X. 51

El aumento del sistema es el producto de los aumentos de cada lente:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

y como el objeto está en F1 , la imagen que forma la primera lente está en el infinito, imagen que actúa como objeto 

para la segunda lente, por lo que  quedando el aumento:

en la que (fig. 50):

y sustituyendo:  

quedando los campos imagen de plena y total:

Otra forma de calcular el aumento es aplicando la expresión:

en la que a y aN son las posiciones del objeto y de la imagen referidas a los planos principales:

Calculamos esas posiciones aplicando las expresiones recogidas en la última página del tema 6: 

y de la fig. 51 se deduce que:

quedando el aumento, en valor absoluto:
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5. Se utiliza un doblete para obtener sobre una pantalla la imagen de un objeto en el infinito.  Este
doblete está formado por dos lentes delgadas idénticas de distancia focal  f 1

'  = f 2
'  = 12 cm y

separadas por una distancia d. La pantalla está a una distancia  2d/3 de la segunda lente.  La
primera lente y la pantalla tienen el mismo radio r = 8 cm.
a. Calcular d (escoger la solución que dé el sistema más compacto).
b. Sabiendo que la segunda lente no es el DA, ¿cuál es el radio mínimo de esta lente para que no

limite el campo y la pantalla aparezca uniformemente iluminada?
c. Calcular el campo objeto.

fig. X. 52

a. Cálculo de la distancia entre lentes d.

Por estar el objeto en el infinito la imagen final se va a formar en el foco imagen FN del sistema, punto en el que
según el enunciado ha de estar colocada la pantalla a la distancia 2d/3 de la segunda lente.

Además, por ser las dos lentes convergentes, la única posibilidad de conformación del sistema es que la lente

L1 forme la primera imagen en su foco imagen FN1 (si no estuviera la lente L2) y que esa primera imagen actúe como
objeto virtual para la segunda lente que, como queda dicho, formaría la imagen final en el foco imagen FN del
sistema.

De la fig. 52 se deduce:

y sustituyendo en la fórmula de las lentes:

ecuación que presenta dos soluciones,  d1 = L1L2 = d = 6 cm   y d2 = 36 cm, de las que tomamos la primera por hacer

al sistema más compacto como requiere el enunciado.
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fig. X. 53fig. X. 54

La distancia desde L2 a la pantalla es:

b. Cálculo del radio de la lente L2 para que no limite el campo.

De acuerdo con el enunciado, la lente L2 no es DA ni tampoco va a ser DC ya que no debe limitar el campo. La
forma correcta de limitar el campo (ver pág. 5-25 de este tema) es colocar el DC sobre una imagen intermedia O
sobre la imagen final evitándose así el viñeteado y apareciendo la imagen uniformemente iluminada.  Para conseguir
esto en el sistema que nos ocupa en este problema, ha de ser la propia pantalla la que actúe como DC con lo que
también será LS. En consecuencia, la lente L1 va a ser DA y también PE por no existir ninguna lente “a su izquierda”.
La imagen de L1 a través de L2 es la PS cuya posición y tamaño pasamos a calcular.

Posición de la PS:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

en la que:

y sustituyendo en la (1) y operando queda:

Tamaño de la PS:

El tamaño que ha de tener la lente L2 para que no limite el campo viene definido por el punto P en el que la línea
que une bordes del mismo lado de LS y PS corta al plano de la lente L2 (ver fig. 53).  De esta forma toda la pantalla
estará uniformemente iluminada.  De los triángulos amarillo y verde de la fig. 53 se deduce:

en la que (ver fig. 54):

y sustituyendo:

quedando el radio de la lente-2:
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fig. X. 55

c. Cálculo del campo objeto.

Por estar la LE y el objeto en el infinito, el campo objeto queda definido por el ángulo ù que forma con el eje la
línea que une un borde de la LE con el centro de la  PE. En el triángulo sombreado en amarillo de la fig. 55:

siendo f ' la focal del sistema:

y como rLS = 8 cm, queda:

También se puede calcular el campo teniendo en cuenta que un rayo que abandona el sistema en dirección
centro C de la PS - borde LS (ver fig. 55) ha tenido que incidir en él en dirección centro  PE - borde LE quedando así
definida la dirección del borde inferior de la LE que se encuentra en el infinito. El ángulo ù es el campo objeto
buscado:

y también:

e igualando:

quedando el campo objeto:
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6. Sea un sistema formado por dos lentes divergentes delgadas de focales f1
' = f 2

'  = - 10 cm situadas a
10 cm de distancia y ambas con un diámetro de 10 cm.  El plano imagen está situado entre las dos
lentes a 2,5 cm de la segunda.  Determinar DA, PE, PS, DC, LE, LS así como el campo límite de
iluminación sobre la imagen.

fig. X. 55 fig. X. 56

a. Determinación del DA, PE y PS.

La imagen que subtienda menor ángulo desde el punto imagen ON será PS. La lente L 2 es imagen de sí misma por
no existir lentes a su derecha. Calculamos la imagen de L1 a través de L2:

Posición:     en la que:   

quedando al sustituir y operar:

Tamaño:    en la que  

quedando al sustituir y operar:

Calculamos los ángulos subtendidos por LN1 y L2  desde  O':

y por ser  á < â, la imagen LN1 es  PS.  El objeto que ha dado lugar a esa imagen, que es L1, es DA y como L1 no tiene
lentes a su izquierda también es PE:

LN1 / PS      ;      L1 / DA / PE
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fig. X. 57

b.  Determinación del DC, LE y LS.

Puesto que la lente L1 es DA, la lente L2 ha de ser DC y también LS por no existir lentes a su derecha.  La anti-
imagen de L2 a través de L1 es la LE, que calculamos:

Posición:     en la que:   

quedando al sustituir:

Tamaño:      en la que     

quedando:

c. Cálculo del campo imagen de iluminación límite.

Si se sigue la norma práctica dada en la pág. 5-15 de este tema para la determinación del campo límite se 
obtendría,  en  este  caso, que el campo de plena sería mayor que el campo límite (rNP >  rNL ), lo cual no tiene sentido.
Esto sucede siempre que la imagen está situada entre LS y PS (ver página 5-17). En realidad el punto L corresponde
al borde del campo límite y la distancia O'L es el radio rNL de este campo que pasamos a calcular:
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7. Un sistema está constituido por dos lentes de focales f1
' = 1 cm y f 2

'  = 3 cm separadas entre si por
una distancia de 4,5 cm.  A 6,5 cm a la derecha de la segunda lente hay un diafragma de 18 cm de
diámetro y a 2,5 cm a la izquierda de la misma lente hay otro diafragma de 1 cm de diámetro. Si
el   plano  objeto  está a 3 cm a la izquierda de la primera lente y conociendo el diámetro de L2 ,
ö = 10 cm, calcular:
a) El radio mínimo de L1 para que actuando como diafragma de campo permita tener un campo

objeto de iluminación media de 1,5 cm.
b) ¿Cuál será el campo total imagen para un punto situado en el borde del campo de media

iluminación?
c) Hacer el trazado gráfico a través de PE, PS y DA para un haz de luz que parte de un punto

situado en el borde del campo de media iluminación.

a. Cálculo de la posición de la imagen.

      en la que:   

quedando al operar:

resultado del que se deduce que la imagen ON1  que forma la lente del objeto  O, está situada a 3 cm a la izquierda
de la lente L2 O sea, en su foco objeto.  Como consecuencia, la imagen final formada por L2 está en el infinito.

b. DC y LE.

Según el enunciado, la lente L1 es el DC y como no tiene lentes a su izquierda también es LE:

c. Determinación del DA, PE y PS.

Puesto que el plano imagen está en el infinito, si se calculan las imágenes de todos los elementos del sistema
(excepto L1 que es DC y por tanto no va a ser DA) a través de las lentes que tienen a su derecha, la que tenga menor
diámetro será PS.  A tal efecto, D2 y L2  son imágenes de sí mismos por no tener lentes a su derecha.  Calculamos la
posición y tamaño de la imagen de D1 :

Posición:      en la que:   

quedando al operar:

Tamaño:      en la que:    

quedando al sustituir y operar:

Dado que öD2 = 18 cm  y öL2 = 10 cm, resulta que    por lo que DN1  es PS  y el objeto del cual

es imagen, es decir D1, es  DA:  

La anti-imagen de D1 a través de L1 es la PE:   .  Por estar D1 a doble distancia de la focal de L1 , su anti-

imagen es equidistante de la lente teniendo el mismo tamaño que D1, por lo que:

Posición de la PE:

Tamaño de la PE:  
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d. Cálculo del radio de la lente L1 .

Una vez determinados los diafragmas, pupilas y lucarnas, se puede calcular el radio de L1 (ver fig. 58):

e. Cálculo de la LS.

Es la imagen del DC (que es la lente L1) a través de L2: 

Posición:        en la que:       

quedando al operar:

Tamaño:         en la que:          

quedando al sustituir y operar:

f. Cálculo del campo total imagen de iluminación media.

Por estar la imagen en el infinito se ha de calcular el campo angular de media.  Este campo queda definido por
el ángulo ùNM que forma con el eje la línea que une un borde de la LS y el centro de la PS.  El ángulo ùNM es, como
puede apreciarse en el trazado de rayos, el que forman con el eje los rayos que emergen del sistema procedentes
del punto M, borde del campo objeto de iluminación media.

y el campo total:

fig. X. 58
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8. Se quiere fotografiar un objeto situado a distancia finita para lo cual se emplea un dispositivo
formado por los siguientes elementos:  dos lentes convergentes de 50 mm de diámetro cuyos
centros ópticos están separados 20 mm; la película que queremos impresionar con plena
iluminación a 25 mm de la segunda lente tiene un radio de 10 mm y, finalmente,  colocamos un
diafragma a 30 mm por delante de la primera lente, de diámetro 50 mm.
Si las distancias focales de las lentes son 20 y 10 mm respectivamente, calcular:
a) DA, PE, PS, DC, LE y LS.
b) Realizar el trazado gráfico para un punto situado en el borde del campo objeto de iluminación

plena.

fig. X. 59

a.1. Determinación de DA, PE y PS.

Calculando la imagen de las monturas de las lentes y de los diafragmas a través de las lentes que tengan a su
derecha, será PS la que menor ángulo subtienda desde el punto imagen O'.

a.1.1. Imagen de L1 a través de L2 (fig. 59).

Puesto que el objeto (L1) está a doble distancia (s = - 20 mm) que la focal de la lente L2 ( f '2  = + 10 mm), la imagen

(LN1) es equidistante de L2 (s' = BA' = + 20 mm) y tiene el mismo tamaño ( ).

a.1.2. Imagen de D a través de las dos lentes.

Calcularemos en primer lugar la imagen de D a través de L1. Esta primera imagen intermedia es DN1 en la fig. 59.

Posición :     en la que:      

quedando al operar:    

Aumento:
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fig. X. 60

A continuación calculamos la imagen de esta imagen intermedia a través de L2 a la que llamaremos DN.

Posición de DN:

en la que:

quedando al sustituir y operar:    

Aumento:

y como el aumento total del sistema es el producto de los aumentos, el tamaño de la imagen D' queda:

Con estos resultados y con ayuda de la fig. 60 podemos calcular el ángulo subtendido por cada imagen, signi-
ficando que la lente L2 es imagen de sí misma por no existir lentes a su derecha.

Por ser  ã < â < á,  se deduce que D' es el que subtiende menor ángulo y en consecuencia D' es PS. Por ser D'
imagen del diafragma D, éste es DA y por no existir lentes a la izquierda de D también va ser PE:
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a.2. Determinación de DC, LE y LS.  

La forma correcta de limitar el campo es colocando el DC en la imagen final O en una imagen intermedia con
lo que la LE estará sobre el objeto, teniendo el mismo tamaño que él y la LS estará sobre la imagen teniendo el
mismo tamaño que ella (ver Pag.  5-25 de este tema).

En los dispositivos fotográficos el DC es el propio marco de la película.  En consecuencia, al estar DC en el plano
imagen, el marco de la película es también LS por no existir lentes detrás de ella y los tres campos, de plena, de
media y límite son iguales y la imagen quedará impresionada con plena iluminación:

La LE es la anti-imagen del DC, es decir, la anti-imagen del marco de la película a través de las dos lentes que
tiene a su izquierda.

a.2.1. Anti-imagen del DC a través de L2:

Posición:        en la que:      

quedando al sustituir y operar:

siendo O* la posición del centro de la anti-imagen del DC formada por  L2 (fig. 61).

Tamaño de esta anti-im  a  g  e  n  :       en la que:     

quedando al sustituir:

a.2.2. Anti-imagen de O* a través de L1:

Posición: 

en la que  :    

quedando al sustituir y operar:

siendo O* la posición del centro de la anti-imagen del DC formada por  L2.

De este resultado se deduce que el plano objeto y la LE están situados a 4 mm a la derecha de la lente L1 siendo
el objeto virtual por estar a la derecha de esta lente.

Tamaño:         en la que:         

quedando al sustituir y operar:          
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fig. X. 61

b. Trazado gráfico para el punto P situado en el borde del campo objeto de iluminación plena.

El rayo  --'–  incide en el sistema pasando por el borde superior de la PE en dirección al borde superior de la LE,

situada sobre el plano objeto,  definiendo en su intersección con este plano la posición del punto P, borde del campo

objeto de iluminación plena.

 Puesto que el aumento entre pupilas es negativo y también lo es entre lucarnas, el rayo emergente ha de

abandonar el sistema por los bordes inferiores de PS y LS lo que permite, además, trazar la trayectoria de este rayo 

--'–  entre ambas lentes.

El rayo ---''-- incide por el borde inferior de la PE en dirección al borde superior de la LE por lo que ha de

abandonar el sistema pasando por el borde superior de la PS y por el borde inferior de la LS permitiendo así conocer

la trayectoria  de este rayo ---''--  entre ambas lentes.
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9. Sea un sistema constituido por dos lentes delgadas y dos diafragmas.  Las dos lentes son positivas
de focales 7,5 y 2,5 cm respectivamente.  El diámetro de la segunda lente es 4 cm y la separación
entre ambas es 5 cm.  Los diafragmas están situados a continuación de la lente L2: el de 1 cm de
diámetro está a 0,5 cm de L2 y el de 4 cm de diámetro dista del primer diafragma 2 cm.
a) Calcular el radio mínimo de L1 para que actuando como diafragma de campo permita tener un

campo imagen de iluminación límite de 1 cm para un objeto que se encuentra en el infinito.
b) ¿Cuál será el campo total objeto para un rayo que al incidir sobre el sistema focalice en el

extremo del campo de iluminación límite? ¿Qué sucede si se incide con un ángulo mayor?
c) Realizar el trazado de rayos gráfico para un objeto cuya imagen está en el punto focal imagen

del sistema.

fig. X. 62

a.l. Cálculo de la posición del plano imagen.

Por estar el objeto en el infinito el sistema va a formar la imagen final en el plano focal imagen FN cuya posición
calculamos.

La primera lente forma una primera imagen en su foco imagen FN1 a 2,5 cm a la derecha de la segunda (ver fig.
X. 62). Esta imagen actúa como objeto virtual para L2 que forma la imagen final en FN del sistema por proceder los
rayos del infinito.

Conclusión: la imagen del objeto y
el plano focal imagen F' del sistema
están situados, ambos, a 1,25 cm a
la derecha de la lente L2.

La posición de FN respecto de la
segunda lente también se puede
calcular mediante la expresión
HN2FN de la pág. 6. 28 del tema 6:

De este resultado se deduce que el diafragma D2 no interviene para nada en el sistema ya que, por estar situado
a la derecha del plano imagen, siendo ésta real, no limita los rayos. Por ello en lo que sigue no se tendrá en cuenta
este diafragma.

a.2. Cálculo de PS y LS.

Según establece el enunciado, la lente L1 es DC y, en consecuencia, no va a ser DA. Del resto de los elementos
(L2 y D) será DA aquél cuya imagen subtienda menor ángulo desde el punto imagen O' (fig. 62). Teniendo en cuenta
que tanto L2 como D son imágenes de sí mismos por no tener lentes a su derecha, calculamos los ángulos que
subtienden desde O':
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fig. X. 63

y por ser  á < â , es:  D1 / PS / DA.

La LS es la imagen del DC, es decir, la imagen de L1 a través de L2:

y por estar L1 a doble distancia que F2, la imagen de L1 a través de L2 es equidistante y del mismo tamaño que L1 por
lo que la LS está situada a 5 cm a la derecha de L2:

Como no se conoce el diámetro de L1 no se puede calcular de momento el de su imagen, es decir, el de la LS.

a.3. Cálculo del diámetro de L1.

Por estar el plano imagen entre PS y LS, la línea que une el borde de la PS (punto S) con el borde del campo
límite (punto L), define el tamaño de la LS en su intersección con el plano en el que está situada la LS (punto P).

en la que:

y

quedando al sustituir:

y como, según se ha dicho, L1 y su imagen L1' tienen igual tamaño, el radio de la lente L1 es también 3,5 cm.

b. Cálculo del campo objeto.
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fig. X. 64

Cuando el objeto está en el infinito, el campo objeto de iluminación límite viene dado por el ángulo ù  (fig. 64)
que forma la línea que une bordes opuestos de PE y LE con el eje. En consecuencia, es preciso determinar la PE, que
es la anti-imagen del DA, es decir, la anti-imagen del diafragma D, a través de las dos lentes L2 y L1.

Anti-imagen de D a través de L2:

Posición:

en la que:

y

quedando al sustituir:  

Tamaño:

en la que:

quedando al sustituir y operar:

Anti-imagen de y2 a través de L1:

Posición:

en la que:

y

quedando al sustituir y operar:  
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fig. X. 65

Tamaño:

en la que:

quedando al sustituir y operar:

Calculada la PE y con ayuda de la fig. 64, calculamos el campo objeto límite que queda definido por el ángulo ù
que forma en su intersección con el eje la línea que une bordes opuestos de LE y PE:

y sustituyendo:

quedando el campo total: 2.ù = 29,86o

Los rayos que incidieran con un ángulo mayor que ù no alcanzarían el plano imagen. 

c. Trazado gráfico.

Como la imagen está en el punto focal F', el objeto ha de estar situado sobre el eje en el infinito, por lo que los
rayos llegan al sistema paralelos entre sí y al eje.  Los rayos que inciden sobre la lente L1 en dirección a los bordes
de la PE, han de emerger de L2 en dirección a F' y al borde del mismo lado de la PS (por ser positivo el aumento entre
PE y PS), lo que permite trazar la dirección del rayo entre los puntos P y Q de ambas lentes.
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10. En  un  banco  óptico  disponemos   del  siguiente  sistema  de lentes delgadas: una lente de focal
f1

'  = 3 cm y diámetro 5 cm, separada 10 cm de otra de focal f 2
'  = -4 cm y diámetro 4 cm y un

diafragma de diámetro 2 cm situado a 2 cm a la derecha de esta última.  Si el plano objeto se
encuentra a 7 cm a la izquierda de la primera lente, se pide:
a) Localizar DA, PE, PS, DC, LE y LS.
b) Calcular el campo objeto de iluminación plena, el de media y el límite.
c) Realizar el trazado gráfico a través de diafragmas y pupilas para localizar la imagen, a través

de todo el sistema, de un punto situado en el extremo del campo objeto de plena.

a.1. Determinación del DA, PE y PS.

Calculando la anti-imagen de cada elemento, la que menor ángulo subtienda desde el punto objeto O será  PE.
La lente L1 es anti-imagen de sí misma por no tener lentes a su izquierda (ver fig. 66 en la página siguiente).

Anti-imagen de L2 a través de L1:

Posición:     en la que:    

quedando al sustituir y operar:

Tamaño de esta anti-imag e  n  :            en la que:     

quedando al sustituir:

Anti-imagen del diafragma D: hay que calcular en primer lugar la anti-imagen de D a través de L2 (que llamaremos
D*) y luego la anti-imagen de esta anti-imagen a través de L1.

1º. Anti-imagen de D a través de L2:    

Posición:     en la que:    

quedando:

Tamaño:        en la que:     

quedando:

2º. Anti-imagen de D* a través de L1:

Posición:

en la que:    

quedando:
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fig. X. 66

Tamaño:             en la que:           

quedando:

Conocidas las posiciones y tamaños de todas las anti-imágenes y con ayuda de la fig. 66, calculamos los ángulos
que subtienden desde O:

resultados  de los que por ser  á < â < ã se deduce que la anti-imagen de D ( D
7
N ) es la PE, por lo que D es DA y

también PS por no tener lentes a su derecha:

²
D ' / PE       ;       D / DA / PS
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fig. X. 67

a.2. Determinación de DC, LE y LS.

Puesto que es PE, del resto de las anti-imágenes (  ), la que meno r campo de plena determine con

la PE será LE. Calculamos el campo de plena determinado por L1, que es OP1 , y por que es OP2 (fig. 67):

resultado del que se deduce que L1 es LE por determinar menor campo de plena (OP1) que (OP2). Por ser anti-

imagen de sí misma, L1 es también DC:

      L1 / DC / LE

mailto:(jsb@ua.es)


Manual de Óptica Geométrica.
 J.V. Santos (jsb267@gmail.com)

Tema X - 54

fig. X. 68

La LS es la imagen de L1 a través de L2 siendo su posición:

        en la que:           

quedando al sustituir:

y su tamaño:           en la que:         

quedando al sustituir: 

b. Cálculo de los campos objeto.

b.1. Campo de plena: uniendo bordes del mismo lado de PE y LE (fig. 68):

b.2. Campo de media: uniendo un borde de LE con el centro de PE :

b.3. Campo límite: uniendo un borde de LE con el opuesto de la PE:
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fig. X. 69

11. Un sistema está formado por dos lentes convergentes idénticas, de focal f1
'= f 2

'  = 5 cm y radio R y
un diafragma colocado entre las dos.  Para un objeto situado en el foco objeto del sistema, a 10
cm por delante de la primera lente, calcular:
a) La separación que debe existir entre las lentes y la ubicación del diafragma para que no exista

viñeteado.
b) El tamaño mínimo del diafragma y de las lentes para que se pueda observar la imagen de un

objeto de 1 cm de altura.
c) El capo imagen.

c. Construcción de la imagen del punto P, borde del campo de plena (fig. 69).

El aumento entre PE y PS es negativo mientras que entre LE y LS es positivo. En consecuencia, el rayo ì verde
que incide en el sistema por los bordes inferiores de PE y LE ha de abandonarlo por el borde superior de PS y el
inferior de LS lo que permite el trazado de este rayo entre las dos lentes.

Como segundo rayo se ha utilizado el rayo í azul que, si bien no alcanzará el plano imagen por no pasar por la
PE, nos permite localizar la imagen sin el empleo de rayos auxiliares. Este rayo incide sobre el sistema en dirección
al centro de la LE (punto A) por lo que ha de salir en dirección al centro de la LS (punto A').  Las prolongaciones de

los rayos ì y í emergentes convergen en el punto imagen PN, siendo ONPN= rNP  el radio  del campo imagen de
iluminación plena.

a. Cálculo de la separación entre lentes y posición del diafragma.

La imagen final, por estar O en el foco F del sistema, va a estar en el infinito, lo que requiere que la imagen

intermedia yN1, que forma la primera lente, esté situada en el foco objeto F2 de la segunda.

Posición y tamaño de  yN1:

Por estar el  objeto  y  situado a doble distancia de la focal  objeto de la lente L1, su imagen  yN1 a través de esta
lente está situada a doble distancia de la focal imagen, teniendo su mismo tamaño, por lo que:

y la separación entre lentes:  
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fig. X. 70

Para que no exista viñeteado, la LS ha de estar sobre la imagen final  y tener su mismo tamaño (ver pág. 25 de
este tema). Como en este sistema la imagen final está en el infinito, allí debe estar también la LS para lo cual es

necesario que el DC esté en F2 , sobre la imagen intermedia yN1 , teniendo su mismo tamaño. En consecuencia, el
diafragma  de campo D, está a 10 cm a la derecha de L1 y tiene un radio de 1 cm:

La LS, como queda dicho, está en el infinito. La LE, anti-imagen del DC a través de L1, está sobre el objeto  (y)
teniendo su mismo tamaño (fig. 71):

b. Cálculo del tamaño de las lentes.

Para calcular el radio R de las lentes es preciso conocer el DA, la PE y la PS . Puesto que D es DC, del resto de los
elementos del sistema (L1 y L2), la anti-imagen que menor ángulo subtienda desde O será PE (fig. 71). Como  la lente
L1 es anti-imagen de sí misma por no existir lentes a su derecha, únicamente se ha de calcular la anti-imagen de L2:

Posición:

en la que:

con lo que al sustituir queda:  

Tamaño:       siendo:     

quedando:

Calculamos a continuación el ángulo subtendido por  L1 y por (fig. 70):

por ser  á < â, la lente L1 es PE y también DA por ser anti-imagen de sí misma.
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fig. X. 71

La PS es la imagen del DA  (L1) a través de L2:

Posición:

siendo:     

con lo que al sustituir queda:  

Tamaño:        siendo:      

por lo que: rPS = R/2

En la fig. 71 se ha trazado el rayo principal --'–  y los marginales  --''– y --'''–. De ella se deduce que:

c. Cálculo del campo imagen.

Por estar la LS y la imagen en el infinito, el campo imagen viene dado por el ángulo ù' que forman los rayos
emergentes con el eje del sistema.  Su tangente se ha calculado en el apartado anterior:

siendo los tres campos iguales:

mailto:(jsb@ua.es)


Manual de Óptica Geométrica.
 J.V. Santos (jsb267@gmail.com)

Tema X - 58

12. Una cámara fotográfica tiene un objetivo compuesto por dos lentes de radio R separadas 5 cm.
En el punto medio entre las dos existe un diafragma iris cuyo radio puede variar entre  0 y R/2.
La película  (de 10 mm de radio) está situada a 1,5 cm de L2  y el sistema ha de trabajar con  AR: 
1:1,4 proporcionando una imagen con aumento -3/4. Sabiendo que el objeto que se quiere
fotografiar dista 18,5 cm de la película, calcular: a) las focales de las lentes y la posición del objeto
respecto de L1, b) el tamaño del diafragma, c) el tamaño máximo de objeto que se puede
fotografiar, d) el valor de  R  para que dicho objeto  se  pueda  fotografiar a plena iluminación, e)
trazar el haz de rayos que parte del borde del objeto.

fig. X. 72

En una cámara fotográfica el diafragma de apertura (DA) es un diafragma iris, cuyo diámetro se puede variar en
función de las condiciones ambientales. Por otra parte, los límites de la película fotográfica definen el diafragma de
campo (DC) por lo que éste y la lucarna de salida (LS) están sobre la imagen en posición y tamaño, y la lucarna de
entrada (LE) está sobre el objeto teniendo también su mismo tamaño, evitándose así el "viñeteado" O "campo de
contorno" (ver pág. 25 de este tema).

a. Cálculo de la focal de cada lente.

Sea O la posición del objeto, O1' la de la imagen que forma la primera lente y O2' la de la imagen final formada por
la segunda lente sobre la película fotográfica. Según los datos del enunciado es (ver fig. 72):

Para poder determinar las focales es preciso conocer la posición s1' de la imagen intermedia O1'. En la fig. 72: 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

Por otra parte, el aumento del sistema se obtiene como producto del aumento de cada lente:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)
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y resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2) se llega a:

Conocidos s1' y s2 se pueden calcular las focales:

resultado del que se deduce que la primera lente es convergente ( f N> 0 ) y la segunda divergente  ( f N< 0 ) .

b. Cálculo del tamaño del diafragma.

La apertura relativa es la relación entre el diámetro de la pupila de entrada ( öPE ) y la focal imagen del sistema
(f ').

  

por lo que, para determinar öPE, se hace preciso calcular previamente f ' (ver pág. 28 del tema 6):

con lo que, al sustituir queda:

y el radio de la P.E.: 

La PE es la anti-imagen del DA (D) a través de la lente L1 por lo que la posición y tamaño de ambos están
relacionados por las expresiones:

en las que: sN = L1D = posición del diafragma D (que es DA) = + 2,5 cm
            

s = L1(PE) = posición de la PE
            

fN = focal imagen de la lente L1 = + 4cm
            

yN= radio del diafragma D (que es DA) 
            

y = radio de la PE = rPE = 1,07 cm

valores que sustituidos en las expresiones anteriores ofrecen los resultados:

de los que se deduce que la PE está situada a 6,66 cm a la derecha de la lente L1 o, lo que es lo mismo, a 0,16 cm a
la derecha del plano imagen (ver figs. 73 y 74). 
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fig. X. 73

c. Cálculo del tamaño máximo de objeto que se puede fotografiar.

En cualquier sistema el tamaño del objeto y de la imagen están relacionados mediante el aumento:

y como el tamaño de la imagen  yN que se puede fotografiar viene condicionado por el tamaño de la película
fotográfica que, según el enunciado, es de 10 mm de radio, el tamaño del objeto es:

siendo el tamaño total de objeto que se puede fotografiar:  2y = 2,66 cm.

d. Cálculo del radio r de las lentes

El rayo de luz que incide sobre el sistema en dirección PE-LE (fig. 73) delimita, en su intersección con el plano
objeto (punto P), el campo objeto de iluminación plena. Al propio tiempo, este rayo está definiendo directamente
el tamaño mínimo (r1) que ha de tener la lente L1 e indirectamente el de la lente L2 ya que en su intersección con el

plano que contiene a su anti-imagen  L
7

2 (punto A) define el tamaño ( ) de ésta.

De la fig. 73 se deduce:

En el triángulo azul:

En el triángulo verde:

En el triángulo amarillo:
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Teniendo en cuenta que la posición de la anti-ímagen  (cuyo cálculo omitimos) es  el tamaño

(r2) de la lente L2 viene dado por la expresión del aumento:

y como, según el enunciado, los radios de ambas lentes han de ser iguales, el tamaño mínimo que pueden tener ha
de ser el de la mayor, es decir, el de la lente L1, por lo que:

R = 1,16 cm

e. Trazado gráfico.

Para poder realizar el trazado gráfico es preciso conocer la posición y tamaño de la pupila de salida (PS).
Teniendo en cuenta que el DA es el objeto y PS su imagen a través de la lente L2:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

siendo:          

y sustituyendo en (1) y operando:

resultado del que se deduce que la PS está situada a 1,36 cm a la izquierda de la lente L2.

El tamaño de la PS se calcula a partir del aumento entre DA y PS: 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

siendo:

quedando al sustituir en (2):    

El aumento del sistema, según el enunciado, es negativo. Como la LE está situada sobre el objeto y la LS sobre
la imagen, los rayos que incidan en el sistema por un borde de la LE lo abandonan por el borde opuesto de la LS.

El aumento entre PE y DA es positivo, por lo que los rayos que incidan  en el sistema en dirección a un borde de
la PE van a pasar por el borde del mismo lado del DA.

El aumento entre DA y PS es positivo, por lo que los rayos que pasen por un borde del DA van a abandonar el 
sistema en dirección al borde del mismo lado de la PS.
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fig. X. 74

Comentario al trazado de rayos realizado.

El rayo --'– que define el campo de plena, incide en el sistema en dirección a los bordes superiores de LE y PE

y va a pasar por el borde superior del DA abandonándolo en dirección al borde superior de la PS (y también en
dirección al borde inferior de la LS).

El rayo --''–  que define el campo de media, incide en el sistema en dirección al borde superior de LE y al centro

de la PE y va a pasar por el centro del DA abandonándolo en dirección al centro de la PS (y también al borde inferior
de la LS).

El rayo --'''–  que define el campo límite, incide en el sistema en dirección al borde superior de la LE y al borde

inferior de la PE y va a pasar por el borde inferior del DA abandonando el sistema en dirección al borde inferior de
la PS (y también al borde inferior de la LS).

Los tres campos objeto son iguales y también lo son los tres campos imagen entre sí, no existiendo por tanto
viñeteado en la imagen.
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13. Dado un sistema óptico formado por una lente convergente de radio R y focal f' y un diafragma de
radio R/2 situado en el plano focal imagen de la lente, razonar para qué posiciones del objeto, la
lente L es el DA y para qué posiciones el diafragma D es el DA.

fig. X. 75

Cuando un objeto P está situado a doble distancia de la focal objeto de una lente, su imagen P' está situada a
doble distancia de la focal imagen. Consideremos un punto objeto O en distintas posiciones cada vez más alejadas
de una lente convergente.

a. Si el objeto O está entre el foco F y la lente L (fig. a), los rayos que
incidan por el borde de la lente emergen divergentes dando lugar
a una imagen virtual O', no pudiendo salvar el obstáculo que
representa el diafragma D, por lo que éste es DA.

b. Si el objeto está situado en F (fig. b), los rayos emergen paralelos
al eje y tampoco pueden pasar por el diafragma D por lo que
también D es DA.

c. Si el objeto está entre F y P (fig. c), la imagen, como puede
demostrarse fácilmente, está a mayor distancia que P' y los rayos
que inciden por el borde de la lente no pueden pasar por D, por
lo que éste sigue siendo DA.

d. Si el objeto está a la distancia  s = 2f (figura d), la imagen está a
una distancia  s' =  2f', siendo en valor absoluto  2f = 2f'. Por ser el
radio de la lente doble del radio del diafragma, los rayos que
incidan por el borde de L van a pasar también por el borde de D
y puesto que ambos producen la misma limitación de rayos, la
función de DA la cumplen ambos: se dice entonces que hay pupila
espacial.

e. Por último, si el objeto está situado entre  el punto P y el infinito
(fig. e), la imagen está situada entre  F'  y  P'  y, en este caso,
habría  rayos (como los rayos - <<-) que podrían pasar por  D pero 
no pueden pasar por la lente, por lo que ésta es el elemento del
sistema que está limitando los rayos y, en consecuencia, la lente
es DA.

Conclusión: 

si  s > 2f  la lente es DA.
si  s < 2f  el diafragma es DA.
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14. Un sistema óptico está formado por dos lentes de igual focal, 10 cm, y diámetros 5 cm y 2,5 cm
respectivamente. La separación entre ambas es igual a su distancia focal y el objeto está colocado
en el foco objeto de la primera lente. Calcular las posiciones y tamaños de las pupilas y lucarnas
y los campos objeto e imagen. Trazar gráficamente el haz que sale del punto objeto situado en
el borde del campo de iluminación plena, media y límite.

fig. X. 76

a. PUPILAS Y LUCARNAS.

En la fig. 76 se observa que, por
estar el plano objeto en F1 , todos los
rayos que parten del punto objeto O
emergen de la lente L1 paralelos al eje

de forma que únicamente los rayos --'–

pasan a través de la lente L2. Los rayos

– '' –, que pueden pasar por L1, no lo

pueden hacer por L2. Por lo tanto, es la
lente L2 la que limita los rayos que
proceden de O  por lo que esta lente es
diafragma de apertura (DA) y también
pupila de salida (PS) al no existir lentes
a su derecha. Por estar L2 en F1' su anti-
imagen, que es la pupila de entrada
(PE), va a estar en el infinito.

La lente L1 es diafragma de campo (DC) y también lucarna de entrada (LE). Su imagen a través de L2 es la lucarna
de salida (LS) que está en el infinito por estar L1 en F2.

b. CAMPOS OBJETO E IMAGEN.

Dado que la LS y la PE están en el infinito, para el cálculo de los campos haremos las siguientes consideraciones
(fig. 77):
a) Puesto que L2 es DA, su anti-imagen a través de L1, que está en el infinito, es PE.  La dirección en la que se

encuentra el borde inferior de la PE viene definida por el rayo auxiliar RA1 (fig. 77) mientas que, por la misma
razón, la dirección en la que se encuentra el borde superior de la PE viene definida por el rayo auxiliar RA3 .

b) Como L1 es DC, su imagen a través de L2, que está en el infinito, es LS. La dirección en la que se encuentra el borde
inferior de la LS viene definida por el rayo auxiliar RA2 .

c) Por tratarse de dos lentes convergentes de igual focal, separadas por su distancia focal, el aumento es â' = -1 (ver
problema nº 7 de la pág. 2. 43 del tema-2). En consecuencia, los campos objeto e imagen son iguales.

1º. Cálculo de los campos de iluminación media.

El rayo  --''– , paralelo al eje, procede del centro de la PE (ya que lo corta en el punto del eje situado en el

infinito) pasando por el borde superior de LE y emergiendo del sistema por F1' que es también centro de la PS. En
consecuencia, este rayo abandona el sistema en dirección al borde inferior de la LS y en su intersección con los planos
objeto e imagen (puntos M y M') define, respectivamente, el campo objeto OM y el campo imagen O'M' de
iluminación media. De lo dicho se deduce (fig. 77) que el radio del campo objeto de media OM es igual al radio de
la lente L1:

 

En cuanto al campo imagen recordemos que, en este sistema, es igual al campo objeto por ser el valor absoluto
del aumento la unidad:
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2º. Cálculo de los campos de iluminación plena. 

El rayo --'– , por ser paralelo al auxiliar RA1, está uniendo bordes opuestos de PE y LE por lo que  define, en su

intersección con el plano objeto (punto P, fig. 77) el campo objeto de plena por estar el plano objeto situado entre
PE y LE (ver caso particular en el punto 6.1 de la pág. 5-16 de este tema). Por ser la PE anti-imagen real del DA, este

rayo   --'– ha de pasar por el borde superior del DA. En cuanto a la dirección con la que emerge del sistema este rayo 

--'–, por haber incidido por el borde superior del DC ha de emerger hacia el borde inferior de LS (por ser LS imagen

real de DC), es decir, paralelo al auxiliar RA2.  La intersección de este rayo con el plano imagen (punto P'), define el
campo imagen de plena, que pasamos a calcular.

 

3º. Cálculo de los campos de iluminación límite.

Por las razones expuestas anteriormente, el rayo  --'''–  incidente, paralelo al auxiliar RA3 , procede del borde

superior de la PE, razón por la que ha de pasar por el inferior de la PS, emergiendo  en dirección al borde inferior de

la LS por incidir sobre el superior de LE, paralelo por tanto al --'– y al --''– emergentes.

Los puntos L y L' en los que el rayo --'''– corta a los planos objeto e imagen definen, respectivamente, los radios

de los campos objeto e imagen.

fig. X. 77

 Calculamos el campo imagen O' L' :
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15. Un sistema afocal compuesto por dos lentes del mismo tamaño (radio R) y potencias +5 dt y
-10 dt, tiene un diafragma de radio R/4 situado a 5 cm detrás de L2. Para un objeto en el
infinito, calcular los campos objeto e imagen en función de R, y el aumento del sistema. Al
colocar una pantalla en el foco objeto de L2, se observa una zona de iluminación máxima de
1 cm de radio, ¿cuál es el valor de R? Trazar el haz de rayos que determina el campo medio.

fig. X. 78

PLANTEAMIENTO.

Para que un sistema formado por dos lentes sea
afocal el foco imagen F1' de la primera ha de coincidir
con el foco objeto F2 de la segunda (fig. 78). En un
sistema afocal los focos F y F' están en el infinito y por
ello la imagen de un objeto situado en el infinito va a
estar también en el infinito. En consecuencia los
campos objeto e imagen a determinar son angulares.
Para su cálculo es preciso determinar los diafragmas,
pupilas y lucarnas del sistema.

Las focales de las lentes son:

         

a. DIAFRAGMA DE APERTURA Y PUPILAS.

Por estar la imagen en el infinito, la PS es la imagen del elemento del sistema (montura de lente O diafragma)
más pequeña. Tanto D como L2 son imágenes de sí mismas al no existir lentes a su derecha por lo que únicamente
es preciso el cálculo de la imagen de L1 a través de L2:

Posición:  

Tamaño:     

Puesto que el tamaño de L1 es R, el de D es R/4 y el de L1' es R/2, el diafragma D va a ser pupila de salida (PS) por
ser el menor y también diafragma de apertura (DA) por ser imagen de sí mismo al no existir lentes a su derecha. 

La pupila de entrada (PE) es la anti-imagen de D a través de las dos lentes:

1º: anti-imagen de D a través de L2:

Posición:

Tamaño:
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fig. X. 79

2º: anti-imagen de a través de L1:

Posición:   

Tamaño:

b. DIAFRAGMA DE CAMPO Y LUCARNAS.

Puesto que D es DA, una de las dos lentes ha de ser DC y lo será aquella cuya imagen determine, junto con la PS,
menor campo angular de iluminación plena. La lente L2 es "imagen de sí misma", mientras que L1' ,ya calculada, es
la imagen de L1 a través de L2. Al ser el radio de L1' menor (R/2) que el de L2 (R) y teniendo en cuenta su posición, no
es preciso realizar ningún cálculo para concluir que L1' va a subtender menor ángulo que L2 desde un borde del mismo
lado de la PS (fig. 79) determinando un campo angular de plena menor que el determinado por L2 por lo que L1' es
lucarna de salida (LS) y L1 es diafragma de campo (DC).   

c. CÁLCULO DE LOS CAMPOS.

c.1. Campos imagen.

Campo angular imagen de iluminación plena.  Es el ángulo  ùp'  que forma con el eje la línea que une bordes del
mismo lado de la  PS y LS (fig.79):

         
Campo angular imagen de iluminación media.  Es el ángulo ùm'   que forma con el eje la línea que une un borde de
la LS con el centro de la PS (fig. 79):

 

Campo angular imagen de iluminación límite.  Es el ángulo ù'L que forma con el eje la linea que une bordes opuestos
de LS y PS:
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fig. X. 80

c.2. Campos objeto. 

Los campos angulares objeto e imagen están relacionados con el aumento angular mediante la expresión:

por lo que, conocidos los campos imagen, se pueden calcular los campos objeto si se conoce el aumento angular. Para
ello tomaremos, de la expresión anterior, la igualdad:

y calcularemos el campo angular objeto de media ùm para, una vez conocido, calcular el aumento angular ã'.

De la fig. 80 se deduce que:

con lo que el aumento queda:

y los campos de plena y límite:

d. CÁLCULO DEL RADIO DE LA ZONA DE ILUMINACIÓN MÁXIMA.

La zona de máxima iluminación que se observa al colocar una pantalla en F2 es debida a los rayos que proceden

de los puntos del objeto situados en el campo de iluminación plena, zona que queda delimitada por la intersección

del rayo --'– , procedente del borde del campo objeto de plena, con la pantalla P (punto A, fig. 80). El punto B define

el tamaño total de la zona iluminada de forma que desde A a B la iluminación va disminuyendo haciéndose nula para

puntos de la pantalla más elevados que B. Llamando r al radio AF2 de la zona de máxima iluminación y teniendo en

cuenta que el ángulo que forma el rayo --'– con el eje es el campo imagen de plena queda:

y como  r = 1 cm, queda: R = 8 cm
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16. A 5 cm de una lente de -10 dt y 5 cm de radio, existe un diafragma de 5 cm de diámetro. Para un
objeto virtual situado a 2f, calcular:
a) Posición y tamaño de pupilas y lucarnas.
b) Tamaño de los campos de iluminación objeto e imagen.
c) Trazar el haz de rayos que parte del borde del campo de iluminación media. Explicar el trazado.

fig. X. 81

a. Cálculo de la posición de la imagen.

Por ser la distancia objeto doble de la focal objeto ( s = 2f ), la distancia imagen va a ser también doble de la focal

imagen f ':

b. Cálculo del aumento.

y, como consecuencia, los campos imagen van a ser iguales a los campos objeto.

c. Determinación de la P.E., del D.A. y de la P.S.

Desde el punto imagen O' (fig. 81) la imagen de

los elementos del sistema (lente L o diafragma D) que

menor ángulo subtiende es la PS. En este sistema,

tanto L como D son "imágenes de sí mismas" por no

existir más que una lente. Al ser D menor que L , y por

estar D situado a mayor distancia de O', no es preciso

realizar ningún cálculo para concluir que el diafragma

D subtiende menor ángulo que la lente L desde O' por

lo que D es PS y también DA. Su anti-imagen es la

PE cuya posición y tamaño calculamos: 

Posición:

en la que:

y al sustituir y operar queda:

por lo que la PE está situada a 3,33 cm a la derecha de la lente.

Tamaño:      en la que:  diámetro del diafragma D = 5 cm

y:

quedando al sustituir y operar:
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fig. X. 82

d. Determinación del D.C., la L.E. y la L.S.

Por ser D diafragma de apertura, la lente L ha de ser diafragma de campo DC y también LE y LS  al no existir otras

lentes en el sistema.

e. Cálculo de los campos objeto.

e.1. Campo objeto de iluminación plena.

El radio del campo de plena (rP) queda definido por el punto P en el que se produce la intersección con el plano

objeto de la línea que une bordes del mismo lado de LE y PE (fig. 82).

En el triángulo AGP:

. . . . . . . . . (1)

En el triángulo AEB:

. . . . . . . . (2)

e igualando los valores de tg á en (1) y (2):

e.2. Campo objeto de iluminación media.

El radio de este campo (rm) queda definido por la intersección con el plano objeto de la línea que une un borde

de LE con el centro de PE.

En el triángulo AMG: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)

En el triángulo CMO: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4)

y al igualar las expresiones (3) y (4) de tg â queda:    OM = 25 cm = rm

e.3. Campo objeto de iluminación límite.

Su radio (rL) queda definido por el punto L en el que se produce la intersección con el plano objeto de la línea

que une bordes opuestos de LE y PE.

En el triángulo ALG: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5)
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fig. X. 83

En el triángulo AHB: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6)

y al igualar las expresiones (5) y (6) de tg ã queda:   OL = 35 cm = rL

f. Campos imagen.

Según se ha dicho en el punto b), los campos imagen son iguales a los campos objeto por ser el valor absoluto

del aumento la unidad, por lo que:

g. Trazado para un punto situado en el borde del campo de media.

Por tratarse de un objeto virtual los rayos no parten de él sino que inciden sobre el sistema en dirección hacia

él. En la fig. 83 el punto O1 es el borde del campo objeto de iluminación media por ser la intersección con el plano

objeto de la línea que une un borde de LE con el centro C de la PE . El rayo --'– incide sobre la lente según esta

dirección hacia el punto objeto O1 y emerge de ella en dirección al centro CN de la PS. La prolongación del rayo

emergente corta al plano imagen en el punto O1' que define el borde del campo imagen de iluminación media.
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17. Detrás de una lente de focal 20 cm y diámetro 10 cm, están situados dos diafragmas, el primero de
2 cm de diámetro a 30 cm y el segundo de 3 cm de diámetro a 60 cm. Para un objeto situado a 40
cm delante de la lente, calcular:
a) las posiciones y tamaños de D.A., P.E. y P.S.
b) las posiciones y tamaños de D.C., L.E. y L.S.
c) los campos de iluminación plena, media y límite objeto e imagen.

fig. X. 84

Por estar el objeto O a una distancia  s = 2. f  de la lente, la imagen O' es equidistante (sN = 2. f N) y tiene su mismo

tamaño (â'= -1). En consecuencia el diafragma D2 no limita los rayos que proceden de O, no interviniendo para nada

en este sistema.

a) P.S., D.A. y P.E: calculando los ángulos g y ä subtendidos por D1 y por la lente:

y por ser g < ä, D1 es PS y DA. La PE es la anti-imagen de D1 que pasamos a calcular.

Posición de la PE:

Radio de la PE:

en la que:

quedando al sustituir:

mailto:(jsb@ua.es)
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b) D.C., L.E. y L.S.: por ser D1 el DA del sistema, la lente ha de ser DC y también LE y LS por no existir más lentes.

c) Cálculo de los campos objeto: por estar el plano objeto situado entre PE y LE, la línea que une bordes opuestos

de LE y PE define, en su intersección con el plano objeto, el radio del campo de plena (rP), mientras que la que une

bordes del mismo lado define el campo límite (rL). Llamando R al radio de la lente:

c.1) Campo objeto de iluminación plena.

c.2) Campo objeto de iluminación media:

c.3) Campo objeto de iluminación límite.

d) Cálculo de los campos imagen: por tener el aumento valor unidad, los campos objeto e imagen son iguales: 

    

mailto:(jsb@ua.es)
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9. LISTADO DE PROBLEMAS.

1. Dos lentes delgadas de focales + 8 cm y + 6 cm respectivamente y diámetros de 5 cm, están separadas una
distancia de 4 cm. Equidistante entre ambas lentes hay un diafragma de 2,5 cm de diámetro y delante de la
primera lente y con su centro a 10 cm de ella se ha colocado un objeto de 4 cm de altura sobre el eje óptico.
Hallar: a) la posición y tamaño de la PE, b) de la PS, c) posición y tamaño de la imagen dada por el sistema.

SOLUCIÓN DA PE PS Imagen

Elemento D D
7

' D'

Posición L1D = + 2 cm L1D
7

'= +2,66 cm L2D'= - 3 cm L2O'= + 5,14 cm

Tamaño (i) 2,5 cm 3,33 cm 3,75 cm y'= - 2,28 cm

2. Un sistema está formado por dos lentes delgadas convergentes L1 y L2  separadas 5 cm. Sus diámetros son
6 cm y 4 cm respectivamente y sus distancias focales f1́ = 9 cm y f2́ = 3 cm. Si se coloca un diafragma de 1 cm
de diámetro entre ellas a 2 cm de L2, hallar: a) DA, b) las ubicaciones y tamaños de PE y PS, c) DC, LE y LS.
Todo ello para un punto objeto situado en el eje, a 12 cm a la izquierda de L1.

SOLUCIÓN DA PE PS DC LE LS

Elemento D D
7

´ D´ L2

7
L2́ L2

Posición L1D =
+3 cm

L1D
7

´ =
+4,5 cm

L2D´=
- 6 cm

L1L2 =
+ 5 cm

L1

7
L2́ =

+11,25 cm
L1L2 =

+ 5 cm

Tamaño (i) 1 cm 1,5 cm 3 cm 4 cm 9 cm 4 cm

3. Un sistema está formado por una lente delgada divergente de focal f´= - 10 cm y diámetro útil 10 cm. Detrás
de la lente en el sentido de la luz incidente hay un diafragma a 5 cm y de 5 cm de diámetro. Si el sistema
opera con objeto virtual situado a 10 cm de la lente, hallar la PE, la LE y el campo objeto límite.

SOLUCIÓN DA PE PS DC LE LS CAMPO LÍMITE

Elemento D D
7

´ D L L L

Posición LD
7

´= + 3,33 cm

Tamaño (i) 3,33 cm 29,90 cm
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4. Una lente delgada, de diámetro útil 10 cm y de focal f´= - 10 cm, tiene a 10 cm delante de ella un diafragma
de 10 cm de diámetro. Si el sistema así formado opera con objeto virtual situado a 10 cm por detrás de la
lente, calcular: diafragma de apertura, pupila de entrada, pupila de salida, diafragma de campo, lucarna de
entrada y lucarna de salida, así como los campos objeto de iluminación media y límite. Localizar la imagen
realizando una marcha de rayos.

SOLUCIÓN DA PE PS DC LE LS rM rL

Elemento D D D´ L L L

Posición LD´= - 5 cm

Tamaño (i) 5 cm 10 cm 15 cm

5. Sea un sistema constituído por dos lentes de igual tamaño (i = 10 cm) y focal f´= -10 cm, separadas entre sí
20 cm. A 5 cm a la derecha de la primera lente (L1) hay un diafragma (D1) de 3 cm de diámetro y a 4 cm a la
izquierda de la segunda lente hay otro diafragma (D2) de 5 cm de diámetro. En el punto medio entre las dos
lentes se encuentra un objeto virtual. Hallar para iluminación media DC, DA, PE, PS, LE, LS, así como el campo
objeto de iluminación media.

SOLUCIÓN DA PE PS DC LE LS rM

Elemento D1 D
7

1́ D1́ D2 D
7

2́ D2́

Posición
  (cm)

L1D1 =
+ 5

L1D
7

1́ =
+3,33 

L2D1́ =
- 6

L2D2 =
- 4

L1D
7

2́ =
+ 6,15

L2D2́ =
-2,86

Tamaño
 (i cm)

3 2 1,2 5 1,92 3,57 2,74

6. Un ojo emétrope en reposo (desacomodado) de 4 mm de pupila está colocado a 20 mm de una lente de
diámetro 15 mm y f ´= 30 mm. Un objeto anterior a la lente se va acercando hasta que se ve claramente.
¿Cuál será el tamaño total del objeto que puede verse y cuál el tamaño que se verá sin disminución de
iluminación?.

SOLUCIÓN: a) 14,25 mm = radio del campo objeto límite.
b)  8,25 mm = radio del campo objeto de iluminación plena.
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1. INTRODUCCIÓN.

En las condiciones de aproximación de Gauss, es decir, para ángulos de incidencia pequeños, los sistemas
ópticos centrados tienen un comportamiento prácticamente estigmático y la teoría paraxial o de primer orden
obtenida mediante esta aproximación predice o explica satisfactoriamente el comportamiento de estos sistemas
en cuanto a las características de las imágenes que forman.

                     

fig. 1 fig. 2

Sin embargo, con cierta frecuencia los rayos forman ángulos de incidencia grandes, ya sea por pertenecer
a un haz muy abierto procedente de puntos del eje (fig. 1) o por pertenecer a un haz estrecho procedente de
puntos alejados del eje (fig. 2) en cuyo caso las características de las imágenes presentan desviaciones en cuanto
a posición, forma y tamaño respecto de las previstas por la teoría paraxial, determinando que las imágenes sean
más o menos nítidas y más o menos semejantes al objeto. Estos defectos, que aparecen ya cuando se utiliza luz
monocromática, unidos a los debidos al fenómeno de dispersión cuando se utiliza luz blanca, reciben el nombre
de aberraciones monocromáticas y cromáticas respectivamente.

2. TEORÍA DE TERCER ORDEN.

El desarrollo en serie del seno de un ángulo es:

Al deducir las fórmulas de la teoría paraxial (tema-III) se hizo uso de la aproximación de Gauss o de primer
orden:

válida únicamente en el ámbito de los ángulos pequeños ya que para ellos los términos siguientes a  á  en el

desarrollo en serie tienen un valor despreciable. Para ángulos grandes estos términos adquieren un valor
apreciable y los resultados que ofrece esta teoría en cuanto a la posición y tamaño de las imágenes difieren
mucho de la realidad. Sin embargo, si al deducir las fórmulas que permiten calcular las características de la
imagen (posición y tamaño) se toma como valor aproximado del seno de un ángulo los dos primeros términos
del desarrollo en serie, es decir, si se hace:

se comete menos error cuando se trabaja con ángulos grandes y las ecuaciones resultantes, que constituyen la
teoría de tercer orden, ofrecen unos resultados más próximos a los reales que los obtenidos por la teoría
paraxial. 
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fig. 3

3. ABERRACIONES RELATIVAS AL CASO DE UN HAZ DE RAYOS MUY ABIERTO PROCEDENTE DE UN PUNTO
OBJETO.

3.1. PUNTO LUMINOSO SITUADO EN EL EJE: ABERRACIÓN ESFÉRICA. 

3.1.1. Aberración esférica en una superficie esférica.

Sea O un punto objeto (fig. 3). Los rayos paraxiales convergen en O´ dando lugar a la imagen paraxial. Los
rayos no paraxiales, que inciden a una altura h, convergen en otros puntos Oh' cuya posición sh' se trata de
calcular. La distancia entre la posición de la imagen paraxial O´ y la imagen no paraxial Oh' es la aberración
esférica longitudinal que designaremos abreviadamente por AEL:

Para conocer el valor de la AEL es
preciso calcular sh́. Aplicando el
teorema de los senos en el triángulo
OPC (fig. 3):

y como:

y:

al sustituir queda: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

Por otra parte, aplicando el teorema de los senos en el triángulo PCOh':

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

y aplicando la ley de Snell en el punto P y sustituyendo en ella el valor de  sen g  obtenido en (1): 

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)

y al sustituir este valor en (2) y operar queda:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4)
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Esta expresión permite calcular la posición de la imagen no paraxial formada por los rayos que inciden a una
altura h sobre una superficie esférica de radio r que separa dos medios de índices n y n', siendo ó y ó' los ángulos
que forman con el eje los rayos incidente y refractado respectivamente y s la distancia desde el vértice V al
objeto O.

Obsérvese que para obtener esta expresión no se ha realizado aproximación alguna y en consecuencia los
valores de la posición sh' de la imagen obtenidos a partir de ella son verdaderos.

En el caso de que los rayos sean paraxiales, teniendo en cuenta que para estos rayos el segmento VA es
despreciable, al hacer la aproximación Gaussiana:

y sustituyendo estos valores de ó y ó' en la expresión (4) y operando queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5)

que es la conocida fórmula de Gauss del dioptrio esférico dada por la Óptica paraxial y en la que se ha sustituido 
sh'  por  s'  ya que a nivel paraxial ambas distancias tienen el mismo significado.

Si en la expresión (4) se hace la aproximación de tercer orden:

queda la expresión, cuya deducción omitimos:

.. . . . . . . . . . . . . . . (6)

expresión en la que  f´ es la focal imagen paraxial de la superficie: 

Esta expresión (6) permite calcular la posición sh' de la imagen dada por la teoría de tercer orden.  Si para
facilitar el estudio llamamos  A  al coeficiente de h2 queda:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7)

En la tabla siguiente se recoge la posición de la imagen calculada: 1º) mediante la expresión (4) que da su
posición real, 2º) mediante la expresión (6) que da la posición según la aproximación de tercer orden y 3º)
mediante la fórmula de Gauss (5) que da la posición según la aproximación paraxial o de primer orden así como
la AEL, todo ello para un objeto situado a 50 cm de una superficie esférica convexa de 20 cm de radio que separa
al aire de otro medio de índice de refracción 1,5 , para rayos que inciden a diferentes alturas h.

h (cm)
sh'

verdadera
exp. (4)

sh'
tercer orden

exp. (6)

s'
paraxial
exp. (5)

AEL (*)

sh' - s´

0
2
4
6
8

10
12
14
16

300,000
287,448
255,105
214,121
173,788
138,705
109,968
86,997
68,654

300,000
287,479
255,488
215,517
176,794
143,617
116,822
95,718
79,207

300
300
300
300
300
300
300
300
300

0,000
- 12,521
- 44,512
- 84,483

- 123,206
- 156,383
- 183,178
- 204,282
- 220,793

(*) Al calcular la AEL, la distancia sh' es la que da la teoría de tercer orden (expresión 6).
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fig. 4

fig. 5

De la gráfica en la que se representan estos valores
(fig. 4) se deduce que los resultados de la teoría de tercer
orden se aproximan bastante a los valores reales, mientras
que se pone en evidencia la poca validez de la teoría de
primer orden fuera del dominio paraxial. 

Comparando las expresiones (5) y (7) se deduce que
difieren en el término A.h2 y por tanto este término
representa la aportación de la teoría de tercer orden a la
posición de la imagen. 

Si los rayos que inciden a alturas  h  convergen en el
mismo punto O´ que los paraxiales, es decir, si  Oh' / O´,
entonces es  sh' = s´  y la AEL  es nula. Para que esto suceda
es preciso que el termino diferenciador A.h2 de las
expresiones (5) y (7) sea nulo, lo que requiere que  h = 0
(rayos paraxiales) o que  A = 0. En este caso:

y sustituyendo la focal fN  por su valor :

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8)

ecuación que ofrece dos soluciones:

1ª) Que el segundo factor sea nulo:              . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9)

resultado del que se deduce que la AEL en una superficie esférica es nula cuando el objeto está en su centro de
curvatura C con lo que la imagen también está en C independientemente de la altura de incidencia de los rayos,
según se deduce al hacer  s = r  en la expresión (6) o preferiblemente en la (7) ya que en este caso es A = 0,
quedando  sh' = r. Así, en la fig. 5.a, los rayos que proceden del objeto real O situado en C no se desvían al
refractarse dando lugar a una imagen virtual Oh' situada también en C. En la fig. 5.b. los rayos que inciden en
dirección al objeto virtual O no se desvían por llevar dirección de la normal, dando lugar a la imagen real Oh'. En
consecuencia, para esta posición del objeto la superficie tiene un comportamiento perfectamente estigmático. 
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fig. 6

fig. 7

2ª) Que el tercer factor sea nulo:

de donde se deduce que la posición del objeto para que la AEL sea nula es:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10)

Llevando  este  valor de  s  a la expresión  (7), teniendo  en  cuenta que en este caso es A = 0, se obtiene la
correspondiente posición de la imagen:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (11)

Las posiciones del objeto  O  y de la imagen  Oh' (fig. 6) dadas por las expresiones (10) y (11), referidas al
centro de curvatura son: 

a. Posición del objeto:

y como:          queda:         . . . . . . . (12)

b. Posición de la imagen:

y como:            queda:              . . . . . . . . . . (13)

En consecuencia, cuando un objeto está situado a una distancia  r.nN / n  del centro de curvatura de una
superficie esférica, su imagen está a una distancia  r.n / nN  del referido centro, para cualquier altura de incidencia
de los rayos. Los puntos O y Oh', para los cuales la AEL es nula, reciben el nombre de puntos de Weierstrass y para
este par de puntos conjugados la AEL es nula y la superficie esférica tiene un comportamiento perfectamente
estigmático.

De las expresiones (10) y (11) se deduce que tanto el objeto como la imagen van a estar al mismo lado de la
superficie de manera que si el radio  r  es negativo (fig. 7.a) el objeto es real y la imagen virtual, mientras que si
el radio es positivo (fig. 7.b) el objeto es virtual y la imagen real.
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fig. 8

La aberración esférica transversal (AET) viene dada por la distancia O´P (fig. 8) siendo P el punto de
intersección de los rayos procedentes de O con el plano imagen paraxial.

De la fig. 8 se deduce la relación entre la aberración esférica longitudinal y la transversal:

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14) 

3.1.2. Aberración esférica en una superficie plana.

Considerando a una superficie plana como una superficie esférica de radio infinito, haciendo  r = 4  en la

expresión (6) y teniendo en cuenta que , el coeficiente A de h2 queda:

.. . . . . . . . (15)

expresión de la que se deduce que el coeficiente A únicamente se anula para  s = 4 , por lo que una superficie

plana, excepto para objetos en el infinito, presenta aberración esférica y en consecuencia no es un sistema
estigmático.

3.1.3. Aberración esférica en un espejo.

Una reflexión se puede estudiar como una refracción en la que el segundo medio tuviera el mismo índice de
refracción que el primero cambiado de signo (ver tema IV, pág.1). Según esto, al hacer  n´= - n  en la expresión
(6) queda:

. . . . . . . . . . . . . . (16)

y operando, teniendo en cuenta que en un espejo la focal es  f  = fN  =  r/2  queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (17)

por último, llamando B al coeficiente de h2 queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (18)

Comparando esta expresión con la que ofrece la teoría paraxial  se deduce que el término B.h2

representa la aportación de la teoría de tercer orden a la posición de la imagen. La aberración esférica será nula
cuando los rayos no paraxiales converjan en el mismo punto imagen que los paraxiales, es decir, cuando Oh' / O´
y  sh' = s´ lo que sucederá, por comparación de ambas expresiones, cuando el coeficiente B sea nulo:

ecuación que tiene dos soluciones:
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fig. 9

fig. 10

1ª) que  s = r,  lo que requiere que el objeto esté en el centro de curvatura C del espejo. La imagen también está
en C para cualquier altura de incidencia de los rayos, según se deduce de la expresión (17) haciendo  s = r 
(fig. 9).

2ª) que r = 4 , en cuyo caso se trata de un espejo plano.

Como conclusión digamos que un espejo está exento de AEL únicamente cuando el objeto está en su centro
de curvatura o cuando se trata de un espejo plano teniendo por tanto, en ambos casos, un comportamiento
perfectamente estigmático.

3.1.4. Aberración esférica en una lente delgada.

Los rayos paraxiales (--'–) procedentes de un punto objeto O situado a una distancia s = LO de la lente

convergen en un punto dando lugar a la imagen paraxial O´ situada a una distancia  s´ = LO´. Los rayos ---''-- que

inciden sobre la lente a una altura h convergen en otros puntos imagen Oh' situados a una distancia sh' = LOh' . La
distancia entre ambas imágenes, la paraxial y la no paraxial mide la aberración esférica longitudinal (AEL) para
la altura h:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . (19)

El rayo ---''-- corta al plano imagen paraxial en el punto P. La distancia O´P es la aberración esférica

transversal (AET), siendo:
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fig. 12

3.1.4.1. Relación entre la aberración esférica y la forma de la lente.

Recordando que la focal de una lente delgada viene dada por la teoría paraxial mediante la expresión:

se comprende que es posible construir infinitas lentes de igual focal pero de distinta forma. Así por ejemplo, si
el vidrio es de n = 1,5 y la focal de la lente ha de ser  f ´= + 10 cm, al hacer  r1 = + 30 cm, mediante la expresión
anterior se obtiene que  r2  ha de valer  - 6 cm, es decir, para cada valor que demos a r1 se obtiene el valor de r2

que hace a  f ´= 10 cm.
Pues bien, se observa que lentes de igual focal pero de distinta forma presentan distinta AEL para una misma

posición del objeto e igual altura de incidencia de los rayos. Esta idea se esquematiza en la fig. 11. La dependencia
de la AEL respecto de la forma de la lente se concreta a través de un parámetro llamado factor de forma (q):

fig. 11

.. . . . . . . . . . . . . . . . . (20)

siendo r1 y r2 los radios de las superficies que limitan la lente y ó la relación entre estos radios:      
De la expresión (20) se deduce que una misma lente va a tener distinto factor de forma q y por tanto distinta

AEL  según esté orientada frente a la luz.
Así por ejemplo, para una lente biconvexa de radios 5 y 10 cm (fig. 12), si la luz incide por la cara de 10 cm

de radio (fig. 12.a) el factor de forma es:

y si incide por la cara de 5 cm de radio (fig. 12.b):
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fig. 13

fig. 14

En el caso de las lentes con una cara plana, al calcular el factor de forma q aparece una indeterminación  4/4 

que se salva dividiendo numerador y denominador por el radio de la cara plana.

Si la luz incide por la cara plana (fig. 13.a):

. . . . . . . . . . . . . (21)

y si la luz incide por la cara curva (fig. 13.b):

. . . . . . . . . . . . . (22)

3.1.4.2. Relación entre la aberración esférica y la posición del objeto.

Una lente, para una misma altura de incidencia de los rayos, presenta distinta aberración esférica para cada
posición del objeto. Esta idea se esquematiza en la fig. 14. En ella, ON es la posición de la imagen formada por los
rayos paraxiales (próximos al eje) y ONh es la posición de la imagen formada por los rayos que inciden a una altura
h. 

La dependencia de la AEL respecto de la posición del objeto se concreta a través de un parámetro llamado
factor de posición p:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (23)

siendo  sN la posición de la imagen paraxial.
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Si el objeto o la imagen están en el infinito, al calcular el factor de posición p aparecen indeterminaciones

4/4 que se resuelven de manera análoga al caso del factor de forma, es decir, diviendo numerador y

denominador por la distancia cuyo valor sea infinito:

. . . . . . (24)

.. . . . . (25)

3.1.4.3. Posición de la imagen no paraxial.

Según se ha visto, la AEL viene dada por la diferencia  (sh' - s´)  por lo que para calcular la aberración esférica
es preciso conocer la posición  sh' de la imagen no paraxial Oh'. Aplicando la aproximación de tercer orden se
obtiene la siguiente expresión, cuya deducción omitimos:

  .. (26)

expresión que permite calcular la posición sh' de la imagen no paraxial formada por los rayos que inciden a una
altura h sobre una lente de focal imagen paraxial f´, índice de refracción n y factor de forma q, siendo s la posición
del objeto y p el factor de posición.

Si para simplificar esta expresión llamamos C al coeficiente de h2 queda:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (27) 

y comparando esta expresión con la que ofrece la teoría paraxial  (1 / s´ - 1 / s = 1 / f´)  se observa que se
diferencian en el término  C.h2  por lo que este término representa la aportación de la teoría de tercer orden a
la posición de la imagen. 

En consecuencia, cuanto menor sea el coeficiente  C  menor será la diferencia entre la posición  sh́  de la
imagen no paraxial y la posición  s'  de la imagen paraxial siendo menor también la aberración esférica. Si  C 
llegara a anularse  sh́  y  s'  serían iguales  y la lente estaría exenta de AEL. Esta posibilidad será objeto de estudio
en el punto siguiente.

También para simplificar, en lo que sigue llamaremos [D] al factor entre corchetes de la expresión (26):

. . . . . . . . . . . . . . . (28)

3.1.4.4. Aberración esférica nula. 

Una lente estará exenta de AEL cuando, para cualquier altura h de incidencia de los rayos, la posición sh' de
la imagen no paraxial coincide con la posición s´ de la imagen paraxial, lo que requiere que el coeficiente C de h2

de las expresiones (26) y (27) sea nulo, lo cual sucederá cuando sea nulo el factor [D]:

. . . . . . . . . . . . . (29)

En una lente convergente para posiciones del objeto comprendidas entre el infinito y el foco objeto la imagen
es real y el factor de posición, según se ha visto en las expresiones (24) y (25), está comprendido entre -1 y +1:

-1 # p # 1

En la fig. 15  se  han  representado  los valores de la tabla correspondientes a la función [D] = f(p) de la
expresión (28) para una lente de n = 1,5 y factor de forma q = + 4. De ella se deduce que los valores de p que
anulan a [D] y por tanto anulan también a la AEL, no están comprendidos en el intervalo anterior, es decir, ningún
valor de p comprendido entre  -1 y +1 satisface la ecuación (29). En consecuencia no es posible construir una lente
que esté exenta de AEL para posiciones del objeto comprendidas entre el infinito y el foco objeto. Dicho de otra
forma: cualquier lente presenta AEL cuando objeto e imagen son reales.
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fig. 15

fig. 16 fig. 17

Sin embargo, para objeto real e imagen virtual (fig. 16) y para objeto virtual e imagen real (fig. 17) sí que es
posible anular la AEL de una lente. Veamos las características que ha de tener esta lente: en la página (XI-5) se
determinó la posición de los puntos de Weierstrass para los que una superficie esférica tiene un comportamiento
perfectamente estigmático estando por tanto exenta de AEL. Sean O y O´ estos puntos (figs. 16 y 17), conjugados
en la primera superficie de la lente. Su posición respecto del vértice de la superficie viene dada por las expresiones
(10) y (11) de la página (XI-5):

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (30)

 Todos los rayos que parten del objeto real O (fig. 16) o que inciden sobre la lente en dirección al punto objeto
virtual O (fig. 17), a cualquier altura de incidencia h, se refractan en la primera superficie de la lente en dirección
a O´. Si la segunda superficie de la lente tiene su centro C2 precisamente en O´, los rayos se refractarán en esta
segunda superficie sin desviarse por incidir sobre ella en dirección a su normal N2. Como consecuencia, todos los
rayos seguirán convergiendo en O´ después de atravesar la lente comportándose ésta como un sistema
perfectamente estigmático siendo nula por tanto la AEL.

Tanto para la lente de la fig. 16 como para la de la fig. 17, si su índice es n y están sumergidas en aire, las
expresiones (30) quedan:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . (31)

en la que  sN = r2  por estar ON en C2.
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De esta expresión se deduce que:

y sumando a cada miembro  2.r1:

con lo que el factor de forma que ha de tener esta lente tan particular queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (32)

En cuanto al factor de posición que hace nula a la AEL de esta lente:

. . . . . . . . . . . . . . . (33)

expresión que permite obtener el factor de posición para el que la AEL de esta lente, de factor de forma q = 2.n+1,
es nula.

Si  n = 1,5 :

resultado  que  concuerda  plenamente  con el  que se obtiene  resolviendo la ecuación  (29)  para una lente de 
n = 1,5  y  q = + 4  y con el que ofrece la fig. 15 realizada para esa misma lente.

De este resultado se puede deducir la relación que debe existir entre la posición  s  del objeto y la  s´ de la
imagen para que esta lente esté libre de AEL:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (34)

y por tener  s  y  s´ el mismo signo queda confirmado que si el objeto es real la imagen debe ser virtual (y
viceversa) para que la AEL de esta lente sea nula.

3.1.4.5. Aberración esférica mínima.

En el punto anterior se estudió la variación de la AEL respecto de la posición del objeto para una lente dada
concluyéndose que, excepto cuando objeto e imagen ocupan la posición de los puntos de Weierstrass, la AEL
nunca es nula.

No obstante, si se estudia la variación de la AEL en función del factor de forma de la lente se observa que la
curva presenta un mínimo. Así, en la tabla adjunta se recoge la posición  sN  de la imagen paraxial, la posición sh' 
de la imagen  formada  por los rayos que inciden a una altura  h = 2 cm  calculada mediante la expresión (26) y
la  AEL para una familia de lentes tal que teniendo el mismo índice (n = 1,5) y la misma focal paraxial ( fN´= + 10
cm) tienen distinta forma, siendo la posición del objeto  s = - 30 cm. La gráfica de la fig. 18  en la que se
representan estos valores pone en evidencia la existencia de un valor del factor de forma  qo  para el cual la AEL
es mínima.
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fig. 18

s = - 30 cm   ;   n = 1,5
f ́ = + 10 cm   ;   h = 2 cm

q
s´

(cm)
sh'

(cm)
AEL (cm)

(sh' - s´)

1,6
1,2
0,8
0,4
0,0
-0,4
-0,8
-1,2
-1,6

15
15
15
15
15
15
15
15
15

12,53
13,25
13,77
14,03
14,00
13,69
13,13
12,38
11,51

-2,47
-1,75
-1,23
-0,97
-1,00
-1,31
-1,87
-2,62

-3,49

Para determinar la forma que ha de tener una lente para que de todas las de su familia (igual índice e igual
focal paraxial) sea la que presenta menor AEL para una misma posición del objeto, hagamos la siguiente
consideración: la AEL será mínima cuando lo sea el término C.h2 de las expresiones (26) y (27) ya que, según se
ha indicado en la pág. XI-9, este término representa la aportación de la teoría de tercer orden a la posición de la
imagen. Como n y f N son constantes para una misma familia de lentes, el término C.h2 será mínimo cuando lo sea
el factor [D]. Derivando este factor respecto del factor de forma q e igualando a cero:

. . . . . . . . . . . (35)

expresión que permite calcular el factor de forma qo que hace mínima a la AEL para cada posición del objeto y de
la imagen definidas por el factor de posición p.

Como ejemplo, sea la familia de lentes utilizada para construir la gráfica de la fig. 18, cuyo índice es n = 1,5
y su focal fN = +10 cm. Para un objeto situado a s = - 30 cm es sN= 15 cm y  p = - 1/3  y el factor de forma que hace
mínima a la AEL es, según (35):

este valor, que coincide con el obtenido gráficamente en la fig. 18, implica que la relación entre los radios de la
lente ha de ser:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (*)

y como: .. . . . . . . . . . . . . . . (**)

al resolver el sistema de ecuaciones (*) y (**) queda:              r1 = 8,08 cm        y       r2 = - 13,13 cm

En consecuencia, la lente que tenga esta forma es la que, de todas las de su familia, tiene menor AEL para
s = - 30 cm (!! únicamente para esta posición ¡¡). Para otra posición del objeto será otra lente de esa familia la
que presente AEL mínima.
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Cuando el objeto está en el infinito la AEL recibe el nombre de principal. En este caso el factor de posición
es  p = - 1  y, según la expresión (35), el factor de forma que hace mínima a la AEL principal es:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (36)

y teniendo en cuenta la expresión (20):  

al igualar queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (37)
Así, para una lente de n = 1,5, la relación entre sus radios que hace mínima la AEL principal es  ó = r1/r2 = - 1/6,

por lo que la lente ha de ser biconvexa o bicóncava por tener los radios signos opuestos, siendo el radio de su
segunda cara seis veces mayor que el de la primera, estando el valor de estos radios condicionado al valor de la
focal de la lente que viene dado por la conocida expresión:

En el caso de una lente con una cara plana puede ocurrir:

a. Que la lente reciba la luz por la cara plana, en cuyo caso es:

y de la expresión (37) se deduce que el denominador debe ser nulo:

resultado del que, por no tener sentido físico, se deduce que de todas las lentes de una misma familia nunca
la plano-curva, recibiendo la luz por su cara plana, va a ser la que presente AEL mínima.

b. Que la lente reciba la luz por la cara curva, en cuyo caso es  r2 = 4  y  ó = 0  y la expresión (37) queda:

resultado del que se deduce que, para  s = 4, de todas las lentes de una misma familia la plano-curva será la

que menor AEL presentará si recibe la luz por su cara curva y si su índice es 1,686.

3.1.4.6. Corrección de la aberración esférica.

De la expresión (26) de la pág. XI-9 se deduce que la posición de la imagen y por tanto la AEL de una lente

depende de la tercera potencia de la focal imagen paraxial  fN . Al ser   fN positiva para las convergentes y negativa
para las divergentes se comprende que la AEL de unas va a tener signo contrario al de las otras. Así, recordando
que la AEL viene medida por el segmento orientado ONONh , la correspondiente a una lente convergente es negativa
mientras que la AEL de una lente divergente es positiva (fig. 19).

Como consecuencia se va a poder compensar la aberración esférica de una lente convergente acoplándole una
divergente, siendo posible obtener un sistema de AEL nula para cada determinada posición del objeto.
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fig. 19

fig. 20

3.1.4.7. Representación gráfica de la aberración esférica.

En la tabla siguiente se recogen los valores de la posición de la imagen paraxial s' y de la imagen no paraxial
sh'  obtenida mediante la expresión (26) que da la teoría de tercer orden, calculadas ambas para rayos que
procedentes  de  un  objeto  situado  a  50 cm, inciden a diferentes alturas  h sobre una lente de  n = 1,5 y radios
r1 = 20 cm y  r2 = -20 cm.

En la columna de la derecha se recogen los valores de la AEL que, representados en función de la altura h o del

ángulo de incidencia g sobre la primera cara de la lente, ofrecen una curva como la de la fig. 20.a. En esta gráfica,

la AEL para cada altura o cada ángulo de incidencia viene dada por la distancia horizontal desde el eje de
ordenadas hasta la curva.

En la fig. 20.b. se ha representado la AEL en función de la altura para un determinado sistema. De ella se
deduce que, en ese sistema, la aberración esférica es prácticamente nula para los rayos que inciden a pequeñas
alturas h sobre la lente, aumentando al aumentar la altura hasta que para un valor hm la AEL alcanza su valor
máximo. Para los rayos que inciden a una altura ho la AEL es nula y se dice que, para esa altura, el sistema está
corregido de AEL. 

h
cm

go s'
cm

sh'
cm

AEL
sh'-s'

0
2
4
6
8

10

0
8,03
16,07
24,18
32,38
40,75

33,33
33,33
33,33
33,33
33,33
33,33

33,33
32,71
30,97
28,44
25,53
22,56

0,00
-0,62
-2,36
-4,89
-7,80
-10,77

3.2. PUNTO LUMINOSO SITUADO FUERA DEL EJE: COMA. 

Aunque una lente estuviera libre de aberración esférica, la imagen de un punto objeto situado fuera del eje
pero próximo a él, no sería otro punto imagen nítido sino que aparece como una zona luminosa alargada que
presenta un máximo de intensidad luminosa en un extremo, aspecto del que la aberración recibe su nombre por
el parecido de la imagen con un cometa.
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Para explicar esta deformación de la imagen hagamos las siguientes consideraciones: sea A el plano que
contiene a la lente (fig. 21) y B el plano imagen, siendo P un punto objeto. Los puntos 1,2,3,4,..., no representan
a la lente sino que son los que definen uno de los muchos anillos circulares en los que podríamos considerar
dividida a la lente.

Los rayos -<- que inciden sobre los puntos 1 de este anillo (rayos tangenciales) convergen en el punto 1´
mientras que los rayos -<<- que inciden sobre los puntos 3 (rayos sagitales) convergen en el punto 3´. De la misma
forma, los pares de rayos que incidieran sobre los puntos 2 y 4 convergerían, respectivamente, en 2´ y 4´,
resultando que la imagen de P a través de un sólo anillo de lente no es un punto sino la circunferencia
1´,2´,3´,4´,1´, que recibe el nombre de círculo comático.

fig. 21

Insistiendo sobre esta idea, podemos decir que a un rayo incidente, variable, que partiendo de P fuera
describiendo la circunferencia (1,2,3,4...) sobre la lente, le correspondería un rayo conjugado que describiría
también una circunferencia sobre el plano imagen B de forma que mientras el rayo incidente hiciera el recorrido
1,2,3,4,1, correspondiente a medio anillo sobre la lente, el rayo emergente describiría una circunferencia o círculo
comático completo 1´,2´,3´,4´,1´.

El radio del círculo comático (ñ), obtenido a través de la teoría de tercer orden, viene dado por la expresión:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (38)

en la que (ver fig. 22): h = radio del anillo de lente sobre el que inciden los rayos.
j = distancia desde el eje al punto imagen paraxial P´.
fN = distancia focal imagen paraxial de la lente.
p = factor de posición.
q = factor de forma de la lente.

siendo G y W los factores de coma que vienen definidos por las expresiones:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (39)

y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (40)
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fig. 22

fig. 23

No obstante, una lente está formada por muchos anillos y al considerar la luz que, procedente del punto
objeto P, pasa a través de todos ellos (fig. 23) se observa que los correspondientes círculos comáticos no son
concéntricos sino que sus centros están desplazados, de manera que su envolvente son dos rectas que forman
entre sí un ángulo de 600.

Como resultado de todo lo expuesto, la imagen de un punto P es una figura luminosa formada por la
superposición de muchos círculos comáticos que, siendo cada vez más pequeños, tienen sus centros desplazados
hacia un punto PN más brillante, que se corresponde con la imagen paraxial de P, es decir, con la imagen formada
por los rayos que pasan por el entorno próximo del centro O de la lente.



Manual de Óptica Geométrica. 
J.V. Santos (jsb@gmail.com)

Tema XI - 18

fig. 24

fig. 25 Coma positiva

fig. 26 Coma negativa

La medida de la aberración comática viene dada por la altura P´B de la figura comática (fig. 24) siendo el
círculo comático representado en la figura el círculo comático máximo que corresponde al formado por los rayos
que atraviesan la lente por su anillo más externo. Los rayos que pasaran por la lente a través de anillos internos
darían lugar a círculos comáticos de radios más pequeños con sus centros situados entre O y P´.

El segmento P´B, altura de la figura comática recibe el nombre de coma tangencial Ct por ser B el punto en

el que concurren los rayos --'– de la fig. 21 contenidos en el plano tangencial. El segmento  P´A  es la coma sagital

Cs por ser  A  el punto en el que concurren los rayos ---''-- de la fig. 21, contenidos en la plano sagital.

De la fig. 24 de deduce:

. . . . (41)

por lo que la coma sagital es igual al radio del círculo comático.

De la misma figura 24 se deduce:

. . . . . . . . . (42)

y en consecuencia, la altura de la figura comática o coma tangencial es tres
veces el radio del círculo comático. 

En la fig. 23 los rayos  --'– convergen sobre el plano imagen en un punto más alejado del eje que el punto

de convergencia de los rayos  ---''--  por lo que la coma se puede considerar como una aberración de aumento.

En el supuesto de esta figura (23) el aumento para los rayos   --'–  que inciden sobre los anillos exteriores de la

lente es mayor que para los rayos ---''-- interiores, siendo la coma positiva (fig. 25). Si los rayos interiores se

cortaran en un punto más alejado del eje que los exteriores  la coma sería negativa (fig. 26).
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fig. 27

fig. 28

3.2.1. Coma nula.

Según las expresiones (41) y (42), una lente estará libre de coma cuando el radio ñ del círculo comático sea
nulo lo que según la expresión (38) requiere que se cumpla alguna de las siguientes condiciones:
1º: que j = 0, en cuyo caso tanto el punto objeto como el punto imagen están situados sobre el eje y no existe

coma.
2º: que h = 0, es decir, para los rayos que procedentes del punto objeto P, atraviesan la lente por el entorno

próximo de su centro.
3º: que (G.p + W.q) = 0, por lo que el factor de forma que ha de tener una lente para que la aberración comática

sea nula es:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (43)

de donde se deduce que para cada posición del objeto y de la imagen definidas por el factor de posición p,
la lente ha de tener una forma (q) distinta para que no esté afectada de aberración comática.
Así, para una lente que trabaje con objeto en el infinito (p = - 1) queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . (44)

y si se trata de una lente de índice  n = 1,5  es  q = 0,800, lo que según la expresión (20) de la pág. 8 requiere que
la relación R entre los radios de la lente sea:

 

Por lo tanto, para que una lente de  n = 1,5  que
trabaja con objeto en el infinito esté libre de coma, ha
de ser bicóncava o biconvexa por tener sus radios
signos opuestos, siendo el radio de su segunda cara
nueve veces mayor que el de la primera.

En la gráfica de la fig. 27 se han representado

conjuntamente la AEL y la coma en función del factor

de forma q para una familia de lentes, de igual focal

paraxial y n = 1,5, trabajando todas ellas con objeto en

el infinito. En ella se observa que el punto en que la

coma se anula  (q = 0,800), calculado en este mismo

apartado, no coincide  con   el   punto   para  el  cual la 

AEL  es  mínima  (q = + 0,714) calculado mediante la

expresión (36).

En consecuencia, si una lente está libre de coma no

presentará aberración esférica mínima y si tiene AEL

mínima no estará libre de coma.
Por último, veamos el efecto de los diafragmas

sobre la coma (fig. 28). Si el diafragma se coloca en la
posición B, el rayo 2 es el principal por pasar por el
centro de la PE y los rayos 1 y 3 se cortan por debajo
del 2: hay coma negativa. Si se trasladara el diafragma
hasta la posición A, el rayo 3 sería el principal y los
rayos 2 y 4 se cortarían en un punto P del rayo 3, no
existiendo por tanto aberración comática para esta
posición del diafragma.
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fig. 29

fig. 30

4. SISTEMAS APLANÁTICOS: CONDICIÓN DEL SENO DE ABBE.

Según se ha visto, es posible obtener un sistema exento de aberración esférica para un par de puntos
conjugados situados en el eje del sistema. También se ha visto la deformación que produce en la imagen la
existencia de la aberración comática para puntos objeto próximos al eje y desde los cuales parten rayos con una
gran abertura.

En un microscopio, por ejemplo, no se explora únicamente un punto objeto situado en el eje sino una pequeña
zona del plano objeto próxima al eje y desde la cual parten rayos con gran abertura debido a la proximidad
existente entre el plano objeto y el objetivo, razón por la que el microscopio, aún estando exento de AEL para el
punto objeto situado en el eje, presentará aberración comática. Para que la imagen sea semejante al propio objeto
es preciso que el sistema esté corregido de aberraciones para esa pequeña zona del plano objeto próxima al eje.

Si un sistema es estigmático para los puntos conjugados P y P´ situados sobre el eje (fig. 29), estará libre de
aberración esférica para estos puntos. Si, además, cumpliera la condición del seno de Abbe:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (45)

el sistema sería también estigmático para los puntos objeto P1 próximos a P situados en el plano perpendicular
al eje en P, es decir, todos los rayos que partieran de P1 convergerían en P1́ cualesquiera que fuera la altura de
incidencia o abertura  u  del haz de rayos.

En consecuencia, el sistema que cumpliera la condición de los senos de Abbe presentaría aumento constante
y por tanto, la expresión (45) se puede escribir de la forma:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (46)

Un sistema que cumpla esta condición
recibe el nombre de aplanático y, por tener
aumento constante, además de estar exento de
aberración esférica, estará también libre de
aberración comática ya que según se ha visto
en el punto 3.2. (pág. XI-17) la coma se puede
considerar como una aberración de aumento.
En el punto 3.1.4.4. (pág. XI-10) se demostró
que la lentes de las figs. 16 y 17 están libres de
AE L ,  teniendo un comportamiento
perfectamente estigmático para los puntos de
Weierstrass O y O´ (fig. 30) situados en el eje a
una distancia del centro C1 de la primera
superficie de la lente dada por las expresiones
(12) y (13):
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fig. 31

Vamos a demostrar que estas lentes, para las posiciones O y O´ del objeto y de la imagen, son aplanáticas.
Aplicando el teorema de los senos a los triángulos OPC1  y O´PC1 (fig. 30):

y dividiendo ambas expresiones miembro a miembro y sustituyendo queda:

y por ser esta expresión idéntica a la (46), queda demostrado que estas lentes cumplen la condición de los senos
de Abbe y en consecuencia son aplanáticas y están libres de AEL y de coma para las posiciones O y O´ del objeto
y de la imagen. 

5. CONDICIÓN DE HERSCHEL.

En el punto anterior se ha visto que es posible obtener una imagen estigmática de una pequeña zona del plano
objeto si el sistema cumple la condición de los senos de Abbe.

Consideremos ahora la segunda parte del problema:
si un sistema es estigmático para un punto objeto O y su
imagen ON situados en el eje (fig. 31), ¿puede serlo
también y simultáneamente para otro par de puntos
conjugados O1 y O1́, siendo O1 un punto del eje próximo
a O? La respuesta es afirmativa y para que así suceda el
sistema ha de cumplir la condición de Herschel:

. . . . . (47)

y recordando (ver tema VII) que el aumento axial á es:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (48)

la expresión anterior queda:

. . . . . . . . . . . . (49)

y, en estas condiciones, el aumento axial sería constante ya que todos los rayos que partieran de O1 convergerían
en O1́ cualesquiera que fuera su abertura  u  y según (48) también sería constante el aumento lateral â´, por lo que
la (49) queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (50)

Conclusión: si un sistema es estigmático para los puntos conjugados O y O´ situados en el eje y, además, cumple
la condición (50) para cualquier abertura  u  de los rayos, también será estigmático para puntos O1

del eje próximos a O.
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6. CONSECUENCIA DE LAS CONDICIONES DE ABBE Y HERSCHEL

Se ha visto que el cumplimiento de la condición de Abbe extiende el
estigmatismo a puntos PYZ del plano YZ mientras que el cumplimiento de la
condición de Herschel extiende el estigmatismo a puntos PX del eje X (fig. 32).

Para que el estigmatismo se pudiera extender a un pequeño volumen del
entorno de P, para el cual el sistema es estigmático, sería preciso el cumplimiento
simultáneo de ambas condiciones, dadas por las expresiones (46) y (49) lo que, a
través de su comparación, conduce a:

Esta  condición  únicamente  se  cumple  cuando u = u' = 0, es decir, para rayos paraxiales. En consecuencia,
si un sistema es estigmático para un punto P del eje, es imposible que lo sea también, simultáneamente, para otros
puntos PYZ del plano normal al eje en P y para puntos PX del eje, ambos (PYZ y PX) próximos a P. Por lo tanto, no es
posible construir un sistema que permita obtener simultáneamente imágenes netas de todos los puntos de un
pequeño volumen.

Para evitar este inconveniente, en el caso del microscopio se realiza su diseño de manera que el sistema sea
aplanático, lo que permite que se puedan enfocar los diferentes puntos PYZ del plano objeto normal al eje y para
estudiar de modo completo el objeto en todo su volumen se enfocan sucesivamente los diferentes planos
desplazando el microscopio.

7. ABERRACIONES RELATIVAS AL CASO DE UN HAZ ESTRECHO QUE PARTE DE UN PUNTO OBJETO SITUADO
FUERA DEL EJE.

7.1. ASTIGMATISMO.

7.1.1. Introducción.

Si un haz de rayos incide paralelamente al eje sobre una superficie esférica libre de AEL y de coma, los rayos
emergentes convergen en un punto, su foco imagen F' (fig. 33).

Si la superficie no es esférica los rayos ya no convergen en un punto. Supongamos una superficie (fig. 34) en
la que el radio del meridiano horizontal (plano sagital S) es mayor que el radio del meridiano vertical (plano
tangencial T)1. La focal de una superficie esférica de radio  r  viene dada por la expresión  f' = n'.r / (n'- n). Al ser
menor el radio del meridiano vertical, los rayos T paralelos focalizarán en un punto F'T más próximo a la superficie
que el F'S en el que focalizarán los rayos S que inciden sobre el meridiano horizontal de la superficie.

     1El lector puede asimilar la forma de esta superficie a la de un melón o un balón de rugby.
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fig. 36
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Los rayos paralelos que incidan sobre los meridianos verticales situados a la derecha
del T (señalados en la fig. 35 mediante números pares T2, T4,...) convergerán en puntos
situados a la derecha de F'T, es decir, entre B y F'T. Los rayos que incidan sobre los
meridianos verticales situados a la izquierda de T (señalados en la fig. 35 mediante
números impares) convergerán en puntos situados a la izquierda de F'T, es decir, entre
A y F'T, quedando definida una línea que recibe el nombre de focal tangencial F'T.

De igual forma, los rayos paralelos que inciden sobre cada uno de los meridianos
horizontales situados por encima del S convergerán en puntos situados por debajo de
F'S, es decir, entre F'S y D. Por último, los rayos paralelos que incidan sobre los meridianos
horizontales situados por debajo del S (S1, S3, ..., en la fig. 35) convergerán en puntos
situados por encima de F'S, es decir, entre F'S y C, definiendo una línea focal sagital
perpendicular a la línea focal tangencial.

De todo lo dicho se deduce que la imagen que forma esta superficie no esférica de
un punto objeto situado en el eje a distancia infinita no es otro punto sino dos pequeños
segmentos perpendiculares, situados a diferentes distancias f'T y f'S de la superficie.

Si se colocara una pantalla perpendicularmente al eje en distintas zonas del haz emergente (que recibe el
nombre de conoide de Sturm) se observa que el haz tiene forma de elipse excepto en tres posiciones concretas
que son (fig. 36): las dos líneas focales F'T y F'S y un círculo que está situado entre ambas líneas y que recibe el
nombre de círculo de mínima confusión por ser en esta posición donde la imagen tiene mayor parecido con el
objeto.

Si el radio del meridiano horizontal (rS) fuera menor que el del meridiano vertical (rT), la orientación y el orden
en que aparecerían las elipses y las líneas focales sería el opuesto (fig. 37).



Manual de Óptica Geométrica. 
J.V. Santos (jsb@gmail.com)

Tema XI - 24

fig. 38

7.1.2. Astigmatismo por oblicuidad de los rayos.

7.1.2.1. Astigmatismo en una superficie esférica.

Consideremos ahora una superficie perfectamente esférica de radio  r  que separa dos medios de índices  n 
y  nN y supongamos que esté libre de AEL y de coma. Aún así, la imagen de un objeto puntual situado fuera del
eje, que por tanto envía rayos oblicuamente sobre la superficie (fig. 38), no es un punto sino que son dos líneas
perpendiculares entre sí y situadas a diferentes distancias, teniendo el haz emergente la forma del conoide de
Sturm estudiada en el punto anterior.

La posición de las líneas imagen sagital (S) y tangencial (T) viene dada por las expresiones:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (51)

y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (52)

en las que: s = VO = posición del objeto medida sobre el rayo principal.
sŚ = VS = posición de la imagen sagital S medida sobre el rayo principal.
s'T = VT = posición de la imagen tangencial T medida sobre el rayo principal.

g = ángulo de incidencia sobre la superficie.

gN = ángulo de refracción.

Nótese que tanto la expresión (51) como la (52) se transforman en la de Gauss de la óptica paraxial para una

superficie esférica, , al hacer g y g´ iguales a cero.

La medida de la aberración de astigmatismo viene dada por la distancia TS entre las imágenes tangencial
y sagital. De la fig. 38 se deduce que  VT + TS = VS  por lo que:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (53)

y si las dos líneas imagen S y T coinciden, la distancia TS sería nula y la superficie esférica estaría exenta de
astigmatismo.
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fig. 39

7.1.2.2. Astigmatismo en una lente delgada.

Consideremos una lente delgada limitada por superficies perfectamente esféricas y supongamos que está
libre de AEL y de coma. Al igual que en el caso de una sola superficie, la imagen de un punto objeto situado fuera
del eje no es un punto sino dos líneas, S y T, teniendo también el haz emergente la forma del conoide de Sturm
ya estudiada.

En este caso, la posición de las líneas imagen T y S viene dada por las expresiones:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (54)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (55)

en las que: n = índice de refracción de la lente.
g = ángulo de incidencia sobre la primera cara de la lente.
gN = ángulo de refracción.
r1 = radio de la primera cara de la lente.
r2 = radio de la segunda cara de la lente.

teniendo s, s'S y s'T el mismo significado que en el caso de una superficie esférica (pág. XI.24).
Obsérvese que tanto la expresión (54) como la (55) al hacer  g = g´ = 0 se transforman en la conocida

expresión paraxial:

 

lo que, lógicamente, conduce a la conclusión de que a nivel paraxial las imágenes T y S coinciden a la distancia sN
y el astigmatismo es nulo.

Si consideramos puntos objeto situados en un plano normal al eje (fig. 39), al variar la inclinación del haz
incidente también lo hace la distancia entre T y S, de manera que cuanto mayor es la inclinación ù  del haz (puntos
más alejados del eje) mayor es la distancia TS, es decir, mayor es la aberración de astigmatismo.

El lugar geométrico de las posiciones de las imágenes tangencial (T) y sagital (S) correspondiente a un objeto
lineal son dos curvas que convergen en el punto ON imagen paraxial de O (fig. 39). En esta figura se aprecia la
magnitud de la aberración de astigmatismo A que viene dada, al igual que para una sóla superficie, por la distancia
TS:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (56)

siendo sŚ y sT́ la posición de las líneas imagen  S y T medidas sobre el rayo principal. De esta expresión se deduce
que el astigmatismo será positivo si la curva T está situada a la izquierda de la S y negativo en caso contrario (fig.
41).
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fig. 40

fig. 41

El lugar geométrico de las posiciones de las imágenes T y S de todos los puntos de un plano objeto son dos
paraboloides (fig. 40).

El lector podrá comprender la formación de estos paraboloides si mentalmente hace girar alrededor del eje
al  objeto lineal de la fig. 39, "observando" cómo las curvas T y S describen los paraboloides al cabo de un giro de
360o.

7.1.2.3. Corrección del astigmatismo.

El astigmatismo de un sistema estará corregido para todos los puntos del plano objeto cuando las distancias
TS sean nulas, es decir, cuando ambos paraboloides coincidan. Esto se puede conseguir mediante una adecuada
colocación de diafragmas en el sistema o mediante una adecuada colocación de las lentes que lo forman de
manera que cada lente reciba a los haces de rayos con poca inclinación.

No obstante, en un sistema corregido de astigmatismo las superficies T y S no coinciden sobre un plano
imagen sino que lo hacen sobre un tercer paraboloide llamado superficie de Petzval (P en la fig. 41) de manera
que la imagen no se encuentra situada en un plano sino que presenta una curvatura de tal modo que si se
proyectara sobre una pantalla que tuviera la forma de la superficie de Peztval aparecería nítida en todos sus
puntos. Por el contrario, si se colocara una pantalla plana en el plano imagen paraxial O' la parte central de la
imagen aparecería enfocada mientras que los bordes lo harían muy desenfocados.

En las gráficas del astigmatismo (fig. 41) se representa la posición de las imágenes sagital (S) y tangencial (T)
en función del ángulo ù de inclinación de los rayos. En ellas se observa que las distancias de las curvas  S y T  a
la curva de Petzval guardan la relación:

TP = 3.SP
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fig. 42

fig. 43

7.2. CURVATURA DE CAMPO (O DE IMAGEN).

Acabamos de ver que en un sistema, aun estando libre de aberración esférica, de coma y de astigmatismo,
la imagen de un plano objeto no es otro plano sino una superficie curva que recibe el nombre de superficie de
Petzval.

En una lente convergente la imagen se curva hacia el objeto mientras que en una divergente lo hace en
sentido contrario (fig. 42). De este hecho se deduce que es posible corregir la aberración de curvatura de campo
acoplando adecuadamente dos lentes, una convergente y otra divergente. La condición que ha de cumplir el
acoplamiento es:

   (Condición de Petzval).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (56)

en la que  ni y  fi  son el índice y la focal de cada una de las lentes. Así, en el caso de dos lentes delgadas la
condición que anula la curvatura de campo es:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (57)

lo que requiere, como ya se había anunciado, que una tenga focal positiva y la otra negativa.

7.3. DISTORSIÓN.

Según se ha visto en el estudio de este tema, algunas aberraciones como la esférica o el astigmatismo se
corrigen mediante la colocación adecuada de diafragmas. Sin embargo, estos diafragmas pueden a su vez ser la
causa de la aparición de otra aberración. Veamos por qué.

El sistema de la fig. 43 está
formado por una lente y un
diafragma pegado a ella y se ha
trazado el rayo principal para los
tamaños y1 e y2 del objeto,
obteniéndose los respectivos
tamaños imagen y1' e y2́. De esta
figura se deduce:

y al dividir ambas expresiones
miembro a miembro:



Manual de Óptica Geométrica. 
J.V. Santos (jsb@gmail.com)

Tema XI - 28

fig. 44
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (58)

y teniendo en cuenta que, en este caso, es u = u': 

Por tener p y p' el mismo valor para cualquier tamaño del objeto, se deduce que, en estas condiciones, el
aumento lateral â' es constante:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (59)

Los sistemas que cumplen esta condición se denominan ortoscópicos y en ellos existe una perfecta relación de
semejanza entre el objeto y la imagen.

Según la expresión (58), teniendo en cuenta que  p y p' no dependen del tamaño del objeto y de la imagen, en
los sistemas ortoscópicos (â' = cte.), para cualquier tamaño del objeto se ha de cumplir que:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (60)

siendo ésta otra forma de expresar la condición de ortoscopia. En ella los ángulos u y u' son, respectivamente, los
que forma el rayo principal con el eje en su incidencia por el centro de la PE y en su emergencia por el centro de
la PS.

Consideremos ahora la misma lente y el mismo
diafragma pero separado de ella (fig. 44), y
supongamos que en estas consiciones el sistema está
libre de las aberraciones estudiadas hasta ahora. En
este caso, el rayo principal (que pasa por el centro de
la PE) no pasa por la zona central de la lente sino por
su borde. Como en esta zona la convergencia de la
lente es mayor que en la central, la imagen del punto
P no se forma en P', que es donde se formaría si el
diafragma estuviera pegado a la lente, sino que se
forma en un punto P" más próximo al eje resultando
que el aumento â' es tanto menor cuanto más
alejado esté P del eje: el sistema no es ortoscópico
por no ser constante el aumento.

Este efecto se traduce en que la imagen no es semejante al objeto de manera que la imagen aparecería
"achatada" (aunque fuera mayor que el objeto) y si tuviera la forma de una cuadrícula (fig.45) la imagen
presentaría en su aspecto una deformación en "barril".
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fig. 46

La disminución del aumento que se produce para puntos objeto cada vez más alejados del eje se puede
justificar también de la siguiente forma: en la fig. (44) la distancia objeto sp medida sobre el rayo principal es
mayor que la distancia s medida también sobre el rayo principal, cuando el diafragma estuviera pegado a la lente
(línea discontínua de la fig. 44), mientras que la distancia imagen sp' es menor que s'. En consecuencia, como:

al ser:

de deduce que:

lo que justifica la deformación en "barril" ya que  âp'  es tanto menor cuanto más alejado del eje esté el punto
objeto P.

La colocación de un diafragma posterior a la
lente (fig. 46) produce el efecto contrario: el
rayo principal (que pasa por el centro de la PS
está obligado a incidir sobre zonas marginales de
la lente en las que la potencia es mayor que en
la zona central, emergiendo hacia un punto P"
más alejado del eje que el punto P' al que iría si
no existiese el diafragma (línea discontinua de la
fig. 46). Este efecto es tanto más acusado cuanto
más alejado esté P del eje y, en consecuencia, el
aumento â' no es constante, aumentando al
alejarse P del eje y determinando que la imagen
aparezca "alargada" recordando su aspecto al
de un "corsé" (fig. 45).  

En este caso es:

es decir, el aumento âp' cuando el diafragma está en posición posterior es mayor que el aumento â´ cuando el
diafragma está pegado a la lente.

Conclusión: un diafragma colocado en posición anterior a una lente introduce distorsión en barril mientras que
si se coloca en posición posterior produce distorsión en corsé.

De este hecho se deduce que para corregir la distorsión se deberá utilizar un sistema formado por dos lentes
separadas por un diafragma (fig. 47), de tal manera que la distorsión en corsé debida a la primera lente sea
compensada por la distorsión en barril de la segunda, lo que requiere que el centro óptico del sistema coincida
con el centro del diafragma (DA). De esta forma el centro de la PS coincide con el punto nodal N' (y con H' si el
sistema está en aire) por ser N´ la imagen del centro óptico O a través de la segunda lente. De igual forma, el
centro de la PE coincide con el punto nodal objeto N (y con H si el sistema está en aire) resultando que el rayo

principal --<-- , por incidir en dirección al centro de la PE  y emerger en dirección al centro de la PS, está incidiendo

por el punto nodal objeto N y emergiendo por el punto nodal imagen N'. En consecuencia, ambos rayos, el
incidente y el emergente, son paralelos (u = u') y el sistema resulta ortoscópico, estando libre, por tanto, de la
aberración de distorsión por cumplir la condición (60) ya que en este caso es: 
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fig. 47

Consideraciones relativas al trazado de rayos realizado.

Para localizar la posición de la imagen, en la fig. 47 se ha utilizado el rayo --''-- que, incidiendo en dirección

al borde superior de la PE, pasa por el borde superior del DA (por ser PE anti-imagen virtual de DA) y emerge del
sistema en dirección al borde superior de la PS (por ser también PS imagen virtual de DA). La convergencia de los

rayos --'– y  --''-- define la posición de la imagen. 
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1. INTRODUCCIÓN.

La focal de una lente delgada en aire viene dada por la conocida expresión:

en la que  n  es el índice de refracción de la lente para la luz que íncide sobre ella. Si esta luz es monocromática
todos los rayos paralelos al eje y paraxiales convergen en el foco imagen F' pero si es blanca se produce
dispersión de la luz debido a que la velocidad de propagación de cada color en el interior de la lente es distinta,
lo que determina que la lente tenga un índice distinto para cada color y, como consecuencia, según la expresión
anterior los rayos paralelos y paraxiales no van a converger en un mismo punto focal. 

COLOR ë v n f '

rojo (C) mayor mayor menor mayor

azul (F) menor menor mayor menor

Así, tal como se indica en la tabla y en la fig. 1, una lente
tiene mayor focal para la luz roja (C) que para la azul (F) dando
como resultado que la imagen de un punto objeto O (fig. 2) no
es otro punto sino una mancha circular coloreada que cambia de
aspecto según la posición que ocupe la pantalla entre la imagen
roja OC'  y la azul OF'. Esta mancha circular presenta su menor
radio en la posición OD'  (fig. 2) en la que recibe el nombre de
círculo de mínima confusión.

2. ABERRACIÓN CROMÁTICA LONGITUDINAL (ACL) Y
TRANSVERSAL (ACT). 

La ACL se llama también aberración cromática axial, de
posición o cromatismo de posición y viene definida por la
distancia entre las imágenes axiales. Así, la ACL para las líneas
C y F es:

. . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

y como (ver fig. 2):

en la que:

al sustituir queda:

de donde: . . . . . . . . . . . . . (2)

Esta expresión permite calcular la aberración cromática
longitudinal (ACL) conociendo la posición de las imágenes
correspondientes a la línea C (roja) y a la F (azul).
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fig. 4

Si el objeto está en el infinito, las imágenes  OC'   y  OF'  se forman en los focos y la expresión (2) queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)

La ACL en las lentes convergentes es negativa por encontrarse OC'  a la derecha  de OF' mientras que será
positiva en las divergentes (fig. 3). Este hecho va a permitir obtener un sistema exento de aberración cromática
para dos líneas, por asociación de una lente convergente y otra divergente.

fig. 3

La aberración cromática transversal (ACT) viene dada por el radio del círculo cuyo centro es OD':

3. ABERRACIÓN CROMÁTICA DE AUMENTO (ACA).

El aumento en una lente delgada viene dado por la expresión (32) de la pág. III -22:

y como la focal  fN es función del índice de la
lente, el aumento también depende de  n, es
decir, el tamaño de la imagen correspondiente a
la línea C es distinto del de la línea F.
Concretamente, cuanto menor sea  n  mayor es 
 fN  y, según la expresión anterior, mayor es â':

Aparece así la aberración cromática de aumento (ACA) que queda definida por el segmento  PC'PF'. De la fig.
4 se deduce que:

por lo que: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4)
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fig. 5

fig. 6

4. DISPERSIÓN DE LOS PLANOS PRINCIPALES: CONDICIÓN DE ACROMATISMO.

Consideremos un sistema formado por
dos lentes delgadas separadas una
distancia  e  y sean f1'C y f1'F los valores de
las focales de la primera lente para la línea
C (roja) y para la F (azul) y f2́C  y f2́F  las
focales de la segunda para esas mismas
líneas o longitudes de onda.

De las expresiones (33) (pág. VII-11) y
(41) (pág. VII-12) se deduce que los planos
principales del sistema para la línea  C  (HC'
y HC) van a estar en distinta posición que
los planos principales H 'F  y HF 
correspondientes a la línea F (fig. 5). Se
produce así la dispersión de los planos
principales.

Por otra parte, según la expresión (30)
(pág. VII-10) la focal del sistema va a ser
diferente para cada color: 

f C'  � f F' .

No obstante,  si  el sistema cumple la condición de acromatismo (5), su focal es la misma para ambos colores
(f C'  = f  F'):

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5)

o bien en función de las potencias:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6)

en las que f 1', f 2', P1 y P2  son las focales y potencias de ambas lentes para la línea amarilla (D) y í1 y í2 sus
respectivos números de Abbe.

5. CORRECCIÓN DE LA ABERRACIÓN CROMÁTICA.

Para eliminar completamente la aberración cromática de un sistema es preciso que las imágenes  roja,
amarilla, verde, azul, ...  que forma de un determinado objeto coincidan en posición y tamaño. Sin embargo,
como no es posible construir un sistema rigurosamente acromático, frecuentemente se trata de conseguir que
se confundan las imágenes correspondientes a dos longitudes de onda (colores) convenientes mediante la
asociación de lentes.

Así por ejemplo, un sistema en el que  OC'  / OF'  (fig. 6.a)  estaría
corregido de cromatismo para las líneas  C  y  F  del espectro y recibe

el nombre de  sistema acromático. Un sistema en el que  OC'  / OF' / OD'  

(fig. 6.b)  recibe el nombre de apocromático.
Veamos en qué condiciones un sistema formado por dos lentes

delgadas es acromático para dos líneas dadas.
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fig. 7

fig. 8

5.1. Doblete separado.

Si el doblete cumple la condición (5) la focal del sistema es la misma para las líneas C y F: f C'  = fF ' . Sin embargo
esto no garantiza que el sistema esté exento de aberración cromática como veremos a continuación.

5.1.1. Objeto situado en el infinito.

Para un objeto en el infinito, las imágenes OC'  y OF'  se forman en los focos  FC'  y FF'  pero estos puntos, aunque 
 f C'  sea igual a fF ' , no coinciden debido a la dispersión de los planos principales (fig. 7). En consecuencia un doblete
separado aún cumpliendo la condición (5) presenta aberración cromática de posición para objeto en el infinito.

Sin embargo, según la expresión:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (*)

para objeto en el infinito (a = 4) es:   aC'  = aF' = fN  y el aumento, que viene

dado por la expresión:

es el mismo para ambas líneas.

En consecuencia, un doblete separado que cumpla la condición (5), para objeto en el infinito está exento de
aberración cromática de aumento.

5.1.2. Objeto situado a distancia finita.

Debido a la dispersión de los planos principales, la posición de un objeto situado a distancia finita no es
la misma referida al plano HC que referida al plano HF  (fig. 8). Por ello, como en un sistema que cumpla la
condición (5) es  fC' = fF' , al aplicar la expresión (*) a las dos líneas queda:

En el ejemplo  de la fig. 8   es  aF < aC  y por tanto,
según la expresión anterior (en la que tanto aC  como aF 
tienen signo negativo), ha de ser  aF' > aC', resultado del
que se deduce que las imágenes OC' y OF' no van a
coincidir. En consecuencia, un doblete separado, para
objeto situado a distancia finita, aún cumpliendo la
condición (5) presenta aberración cromática de posición.

Por otra parte, como  aC'  � aF' el aumento, que viene

dado por la expresión (*) va a ser distinto para cada
color:

âC'  � âF'

y el sistema, por tanto, está afectado de aberración
cromática de aumento. 
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fig. 9

5.2. Doblete pegado.

Si las dos lentes delgadas que forman el doblete están yuxtapuestas la distancia entre ellas es nula  (e = 0) 
y la condición (5) queda:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7)

o en función de las potencias: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8)

expresiones de las que se deduce que una de las lentes ha de tener focal y potencia positivas (convergente) y
la otra negativas (divergente).

Por tratarse de lentes delgadas y pegadas no aparece el fenómeno de dispersión de los planos principales por
lo que:

 
y si el doblete cumple la condición (7) su focal f ' es la misma para ambos colores:

fC'  = f'F = f'
 

y  por no existir dispersión de los planos principales  FC'  / F'F .

En consecuencia, como  aC = aF , según la expresión (*), ha de ser  aC'  = aF'  y las imágenes  OC'  y  OF'  formadas
por este sistema ocuparán la misma posición y el doblete estará exento de cromatismo de posición y también
de cromatismo de aumento para cualquier posición del objeto.
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1. Se talla una lente delgada biconvexa de diámetro ö = 8 cm, con radios de curvatura r1 = 0,3 m  y 
r2 = 2,02 m  en un vidrio crown  B.18/64  con índices  nC = 1,51552, nD = 1,51800 y nF = 1,52355.
a) Calcular la distancia focal de esa lente.
b) Calcular la aberración cromática longitudinal.
c) Calcular la aberración cromática transversal.

6. PROBLEMAS RESUELTOS.

a. Cálculo de la focal.

Cuando se habla de la focal de una lente sin más especificaclones, se está refiriendo a la focal de la lente para la
línea amarilla D. Por lo tanto:

b. Cálculo de la aberración cromático longitudinal (ACL).

Puesto que el enunciado no precisa la posición del objeto, suponemos que está en el infinito.  En este caso, según
la expresión (3) de la página XII-2:

y calculando las focales  fF
' y fC

'  : 

con lo que:
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fig. 10

c. Cálculo de la aberración cromática transversal (ACT).

La ACT viene dada por el valor del radio del círculo focal mínimo, cuyo centro es el punto focal FND  de la línea D.
De la figura se deduce:

y como:

queda:
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 2. Se  quiere  realizar  un  doblete  acromático  pegando  a  la  lente  L1  del problema anterior una

lente delgada L2 realizada en vidrio flint C.8132 cuyos índices son  nC= 1,67482  y  nD = 1,68100 y
nF = 1,69607, de manera que los focos F y C del doblete así constituido coincidan.
a) Demostrar que L2 es divergente, calcular su focal y la focal del doblete acromático.
b) El radio r1 de esta segunda lente es de 2,02 m (como el segundo radio de L1).  Calcular el radio

de curvatura r2 de la segunda cara de la lente.

Resumiendo los datos de ambos problemas relativos a los índices:

n1C = 1,51552 n1D = 1,51800 n1F = 1,52355 f1
'
D = 50,426 cm

n2D = 1,67482 n2D =1,68100 n2F = 1,69607

a. Cálculo de la focal de la lente.

La condición de acromatismo para un doblete pegado viene dada por la expresi6n (8) de la página XII-5:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

siendo f1
'   y  f 2

'  las locales de las lentes para la línea D del espectro  y  í1  y  í2 el número de Abbe de cada lente, que
pasamos a calcular:

y al sustituir estos valores en la condición de acromatismo  (1) queda:

b. Cálculo de la focal del doblete.

c. Cálculo del segundo radio de la lente  L2 .

La focal de esta lente para la línea D es:
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3. Se dispone de una lente convergente cuya distancia focal es de 100 cm.  Está construida con un

vidrio cuyos índices de refracción para las líneas roja (C), amarilla (D) y azul (F) son
respectivamente 1,64 / 1,65 / y 1,66.  Hallar la separación entre los focos para las radiaciones roja
y azul.  Describir la imagen de un haz de rayos paralelos a 95, 100 y 105 cm de la lente.

fig. 11

El valor de la focal de la lente que da el enunciado es el relativo a la línea amarilla D:   fD
'  = 100 cm. La focal de

una lente delgada viene dada por la expresión:

en la que, para simplificar las expresiones, se ha hecho:

 

cuyo valor se puede calcular a partir de los datos para la línea D:

Cálculo de las focales de la lente para las líneas F y C:

Cálculo de la separación entre los focos FN F y FN C : 

Para describir la imagen del haz de rayos paralelos a las distancias de 95,100 y 105 cm, tendríamos que colocar
una pantalla P a esas distancias como se indica en la fig. 1.  De ella se deduce fácilmente el aspecto de la pantalla a
esas distancias: 

fig. 12

1º) a 95 cm: la imagen está formada por círculos concéntricos
siendo el rojo (C) el más externo y el azul (F) el más interno 
(fig. 12).

2º) a 100 cm: la imagen está formada por un punto central
amarillo (D) y un círculo en el que se superponen los
colores azul  (F) y rojo (C)

3º) a 105 cm: la imagen está formada por círculos concéntricos
siendo el azul (F) el externo y el rojo (C) el interno.
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4. Se desea combinar tres lentes de vidrios diferentes: B16-64, C81-32 y  5914:605  de manera que las

dos primeras formen un doblete acromático cementado de potencia 10 dt. y el conjunto doblete
pegado + L3 sea un doblete separado de 8 dt.  Calcular las potencias de las tres lentes y sus radios
de curvatura sabiendo que todas tienen una cara plana y que los radios de curvatura de las dos
lentes crown son iguales. Calcular asimismo la variación de potencia que presenta el conjunto total
y la separación existente entre las lentes.

fig. 13

De los datos del enunciado se deduce que los valores de los índices y de los números de Abbe (í) de cada lente
son (ver pág. I-2):

Lente Código nD í Vidrio

1 B16-64 1,516 64 Crown

2 C81-32 1,681 32 Flint

3 5914:605 1,5914 60,5 Crown

a. CÁLCULO DE LA POTENCIA DE CADA LENTE.

a.1. Cálculo de la potencia de las lentes 1 y 2.

Las dos primeras lentes forman un doblete acromático cementado y por tanto ha de ser una convergente y la otra
divergente (ver pág. XII-5), estando acopladas de la forma que se indica en la figura ya que, según el enunciado, es 
r1 � r2. La condición de acromatismo para un doblete pegado es:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

y la potencia del doblete, por estar cementado (pegado): 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

 sistema de ecuaciones que ofrece la solución:

P1 = + 20 D               ;            P2 = - 10 D

a.2. Cálculo de los radios. 

Aplicando la expresión de la potencia de una lente delgada a cada una de las lentes, teniendo en cuenta que el
radio de la segunda cara de la primera lente y el de la primera cara de la segunda son infinito por ser amabas caras
planas:
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a.3. Cálculo de la potencia de la lente 3.

Según el enunciado, el radio de la cara curva de esta lente es igual al de la primera lente (r1 = 0,0258 m) siendo
la otra cara plana, por lo que su potencia es:

b. CÁLCULO DE LA SEPARACION ENTRE LENTES.

Por estar acoplado en aire, la potencia de todo el sistema es (ver  expresión 45 del tema VII):

en la que P12 es la potencia del doblete formado por la lente 1 y la 2. Sustituyendo cada potencia por su valor y
operando queda:

c. CÁLCULO DE LA VARIACIÓN DE POTENCIA.
      

El sistema total tiene una potencia PC para la línea C y otra potencia PF para la línea F. La variación de potencia
viene dada por la diferencia: 

Dado que las lentes 1 y 2 constituyen un doblete acromático, la potencia de éste va a ser la misma para las líneas
C y F:  

                                                  

y la potencia del sistema total para cada una  de las líneas  C y F es, según la expresión (45) de la pág. VII-13:

por lo que la variación de potencia queda:

. . . . . . . . . . . . . . . . . (3)

expresión en la que son conocidos  P12 = 10 D  y  e = 0,1087 cm, pero no se conocen  P3C  ni  P3F  . Sin embargo, es
posible calcular la diferencia entre ambas potencias. Para ello, considerando que la tercera lente tiene una cara plana
y que el radio de la otra cara es r1, la potencia de esta tercera lente para cada línea es:

. . . . . . . . . . . . (4)

y como:

e introduciendo este valor en la expresión (4):

Por último, sustituyendo este valor en la expresión (3), la variación de potencia del sistema total, queda:
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5. Para conseguir un doblete acromático pegado de 5 dt se combinan dos lentes cuyos números 

de Abbe son 64 y 32. Calcular las potencias de las dos lentes.

6. Calcular la relación entre los números de Abbe de las lentes que forman un doblete acromático

pegado teniendo en cuenta que la potencia de una de ellas es de 5 dt y la potencia total del doblete
es de 2 dt.

La condición para que un doblete pegado forme una combinación acromática es (ver pág. XII-5):

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

Por otra parte, según la expresión (45) de la página VII-13, la potencia de un acoplamiento de lentes yuxtapuestas
es la suma de las potencias de las lentes puesto que la distancia  e  entre ellas es nula:

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

y la resolución del sistema formado por las ecuaciones (1) y (2) conduce al resultado:

P1 = + 10 dt           ;           P2 = - 5 dt

La condición de acromatismo para un doblete pegado viene dada por la expresi6n (8) de la página XII-5:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

y sustituyendo los valores de las potencias, teniendo en cuenta que la potencia del doblete pegado es la suma de las
potencias de cada lente, según se ha visto en el problema anterior:

y sustituyendo en (1), la relación entre los números de Abbe queda:
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7. Para conseguir un doblete acromático pegado de 5 dt se combinan dos lentes cuyos números de

Abbe son 64 y 32. Calcular las potencias de las dos lentes.

La condición para que un doblete pegado forme una combinación acromática es (ver pág. XII-5):

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

Por otra parte, la potencia de un acoplamiento de lentes yuxtapuestas es la suma de las potencias de las lentes:

... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

por lo que la potencia de cada lente es:

P1 = + 10 D        ;        P2 = - 5 D
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