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RESUMEN

Esta investigacion .estd orientada a la mejora de prestaciones de los
computadores. Dentro de las posibles estrategias encaminadas a proporcionar
una respuesta, la linea que se propone es la de buscar técnicas operatorias
sistematicas que instrumenten, al nivel de primitivas, operaciones que las
arquitecturas convencionales proporcionan como de alto nivel. Mas
concretamente, el problema que se plantea es el de evaluar funciones con la
maxima especificidad, esto es, con el nivel de derivacién mds bajo posible.

Se aborda la busqueda de las primitivas adoptando inicialmente la convolucion
de funciones como método de evaluacion de éstas. Se proporciona asi una
solucion de partida de propdsito general que tiene un alto grado de derivacion.
La solucion final se obtiene convirtiendo la convolucién en una operacién
recursiva que tiene la forma de suma ponderada. Desde el punto de vista de la
algoritmia de obtencién de los calculos, el método consiste en obtener un nuevo
valor de la funcion en cada paso de la iteracidn a partir del valor que tenia en el
paso de iteracion precedente. Los factores de ponderaciéon son de gran
importancia: son caracterizadores de la funcion evaluada. Ello puede
interpretarse como que sus valores constituyen una expresion condensada de la
légica relacional algebraica presente en la expresion explicita de las funciones

de partida.
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Los criterios de utilizacion del paso de iteracion abren la via para la
incorporacién, de manera intrinseca, de paralizacion de la operatoria. Se puede
operar en el extremo de la secuencialidad estricta, con un paso de iteracion
basico, o utilizar pasos multiplos del paso basico para obtener valores semilla de
iniciacidn a partir de los cuales se lanzan hilos paralelos de céalculo; esto ultimo
puede hacerse a varios niveles de profundidad.

Se ha aplicado este método con éxito en el caso de las rotaciones y de un grupo
de transformaciones configurables como rotaciones.

Se han mostrado también ejemplos de funciones cuya evaluacién no es
abordable a nivel de primitivas, adelantando de forma empirica, de momento, su

posible evaluacién con mas niveles de derivacion.
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RESUM

Aquesta investigacié estd orientada cap a la millora de prestaciones dels
computadors. De totes les estratégies possibles encaminades a satisfer aquest
objectiu, la linia seguida és la de buscar técniques operatories sistematiques que
instrumenten a nivell de primitives les operacions que les arquitectures
convencionals proporcionen com de alt nivell. Concretament, el problema
plantejat és el d’avaluar funcions amb la maxima especificitat, i agd significa
avaluar-les amb el nivell de derivacié més baix possible.

La busca de les primitives s’aborda fent servir inicialment la convolucid dé
funcions com un métode per a avaluar-les. Aixi es proporciona una soluci6 de
partida que implica un nivell de derivacié elevat. La solucié final s’obté
convertint la convolucié en una operacié recursiva que té forma de suma
ponderada. Des del punt de vista de I’algoritmia que permet I’obtencid dels
calculs, el métode consisteix en obtenir un nou valor de la funcié en cada pas de
la iteracid, a partir del valor que tenia en el pas de la iteracio precedent. Els
factors de ponderacid ténen gran importancia: sén els que caracteritzen la funcid
avaluada. La interpretacio que pot fer-se d’ago és que els valors dels factors son
I’expressio condensada de la logica relacional algebraica palesa en I’expressio

explicita de les funcions de partida.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2005



Modelo paramétrico de arquitectura para la generacién de primitivas computacionales. Maria Teresa Signes Pont

Els criteris d’utilitzacio del pas d’iteracidé obrin la via per a incorporar, de
manera intrinseca, la paralel-lelitzacié de I’operatoria. Es pot operar seguint la
seqliencialitat estricta, amb un pas d’iteracié basic, o utilitzant pasos multiples
del basic per a calcular uns valors que iniciaran linies paral-leles de calcul.
Aquesta paralel-lelitzacid pot repetir-se formant un arbre cada vegada més
profund.

Aquest métode s’aplica amb éxit en el cas de les rotacions i en un grup de
transformacions configurables com a rotacions.

Es mostren també exemples de funcions no avaluables directament per les
primitives i se’n proposa una solucié, empirica de moment, que involucra més

nivells de derivacio.
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ABSTRACT

This research is oriented to computer performance improvement. Among the
whole range of strategies that can lead to this objective, the proposal approach
deals with systematic operating technics which have the capability to implement
at the primitive level the same operations that conventional architectures
provide as high level ones. Particularly, the problem raised aims the maximum
specific function evaluation, which means achievement of the lowest level of
derivation possible.

The search of primitives is tackled by developing function evaluation by means
of convolution. This way, a general purpose starting point solution with a high
degree of derivation is provided. The final solution is obtained by converting
the convolution into a recursive operation shaped as a weighted sum. From an
algorithmic point of view, the calculation method consists in obtaining a newer
value at every iteration step by using a former calculated function value in a
previous iteration step. The weighting parameters are quite significant, as they
characterize the resulting function. This fact can be understood as if the whole
algebraic relational logic laying in the formal expression of starting point
functions was embedded in parameter values.

Criteria on using iteration step open paths for an intrinsic incorporation of

operation parallelization .issues. This way, it is possible to operate in both
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extreme strict sequentially border way, using a basic iteration step, and in
multiple basic step way in order to obtain initialization seeds for which parallel
calculating threads can be run. This latter fact can be achieved by using multiple
depth levels.

The method proposed has been successfully used for performing rotations and
also for a set of transforms that can be configured as rotations.

Some function examples which cannot be evaluated at the primitive level are
also shown. For these cases an empiric solution has been suited that introduces

some principles for future research of derivative solution of the method.

X1V
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Capitulo 1

Capitulo 1
INTRODUCCION

1 Motivacion y objetivos

El procesamiento de informacion es un fendmeno ubicuo e inherente a la
dinamica de los sistemas. Se identifican distintos estilos de computar entre los
que destacan aquéllos que han sido ideados por el ser humano para resolver
problemas concretos y los que caracterizan los sistemas naturales, fisico-

quimicos o bioldgicos, como resultado de su interrelacion con el entorno.

El grado de consolidacion de las ideas y conceptos en disciplinas como la fisica y
las matematicas junto con el nivel de desarrollo tecnolégico alcanzados en el siglo
XX han propiciado la emergencia de la informatica, que engloba en su cuerpo de
conocimiento cuestiones relacionados con el procesamiento de informacion. A
pesar de lo moderno de la disciplina como tal, la preocupacion por el tema, tanto a
nivel conceptual como de realizacion, no es nueva. Se sabe que en el afio 450
A.C., Sécrates ya preguntaba a Anaxagoras por “...un procedimiento efectivo de
céalculo...”, entendiéndose la pregunta como una alusion a un sistema en el cual,
dadas unas entradas, se obtendria sistematicamente un resultado. Se tiene
constancia igualmente de un dispositivo antiguo que sistematiza el célculo: el
abaco, inventado por los egipcios en esa misma época y perfeccionado en China a
principios del siglo segundo D.C. Su vigencia es tal que, en 1945, en un concurso

en el que competian un abaco y una calculadora, en lo que respecta a la velocidad
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Introduccién

y a la exactitud de los calculos, gano el abaco [Cardona, 1996]. A lo largo de la
historia, la busqueda de soluciones a problemas concretos de calculo ha
proseguido, cristalizando en implementaciones consonantes con la tecnologia del
momento, hasta que un volumen suficiente de conocimiento empirico ha acabado
generando método. De la interrelacion entre el método y las multiples
resoluciones de los problemas concretos emerge una via enormemente productiva
que explica la situacién actual: los avances conseguidos y la velocidad a la que se

siguen produciendo.

La evolucidn ocasionada por el refinamiento de los métodos de célculo y de las
realizaciones propicia una diversificacion de los paradigmas de computacion,
todos ellos animados por un objetivo comin que es el de resolver cada vez
mejor lo que abordan. Desde la arquitectura de computadores, la nocién de
rendimiento es indisociable de la idea de bondad. Las CPUs convencionales
implementan primitivas como la suma y la multiplicacion, realizadas bit a bit de
forma secuencial por los circuitos electronicos. Esta base fisica sostiene una
jerarquia de niveles de computacion que se materializan por lenguajes, cada vez
mas sofisticados, que van desde expresar las operaciones de forma muy
clemental, en términos de transferencia de datos a registros o desde ellos
(ensamblador), hasta la expresiéon mas refinada representada por la forma
algebraica concisa que utiliza variables (lenguajes de alto nivel). Cada nivel de
abstraccidn oculta detalles al nivel superior y, de la diversidad de realizaciones |
de cada nivel, se desprenden ejecuciones mas o menos productivas de una
misma computacién. Existen técnicas reconocidas de mejora del rendimiento
como son la segmentacion [Schwarz, 1996), [Beaumont-Smith et al, 1998] y la
anticipacion [Schmookler, 2001], [Lang, 2004], que aumentan la rapidez de
respuesta, o la comparticion que reduce la cantidad de recursos [Tan, 2003],
generalmente, un compromiso razonado entre todas ellas es el que acaba

proporcionando soluciones realistas.
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Gapitulo 1

En las arquitecturas actuales, una instruccion de lenguaje de alto nivel implica
muchas instrucciones de lenguaje maquina y cada una de éstas, a su vez, pone
en juego gran cantidad de sumas y desplazamientos a nivel de la electrénica
digital de base. Cabe pensar que bajar hasta un nivel de operatoria trivial como
la suma y, mas propiamente, al de las primitivas al uso para resolver, pueda no
ser la mejor solucion. Tal vez, un planteamiento en el cual el nivel mas bajo
fuera ya mas potente que el nivel de las primitivas hardware habituales,

redundaria en una mejora global del rendimiento.

Dentro de las posibles orientaciones encaminadas a proporcionar una respuesta, la
linea que se propone es la de buscar métodos de operar que instrumenten, al nivel
de primitivas y para procesadores de propdsito general, operaciones que, por tener
cierta complejidad, han sido implementadas tradicionalmente como operaciones
de alto nivel. Con ello se prevé una repercusion notable en la dindmica de
gjecucion de los calculos dado que, la obtencidn de una potencia de calculo
equivalente deberd requerir menor numero de niveles. Asimismo, estas
arquitecturas tendran presumiblemente implicaciones en la linea de facilitar la
formulacion, el modelado y el calculo de problemas que actualmente se resuelven
con dificultad apreciable. Por poner un ejemplo, en la actualidad, la simulacién de
la respuesta en forma de trenes de pulsos de alta frecuencia que tienen las
neuronas bioldgicas ante estimulos pulsatiles, se realiza concibiendo la neurona
como un complejo circuito electrénico y generando la respuesta como la salida
funcional de dicho circuito. Pensar que la interaccion neuronal en un sistema
nervioso es, a su vez, una funciéon compleja de la respuesta de cada neurona
sugiere que la tecnologia actual estd lejos de la potencia de un sistema nervioso si
el planteamiento sigue siendo de sintesis funcional a partir de las primitivas

computacionales.

El planteamiento que aqui se hace recuerda en cierta medida, a los pasos seguidos

en computacion grafica, esto es, implementar al nivel mas bajo operaciones que
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en el pasado se obtenian por sintesis de otras mas simples. Las ventajas son de

todos conocidas.

El objetivo de este trabajo es contribuir a la mejora del rendimiento de los
procesadores. Generalmente, las mejoras suelen producirse en los casos en que
la resolucidon de un problema se hace de forma dedicada, a la medida de sus
caracteristicas; éste es el principio sobre el que se basan los procesadores de
proposito especifico. En cambio, en los procesadores de propdsito general, las
mejoras dependen de un equilibrio entre varias de sus prestaciones y, por tanto,
conseguir mejores rendimientos plantea un reto de mayor envergadura. Esta
investigacion se sitia en la linea de aumentar el rendimiento buscando al nivel
del hardware modos de operar capaces de implementar funciones que otras
arquitecturas proporcionan como de alto nivel y ello para propdsito general.
Este objetivo general se desglosa en objetivos mas especificos que condicionan,

orientan y organizan el trabajo. A continuacion se enuncian estos objetivos.

= Proponer una modelizacion de la operatoria que permita disefiar primitivas
computacionales implementables a nivel de hardware, cuya potencia
expresiva sea superior a la que proporcionan las primitivas habituales.
Generalmente las maquinas organizan la computacion siguiendo un
esquema de niveles ordenados jerarquicamente y cada nivel contiene
operaciones de mayor potencia que los niveles precedentes. La propuesta va
en la linea de iniciar la jerarquia a partir de un nivel mas alto que el
habitual, que es el de las primitivas suma y multiplicacion, instrumentadas
por el hardware de la maquina. Asi, las primitivas que hay que disefiar para
ser implementadas por ese primer nivel de hardware deberan proporcionar

operaciones mas sofisticadas que la suma y la multiplicacion.
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* Formular la base conceptual del modelo de operatoria. Conseguir
operaciones de alta potencia expresiva al nivel de las primitivas obliga a que
los métodos para calcular sean suficientemente sencillos. Evaluar o medir
congiste en realizar una apreciacion o estimacion de una cantidad tomando
otra, de la misma especie, como unidad. También puede entenderse como
una manera de “ver” una cantidad, un objeto, una funcion,...”a través” de
otra cantidad, objeto o funcidn, respectivamente. La convolucion

proporciona la cobertura conceptual a la metodologia propuesta.

=  Pasando al nivel de realizacion, disefiar una arquitectura que implemente el
modelo computacional propuesto y valorar su utilidad para la resolucion de
algunos problemas, proporcionando asistencia complementaria o alternativa

a la propuesta existente.

La memoria que sustenta este trabajo se organiza en seis capitulos.

El capitulo primero, de introduccidn, estd dedicado a expresar las motivaciones
que han llevado a la realizacion de la investigacion recogida en este documento, a
exponer los objetivos propuestos y a describir y analizar el conocimiento actual
en torno al tema tratado, finalizando con una definicion del problema planteado y

su propuesta de resolucion.

Siguiendo al capitulo de introduccion, el capitulo segundo desarrolla el Método
de evaluacion Recursiva Basado en Convolucion (CBRM). Después de revisar
algunas nociones de la teoria de la medida y de la teoria de representacion de
grupos se propone la convolucion de funciones como método de evaluacion. El
objetivo de rendimiento computacional hace buscar una operatoria con menor
coste que el calculo directo de la convolucién. Para ello se regulariza la

convolucion sobre una operacion recursiva paramétrica que calcula los puntos de
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las funciones por iteracion. Seguidamente, se definen las primitivas propias de

este tipo de operatoria como base para proponer un procesador.

El capitulo 3 se ocupa del disefio y evaluacién de la arquitectura asociada al
Método de valuacién Recursiva Basada en Convolucién (CBRM). Se describen
los médulos funcionales de la arquitectura CBRM facilitindose para el mddulo de
calculo estimaciones del tiempo de calculo y del espacio ocupado, tanto en
unidades independientes de implementacion como a partir de la simulacion en
una plataforma de 16gica reconfigurable. La posibilidad de introducir paralelismo
en algunas etapas de la arquitectura CBRM sugiere distintas vias de mejora de las
prestaciones. El capitulo concluye con diversas propuestas de paralelizacién, con

el estudio correspondiente de rendimiento.

El capitulo 4 trata algunas aplicaciones del CBRM. Se aborda en primer lugar la
evaluacion a nivel de primitivas de las rotaciones como funciones relativamente
sencillas pero pilares basicos de un gran numero de transformadas matematicas,
éstas ultimas con presencia destacada en diversos ambitos de la ciencia y la
ingenieria. Se propone la transformada de Hough como ejemplo de funcién
basada en rotaciones y se realiza una comparaciéon entre el CBRM vy otras
propuestas en relacidon con el tiempo de célculo y el drea ocupada. Se estudian
igualmente las transformadas ortogonales con la propuesta de un patrén comun de
calculo, basado en rotaciones, para todas ellas. En este caso, actia como
paradigma la transformada de Fourier. Finaliza el capitulo cuarto con el estudio
de la evaluacién de la transformada de Fourier por el CBRM y por otros métodos,

facilitandose una comparacion en términos de area ocupada y de tiempo.

En el capitulo 5, se aborda el problema de las funciones no evaluables a nivel de
primitivas por el CBRM. Como ejemplo, se presentan algunos comportamientos
de dificil formalizacién proporcionados por subsistemas neuronales. Se adelanta

una solucién empirica cuyo proposito es hacer entrever la capacidad del CBRM
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para estos casos con unos resultados iniciales apreciables, razon por la cual se

deja esta cuestion como linea detrabajo futuro.

El capitulo 6 es el de las conclusiones. Primeramente se recuerdan las
aportaciones de esta investigacion, entre las cuales destaca especialmente el papel
relevante que se otorga a la convolucion. Se sugieren ademas algunas lineas de

trabajo futuro como robustecer el CBRM ampliando su campo de aplicacion.

2 Conocimiento actual y problemas

abiertos

En primer lugar se revisan las aportaciones mas relevantes en la aritmética del
computador donde aparecen principalmente dos orientaciones: por una parte, la
mejora en la implementacion de las operaciones primitivas basicas habituales,
suma y multiplicacién y, por otra, la propuesta de evaluacion de funciones
desde el hardware de la maquina, basindose en dichas primitivas. En un
segundo tiempo, teniendo en cuenta los objetivos que se propone esta
investigacion, he considerado necesario estudiar el caso de algunas funciones
sofisticadas que se implementan como primitivas para procesadores
especializados en otros campos de la informatica. Aunque no tunicos, los
principales campos tratados en relacién con esta cuestion y mencionados en esta
memoria son la morfologia matematica dentro del anilisis de imagen y la
computacién grafica. Seguidamente, se hace una breve resefia de los hitos
destacables en el campo de la computaciéon cuantica, teniendo en cuenta los
aspectos mas relacionados con el tema central de esta investigacion, que son los
métodos y las arquitecturas dedicados a la evaluacion de funciones. Para

finalizar este apartado se mencionan los modelos computacionales mas
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importantes utilizados en el campo de la neurociencia, ya que existe también la
motivacton de abordar en esta investigaciéon la reproduccion de las

funcionalidades que manifiesta el tejido vivo.

2.1 Aritmética del computador

La norma IEEE-754 para coma flotante establece un esquema discreto para la
representacion de los niimeros reales en un computador [Cornea-Hasegan,
1999], [Schwarz,1999], [Schwarz,2003], [http://cch.loria.fr/documentation
IEEE-754/index.html]. Dicha norma estructura la representacién del ntimero
real en tres componentes: signo, mantisa y exponente y establece la precision de
las operaciones bdsicas que todo procesador debe implementar; estas
operaciones son la suma, la multiplicacién, la division y la raiz cuadrada. Por
ser primitivas, la suma y la multiplicacién son las operaciones que se efectian

mas frecuentemente sobre operandos reales.

Para la suma, es habitual concentrar el esfuerzo de mejora en el tratamiento de
las mantisas debido a que es la parte que entrafia mas complejidad ya que
requiere desplazamientos de normalizacién y alineamiento, complemento y
redondeo. El tratamiento del exponente se realiza en paralelo con el calculo
anterior y se reduce a desplazamientos y sumas de muy pocos bits [Obermann,
1997]. Cada operacion se completa con una etapa de redondeo [Even, 2000],
[Parks, 2000]. La segmentacién es el método mas cominmente empleado para
aumentar la cantidad de sumas por unidad de tiempo, pero esto no reduce
necesariamente el tiempo de latencia del algoritmo. La reduccion de la latencia
suele venir dada por la realizacién de operaciones en paralelo, casi siempre a
costa del empleo de hardware adicional [Quach y Flynn, 1990], [Quach y Flynn,
1992], [Kantabutra, 1993], [Dadda, 1996], [Bruguera 2001]. Las propuestas mas
novedosas profundizan en el paralelismo y en el desarrollo de esquemas de

latencia variable aprovechando que no todos los componentes del sumador son
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necesarios con determinados operandos de entrada, reduciéndose asi la latencia
media [Beaumont-Smith et al. 1998], [Takagi y Horiyama, 1999], [Cheng et al,
2000], [Kalampukas et al, 2000], [Um y Kim, 2001].

La multiplicacién, consta de la suma de varios productos parciales desplazados,
cada uno de los cuales, en su forma mas sencilla, es un producto del
multiplicando por un digito del multiplicador [Callaway y Schwarzlander, 1997 ],
[Stelling et al., 1998]. El algoritmo se realiza en tres etapas: generacion de los
productos parciales, reducciéon el mimero de productos y suma final con
propagacion del acarreo. El aumento de prestaciones puede realizarse incidiendo
en cada una de las etapas mencionadas. La construccion de los productos
parciales puede realizarse mediante un conjunto de puertas AND que operan
sobre cada digito del multiplicando y el multiplicador, de forma clasica o bien
utilizando algoritmos avanzados como el de Booth [Booth, 1951] o alguna de sus
variantes [Altwaijry y Flynn, 1995], [Goto, 1997], [Yeh y Jen, 2000]. Otros
autores proponen técnicas de generacion de los productos parciales que obtienen
ventajas recodificando los operandos antes de la generacion [Law et al, 2000],
[Skin y Jeon, 2000}, [Seidel, 2001]. Después de la generacion de los productos
parciales, los multiplicadores de alto rendimiento no suman directamente, sino
que combinan los productos parciales, reduciendo su numero hasta un niimero
total de dos, que se suman al final. La combinacién mencionada se realiza por
circuitos contadores [Wallace, 1964], [Dadda, 1965] o compresores [Weinberger,
1981], [Song y De Michelli, 1991], [Kwon et al, 2000], [Bickerstaff, 2001],
basados en elementos de suma sin acarreo [Bewick y Flynn, 1992], [Omondi,
1994], [Oklobdzija et al, 1996], [Choi et al., 1997], que son conectados entre si

formando una topologia determinada, por ejemplo, en arbol [Ta kagi et al, 1985].

En la suma final con propagacion de acarreo, los esquemas empleados son los
que ya se han mencionado en el parrafo dedicado a la suma, pudiéndose

emplear también algoritmos de suma entera.
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El calculo de funciones es de enorme importancia para aplicaciones en areas
diversas de la ciencia y la ingenieria, entre las que destacan, por ejemplo, el
procesamiento digital de la sefial, la computacion grafica y cientifica y las
aplicaciones para tiempo real. En la actualidad, los planteamientos relativos al
calculo de funciones son de dos tipos: los de propdsito general, que pretenden
dar una respuesta global al problema: entre ellos, destaca el algoritmo CORDIC
(COordinate Rotation DIgital Computer) [Volder, 1959], [Walther, 1971]
[Haviland, 1980], [Nakayama, 1989], como técnica iterativa que solo requiere
operaciones de suma y desplazamiento y, por otra parte, las propuestas
especialmente pensadas para aumentar las prestaciones en el calculo de alguna
funcién o grupo de funciones en particular. Al respecto, se puede citar como
ejemplo la aritmética asociada al sistema logaritmico [Coleman, 2000],
[Chichyang, 2000] que mejora la eficiencia en el calculo de funciones como las
funciones trigonométricas. También existen algoritmos con menos peso
conceptual, especialmente pensados para el calculo de las funciones elementales
mas habituales (inversa, raiz cuadrada, inversa de la raiz cuadrada...). Cada uno
de estos algoritmos ha dado lugar a una gran variedad de implementaciones
hardware, con resultados altamente competitivos debido a los avances recientes
de la tecnologia VLSI [Koren, 1993], [Ercegovac et al, 2000a], [Ercegovac et
al, 2000b].

A continuacidn se revisan los métodos de calculo de funciones mas relevantes en

la actualidad.

Algoritmo CORDIC

Introducido por Volder en 1959 para la evaluacion de funciones trigonométricas
y la conversion de coordenadas rectangulares a coordenadas polares, el
CORDIC fue generalizado y unificado por Walter en 1971 para obtener ademas
funciones hiperbdlicas y lineales. Es el algoritmo mds comunmente empleado

en los coprocesadores clasicos (18087, HP35, M68881, M68882...). En los
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ultimos afios, este algoritmo ha dado lugar a un intenso desarrollo de multiples
implementaciones hardware para aplicaciones especificas, como procesamiento
digital de la sefial y de la imagen [Ahmed, 1990], [Hu, 1992], algebra matricial
[Cavallaro, 1988], [Cavallaro, 1991], [Ercegovac, 1994] robotica, aplicaciones
graficas y simulacién, que demandan alta velocidad y precision. Existen
diferentes arquitecturas que implementan el algoritmo CORDIC. La arquitectura
deseable es, naturalmente, la que consigue el mejor compromiso en cuanto a
area y velocidad para la aplicacién requerida.

La arquitectura CORDIC-iterativa es la que procesa con una cadencia igual al
producto del ntimero de iteraciones por el tamafio de los datos. El disefio bit-
paralelo, que traduce al hardware las tres ecuaciones del CORDIC, tiene un
numero de entradas elevado y, por tanto, suele ser lento en las plataformas de
légica reconfigurable. En cambio, el disefio bit-serie es mucho mas compacto y
rapido debido a que usa aritmética serie: ésta representa un tipo de
interconexion y una légica simplificadas aunque tenga que utilizar tantos relojes
como precision tienen los sumadores.

La arquitectura CORDIC-on line es la que procesa las iteraciones de forma
desarrollada, esto es, haciendo que haya un elemento de procesamiento por cada
iteracion [Wang, 1996]. Este modo aporta dos simplificaciones significativas,
que son la posibilidad de cablear los desplazamientos (uno fijado por cada
desplazador) y los angulos (uno por cada sumador). Ello repercute en un ahorro
importante de memoria, haciendo que esta arquitectura resulte finalmente en
una cadena de sumadores-restadores interconectados. Este circuito enteramente
combinacional puede segmentarse facilmente insertando registros entre los
sumadores. Este disefio puede transformarse en bit-serie reemplazando cada
sumador por un sumador serie, separandolos por registros de desplazamiento de

tantos bits como la precision de los datos.
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Conseguir altas prestaciones requiere disponer de varios procesadores bit-serie
procesando en paralelo o bien montar un cauce paralelo de procesadores
desarrollados.

En la ultima década, el algoritmo CORDIC ha motivado numerosos trabajos de
investigacion relativos a propuestas diversas (aumento del radix, técnicas de
compensacioén del factor de escala, aplicaciones del algoritmo tridimensional,
implementaciones para tarjetas de légica reconfigurable..), que permiten cada
vez mejores prestaciones [Bruguera, 1993], [Antelo, 1996a], [Antelo, 1996b],
[Villalba, 1996], [Antelo, 1997a], [Antelo, 1997b], [Saéz, 1998], [Villaiba,
1998], [Antelo, 2000].

Sistema Logaritmico

Frente a las limitaciones que impone la gjecucidén en punto flotante, esta la
propuesta de una aritmética basada en la representacion logaritmica de los
numeros con el objetivo de aumentar la eficiencia en el calculo de las funciones
trigonométricas [Das et al.1995] y sus inversas. Otra ventaja de este sistema es
su precision en las operaciones aritméticas: el error de la representacion es
menor que el del punto flotante asi como el error de cuantizaciéon [Coleman,
1999]. El inconveniente del método esta en que la implementacion de la suma y
la resta precisa unos términos auxiliares. Estos pueden precalcularse y
almacenarse en una tabla look-up, a la que se ha de acceder, o calcularse
durante el proceso. El tamafio de las tablas crece exponencialmente con el
tamafio de la palabra. Se han propuesto diversas técnicas de reduccién del
tamafio de la tabla [Lewis, 1990], [Chen, 1998], [Coleman, 2000], se ha
recurrido a la aritmética redundante [Arnold et al 1990], a la representacion
semi-logaritmica [Muiler, 1998} o también a la solucién hibrida, que consiste en
realizar la suma y la resta en punto flotante y la multiplicacion y la division en
sistema logaritmico [Lai, 1993]. La ventaja del calculo es en cuanto a coste

[Chichyang, 2000]. El calculo, que consiste en evaluar iterativamente y de
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modo paralelo una funcién exponencial y una funcion logaritmica, se realiza de
forma segmentada con un cauce de N etapas [Arnold, 2003]. Las fuentes de
error son, por una parte, el error debido al algoritmo de normalizacion, y por
otra, el error de redondeo. En total, tomando como referencia de exactitud los
valores de las funciones proporcionados por las librerias matematicas del
lenguaje C, el sistema logaritmico acarrea un error de aproximadamente 2" en el
caso de la doble precision. El sistema logaritmico también motiva investigacion
de tipo aplicado [Paliouras, 2001], [Paliouras, 2002], [Arnold, 1990], [Arnold,
2001], [Arnold, 2002a], [Arnold, 2002b}, [Arnold, 2003], [Dimitrov, 2001].

Algoritmos para el cdlculo algunas funciones elementales

En este apartado se describen distintos algoritmos de calculo de funciones
elementales que cuentan en la actualidad con gran cantidad de propuestas de
implementacion hardware. Entre ellos destacan por su importancia aquellos que
tratan del calculo de la funcién inversa, seguidos por los de la raiz cuadrada e
inversa de la raiz cuadrada.

Las propuestas que tratan del calculo de la funcion inversa pueden separarse en
cinco grandes grupos: de recurrencia digital, iteracion funcional, de radix muy
alto, de acceso a tablas look-up y de latencia variable [Obermann y Flynn,
1997], [Kuhlmann y Pahi, 1998], aunque lo habitual es encontrar
combinaciones de dos o mas de ellas con el propdsito de aunar ventajas.

La implementacion mas comun del calculo de la inversa utilizando recurrencia
digital [Ercegovac y Lang, 1994], [Lang, 2001] es la division SRT (Sweeny,
Robertson, Tocher) que presenta un buen compromiso entre rapidez de calculo
y coste en términos de area ocupada [Montuschi y Cimiera, 1993], [Montuschi
y Cimiera, 1994], [Harris et al, 1997], [Kornerup, 2003], [Mc Can, 2003].

Los métodos basados en iteracion funcional utilizan la aproximacién de
Newton-Raphson, [Flynn, 1970], [Schulte, 1994], la interpolacion polinémica o
el algoritmo de Goldschmidt [Ercegovac et al, 2000a]. El algoritmo de Newton-
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Raphson es un método iterativo con convergencia cuadratica, que consiste en
buscar un valor inicial aproximado que se va refinando en cada iteracion por
multiplicaciéon por un factor que mide la proximidad entre la aproximacion
actual y el valor exacto. Si el valor inicial se elige suficientemente cerca del
valor exacto, se requieren menos iteraciones. Este requisito suele conseguirse
habitualmente empleando tablas.

En el acceso a tablas, como método complementario a la iteracién funcional, la
tabla se utiliza para almacenar las semillas de inicio de las iteraciones, de forma
que se reduzca el nimero de iteraciones del algoritmo. Por ejemplo, el método
propuesto por Wong y Goto [Wong, 1995] consiste justamente en hallar este
valor inicial direccionando la tabla de busqueda por la mitad mas significativa
de los bits de la mantisa del nimero que hay que invertir. El método de Ito,
Tagaki y Yajima [Ito, 1997] encuentra el valor inicial por aproximacion lineal,
buscando los dos coeficientes en una tabla direccionada por los m bits mas
significativos y, en vez de realizar una multiplicaciéon y una suma, propone una
modificacién que consiste en sustituir las dos operaciones por una Unica
multiplicacién que se efectia sobre un operando modificado. Otras opciones
relevantes son las de Ball y Ercegovac [Ball y Bojanic, 2000], [Ercegovac et al,
2000b].

La aproximacion utilizando tablas particionadas simétricas se basa en el
desarrollo en serie de Taylor alrededor de un punto particionado en tres
porciones, con longitudes en bits diferentes [Schulte, 1997]. El desarrollo se
limita a los dos primeros términos que son los que se almacenan en la tabla
bipartita. El primer término representa el valor de la funcién en la porcion mas
significativa del punto, mientras que el segundo término representa el valor de
la derivada de la funcién en la porcién menos significativa. La ventaja de este
método en cuanto al ahorro de memoria se debe a que, en los términos que hay
que almacenar, unos son el complemento a uno de otros. Esta aproximacion es

aplicable a muchas funciones (logaritmo, raiz cuadrada, inversa,...) sdlo con
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variar el intervalo inicial de definicién [Matula, 2001] y puede desarrollase para
tablas multipartitas [de Dinechin, 2001].

Los métodos de interpolacion (polindmica, racional, basada en el desarrollo de
la funcién en serie de Taylor) precisan un calculo de coeficientes que puede
realizarse por métodos distintos (Lagrange, Stirling, Tchebyshev,...). En este
sentido, la aproximacion polindémica es un caso particular de aproximacion
racional [Koren, 1990]. Incluye tres etapas: la reduccion del argumento a un
intervalo de aproximacion predeterminado, la evaluacién de la aproximacion
racional del argumento y la obtencion del resultado final. Los coeficientes de la
aproximacion se determinan de forma que minimicen el error relativo maximo
cometido en el intervalo. Si se particulariza para un polinomio de segundo
grado, la interpolacion se basa en los puntos extremos y el punto medio del
intervalo con la posibilidad de calcular los coeficientes durante la ejecucién, a
partir de los valores tabulados de puntos de la funcién, o bien de precalcularlos
y almacenarlos. La primera opcion es mas ventajosa en términos de memoria
(un tercio menos) en detrimento del aumento de hardware y de tiempo de
ejecucion empleado en el calculo de los coeficientes. [Cao, 1997]. Existen
propuestas mds recientes que equilibran notablemente este compromiso [Cao,
2001].

Con respecto a los métodos de radix alto, la propuesta es bastante amplia [Tenca
y Ercegovac, 1998], [Lang y Montuschi, 1999], [Montuschi y Lang, 2001],
[Matula, 2003], [Pineiro, 2003].

Entre los algoritmos de latencia variable destacan los trabajos de Williams y
Kuhlmann, [Williams et al, 1995], [Kuhlmann y Pahi, 1998]. También pueden
encontrarse referencias a esta metodologia en la bibliografia resefiada para otros
tipos de divisores, SRT y radix alto, que combinan ambos aspectos.

Los algoritmos para la obtenciéon de la raiz cuadrada son similares a los

utilizados para obtener el cociente [Lang y Montuschi, 1999]. Sin embargo, la

15

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2005



Modelo paramétrico de arquitectura para la generacién de primitivas computacionales. Maria Teresa Signes Pont

Introduccién

repercusion en el rendimiento medio del sistema es menor que éste, por ser una
operacion, en general, menos frecuente.

La inversa de la raiz cuadrada aparece con frecuencia en aplicaciones graficas y
multimedia y motiva igualmente cierta atencion en la linea de los avances en las
operaciones de division y raiz cuadrada [Takagi, 2001], [Lang, 2001], [Lang,
2003].

Como resulta patente después de la presentacién de esta panoramica, los avances
en aritmética del computador se centran en mejorar las operaciones primitivas
computacionales habituales, suma y multiplicacién. Las operaciones que entrafian
mas complejidad se relegan habitualmente a niveles mas altos, en los cuales el
tratamiento algoritmico se hace mds especifico y, cada vez mas, las
implementaciones hardware dedicadas mejoran las ejecuciones de dichos

algoritmos.

2.2 Procesadores especializados

En la segunda parte dedicada a la revisién del conocimiento actual, se consideran
otros dos campos de la computacion: el tratamiento digital de imagenes y la
computacién grafica. Aunque no sean campos centrales al objeto de esta
investigacion en cuanto a objetivos ni contenidos, he considerado procedente
introducir aqui algunos ejemplos que pueden servir de soporte a las ideas que han

fundamentado los planteamientos de esta tesis.

Independientemente de lo especifico de las motivaciones y necesidades en cada
caso, en la morfologia matematica aparecen nitidamente dos constantes: las
transformaciones geométricas y la medicion [Serra, 1989], [Henk, 1998]. Las
transformaciones geométricas tienen como finalidad normalizar los resultados de
la observacion realizada sobre los objetos. Se realizan en términos de conjuntos

de elementos a fin de traducir una apreciacién morfoldgica en otra cuantitativa.
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Quizas, el mas importante de los nuevos movimientos en el mundo de los graficos
sea el interés por el modelado de objetos y no sdlo por la creacidon de sus
imagenes. Ademas, va en aumento el interés por la descripcién de la geometria
variable en el tiempo y el comportamiento de los objetos tridimensionales. Asi,
los graficos tienen que ver cada vez mas con la simulacién, la animacién y un
movimiento de “regreso a la fisica” en el modelado y la generacidon de imagenes,
a fin de crear objetos que se vean y comporten de la manera mas realista posible

[Foley et al., 1995], [Chester, 2003].

La morfologia matematica en el tratamiento digital de imagenes

La correcta formulacién de un problema requiere establecer una secuencia
jerarquizada de restricciones. El cuerpo tedrico de la morfologia matematica
establece tres grados de restricciones: los principios de cuantificacion, los
criterios y los algoritmos. Cuatro principios controlan las transformaciones y las
mediciones: invarianza a traslaciones y a cambios de escala, principio de
conocimiento local y de semi-continuidad. El significado de los dos ultimos
principios tiene que ver con la robustez y estabilidad de la transformada
necesarias para la operatoria. Los dos primeros principios son mas especificos: la
invarianza a la traslacion restringe la metodologia al espacio euclideo y a las
plantillas regulares de puntos. Siguiendo los principios, de menor a mayor
especificidad, estan los criterios y los algoritmos, respectivamente. Los criterios
se refieren a los requerimientos de un problema particular y los algoritmos

expresan con precision las instrucciones a ejecutar para resolverlo.

En la morfologia matematica, sobresale por su importancia la transformacién de
ganancia o pérdida basada en consideraciones geométricas fundamentales,
precursora de las operaciones de erosion y dilatacion [Matheron, 1967], [Serra,

1969], [Barrera, 1998]. Esta transformaciéon cuantifica genéricamente las
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caracteristicas consideradas de interés en la imagen, cualquiera que sea su
procedencia, como el area, las particiones y el recuento de particulas. Ello
precisa la definicion de un elemento estructurante, que no tiene porqué ser
unico, y que actiia como “unidad”. La transformacion que se obtiene de la
imagen inicial varia segin la configuracién que toma el elemento estructurante
[Gasteratos, 1998]

Las particularizaciones de la transformacidn de ganancia o pérdida en el plano
operativo conducen a la definicién de la dilatacién y la erosion, operaciones
duales, repetibles de forma iterativa. Las propiedades algebraicas de estas
operaciones tienen consecuencias tecnolégicas importantes [Hadwiger, 19571,
algunas de las cuales cito a continuacion. La propiedad distributiva de la erosion
(dilatacion) con respecto a la intersecciéon (unidn) permite fijar una forma
ventajosa de mecanizarlas sobre los materiales en la industria. En cambio, la
erosion (dilatacidon) no es distributiva con respecto a la unidn (interseccion). De
ello se desprende la posibilidad de definir una familia ¥, de transformaciones
generadas por erosion (dilataciéh), en la cual el parametro A indica el cambio de
escala con respecto al cual la transformacion es invariante (segundo principio).
El orden en la aplicacion de erosiones y dilataciones no es indiferente: es mas
severa la previa aplicacidn de la erosién [D’Ornellas, 1998]. La aplicacién de la
suma de Minkovsky a la descomposicién del elemento estructurante en un
conjunto de elementos estructurantes méas simples o mas pertinentes, permite

realizar erosiones o dilataciones iterativas.

Cabe destacar que el elemento estructurante es crucial a la hora de realizar
operaciones morfologicas sobre alglin objeto, debido a su poder de condicionar
el resultado. Por consiguiente, su eleccion debera hacerse en funcion de los
aspectos estructurales del objeto que interesa poner en evidencia. Existiria pues,
la necesidad de una teoria que asociara con precisiéon la geometria de un

elemento estructurante con el significado morfoldgico de la transformacién que
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provoca. En su lugar, la heuristica, la experiencia y las recopilaciones de
trabajos realizadas dan unas directrices, a titulo orientativo, de las caracteristicas

que éste debe tener [Serra, 1965], [Serra, 1978]
Computacion grafica

La computacidn grafica desarrolla gran diversidad de métodos que, a su vez,
ocasionan aplicaciones de gran variedad. Por ello, no hay principios
fundamentales unificados. Por el contrario, cada método desarrolla formalismo,

operatoria e implementaciones que le son propios.

En este apartado se consideran algunas aplicaciones que presentan mayor afinidad
con el tema que nos ocupa, en la medida en que realizan una computacion
especifica partiendo de primitivas no simples, coherentes con las caracteristicas

del problema a resolver.

En muchas de las aplicaciones de computacion grafica es necesario generar
curvas y superficies suaves. Gran numero de los objetos reales habituales son
inherentemente suaves: formas vivas, accidentes geograficos, piezas mecanicas,...
de forma que el modelado geométrico tiene gran relevancia [Gousseau, 2001],

[Apu, 2004].

Los modelos basados en curvas cubicas paramétricas como las polilineas y los
poligonos son aproximaciones por segmentos de curvas de y superficies,
respectivamente. A menos que las curvas o superficies que se aproximan también
sean lineales por segmentos, hay que crear y almacenar gran cantidad de

coordenadas de puntos extremos para lograr una precision razonable.

Una representacién mas compacta, que ocupa menos espacio de
almacenamiento y ofrece mayor facilidad de manipulacién interactiva se basa
en el manejo de curvas suaves por segmentos. El método general consiste en
emplear funciones que sean de un grado mayor que el de las funciones tratadas,

ya que los polinomios de menor grado no ofrecen mucha flexibilidad para
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controlar la forma de la curva y que los polinomios de mayor grado pueden
introducir ondulaciones no deseadas. Los problemas de continuidad que afectan
a la unién suvave de las curvas pueden resolverse por distintos métodos: de
Hermite [Foley et al., 1995], de Bézier [Bezier, 1970], [Bezier, 1974], método
que emplea B-splines uniformes [Bartels, 1987] y no uniformes. Estos métodos
tienen prestaciones diferentes en cuanto a diversos aspectos, como la
posibilidad de interpolar los puntos de control, que solo poseen los métodos de
Hermite y Bézier; la facilidad de subdivisién, méxima en el método de Bézier y

la continuidad, asegurada hasta la segunda derivada en el caso de las B-splines.

Las superficies bicubicas paramétricas constituyen una generalizacion de las

curvas cubicas paramétricas (Superficies de Hermite, Bézier, B-spline).

Las superficies cuadricas son muy utiles en aplicaciones especializadas, como el
modelado molecular [Porter, 1979], [Max, 1979] y también se han integrado a los

sistemas de modelado de sélidos.

El modelado geométrico no es suficiente para representar el mundo real. Muchos
fendmenos naturales no encajan en estos modelos. Por ejemplo, la niebla esta
formada por diminutas gotas de agua, pero no es oportuno usar un modelo en el
cual se coloque cada gota, ya que éste no representaria correctamente nuestra
percepcion de la niebla. Existen técnicas de modelado avanzado que imprimen
enormemente mas realismo al objeto estudiado. A continuacidn se exponen en

términos cualitativos algunas de ellas.

En fechas recientes, los modelos fractales han llamado mucho la atencién
[Voss, 1987], [Mandelbrot, 1982] y [Peitgen, 1986]. Cabe citar ejemplos
famosos como el copo de nieve de von Koch y los conjuntos fractales de Julia-
Fatou y de Mandelbrot. El calificativo fractal se refiere a aquellos objetos

generados por procesos infinitamente recursivos, aunque la comunidad
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cientifica acepta como aproximaciones al caso ideal aquellos objetos cuyo
proceso es finito, pudiendo exhibir cambios imperceptibles después de alcanzar
cierta etapa. La cualidad de dicho proceso es la autosimilitud. Hay que destacar
el trabajo de Fournier, Fusell y Carpenter [Fournier, 1982] que desarrollan un
mecanismo para generar una clase de montafias fractales con base en
subdivisiones recursivas y utilizan igualmente este patrén para modificar formas
bidimensionales.

El procesamiento de fractales requiere gran cantidad de recursos. Existen
métodos que palian este inconveniente basados en la aplicacion de la generacion
de fractales por linea de barrido, mejorados por Kajiya [Kajiya, 1983] y
Bouville [Bouville, 1985]

En cuanto a los modelos gramaticales, Smith [Smith, 1984] presenta un método
desarrollado originalmente por Lindenmayer [Lindenmayer, 1968] para describir
la estructura de ciertas plantas, usando lenguajes gramaticales (gramaticas L) de
grafos paralelos o graftales. Estos lenguajes se describen con una gramatica que

consiste en una coleccion de producciones que se aplican todas a la vez.

Estos grafos presentan autosimilitud ya que el patron descrito por la palabra de la

n-sima generacion esta contenido en la palabra de la (n+1)-sima generacion.

La gramatica no tiene contenido geométrico inherente, de manera que la
utilizacion de un modelo gramatical requiere una interpretacion tanto gramatical
como geométrica del lenguaje. Las gramaticas pueden enriquecerse
[Prusinkiewicz, 1988], para permitir llevar un registro de “edad” de la letra en una
palabra de modo que las letras viejas y jovenes se transformen de distinta manera.
Gran parte del trabajo se ha centrado en la obtencién de gramadticas que

representen con precision la biologia de plantas durante su desarrollo.
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Mas alla de cierto punto, una gramatica deja de ser manejable como descriptora
de plantas, se puede controlar el crecimiento afiadiendo una pequefia coleccion de
parametros descritos en términos biolégicos (brote, internodo, brote auxiliar,
ramificacion, brote apical...) [De Reffye et al., 1988]. Las producciones de la

gramatica no se aplican de forma determinista sino probabilistica.

De esta breve exposicién se desprenden algunas lineas de interés con respecto al
tema tratado en esta investigacion. Dentro del analisis de imagen, la morfologia
matematica proporciona un método util para objetivar las observaciones
realizadas por observadores con distintos intereses, facilitando una técnica de
medicion basadas en cuatro principios. Destacan dos operaciones primitivas, la
dilatacion y la erosién, que se efectian por medio del elemento estructurante. Los
modelos fractales y gramaticales ponen de manifiesto técnicas de construccion

recursivas basadas en reglas de produccién e iniciadas por una semilla.

2.3 Computacion cuantica

La idea de computacion cuantica surge en los afios setenta a raiz de la reflexion
llevada a cabo sobre las consecuencias que iba a tener la ley de Moore en el
campo de la computacion. La miniaturizacion de los circuitos y su
empaquetamiento cada vez mayor en los chips de silicio lleva a la consideracién
de que, en algin momento, estos elementos no seran mucho mas grandes que un
atomo. El problema que emerge entonces es que, a escala atdmica, las leyes que
han de gobernar ¢l comportamiento y las propiedades de los circuitos ya no

pueden ser las de la fisica clasica sino las de la fisica cuantica.

A la pregunta de si es posible construir un tipo nuevo de computador basado en
los principios de la fisica cuantica, R. Feynman contesta proponiendo un modelo
abstracto dle maquina que muestra cdmo un sistema cudntico puede producir

computacién. Asimismo, explica la capacidad e idoneidad de una maquina
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cudntica para simular experimentos de la fisica cuantica [Feynman, 1982]. En
1985, D. Deutsch publica un articulo, en cierta medida similar al de Turing de
1936, en el que demuestra que cualquier proceso fisico puede en principio
modelarse en un computador cuantico [Deutsch, 1999], [Deutsch, 2000a],
[Deutsch, 2000b].

El bit es la unidad de informacién en la computacién que realizan los
computadores digitales. Su valor, que es 0 o 1, se materializa por el estado
macroscépico de un sistema fisico. En un computador cuantico, el qubit es la
unidad de informacion y no exhibe dos valores diferenciados debido al
fenémeno de interferencia cuantica que hace que la unidad pueda almacenar los
dos valores a la vez con cierta probabilidad. La consecuencia computacional
esta en la posibilidad de realizar en un tiempo lineal, n, las operaciones que en
un computador clasico requieren tiempo exponencial 2". En este sentido, Shor
aborda en 1994 el problema de la factorizacion de grandes numeros [Shor,
1994].

La estructura de representacion en el computador cudntico es el vector de n-
qubits que tiene 2" componentes, cada una con su probabilidad. En el
procesamiento, el computador maneja directamente las amplitudes de las
probabilidades. La arquitectura del computador cuantico se basa en un conjunto
de cuatro operaciones primitivas materializadas por puertas y representables en
notacion matricial (matriz de operadores multiplicada por vector de amplitudes)
[Gottesman, 1999]. La primitiva bit-flip intercambia la probabilidad de los dos
estados mientras que la fase-flip cambia el signo entre ambas. La primitiva de
Hadamard establece un estado “a medio camino” entre otros dos. La primitiva
no-controlado realiza una negacién si el qu-bit de control es igual a 1 y no
realiza cambio en el caso contrario. La primitiva de Hadamard es la que hace de
puente entre los dos tipos de computacion, cuantica y digital, realizando a partir
de sus entradas una qu-funcién booleana con la que es posible construir las

funciones XOR, AND, etc..
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Frente al potencial enorme que representa la superposicién cudntica para la
resolucidén de problemas de computacion masiva, como la factorizacion de
grandes nimeros o la busqueda en bases de datos, [Hogg, 1996], [Hogg, 2000a],
[Maurer, 2001], [Hogg, 2003], permanecen todavia algunos obsticulos que
impiden, por el momento, la construcciéon de computadores cudnticos mds
importantes que los que existen, de pocos qu-bits. Las dificultades mayores
estan en la necesidad de prever la correccidon de los errores debidos a la
decoherencia y en el propio disefio de arquitecturas capaces de instrumentar la
computacion cuantica. En efecto, los fendomenos cuadnticos son inestables,
conduciendo necesariamente a la decoherencia, esto es, al abandono de un
estado cudntico como resultado de la interaccién inevitable entre ¢l estado y el
entorno. En 1995 se propone la teoria de correccion del error, basada en la idea
de coherencia en fase, como un medio indirecto de extraer informacién y
reducir el error en un sistema cuantico sin tener que realizar medicidn alguna
sobre ¢él, evitando asi su destruccion [Shor, 1995], [Laflamme, 1996},
[Aharonov, 1997]. Por otra parte, el qubit no puede ser construido a partir del
transistor ya que éste es un elemento que sélo funciona en las computadoras
actuales; mas bien se deben utilizar particulas o sistemas de particulas que
manifiesten el fendmeno de la interferencia cuantica. En este sentido, se han
realizado algunos avances. La técnica de los puntos cuanticos consiste
bésicamente en un electrén atrapade dentro de un conjunto de atomos (jaula de’
atomos), el cual, mediante un rayo laser de una frecuencia especifica, se traslada
de su estado no excitado ("cero") a su estado excitado ("uno") y viceversa. Si la
duracioén de la exposicion al laser esigual a la mitad del tiempo requerido para
cambiar el nivel energético del electrén, este adquiere un estado de
superposicion de sus dos valores posibles. [Steane, 2001]. La técnica de las
moléculas liquidas utiliza grupos de moléculas en lugar de una particula
elemental. Al ser sometidos a un campo magnético, los micleos de las moléculas

giran en una determinada direccién que puede ser utilizada para describir su
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estado (giro hacia arriba "uno", giro hacia abajo "cero"). Mediante sefiales de
radiofrecuencia, el giro puede modificarse. Asi, el computador cuantico vendria
a estar representado por las moléculas, y los qubits por los nucleos [Steffen,

2003].

En el campo del hardware cuantico, se cuenta con algunas realizaciones. La
construccion de una puerta logica de 2 qu-bits basada en la resonancia
magnética nuclear, que puede ser adaptada para lograr los requerimientos de un
computador cuantico, fue llevada a cabo en 1997 por un equipo mixto de Los
Alamos y del MIT. En marzo de 2000, también en Los Alamos, se anuncia el
desarrollo de un computador cuantico de 7 qu-bit que utiliza la resonancia
magnético-nuclear para manipular las particulas en los nicleos de los dtomos de
las moléculas de acido trans-crotdnico, aplicandoles pulsos, a fin de forzar su
posicionamiento a la manera de la codificacién por bits en los computadores
digitales. En agosto de 2000 cientificos del Centro IBM-Almaden de
investigacion proponen un computador cudntico de 5 qu-bits capaz de resolver
un problema tipico en la criptografia, como es encontrar la periodicidad de una
determinada funcidn.

Cabe pensar que el progreso en computacion cuantica planteard un problema de
seguridad en la informacidn, ya que, los métodos actuales de encriptacion son
realmente simples comparados con la potencia de la computacion cuantica para

desencriptar [Daemen, 2000], [Daemen, 2001].

En resumen, la computacion cudntica se encuentra en sus inicios, la tecnologia
debe avanzar hasta ser capaz de asegurar el funcionamiento correcto de
computadores de varias decenas de qu-bits para poder resolver problemas
reales. La investigacion ha de proseguir por la via de buscar métodos para
vencer el gran obstdculo que representa la decoherencia previo a plantearse el

disefio y realizacion de hardware eficaz asi como la consecucién de algoritmos
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cuanticos potentes [Hogg, 1998a], [Hogg, 1998b], [Hogg, 1998c], [Jozsa,
1998], [Jozsa, 1999], [Wiseman, 2000], [Ho, 2000b], [Hogg, 2000c], [Janzing,
20011, [Van Dam, 2002].

2.4 Modelos computacionales en neurologia

En este apartado se hace un resumen del estado del conocimiento en el campo de
la neurologia, desde los primeros postulados que datan del siglo XIX hasta los
modelos computacionales ultimamente desarrollados. En cada caso se destaca el
enfoque utilizado por el modelo asi como su alcance. Al final de esta exposicion
se hace una reflexién sobre los hitos y limitaciones de los modelos y operatorias

propios de este campo.

En 1889, S. Ramén y Cajal establece un postulado segun el cual la neurona, con
sus arboles dendritico y axonal, es la unidad basica funcional del sistema nervioso
[Ramon y Cajal, 1894]. Afirma que las dendritas y el soma son las areas
receptivas para las entradas procedentes de los terminales de otras neuronas y que
los impulsos de salida se transmiten unidireccionalmente, por el axén y mediante
conexiones axo-dendriticas, al arbol dendritico de otras neuronas. También recon
oce la estructura fina de las neuronas con dendritas, espinas y botones axénicos,
mediante observacion al microscopio dptico de neuronas tefiidas por el método de
Golgi. Con respecto al procesamiento de la informacién, Ramon y Cajal sélo
llega a formular la pregunta de qué sucede cuando varias entradas compiten entre

si, suponiendo erroneamente que el soma decide la prioridad de paso.

Hasta 1940 aproximadamente, la tonica general en neurologia es ignorar la
morfologia dendritica, llegando a representar la neurona por un punto y el axén
por una linea. Asi, segun McCullogh y Pitts, la excitacion por sinapsis va desde
un terminal axénico hasta un soma [McCullogh, 1943]. Esta neurona estilizada o

neurona puntual es la base de modelos matematicos que tienen como propdsito
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explorar el comportamiento dinamico de grandes redes de mneuronas
interconectadas. Hacen hincapié en la caracteristica todo o nada del disparo de la

neurona. La unidad funcional se representa como elemento digital, binario.

En 1952, el modelo de Hodgkin y Huxley de tres canales describe
matematicamente las diversas corrientes de membrana caracterizadas por la
técnica de pinzamiento [Hodgkin, 1952]. Tiene por objeto estudiar la
contribucion de todas las corrientes idnicas al comportamiento eléctrico de la
neurona modelizada. La formulacién original del modelo consiste en cuatro
ecuaciones diferenciales acopladas, una para el potencial de membrana y tres
para las variables de estado que dependen del tiempo y del voltaje: dos para las
cotrientes de Na* y una para la corriente de K'. A pesar de su utilidad para la
comprension de fendmenos como el umbral de disparo, oscilaciones subumbral
y periodo refractario a partir de razonamiento fisico, este modelo biofisico es
complicado para el analisis matematico y acarrea un coste computacional
demasiado elevado. Se ha intentado simplificarlo dejando solo dos ecuaciones
diferenciales a fin de poder aplicarie el andlisis mediante plano de fase.
Ademas, dicho modelo no aclara las cuestiones relativas a la importancia de las
sinapsis distribuidas que llegan al arbol dendritico.

Alrededor de 1964, Rall aborda el problema decidiendo tratar por separado las
dificultades morfoldgicas y eléctricas [Rall, 1964]. Despreciando en un primer
tiempo las no linealidades de la membrana, se centra en hallar la expresion
matematica que describe la variacion de corriente y tension segun el tiempo y el
espacio en un arbol dendritico, morfologicamente complejo, pero eléctricamente
pasivo. Para ello desarrolla la teorfa de cable. En esta aproximacion, la ecuacion
diferencial de segundo orden del potencial en funcién del tiempo y el espacio
(ya propuesta por Hodgkin y Rushton) se resuelve con condiciones impuestas
por la estructura del arbol. Esta teoria permite caracterizar las propiedades

entrada-salida de un arbol pasivo; es decir, calcular la tensién en cualquier
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punto del arbol que sigue a una entrada de corriente en cualquier otro punto. Se
llega a poder estimar la amplitud y constante de tiempo del potencial en el punto
que interesa asi como la atenuacion en el soma y la distancia entre éste y la
localizacion de la sinapsis, a partir de la forma del potencial postsinaptico. De
ello se deduce que la atenuacion de la sefial es distribuida y se rige por una
suma de exponenciales. Entonces, en principio al menos, cualquier entrada a
una dendrita distal produce una carga significativa en el soma. Conclusidn
importante: la combinacidn de propiedades eléctricas por una parte y
morfologia especifica, por otra parte, de la membrana y del citoplasma
determinan el procesado de la sefial en el arbol dendritico. Se definen como
parametros electroténicos caracteristicos del arbol dendritico Ry, Cp, ¥ Ry, que
representan la resistencia especifica de membrana, su capacitancia y la
resistencia especifica del citoplasma, respectivamente.

Mas tarde, y para superar la restriccion que se deriva de asumir que la membrana
es pasiva, Rall desarrolla un modelo compartimental. En los dltimos afios esta
vision es la que ha cobrado mayor prestigio, tanto a nivel de célula como a nivel
de red, motivando avances como los conseguidos por los pioneros Rall y
Shepherd que modelizaron el bulbo olfatorio [Rall y Sheperd, 1968]. Cabe
destacar, entre otras, la aplicacion de técnicas compartimentales para modelar la
difusion de los iones en distintas partes del arbol y para emular el comportamiento
oscilatorio observado en una porcién del hipocampo. Posteriormente, se ha
seguido avanzando hasta llegar a trabajos mas recientes que tratan sobre todo de
modelizaciones de conjuntos de células corticales {Suga, 1990], [Ekhorn, 1990],
[Harth, 1990].

Con la salvedad del tratamiento formal no binario, el modelo de FitzHugh y
Nagumo pertenece, por su caracter abstracto, a la perspectiva estructural
[FitzZHugh, 1961] En él, las propiedades eléctricas de la membrana de la

neurona se representan por dos variables (dos ecuaciones diferenciales
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acopladas) y cada una de ellas satisface una ecuacion diferencial con no
linealidades polindmicas. La interpretacion cualitativa, facilitada por el plano de
fase, explica aspectos matematicos de las no linealidades de la membrana. Los
parametros que definen este modelo no tienen interpretacion fisica directa.

Dentro de la perspectiva estructural pero con dos hipétesis adicionales referidas
al numero de subsistemas (que debera ser grande) y a la imposibilidad de
distinguir los subsistemas, se llega a un enfoque de grandes poblaciones. Las no
linealidades, que aparecen como resultado de la interaccion entre partes de un
sistema, estdn en el origen de propiedades emergentes que no son inherentes a
ninguna de las partes componentes. Esta teoria constituye la base de un cuerpo
de conocimiento denominado Sistemas Complejos [Solé¢, 2003a]. La
complejidad no es necesariamente sindnimo de complicacion; lo que si exige es
abandonar la intuicidn lineal de los fendomenos y reemplazarla por una vision
del mundo basada en la no linealidad [Bascompte, 1998], que requiere
tratamiento estadistico [Solé, 2001a], [Solé et al, 2003b]. En biologia son
numerosos los sistemas complejos: los millares de genes que unos a otros se
regulan entre si en el seno de las células; las redes de células y moléculas que
median en la respuesta inmune [Solé et al, 2003c]; las mallas de los ecosistemas
repletas de especies en coevolucion [Alonso, 2000]; [Solé, 2001b], las colonias
de insectos sociales [Delgado, 1999] y, por fin, dentro del tema que nos ocupa,
los miles de millones de neuronas de las redes nerviosas subyacentes a la
conducta y al aprendizaje. Existen trabajos notables en todas estas ramas y cabe
destacar el trabajo seminal de R.V. Solé [Solé, 94] que desarrolla un modelo
basado en redes fluidas en el que se profundiza en las analogias entre un
hormiguero y un cerebro. En este modelo, cada hormiga pasa a ser una neurona
y las interacciones entre neuronas son las habituales en una red neuronal clésica.
El modelo cuenta con una propiedad adicional, peculiar de los hormigueros
reales, a saber, la activacion espountanea cadtica de los individuos. La

simulacién muestra la transferencia de informacion, entendida ésta como la
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capacidad de un sistema complejo para captar y procesar informacion, para
distintas densidades: A baja densidad, las fluctuaciones son muy irregulares; los
individuos, aunque se activen, no pueden propagar sus cambios. A grandes
densidades, las fluctuaciones del sistema se tornan periddicas. Entre ambas
existe una densidad critica para la cual la informacién transmitida, en el sentido
de Shannon, se hace maxima. Estos autores postulan que una de las propiedades
de los sistemas complejos es su capacidad para interaccionar con su ambiente y
procesar la informacion recibida. No es que exista isomorfismo entre el cerebro
y el hormiguero, mis bien se trata de entender que el mismo modelo puede
tener riqueza suficiente para dar cuenta de propiedades que ambos comparten.

Queda patente que, en los ultimos afios y gracias a los métodos analiticos y
computacionales cada vez mas eficientes, la neurologia ha consolidado una
enorme cantidad de conocimiento basada en datos experimentales, contrastados
por modelos hechos a su medida. Ello ha proporcionando un conocimiento
especifico de la neurona y de ciertos subconjuntos del cortex acorde con la
potencia de las operatorias y las arquitecturas propias, disefiadas desde el
enfoque de la tecnologia bioquimica. Hay que destacar las aportaciones hechas
en investigacion basica, celular y molecular, principalmente en la fisiologia de
la neurona o de los sistemas neuronales [Gao, 2003], [Hering, 2003], [Jackson,
2004]; en investigacion de funcionalidades emergentes que estan en el origen
del comportamiento y del conocimiento [Markowska, 2002], [Cain, 2002],
[Hyman, 2003], [Hamana, 2003], [Carlson, 2004] y en investigacidn en torno a
la plasticidad y capacidad de reparacidn del sistema nervioso [Ueki, 2003],
[Akazwa, 2004], [Strettoi, 2004]. Sin embargo, todo esto no ha sido suficiente
para alcanzar un grado suficiente de madurez en lo que respecta a la
comprension de ciertas funcionalidades de alto nivel que resuelve el sistema
nervioso, como percepcion, aprendizaje, razonamiento, etc... No se ha llegado,
por ejemplo, a entender el procesamiento de sefiales de forma sistematica, a

definir cddigos neuronales, a explicar fendomenos como el de la consciencia y
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esto equivale a decir que el aspecto mas relevante y genuino del sistema
nervioso central como la representacion, procesado, uso y actualizacién del

conocimiento esta por modelar.

2.5 Problemas abiertos

El andlisis del estado del conocimiento actual se ha llevado a cabo en torno a las
cuatro cuestiones relevantes para este trabajo de investigacion, que son, las
primitivas computacionales habituales suma y multiplicacion y su intervencion en
la evaluacion de funciones habituales, enfocadas ambas desde la aritmética del
computador; el analisis de primitivas de alto nivel para procesadores especificos
en ramas de la informatica como el tratamiento digital de imagenes y la
computacion grafica; la computaciéon cuantica y, para terminar, los modelos y
operatorias empleados en neurociencias, que tratan de emular las funcionalidades
sofisticadas de los sistemas vivos. De este estudio se desprenden algunas

observaciones:

» (Cada tecnologia, electronica o bioquimica, acaba consolidandose en una
operatoria y, en los campos tratados, aparece que el modelo de capas esta

vigente.

* Los planteamientos en cuanto a las primitivas a utilizar en los procesos de
evaluacion siguen dos directrices: primitivas muy sencillas (del tipo de la
suma y poco mas) para arquitecturas de propdsito general, o primitivas
sofisticadas para arquitecturas especializadas (operaciones graficas, filtros de
imagenes, etc...), independientemente de cudl sea la complejidad de la

evaluacion a realizar.
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» Las distintas arquitecturas encontradas corresponden a particularizaciones de
la tecnologia, de la estructura de las capas o de la funcionalidad que

proporciona la capa.

* De las diversas operatorias empleadas por los procesamientos especializados
expuestos, hay que destacar la recursividad y la parametrizacion como
recursos potentes de modelado; la iteracion de patrones simples, geométricos
o gramaticales, con introduccion de una pequefia coleccion de parametros
controladores produce resultados espectaculares. Aparece el elemento
estructurante como “unidad” en los procesos de evaluacion de la morfologia
matematica. La computacion cudntica y la computacién digital tienen como
nexo de unién la primitiva de Hadamard. Esta se expresa en forma de suma
ponderada de dos estados produciendo un estado intermedio capaz de hacer

de puente entre ambas.

= La neurociencia utiliza la informatica como herramienta de célculo,
recurriendo a sus técnicas de simulacion y adaptindolas a su objeto de
estudio. La informatica se inspira a veces en lo vivo para proponer nuevos

paradigmas de computacion.

» Estas observaciones apuntan en la direccion de una gran dependencia entre la
tecnologia por una parte, la arquitectura y la operatoria por otra, a la vez que
relacionan la sofisticacion de las primitivas con el caracter, general o

especifico, de las resoluciones.
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3 Formulacion del problema y propuesta

de resolucidon

Después de revisar, en el apartado anterior, el estado actual del conocimiento en
cuanto a los aspectos relevantes del tema de estudio que motiva esta
investigacion, se pasa a definir el problema en términos formales con el
propdsito de explicitar el marco conceptual de disefio de soluciones asi como de

establecer el soporte expresivo necesario.

Como ya se ha sefialado en los objetivos, se va a abordar el problema de evaluar
una funcién cualquiera al nivel mas bajo posible.

La evaluacion de una funcion dada puede realizarse a diferentes niveles de
derivacion dependiendo de cudles sean las primitivas del procesador e incluso,
para un procesador dado, la misma funcion puede ser evaluada a diferentes
niveles. Por ejemplo, la evaluacién de la bifurcacion se realiza para cualquier
unidad central de procesamiento (o equivalentemente, para cualquier conjunto
de primitivas) y, para una unidad central de procesamiento determinada, es
comun que la bifurcacién se evalie a cualquier nivel de procesamiento, desde
los de ensamblador hasta los lenguajes de alto y muy alto nivel y los entornos

de desarrollo.

Si una arquitectura A se define por la terna 4 = <H,A, A> , siendo
A= {51,52,~ 0, d} el dominio, esto es, el conjunto de funciones que evalua,

II= {72'1,7[2,'“,7Z } el conjunto de primitivas que incorpora su unidad central

p

de procesamiento

A=1{A, 4,4} lalogica de derivacién
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entonces, cualquier funciéon del dominio de la arquitectura podra obtenerse a

partir de las primitivas mediante la correspondiente derivacion:

A4, /6, =eval(I1,A,) Vi=1---d

Por razones de escalabilidad de los sistemas, en un procesador I dado, la

evaluacion de las funciones se organiza en niveles derivados D, a partir del
elemental de las primitivas.

D= {DlaDza""Dn}

D, cAlj=1n

D, = {eval(IL, A,)}

El hecho de que los niveles derivados puedan no ser disjuntos se debe a que una
misma funcién es evaluable por mas de una regla de derivacion a partir de I1;

por tanto, la evaluacién de una funcién dada no tiene por qué ser tinica

D,ND, # 0 <

35, € (D, "D,),34;,4, /5, = eval(TL,A,) = eval(T1, 4,)
eval(IL,A,) e D, eval(11,4,) € D,

La ordenacion de los niveles derivados induce una clasificacion en los
elementos del conjunto A de manera que una regla de derivacién podra
expresarse como una funcion de otras reglas de derivacion que intervienen en la

evaluacion de las funciones de los dominios inferiores

VA, levaldLLA,)=6, €D,
A =p(Ay, - A)IVrI<r<q evalll,A,)=6,eD, 1<i<j
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Una arquitectura tiene potencia para resolver un problema si éste puede

expresarse como una funcién del dominio de la arquitectura
A(H,A,A>resuelve el problema o <> 3D, c Alpe D,

El subindice j de la expresion anterior indica el grado de derivacion que se
requiere en la arquitectura A para resolver g . Puede observarse que cuanto
menor sea j , menor serd la complejidad de la solucion al problema en términos
de costes computacionales. En ese sentido, podra hablarse de que j expresa el

grado de especificidad de la arquitectura para la resolucién del problema.
La formulacion del problema planteado en esta investigacion, expresada en

términos rigurosos es

encontrar una arquitectura A' de especificidad maxima para

resolver un problema determinado, o

Formalmente,

Si A'=(I",A",A")/3A, € A',35,, € D,, D, c A,/ =eval (I, A,.) = 5,
y A"= <H",A",A">/E|ﬂk.. e\N",36,.€D,.,D,. c A"/ p=eval(I1",A,.) = O,
siendo A'# A" entonces

A'es de especificidad mdxima < j'= min(j', j'")

La expresién de A'deja abierta la posibilidad de resolver buscando la
arquitectura mas adecuada tanto por la via de las primitivas de la unidad central

de procesamiento como por la via de la 16gica de derivacion, de manera que el
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campo de bisqueda de soluciones de interés sigue siendo extraordinariamente
amplio. Por esa razon, se ha determinado adoptar una técnica de aproximacion
sucesiva a la eventual solucidn estricta, abordando versiones cada vez mas

refinadas del problema.

En esta investigacion se propone abordar la busqueda de conjuntos de
primitivas que constituyan I para resolver un problema determinado, con la
caracteristica de que las primitivas estén inspiradas en la naturaleza formal de
las funciones a evaluar. Para ello, se propone inicialmente una metodologia de
evaluacidén de funciones basada en la convolucioén que proporciona una solucién
de partida, de propdsito general y con alto grado de derivacidén ya que las
primitivas utilizadas son las habituales, esto es, la suma y la multiplicacién. Una
segunda etapa de aproximacion a la resolucion del problema de la evaluacidn,
en la linea de mas especificidad, la constituye la induccion, a partir de la
convolucién, de una forma recursiva de primitiva, capaz de emular por
parametrizacion, la naturaleza formal de subconjuntos de estas funciones. La
ihvestigacién se concreta en el disefio del procesador I1. Se trata de una unidad
aritmética cuyas primitivas permiten calcular, funciones que otras arquitecturas
obtienen con niveles mas altos de derivacion. La operatoria aprovecha la forma
recursiva de la primitiva para evaluar iterativamente la funcién, logrando un
resultado final a partir de la combinacion de parciales. Esta técenica ofrece la
posibilidad de fragmentar los parciales en bloques, favoreciendo la
segmentacion y un mayor nivel de paralelismo en el proceso de combinacion.
Los parciales pueden calcularse o figurar en tablas como datos precalculados
que hay que extraer, potenciando la realizacién de compromisos entre el tiempo

de calculo y el espacio ocupado.
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Capitulo 2

METODO DE EVALUACION
RECURSIVA BASADO EN
CONVOLUCION (CBRM)

1  Introduccién

La idea fundamental que anima este trabajo de investigacion es que, encontrar
formas de evaluar funciones con mas especificidad que la que se consigue con el
uso de las primitivas habituales, suma y multiplicacion, ayudara a reducir el
numero de niveles de derivacion necesarios y, por tanto, a aumentar el
rendimiento. La propuesta de resolucién enunciada en el capitulo primero
consiste en encontrar primitivas que cumplan con este cometido para el mayor
numero de casos posibles. Con el fin de orientar esta busqueda, se analizan
algunos resultados del analisis matematico referidos a la teoria de la medida, que
centran y formalizan el procedimiento habitual de la medicion. También se han
considerado los conceptos de la teoria de la representacion de grupos, que
permiten asociar estructuras algebraicas distintas para regularizar elementos u

operaciones de una de las estructuras sobre sus homologos en la otra. Esta
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regularizacion facilita la resolucion de problemas tratandolos en la estructura
mejor entendida de las dos. De esta recopilacion se desprende que la convolucion
ocupa un lugar de interés dentro del marco de construccion de la medida producto
y, a lo largo de este capitulo, se demuestra que la convolucién de dos funciones
representa la evaluacion de una de ellas tomando la otra como unidad. Llamaré
evaluacién estructural a este tipo de evaluacidon, porque se realiza por
comparacion con una referencia que tiene la misma naturaleza que el objeto
evaluado. La convolucidén tiene un coste computacional notable. Tener que
realizar evaluaciones con gran especificidad y para un amplio nimero de
funciones aconseja la busqueda de un tipo de operacién paramétrica, en la que
pequefios cambios en los parametros puedan cubrir la gran variedad de casos. La
condicidn relativa a la disminucién de los niveles de derivacion necesarios para
realizar la evaluacion puede abordarse por la via de reducir la diversidad de estos
mecanismos y de aumentar su potencia. Para ello, se ha optado por hacer
recursiva la operacion paramétrica por lo que, en cualquier caso, los mecanismos
de derivacion seran dos: inicializar e iterar. La evaluacion realizada por la
operacion recursiva recibe, en este trabajo, el calificativo de no estructural porque
se efectua sin necesidad de elemento de referencia. Por dltimo, entre la
convolucién y la operacidn recursiva paramétrica se establece la correspondencia
pertinente, que hace que ¢stas sean operaciones homdlogas. Ello permite evaluar
funciones por convolucion, pero con una operatoria que reduce notablemente el

coste computacional.

Este capitulo se consagra enteramente a la exposicion del método de evaluacion
recursiva basada en convolucion, CBRM, como solucién al problema planteado
en el capitulo primero. Dado el caricter central que tiene la convolucion en este
trabajo de investigacion, he creido oportuno dedicar un parrafo a repasar la

historia y evolucion de esta operacion.
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2  Acerca de la convolucion

La convolucién es conocida como un operador matematico entre funciones,
muy presente tanto en el campo de las mateméaticas como en las ingenierias. Por
citar algunos ejemplos: en estadistica, la densidad de probabilidad de la suma de
dos variables aleatorias independientes es la convolucién de sus densidades
individuales; en ingenieria eléctrica, la salida de un sistema lineal es la
convolucion de la entrada con la respuesta del sistema a un impulso [Dorf,
1989], [Katsukiko, 1993]; la morfologia matematica adapta el concepto de
convolucion implementidndola con operaciones logicas en vez de aritméticas

[Gonzalez, 1996].

También observamos convoluciones en fenémenos corrientes; muchos tipos de
"manchas" se describen como convoluciones: una fotografia desenfocada es la
convolucion de la imagen correcta con el circulo borroso formado por el
diafragma del iris; una sombra es la convolucion entre la forma de la fuente de
luz que crea la sombra y el objeto cuya sombra se esta proyectando. El eco es
también una convolucioén, entre el sonido original y una funcién que represente

los objetos variados que lo reflejan.

En la historia de las matematicas, la primera mencién explicita al producto de
convolucién aparece en una memoria de Tchebyshev [Tchebyshev,1890] a
proposito de cuestiones relativas al calculo de probabilidades y un repaso de los
acontecimientos previos que contribuyeron al desarrollo y maduracion de la
idea pone de manifiesto que, en poco mas de un siglo, la convolucién pasa de
ser una herramienta de calculo para la resolucién de ecuaciones en derivadas
parciales, a intervenir en la teoria de la medida para contribuir finalmente al
establecimiento de postulados importantes en el dominio del algebra,

concretamente en la teoria de representacion de grupos.
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Antes de 1820, las ecuaciones en derivadas parciales venian utilizandose por
Poisson, entre otros, para escribir las integrales de la ecuacion del calor o por
Fourier, para realizar la suma parcial de una serie sin advertir que, formalmente,
se efectuaba la regularizacion de una funcidn sobre otra. El ejemplo mas célebre
de regularizacion mediante nucleos positivos es propuesto en 1902 por Fejér en
su tesis doctoral [Tandori, 1983] y, a partir de este momento, se convierte en el
procedimiento estandar que interviene en la mayor parte de los métodos de
sumacion de las series de funciones. Sin embargo, estos trabajos, a causa sin
duda de la disimetria de los papeles desempefiados por el niicleo y la funcién
reguladora, no ponian de manifiesto con claridad las propiedades algebraicas
del producto de convohicion.

A lo largo del siglo XIX, tiene lugar la formalizacion de la teoria de la medida
en el campo del andlisis. La primera definicion de medida m(4), para un
conjunto arbitrario acotado 4, AcR" es establecida por Cantor en 1883. En
1887, Peano fija las condiciones que hacen que un conjunto sea medible y
‘ademss demuestra que la medida es aditiva y que existe una relacion entre
medida e integracion, por medio de la integral de Riemann cuyo valor
representa precisamente la medida del espacio delimitado por la funcion
integrada, los bornes de integracion y el eje de las abscisas [Cohn, 1980]. Al
hacer extensiva la medida al producto de una familia de espacios de medida, la
integracién correspondiente puede resolverse mediante el calculo de integrales
unidimensionales, en un proceso iterativo cuya justificacion viene
proporcionada por el teorema de Fubini [Hawkins, 1975]. En este contexto
aparece el producto de convolucién, como una construccion de la medida, de
naturaleza probabilistica, basada en el experimento compuesto.

En 1913, Volterra evidencia por primera vez las propiedades algebraicas del
producto de convolucion que considera como una generalizacién, por paso de

finito a infinito, del producto de dos matrices [Volterra, 1913]. El giro definitivo
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tiene lugar unos afios mas tarde, cuando Daniell relaciona la convolucion de dos
medidas cualesquiera sobre R con la transformada de Fourier de una medida del
mismo tipo [Daniell, 1929]; se sefiala entonces explicitamente que la
transformacion de Fourier hace pasar de la convolucién al producto ordinario.
Pero, desde el punto de vista de la teoria de grupos, la importancia de la
convolucion no es reconocida plenamente hasta 1927, por H. Weyl [Weyl,
1927). Este postula que, en un grupo compacto, la convolucién de funciones
desempefia el papel de la multiplicacion en el algebra de un grupo finito,
permitiéndole por tanto definir la representacién regular y, al mismo tiempo,
encontrar por regularizacién el equivalente del elemento unidad de un grupo
finito, marcando una tendencia caracteristica del siglo XX que es la

algebrizacion del analisis.

En la actualidad, la convolucién es objeto de una intensa investigacion. Parte
del trabajo sigue la linea tedrica, abordando el estudio de la operatoria bajo
condiciones nuevas [Seeger, 1996], [Bak, 1997], [Karasik, 1998], [Fernandez,
2001], [Cardon, 2002], [Eijndhoven, 2003], [Dettweiler, 2003], [Grabiner,
2004], buscando métodos nuevos de célculo con propoésitos diversos [Stalling,
1995], [Médicis, 1995], [Berkner, 1999], [Sherstyuk, 1999], [Bacumer, 2003]
[Chechile, 2003] o centrados especificamente en la resolucion de ecuaciones
[Peszynska, 1996], [Capec, 1997], [Baesh, 1997], [Buegholz, 1999], [Oberlin,
2002], en la estimacién de medidas [Li, 2003], [Ma, 2003] y en el analisis
arménico [Capelle, 1996], [Chu, 1999]. La lineca aplicada establece
correspondencias en contextos como la teoria de control, el equilibrio en
sistemas econdmicos, la probabilidad y la teoria de procesos estocasticos, entre

otros [Parr, 2002], [Corazza, 2002], [Ye, 2002].
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3  Fundamentacion tedrica del CBRM

“...En un grupo compacto, la convolucion de funciones desempeifia el papel de
la multiplicacion en el dlgebra de un grupo finito, permitiendo por tanto definir
la representacion regular y, al mismo tiempo, encontrar por regularizacion el
equivalente del elemento unidad del grupo finito...” [Weyl, 1927].

Por lo que se sabe de la definicion basica habitual de multiplicacién como suma
de sumandos iguales, el concepto de medida le es inherente: en efecto, cada
sumando representa la “referencia” que se toma para medir y el niimero de estas
referencias representa la medida. Al efectuar la multiplicacion, el resultado
representa también la misma medida pero en el caso particular de una referencia
igual al elemento unitario. Por tanto, el postulado de Weyl apunta hacia la
posibilidad de entender también la convolucidn en términos de una medida.

Por otra parte, Weyl utiliza la regularizacion para establecer equivalencias entre
estructuras y deducir de éstas correspondencias utiles entre elementos y

operaciones de cada una de ellas.

En este apartado se desarrollan las nociones de la teoria de la medida [Cohn,
1980], v de la teoria de la representacion de grupos que fundamentan el
planteamiento del CBRM. Por una parte, el CBRM propone la convolucion
como forma de evaluar funciones, considerando que la convolucién entre dos
funciones representa la medida de una de ellas tomando la otra como unidad,
relacion equivalente a la que existe entre los dos elementos de un producto
habitual. Por otra parte, el CBRM establece una regularizacion de Ia
convolucion sobre una operacion recursiva paramétrica, que calcula por
iteraciones sucesivas y que permite satisfacer los objetivos sefialados en cuanto

al coste computacional.
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3.1 Teoria de la medida

El concepto de medida tiene una larga historia de mas de 5000 afios, que surge
del manejo de longitudes, areas y volimenes y de la necesidad de su célculo
[Van Dalen, 1972], [Boyer, 1986]. Intuitivamente, calcular una medida consiste
en asociar un valor a una caracteristica de un objeto. El valor no es una cualidad
intrinseca del objeto evaluado, ya que, la accién de medir requiere
habitualmente la comparacién con un elemento de referencia, de naturaleza
idéntica al objeto a evaluar, cuya eleccion es arbitraria. Por tanto, la existencia
del valor va ligada a la existencia de una estructura formal previa que permita

las comparaciones y la cuantificacion de éstas.

Concepto de medida

Desde el punto de vista formal, el problema de la medida se plantea en el marco
de un conjunto E del que se quiere medir alguno de sus subconjuntos. La
estructura minima que permite establecer una medida es la o—~algebra [Nielsen,

1997].

Una c—algebra en E es una coleccion A de subconjuntos de E con las siguientes

propiedades
= EcA
= SiXe Aentonces X° € A

s SiXy, X, ..., X ...€ A entonces UXn e A

n=1
Si la tercera condicion s6lo se verifica para la uniones finitas, entonces A es un

algebra.

El par (E, A) donde E es un conjunto y A es una c—algebra sobre E, es un

espacio medible y conjuntos medibles son los elementos de A. Existe gran
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cantidad de ejemplos de espacios medibles, de los cuales destacamos (E

,$(E)), siendo g (E) la mayor c—4lgebra de E.

La medida entendida como una funcion de conjuntos. Ejemplos.

En un espacio medible, (E, A), se define una medida p como:

A —p [0, o]

que satisface

" W)=0

* ues numerablemente aditiva, esto es, la medida de una unién numerable de
elementos disjuntos de A es igual a la suma de sus medidas individuales. Se
requiere que la unidn sea también elemento de A.

Laterna (E, A, u) se denomina espacio de medida.
Existen muchos ejemplos de medidas de las cuales pueden destacarse algunas:
» Lamedida de contar:

se define en (E, g (E), ), por x(X) = ndmero de elementos que tiene X,

siendo X un elemento de g (E).

= La probabilidad:

se define en (N, g (N), 1), por u(X) = Zp, siendo X un elemento de @ (N) y p,
una sucesion de nameros reales no negativos. Si Zp, =1, entonces la medida es
una probabilidad y si p,=1 para cada n, entonces se trata de la medida de contar

de los naturales.

* Lamedida de Lebesgue:
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representa una extensiéon de las nociones de longitud y area. Dado un conjunto

abierto conteniendo intervalos disjuntos, X :Zk (a,,b,), la medida de

Lebesgue de Xes 4, (X) = Z(bk -a,).
k

Si X’ es un conjunto cerrado X'= [a,b]— Zk (a;,b,), la medida de Lebesgue

es /"L(X'):(b_a)_z(bk —a;).

» La medida de Haar:

es una manera de asignar un volumen invariante a los subconjuntos de grupos
topologicos localmente compactos. Si G es un grupo topologico localmente
compacto podemos considerar la o-algebra X generada por todos los
subconjuntos compactos de G. Si a es un elemento de G y S es un conjunto en
X, entonces el conjunto aS = {as/ s € S} (donde la multiplicacion es la
operacién en () esta también en X. Una medida 4 en X se llama invariante por

traslacion izquierda si u(aS) =u(S) paratodoay S.

Se verifica que hay, salvo una constante multiplicativa, sélo una medida
invariante por traslacion izquierda en X, que sea finita en todos los conjuntos
compactos. Esta es la medida de Haar en G. (hay también una medida invariante
por traslacién derecha, esencialmente uUnica en X, pero las dos medidas no
necesitan coincidir). La medida de Haar en el grupo topoldgico (R,+) que toma
el valor 1 en el intervalo [0, 1] es igual a la medida de Borel. Esto puede

generalizarse para (R", +).

La medida expresada en términos de integral. Ejemplos.

Si A = C, siendo Cy el conjunto de las funciones g R = R que cumplen

dos condiciones fundamentales, que son, anularse fuera de un intervalo que
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depende de la funcién particular y ser continuas en R, entonces la funcién ¢ es

no negativasi ¢ (t) >0, vteR,

En este caso, la aplicacién lineal g : Cx —p R, del espacio de las funciones
continuas con soporte compacto en el cuerpo R de los niimeros reales, tal que
4i(t) >0 para ¢ no negativa, es una medida.

Puesto que toda funcidn continua de soporte compacto es integrable, una forma
de concretar el funcional asociado con la medida y es por medio de una

integral, [Wheeden, 1977], en esta integral, la funcidon ¢representa la

“densidad” de la medida.

(1.0)= [ pdu

Se citan algunos ejemplos de medidas definidas en términos de integrales:

* Lamedida de Lebesgue [Bartle, 1995]

se construye a partir del funcional aplicando la integral de Riemann

<%@=Law=ka'

=  [.a medida delta de Dirac

Sea r un nimero real. La formula

<5,§D>=(p(l")

define una medida T=§(r), que se denomina delta de Dirac y que sirve para

establecer un modelo matematico para un impulso.

* Lamedida de Haar
Usando el enfoque general de la integracion de Lebesgue, se puede definir una
integral para todas las funciones medibles f; G — R (o C), llamada la integral

de Haar. Esta definicion es el primer paso del analisis armonico.
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Generalizacion

Si f es una funcion localmente medible en el sentido de Lebesgue sobre un

compacto de R, se le puede asociar la medida 4 definida por

(2.1)
(Hp0)= [ f(D0(x)dx

Esta relacion establece una correspondencia biunivoca entre las clases de
funciones medibles sobre todo compacto y sus medidas asociadas, circunstancia
que se aprovecha para efectuar una identificacién formal de ambos objetos.
Cabe subrayar que, en este contexto, el concepto de medida no es una simple
generalizacion del concepto de funcién, sino una generalizacion de las clases de

funciones medibles sobre compactos.

Ampliacion del concepto de medida: Ia medida producto

Si se quiere construir una oc-algebra y una medida x en el producto
E= HEZ. de una familia de espacios de medida (E; A, i) para i €N, es
necesario considerar la integracion del espacio de medida producto en relacién
con la integracion en los espacios factores. El teorema de la medida producto
resuelve la cuestion segin dos planteamientos, uno de caradcter geométrico y
otro de caracter probabilistico [Parthasaraty, 1980]. A continuacion se presentan
los dos planteamientos para 1=2.

La version geométrica del teorema enuncia que dados dos espacios de medida
(E1, A1, 1) y (B, Az, i), existe una unica medida pen Ay X Ay tal que para
cadaAe AjyBe A

HA X B) = 11(A) X 112(B) (2.2)
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La aplicacion mas familiar e inmediata de esta idea es el calculo del area de un
rectangulo. Se considera el plano real RxR como producto de dos rectas reales
R y el célculo de areas de figuras planas se obtiene a partir del calculo de
longitudes de segmentos m,. Asi:

my[a, blx[c, d]) = m ([a, b]) x my ([c, d])

de modo que la medida de Lebesgue del plano, my, es en cierto sentido el
producto de dos copias de m;, siendo esta ultima la medida de Lebesgue de la

recta.

La segunda construccidén es de naturaleza probabilistica. En este caso, el
teorema enuncia que partiendo de un espacio de medida (E¢, A¢ £4), un espacio
medible (E;, Ay) y una medida de transicion A definida de E1 x Az en [0, o [, se

construye una medida z en Ay X Az tal que para cada A € A1y Be A,.

H= LABdlul

Y ademas, para cada C € A1 X A

H(C) = [AG.C)du

La formalizacion seria dual para (E2, Az 1) como espacio de medida, (E1, A1)

espacio medible y A medida de transicion definida de Eo x Aqen [0, oo [.

La idea es la del experimento compuesto. Suponiendo un experimento en el que
se realizan dos observaciones, la primera X; estd en E4 y la segunda X, en E,.
La probabilidad de que la primera caiga en un conjunto A de Ases 1;(A) y una
vez hecha la observacion x; , la probabilidad de que la segunda caiga en un
conjunto B de A, es w(x4, B). Entonces, la probabilidad de que la observacion

(X4, X2) caigaen A x B es:

uAxB)= | u,(x, Bdu, 2.3)
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Convolucion

Si G es un grupo dotado de una medida m (por ejemplo, un grupo topolédgico
localmente compacto Hausdorff con la medida de Haar) y si /'y g son funciones
real- o complejo-valuadas y m- integrables de G, entonces se puede definir su

convolucion como

[*g) = [ (g™ dm(y) (2.4)

Comparando (2.1), (2.3) y (2.4), la convolucion asi definida aparece como una
integral de medida en la cual una de las funciones actua como densidad de
medida mientras que la otra es la funcién a medir. La funciones /'y g son
intercambiables.

Para las funciones discretas hay que formular la convolucién como sigue:
f*egm)y=2 f(m)g(m—n) (2.5)

En (2.5) los papeles desempeiiados por las funciones f'y g siguen siendo
idénticos e intercambiables pero la interpretacién de elemento unitario sustituye

a la de densidad de medida.

3.2 Teoria de representacion de grupos

La teoria de la representacion de grupos tiene por objeto la construccion de una
aplicacion entre un grupo y alguna otra estructura que permita establecer
correspondencias utiles entre elementos y operaciones, con el fin de trasladar

problemas hacia la estructura mejor entendida para resolverlos con mads
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facilidad [Fulton, 1991). Esta teoria no es uniforme ya que depende del tipo de
grupo elegido (finito, compactos o localmente compactos, de Lie, ....) [Brocker,
1985] y de la estructura “blanco” (grupos de permutaciones, grupos de matrices
sobre algunos cuerpos o, mas generalmente, grupos de transformaciones
lineales invertibles de un espacio vectorial,...). Hay que destacar que muchos de
los resultados de la teoria de representacion de grupos finitos son probados para
grupos topoldgicos compactos o localmente compactos, haciendo un promedio
sobre el grupo [Simon, 1996]. Estas pruebas pueden transportarse a los grupos
infinitos si el promedio es sustituido por una integral conveniente. Un ejemplo
conocido lo constituyen los grupos localmente compactos, usando la medida de
Haar. La teoria que resulta es una parte central del andlisis armonico que
generaliza las nociones de series de Fourier y transformadas de Fourier a una
transformacion de funciones definidas sobre grupos localmente compactos. Para
grupos compactos, se pueden conseguir armodnicos extrayendo una
representacidn irreducible de cada clase de equivalencia de representaciones.
Esta eleccién de armonicos goza de algunas de las propiedades utiles de la
transformada de Fourier clasica, como por ejemplo la de cambiar convoluciones

por productos escalares.

Representacion lineal: definicion y ejemplos.

Una representacion de un grupo finito G es un homomorfismo de grupo, p, de G
en el grupo lineal GL(V) donde V es un espacio vectorial de dimensién n

definido por:

V(g v) e GxV, g.v=p(g)Vv)

Algunos ejemplos de representaciones lineales habituales son:

= Representacion trivial
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VseG,p(s)=1d,

= Representacion regular

Dado un espacio vectorial de dimensién |G| se considera una base

B ={e,}con heG. Para seG se define p(s)e GL(V) por p(s)er) = ey que

corresponde a una permutacion de las coordenadas

= Representacion suma

Dadas dos representaciones p; y p, sobre V' y W respectivamente, se define la

representacion p @ p, sobre GL(V, W) por

Vv, w) € GLV, V), p, ® p,(g)(v+w) = p, (V) + p, (W)

* Representacion producto

Dadas dos representaciones p |y p, sobre V 'y W respectivamente, se define la

representacion p y @ wsobre GL(V, W) por

Vf € GLYV, W), pyew () S) = p*(g)o fop'(g™)

Considerando la representacion regular, aparece que el nimero total de las
permutaciones de los vectores de la base B es igual al niimero de elementos del
grupo G. Asi, cada elemento del grupo G se regulariza sobre un elemento de

GL(V), esto es, sobre una permutacion.
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3.3 Planteamiento del CBRM

Después de poner de manifiesto que la convolucién es una operacion entre dos
funciones que representa la evaluacién de una de ellas tomando la otra como
unidad, se conviene en dar a esta evaluacion el calificativo de estructural debido
a que se realiza por comparacién con una referencia de la misma naturaleza que
la funcién evaluada. La posibilidad de regularizar la convolucidén sobre otra
operacion, como sugiere la teoria de representacion, permite sustituir la
evaluacidén estructural por esta segunda operacion, que recibira el nombre de
evaluacidn no estructural, porque en este caso no se necesita comparacion con

ninguna referencia.

La razon de este planteamiento es crear el marco formal adecuado para evaluar
por convolucion pero con menor coste computacional del que ésta ocasiona. La
evaluacion estructural de funciones del tipo h(k) = h(k)*&(k) se caracteriza
generalmente por un alto nivel de derivacion, debido a que el nimero de
operaciones primitivas, suma y multiplicacién, que hay que realizar crece con la
complejidad de la funcion A(k). Ademas, la determinacién de la cascada de
operaciones a realizar requiere cierto empirismo ya que depende del método de
calculo empleado. La diversidad de métodos de célculo puede ocasionar, ademas,
gran diversidad en los mecanismos de derivacion. Este tipo de evaluacidn
aparece, por tanto, como poco sistematico, casi con cierto caracter artesanal. La
evaluacién estructural del tipo k(k) = fik)*g(k) tiene una complejidad O(n’) con
respecto al numero n de puntos a calcular porque solo tiene el coste de
combinacién, aunque requiere el conocimiento previo de las funciones que
intervienen, f(k) y g(k). Sin embargo el coste sigue siendo alto debido a que la
secuencia de operaciones a realizar crece a medida que aumenta n. De estas
consideraciones se desprende que la mejora puede venir por la via de rebajar el

coste de combinacion, reutilizando los resultados previos de la convolucion en los
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calculos posteriores. Estas consideraciones orientan la busqueda hacia una
operatoria recursiva, con sélo dos recursos de derivacién que son inicializar e
iterar. Si, ademas, esta operatoria es Unica y se parametriza, el método de
evaluacion es totalmente sistematico y el empirismo esta en la busqueda de los
parametros caracterizadores de la funcion cuya evaluacion se esta realizando, no
en la secuencia de mecanismos de derivacion a utilizar. Dado el ahorro de
recursos, se prevé ganancia de rendimiento computacional asi como mayor

robustez, por el caracter sistematico del planteamiento.

En lo que sigue se van a sentar las bases de la teoria que sustenta la evaluacion no

estructural buscada.

4  Desarrollo formal del CBRM

S

FxF ,RXRXG

eva/1 inv 6V8/2

. . r > ’
F regularizacioén g
<
Fig 2.1 Planteamiento formal del CBRM

Sea F el conjunto de funciones discretas de variable discreta definidas en R. Sea

la aplicacidén eval,:
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eval; : TxF——>» F

g —> eva,(fg)= evali(g. )= f*g=g*f (2.6)

eval, define la convolucién como una operacion entre dos funciones discretas,
que representa la evaluacion de una de ellas tomando la otra como unidad

(expresion (2.5)).

Se puede demostrar que (T, *) es un grupo abeliano.

Sea g el conjunto de funciones definidas de N en R

FFN —» R

i — F

Se define G = G de la manera siguiente:
Fe g’¢:>3 (o, HeR, IGe gtalesque
Fi=aF.,+ Gy

(g ), +, X) es un espacio vectorial sobre R para cada par («, )

Se define la aplicacion eval,:
eval, :R X Rxg — g)

(0, .G —> evaly(o, B G =F 2.7
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eval, define la funcién F como una funcion recursiva evaluada iterativamente por
la suma ponderada de F'y G, siendo «, f los parametros de ponderacién que

indican la contribucion de F'y G en F, en cada iteracion.

Se define ahora la aplicacién ¢ de F'x Fen Rx R x g de la manera siguiente:
¢: Fx F—> RxRx (

g —> 0(hg=(ap G (2.8)

tal que, Vy €[x, o[cR,3ieN/ f*g@)=F,=aF.,+ BG;

Condicién necesaria para la regularizacion de la convolucién sobre la

formula recursiva

La restriccion expresada en (2.8) de que todos los valores de una convolucion
encuentren igualacion con valores sucesivos de una funciéon evaluada
iterativamente, F, es la condicion necesaria para regularizar la convolucién y, de
esta manera, poder contar con una evaluacion de tipo no estructural, basada en la
evaluacién estructural que proporciona la convolucion. Las condiciones bajo las
cuales se establece dicha igualdad son relevantes en cuanto al alcance de la
evaluacién no estructural inducida. A continuacién se detalla el desarrollo de

estas condiciones.

Sea el desarrollo formal de la convolucion de dos funciones, 'y g, pertenecientes

aF. Se realiza a partir de un punto inicial, x, del intervalo [x,co[< R, con un paso

he R
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Los k primeros valores de la convolucién f *g son:

/)= f(x)g(x)

frglx+hy= f()gx+h)+ f(x+Mg(h)

frelx+khy = f()gx+k)+ f(x+h)gx+(k-Dh)+.......
........................................................... + f(x+k=Dh)g(x+h)+ f(x+kh)g(x)

...........................................................................................................

FrgGerihy=3 flx+ ph)g(o+ (k- p)n)

p=0

2.9)

Se puede modificar este desarrollo haciendo que aparezca la derivada de alguna
de las dos funciones. En (2.10) aparece la derivada de la funcién f entre
paréntesis. Como las dos funciones son intercambiables en relacion con el papel
que desempefian, se puede llegar a una expresion analoga a (2.10) en la que
aparece la derivada de la funcién g.

f*ex) = f(x)gx)
[rglx+h)=f*g(x)+hg(x) + f(x)g(x+h)

fx+2h) - f(x+h)
h

S+ - ()
h

S g(x+2h) = f*g(x+h)+hg(x)

+hg(x+h) fiﬂ})—’ﬁ + F(0)g(x+2h)
{1

Srg(x+kh) = £*g(x+(k-1)h)+hg(x) f(“kh)"f;(“(k_l)h .............

..................... +hg(x+(k—1)h)—f%f—(x~)+ F()g(x+kh) (2.10)

p=k~1

frglx+kh)= f*glx+k-Dh)+h Y glx+ ph)f'(x+k~ p)h)

+ f(x)g(x+kh) —
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La expresion obtenida en (2.10) ha de igualarse con la funcion recursiva dada
por la ecuacion (2.8), F; = a Fi.;+ G,

Para ello se propone:

=  hacerx=0

®* hacerh=1

= haceri=k

Asi, se asimilan

= f*g(x + kh) con F;

p=k-1

= BGuconh Y glx+ ph)f'(x+(k—p)h) + f(x)g(x+kh)

p=0

La interpretacion de la regularizacion propuesta es la siguiente:

»  El argumento inicial, x € R, para el cual se evalua la convolucién se
regulariza sobre ¢l indice inicial de la formula recursiva, F, que es el cero.

= Elegido el paso # € R con el cual se evalia la convolucion, se regulariza
éste sobre el paso de la férmula recursiva, F, que es 1.

» Con estas dos regularizaciones, el nlimero de iteracioén de la convolucion y
de la formula recursiva coinciden, permitiendo confundir en todo lo que

sigue las expresiones f *g(k) y F, para simplificar la escritura.
El parametro ¢ que interviene explicitamente en (2.8) ha sido afiadido a fin de
recoger la posibilidad de que, entre los factores que intervienen en la parte del

sumatorio, alguno pueda contener de forma implicita el término f*g(x + kh) y

dar lugar a factorizacion (ver Tablas 2.1 y 2.2).

Condicion suficiente para la regularizacion de la convoluciéon sobre la

formula recursiva
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La condicion suficiente para la regularizacion de la convolucion estd
relacionada con la posibilidad de encontrar la inversa de la funcién ¢. Ello

significa que, dada una forma recursiva del tipo (2.8), se pueda encontrar un par

de funciones /'y g cuya convolucion tenga la forma (2.8).

Sea una funcidn recursiva Y;, del tipo (2.9).

Entonces Y; cumple:

Y,

Y =aY, + fZ,

......................... 2.11
Y =aY_,+pBZ,_, | )
K :aK—l -+ IBZI-*]

Y¢+1 = aYi + ﬂZ‘

Siendo a,f diferentes de cero y Z; una funcidn auxiliar

Sustituyendo el valor de ¥; en la ultima ecuacidon de (2.11) por su valor, que
expresa la penultima ecuacion y remontando hasta la primera ecuacion aparece

el desarrollo de la convolucion de dos funciones [y g sin mas que identificar:

f=a
gg)); /;Z,--l (2.12)
gW) =1,

Si a6 fson iguales a cero, las ecuaciones (2.11) se simplifican. En estos casos,

las expresiones de f'y g son:
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a=0 =0
f()=8() S @) =6()
g()=pZ,, g(i) =a'g(0) (2.13)
g0)=Y, g(0)=Y,

Por tanto, cualquier funcidon desarrollada bajo la forma recursiva (2.11) puede
representar la convolucién de dos funciones f'y g. En los casos descritos por las
ecuaciones (2.13), se tiene una convolucion trivial, ya que una de las funciones

que intervienen es la delta de Dirac.

Esta propuesta de regularizacion no es unica, como tampoco lo es la forma de
modificar el desarrollo (2.9), que conduce a la expresion (2.10). Otras
modificaciones pueden conducir a formas recursivas de la convolucién en las
que aparecen no so6lo el valor en la iteracidon anterior sino otros valores
anteriores o incluso todos los valores anteriores a la iteracion considerada. No
se considera en este trabajo de investigacion mas que una de las posibles
regularizaciones de la convolucidn, quedando las demds como lineas de

investigacion futuras.

5 Aplicacion del CBRM

Las bases establecidas en el apartado anterior permiten desarrollar un método de
evaluacion no estructural, CBRM, valido para un conjunto amplio de funciones,
que ha de culminar con la definicidn de unas primitivas. Importa, para ello,
concretar la correspondencia entre las caracteristicas de las funciones f, g y los
parametros de regularizacion de la convoluciéon, «, S, G. El desarrollo de la

convolucion dado por la ecuacion (2.10) puede simplificarse notablemente para
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algunos tipos de funciones usuales, obteniéndose un patron de construccion de
la evaluacién no estructural muy sencillo, a la medida de esas funciones. Es
interesante  considerar estos casos que, aunque correspondan a
particularizaciones del caso general, tienen gran utilidad por ser casos muy

frecuentes.

* Cuando una de las dos funciones de la convolucién es del tipo potencial,
por ejemplo, fix + kh) =K *™ la expresion recursiva (2.10) se transforma
en:

fra(x +kh) =K' fra(x +(k-1)h) + K. g(x+kh)

que es la formula recursiva (2.7) con = K", f= K*, G=g(x+kh)

= Cuando una de las dos funciones es constante, por ejemplo fix + kh) = M,
f(x + kh) =0y los términos del sumatorio de la expresion (2.10) se anulan;

la férmula resultante es:
Srglx + kh) = frg(x +(k-1)h) + M g(x+kh)
que corresponde a a= 1, f =M, G = g(x+kh)
= Cuando una de las dos funciones es lineal, por ejemplo f{x-+kh)= p(x-+kh),

los términos del sumatorio de la expresion (2.10) son todos iguales a la '

pendiente de la recta, esto es, a ph. La expresion resultante es entonces:

fre(x + kh) = ffg(x +(k-Dh) + ph [g(x)+gx+h)+........ + g(x+(k-1)h)]

k-1
que corresponde a @ =1, f=ph, G = Zg(x + jh)
=0
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Estos tres casos permiten abordar de manera muy sencilla la evaluacion
recursiva de un gran numero de funciones. De la aplicacién de las
simplificaciones anteriores se deriva la posibilidad de sistematizar la
evaluacion, construyendo una “tabla de equivalencia” que facilita
automaticamente la formula recursiva que corresponde a una evaluacion por
convolucion dada. Al consultar dicha tabla, se encuentran para cada par (f,g)
los valores («, 5, G) que corresponden. La Tabla 2.1 muestra estas
correspondencias para algunas funciones usuales. Por motivos de claridad y sin
pérdida de generalidad, se han expresado las funciones considerando x=0 y A=1.
Se han elegido casos en los que, al menos una de las funciones que interviene en
la convolucién, es de las tres que proporcionan simplificacion (funcién
constante, lineal o potencial). De no ser asi, se realiza la correspondencia

basandose en el caso general dado por la ecuacion (2.10).

61

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2005



Modelo paramétrico de arquitectura para la generacién de primitivas computacionales. Maria Teresa Signes Pont

Meétodo de evaluacién recursiva basado en convolucion

S*a(k) gk = &(k) glk) =M glk) =pk g(k) =K
[0 = &K) &) M ok K
ftk)=N N o=1 =M G=N | a=I f=p G;=Nk a=K =1 G;=N
GazMN Gg=0 G()zN
Jb) = qk gk a=1 =M G,=qk a=1 ff=p a=K =1 Gy=qk
ngo Gk= qk(k-“ GDZO
2
G0=0
flk) =d" d o=a f=1 G=M | a=a p=1G=pk | oa=K p=1G=d
Go=M Gp=0 Go=1
g(k) =cos k cos k a=1 p=M a=1pB=p a=K p=1
Gy= cosk Gy=Fcosi Gy=cos k
Gy= O<i<k Gy=1
Go=0
g(kj=sen k sen k a=1 =M a=1 f=p a=K =1
G=senk Gy=Zseni Gi=senk
G():O O<i<lk) Go=0
G0=0
g(k)=Log k Logk a=1 =M a=p B=p o= K p=K
Giy=Logk Gy=Logk G,=Logk
Gy=0 Gop=0 Gy=0
gh=1/k 1/k a=1 =M a=1p=p o= K =K
G= 1/(k-1) G=Z1l/i Ge=1/(k-1)
Go=M 0<i<k Go=K
G0:p

Reciprocamente, se sistematiza la descomposicion de una funcidén dada en
convolucion de otras dos. En la Tabla 2.2 se muestra la descomposicion de
algunas funciones usuales a partir de la forma recursiva que se les puede

asociar. Para dos de ellas, la funcidn constante y la funcion potencial, 1a inica

Tabla 2.1 Tabla de equivalencia de algunas funciones usuales

descomposicion alcanzable es la descomposicion trivial.
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Descomposicion en

Funciones Parametros de la férmula recursiva convolucién de dos
usuales Fi=aF, tpaG, funciones
Fy =f*g(x+kh)
F(x+kh) a B G, Jx+kh) g(xtkh)
constante gx) =M
M 0 1 M 8 (c+kh) | gx+kh) = M
lineal gx) =mx
m(x+kh) ) h m ) g(x+kh) = mh
exponencial gx)=a
a.\f+k/1 ah 0 0 §(x+kh) g(x+kh)= ax+kll
inversa © glx+kh)=
1/x+kh) ! -1 G = Z(*) ! o
-2
k=1
Raiz-m-ésima @ glctkh)=
) I = F ok 1 o
W%+ kh Ge= 2 (**) i
e D)
k=1
logaritmo i glctkh)=
log (1+kh) 1 1 Gy = (***) I w
yo Z (* * *)
k=1
trigonométrica g(x)=cos x
cos(x+ kh) a=cos(h) | B=-sen(h) | Gy=cos x/ a™ ) g(xtkh))=
Gy= —sen (x+(k-1)h) —Bsen (x+(k-1)h)
sen (x+kh)
a=sen(h) | B=cos(h) | Gy=senx/f a | glx)=senx
Gy = cos (x+(k-1)h) g(x+kh)=
Peos(x+(k-1)h)
hiperbélica g(x)=cosh x
cosh (x+kh) a=cosh(h) | B= senh(h) | Gy=cosh x/ glx+kh)=
Gy= senh (x+(k-1)k) a* | B senh (x+(k-1)h)
senh (x+ kh)
a=senh(h) | = cosh(h) |Go= senh x/p g(x)=senh x
Gy, = cosh (x+(k-1)h) a*™ | glcrkh)=
P cosh (x+(k-1)h)

T = Z[(k+1)" =K]H "

2 (%) = 2 (I-m)(1=2m).....(1-nm)x O™ [ G+ 1)' = K') B)]/ nl m ™!

Z(x##) =X ()"}~ (k=D)"] H" /n
Tabla 2.2 Descomposicion de algunas funciones usuales.
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En las expresiones de F, de la Tabla 2.2, x representa el primer valor para el cual
se calcula el valor de la funcion, % representa el paso de iteracion y k el numero de

iteracion.

6 Primitivas y derivadas

En una metodologia de evaluacion, la propuesta de primitivas es una etapa
crucial. Conceptualmente, las primitivas son las operaciones bdsicas de referencia
del proceso de evaluacion sobre las cuales se construyen los niveles de

derivacion.

En el contexto de la evaluacion no estructural, una primitiva p,s €s una expresion

paramétrica del tipo

Pop =0 f+ fgdonde o f B, g son nimeros reales.

Se define un nivel de derivacién fijando un valor inicial f =F) e iterando la
primitiva p,sz cuantas veces se quiera, de manera que en cada iteracién se obtiene
un valor F; tal que

Fi=aF,,+BGy,

En esta derivacion « y f se mantienen constantes y cada nuevo valor g = G;
incorporado determina un nuevo valor F;. Por tanto, se tiene

i=0 F

i=1 Fi=aFy+ G

i=2 F,=aF, + G,
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El conjunto de valores {F;t obtenidos por calculo iterativo son puntos de la
funcién F evaluada, ordenados en el sentido creciente de las iteraciones i.
Asimismo, los valores incorporados {G,} son puntos de una funcién G llamada

funcion auxiliar, también ordenados en el sentido creciente de i.

Las funciones F son clasificables en familias. Una familia de funciones es un
conjunto de funciones que muestra un mismo comportamiento. Este viene

definido por los intervalos de pertenencia de ¢, Sy por G.

Los niveles de derivacion sucesivos se relacionan entre si por medio de la funcion
auxiliar. Suponiendo que en un nivel D, de derivacion se ha evaluado una funcion
F, con los parametros ¢, f y la funcién auxiliar G, cualquier funcion H que se
pueda evaluar con los parametros «’, £’y la funcion auxiliar F se considerara de
nivel de derivacion D,., Por tanto, al nivel de derivacion D, le corresponden
funciones auxiliares calculadas en el nivel de derivacion anterior. Por convenio,
se puede proponer como nivel primero de derivacion D, aquel en el cual las
funciones evaluadas son del tipo A(k) = h(k)* k) como, por ejemplo, la funcidn

constante y la funcion potencial.

A continuaciéon se presenta un ejemplo de evaluacidn no estructural que
corresponde al caso asociado a Ia convolucién de una funcidén constante por una
funcidn potencial (f{k) = a g(k) = M). Para este caso, la tabla de equivalencia da
los valores o= a, f= 1y G = M. Estudiando los intervalos de variacion de los
parametros se ponen en evidencia distintos comportamientos que definen familias
de funciones. Posteriormente se realiza un mapa de localizacion de éstas en el
cual los valores de ¢, f y G actian como coordenadas (Fig.2.8). La Tabla 2.3

recoge la descripcion del comportamiento definitorio de cada familia.
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200 -

100 -

Fig.2.2 Familia 1 (¢=-12, 8G=~12)

Fig.2.3 Familia 2 (@ =-0.9, 3G =-2.2)
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Familia 1:

a <-1

Se observa una
oscilaciéon  divergente,
mas rapida para valores
mas negativos de . La
amplitud es también
mayor para valores mas
negativos de SG, pero la
influencia de G es mds
moderada que la de
a. (Fig.2.2)

Familia 2
~l<a £0

Se observa una
oscilacion convergente,
mas rapida para valores
de amas cerca de cero.
(Fig.2.3). El signo de G
fija la convergencia en
torno a un valor que es
de su mismo signo. El
valor  absoluto de
BG influye en la
amplitud de la oscilacién
y, por tanto, en el valor
de convergencia.
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- <+ M~ O ® © o o 1 ®©
~ ~ - -~ N N N
Fig.2.4 Familia 3 (= 0.8, G =0.7)
1,5 -

— ~ (o] a2 © [=)] N w Q0
-0’5 4. . e NN O

Fig.2.5 Familia4 (¢=0.8 fG=-04)
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Familias 3 y 4:
O<a <1

Se observa una
evolucion continua
convergente con asintota
horizontal, mas abrupta
cuanto ma4s se acerca ¢ a
cero. pG fija la
direccion de la
evolucidn, crecimiento o
decrecimiento, asi como
el valor de la
convergencia. A valores
mas negativos le
corresponde un valor
mas negativo del valor
de convergencia y a
valores mas positivos un
valor mas positivo. El
cambio cualitativo entre
el crecimiento y el
decrecimiento tiene
lugar cuando se cumple
PG +a=1 (Fig2.4 y
2.5)
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Familias Sy 6:
40000000 - a>1
35000000 +———— = e

30000000 - Se observa una
25000000 evolucion continua
20000000 divergente con asintota
15000000 - vertical, mas abrupta
10000000 - cuanto mayor €s o Yy
5000000 - cuanto mayor es |G|,
0- aunque éste influye de
- forma mas moderada. El

parametro G fija la
direccion de la
Fig 2.6 Familia 5 (a =1.8, £ G=0.3) evolucién, crecimiento o
5 — decrecimiento El cambio
50 - cualitativo de uno a otro
0 Ly T T v tiene lugar para BG
+a=1 (Fig.2.6 y 2.7)

&
[
T
4
7
10

Fig.2.7 Familia 6 (a=1.2, G =-1.6)
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A
BG
o
Familia 4
1
“Familia 5
-1 0 >
Familia 1 o
Familia 2
-1 Familia 3 Familia 6
a+ pG =1

Fig 2.8 Mapa bidimensional de localizacién de las familias de funciones asociadas a la
convolucion de constante por potencial

Familias asociadas a la convolucién de una funcién constante por una funcion
potencial
Familia Intervalos de pertenencia de Comportamiento cualitativo
los parametros

1 ae]-o,-1] Oscilacion divergente
BGe R,

2 lae]-1,0] Oscilacién convergente
BG e R,

3 ae]0,1] Crecimiento con saturacion
atrfG > 1

4 ae]0,1] Decrecimiento con saturacion
a+tfG<1

5 ae]l,+o] Crecimiento con asintota vertical
atfG > 1

6 ae]l,+«] Decrecimiento con asintota vertical
a+fG <1

Tabla 2.3 Comportamiento correspondiente a las familias de funciones asociadas a la convolucion
de constante por potencial
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Meétodo de evaluacién recursiva basado en convolucion

Con este ejemplo, se ha puesto de manifiesto la relacion que existe entre los dos
tipos de evaluacidn, estructural (convolucidn) y no estructural (recursiva). Cada
evaluacion por convolucién se traduce a la evaluacidn recursiva, por un
conjunto finito de familias de funciones. Cada familia representa un
comportamiento diferenciado y puede instanciarlo un numero infinito de veces
por concrecion de los pardmetros dentro del intervalo que corresponde. Al
ejemplo bidimensional que se acaba de tratar, le corresponden seis familias. Se

puede realizar un estudio similar para cualquier evaluacién por convolucidn.

7  Conclusion

En este capitulo se sientan las bases teoricas de la resolucion del problema
formulado en la introduccidn, que es la obtencién de primitivas capaces de
realizar a bajo nivel el célculo de funciones que habitualmente necesitan mas
niveles de derivacion. Como estrategia de evaluacién, se establece la
convolucion de funciones a la cual se asocia, por un proceso de regularizacion,
una operatoria recursiva que cumple el requerimiento de la disminucion de
niveles para un gran nimero de funciones. Las primitivas propuestas tienen una
forma paramétrica estandar muy sencilla y los rasgos diferenciadores de las
funciones que se calculan se deben a los valores concretos de los parametros.
Las primitivas son, por tanto, valores numéricos que actian como semilla en el
calculo iterativo de una funcion. Los niveles de derivacion sucesivos se

relacionan entre si por medio de la funcién auxiliar.
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Capitulo 3

ARQUITECTURAS CBRM

1  Introduccion

Este capitulo aborda el disefio y evaluacion de arquitecturas que instrumentan el
método recursivo de evaluacion basado en convolucion, CBRM. Consiste en
trasladar al plano de realizacion fisica la operacion recursiva que se ha propuesto.
Para ello, se disefla un prototipo de procesador, facilitando una descripcion
funcional de sus mddulos principales. Se realiza la evaluacion del prototipo con
resultados o estimaciones concretas de las magnitudes mas significativas desde el
punto de vista arquitectural, como el tiempo de cilculo y el area utilizada. Para
realizar estimaciones de tiempo y area facilmente comparables con las de otras
propuestas se ha utilizado como unidad de medida un dispositivo elemental de
calculo, formado por una puerta XOR y una AND, que implementa un sumador
completo de un bit. Posteriormente, se han efectuado también mediciones en
dispositivos de logica reconfigurable FPGA (Field Programmable Gate Array).
Descritos en lenguaje VHDL (Hardware Description Language), los circuitos
han sido simulados en la tarjeta. xcv300e-6bg352-XST de Xilinx, proporcionando
una estimacion de los tiempos de calculo y de los recursos hardware. Abordar los
aspectos de disipacion de potencia seria procedente en versiones de mayor

caracter aplicado, lo que excede el alcance de esta memoria. En su caso se
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plantearfa una realizacidn ASIC (dpplication Specific Integrated Circuit) del

procesador basico.

El procesador CBRM tiene su techo de velocidad establecido por la operatoria
recursiva que realiza, que solo es capaz de proporcionar un punto por iteracion.
Esta limitaciéon es un inconveniente para aplicaciones que requieran mayor
rapidez y sugiere buscar mejoras. Las prestaciones aumentan incorporando
distintos grados de paralelismo; en el modulo mismo y en las arquitecturas que
involucran varios moédulos interconectados. En fodos los casos, se establecen
comparaciones de tiempo y area y se opta por una solucion combinada y flexible
de calculo en serie y en paralelo, como solucion intermedia y adaptable a los

requerimientos del problema a tratar.

2 Arquitectura del procesador CBRM

En este apartado se va a proponer la arquitectura del procesador CBRM que
corresponde a la modalidad basica de operatoria. Esta arquitectura consta de tres
médulos principales: el de calculo, donde se realiza la operacion recursiva, el de
control, que se ocupa de gestionar la ejecucion del calculo y la memoria que
almacena los datos. Estas funciones pueden implementarse de formas muy
diversas. Puede resultar interesante concentrar todos los datos en una sola
memoria o bien, alternativamente, dotar también de memoria a los modulos de
célculo y de control. Por otra parte, algunos datos pueden existir almacenados
permanentemente o calcularse, bien en linea bien ex profeso en una etapa previa
de calculo. En la descripcion de los modulos se mencionan las distintas
posibilidades, teniendo en cuenta que la evaluacion de la arquitectura depende

finalmente de la implementacion elegida.

72

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2005



Modelo paramétrico de arquitectura para la generacién de primitivas computacionales. Maria Teresa Signes Pont

Capitulo 3

2.1 Descripcion funcional de los modulos

La figura 3.1 representa la estructura general del procesador CBRM que consta de

tres mddulos: el de calculo, el de control y la memoria.

Memoria

aftpg

DI

Calculo
Control

Resultado

Fig 3.1. Estructura general del procesador CBRM que presenta tres modulos principales

Moddulo de calculo

El médulo de calculo proporciona el resultado de la operacion recursiva. Al inicio
de la etapa de calculo de una funcion F, estan disponibles el valor inicial F de la
funcidn, asi como los valores de los parametros ¢, #y la funcién auxiliar G que
caracterizan la primitiva que hay que usar. El resultado puede alcanzarse

mediante el calculo, que involucra dos multiplicaciones y una suma, o
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permanecer precalculado. La figura 3.2 representa el esquema funcional del

modulo de calculo que efectua la operacidn recursiva.

Fi=aF;; +fG;;donde

F; es el valor, en la iteracidn i, de la funcién que se calcula

Fi s es el valor que tenia la funcidn en la iteracion anterior, i-/

a, [ son los parametros propios de la primitiva que calcula la funcién F

Gi.; es el valor de la funcion auxiliar que se incorpora en la iteracion i

o 3

y

Mult. | | Mult

Fig 3.2 Esquema funcional del médulo de calculo

Moédulo de control

El médulo de control gestiona la ejecucion del calculo mediante sefiales de
control. El control consiste en asegurar la correcta seleccion de los parametros, la
captacion y el paso de argumentos al mddulo de calculo, en guiar la salida de

resultados y contar el niimero de iteraciones para marcar el final de la operacion.
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Memorias

En caso de querer implementar memorias en los modulos de calculo y de control

se establece el desglose siguiente para los datos que han de contener:
*  Memoria de control

Contiene los datos necesarios para definir y controlar la ejecucion del calculo. El
nimero de iteraciones, k, que coincide con el nimero de puntos a calcular, esta
relacionado con el intervalo a recorrer / y con el paso de iteracién 4, por la

ecuacion [ = k.h.

= Memoria de calculo

Contiene los parametros «'y [3, que estan generalmente relacionados con el paso
h, asi como los puntos de la funcién auxiliar G. La primitiva o f+f g que hay que
emplear puede calcularse en linea, por medio de dos multiplicaciones y una suma
o también permanecer precalculada. En este caso la operaciéon consiste en
direccionar la tabla por algunos bits particulares de los valores de F (que es la
funcion calculada) y de G que es la funcién auxiliar. Si F= f'y G= g, sdlo hard
falta un acceso para captar el valor, en cambio si 'y g representan fragmentos de

F'y G harén falta mds accesos para completar el valor del punto o +0G.

Si se opta por una memoria Unica, ésta contendra todos los datos mencionados.

El camino seguido por los datos previo a la ejecucion del calculo es el siguiente

(Fig 3.3):

75

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2005



Modelo paramétrico de arquitectura para la generacién de primitivas computacionales. Maria Teresa Signes Pont

Arquitecturas CBRM
Inicializacion Nombre de Intervalo I = [a, b] N° puntos k
Datos la funcion
introducidos a calcular
por el usuario
y h 4
Datos de b—a Ne
control Paso f = I iteraciones k
Jr iL
Datos de ; L
caleulo Parametros «, S Punto inicial
funcidn auxiliar Fo=a
G
v
Calculo
k=0 F 0= a P
k=1 F=aF, o+ ﬂ G, N

Fig 3.3 Camino seguido por los datos

2.2 Implementacion

En esta investigacion, el propdsito de la implementacion es la realizacion de un

prototipo que sea capaz de mostrar el método CBRM. Por tanto, no se plantea en

ningin momento que la implementacion elegida tenga que ser dptima y, menos

aun, que el método expuesto dependa de implementacion alguna. Por ello, sélo se

han considerado los aspectos de disefio que conciernen a la posibilidad de

reutilizacion, al coste de desarrollo hardware, a la flexibilidad y a la limitacion en

el nimero y diversidad de los médulos necesarios; cuestiones que importan en la
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etapa de verificacion del prototipo. Ademas, se ha centrado toda la atencion en la
implementacion del médulo de célculo, considerado como la parte principal del

prototipo.

Se ha optado finalmente por no efectuar las dos multiplicaciones y la suma para
calcular los puntos de la funcién. En su lugar se tendran los resultados disponibles
en una tabla LUT. (Look-up table), de acceso paralelo, utilizando aritmética
distribuida para su almacenamiento. Los resultados que figuran en la LUT son
instanciaciones de la primitiva af+fg, donde f'y g son grupos de bits que
representan fragmentos de las funciones F y G, de manera que para obtener
cualquier punto o F+f G, hay que realizar tantos accesos a la LUT como
fragmentos del tamafio de fhaya en F (igual al nimero de fragmentos del tamafio
de g que hay en G) y recomponer posteriormente el valor o FF + G mediante
una suma. Suponiendo que Fy G tienen un tamafio de 7 bits, si se considera una
fragmentacion en p partes, los fragmentos tendran un tamaiio de 7 = n/p bits. Por
tanto, el nimero de celdas de la LUT es 2", La tabla 3.1 muestra un ejemplo de
tabla LUT en la cual los fragmentos /'y g son de dos bits (f=(f,, /2) y g = (g1, 22)).
Cabe mencionar que uno de los bits de cada fragmento es el bit de signo que

corresponde al operando.

(2 8) =000 | (£, g2)=(0) (2 82) = (1) (2 82) =(11)
(ngD=0 | 0 0 0 0
(7, g/) =) -p B -B B
(1, g =19 a o —a —a
(f,, g1) =(11) a—pf a+f3 —a-f —a+f

Tabla 3.1. Estructura de una tabla LUT con fragmentos de 2 bits
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La suma de las instanciaciones o f + [ g extraidas de la tabla puede realizarse de
forma secuencial. Por tanto, el médulo de calculo consta de una tabla LUT y de

un sumador.

En la implementacion propuesta, para los valores de los argumentos, se ha

optado por una representacion en coma fija con la particién siguiente:

F'y G tienen n bits, de los cuales:

Signo = 1 bit, parte entera % bits, parte fraccionaria % —1bits. El rango

abarcado por esta representacion es:

2=

[—27G7" 22 427 U2V 22 2

Los valores de ay fque intervienen en los ejemplos presentados en esta
investigacion estdn comprendidos entre 0 y 2. De ahi que no haya bit de signo y
que solo haya 1 bit dedicado a la parte entera en la particién propuesta. En otros

supuestos, la particion sufriria las modificaciones pertinentes.

Parte entera = 1 bit, parte fraccionaria =z -1 bits
El rango abarcado es [27" 7D 2 — 270" Dy,

El tamafio de las instanciaciones de las primitivas almacenadas en la LUT es
n’’; éstas se representan en complemento a dos para evitar las restas en el
momento de recomponer el resultado o F+f G. Cabe precisar que, después de
obtener el resultado, hay que pasarlo a una representacion signo-magnitud

necesaria para direccionar de nuevo la LUT.

Sin pérdida de generalidad se plantean=n"=n"’,
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3 Evaluacién de la arquitectura CBRM

En un dispositivo, los tiempos reales de calculo y el espacio ocupado dependen
de la tecnologia utilizada en las implementaciones. No obstante, se puede lograr
una primera ‘aproximacién de los tiempos de ejecucion y del area ocupada
independiente de la tecnologia haciendo una estimacién del circuito en términos
de puertas logicas. Asi, en un circuito, el nimero de puertas utilizadas
constituye una medida del area ocupada y el retardo de una puerta representa la
unidad con la que se mide el tiempo de respuesta del circuito, entendido como
camino critico. En esta investigacion, se considera como unidad de medida el
conjunto formado por dos puertas légicas (una XOR y una AND) porque este

conjunto implementa una operacion elemental que es la suma completa de un
bit. T;, y T, son las unidades de tiempo y espacio, respectivamente, que

corresponden a este dispositivo de calculo elemental y que intervienen en la
estimacion de los bloques l6gicos habituales. Una explicacion mas detallada de

este modelo se facilita en [Wong, 1994], [Ercegovac, 2000] y [Pifieiro, 2002b].

Se presentan a continuacion estimaciones de espacio y tiempo realizadas para

bloques 16gicos usuales, algunos de los cuales se encuentran en el prototipo
propuesto.En estas estimaciones, ademas de Ti, y T, suelen intervenir otras

caracteristicas como el tamafio en bits y el nimero de entradas del bloque.

*  Tiempos

Tablas LUT: se estima un retardo de 3 1, para una tabla con entrada de 7 bits,
3.5 7, para entradas de 8 bits, 4 t, para entradas de 9 bits y 4.5 1, para entradas de

10-11 bits, 5 1, para entradas con mas de 11 bits.
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Multiplexores: los multiplexores 2:1 y 3:1 tienen un retardo de 0,5 T,
Registros: tienen un retardo de 17,

Registros de desplazamiento: hasta 4 desplazamientos 0,5-t; 1,5n7T si el
nimero de desplazamientos estd comprendido entre 5 y 16, y 31, si esta

comprendido entre 17 y 64.

Estructura de reduccion: para un contador 3:2 se asume un retardo de 21,y para

un contador 4:2 el retardo es de 3 7,
»  Areas

Tablas LUT: 40 t,/Kbit para tablas direccionadas por 6 bits como maximo y 35

7,/Kbit para direccionamientos entre 7 y 11 bits.

Multiplexores: 0,25k 1, siendo k el nimero de vectores de entrada y n el

tamafio de la palabra
Registro de n bits: 0,5'n" ,

Registros de desplazamiento: hasta 4 desplazamientos, 0,51 1, siendo n el
tamafio de la palabra; 2,5:n°7, si el nimero de desplazamientos estd comprendido

entre 5y 16,y 10,51 T, si estd comprendido entre 17 y 64.

Estructura de reduccion: para un contador 3:2 se asume un retardo de 21,y para

un contador 4:2, 4 1,

3.1 Complejidad

Espacio ocupado

En la Tabla 3.2 se ha realizado una estimacioén del area que ocupa una LUT,

expresada en funcidn de 1, para distintos valores de ¢ y de n. El espacio varia con
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el mimero de celdas de la LUT que es

2442
2

y con el tamafio de los datos que

encierra, que se tomard igual a #. El numero de bits de direccionamiento es 2¢+2

n t LUT
Bytes Ta
16 |1 32B 10 1,
2 128 B 40T,
4 2KB 560 1,
8 512 KB 102400 T,
32 |1 64 B 20 7,
2 256 B 80 1,
4 4 KB 1120 7,
8 1 MB 204800 <,
64 |1 128B 40 1,
2 512B 160 T,
4 8KB 2240 7,
8 2MB 409600 7,

Tabla 3.2 Estimacién de la memoria ocupada por una LUT

En base a los datos reflejados en la Tabla 3.2 se establece una estimacién del area

total ocupada por el médulo de calculo CBRM, expresada en términos de 1, para

distintos valores de n y z. Para ello se suman las areas ocupadas por la LUT, por el

sumador y por el registro de desplazamiento (Tabla 3.3).

n=16 n=32 n=064

t=1 10 t,+16-11,+81, 20 1,+32-1t,+167, 40 1, +64-1'1,+327,
=341, =681, =1361,

=2 40 15+ 8214 +87, 80 14 +16:2:15+167, 160 15 +32-2:15 +321,
=641, =128 14 =256 1,

t=4 560 14+ 4-475+87, 1120 15 + 8-415+167, 2240 14+ 1641, +327,
=584 14 =1168 14 =23361,

=8 102400 15+ 2-8-14 +871, 204800 14+ 4-8-14 +167, 409600 14 + 8-8-14+327,

= 102424 1, = 204848 1, = 409696 1,

Tabla 3.3 Estimacion del 4rea total ocupada por el médulo de célculo del CBRM
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Se observa que el area total ocupada crece exponencialmente con ¢ y linealmente
con #. El coste de area viene motivado esencialmente por el tipo de crecimiento
exponencial de la LUT. A efectos de ocupacién de area, interesa que los

fragmentos sean lo mas pequeiios posible, cualquiera que sea el valor de 7.

Tiempo de calculo

La Tabla 3.4 muestra una estimacion del tiempo de célculo expresado en funcion
de 1, para distintos valores de n vy ¢. El tiempo de célculo es la suma del tiempo de

acceso a la LUT y del tiempo invertido por la suma secuencial.

n=16 n=732 n=064
t=1 3t +167, 1g 16+7,57, 31, +327, 1g 32 +15,51, 3t +641, [g 64+31,51,
=745 1, =178,51, =418,5 1,
=2 37, +81,1g 8 +7,57, 31,+161, 1g 16+15,51, 31, +327, 1g 32+31,57,
=345 1 =82,51, =194,5 1,
=4 4.5, +41, lg 4+7,51, 4.57,+81 1g 8 +15,57, 4.5t +167, 1g 16+31,51,
=201, =44 1, =100 1,
=8 5t +2t, g 2+7,57, St +H4t, 1g 4 +15,51, 5t +81, Ig 8+31,57,
=14,51, =28,51, =60,5 1,

Tabla 3.4 Estimacién del tiempo de calculo del CBRM

Se observa una disminucién clara del tiempo de calculo cuando crece el tamafio ¢
de los fragmentos. La disminucién es mas acusada cuanto mdas altos son los
valores de n. Ello se debe a la importancia relativa del segundo término de la
suma, cotrespondiente al tiempo del sumador, que es n/ilog, n/t y que decrece
marcadamente cuando ¢ aumenta. Los tiempos de acceso a la LUT son poco

relevantes; no dependen de #, sélo de ¢ pero son poco variables con éste.

Resumiendo: las estimaciones del area ocupada y del tiempo de calculo

invertido ponen de manifiesto que el tamafio creciente de los fragmentos
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aumenta considerablemente el 4rea ocupada para cualquier valor de n, pero
también disminuye de forma dramatica el tiempo de célculo. La fragmentacién
de los operandos es, pues, un factor determinante en las prestaciones del médulo

de calculo a tener en cuenta en el momento de proponer mejoras.

3.2 Simulacion del médulo de calculo CBRM

Se ha sintetizado el circuito relativo al médulo de céalculo del prototipo CBRM en
la plataforma xcv300e-6bg352-XST de Xilinx, con el proposito de verificar el

funcionamiento del método.

El modulo de calculo descrito en VHDL consta de dos subcircuitos principales,
MEM y MAC cuyo cometido es, respectivamente, seleccionar las primitivas
parciales y sumarlas secuencialmente, siguiendo la Implementacionl. A su vez, el
médulo MEM se desglosa en otros tres, Tlu, Puntos y Counter. Tlu representa
la LUT en la cual se almacenan las primitivas que actian como productos
parciales de una multiplicacion, Puntos selecciona los cuatro bits de
direccionamiento extraidos de las entradas F y G y Counter marca el paso de
extraccion. El moédulo MAC, que realiza la suma secuencial y los
desplazamientos de los productos parciales, se compone de dos moddulos
embebidos el uno en el otro: Prueba y Elemento recursivo. Prueba es un
sumador de 1 bit, Elemento recursivo es un sumador de # bits construido por
repeticion de Prueba. Para terminar, MAC repite # veces la estructura de
Elemento recursivo. Sincronizado con el reloj del sistema, el contador Counter
marca los accesos a LUT de 0 a 15. Cada acceso es recogido por el modulo
Puntos para proporcionar los cuatro bits y que direccionan la LUT. A su salida
cada producto parcial extraido va al MAC donde es sumado y desplazado, hasta
completar las 15 sumas de que consta una iteracidn. El resultado obtenido, que

esta en complemento a dos, deberd ser convertido a representacion signo
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magnitud antes de realimentarse en el médulo Puntos para iniciar la siguiente

iteracion, después de poner el contador Counter a cero

En las figuras 3.4 a-l, se presenta un esquema del circuito de calculo CBRM
desglosado por modulos. Para cada modulo se muestran el simbolo y su

instanciacion.

-—_———

— d<3:0> pparcial<15:0> addr<3:0> data<15:0> ——

Fig. 3.4a Mddulo Tlu representado simbdlicamente e instanciado por una ROM

—_———————

— p<3:0> direccion<3:0> ——
— puntodos<15:0>

——— puntouno<15:0>

Fig. 3.4b Mddulo Puntos representado simbolicamente
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Fig.3.4c Instanciacion del médulo Puntos por dos multiplexores
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—ck contador<3:0> ——

—— resetint count<3:.0> ——

[elk—————Ck Q=3:0> f—
Lresefint>——————scir

Fig.3.4d Mddulo Counter representado simbolicamente e instanciado por un contador

—— puntodos<15:0> contador<3:0» ————
—— puntouno<15:0>
— clk

— resetint pparcial<15:0> ——-

Fig.3.4e Mddulo MEM representado simbolicamente

[t cotuienltn At ket {__ﬂ__@m

[T ———— —Yia el courrize i

PLITIPEY

Fig.3.4f Estructura del modulo MEM

—ix ob—
oo
it
s——
—z 88—

Fig.3.4g Mdédulo Prueba representado simbolicamente
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G o o _riTkme o f———{&>
0 " %
¥
(= :
o =0
[}]
Fig.3.4h Mdédulo Prueba instanciado por puertas XOR
ent1<15:0> las<16:0> ——
——ent2<15:0> sal<16:0> ——
Fig.3.4i Modulo Elemento recursivo representado simbolicamente
|
L 1 c _ﬂ  ERE0]
= =
CEED> : 4 (BT
[T y——— : o]
[
-]
—]

Fig.3.4j Modulo Elemento recursivo instanciado por puertas XOR
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— vt 15 salkED- 161k
—{ertmt< 160 sala= 15T
—— et 51 sl 151
— et 160 salkE 161

——{e1tadai< 16 salidad< 160
—— et 160 salizr< 160
— et 160 a3 16
——{erET< 160 salktar= 160
— eI 160 falkes= 161k
—-{ e rtadad 160 sali- 160
——] estai 0= 1610 zaliiail- 161k
—{ s ytadal =161 zalitaii<16-
——eitda < 160 taliti2< 160
—— e it 150 falka13< 160
—lerataii 160 galkall- 160
—— e pirada15< 161k £alats= 163

—-—ck faliaie= 1610

Trrrrrrrrrrrrrr

nerat

Fig.3.4k Médulo MAC representado simbdlicamente
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—— prrdE < 151 corador<3- ——
A= ZT 0 ——
sfalkdl<ZR_ - f——
FaldzdZ3 0 ——
Ealdsd -z 0 ——
sEaaEl-= 2k ——
—— parono< 150
tealiEs -2 ——
tealil@<FB - |—
sealilEi < F2 0 ——
FEAEe-= IS - ——
fEal@< 2530 (——
—CkK Al i0-ZB0- ——
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2l 2R ——
sFalidai b= BB 0 [———
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— regetlit
fEala = 2o 0 ——

Fig.3.41 Médulo de calculo CBRM representado simbolicamente

Las estimaciones de tiempo se han realizado con datos de precision igual a 16
bits, arrojando los resultados que aparecen en la Tabla 3.5. Cada estimacion se
realiza midiendo el tiempo entre que la sefial entra al médulo por un pin de
entrada hasta que sale por un pin de salida; por consiguiente, ninguna estimacioén
tiene porqué ser unica. El tiempo consta de la suma de dos contribuciones, la de la
logica combinacional involucrada mas la de la 1dgica de encaminamiento, que
figuran en este orden en la tabla. El contador tiene un tiempo de offset que influye

en los médulos MEM y CBRM vy que se ha tenido en cuenta en los resultados.
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Moédulo MEM Moédulo MAC
Counter 6,778 ns = 5,594 ns + 1,184 ns Prueba 8,011 ns = 5,867 ns+2,144 ns

Puntos 10,897 ns = 6,977 ns + 3,920 ns

El.recursivo 29,683 ns= 12,419 ns + 17, 264
Tiu 8,939 ns = 5,867 ns + 3,072 ns P-a83 s b s

Total MEM = 26,229 ns = 15,085 ns + 11,144 ns Total MAC = 77,827 ns = 26,459 ns + 51,368 ns

Total CBRM —parcial = 51,951 ns = 18,655 ns + 33, 296 ns

Total CBRM = 104,056 ns = 26,229 ns + 77,827 ns

Tabla 3.5 Estimaciones de tiempo del modulo de calculo CBRM implementado en la FPGA
xcv300e-6bg352-XST de Xilinx.

Los resultados que aparecen en la Tabla 3.5 ponen de manifiesto que:

= El tiempo total empleado por el mdédulo MEM depende linealmente del
tiempo correspondiente a los médulos que lo integran. Asi es también la
dependencia de los tiempos que corresponden a la 16gica combinacional y al

encaminamiento.

= El tiempo empleado por la légica combinacional del médulo MAC crece
linealmente desde el nivel mas interior, Prueba, hasta el mas exterior MAC.
El tiempo de encaminamiento crece en el mismo sentido, pero con un

crecimiento rapido primero que tiende a moderarse.

= Generalmente, se observa que el tiempo invertido por el encaminamiento es
inferior al que necesita la logica combinacional, salvo que se trate de

estructuras embebidas.

= El tiempo total de calculo del CBRM-parcial que aparece en la Tabla 3.5 debe
interpretarse como la suma de MEM mas El. Recursivo. Ello se debe a que

el dato extraido de la memoria tiene 16 bits obligando a una suma de 16 bits,
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como minimo. El tiempo de calculo CBRM representa el tiempo necesario
para calcular un punto de la funcién, que se obtiene sumando los tiempos

MEM y MAC.

» La contribucion del médulo MAC influye de forma notable en el tiempo total.

La implementacion 1 del CBRM no es 6ptima en cuanto al tiempo.

4 Mejora de la arquitectura CBRM

La arquitectura CBRM es paralelizable en algunas de sus etapas, sugiriendo
mejoras en sus prestaciones. Se consideran en este apartado la incorporacion de
distintos grados de paralelismo. Primero, se plantea la paralelizacién de la suma
en el modulo de calculo. En un segundo tiempo, aprovechando la particion inicial
realizada por el tipo de representacion de los datos elegido, se propone la
paralelizacion de la ejecucion del célculo de un punto. Para finalizar, se considera

la paralelizacion del calculo de N puntos de una funcién.

4.1 Incorporacion de paralelismo en la suma, en el

modulo de calculo

En el moédulo de célculo descrito, la suma de los productos parciales se realiza
secuencialmente, como aparece en la Tabla 3.5. Esta operacion de # sumas de n
bits tiene una complejidad temporal proporcional a O(n’). La realizacién de una
suma con estructura de reduccion rebaja la complejidad a O(nlogn) con el
consiguiente aumento de hardware. En este sentido existen abundantes referencias
en la literatura que proponen diversos algoritmos que utilizan circuitos contadores
[Wallace, 1964], [Dadda, 1965)] o compresores [Weinberger, 1981], [Song y de

Michelli, 1991], [Known et al., 2000] basados en elementos de suma sin acarreo
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{Bewick y Flynn, 1992], [Omondi, 1994], [Oklobdzija et al, 1996], {Choi et al.,

1997]. Estos elementos son conectados entre si formando una topologia

determinada, por ejemplo en arbol [Takagi et al, 1985]. Si los sumandos estan

divididos en fragmentos de tamafio mayor que 1 bit, cabe también la posibilidad

de realizar la suma por bloques [Mora, 2001].

Las Tablas 3.6 a, b y ¢ muestran la diferencia entre el area ocupada por

implementaciones que emplean un sumador que opera secuencialmente o un

sumador con reductores. En esta dltima implementacidn no intervienen los

registros de desplazamiento.

n=16

Implementacion con sumador
secuencial

Implementacion con reductores 4:2

=1

101, +16: 17,487, =34 1,

10 t,+7 Ta+ 16°17,=33 1,

=2

40 14+ 8214 +81, = 64 14

4015+ 7 1a+ 8214 =63 14

t=4

560 14+ 4-41,+81, =584 1,4

560 14 +7 Tat+ 4415 = 583 14

=8

102400 14+ 2-8-15 +81, = 102424 1,

102400 14 +7 Ta+ 2815 = 102423 14

Tabla 3.6a Estimacion del area total ocupada por las implementaciones con sumador secuencial y
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n=32 Implementacion con sumador Implementacion con reductores 4:2
secuencial
=1 20 7, +32-1'1,+161, =68 1, 201, +15 14+ 32-11,=67 71,
=2 80 T4 +16-2-15+167, = 128 14 80 14+ 1512+ 16:21a=127 14
t=4 1120 14+ 8-414+167,= 1168 14 1120 T +15 1+ 8414
= 1167 Ta
=8 204800 15+ 4-8-14 +167, = 204848 14 204800 14 +15 15+
4-81,=204847 14

Tabla 3.6b Estimacién del area total ocupada por las implementaciones con sumador secuencial y

con reductores para n = 32 bits

n=064

Implementacion con sumador
secuencial

Implementacion con reductores 4.:2

=1

40 1, + 64-1'7,+327, = 136 1,

40 7, +31 T+ 64-17,= 1357,

=2

160 T4+ 32214 +321,=256 1a

160 ta+ 31 12+ 32274 =255 14

t=4

2240 14+ 16415 +321, = 2336 14

2240 14131 tat+ 164714
= 2335 Ta

409600 14+ 8:8-12 1327, = 409696 14

409600 12 +31 15+
8-81a = 409695 14

Tabla 3.6¢ Estimacion del drea total ocupada por las implementaciones con sumador secuencial y

con reductores para n = 64 bits

Estas tablas ponen de manifiesto que la implementacién con reductores presenta

una ocupacién de area equivalente a la de la implementacion con suma

secuencial.
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Las Tablas 3.7 a, b y ¢ muestran la diferencia entre los tiempos de calculo en

implementaciones que emplean un sumador que opera secuencialmente o un

sumador con elementos de reduccion.

Implementacion con sumador secuencial

Implementacion con reductores 4:2

3t 167, 1g 16+7,57,= 74,5 7,

I +337 4 lgl6=161;

37,481, 1g 8 +7,51,=34,5 1,

It +331k lg 8 =151,

4.51+47; 1g 447,51, =207,

4.51,+3 3t + 1 ig4=1551,

S5t 2t 1g 247,51, = 14,5 1,

5t +3.37,+11g2=151

Tabla 3.7a Estimaci6n del tiempo de célculo en las implementaciones con sumador secuencial

y con reductor para n = 16 bits

Implementacion con sumador
secuencial

Implementacién conreductor 4:2

31, +321,1g 32 +15,51~=178,5 1,

3t +3.4 1, +1,1g32 =201,

31, +167, 1g 16+15,57, = 82,5 1,

3 +3.4 141 lglo=19 1,

4.5t,+8t 1g 8 +15,51, =44 1,

4,57, +3.41,+1,1g8 =19,51,

Sttt lg 4 +15,5t=28,5 1,

St+34 1+t lgd=191

Tabla 3.7b Estimacion del tiempo de calculo en las implementaciones con sumador secuencial

y con reductor para n = 32 bits

Implementacion con sumador
secuencial

Implementacion con reductor 4:2

31, +647, 1g 64+31,5t=418,5 1,

3t +3.51 +1 g 64 =24 1,

37, +327,1g 32+31,5%, = 194,5 1,

34351 1, 1g32=23 1,

4.51,+167 lg 16+31,51= 100 1,

4.5t +3.5 7+t lg 16 =23,5 1,

51, +87, 1g 8+31,57,= 60,5 T,

St +3.5t + 1 lg8=231

Tabla 3.7¢ Estimacidn del tiempo de célculo en las implementaciones con sumador secuencial

y con reductor para # = 64 bits
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Estas tablas ponen de manifiesto que la implementacién que utiliza reductores
invierte un tiempo de calculo practicamente constante para cualquier tamaiio de
los fragmentos de un operando. Ademas, el tiempo de calculo crece bastante
poco con el tamafio del operando. Cabe observar que los tiempos en la
implementacion con reductores son mucho mejores que los de la
implementacion con sumador secuencial, sobre todo a medida que el tamafio de

los fragmentos disminuye y a medida que aumenta el tamaiio de los operandos.

4.2 Incorporacion de paralelismo en el cdlculo de

un punto

La particion inicial de los operandos puede utilizarse para incorporar

paralelizacién a nivel de la ejecucién del calculo:

a) obteniendo el resultado del producto que corresponde a la parte entera de
F por la parte fraccionaria de amas la parte entera de G por la parte

fraccionaria de f (mediante extracciones de la LUT)

b) sumandole al resultado anterior F (si la parte entera de aes igual a 1), G
(si la parte entera de fes igual a 1), F+G (si las partes enteras de o y

Psonigualesa 1)

c) obteniendo el resultado del producto que corresponde a la parte
fraccionaria de F por la parte fraccionaria de « mas la parte fraccionaria

de G por la parte fraccionaria de f# (extracciones de la LUT)

Este planteamiento permite mayor flexibilidad, permitiendo tomar en
consideracion la parte a) solamente, para aplicaciones en las que pueda asumirse
el error debido a la eliminacion de la parte fraccionaria de F'y G. Puede también

paralelizarse el calculo de las etapas a) y c). Por otra parte, la etapa b) no
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interviene cuando o y S estan comprendidos entre cero y uno, por tanto sélo se

tomara en consideracion cuando sea necesario.

Las mejoras en area ocupada y en tiempo de calculo dependen del supuesto en el
que se trabaja. En el supuesto a), la mejora puede cuantificarse a partir de lo
establecido por el estudio anterior relativo a datos no particionados, con la
correccion del numero de bits que corresponda. Como ejemplo, se trata el caso
del célculo paralelo de las partes a) y ¢), estudiando también la influencia del tipo

de particién de los operandos.

Calculo paralelo con operandos particionados

. . n v /11
Se sustituye un operando de # bits por dos operandos de A bits y A 1bits. El

primero representa la parte entera y el segundo la parte fraccionaria. La
implementacion utiliza una tabla LUT compartida y duplica el sumador y los
elementos de reduccion que corresponden. Los resultados se muestran en las
Tablas 3.8 a-b.

Implementacion con reductores 4:2
n = 32 particionado en 16 y 15

Implementacion con reductores 4:2
n = 64 particionado en 32 y 31

=1

107, +2(7 1a+ 16:1t,) =561,

20 1,+2(15 ta+ 32- 11 )= 114 1,

t=

40 Ta+ 2(7 ta+ 8214 ) = 86 14

80 tat+ 2(15 ta+ 16-275)= 174 14

t=4

560 1a+2(7 ta+ 4415 ) = 606 14

1120 1 +2(15 ta+ 8+41a) = 1214 14

=8

102400 1, +2(7 Ta+ 2874 ) = 102446 14

204800 ta+2(15 1a+ 4-815) = 204894 1,

Tabla 3.8a Estimacion del area ocupada por la implementacién con datos particionados, para n = 32

yn=064
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Implementacion con reductores 4.2 Implementacion conreductor 4:2
n =32 particionado en 16 y 15 n =064 particionado en 32 y 31
=1 3y +337 41, lg 16 =16 1, 3 +3.4 1, +1,1g32 =201,
=2 3, +33t+1, 1g8 =151, 3t +34 1+t lg 16 =19 7,
, t=4 4.5t +3 31+ 1 lgd=1551, 451, +34 1.+t 1g8 =19,5 1,
t=8 St 4331+t lg2=151, St+34 1, +1lg4=191,

Tabla 3.8b Estimacion del tiempo de calculo la implementacion con datos particionados, para n =32
yn=164

Comparando la Tabla 3.8 a con las estimaciones homdlogas de la Tablas 3.6b-c,
se pone de manifiesto una disminucién apreciable del area ocupada en la
implementacion que particiona los operandos; la disminuciéon es tanto mayor
cuanto mayor es el tamafio del fragmento. La comparacion de la Tabla 3.7b con
las Tablas 3.8b-c muestra también una disminuciéon de tiempo, pero no tan
apreciable ya que, como se ha mencionado anteriormente, la implementacién con
elementos de reduccion no presenta variaciones de tiempo espectaculares cuando

el tamafio del operando varia, ni tampoco cuando varia el tamafio del fragmento.

La particion propuesta para los operandos es aproximadamente de mitad y mitad
para las partes entera y fraccionaria del operando. Si una de las partes es de
tamafio mayor que la otra, no se prevén cambios en el area ocupada, ya que ésta
se calcula como una suma de contribuciones de dos dispositivos, independiente de
su distribucion. El tiempo de calculo experimenta un ligero aumento, debido a la
parte del operando que presenta mayor numero de bits, pero, tal y como ya se ha
observado, las variaciones del tamafio del operando tienen poca repercusion en

los tiempos.
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4.3 Incorporacidon de paralelismo en el calculo de N

puntos de una funcién

El calculo de N puntos de una funcion puede efectuarse a través del mismo
moédulo de calculo, adoptando la particion de datos que se estime oportuna. Si T
es el tiempo de calculo de un punto, la utilizacion de un mismo moédulo para el
céalculo de los N puntos tiene como efecto la multiplicacién por un factor N del
tiempo T. Para paliar este aumento lineal del tiempo se pueden proponer
arquitecturas que, aunque aumenten un poco el area ocupada, son beneficiosas
para la disminucion del tiempo de calculo, de manera que permiten establecer un

compromiso segun los requerimientos del problema a resolver.

El problema es el siguiente: dada una funcion, calcular N puntos en el intervalo
[a, b]. La introduccidn de paralelismo a este caso consiste en establecer distintas
etapas que representan la profundidad de un arbol. Cada etapa de célculo divide
los subintervalos de [a, b] definidos en la etapa anterior en subintervalos mas
pequefios. Por tanto, al inicio de cada etapa, el nimero de médulos que han de
actuar es igual al nimero de subintervalos definidos en la etapa anterior. En cada

etapa el calculo de los modulos se realiza en paralelo.

SIN=N; x Nox...x N,

1* etapa: 1 mo dulo calcula N, puntos

2% etapa: N modulos calculan N; x N, puntos (N, puntos por médulo)

p-ésima etapa: N;XNoX....XN,.; modulos calculan N = N;xN,x..XN, puntos (N,

puntos por médulo)
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En la Tabla 3.9 se presentan los resultados en cuanto a tiempo de calculo y
numero de modulos necesarios para el célculo secuencial realizado por un solo

modulo y el calculo paralelizado.

Tiempo de calculo de N puntos Nimero de modulos necesarios
Cdlculo TN=TN|N; ......... N, 1
secuencial
Calculo =TN+TNy+.... + TN,
lelizad
pararetizado =T (N Nyt t Np) 1+ N, + NyNg+ Ny NN+, N NpN3_ Ny,

Tabla 3.9 Estimacion del tiempo de calculo y del numero de modulos en el calculo secuencial y

paralelo

Se observa que en el calculo paralelizado, el tiempo depende de la
descomposicién Ny, N,,......., N; que se ha hecho de N. El valor de la suma
N#+Not......+ N, disminuye cuando aumenta p, que es el numero de factores en
los que se descompone N. Por tanto, dado N, para mejorar el tiempo, hay que
realizar el mayor numero posible de etapas. Por el contrario, el nimero de
moédulos necesarios decrece cuando disminuye p, es decir, cuando disminuye el
niimero de etapas. Ademads, si se ordenan los nimeros N; de forma que el mayor
sea Np, disminuye también el numero de modulos, dado que N, no interviene en

la expresion.

Comparado con los resultados proporcionados por un modulo unico, el céalculo
paralelizado presenta la ganancia de velocidad, la productividad y la eficiencia

siguientes:
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» ganancia en velocidad:

TN L1~

G =
T(N,+ Nyeo t N ) i i

»  productividad:

P=
I+ N +NN, +...+ N\N,....N

» eficiencia:

En la primera etapa:

P TN, N,
YUT(N,+ N, ... N,) Zp:N'

En la 2% etapa:

_ TN, N,
CT(N,+ N, +..N,) L
Ni
2

E,

En la p-ésima etapa

p-1

T(N,+N, +...N,) iNt

E,,

p-
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La eficiencia media es:

Ss
E=-—1—-
p—1
La Tabla 3.10 recoge las medidas de ganancia en velocidad, productividad y

eficiencia del célculo realizado por un médulo frente al calculo paralelizado.

Ganancia en Productividad Eficiencia
velocidad
Céleulo 1 N 100%
secuencial
Cdlculo I N p-1
paralelizado HN, P= Z E,
G=-1— I+ N, + NN+ .+ NN, Ny | g5
2N, p—1
1

Tabla 3.10 Comparacién de ganancia en velocidad, productividad y eficiencia entre el célculo

secuencial y paralelizado

En la Tabla 3.10 se observa que el célculo de N puntos llevado a cabo por un solo
modulo tiene unas medidas de productividad y eficiencia optimas. Sin embargo,
el calculo paralelizado obtiene una ganancia en velocidad superior a la del calculo
secuencial, modulable por la descomposicion de N. La productividad y eficiencia

son, en cambio, inferiores.
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5 Conclusion

El presente capitulo se ha dedicado al estudio de la arquitectura CBRM, con la
propuesta y evaluacion de un prototipo de procesador, del cual se han estudiado
las caracteristicas del médulo de célculo. Se han realizado estimaciones del
tiempo de calculo y del area ocupada utilizando una medida de los recursos
hardware independiente de tecnologia, facilitando posteriormente medidas con
referencia explicita a una plataforma determinada. Se han realizado igualmente
algunas propuestas de mejora de prestaciones del moédulo de calculo con
incorporacion de paralelismo. Ademads de considerar las mejoras obtenidas por la
paralelizacion de la suma, se ha planteado también el calculo pralelo El calculo de
un gran numero de puntos tiene una limitacion inherente al CBRM que es la de
proporcionar un punto por iteracion. Se propone una arquitectura que consta de
varios modulos interconectados, que incorpora etapas de calculo paralelo. Esta
propuesta presenta flexibilidad debido a la posibilidad de variar el nimero de
etapas y el nimero de médulos por etapa. Se establecen las comparaciones en
cuanto a ganancia en velocidad, productividad y eficiencia de los dos tipos de

calculo en funcion de estos parametros.
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Capitulo 4

CALCULO DE ROTACIONES
MEDIANTE CBRM

1 Introduccion

El presente capitulo y el siguiente estan dedicados a las aplicaciones. Debido a
su presencia en numerosos y muy diversos ambitos, las funciones
trigonométricas e hiperbolicas constituyen un caso de enorme interés aplicado.
Asi, es previsible que cualquier mejora en la operatoria de estas funciones
repercuta favorablemente en el rendimiento global de los célculos en los que
dichas funciones intervienen. La rotacién es una transformaciéon geométrica,
formalizable a partir de la combinacion de las funciones trigonométricas seno y
coseno, que sirve de base a algunas transformaciones muy utilizadas en
tratamiento digital de la sefial y de la imagen como la transformada de Hough
[Bruguera, 1996], {Garcia et al, 2003a], [Garcia et al, 2003b], de Fourier {Frigo,
1998], [Frigo, 2000], {Randi, 2000] y la transformada del coseno [Séanchez,
1997], [Dick, 1998]. En estos casos, el CBRM presenta una idoneidad particular
como método de calculo debido a la posibilidad de evaluar simultaneamente las
dos coordenadas caracteristicas del punto que rota. El presente capitulo esta

dedicado a la clasificacion de algunas de estas transformadas con el fin de
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proponer un patréon comun de calculo para todas ellas, asumible por el CBRM.
Posteriormente, se efectua un analisis comparativo de los resultados de calculo
de las transformadas de Hough y Fourier entre el CBRM y otros métodos

conocidos.

2 Rotaciones en el plano

Seguidamente se analizan las ecuaciones de la rotacion bidimensional y se

expresan con el formalismo del CBRM

2.1 Ecuaciones
En el plano definido por un par de ejes ortogonales, (Ox, Oy), sea P(x; y;) un

punto de una circunferencia de radio R y € ; el angulo que forman OP y el eje

Ox
x;=Rcos 0; (4.1)
yi=Rsen 6,

Sea A0 el incremento de cada rotacion:

0,= 0. +46,Vi

Asi,

cos 0; = cos (6., + AQ) 4.2)
sen 0; = sen (0., + A8)

planteando cos 40= a, sen AG=f
desarrollando y sustituyendo (4.2) en (4.1) y reagrupando los términos, se

obtiene:
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Xi= QX “ﬁ)’u
yi= ayirt Bxi (4.3)

con la restriccion adicional of + = 1

Las ecuaciones (4.3) expresan el valor de las coordenadas del punto rotado
después de cada rotacidn, en funcién de las coordenadas del punto anterior.
Si se definen las coordenadas del punto P como dos funciones F'y G, de forma

que cada funcidén represente la proyeccion del punto sobre uno de los ejes:

F ) =x; 4.4
G (x,y) =y

Sustituyendo (4.4) en (4.3), resulta:

Fxiy)= o F(xi, yi) = BG(Xi1y 1)
Gxiy) = o G(xi., yi) + PF(Xi1y 1) (4.5)
con o+ =1

La aplicacion del CBRM no hace intervenir explicitamente las coordenadas; en
su lugar se le asocia, como consecuencia de la regularizacién establecida, el

numero de la iteracion en curso. El calculo de F'y G se expresa entonces como

Fi=aF.,-pG
G,=aG.+ BF. (4.6)
con o+ fF=1

Las ecuaciones (4.6) son evaluables a partir de las primitivas encontradas, por

tanto, bajo el formato CBRM, la rotaciéon bidimensional corresponde a la
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evaluacion cruzada de dos funciones, F y G, con una restriccion sobre sus

parametros, o’ + =1

2.2 Funciones configurables a partir de rotaciones

El movimiento de rotacion es comun a muchas transformaciones matematicas;
por ello, la evaluacion de éstas por el CBRM se basa en el esquema propuesto en

el apartado anterior.

Afiadiendo a las ecuaciones (4.1) la coordenada z para pasar de una
representacion bidimensional a otra tridimensional, se describe el movimiento
helicoidal. Haciendo R = A en la primera ecuaciéon y R = B en la segunda, se
describe el movimiento elipsoidal, siendo 4 y B los semi-ejes menor y mayor de
la elipse. Asimismo, la transformada de Hough, utilizada en el proceso de
segmentacion de la imagen, transforma un punto del plano cartesiano P(x,y) en
una curva en el dominio parametrizado (p,6) de Hough, mediante la
ecuacion p = x-cos@+ y-send , para dngulos pertenecientes al intervalo [0,11[. Las
transformadas ortogonales pertenecen a una clase mdas general de
transformaciones discretas para las que resulta menos inmediata la configuracion

como rotacion y, por tanto, menos evidente la aplicabilidad del CBRM.

Flu)=¥ T(xu)f(x)
= @7

La ecuacién (4.7) expresa una transformacion ortogonal genérica en la cual f{x),

0< x< N y F(u), 0< u< N son respectivamente la secuencia original y
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transformada, ambas de longitud N = 2". T(x, u) es el nucleo de transformacion.

En general, la naturaleza de una transformacion de este tipo esta determinada por

las propiedades de su nucleo. De manera similar se puede definir la

transformacion inversa. En la Tabla 4.1 se mencionan algunas transformaciones

ortogonales importantes, facilitando la expresion del niicleo.

Transformada Nucleo T(x,u) Observaciones
Fourier 1 -2 ] TUX Nucleo trigonométrico
—exp( ———)
N N
Hartley 2 Tux 2 Tux Nucleo trigonométrico
cos( ) + sen (——)
N
Coseno (2 X + 1) Tu Nicleo trigonométrico
e(k)cos ~=2 78 -
2N e(0) =112
ek)=1 0<k<N
Walsh 1 2=t Nuicleo no trigonométrico
. H (___ 1)bi(x)bn —i-1(u)
b; representa el i-ésimo bit del entero b
N "
Hadamard Nicleo no trigonométrico
1 ﬁ 1 ( 1 ) bi ()i (1) b; representa el i-ésimo bit del entero b
N i

Tabla 4.1 Algunas transformaciones ortogonales

El resto del capitulo se dedica a desarrollar la aplicaciéon del CBRM al calculo de

algunas transformadas, realizando las modificaciones formales necesarias cuando

la aplicabilidad del CBRM no puede deducirse de forma sencilla. En todos los

casos se presentan otras propuestas de calculo a fin de comparar los resultados.
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3 Aplicacion del CBRM a la
transformada de Hough

En este dpartado se realiza un anélisis formal de la transformada de Hough para
la cual se propone la aplicacién del CBRM, como método idéneo de célculo.
También se han seleccionado dos ejemplos en los cuales se incluyen
comparaciones entre los resultados proporcionados por el CBRM y por el
CORDIC. La primera propuesta es una implementacion segmentada
reconfigurable del CORDIC [Deng, 2001]. La segunda considera una aplicacion
paralela del mismo algoritmo [Bruguera, 1996]. Estas implementaciones, que se
discuten en [Garcia et al, 2003b], comparan el CBRM y el CORDIC en cuanto a

area ocupada y tiempo de calculo.

3.1 Transformada de Hough

Propuesta en 1962, la transformada de Hough (HT) es una herramienta
importante en la segmentacion de imagenes [Hough, 59]. Deteccidén de curvas
[Muamar, 1991], reconocimiento de objetos [Haule, 1989], vectorizacion de
fotografias aéreas [da Silva, 1990], reconstruccidon de imagenes 3D [Yamazava,
2000], inspeccién de la calidad industrial [Bariani, 1997], aplicaciones
biomédicas [Dong, 2001], [Tezmol, 2002], reconocimiento de quasares [Huang,
2000] y OCR [Sural, 2001], son algunos ejemplos de las multiples utilidades de
esta transformada. La HT es enormemente atractiva debido a su robustez
aunque la gran cantidad de recursos espaciales y temporales que requiere la han
mantenido alejada de las aplicaciones de tiempo real. Los esfuerzos realizados
en investigaciéon han ido en la linea de diseflar algoritmos rapidos o
arquitecturas ad-hoc. Los distintos algoritmos, basados en el célculo de

funciones son: lineal [Koshimizu, 1990], combinatorio [Ben-Tzvi, 1990],
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binario [da Fontura, 1989], adaptativo [Walther, 1971] y rapido [Li, 1992], cuyo
inconveniente es la falta de regularidad y de posibilidades de paralelizacion,
comparados con el algoritmo tradicional. Este, en cambio, permite implementar
arquitecturas con memoria compartida o distribuida (matriz lineal, mesh,
hipercubo) [Shankar, 1990] y en arbol binario, asi como arquitecturas sistolicas

especificas [Chuang, 1995].

El proceso de deteccion de primitivas geométricas utilizando la HT puede
descomponerse en tres etapas: la creaciéon del contorno de la imagen utilizando
un detector de bordes, la aplicacién de la HT a cada punto de la imagen y la
votacién en el dominio de Hough por medio de la cual se realiza la extraccion

de las primitivas.

Fig 4.1. Parametrizacién de rectas para la HT.

Si la primitiva a detectar es la recta, desde el punto de vista geométrico, la HT

transforma un punto del plano cartesiano P(x,y) en una curva en el dominio
(p,0) de Hough (ver Fig.4.1). Reciprocamente, a un punto del dominio de

Hough le corresponde una primitiva geométrica del plano. El dominio de
Hough puede interpretarse como una rejilla de votacion en la que cada punto

P(x,y) del plano “vota” por el conjunto de lineas que intersectan en €l y que
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son representadas por puntos en la rejilla (p,8). Si disponemos de una imagen

digitalizada de tamafio NxN y definimos el espacio parametrizado (p,0) cada

P(x,y) se transformard en p=x-cosf+ysend . El espacio parametrizado se

discretiza en Ng niveles, entre Oy II y en N, niveles, entre p, ¥ Pmax y 12

transformada de Hough consiste en calcular los valores p para todos los

angulos del intervalo [0,I1[ y para cada pixel de la imagen digitalizada. El
calculo directo tiene una complejidad de O(N 2 ) y el total de operaciones a

realizar es de N2 ‘Ng Si se considera el intervalo [0,[T] como la unién de dos
subintervalos [0,11/2[U[I1/2,1I[, para cada pixel (x;,y ;) de la imagen, la

transformada de Hough puede escribirse como:

pPr(k)=x;cosO +y senby  0<bp <I1/2

pr(k)=y;cost —x;senby  11/2<0; <I1 (48)
Haciendo que
O =051 +A0
cos O =cos(Bp_1+A6
3 (Op—1+4A0) (4.9)

sen0y =sen(0;_1 +A8)
cosAQ = a,senA\O = B

Al sustituir (4.9) en (4.8) tenemos que:

prik)=apr(k=1)+pBpr(k-1
pr(k)=cpn(k)+ppr(k-1) (4.10)
con  a? +ﬂ2 =1
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Segtin aparece en (4.10), las funciones (p)r v (o) son evaluables por el
CBRM, con la peculiaridad de que lafuncion G = (py), cuando se evalia (pg) y
G = (pp cuando se evalua (pyy; inicializando (pyy y (pno con el valor de las

coordenadas de cada pixel de la imagen.

3.2 Comparacion CBRM - CORDIC segmentado

En este apartado se comparan los resultados de calculo de la HT obtenidos por
el CBRM vy por una propuesta basada en el algoritmo CORDIC. En esta ultima
[Deng, 20017, el calculo se realiza con una representacion de los datos de 16
bits en punto fijo y con un CORDIC de 12 iteraciones, implementado en una
plataforma Xilinx XS4010XL-PC84 FPGA para prototipado rapido.

La tarjeta Xilinx XS4010XL-PC84 FPGA es un dispositivo de capacidad media
que funciona con una velocidad moderada. Posee 400 CLBs arreglados en una

matriz de 20 x 20, que equivale aproximadamente a 10000 puertas.

Para efectuar la comparacién, se han tenido en cuenta por una parte, la
evaluacion de la arquitectura CBRM descrita en el capitulo 4 y por otra, las
caracteristicas de la tarjeta Xilinx utilizada, teniendo encuenta que un CLB

(Bloque Ldgico) consta de una LUT-3, dos LUT- 4 y dos cerrojos.

Comparacion

La implementacion CORDIC ocupa un 83% de area, esto es, 333 CLBs de los
400 que cuenta la tarjeta XS4010XL A una frecuencia de reloj de 40 MHz, con
una complejidad computacional O(N?) para una imagen N X N, una imagen de
128x128 pixels con 128 éangulos discretos (40 = 1.40625°) tarda 0.0262 s en
transformarse. La Tabla 4.2 presenta una estimacion del area ocupada por el

CORDIC y la Tabla 4.3 presenta la estimacidn del area ocupada por el CBRM.
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Estas estimaciones se han hecho en funcién de t,. La precision de los datos es
de 16 bits. Se han considerado las dos implementaciones del CBRM,
recordando que en la implementacion 1 interviene un sumador secuencial y en
la implementacion 2 se sustituye éste por una estructura de reduccion de 4:2
antes de realizar la suma final. En ambas implementaciones el irea ocupada se

duplica teniendo en cuenta que se efectiian dos evaluaciones cruzadas.

CORDIC
Segmentado N°CLBs =333 drea ocupada
LUT-3 1-333=333 333-2%:2%40 1, / Kbit =16651,
LUT-4 2:333=666 2:333-2%2%40 1, / Kbit =6660-1,
Cerrojos 2:333=666 2:333:0.5:2* 1, =5328-1,
Total 13653 1,

Tabla 4.2 Estimacion del area ocupada por la implementacion CORDIC

CBRM Implementation 1 Implementation 2
=1 2(10 1, +16-11,+81,) =68 1, 2(10 tat+7 Ta+ 16112 ) = 66 14
=2 2(40 12+ 8-2:14 +87,) = 128 14 2(40 1o+ 7 tat 8214)= 126 14
=4 2(560 14 +7 1o+ 4-414) = 1166 14

2(560 T2+ 4-47, +81a) = 1168 14

= 2(102400 t5 +7 Ta + 2-87a = 204846
=8 (102400 T + 2875 +87,) = 204848 1o | 202400 Ta*7 Tat 2870 = 2048461

Tabla 4.3 Estimacion del area ocupada por la implementacién CBRM
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A partir de la observacién de las tablas 4.2 y 4.3 aparece que el CBRM ocupa
un area creciente con el tamafio del fragmento ¢, pero su implementacion resulta

mucho mas favorable que el CORDIC, hasta =8

En cuanto al tiempo de célculo, el CBRM involucra 64 x 128 x 128 iteraciones
para calcular un nimero de puntos igual al niimero de pixels por la mitad del
numero de angulos. Cada una de las iteraciones dura 16/¢ ciclos. Se asume que

7t~ 1 ns para la tarjeta XS4010XL-PC84.

CBRM Implementation | Implementation 2

=1 64-128-128-(31, +1671; Ig 16+7,51) 64-128-128-(31,+3.31,+1, 1g 16)
=78,119 ms =16,777 ms

=2 64-128-128-(37,+87, Ig 8 +7,51) 64-128-128-(31,+3.31+7, g 8)
=36,176 ms =15,728 ms

=4 | 6412812845t 41, Ig 4+7,57) 64-128-128-(3.5%,+3 .31+ 7, 1g 4)
=20,962 ms =16,253 ms

=8 64.128-128-(51,+27, 1g 2 +7,57)) 64-128-128-(51+3 31+ 7, Ig 2)
=15,204 ms =15,728 ms

Tabla 4.4 Tiempo de célculo del CBRM

La Tabla 4.4 pone de manifiesto que la implementacion 2 del CBRM siempre
proporciona mejores resultados que los del CORDIC (0,0262 s).Para t =4 y ¢ =8§,
incluso la implementacion 1 del CBRM es mejor que el CORDIC.

3.3 Comparacién CBRM - CORDIC paralelo

En este apartado se considera el calculo de la HT realizado por una
implementacion paralela del CORDIC [Bruguera, 1996]. El célculo de la HT de

una imagen N X N con un procesador CORDIC tnico requiere N*/2 ciclos,
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asumiendo que en cada evaluacion se obtienen dos valores de p. El tiempo puede
reducirse por medio de la paralelizacion. Para ello existen tres aproximaciones
distintas: paralelizar los pixeles de la imagen, paralelizar el angulo 6, o paralelizar
los dos simultineamente. La paralelizacion de los pixeles requiere N°/2
procesadores, a razon de uno por pixel y por angulo y la transformacion se efectia
en el tiempo de una operacion CORDIC (n ciclos para radix-2, n/2 +n/4 para
radix mixto 2-4 y n/2 para radix-4, si n es la precision de los datos). Ademas, de
la cantidad de recursos hardware que supone, esta aproximacion acarrea también
conflictos en el proceso de votacion ya que, los resultados obtenidos por los
procesadores que trabajan con el mismo angulo&pueden votar el mismo elemento
en el espacio de Hough. La introduccion del paralelismo soélo en los pixeles
requiere N* procesadores, uno por pixel. El nimero de operaciones CORDIC es
entonces de N/2 y también puede haber conflictos en el proceso de votacion. La
solucién que no produce conflictos es la paralelizaciéon de los angulos. En este
caso, se necesita un procesador por angulo en el cual son procesados
secuencialmente todos los pixeles de la imagen. El nimero total de procesadores
es de N/2 y el numero de ciclos para la evaluacion de la transformada es N* + la

latencia; se procesa un pixel por ciclo.

Comparacion

La implementacién considerada en [Bruguera, 1996] utiliza una precisién de 12
bits y un procesador CORDIC de 10 etapas (de estas 10 etapas, 6 son las etapas
estandar de las iteraciones, 1 es la de la compensacion del factor de escala y 3
para la realizacién del escalado). Cada etapa consta de dos registros, dos
multiplexores y dos sumadores/restadores. La etapa estandar necesita 24 bits

para cada angulo almacenado en la ROM.
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Para transformar los 128 x 128 puntos de una imagen con 128 rotaciones, en el

caso de la paralelizacion de los angulos, se necesitan 64 procesadores y se

ejecutan 128 X 128 ciclos. El area estimada para este calculo aparece en la Tabla

4.5.
CORDIC paralelo Cantidad. Area ocupada
Registros 20-64 20-64-0.5:12 1, = 7880-1,
Multiplexores 2064 20:64-0.25-2:12 7, = 78801,
Sumadores/restadores 20-64 20-64-12-1,=
15760 t,
Tablas LUT 64-24 10.64-24-40 1, /Kbit = 60 T,
bits
Total - 31580 T,

Tabla 4.5 Estimacion del area ocupada por el CORDIC paralelo

La estimacioén de tiempos es la que muestra la Tabla 4.6, asumiendo z=1ns.

CORDIC paralelo Cantidad Tiempo
Registros 10 128-128:10-11,= 0,164 ms
Multiplexores 10 128-128-10-0.5 7, = 0,082 ms
Sumadores /restadores 10 128-128-10-1g 12 1, # 0,573 ms
Tablas LUT 64 643 1,=192ns
Total - 0.819 ms

Tabla 4.6 Estimacién del tiempo de célculo en el CORDIC paralelo
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La paralelizaciéon por medio del CBRM consiste, segun la propuesta del capitulo
3, en realizar el calculo con N modulos organizados en estructura de arbol. En
este caso, N = 64 representa el nimero de incrementos A8 dentro del intervalo
[0, T1/2[, que es también el nimero de angulos para los que hay que calcular

P, para cada uno de los 128 x128 pixeles.

Tiempo de cdlculo Numero de modulos necesarios

Cdlculo =TN1+TN2+ ..... + TNP

paralelizado

=T (N1+N2+ ....... + Np) 1+ Nl + N1N2"|‘ N1 N2N3.+...+.N1 N2N3m Np-l

La descomposicion de N en un producto N{N,....... N, permite definir la
profundidad del arbol y, ademas, la distribucion de los modulos por etapa incide
en las prestaciones de la arquitectura Para realizar la comparacion con la
propuesta CORDIC paralelo, se plantean dos descomposiciones de N, una que
maximiza el tiempo de célculo y la otra que maximiza el nimero de médulos

del arbol. Asi, efectuara la comparacion con las peores condiciones del CBRM.

* Descomposicién que maximiza el tiempo de célculo
N=N;XN; conN;=2yN,=32
Tiempo de calculo = (2 +32)T=34T

Numero de mddulos de calculo del arbol = 142 =3

* Descomposicién que maximiza el nimero de médulos

N=N; X N;X N3X N4 X Nsx Ng con N; =2 para i € [1, 6]

Tiempo de calculo = (2+2+2+2+2+2)T = 12 T, siendo T el tiempo de calculo
de un valor.

Numero de mdédulos de célculo del arbol = 142+4+8+16+32 = 63
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Las Tablas 4.7a y b representan el area total ocupada por el CBRM en los dos

supuestos, el que maximiza el tiempo, N; = 2, N, = 32 y el que maximiza el drea

ocupada, N; =2 parai € [1, 6].

Implementacion con sumador
secuencial

Implementacion con reductores 4:2

2x3x341,=4081,

2x3x331,=1981,

2X3%x641,=384r1,

2x3x631,=3781,

2X3x58415=3504r1,

2x3x5831ta=3498 1,

2X3x 102424 15= 614544 =,

2x3x102423 1,=614538 1,

Tabla 4.7a Estimacion del area ocupada por el CBRM paralelo para N = 64

(N;=2yN,=32, tiempo de cilculo maximo)

Implementacion con sumador
secuencial

Implementacion con reductores 4:2

2X63%x341,=4284 1,

2x63x331,=41581,

2X 63 X641,=28064r1,

2X63X6313=79381,

2X 63 X 584 15= 735841,

2X 63 X583 1a=73458 1,

2X 63 x102424 1, = 12905424 1,

2X 63 x 102423 5= 12905298 1,

Tabla 4.7b Estimacion del drea ocupada por el CBRM paralelo para N = 64

Las Tablas 4.8a y b representan el tiempo de calculo de los 128 x 128 puntos,

en los dos supuestos: el que maximiza el tiempo, N; = 2 , N, = 32 y el que

(N; =2 para i € [1, 6], area ocupada maxima)

maximiza el area ocupada, N; =2 para i € [1, 6], asumiendo que % =Ins.
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n=16 Implementacion con sumador secuencial | Implementacion con reductores 4:2
t=1 557056 x 74,5 = 0,041 ms 557056 x 16 = 0,009 ms
=2 557056 x 34,5 = 0,019 ms 557056 x 15 = 0,008 1,ms
t=4 557056 x 20 = 0,011 ms 557056 x 15,5 = 0,009 1, ms
t=8 557056 x 14,5 = 0,008 ms 557056 x 15 = 0,008 1, ms

Tabla 4.8a Estimacion del tiempo de calculo del CBRM paralelo para N = 64
(N; =2y N,= 32, tiempo de célculo maximo)

n=16 Implementacién con sumador secuencial | Implementacion con reductores 4:2
t=1 196608 X 74,5 = 0,015 ms 196608 X 16 = 0,003 ms
t=2 196608 X 34,5 = 0,007 ms 196608 X 15 = 0,003 ms
t=4 196608 X 20 = 0,004 ms 196608 X 15,5 = 0,003 ms
t=8 196608 X 14,5 = 0,003 ms 196608 X 15 = 0,003 ms

Tabla 4.8b Estimacién del tiempo de calculo del CBRM paralelo en funcion de m para N = 64

(N; =2 para i € [1, 6], 4rea ocupada méxima)

Comparando la Tabla 4.7b, que representa los peores resultados en cuanto a
area ocupada del CBRM paralelo, con la Tabla 4.5, aparece que para valores de
t<4, la implementacion paralela del CBRM ocupa menos espacio que el
procesador CORDIC. El tiempo de calculo correspondiente que aparece en la

Tabla 4.8 b es entre 50 y 100 veces menor para el CBRM que para el CORDIC.

Comparando la Tabla 4.8 a, que representa los peores resultados en cuanto a
tiempo del CBRM paralelo, con la Tabla 4.6, aparece que en el peor caso del
CBRM, que se da para la implementaciéon con sumador secuencial y ¢ =1, el
tiempo es 20 veces menor que en el CORDIC. La ocupacién de area
correspondiente que aparece en la Tabla 4.7a es unas 10 veces menor en el
CBRM para 1<8.
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En resumen: es destacable el buen comportamiento del CBRM en cuanto al
tiempo de célculo. En cuanto al area ocupada, a partir de ¢ > 4, los resultados

pueden llegar a ser menos buenos que los del procesador CORDIC.

Por otra parte, cabe mencionar que los datos manejados en las tablas 4.7ay by
4.8ay b tienen una precision de 16 bits frente a los 12 bits de la implementacion

CORDIC, lo que refuerza aun mas las conclusiones mencionadas.

El trabajo referenciado no proporciona resultados del error cometido por la

arquitectura CORDIC estudiada.

Conviene decir que la implementaciéon del CBRM descrita aqui puede
proporcionar tiempos de calculo todavia mas cortos si se proponen cuatro
funciones en lugar de dos para la evaluacion, pyk) putk) pmk) pw ). El nimero
de incrementos es entonces N/2. Este cambio repercute la descomposicion,
ocasionando menor tiempo de calculo y menor numero de médulos en el arbol,

pero hay que duplicar el area total porque se duplica el nimero de procesadores.

4 Aplicacion del CBRM a Ia
transformada de Fourier

En este apartado se realiza un analisis formal de la transformada de Fourier para
la cual se propone la aplicaciéon del CBRM, como método idéneo de calculo. El
CBRM se aplica después de organizar los calculos siguiendo el esquema de
doblamientos sucesivos. Se han seleccionado dos propuestas de calculo de la
transformada de Fourier a fin de compararlas con la implementacién por el
CBRM. La primera considera una implementacién basada en aritmética
distribuida, con replicacién segmentada de las etapas, que se prueba en una

FPGA [Mintzer, 1996]. La segunda propuesta combina la convolucién ciclica
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con la aritmética distribuida por bloques y utiliza la descomposiciéon de Cooley

y Tuckey [Chien, 2002].

4.1 Transformada de Fourier

A pesar de su evolucion hacia el dominio espacial, las técnicas de mejora de la
imagen en el dominio frecuencial siguen motivando gran cantidad de
investigacion. En este sentido, la transformada de Fourier constituye una
herramienta de referencia obligada, util en procesos de filtrado [Chamberlain,
2002] [Peiming, 2001] y de reconstruccion de imagenes [Mozon, 1996].
Recientemente, se ha utilizado la transformada rapida de Fourier (FFT) en
modulacion (OFDM: Orthogonal Frequency Division Multiplexing), resultando
asi una herramienta valiosa en el ambito de las comunicaciones {Chang, 2000]

[Hsiao, 2000].

El algoritmo mas general desarrollado para el calculo de la FFT es el de Cooley
y Tukey, de 1965, basado en el método del doblamiento sucesivo [Cooley,
1965]. El proceso, que consiste en la descomposicion de la transformada de una
secuencia en multiples transformadas sobre secuencias de menor tamafio, es la
base de todos los algoritmos de la categoria FFT y su principal aportaciéon
radica en la reduccion drastica de la complejidad computacional. Asi, la
computacion de una secuencia de N elementos, que ocasiona, segun la
definicién, una complejidad algoritmica de O(N?), se reduce a O(N log;N) con
el método FFT.

Las variantes del algoritmo difieren entre si por las computaciones realizadas y
por la forma en que se almacenan los resultados intermedios [Swarztrauber,
1987]. Estas diferencias originan mejoras sustanciales de alguna prestacion,
como el ahorro de almacenamiento en memoria, en el caso de los algoritmos in-

place; 1a velocidad elevada en el caso de los algoritmos self-sorting,[ Temperton
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1991] o la regularidad de la arquitectura de implementacion en los algoritmos
geometria constante [Pease, 1968]. Existen también modos de extender las
mejoras combinando algunos de estos esquemas, como computar mas de una
etapa a la vez, o combinar algunas de las estrategias mencionadas segun la etapa
en curso [Englewood, 1975].

Cada variante del algoritmo consigue un rendimiento Optimo con una
determinada organizacion del hardware, ya que el caricter optimo en cuanto a
complejidad computacional suele obtenerse sacrificando la regularidad del
algoritmo. Por ello, los esquemas in-place y geometria constante marcan dos
tendencias distintas del hardware. Los primeros se implementan generalmente
en arquitecturas segmentadas puesto que asi se minimiza la latencia entre etapas
y la longitud de las memorias utilizadas [Chang, 2001], mientras que los
segundos, al presentar una forma de indexar constante a través de todas sus
etapas, dan lugar a una estructura mas regular y a un control mas simple. Ello
permite un procesamiento basado en una columna de procesadores que
computan en paralelo sobre los datos y, usando una red de interconexion fija,
los recirculan sobre la misma, optimizando tanto los elementos de

procesamiento como las comunicaciones [Fang, 1997], {Chan, 1993].
Sea F(u) la transformada de Fourier discreta (DFT) de una funcion real

unidimensional f{x) de N puntos. La transformada de Fourier es compleja y se

expresa en (4.11).

1 —2jnux
F(u) = N;of(x)eXp—_N @1n)

Desarrollo de 1a DFT basado en el esquema de doblamientos sucesivos

Por conveniencia se expresara la ecuacion (4.11) como sigue
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1 N-1
F(u)=— WS,

() N;f() 20 @12)
donde W, =exp—2]7[

Se supone que N = 2" = 2M, donde # es un entero positivo. La ecuacion (4.12)

puede expresarse entonces como

1 1% 1
F(u) =-—-(— 2y Wu(Zx) +— 2% +1 Wu(2x+)
() =5 G DS QO 45 f Qe+ D) s
como W, = W% la ecuacién queda en
1 1 S u(2x) 1 ux u
Fu)==(=Y fQxW® +=>" fQx+ D)W Wy,) (4.14)
2 M M
1 M-1
definiendo F,,, (u) = — Y fQx)W,”
M x=0
1 M-l
e () = Vi > fQx+0W,y
x=0
parau=0,1,2,...... M-1, la ecuacién se reduce a
) = =(F,py () + Fppy ()0
2 par impar 2M (4 15)
Asimismo, como WM =Wl yWiM = -, se deduce que.
F(u+M)——1—(F w)y-F, _(W,),)
2 par impar 2M ( 41 6)
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Del analisis de estas ecuaciones se deducen algunas propiedades interesantes.
Una transformada de N puntos puede calcularse dividiendo la expresion original
en dos partes como indican las ecuaciones (4.15) y (4.16). El calculo de la
primera mitad necesita la evaluacion de las dos transformadas de N/2 puntos,
Fpar ¥ Fimpar y 1a otra mitad se deduce entonces directamente, sin necesidad de
mas calculos. Repitiendo el razonamiento, se remonta a la transformada de
tamafio minimo que es 2. Asi, en lugar de calcular una transformada de N = 2"
puntos, se puede calcular 2" transformadas de 2 puntos que se van
componiendo por parejas de tipo F. , Fimpar, @ lo largo de n etapas para terminar
dando la transformada entera. Las transformadas iniciales de 2 puntos se forman
a partir de dos valores de f{x), con x = 0, 1, ...., N, emparejando los valores
segun el procedimiento de inversion de bits. Si x representa el argumento de
f{x), el correspondiente argumento de la distribucion ordenada se obtiene

expresando x en forma binaria e invirtiendo el orden de sus bits. La estructura

de una pareja inicial es f(x)+ f(x)W,; donde x representa el argumento con

los bits invertidos con respecto a x, no el complementario.
Aplicacion del CBRM
Se sigue con la transformada de Fourier de N = 2" = 2M puntos. Se procede a

plantear el calculo simultineo pero separado de la parte real e imaginaria de la

transformada.

El nimero de parejas iniciales serd entonces de 2M y su estructura

S+ f (x—) cos2" % (parte real)
S+ f ()c—)sen2"_I % (imaginaria).
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Sean Req par(tt), Red impar() Led par(t), Ied impar(1t) las partes, real par e impar,
imaginaria par e impar, respectivamente, de los resultados parciales de la
transformada de Fourier, donde e es un indicador de la etapa de célculo y d el

nimero de orden dentro de la etapa.
u b
Se tomara &, = cos(2"™* — =sen(2"° —
c ( M) y B @27

= [?etapa: Calcular las M transformadas iniciales de 2 puntos, en su parte real e

imaginaria.

Roopar() = f(O)+ 0, ) f2")  Loopar(e )= = By (u) f(2")

ROIimpar(u) = Iy ,-,npar(u) == /61 (u)f(2""2 + 2n_1)
F@™) +a ) f(27 +27)

..........................................

........................................

Ront1 im par(u) = Ton.1 impar( u) =

f(2+22‘..+ 2”—2)-!- _ﬂl (u)f(2+22 N Lo 2n-l)
o) f2+2%..+2"2+2"h

(4.17)

En lo que sigue, en aras a la claridad, se omite el argumento u en las

expresiones del calculo.

= 2% etapa: Pasar de las M transformadas de 2 puntos a M/2 transformadas de 4

puntos

R 1,0 par = R0,0par + o RO,I impar II,Opar = ]0,0par + ﬂZ RO,] impar
- ,BZ 1, 0,1 impar + Q2 10,1 impar
R],I impar =R0,2par T R0,3 impar [l,limpar: [O,Zpar + ﬁZ R0,3 impar

- ﬂZ 1 0,3 impar + 1 0 3 impar
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....................................................................... Seacasarereonstsvesrsssssestrsissestsoserre

Ry M/2- limpar :RO'M/Z I, 1,M/2-1 imparzl 0,M/2 par + ﬁZ RO,M/2+1 impar (4' 1 8)

+ot2 Romzeri
par , impar + oz 1, 0,M/2+1 impar

~ B2 lom2+1 impar

»  3°etapa: Pasar de las M/2 transformadas de 4 puntos a M/4 transformadas de

8 puntos

RZ,O par :RI,Opar + a3 R1,1 impar — IZ,Opar = [1,0 ar +ﬂ3 Rl,l impar +
p
ﬂJ [1,1impar (o4} I],[impar
RZ,] impar :R1,2par + o R1,3 Jnpar IZ,] impar = R1,2 ar +ﬂ3 R1,3 impar +
P

- ﬁ3 ]1,3 impar az 11,3 impar

(4.19)

-----------------------------------------------------------
.............................................................

RZ,M/4-/ impar:RI,MM par+

Do tim par = Ri s par +
2% RI,M/4+] impar _ﬂJ ]I,M/4+1 impar

B3 Rimsari impar + 0311041 impar

* p-ésima etapa: Pasar de las 2 transformadas de M puntos a una transformada

de N=2M puntos

R :Rn-1,0 =Rn-2,0 par +an Rn-2,1 impar I= In-I,O:[n-2,0 par+ﬂn Rn-Z,Iimpar (4‘ 20)

+ Oy In—2. 1 impar
,Bn ]n-2,1 impar

En realidad, estos calculos sélo se llevan a cabo para la primera mitad de los

valores de u, u =0, 1, ....... M-1, ya que la segunda mitad precisa de los mismos
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calculos salvo la ultima etapa en la cual hay una modificaciéon en los signos.

Después de una demostracion sencilla se llega a la expresion resultante (4.21):

R :Rn-I,O = Rn-Z,O par —Qp Rn-Z,l I= In-1,0:1n-2,0 par ’—ﬁn Rn- (4‘21)
impar + 2,limpar —
,Bn [n-2,1 impar oy [n-Z, 1 impar

para u=M, M+1,...... , N-1

La aplicacién del CBRM se pone de manifiesto reordenando las operaciones a

partir de la segunda etapa

= ]*etapa: ecuaciones (4.17)

= 2%etapa: 2 X M/2 operaciones

R 1,0 par = RO,Opar + a2 RO,I impar _ﬁZIO,] impar
7

[I,Opar = IO,Opar + ﬁZ RO,] impar + a2 IO,] impar

RI 1 impar :RO,Z par +az RO,3 impar — ﬂZ 10,3 impar

[I,Iimpar: 10,2 par + ﬂZ R0,3 impar T 02 I3 impar

..........................................................

R[ M/2-limpar— RO,MZ par+ o2 RO,M/2+1 impar—ﬂZ I 0,M/2+1 impar

1.M/2-limpar— 10.M/2 par 0.M2+1 0.M/2+1 impar
11 mr2-1impar= Loz par + B2 Romr+1 sopat @2 Lo par2+1 imp

* 3%etapa: 2 X M/4 operaciones

R2,0 par :RI,Opar + a3 R],] impar “ﬂ_? [1,1 impar

IZ,Opar = [1,0 par +ﬁ3 R],] impar T O3 [1,1 impar

Rostta-1 impar=Rim4 part 3 Rimas 1 impar — B3 L1imav 1 impar
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Dostva-tim par = Rimra par T3 Rimra+1 impar + Q311 Mras 1 impar

* p-ésima etapa: 2 X 2 operaciones

R :Rn—I,O :Rn-2,0 par ta, Rn-Z,l impar — ,Bn [n-2,1 impar

= [n-1,0=[n-2,0 par+ﬂn Rn—2,1impar + In-2, 1 impar

R :Rn-I,O = Rn—2,0 par —Q y Rn-2,1 impar + ﬁn In-2,1 impar

I= [n~1 ,0:In-2,0 par — ﬂn Rn-2,1 impar — Ol In-Z, I impar

Se observa que, a partir de la 2 etapa, cualquier par R4 .4 se calcula como una

rotacién, definida por los pardmetros ., ., seguida de una traslacién, definida
por el parametro 1. En cada etapa, las rotaciones se realizan con un &ngulo
distinto, propio de la etapa. Queda patente que los resultados de dos rotaciones
consecutivas (cuatro ecuaciones) en una etapa e, intervienen como argumentos en
una misma rotacion (dos ecuaciones) en la etapa siguiente e+1, por lo que se
produce, en cada etapa, una division por dos del nimero de ecuaciones, hasta

llegar al resultado final.

La operacion basica del CBRM aplicada a este caso se realiza de la manera
descrita en el capitulo 3, esto es, accediendo a una tabla LUT y efectuando la
suma de los productos parciales extraidos. En este caso, las casillas de la tabla

LUT contienen combinaciones de los tres parametros (¢, 5, 1).

Coste computacional

El nimero de operaciones CBRM a realizar se establece por induccion. Se

cuentan tanto las operaciones que calculan las partes real como las que calculan la
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parte imaginaria, para cada valor de u, considerando calculadas las parejas
iniciales
N=4,n=2,M=2

F(0): 1 suma

F(1): 2 x 3 = 6 operaciones CBRM

F(2): deducido de F(0), 1 suma

F(3): deducido de F(1), 2 x 1 =2 operaciones CBRM (cambio de signo)
Total: 8 operaciones CBRM y 2 sumas.

N=8n=3,M=4
F(0): 3 sumas
F(1), F(2) y F(3) = 14 operaciones CBRM
F(4):3 sumas
F(5), F(6) y F(7) = 2 x 3 = 6 operaciones CBRM (cambio de signo)
Total: 20 operaciones CBRM vy 6 sumas

N=16,n=4,M=38
F(0): 7 sumas
F(1), ¥(2), F(3)....F(7) =30 operaciones CBRM
F(8): 7 sumas
F(9)........... ,F(15) =2 x 7= 14 operaciones CBRM (cambio de signo)
Total: 44 operaciones CBRM y 14 sumas

Continuando este razonamiento, se plantea la hipotesis siguiente:
operaciones CBRM(n) = 2x operaciones CBRM(n-1) + 4

sumas(n) = 2 X sumas (n-1) +2

Demostracion por induccion

Suponiendo que:

128

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2005



Modelo paramétrico de arquitectura para la generacién de primitivas computacionales. Maria Teresa Signes Pont

Capitulo 4

Operaciones CBRM (1) =0
Sumas (1) =1

para n>1

el numero de operaciones CBRM es

operaciones CBRM(n) = 2(2"-1) + (2"—2) =2""'+ 2" 4
y el nimero de sumas es

sumas(n)=2"~ 2

entonces, para n-+1 se tiene
operaciones CBRM(n+1) =2 ™2+ 2™ !4

sumas(n+1)=2""'-2

A partir de estas expresiones, se comprueba que para n>1
Operaciones CBRM(n+1) = 2 X operacionesCBRM(#n) + 4

sumas(n) = 2 X sumas (n-1) + 2

con lo que queda demostrada la hipétesis planteada.

4.2 Comparacion CBRM- disefio con segmentacion
de etapas

Descripcion de la arquitectura segmentada

En esta propuesta [Mintzer, 1996], el calculo de las parejas iniciales se obtiene
utilizando aritmética distribuida. La aritmética distribuida es una modificacién a
nivel de bit de la multiplicacion por acumulacion escalada [White, 1989], cuyo

objetivo es ocultar dicha multiplicacion.
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La arquitectura minima se construye para una transformada de 16 puntos que
puede incrementarse hasta 8192 puntos replicando 1a etapa. Cada etapa consta de
cuatro registros paralelo-serie (P/S-R), dos acumuladores escalados (MAC) y dos
LUTs de 32x16 bits. Los valores de los senos y cosenos figuran en las tablas. En
cada etapa los valores de la LUT cubren un intervalo igual al incremento angular
de la etapa precedente que se divide a su vez en incrementos menores. Este disefio
con segmentacion de las etapas evita el crecimiento exponencial de la memoria
que es el mayor inconveniente para una implementacién en FPGA. Para una
transformada de 8192 puntos se requieren cuatro etapas. Se prueba este disefio en
una plataforma Xilinx XC 4025. El calculo de las parejas iniciales se realiza en
320 ns para datos de 16 bits, a una frecuencia de reloj de 50 Hz, Sabiendo que el
nimero de mariposas es de N2 log,N, el calculo total de la transformada de 16
puntos tarda 10,34 ps. Después de una replicacion por cuatro, la transformada de
8192 puntos se realiza en 17 ms.

A fin de facilitar una comparacion con los resultados que proporciona el
CBRM, he realizado unas estimaciones del espacio ocupado y del tiempo de
calculo invertidos por la arquitectura segmentada para transformadas de 16,

8192 y 61K puntos, con datos de 16 bits.

Estimacion del area ocupada y del tiempo de cdlculo en la arquitectura
segmentada

En este apartado la estimacion se realiza en base a las unidades 1,y T,

» Transformada de 16 puntos (una etapa)

Estimacion del area ocupada
4 (P/S-R)=4x0,5:16- 1,= 32" 1,
2 (S/P-R)=2x0,516-1,=16- 1,

2 (MAC) =2 x16- 1,=- 321,
2 LUTs 32x16 bits = 401,
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Total 1207,
Estimacicn del tiempo de cdlculo (camino critico a través de la etapa)

1 (P/S-R) = 1%,

1 (MAC)= Ilg 8t = 37,

1 LUTSs 32x16 bits = 3.51; X 16 accesos = 56 t;

Total: N/2 logoN x (11,+ 371, + 5671, ) = 12 x 60 1, =720 1,

» Transformada de 8192 puntos (4 etapas)
Estimacion del drea ocupada

1? etapa 1207,

2% 3% etapas

2 (P/S-R)=2x0,516-1,= 16" 1,

2 shift registers (S-R) =2 x 0,516 t,="161,
2 (MAC)=2x16-1,=" 321,

2 LUTs 32x16 bits = 40r,

4% etapa

2 (P/S-R)=2x0,516-t,= 16- 1,

2 (S/P-R)=2x0,516-1,= 16 1,

2 (S-R)=2x0,516- t,="167,

2 (MAC) =2 x16- t,=" 327,

2 LUTs 32x16 bits =40 1,

2 registros =2 x 0,5:16- t,=- 167,

Total: 120t,+2 x 104 1, + 136 1,= 464 1,

Estimacion del tiempo de calculo (camino critico a través de 4 etapas)

1* etapa

1 (P/S-R) =17,

1 (MAC)=1Ig 8 1 = 31,

1 LUTs 32x16 bits = 3.51; x 16 accesos = 56 1;
56 t+ 41,+17,=61 1,

2% etapa
1 (P/S-R) =11,

1 (MAC) =Ig 64 t, =- 61,
1 LUTs 32x16 bits = 3.51; x 16 accesos = 56 1;
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56 w+ 61, +11,=63 1,

3% etapa

1 parallel-serial registers (P/S-R) = 11,

1 scaled accumulators (MAC) = Ig 512 1, =- 9,
1 32x16 bits LUTs = 3.5t x 16 accesos = 56 7
56 1, + 91,+11,=66 1,

4° etapa

1 (P/S-R) =11,

1 (MAC) =1g 4096 7, =121,

1 LUTs 32x16 bits = 3,51 X 16 accesos = 56 1,
1 registro =2 x 0,5 t,=11,

56ty + 121, +11, +17, =70 1,

Total: (N1/2 log,N;) 60+ (N,/2 log,Ny) 63+(Na/2 log,Ns) 66 1, +(N4/2 logoNy) 70 1, =
12.61 +192.63 + 2304 66 7, + 24576 70 7, = 1885200 r,

= Transformada de 64K puntos

Estimacion del drea ocupada
1* etapa 120,

2% etapa 1041,

3* etapa 1047,

4% etapa 104,

5% etapa 1361,

Total 5681,

Estimacion del tiempo de calculo (camino critico a través de 5 etapas)

Total: (N1/2 logle) 60+ (N2/2 IngNz) 63+(N3/2 10g2N3) 66+(N4/2 10g2N4) 69 Tt
+(Ns/2 log,N5) 73 1, =12.61 + 192.63 + 2304 66 v, + 24576 69 1, + 245760 73 1,
= 19825740 ,

Estimacion del area ocupada y del tiempo de calculo en el CBRM

Las estimaciones se realizan para la implementacién 1 y la implementacién 2,
para datos de 16 bits utilizando la arquitectura el CBRM y dos sumadores

adicionales.
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Estimacion del drea ocupada por un modulo CBRM

LUT: 40 1,/Kbit x 16 bits x 64 celdas=40 1,

Sumador serie: 16 T,

Estructura de reduccidén 4:2+ sumador: 4 1,4+ 16 1,= 20 1,
Multiplexor: 0,25x2x 16:7,=8 7,

Registro: 0,5-161, =8 1,

Registro de desplazamiento 0,5 16 t,= 8 1,

Estimacion del tiempo de cdlculo del CBRM (camino critico).

LUT: 3.5t x 16 accesos = 56 1,

Sumador serie = 16 1g16 1. = 64 7,
Estructura de reduccion 4:2: 3 1,+ 1g16 1.= 7t
Multiplexor: 0,5 7,

Registro:1 T

Registro de desplazamiento: 0,5 7,

Teniendo en cuenta que se evaluan dos funciones a la vez de forma cruzada,
para cualquier numero de puntos, el area total sera el doble del area que ocupa
la arquitectura CBRM. Hay que prever igualmente dos sumadores secuenciales
o dos estructuras de reduccion y suma para realizar las sumas adicionales. Para
el calculo de los tiempos se utilizan las ecuaciones relativas al nimero de

operaciones CBRM vy de sumas establecidas en ¢l apartado 4.1.

CBRM(n) = 2™ + 2" -4 (la mitad corresponde a la parte real y la otra mitad a la parte
imaginaria)
sumas(n)= 2" — 2 (la mitad corresponde a la parte real y la otra mitad a la parte

imaginaria)

Area total ocupada:
Implementacionl: 2 x (401, + 16 t,+2x 8 1,+ 8 1,) =168 1,
Implementacion2: 2 x (401, +201,+2x81,+81,) =176 1,
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» Transformada de 16 puntos:
Tiempo total:

Implementation I: (24+23—2) X6t +641 +2x 057 +t+8t) +(22-1) 651, =
3380 1,

Implementation 2: (2*+2°-2) x (56 1, + 7 1, + 2x 0,57, +1t) + (2~ 1) 7 v, = 1479 7,

* Transformada de 8192 puntos:
Tiempo total:

Implementation 1: (213+212—2) X (56 1, + 64 1, + 2x 0,51, +1t+ 8 )22~ 1) 65 1,
=1863355 1,

Implementation 2: (2"*+2%-2) x (56 7, + 64 1, +2x 0,57, +11) + (22— 1) 7 7, = 827255
Tt

*  Transformada de 64K puntos:
Tiempo total:
Implementation I (216+215—2) X (66 1, + 64 1, + 2x 0,51 +11+ 8t )+(216- 1) 64 1, =

13238005 T,
Implementation 2: (216+215—4) X561 +64 7 +2x0,517 +It) + Q-1 771 =
6848245
Transformada de 16 Transformada de 8192 Transformada de 64K
puntos ) puntos puntos
Area Tiempo Area Tiempo Area Tiempo
Arquitectura 120%, | 0,710%, | 4647, | 1,810°, {5681, | 1,910 x,
segmentada.
Impl.1 3 6 7
168 14 3,38 10°t, 168 154 1,86 10" 1, 168 14 1,32 1071,
CBRM
Impl. 2
mp 1761a | 1,4810°t, | 17672 | 08310°t, | 176ta | 0,68 1071,

Tabla 4.9 Comparacion entre arquitectura segmentada y CBRM en ocupacién de espacio y tiempo
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Conclusion

Los datos que aparecen en la Tabla 4.9 demuestran que el CBRM es una opcion
que mejora la arquitectura segmentada a medida que aumenta el nimero de
puntos a calcular, tanto en la ocupacion de area como en tiempo de célculo.
También es de destacar que la implementacién 2 del CBRM es el doble de rapida
que la implementacién 1 pero que esta ventaja es cada vez menos relevante a

medida que aumenta el nimero de puntos a calcular.

43 Comparacion CBRM-disefio basado en
aritmética distribuida por bloques (BDA)

Descripcion de la propuesta BDA

Esta propuesta presenta el calculo de la transformada de Fourier de longitud
variable por medio del control de los parametros de su arquitectura [Chien,
2002]. El elemento bésico procesa 16/32/64 puntos utilizando la
descomposicion de Cooley y Tuckey de radix 4. Cuando el nimero de puntos N
aumenta, se plantea N = N, X.N, y el procesamiento tiene lugar en una
combinacion de elementos dispuestos en filas y columnas. Desde el punto de
vista formal, los cuatro términos de la descomposicion de Cooley y Tuckey se
plantean como una convolucion ciclica que permite efectuar los calculos
mediante aritmética distribuida basada en bloques. Esto consiste en particionar
la memoria en bloques para alojar en cada uno de ellos un grupo de coeficientes
que intervienen en las multiplicaciones que figuran en las expresiones. El orden
en que tengan que intervenir los coeficientes serd controlado por un rotador
externo, evitando asi tener que guardar en el bloque todas las combinaciones de
los mismos elementos (tal y como ocurre en la aritmética distribuida clasica).

Esta arquitectura consigue ahorro de memoria a cambio de un aumento del

135

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2005



Modelo paramétrico de arquitectura para la generacién de primitivas computacionales. Maria Teresa Signes Pont

Calculo de rotaciones mediante CBRM

tiempo de calculo y de un rotador afiadido al circuito. Ademas, en esta
propuesta, se sustituye la memoria ROM por memoria RAM, a fin de tener
flexibilidad a la hora de cambiar los contenidos de memoria cuando se quiere

cambiar el tamafio de la transformada.

Siguiendo el orden del flujo de datos, la columna bésica consta de un buffer de
entrada, un procesador CORDIC que realiza las operaciones de multiplicaciéon
compleja del pre y postprocesamiento, seguido por un registro paralelo-serie
(P/S) y un rotador; cuatro memorias RAM y dieciséis acumuladores
implementan la aritmética de bloques. Al final hacen falta cuatro buffers que

reordenan los productos parciales para efectuar la operacion minima de cuatro
. . N, .
puntos. La complejidad algoritmica de esta propuesta es O(WxWL) , siendo

N; el tamafio de la transformada

M = 4 en este disefio

W, laprecision de los datos.

Cuando se tiene una transformada larga (de mas de 64 puntos) el factor N; se
sustituye por el producto N; X N;en la expresion del coste.

En la Tabla 4.11 se presentan algunos resultados obtenidos realizando la

descripcion del circuito en Verilog HDL y la sintesis en Sinopsis.

preprocesador | P/S RAM | Sumador+ACC | postprocesador | DFT 4 Total
puntos
Tiempo 13,71 ns 12,45 ns 14,06 ns 17,7 ns 10,35ns | 68,27 ns
por
columna
Camino 17,7 ns 17,7 ns 17,7 ns 17,7 ns 17,7 ns 88,5 ns
critico

Tabla 4.10 Camino critico en el médulo basico del disefio basado en aritmética distribuida por bloques
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Comparacion

A fin de realizar la comparacion entre el CBRM y la arquitectura BDA, se
realiza una estimacion del area ocupada comparando el hardware que interviene
en cada circuito, a nivel de dispositivos utilizados (Tabla 4.12}. En la Tabla 4.13
la comparacion se realiza en términos de 1,y T, Para el CBRM, se asume que la
LUT es una ROM de 64 celdas ya que los parametros son tres (e, S, 1); los

datos tienen una longitud de 16 bits en ambas propuestas.

Dispositivos utilizados por dos
N Dispositivos utilizados por la arquitectura BDA | mdédulos CBRM calculando de
forma cruzada

16 5 buffers, procesador CORDIC, P/S-R,
un rotador, 4 RAMs 4x16 bits, 16 MAC
64 5 buffers, procesador CORDIC, P/S-R,
un rotador, 4 RAMs 16 x16 bits, 16 MAC
512 9 buffers, procesador CORDIC, 2 P/S-R, 4 MUX, 8 S-R, 4 MAC,
un rotador, 8 RAMs 8x16 bits, 32 MAC, 2 LUT 64 x16 bits
memoria de transposicién 2 sumadores
4096 9 buffers, procesador CORDIC, 2 P/S-R,

un rotador, 8 RAMs 16x16 bits, 32 MAC,
memoria de transposicion

Tabla 4.11 Comparacion del hardware necesario en las arquitecturas CBRM y BDA

En la Tabla 4.11 no se consideran ni el rotador ni el procesador CORDIC de la
arquitectura BDA en el calculo del area, ya que la referencia consultada no
precisa la estructura de ninguno de ellos.

Para estimar el tiempo medio de computacion, se utilizan las indicaciones del
autor, asumiendo que los tiempos de acceso a la ROM, del sumador y del

cerrojo son los que figuran en el capitulo 3.

N
Tiempo medio de computacion: (—4]—xWL YT o 2T pp + Tipren )
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Arquitectura BDA Arquitectura CBRM (dos modulos calculando de
N forma cruzada)
Implementacionl Implementacion2
Area Tiempo Area Tiempo Area Tiempo
16 3141, 3,310%, 3,38 10%, 1,48 10% 1,
64 344 1, 13,2 10°, 14,235 10° 1, 12,44 10°x,
512 632 1, 105,6 10°r, | 1681t | 116,36 10°t, | 1761, | 101,36 10°t,
4096 672 1, 844,8 10°t, 921,515 10°1, 812,79 10°t,

Tabla 4.12 Comparacion de las arquitecturas CBRM y BDA en términos de T,y 1,
Conclusion

Aparece claramente que la arquitectura BDA es mas costosa en cuanto a
ocupacion de area que la arquitectura CBRM. Para los valores de N considerados,
los tiempos de la BDA son ligeramente inferiores a los tiempos de la
implementacionl del CBRM, pero superiores a los de la implementacion 2 de
éste. Ademas, la implementacion 2 es la que consigue menores aumentos de

tiempo cuando aumenta N.

Comparacion CBRM- otras propuestas

En la tabla 4.13 se reagrupan de forma resumida los costes hardware y de tiempo
de diversas propuestas facilitadas en [Chien, 2002]. En todas ellas, N representa el
numero de puntos de la transformada. Las cuatro primeras referencias basan su
disefio en matrices sistolicas, la quinta en sumadores y las demds en aritmética
distribuida. La ultima es el CBRM. El CBRM es la mejor propuesta en cuanto al

coste hardware; en cambio, el tiempo de calculo es proporcional al numero de
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puntos y a la precision y esto sugiere que para este caso es conveniente plantear la

paralelizacién del CBRM.

Reg. | Reg.
Memoria | Sum. | Mult. de P/S | CORDIC Tiempo medio de
desplaz. cdalculo
Chang and 0 N N 6N 0 0 Nx
Chen (2Tmult+2Tsum+Tcerrojo)
Fang and Wu 0 2N+6 | N+4 6N 0 0 Nx
(2Tmult+2Tsum+Tcerrojo)
Murthy and 0 N N 10N 0 0 Nx
Swamy (2Tmult+2Tsum+Tcerrojo)
Chan and 0 N N 8N 0 0 Nx
Panchanathan (2Tmult+2Tsum+Tcerrojo)
Chang and 4N-4 | 6N+T| O 4N-2 0 0 N/2x
Guo (RAM) (Tsum+Tcerrojo+Tsum.red)
Diseiio DA v, N | o 5N [N 0 Wox
4 * 4 (Trom+2Tsum+Tcerrojo)
(ROM)
Diseiio BDA ﬂxz N+4 0 3N N N4 NxWy /4 x
4 4 4 4 (Tromt2Tsum+Tcetrojo)
(ROM)
CBRM 2x Wix | 242 0 2 0 0 (BN/2-2)x W Trom +
3
2 (N-1) WX Tsum
(ROM)

Tabla 4.13 Comparacién de la arquitecturas CBRM con otras propuestas
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5 Aplicacion del CBRM a otras

transformadas

La transformada de Fourier puede utilizarse para establecer un patrén de calculo
para otras transformadas. Para ello, se realizan pequefias transformaciones

matematicas que se exponen a continuacion.

= Transformada de Hartley

Sea H{u) la transformada de Hartley discreta (HDT) de una funcidn real f{x).

2mux 27mUx
+ sen )
N N

Y f(x)(cos

Hu)=—
N x=0

(4.22)

H(u) es una funcién real cuyo célculo puede partirse en dos fragmentos, el que
corresponde al seno y el que corresponde al coseno, que se sumaran al final. El
desarrollo es idéntico al de la DFT, afiadiendo la etapa final que es la suma de los
fragmentos calculados. Llamando R(u) la parte del sumatorio que incluye al

coseno e /() la parte que incluye al seno:

Hw = R(u)+ Iw)

=  Transformada del coseno

Sea la transformada discreta del coseno (DCT) de una funcidn real f{x).

Cu) = e(k)f f(x)cos(2x +1)

x=0

3
2N (4.23)
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C(u) es una funcion real cuyo calculo puede partirse en dos fragmentos y
recomponerse al final como una suma ponderada de éstos. Los célculos se

organizan de la manerasiguiente:

u Tux u

x)cos(2x +1)— = f(x)cos(—— + —
Sf(x)cos( )2N S(x) (N 2N)
Desarrollando el coseno de la suma se obtiene:

TUX U TUX u
x)(cosS——cos— — sen——sen —
S N 2N N 2N )

entonces la expresion de C(u) es

Cu) = e(k)g f(x)(cos ﬂ;l[x cos 272]uv —sen N sen—-)

Para cada valor de u las cantidades cos/m/2N] y sen[mu/2N] permanecen
constantes y pueden salir fuera del sumatorio

Si cos = = au,senﬁu— =p,
2N 2N

Cw) = k), 3. S ()05 ™5+ 4, 5 (x50

Los fragmentos definidos pueden calcularse siguiendo el planteamiento de la
DFT, llamando R(u) e I(u) a los sumatorios que corresponden al coseno y al
seno, respectivamente. El resultado final para cada valor de u se obtiene

mediante la operaciéon de combinacion:

Clu) = o, R(u) + B, 1(u)
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En resumen, el CBRM se aplica facilmente a la evaluacion de las transformadas
de la imagen que poseen nucleo trigonométrico, utilizando un patrdén tnico de

organizacion de los calculos.

Para transformadas que no poseen nucleo trigonométrico, el calculo puede
inspirarse en el de la DFT. Como ejemplo, se proponreel calculo de la

transformada de Walsh.

» Transformada de Walsh

La transformada de Walsh de una funcion real f{x) unidimensional se expresa de

la manera siguiente:

N-1 n-1
W(u) = Z f(x)jil_n (_1)bi(x)bn—i—1(u)
0 =0 (4.24)

Al igual que la DFT, esta transformada puede evaluarse ordenando el célculo a
partir del modelo de doblamientos sucesivos y aplicando posteriormente el
CBRM con la modificacién correspondiente, que consiste en igualar a 0 los
parametros £ y a 1 los pardmetros & de las ecuaciones (4.14)-(4.16), de manera

que los valores de W(u) resultan ser sumas algebraicas de las muestras f{x).

Se trataria de manera idéntica la transformada de Hadamard.
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6 Conclusion

El presente capitulo se ha dedicado enteramente a la validacion del modelo
CBRM, objeto de estudio de este trabajo de investigacion. Para ello, se ha
procedido a acoplar el CBRM al calculo de las rotaciones, consideradas éstas
como paradigmaticas, por el alto nivel de derivacidn que precisan en las
arquitecturas habituales asi como por su presencia en dareas importantes de la
ciencia y la ingenieria. En términos practicos se evalia la bondad del modelo
CBRM comparandolo con otras propuestas en el calculo de las transformadas de

Hough y Fourier, que se basan en rotaciones.

En el caso de la transformada de Hough, el CBRM demuestra su bondad frente
al CORDIC, en sus versiones serie y paralela confirmando su mejor

comportamiento en el ahotro de 4rea y hardware asi como en la velocidad.

En el caso de la transformada de Fourier, se han presentado esencialmente dos
propuestas frente a las cuales el CBRM consigue mejores prestaciones.

En una comparaciéon de corte mas general efectuada al final del capitulo,
aparece que el comportamiento del CBRM es muy bueno en cuanto a relacion
area-tiempo, y ello lo hace ser un buen candidato para el desarrollo de
dispositivos VLSI. El tiempo de calculo proporcional al nimero de puntos y a la
precision puede mejorar sensiblemente mediante algin tipo de paralelizacion, a
cambio de un aumento de area ocupada. Hay que destacar que el ahorro de area
se debe sobre todo a la memoria que sélo es proporcional al tamafio de los

datos.
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Capitulo 5

SIMULACION DE COMPORTAMIENTO
DIFICILMENTE FORMALIZABLE

1 Introduccion

Entendemos que un comportamiento es dificilmente formalizable cuando resulta
dificil captar su esencia por medio del utillaje matematico del que se dispone
habitualmente. Bajo este epigrafe caben los procesos artificiales no
suficientemente especificados y, sobre todo, los procesos naturales,
relacionados o no con la vida.

Tradicionalmente, 1a biologia ha recurrido a modelos biofisicos para explicar el
comportamiento del tejido vivo, con la limitacion de tener que relacionar
cualquier parametro del modelo con su equivalente fisico [Hodgkin, 1952]. A la
hora de remedar las propiedades colectivas de un sistema bioldgico, las redes
neuronales artificiales sustituyen el modelo biofisico, superando asi el
inconveniente de la falta de genericidad inherente al modelado biofisico. Sin
embargo, a pesar de las numerosas analogias que se encuentran entre las redes y
los procesos computacionales propios de la biologia, existe en general una gran
dificultad para establecer relaciones entre el modelo y los resultados

experimentales obtenidos. Se tiene conocimiento de ciertas similitudes muy
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localizadas, por ejemplo, entre las memorias asociativas y el hipocampo, sede
del aprendizaje [O'Keefe, 1979], también con el olfato [Gelperin, 1989] y el
procesamiento visual [Koch, 1985]. A pesar de ello, estos modelos no han sido
corroborados desde la neurofisiologia. Desde un planteamiento inverso, la
computacion artificial ha considerado en los tltimos tiempos la conveniencia de
copiar del mundo vivo algunas formas de procesar la informacion. Todo ello ha
dado lugar a una via de aportacién bilateral que ha cristalizado en una enorme
cantidad de conocimiento.

La propuesta de un enfoque CBRM para simular el comportamiento de sistemas
con estas caracteristicas persigue el objetivo de una resolucion desde la
perspectiva funcional. Esta via es muy atractiva por su capacidad para
reproducir los comportamientos sofisticados de un sistema sin necesidad de
conocer los detalles estructurales que los provocan. Asi, un médulo CBRM
puede representar una neurona, un conjunto de neuronas o una red de conjuntos
de neuronas, ya que no hay necesidad de establecer correspondencias entre
estructuras naturales y artificiales. Mas concretamente, el CBRM trata el
comportamiento dificil de formalizar como una funcién no abordable a nivel de
primitivas sino con un mayor nivel de derivacion.

En este capitulo se aborda de manera empirica la evaluacion de funciones a
niveles mas altos que el nivel de las primitivas, como introduccién a lo que sera
un estudio en profundidad que se deja como linea de trabajo futura. Se
presentan dos ejemplos pertenecientes al campo de la neurociencia. Primero, se
considera una simplificacion bottom-up del modelo de cable de Traub [Traub
1991], que presenta un modelo bicompartimental de la neurona (soma y
dendritas). La estimulacion de cada compartimento bajo diferentes condiciones
experimentales produce patrones de comportamiento diferenciados. Se pone en
evidencia la capacidad del CBRM para reproducir fielmente el espiguco
obtenido por la simulacién de las ecuaciones del modelo biofisico simplificado

en la zona CA3 del hipocampo, sede del aprendizaje. En segundo lugar, se
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consideraran algunos registros fisioldgicos realizados sobre una preparacion de
tejido nervioso del molusco Trifonia diomedea presentando el circuito eléctrico
de implementacién y comparando los resultados obtenidos por las simulaciones

de la memoria asociativa y del CBRM.

2 Aplicacion del CBRM a los procesos

computacionales bioldgicos

En este apartado, los procesos computacionales bioldgicos considerados son los
que se tienen lugar en el sistema nervioso.

En 1894 fueron establecidos por S. Ramén y Cajal los primeros principios de la
neurociencia. Sobre estos principios se han construido los distintos modelos
propuestos, desde el modelo mas simple en el que una neurona equivale a un
punto (soma) hasta los modelos mas completos que hacen intervenir todas las
demas estructuras nerviosas (axén, arbol dendritico,...). Los registros
fisiologicos obtenidos por medicion directa en el tejido nervioso son funciones
de dificil formalizacién matematica, como evidencian los circuitos electrénicos
necesarios para simularlas con todo el detalle, por tanto, son buenos candidatos
para la simulacion por el CBRM. Los dos ejemplos que se van a tratar en este
apartado han sido resueltos previamente por modelo biofisico y por red
asociativa, respectivamente. Después de facilitar en cada caso una breve
descripcion de las caracteristicas del fenomeno estudiado asi como del
fundamento del modelo utilizado, se aborda la resolucion desde el CBRM

comparando posteriormente los resultados.
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2.1 Generacion de brotes inductores de espigas en la
region CA3 del hipocampo
Descripcion y simulacion del modelo biofisico

La region CA3 del hipocampo genera espigueo sincronizado en condiciones
experimentales diversas, habiéndose reducido previamente la inhibicion. Existe
gran cantidad de estudios experimentales basados en registros fisioldgicos
(Chamberlin et al.1990), (Miles et al, 1988) y corroborados por modelos
matematicos, de las propiedades intrinsecas de las neuronas de la region CA3
(Traub and Miles, 1991), (Traub et al. 1993). El modelo de Traub, o modelo de
cable compartimental, establece una particién en 19 compartimentos de una
célula piramidal de CA3. Cada compartimento contiene hasta seis conductancias
idnicas controladas por diez variables que representan el cierre o la apertura de
canales. La dinamica de estas variables se construye en coherencia con los datos
experimentales obtenidos en fisiologia. El modelo de Traub, enormemente
complejo, ha sido simplificado por Pinsky y Rinzel, (Pinky y Rinzel, 1994),
quedando en un modelo de dos compartimentos (soma y dendritas) con ocho
variables, que tiene la ventaja de poner en evidencia los aspectos esenciales del
modelo de Traub, con un manejo mas facil de la dinamica celular y global, para
rangos amplios de valores de los parametros. Este modelo es el que se analiza
aqui. El modelo simplificado segrega las corrientes mas rapidas de las mas lentas,
situando las primeras en el soma y las segundas en las dendritas, a la vez que
describe tres comportamientos prototipicos como respuesta a una estimulacion
somatica o dendritica. Se trata, en todos los casos, de la produccion de espigueos,
de baja (8 a 20 Hz) o muy baja frecuencia (< 8 Hz). En este modelo las espigas
solo aparecen en un rango intermedio de conductancias de acoplamiento (estas
conductancias van ligadas al NMDA, N-metil D-aspartato y al AMPA), cuyos

extremos son una baja conductancia, responsable de desacoplar los
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compartimentos o una alta conductancia, que significa que el soma y las dendritas
estan fuertemente acoplados, resultando un compartimento unico. Las corrientes
que generan el espigueo son posibles solo para valores moderados del

acoplamiento electrotonico.

La explicacion fisiologica subyacente al fendmeno del espigueo es la siguiente:
en este sistema, el brote siempre viene inducido por un pico de sodio que procede
del soma. Cuando el acoplamiento entre compartimentos es moderado, este pico
repolariza parcialmente las dendritas retardando asi el pico de calcio dendritico.
Esta combinaciéon constituye el brote. En el mismo trabajo, Pinsky y Rinzel
abordan el estudio de una red de 100 neuronas de tipo bicompartimental, a fin de
examinar los fendmenos de sincronizacion y de saturacién. La estimulacion breve
de una sola célula del conjunto produce un brote sincronizado, siendo la sinapsis
del AMPA el mecanismo dominante de sincronizacion de las espigas. El numero
de brotes aumenta con el nivel de NMDA, llegando al espigueo indefinido para
un nivel suficientemente alto de la conductancia NMDA. Existen dos factores
capaces de desincronizar las células cuando las sinapsis de AMPA estan
bloqueadas que son, por una parte, la heterogeneidad de las propiedades de las
células y por otra, la dinamica intrinseca de brotes cadticos que las células

presentan.

La figura 5.1 representa un esquema del modelo bicompartimental de Pinsky y
Rinzel, en el cual se pueden observar las corrientes aplicadas y las corrientes

activas que entran y salen del soma y las dendritas.
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DAt (1-p)A,,

Fig 5.1 Modelo bicompartimental de Pinsky y Rinzel

= Corrientes i0nicas:

El primer compartimento (soma) cuenta con dos corrientes dependientes de
voltaje que generan picos rapidos de sodio, Iy, corriente entrante y una corriente

saliente rectificadora inducida por potasio Ix pr.

El segundo compartimento (dendritas) tiene una corriente entrante de calcio I, ,

existen dos corrientes de potasio: Ix.c ¥ Ix.anp (posthiperpolarizacion).

= Corriente sinaptica;

Iiyn= Invpa + Tampa

=  Corrientes de electrodo
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I, Iy son aplicadas al compartimento-soma y al compartimento-dendrita,

respectivamente.
El acoplamiento entre soma y dendritas viene gobernado por el parametro g.

Ay se refiere a la totalidad de la membrana de la célula, normalizada a 1.

Fl modelo biofisico se basa en las ecuaciones diferenciales siguientes, que

expresan el balance de las corrientes entre los dos compartimentos:

CnVy =

Lreak (V) = Ina(Vs, W) —I-pr (Vs, 1) + (/p)(Va —Vy) + Is/p
CnVi =

~Leak (Va) = Ica (Va B) —Ix-are (Va @) — Ixc (Va Ca, ¢)
—Is/(1-p) + (&/1-0)(Vs V) + 1a/(1-p)

.1)

V', Vyi'son las variaciones de Vs, V; respectivamente

Ca concentracion de calcio

n activacion rapida

q activacion lenta variable dependiente de la concentracion de Ca
¢ activacion rapida < 6 ms

§ activacion rapida < 6 ms

h inactivaci6n rdpida

p proporcidn de area ocupada por el soma

Cm capacidad del cable
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En las figuras 5.2 a-e se muestra la generacion de distintos comportamientos de
tipo espiga segtin los valores de los tres parametros I(nA/cm?), guvpa(mS/cm?),
g{mS/ecm®). La escala vertical que aparece en la figura 5.2a equivale a 40 mV,
200 unidades de Ca para cualquier grafica; la escala horizontal que sdlo aparece

en la figura 5.2¢ representa 400 ms para la figura 5.2 a y 200 ms para las demas.

Todas las simulaciones han sido realizadas escribiendo un programa en
FORTRAN, ejecutado en una estacion de trabajo IBM RS6000 RISC. Las
ecuaciones diferenciales (5.1) se resuelven utilizando el método de Runge-Kutta
con un paso de iteracion de 0,05 ms. El modelo de neurona presentado cuenta con
8 variables (frente a las 120 del modelo de Traub) y la relacion del tiempo de

gjecucion entre los dos modelos es de 0,09.

T
s

S
o et ey

o

el TS e s

Fig. 5.2 a Brote de muy baja frecuencia inducido por activacién somatica (0,75-0,0-2,1)
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Fig. 5.2 b Brote de baja frecuencia inducido por activacidn dendritica (-0,5-1,25-2,1)
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Fig 5.2d Idénticas condiciones a las de 5.2¢ pero con mayor acoplamiento (2,5-0,0-10,5)
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Fig 5.2 e Estimulacion dendritica y acoplamiento bajos (-0,5-1,75-1,425) produce espigueo complejo
formado por picos seguidos de brotes.

Simulacién CBRM

Las Figuras 5.3 a-¢ muestran los resultados obtenidos mediante simulacion por el
CBRM. En el gje de abscisas, se representa el niimero de la iteracion en curso y el
valor de las ordenadas depende del valor arbitrario del punto inicial, que
habitualmente se toma igual a 1. La bisqueda de los valores de los parametros
que caracterizan la primitiva utilizada en cada caso desborda el alcance de este
trabajo de investigacion, quedando la presentacion de los ejemplos como

preambulo de una de las lineas de investigacion futuras.
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E. Entrada dendritica, débilmente acoplada

Fig 5.3e
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2.2 Generadores centrales de patrones neuronales
(CPGs)

Descripcion y simulacion por memoria de Hopfield

Los CPGs son redes nerviosas que controlan los musculos involucrados en la
gjecucion de comportamientos ritmicos bien definidos, como respirar, andar,
nadar, masticar. Algunas de estas redes estan anatémicamente localizadas,
contienen un numero reducido de neuronas y su salida consiste en patrones de
oscilaciones coherentes. Estas caracteristicas hacen de los CPGs buenos
candidatos para el estudio de la relacién entre las propiedades de salida de una red

bioldgica y la circuiteria asociada.

Existe una amplia gama de estudios realizados sobre los comportamientos
ritmicos que ponen de manifiesto algunos principios generales de

funcionamiento:
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* Una salida ritmica puede aparecer incluso en ausencia de retroalimentacion
sensorial de los misculos y estructuras controlados por el CPG y en ausencia
de control por parte de los centros nerviosos de mas alto nivel (Grillner,

1975).

=  Algunos CPGs funcionan sin maracapasos, que €s una neurona cuyos
disparos determinan el periodo de salida de la red. Un ejemplo de este caso es
el CPG que controla el movimiento natatorio de Tritonia Diomedea, que se

considera en este estudio.

»  El mismo conjunto de neuronas motoras puede estar involucrado en una gran
variedad de comportamientos ritmicos en un animal y ello sugiere que el
mismo CPG es capaz de producir distintos patrones de comportamientos

ritmicos.

* La salida de los CPGs puede ser modulada por entradas externas como son la
retroalimentacion de los propioceptores y de los centros nerviosos de mas alto

nivel.

Se presenta en este estudio la simulacion del CPG que controla el movimiento
natatorio del molusco Trifonia diomedea por una memoria asociativa de tipo

Hopfield.

El modelo consta de N neuronas interconectadas. La salida de cada neurona V(t)
varia entre cero (estado de reposo) y uno (estado de méxima actividad). El estado
de la red viene especificado por la actividad de salida de todas sus neuronas y un
patron de comportamiento se define por una secuencia temporal en la que aparece

un subconjunto de todos los estados de salida existentes.

Sin entrar en la descripcion detallada del ritmo natatorio de Tritonia diomedea,
cabe decir que su CPG consta de cuatro grupos de neuronas, VSI-A, VSI-B, C2y

DSI. Las neuronas VSI son las que accionan las interneuronas de la zona ventral;
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C2 es la neurona cerebral y DSI representa la interneurona dorsal. El patrén de
salida se compone de los brotes en VSI-A y VSI-B alternando con los brotes de
las neuronas de C2 y DSI. Estas configuraciones representan los estados V(t),
Va(t), Vi(t) v Vu(t) respectivamente. La Fig 5.4 muestra estos estados que

aparecen cada vez mas desfasados hasta su desaparicion.

|

TIME
Fig 5.4 Registros fisiolégicos de los estados V(t), V,(t), Va(t) v V4(t)

La simulacién por una memoria de Hopfield del comportamiento del CPG no lo
reproduce exactamente, como se observa en la Fig 5.5. Sin embargo, el circuito
electrénico de simulacion tiene cierta complejidad (ver Fig 5.6). En él, las
neuronas se representan por amplificadores saturados, las conductancias

representan las conexiones entre pares de neuronas y se indica el peso sinaptico

en cada una de ellas.
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I'ME
Fig 5.5 Simulacién de los estados V (t), Va(t), Vi(t) y V4(t) del CPG por una memoria de Hopfield
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Fig 5.6 Circuito que implementa el CPG modelado por la memoria de Hopfield
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Simulacion CBRM

La aportacion del CBRM a la simulacion del CPG se refleja en las figuras 5.7 a-d.
Como en el ejemplo anterior, en el eje de abscisas se representa el numero de la
iteraciéon en curso y el valor de las ordenadas depende del valor dado

arbitrariamente al punto inicial, que habitualmente es 1.

c2

N Fig 5.7 a Simulacién por el
oo CBRM de V, (1)

1

Dsl

Fig 5.7 b Simulacion por el
CBRM de V(1)

o -
o =~ N
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3 Conclusidon

El presente capitulo contribuye a la validacion experimental del CBRM en el
ambito de lo que se ha denominado comportamiento dificilmente formalizable. A
diferencia del anterior, este capitulo aborda empiricamente la evaluacion de

funciones, ya no a nivel de primitivas, sino a niveles superiores de derivacién. A
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partir de los resultados alentadores obtenidos en los casos considerados, el CBRM
aparece como una aportacion interesante en casos en los que el unico
conocimiento que se tiene de un comportamiento es una coleccion de puntos. Se
pone de manifiesto que el CBRM es capaz de remedar con apreciable fidelidad el
comportamiento de sistemas sin necesidad de conocer el detalle fino de su
estructura. Los subsistemas neuronales son un ejemplo de ello. La sistematizacion

de esta cuestion queda como linea abierta de investigacion.
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Capitulo 6

CONCLUSIONES

1 Aportaciones

Esta memoria recoge los resultados de una investigacion orientada a la mejora de
prestaciones de los computadores. La aportacion esencial consiste en utilizar
técnicas iterativas de calculo del sucesor para poder obtener valores de funciones
al nivel de operacion de las primitivas del procesador o mediante muy pocos
niveles de procesamiento. Se pueden evaluar asi funciones que requieren
habituaimente niveles muy elevados de derivacion, cuando el procesamiento
utilizado es el convencional, basado en las técnicas de calculo polindomico que

resultan de considerar las estructuras algebraicas de los conjuntos de los nimeros.

El camino seguido por la investigacion se inicia con una revision de la operatoria
habitual efectuada por los computadores, desde la perspectiva de la aritmética del
procesador, centrada fundamentalmente en las primitivas suma y multiplicacion,
asi como en los distintos algoritmos empleados en el calculo de funciones.
Asimismo se ha extendido la revisidon a algunas primitivas que centran la
computacién en procesadores especializados, en ramas de la informatica como la
computacion grafica y el analisis de imagen. Todas estas consideraciones han
puesto de manifiesto que los esfuerzos de la investigacion que se realiza para

mejorar el rendimiento en la computacion se vienen desarrollando segiin dos vias:
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por una parte, la busqueda de primitivas nuevas para tratar casos particulares
concretos y, por otra, la mejora en el rendimiento de las primitivas habituales con

la finalidad de extender esta mejora a cualquier calculo derivado.

La convolucion de dos funciones expresa el resultado de evaluar una de ellas
tomando a la otra como referencia. A partir de esa nocidon se ha obtenido una
expresion recursiva de la funcion de convolucion que permite calcular el valor
siguiente mediante una suma ponderada; esto es, mediante la suma de dos

multiplicaciones

Los factores de ponderacion utilizados en el proceso iterativo adquieren el papel
de caracterizaciéon de la funcion resultante lo cual, grosso modo, puede
interpretarse como que sus valores constituyen una expresion condensada de la
logica relacional algebraica que se utiliza en la notacion explicita de la expresion

de las funciones.

Precisamente, es el establecimiento de los valores de los factores de ponderacion
el objetivo que se encomienda a la unidad de control que se convierte, de esta
manera, en una estructura realmente sencilla cuyo cometido, ademas de cargar los

valores de ponderacidn, es iniciar las operaciones y gobernar la iteracion.

Desde el punto de vista de la algoritmia que obtiene los calculos, el método
consiste en obtener un nuevo valor de la funcién en cada paso de la iteracion a
partir del valor de la funcién obtenido en el paso de iteracion precedente. Esto
significa que se necesita establecer un valor de iniciacion de la iteracién y un paso
de iteraciéon. El ambito de aplicacion se verd potenciado por la necesidad de
obtener colecciones de valores de las funciones como, como por ejemplo,
muestreos temporales, barridos o representaciones de comportamientos en

intervalos.
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Los criterios de utilizacion del paso de iteracion abren, por su parte, la via para la
incorporacion, de manera intrinseca, de paralizacion de la operatoria. Se puede,
pues, operar en el extremo de la secuencialidad estricta, con el paso bésico, el mas
grande que permita la granularidad del problema y calcular asi un valor en cada
paso de iteracion partiendo del valor obtenido en la iteracion anterior. Utilizar un
paso de iteracion multiplo del basico permite obtener valores semilla de iniciacion
a partir de los cuales se pueden lanzar hilos paralelos de calculo. La paralelizacion
puede extenderse a varios niveles de profundidad, formando un arbol. En esto

puede haber una clave para derivar funciones mas complejas.

Seguidamente, se resume la aportacion realizada por esta tesis a lo largo de sus

seis capitulos.

En el capitulo primero, de introduccion, un breve repaso de la historia del
procesamiento de informaciéon pone de manifiesto que esta cuestiéon ha estado
presente, al menos de forma explicita, desde la Antigiiedad. La emergencia de la
informatica y su posterior desarrollo que se debe, tanto al refinamiento de los
métodos como a la mejora constante de las realizaciones, persigue un objetivo
primordial: resolver cada vez mejor lo que se aborda. Esta tesis pretende aportar
su contribucidn a este objetivo. Después de realizar una revision del estado del
conocimiento actual en torno a las cuestiones consideradas de interés, la
propuesta de esta investigacion, en aras a la mejora de prestaciones, va por la
linea de disminuir el nivel de derivacion, propio de los procesadores
convencionales, en el calculo de funciones. Ello conlleva una propuesta de

primitivas nuevas que definen un procesador.

El capitulo dos presenta el método de evaluacion recursiva basado en
convolucion, CBRM. Este método se fundamenta sobre dos ideas. Primero, que la

convolucion de dos funciones expresa el resultado de evaluar una de ellas
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tomando a la otra como referencia. Segundo, que una operatoria distinta de la
habitual puede disminuir el nivel de derivacion que precisa el célculo de
convoluciones. Después de justificar tedricamente el papel que desempefia la
convolucion, se desarrolla una operatoria recursiva que calcula las convoluciones
a nivel de primitivas, iterando una forma paramétrica. Esta encierra, en el valor de
sus parametros, las caracteristicas de las funciones que intervienen en la
convolucion. Los intervalos de pertenencia de los parametros definen

comportamientos diferenciados, poniendo de manifiesto la potencia del método.

El capitulo tres se dedica a la presentacion y evaluacion de la arquitectura del
procesador CBRM. El funcionamiento necesita establecer un valor de iniciacion
de la iteracion y fijar el valor del paso de iteracion. Se realizan las mediciones
pertinentes de tiempo de calculo y area del mdédulo de célculo del procesador
CBRM. Los criterios de utilizacidon del paso de iteracion incorporan, de manera
intrinseca, la paralelizacion de la operatoria. En efecto, el paso basico,
determinado por la granularidad del problema, permite operar en el extremo de la
secuencialidad estricta, y calcular asi un valor en cada paso de iteracion partiendo
del valor obtenido en la iteracion anterior. Si se utiliza un paso multiplo del basico
se obtienen valores que inician hilos paralelos de calculo. La paralelizacion puede
extenderse a varios niveles de profundidad, formando un arbol. Se efectian
mediciones de eficiencia, productividad y ganancia en velocidad, dependiendo de

la distribucion de los célculos en los hilos paralelos.

El capitulo cuatro corrobora la validez del CBRM exponiendo su aplicacion en el
caso de algunas transformadas muy utilizadas en muchos y muy diversos ambitos.
Las transformadas de Hough y el conjunto de transformadas ortogonales,
encabezado por la transformada de Fourier, constituyen un banco de pruebas
interesante. El estudio y comparacién que se realiza de la aplicaciéon del CBRM

frente a otras propuestas existentes aporta resultados alentadores, sobre todo en
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Capitulo 6

cuanto a los tiempos de calculo. Ademas, todas las transformadas consideradas
obedecen a un mismo patron de calculo tratable por el CBRM. Ello induce a

pensar que este método pueda ir en la linea de la genericidad y la robustez.

El capitulo cinco presenta, bajo el epigrafe de “Simulaciéon de comportamiento
dificilmente formalizable” dos ejemplos de funciones no tratables a nivel de
primitivas por el CBRM. Se anticipa para ellos una solucidon empirica a modo de
introduccion de lo que sera el desarrollo posterior del método en cuanto al
problema de los niveles de derivacion, parte que queda como linea de trabajo

futuro.

El capitulo seis, ultimo de este documento, repasa las aportaciones realizadas por

esta investigacion y propone unas lineas de trabajo futuro.

2  Lineas futuras

A partir de los hitos alcanzados por esta investigacion, el trabajo puede seguir

varios caminos.

Con respecto a seguir consolidando la fundamentacién tedrica de la metodologia
se prevén posibilidades de desarrollo importantes en torno a las cuestiones

siguientes:

» La definicién de los niveles de derivacidén es necesaria para completar la
formalizacion del método. Las funciones usuales tratadas en esta tesis son
resueltas a nivel de primitivas. Las funciones calificadas como dificiles de
formalizar, de las cuales el capitulo quinto muestra algunos ejemplos,

constituyen casos en los que han de intervenir mas niveles de derivacion.
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Conclusiones

Los parametros o y fasi como la funcién auxiliar G de la formulacion
recursiva empleada definen tendencias comportamentales que caracterizan la
funcion F calculada. Falta avanzar en la sistematizacion de la correspondencia

entre los valores de los parametros y los comportamientos.

El resultado alentador del CBRM en la aplicacion a las transformadas de
Hough y transformadas ortogonales deberd orientar los esfuerzas en la

direccion de estudiar su aplicabilidad a otos grupos de funciones.

El uso de tablas es una opcion de implementacion reemplazable por cualquier
otra. Sin embargo, existe la posibilidad de considerar como linea tedrica de
investigacion en aritmética el hecho de descomponer y encerrar en un nimero
determinado de casillas de una tabla lo esencial de una funcién, que es su
comportamiento, materializado por un nimero fijo de combinaciones de los
pardmetros. La evaluacion en si consistird siempre en un proceso muy
sencillo de célculo, como es la extraccion y suma de los contenidos de la

tabla.

La investigacién en la parte de arquitectura de computadores puede proseguir en

vistas a proponer innovaciones en cuanto a la esencia del calculo de funciones asi

como a mejorar las prestaciones en rapidez de célculo, ahorro de espacio. Para

ello, se sugieren las siguientes lineas de desarrollo:

Las tablas LUT son memorias ROM y, por tanto, son dispositivos que
evolucionan con la tecnologia. Asi y todo, es interesante estudiar estrategias
para reducir su tamafio de forma que se superen las dificultades del aumento

del tamafio al aumentar la precision de los datos.

Interesa sin duda pensar en la adecuacion del CBRM para tiempo real. La

idea es probablemente proseguir en la linea de particionar los datos y realizar
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Gapiwulo 6

las operaciones de extraccion y suma segin convenga en funcion del tiempo

disponible. Las restricciones de tiempo acarrearan seguramente mayor error.
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