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Objetivos 

I. Estudiar la teoría de la geometría fractal y una de sus aplicaciones, la música fractal. 

II. Describir de un modo visual cómo se obtienen los fractales más conocidos. 

III. Analizar la relación entre música y matemáticas. 

IV. Definir la noción de música y matemáticas. 

V. Investigar algunas metodologías para componer música fractal. 

VI. Analizar la obra de los principales compositores de este tipo de música. 
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A mi yo de hace 4 años, lo lograste. 
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“La música es la aritmética de los sonidos, como 

la óptica es la geometría de la luz.” 

Claude Debussy 

 

“Las matemáticas son la música de la razón.” 

James Joseph Sylvester 
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Resumen 

La teoría de la geometría fractal llegó para romper paradigmas, para cuestionar lo que hasta 

ese momento se daba por sentada, fue una revolución intelectual, una bomba cuya onda 

expansiva no solo afecto a las matemáticas y las ciencias, conjuntamente tuvo un impacto 

cultural enorme captando las miradas de muchos curiosos, principalmente pintores y artistas 

visuales atraídos por estas complicadas imágenes y patrones que resultaban extraños y 

familiares a la vez. 

Justamente de la exploración y experimentación de dichos patrones surgieron estudios acerca 

del ruido y por consiguiente de la música. Del mismo modo en el que salían a la luz figuras 

y curvas creadas por matemáticos desde finales de siglo XIX que cumplían todas las 

características para poder denominarse fractales, experimentos algorítmicos comenzaron a 

usarse para crear música también, uniendo de nuevo una brecha que se había perdido hacía 

tiempo atrás entre la música y las matemáticas y, al mismo tiempo, resultando en nuevas 

técnicas y herramientas para realizar composiciones. 

Tal como se estaban revisitando los trabajos de Cantor, Sierpinsky, Julia, entre otros 

matemáticos que ya estaban estudiando estos, ahora denominados, proto-fractales,  se 

estaban revisando trabajos musicales anteriores en busca de motivos, contornos, fraseos, 

secciones, melodías y ritmos que de alguna manera se pudieran conectar con esta nueva 

vertiente de la música que se estaba creando, la música fractal. 
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1. Fractales 
“A name is a form of existence” es con esta frase con la que el matemático Benoit 

Mandelbrot reflexiona sobre su trabajo y decide darle el nombre formal de Fractal a todas 

aquellas formas accidentadas, rotas, que observaba en la naturaleza. El nombre se le ocurrió 

al hojear el libro de latín de su hijo y encontrar el vocablo Fractus (roto). 

El fractal por definición es entonces “la geometría de lo picado, ahondado y quebrado, de lo 

retorcido, enmarañado y entrelazado”1 como el mismo Mandelbrot decía: 

Clouds are not spheres, mountains are not cones, coastlines are not circles, and bark is not 

smooth, nor does lightning travel in a straight line2. 

Para comprender esta geometría de la naturaleza es conveniente pensar del mismo modo que 

Mandelbrot al observar la línea del litoral británico. No es lo mismo observar y medir un 

litoral desde un satélite que hacerlo a pie de costa con una regla de diez centímetros; por lo 

que se puede decir que cualquier litoral será de longitud infinita si la longitud de la regla con 

la que se mide es ínfima. 

Al hacer dicho ejercicio mental conforme se hace la escala más pequeña la longitud del 

litoral se irá haciendo más grande y las bahías nos mostrarán más subbahías cada vez más 

minúsculas al igual que las penínsulas nos mostrarán más y más subpenínsulas sin límite. 

Es en este punto cuando se llega a una de las características más representativas de los 

fractales: La autorreferencia y autosemejanza. 

La autorreferencia implica que el objeto se encuentra dentro de su propia definición. Este 

fenómeno ocurre más a menudo lenguajes formales como las matemáticas, filosofía, 

programación y lingüística y se presenta cuando una oración o fórmula se refiere de forma 

directa a sí misma, puede ser mediante el uso de fórmulas, códigos u oraciones intermedias. 

La autosemejanza, por su parte, es la propiedad en la que el todo es similar o 

aproximadamente similar a una parte de sí mismo esto quiere decir que el objeto no varía 

con la escala puesto que el todo tiene la misma forma que una de sus partes.  

Dicho lo anterior, se puede afirmar que para construir un objeto fractal se necesita de 

recursividad y dicho objeto debe poseer la misma apariencia de manera independiente al 

grado de ampliación con el que se mire. 

El objeto fractal es entonces el límite de un proceso geométrico iterativo3. 
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Figura 1. Conjunto de Mandelbrot (Imagen: Wolfgang Beyer usando el programa Ultra Fractal 3) 

1.1. Dimensiones Fractales 

En la Geometría Euclidiana* es casi intuitivo ver que una línea tiene una dimensión, un 

cuadrado dos y un cubo tres. Sin embargo, los fractales no suelen tener dimensiones enteras 

ya que a dimensión fractal define hasta qué grado el fractal llena el espacio en el que ha sido 

situado. 

La siguiente fórmula es una manera simple de calcular la dimensión de cualquier figura: 

𝑘 = 𝑛𝑑  (1)  

 donde d es la dimensión; 1/n es el tamaño de la sección más pequeña de todas; y k es el 

número de copias de n necesitadas para recrear la pieza original.  

En el ejemplo expuesto por Steynberg4, si se toma el cubo en la Figura 2 y se divide en 27 

cubos más pequeños, cada uno 1/3 del tamaño del cubo original entonces, sustituyendo en 

(1), k = 27 y n = 3. 

27 = 3d 

d = log3(27) 

d = 3 

 

Figura 2. Dimensión de un cubo4 

 
* Se refiere a la geometría tradicional plasmada en los trece libros llamados Los Elementos escritos por 

Euclides, padre de la geometría.  
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1.2. Monstruos Matemáticos 

Es importante aclarar que Mandelbrot no fue el primero en notar este tipo de patrones que 

surgen a través de iteraciones, muchos otros matemáticos desde finales del siglo XIX y 

principios de XX habían estado estudiando, analizando y jugando con temas matemáticos y 

geométricos que no eran del todo aceptados por la comunidad científica y que se quedaban 

bajo un aura de tabú.   

Estos temas “tabú” arrojaron una serie de imágenes y conjuntos matemáticos, una especie 

de paradojas, que desafiaban y rompían con la noción de la geometría euclidiana (nota, 

explicar grosso modo la geometría euclidiana). 

1.2.1 Conjunto / Polvo de Cantor 

“El conjunto de Cantor es el polvo de puntos que subsiste. Son infinitos, pero su longitud 

total es 0” 1 p. 110 

Considerado el primer fractal de la historia, el conjunto de Cantor se obtiene de manera 

sencilla, inductiva e iterativa: 

⎯ Tómese una recta de longitud cualquiera;  

⎯ Divídase la recta en tres segmentos iguales; 

⎯ Retírese su tercio central; 

⎯ Después retírese el tercio medio de los segmentos restantes, etc. 

 

Figura 3. El Conjunto de Cantor5 

La dimensión fractal del conjunto de cantor es 0.631 lo que significa que está situado entre 

un punto y una línea (es “menos que una línea”) y consiste en un número infinito de 

segmentos de longitud aproximada cero6. 

1.2.2 Curvas de Peano y Hilbert 

Peano presentó la primera curva que llena el espacio por medio de una definición aritmético-

analítica. Hilbert notó que dicha curva se puede generar por  medio de un proceso geométrico 

iterativo y definió su propia curva que llena el espacio mediante dicho proceso (Figura 4 y 

Figura 5) 7. 
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Figura 6. Construcción Curva de Koch. a) Curva K0; b) Curva K1; c) Curva K2; d) Curva K5. 

En cada etapa cada segmento se sustituye por otros cuatro de la mitad de longitud. La curva 

límite pasa por todos los puntos del cuadrado unidad [0,1]2 como explica Pérez Ortiz en 3. 

  

Figura 4. Generación de la curva de Peano. 

 

Figura 5. Generación de la curva de Hilbert 

1.2.3 Curva de Koch 

En 1904 Helge von Koch introdujo esta curva que parte de un segmento de longitud 

cualquiera, se divide dicho segmento en tres partes iguales, el segmento central se substituye 

por dos nuevos segmentos de longitud 1/3 cada uno, formando un triángulo equilátero. De 

esta manera se obtienen los cuatro segmentos de la curva K1. 

El proceso se repite sobre cada uno de los segmentos obteniendo una segunda curva K2 

formada por 42 segmentos de longitud 3-2 cada uno. 

Si se continúa el proceso, en la etapa i-ésima se obtiene una curva Ki con i=1,2,3… formada 

por 4i segmentos de longitud 3-i cada uno8. 

 

a) b) 

c) d) 
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1.2.4 Triángulo y carpeta de Sierpinski 

Esta forma autosemejante fue introducida en 1916 por el matemático polaco Waclaw 

Sierpinski. El triángulo se construye de la siguiente manera: se empieza con un triángulo 

equilátero negro. Se busca el centro de cada uno de los lados conectando los puntos para 

formar cuatro triángulos más pequeños y se elimina el del centro. El resultado son tres 

triángulos negros más pequeños similares al original. Cuando este proceso es efectuado de 

manera continua con cada uno de los triángulos negros el resultado es a lo que se llama 

Triángulo de Sierpinsky9. 

 

Figura 7. Generación Triángulo de Sierpinsky (Adaptado de 9). 

La Alfombra de Sierpinsky se construye de manera análoga al triángulo. Se crea cortando el 

centro de una novena parte del cuadrado y repitiendo el proceso para los 8 cuadrados 

restantes y así sucesivamente. 

 

Figura 8. Generación de la Carpeta de Sierpinsky (Adaptado de 9). 

 

Figura 9. Esponja de Menger. Sïmil tridimensional de la carpeta de Sierpinsky donde el área superficial es infinita y su 

volumen es nulo1. 
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1.3. Conjuntos de Julia 

El nacimiento de la geometría fractal y sus implicaciones en la formalización de la teoría del 

caos y sistemas dinámicos quizá no hubiera llegado a ser sin los trabajos de Pierre Fatou y 

Gaston Julia. 

De acuerdo con Marta Macho Stadler, las personas que estudian y trabajan dentro del campo 

de la dinámica compleja saben que Fatou fue uno de los creadores de la disciplina, mostrando 

interés en los procesos iterativos desde 1906 aunque a pesar de haber obtenido sorprendentes 

resultados no publicó nada sobre el tema10. 

 

Figura 10, Pierre Fatou (Fuente: Wikimedia Commons). 

En 1918 la Academie des sciences le otorga el premio del Grand Prix des sciences 

mathématiques a Gaston Julia por unas ideas similares a las de Fatou. La academia no se 

olvidó de mencionar a este último en el informe que atribuía el premio a Julia y más tarde le 

concedería reconocimiento por sus trabajos. 

La autora Michèle Audin comenta en su libro del 2011 Fatou, Julia, Montel. Le Grand OPrix 

des sciences mathématiques de 1918 et après… sobre cómo Fatou y Julia inventaron los, 

denominados por Mandelbrot, conjuntos de Julia. 

 

Figura 11. Gaston Julia (Imagen: MacTutor History of Mathematics archive. University of St Andrews). 
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Pero ¿qué son específicamente los conjuntos de Julia?  

El conjunto de julia de un polinomio complejo lo define Ortiz3 como la frontera del conjunto 

de puntos que escapan al infinito al iterar dicho polinomio.  

Para explicar más claramente cómo se generan los conjuntos de Julia hay que entender que 

la órbita de un punto x bajo un sistema dinámico de función f es la sucesión de puntos 

{𝑓𝑛(𝑥)𝑛=0
∞ }.  

Tomando, por ejemplo, la siguiente función polinómica cuadrática: 

𝑓(𝑧) = 𝑧2 + 𝑐 (2)  

donde c y z son número complejos. 

Teniendo en cuenta que hay un conjunto de Julia para cada c, se escoge un número complejo 

z0 y se utiliza la siguiente fórmula recursiva 

𝑧𝑛+1 = 𝑧𝑛
2 + 𝑐 (3)  

Si |𝑧𝑛| ↛  ∞ cuando 𝑛 ⟶  ∞ entonces z0 pertenece al conjunto de Julia relleno. El 

verdadero conjunto de Julia es la frontera de este conjunto11. 

El uso de estas ecuaciones que parecen sencillas genera imágenes tan diversas y complicadas 

para cada punto del plano complejo como intuían algunos matemáticos dada su naturaleza 

recursiva e iterativa. Pero no fue hasta la llegada de las computadoras que se lograría 

sobrepasar las expectativas. 

En la figura 12 se muestran ejemplos de los conjuntos de Julia obtenidos al seleccionar 

distintos puntos del plano. Como se puede apreciar, a pesar de las diferencias entre cada 

figura hay una dicotomía fundamental entre ellas. 

Dada su estructura se diferencian aquellos conjuntos en los que se distingue un grumo, una 

única pieza, de manera que se podría seguir su contorno continuamente; por otra parte, están 

aquellos fragmentados, a veces con aspecto de polvillo, que están disconexos. 

Para generar las imágenes de la figura 12 se hizo uso de la aplicación web Online Julia Set 

Plotter12 donde se introducen las coordenadas real (x0) e imaginaria (y0) para la constante c. 

Sea el tipo de conjunto que sea no cabe duda de que las imágenes que éstos arrojan son 

obsesionantes y cuanto menos hechizantes. Algunas nos podrían parecer ya algún elemento 

de la naturaleza, como helechos o caracoles. 

De hecho, el estudio de este tipo de conjuntos y su dicotomía entre los formados por una 

pieza y los discontinuos fue lo que dio lugar a lo que posteriormente sería uno de los objetos 

matemáticos más complejos y hermosos:  el conjunto de Mandelbrot. 
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c = 0 c = 0.7j 

  

c = -1 c = 0.3 
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c = -0.54 -0.49j c = 0.37 + 0.1j 

Figura 12. Conjuntos de Julia para distintos parámetros de c. A la izquierda están los conjuntos formados por una sola 

pieza, a la derecha aquellos fragmentados. 

 

1.4. Conjunto de Mandelbrot 

En pocas palabras, el conjunto de Mandelbrot puede ser definido como como el conjunto de 

todos aquellos números complejos para los que sus conjuntos de Julia correspondientes son 

aquellos que están conectados en una sola pieza. Para ponerlo de otra forma, si el número 

escogido c arroja un conjunto de Julia de una sola pieza entonces c pertenece al conjunto de 

Mandelbrot. 

Julia ya había estudiado el papel esencial que juega la órbita z = 0 para determinar si un 

conjunto de Julia será conexo o disconexo. La teoría de iteraciones resuelve la cuestión de 

cuándo se puede considerar que una órbita de z=0 “explotará”, o sea, que diverge a infinito 

y es que se ha demostrado que en el momento en el que algún punto tenga módulo mayor o 

igual a 2, esta órbita divergirá hacia el infinito. 

Un simple ejercicio mental para comprender este “explotar” (divergir a infinito) es pensar 

en algún número mayor a 1, por ejemplo: 6, y aplicando la ecuación 2 teniendo como 

constante c = 0. 

n = 0 n = 1 n = 2 n = 3 

6 62 = 36 362 = 1296 12962 = 1679616 

 

Tabla 1. Número 6 bajo iteración. 
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Como se puede ver claramente en la tabla 1, el resultado de iterar el número 6 nos coloca 

tiende a infinito ya que el número se hace cada vez más grande, explota rápidamente. Y bajo 

estas mismas condiciones podemos afirmar que cualquier número mayor a 1 divergirá al 

infinito bajo iteración. 

El caso contrario pasa con los números entre 0 y 1, el cuadrado de 0.5 es 0.25 y el cuadrado 

de este último es 0.125. Se infiere que divergen hacia el cero ya que cada vez se hacen más 

pequeños. 

El ejercicio se entiende y se puede deducir rápidamente el resultado de iterar con esta misma 

ecuación números menores que 0. 

Ahora bien, al pasar del campo de los números reales (una dimensión) al de los números 

complejos (dos dimensiones) resulta un tanto más complicado y aunque el demostrar porqué 

la frontera para los complejos es que el módulo sea mayor o igual que 2 antes de divergir 

está fuera del alcance de este trabajo basta con que se comprenda el concepto y se tenga esta 

idea intuitiva de los fractales. 

En retrospectiva, la cuestión de qué valores de c para Ec. (2) generan conjuntos de uno u 

otro tipo parece lógica y natural, sin embargo, ésta no se resolvió hasta 1978, año en el que 

el matemático polaco y posteriormente naturalizado francés Benoit B. Mandelbrot 

representó en un plano aquellos valores de c que producían conjuntos conexos, dando con la 

representación de lo que hoy es conocido como el conjunto de Mandelbrot. 
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Figura 13. Primera representación del conjunto de Mandelbrot por Robert W. Brooks y Peter MAtelski en 1978. 

Se podría decir que el conjunto de Mandelbrot es una especie de mapa para los conjuntos de 

Julia conexos, un programa que ha sido bastante interactivo e ilustrativo es el generado por 

Christersson11 donde se muestra en el fondo el conjunto de Mandelbrot y al mover el ratón 

por el espacio se dibujan las órbitas del conjunto de Julia que corresponda con la posición 

del ratón. La figura 14 muestra algunos ejemplos. 
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Figura 14. Conjuntos de Julia generados a partir de las coordenadas de c sobre el conjunto de Mandelbrot usando la 

aplicación web Animate Julia Sets. 
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2.  Sistemas L 
El biólogo húngaro Aristid Lindenmayer introdujo en 1968, un año después de que el 

término fractal fuera usado por primera vez por Mandelbrot, un tipo de lenguaje formal para 

describir “procesos de crecimiento naturales”, modelando el comportamiento de las células 

de las plantas.  

Los Sistemas L, o L-Sistemas nombrados en honor a su creador (L-Systems), dependen de 

substituir cadenas de símbolos repetidamente con el afán de crear cadenas autosimilares más 

largas.  

Originalmente diseñados para describir formalmente el desarrollo de organismos 

pluricelulares simples e ilustrar relaciones de proximidad entre células vegetales, este tipo 

de sistemas tuvieron un enorme impacto en el campo de la morfogénesis al ampliarse y tener 

capacidades de describir estructuras de ramificación más complejas. 

Todo sistema Lindenmayer consiste en tres elementos que lo definen:  

1. Un alfabeto que enlista los símbolos que serán usados al crear una cadena, 

2. Un axioma que sirve como semilla para el algoritmo, el punto de partida, y 

3. Un set de reglas que se usan para producir más cadenas. 

Como ejemplo se presenta a continuación el expuesto por Bedoya8 p.21 en donde se expone 

el modelo de la bacteria azul-verde “Anabaena catenula”.  

El sistema celular presenta dos estados citológicos A y B y crecía de la siguiente manera: 

Células que realizan la división: Resultado de la división: 

A (1 célula) AB 

A B (2 células) AB BA 

A BBA (4 células) AB BABAAB 

A BBA BAA B (8 células) AB BABAAB BAABAB BA 

… … 

Tabla 2. Esquema de división celular8. 

Las reglas de crecimiento del filamento celular serían de la siguientes: 

• Dada una célula en estado A, al dividirse, generará una célula en estado A y otra en 

estado B. Por lo tanto, A → AB. 

• Dada una célula en estado B, al dividirse generará B → BA. 

Es así como se tienen los tres elementos que conforman el sistema L:  

• Un alfabeto: 

o Conformado por las letras A y B. 
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• Un axioma: 

o La condición inicial. El sistema empieza en el estado A. 

• Un conjunto de reglas de producción/sustitución: 

o A origina AB. 

o B origina BA. 

A este tipo de sistemas también se le conoce como “Parallel String-Rewrite Systems” y se 

le reconoce a Noam Chomsky, creador de las gramáticas de Chomsky, como precursor dado 

su estudio de los lenguajes naturales. 

En 1956 Chomsky presentó una nueva perspectiva para el análisis del lenguaje que consiste 

en reconocer cómo procedimientos informales de segmentación y clasificación de 

expresiones pueden ser representados a través de reglas de la forma A → w que reescribirían 

una sola palabra de la clase A usando la cadena w13. 

Otros ejemplos de sistemas de reescritura podrían verse en los rompecabezas presentados 

por Hofstadter a los que llama Acertijo MU y Sistema mg en donde después de explicar las 

reglas de producción nos invita a tratar de generar la cadena MU o determinar si una cadena 

arbitraria puede ser un axioma en el sistema mg. 

 

Figura 15. Árbol de derivación del sistema MU (Imagen: Gódel, Escher, Bach. Douglas Hofstadter). 

Una variación de los sistemas L son los sistemas DOL (Deterministic O-context L-systems; 

sistemas determinísticos libres de contexto).  

Los sistemas DOL trabajan bajo dos restricciones que aseguran que para cualquier axioma 

o cadena introducida sólo se podrá derivar en otra única cadena: El lado izquierdo de la regla 

de producción debe ser un solo símbolo del alfabeto y un mismo símbolo no puede producir 

distintas cadenas. 
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Junto con Przemyslaw Prusinkiewicz, Lindenmayer escribe “La belleza algorítmica de las 

plantas” en 1990 donde usaban los sistemas DOL para generar imágenes cada vez más 

realistas de plantas. 

Para comprender de manera más sencilla los sistemas DOL, se muestra a continuación un 

ejemplo propuesto por Prusinkiewicz y Lindenmayer en 1991. 

Alfabeto: a, b 

Reglas: a → ab ; b → a 

Axioma: b 

 

n=0 b 

n=1 a 

n=2 ab 

n=3 aba 

n=4 abaab 

n=5 abaababa 

 

Cabe aclarar que al sistema descrito no se le ha dado ningún significado, por lo que a los 

caracteres a y b se les podría asignar diferentes significados para describir variedad de 

procesos reales. Por ejemplo, podría representar el crecimiento de las ramas de un árbol o 

asociarles una nota musical y generar sonidos. 

Otra característica interesante de este patrón es que si se cuentan el número de símbolos en 

cada cadena arroja la secuencia: 

1, 1, 2, 3, 5, 8, … 

Esta serie de números es conocida como la Secuencia de Fibonacci la cual, al igual que los 

fractales, se encuentra presente en muchos fenómenos naturales. En consecuencia, este 

sistema L en particular también es conocido como “Fibostring”4. 

2.1. Interpretación de Sistemas L con Gráficos Tortuga 

La representación de la tortuga, o gráficos tortuga, consiste en imaginar que se encuentra 

uno sobre una tortuga la cual puede avanzar, retroceder, rotar y escribir, o no hacerlo, 

mientras avanza. El término “gráficos tortuga” viene del lenguaje desarrollado en el MIT 

(Massachusetts Institute of Technology) Logo.  

La tortuga imaginaria obedece una serie de instrucciones lo que permite dibujar, el estado 

de esta tortuga viene dado en coordenadas cartesianas que referencian donde se encuentra 

actualmente y el ángulo de referencia alude a la dirección en la que la tortuga avanza. 

Steynberg4 nos presenta un ejemplo simple para crear en cinco sencillos pasos que la tortuga 

debe seguir: 
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1. Tocar el papel con la pluma 

2. Avanzar un paso y girar 90º 

3. Avanzar un paso y girar 90º 

4. Avanzar un paso y gira 90º 

5. Avanzar un paso. 

Lo anterior ha sido un ejemplo bastante sencillo, pero se pueden ejecutar gran variedad de 

instrucciones más complejas que resulten en imágenes igual de intricadas.  

Ahora bien, al tratarse de gráficos únicamente constituidos por su posición y orientación se 

trabaja sobre un espacio bidimensional, lo que permite darles un significado geométrico a 

las cadenas generadas previamente en los sistemas L y DOL. 

Símbolo Función 

F Avanza un paso la tortuga dibujando 

G Avanza un paso la tortuga sin dibujar 

+ Gira al contrario de las manecillas del reloj 

un ángulo 𝜃 

- Gira al contrario de las manecillas del reloj 

un ángulo 𝜃 

[ Para ramificaciones: almacena en una pila 

la posición y ángulo actual de la tortuga 

] Para ramificaciones saca de la pila nuevos 

valores para la posición y el ángulo de la 

tortuga 

Tabla 3. Lenguaje para representar Sistemas L y DOL con Gráficos Tortuga. 

 Una vez definidos los elementos se puede comenzar a generar imágenes fractales con ayuda 

del software Turtle Graphics Renderer14 diseñado por Kevin Roast para la generación de 

Sistemas L en un espacio bidimensional. 

La herramienta es bastante fácil de usar y permite editar distintos aspectos como el número 

de iteraciones, el ángulo, constantes, axioma, hasta cinco reglas de reescritura distintas. 

Además, tiene la opción de agregar colores lo que resulta de ayuda para la generación de 

imágenes botánicas. 

A modo de ejemplo se describirá el proceso para obtener la llamada curva del dragón, 

estudiada por los físicos de la NASA William Harter y John Heighway, mediante el uso de 

sistemas L. 
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Figura 16. Iteraciones de la curva del dragón (Imagen: Dominio Público). 

Alfabeto F 

X, Y 

Axioma FX 

Reglas X = X+YF+ 

Y = -FX-Y 

Iteración Resultado 

1 FX+YF+ 

No se alcanza a visualizar, pero hay una línea que va por 

los bordes y empieza por la derecha y gira 90º a la 

izquierda quedando en la parte superior del cuadrado.  

 

2 FX+YF++-FX-YF+ 

Desde el punto anterior, la tortuga gira a su izquierda, 

avanza un paso, gira a la derecha y avanza otro paso. 

 

3 FX+YF++-FX-YF++-FX+YF+--FX-YF+ 
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Desde el punto anterior, la tortuga, gira a su izquierda, 

avanza un paso, gira a su izquierda, avanza un paso, gira 

a su derecha, avanza un paso, gira su derecha y avanza 

otro paso más. 

4 FX+YF++-FX-YF++-FX+YF+--FX-YF+ 

+-FX+YF++-FX-YF+--FX+YF+--FX-

YF+ 

Desde el punto anterior, la tortuga, gira a su izquierda, 

avanza un paso, gira a su izquierda, avanza un paso, gira a 

su izquierda, avanza un paso (cierra el cuadrado), gira su 

derecha, avanza otro paso, gira su derecha, avanza un 

paso, gira a su izquierda, avanza un paso, gira su derecha, 

avanza un paso, gira su derecha y avanza un paso más. 

5 FX+YF++-FX-YF++-FX+YF+--FX-YF+ 

+-FX+YF++-FX-YF+--FX+YF+--FX-

YF++-FX+YF++-FX-YF++-FX+YF+--

FX-YF+--FX+YF++-FX-YF+--FX+YF+-

-FX-YF+ 

Desde el punto anterior, la tortuga, gira a su izquierda, 

avanza un paso, gira a su izquierda, avanza un paso, gira a 

su izquierda, avanza un paso (cierra el cuadrado), gira su 

derecha, avanza otro paso, gira su izquierda, avanza un 

paso, gira a su izquierda, avanza un paso (cierra otro 

cuadrado), gira su derecha, avanza un paso, gira su 

derecha, avanza un paso más, gira a su derecha, otro paso 

(cierra otro cuadrado), gira su izquierda, un paso más, gira 

a su izquierda, avanza un paso, gira a su derecha, otro 

paso, gira a su derecha, un paso, gira su izquierda, un paso más, gira a su derecha, un paso, 

gira a su izquierda, da otro paso y gira a la derecha para dar un paso más. 

10 Demasiado largo para transcribir. 
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No se explican las instrucciones, pero se ha marcado la 

última posición de la tortuga. 

Tabla 4. Explicación generación de la curva del dragón. 

Como se puede ver en la tabla anterior, cada nueva iteración se conforma por las 

instrucciones anteriores más las añadidas y ambas poseen la misma cantidad. 

A continuación, se muestran ejemplos del uso de este programa para ilustrar los gráficos 

tortuga para la generación de fractales. 

 

 

Configuración Triángulo de Sierpinsky Resultado 
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Configuración curva de Peano Resultado 

 

 

Configuración Copo de Koch Resultado 

Figura 17. Configuraciones para generación de distintos fractales en Turtle Graphic Renderer. 

De la figura 17 se puede vislumbrar el poder que tienen los gráficos tortuga para la 

generación de imágenes fractales, usando simples reglas de sustitución, de otro modo el 

generar un código desde cero para dibujar este tipo de fractales se podría complicar 

demasiado. 

Como advertía Prusinkiewicz, los sistemas DOL resultan de gran ayuda al momento de 

generar imágenes botánicas. La figura 18 nos muestra ejemplos de este tipo de imágenes 

utilizando el software de Roast. 

Además, destaca el empleo de corchetes para generar ramificaciones, así como la coloración. 

 

 

Configuración Árbol Resultado 
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Configuración Árbol 2 Resultado 

 

 

Configuración Planta Resultado 

Figura 18. Generación de imágenes botánicas con Turtle Graphics Renderer. 

El programa tiene muchas otras configuraciones para customizar el resultado, especialmente 

para que las imágenes botánicas obtengan mayor realismo, como agregar el efecto de la 

gravedad en las hojas y aleatorizar el ángulo de crecimiento de las ramas. 

De hecho, a este tipo de sistemas L que presentan un grado de aleatoriedad e 

“imperfecciones” se les conoce en la literatura como estocásticos, mientras que a los que 

habíamos estudiado hasta el momento se les conoce como paramétricos. 
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Sistema L Paramétrico Sistema L Estocástico 

Figura 19. Árbol 2 comparativa sistema L paramétrico vs estocástico. 

Es verdad que el programa resulta bastante interactivo e incluso invita a experimentar 

empíricamente con distintas reglas y axiomas sólo para ver en qué imagen resultan. La figura 

20 recopila algunos ejemplos propios resultado de la experimentación con la herramienta. 

 

 



39 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 20. Ejemplos propios generados con Turtle Graphics Renderer. 
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3. Música y Matemáticas 
La música está tan arraigada en la existencia humana que resulta difícil definirla, es tan 

universal como subjetiva, es una forma de expresar sentimientos e ideas y, a su vez, ayuda a 

manifestar y retratarse a uno mismo. 

Albert Einstein comentaba que la música consiste en ondas acústicas que se pueden definir 

por su frecuencia y amplitud. Schönberg y Webern la definían como un arreglo ordenado de 

sonidos simples de diferente frecuencia en sucesión (melodía), de sonidos en combinación 

(harmonía) y de sonidos espaciados en una sucesión temporal (ritmo)15.  

La teoría musical se encarga del estudio sobre cómo funciona y las propiedades de la música, 

trata de identificar patrones y estructuras encontradas en técnicas de composición a través o 

dentro de géneros y periodos históricos. 

Las matemáticas por su parte buscan nuevos patrones y conjeturas usando una rigurosa 

deducción, es la ciencia abstracta de la forma, el espacio, el cambio, la estructura y la 

cantidad. 

A simple vista pareciera que ambas disciplinas, música y matemáticas, están en polos 

opuestos, pero han estado ligadas desde hace mucho tiempo. 

En la antigua Grecia las matemáticas se convirtieron en un arte y se estudiaban en aras del 

conocimiento y disfrute16, tanto así que Pitágoras creó toda una religión (o culto) en torno a 

ellas. 

Los pitagóricos (seguidores de Pitágoras y su religión) creían que las estructuras 

matemáticas eran místicas y que los números 1, 2, 3 y 4 eran divinos y sagrados. 

Naturalmente Pitágoras se convertiría en pieza fundamental para el origen de las 

matemáticas como una ciencia puramente teórica. 

A su vez, también tenían rituales que incluían música y esta era estudiada extensivamente y 

gracias a estos estudios es que se tiene uno de los primeros ejemplos de integración de la 

música en las matemáticas y es que Pitágoras descubrió que las razones de intervalos están 

directamente relacionadas con la longitud de la cuerda de un instrumento (frecuencia)4. 

Este descubrimiento dio lugar a más estudios y experimentos en los que trataban de explicar 

la armonía en función de razones universales y que hoy en día siguen siendo parte de la 

teoría musical3. 

Posteriormente, las escuelas platónicas y aristotélicas también dieron bastante importancia a 

las matemáticas y la música, incluso consideraban que la música era parte de las matemáticas 

las cuales se dividían en cuatro submaterias que conformaban el quadrivium: teoría 

numérica, geometría, música y astronomía17.  

Precisamente fueron Pitágoras, Aristógenes y Boethius quienes establecieron a la música 

como una rama de las matemáticas. 
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Ambos campos han sido estudiados tan a la par que se pueden encontrar términos musicales 

aplicados a las matemáticas por el ejemplo el término “harmónico” (numerous sonorus de 

acuerdo con el análisis aristotélico15). No fue hasta finales de la Edad Media que la música 

dejó de ser parte del quadrivium. 

Cerca del año 1026 el monje benedictino Guido d’Arezzo compone Micrologus de disciplina 

artis musicae asignando una nota a cada vocal de un texto lo que nos da uno de los primeros 

ejemplos de composición algorítmica. A D’Arezzo también le debemos la notación musical 

en pentagramas y el solfeo. 

Durante el Renacimiento la música ya no se estudiaba como parte de las matemáticas, la 

teoría musical se convirtió en un campo independiente, pero seguía manteniendo fuertes 

nexos con las matemáticas. 

Curiosamente en los siglos XVII y XVIII, varios de los personajes más prominentes y 

significativos en las matemáticas eran también teóricos de la música17. 

Papadopoulos17 señala algunos ejemplos como: 

• René Descartes: Su primer libro Compendium Musicale (1618), era acerca de teoría 

musical. 

• Marin Mersenne: Padre de la acústica escribió numerosos tratados musicales como 

Harmonicorum Libri (1635) y Traité de l`Harmonie Universelle (1636). 

• Leonard Euler: Publicó en 1731 Tentamen Novae Theroriae Musicae Excertissimis 

Harmoniae Princiliis Dilucide Expositae. 

• Jean d’Alembert: instrumental en el estudio de las ecuaciones de onda escribió 

Réflexions sur la Musique (1754) entre otros trabajos. 

Cabe destacar que durante este mismo periodo el erudito Athanasius Kircher inventó dos 

máquinas que le permitían a los no-músicos componer himnos a cuatro voces. Arca 

Musaritmica consistía en una caja de madera que contenía tiras de madera con secuencias 

rítmicas y melódicas en ellas. Provisto de un conjunto de reglas, el “compositor” podía jalar 

las tiras de la caja para crear composiciones polifónicas. Organum Mathematicum fue la 

versión más elaborada de la otra máquina. Los sorprendente de esta máquina es que además 

de componer música podía ayudar en los cálculos de problemas relacionados con aritmética, 

geometría y movimientos planetarios18. 
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Figura 21. Arca Musaritmica19 

Precisamente, Musikalisches Würfelspiegel (Juego de Dados Musical) es publicado un año 

después de la muerte de Mozart (1791). El juego se trataba de 272 barras de música 

precompuesta que podía ser arreglada en diferente orden para crear un minueto con trío de 

16 barras al estilo de Mozart. Al final hay 1116 (45,949,729,863,572,161) permutaciones 

diferentes posibles. 

La fascinación de los matemáticos con la teoría musical queda correctamente expuesta en 

palabras de Jean Philippe Rameau: 

“La música es una ciencia que debe tener reglas determinadas. Estas reglas tienen que ser 

extraídas de un principio que sea evidente, y este principio no puede ser conocido sin la 

ayuda de las matemáticas. Debo confesar que a pesar de toda la experiencia que he adquirido 

en la música tras practicarla por un largo periodo de tiempo, es sin embargo sólo con la 

ayuda de las matemáticas que mis ideas se han esclarecido y esa luz ha reemplazado cierta 

oscuridad de la que yo no era consciente”17. 

Precisamente, Milton Babbitt (compositor quien también dio clases de matemáticas y teoría 

musical en la Universidad de Princeton) también “la teoría musical debería ser declarable 

como un conjunto de axiomas conectado, definiciones y teoremas, cuyas pruebas son 

derivadas por medio de una lógica apropiada”17. 

A todos los efectos Papadopoulos resalta el uso de un lenguaje simbólico, así como un 

sistema de notación rico y diagramas por parte de aquellos que crean música. Los diagramas 

(pentagramas) que se usan en música son similares a aquellos grafos matemáticos de 

funciones discretas con coordenadas cartesianas de dos dimensiones donde el eje x 

representa el tiempo y el eje y el tono. 
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Figura 22. Pentagrama musical. El tiempo transcurrido al tocar la música se representa en el eje x. El tono de las notas 

está dado por el eje y. Información adicional la proporciona la clave y las propias notas representan coordenadas17. 

Fue durante el siglo XX cuando muchas de las partituras empezaron a tener variedad de 

formas similares a diagramas matemáticos. Esto se debe a que los compositores comenzaron 

a usar las matemáticas como una técnica de composición o base para cierta composición. 

Los compositores comenzaron a usar propiedades como secuencias de números, fórmulas 

matemáticas, figuras geométricas y estadística4. 

3.1. Fibonacci 

Las series de Fibonacci y la proporción aurea son dos de las propiedades matemáticas 

encontradas en variedad de disciplinas artísticas como la pintura, arquitectura y por supuesto 

la música. 

En 1201 Leonardo Fibonacci (Leonardo de Pisa) desarrolló una teoría que construye una 

serie infinita de enteros. La secuencia comienza con el número uno seguido de otro 1, cada 

termino sucesivo se construye al sumar los dos términos previos: 

 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55 

Cuando un número Fibonacci se divide entre el número anterior en la serie se obtiene la ratio 

Fibonacci, por ejemplo, los primeros siete ratios son: 

r(1) = 1/1 = 1 

r(2) = 2/1 = 2 

r(3) = 3/2 = 1.5 

r(4) = 5/3 = 1.67 

r(5) = 8/5 = 1.6 

r(6) = 13/8 =1.625 

r(7) = 21/13 = 1.6125 

Las ratios de Fibonacci convergen hacia un límite llamado proporción aurea que es un 

número irracional se representa con la letra phi del alfabeto griego y ha sido definida como: 

𝜓 = 1.61803398 … 
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Esta proporción es fácilmente encontrada en la naturaleza, por ejemplo, el largo del tronco 

de un árbol en relación con su diámetro. Por eso el empleo de este número está orientado a 

hacer objetos estéticamente agradables20. 

 

Figura 23. Leonardo de Pisa (Fibonacci) (Fuente: GETTY IMAGES). 

Como aventurábamos al principio de este apartado ejemplos de la presencia de este número 

existe en la arquitectura como en mezquitas o la Acrópolis; en fotografías y en pinturas 

donde, en ocasiones, el artista puede no ser consciente del uso de la proporción aurea. 

En música la sección aurea es usada para generar cambios rítmicos o desarrollar una línea 

melódica. El clímax de una pieza se encuentra a menudo en el punto de la proporción aurea 

cuando la canción se encuentra al 61.8% de su duración. En este punto es cuando suceden 

los cambios significativos en la escala o estructura de acordes21. 

 

Figura 24. Armonía en la naturaleza y las creaciones humanas (Fuente: GETTY IMAGES). 
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En el primer movimiento de la pieza Music for Strings, Percussion and Caleste de Béla 

Bártok se traza claramente el clímax en la barra 55 de las 89 en total que tiene la 

composición, lo que presenta un ejemplo claro de el uso de la sección aurea. 

Su coetáneo Joseph Schillinger desarrollo su Sistema de Composición Musical aplicando 

deliberadamente la proporción aurea. El trabajo de Schillinger, de acuerdo con Degazio22, 

inspiró fuertemente a músicos del siglo XX como George Gershwin, Glenn Miller, Benny 

Goodman, entre otros. 

3.2. El Círculo de Quintas 

En la teoría musical existe un concepto llamado círculo de quintas el cual describe de forma 

geométrica las relaciones entre los nueve tonos de la escala cromática con sus alteraciones 

menores y mayores en la clave23. 

El círculo empieza centrado en la parte superior con Do Mayor / La menor, sin sostenidos ni 

bemoles. Si se desplaza desde este punto en sentido de las manecillas del reloj las notas 

ascienden por quintas y se agrega un sostenido a la armadura hasta que se llega al máximo 

de siete sostenidos. 

 

Figura 25. Círculo de quintas con su equivalente menor, disminuida y accidentes (Imagen: Scott Haugaard - Creative 

Commons).) 

Si se desplaza en sentido contrario a las manecillas del reloj las notas descienden por cuartas 

y se agrega un bemol hasta que se llega a los siete bemoles. La parte inferior del círculo es 

donde los seis sostenidos se solapan con los seis bemoles.  
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Habitualmente la música se modula, cambia de armadura, de centro tonal y tónica hacia otro. 

Estas modulaciones articulan o crean estructura y forma a muchas piezas musicales y es aquí 

donde el círculo de quintas juega una parte vital en las herramientas de los compositores21. 

Haciendo uso de este artefacto musical se puede físicamente ver los cambios requeridos en 

la armadura para hacer una modulación. Por ejemplo, modular con una quinta justa resulta 

sencillo puesto que sólo una nota cambia por un semitono y es fácil de anticipar al moverse 

un paso en el círculo de quintas. 

 

3.3.  Messiaen 

Sin lugar a duda, unos de los grandes músicos del siglo XX, las composiciones de Olivier 

Messiaen están plagadas de relaciones matemáticas, los ritmos dentro de sus piezas 

frecuentemente vienen derivados de números primos y acuña el término encanto de 

imposibilidades para explicar cómo, dentro de su lenguaje musical, “ciertas imposibilidades 

matemáticas, ciertos circuitos cerrados, poseen el poder de embrujar, una fuerza mágica, un 

encanto”24. 

Messiaen fue prisionero de guerra en 1940. Durante este periodo se reunía con otros grupos 

de prisioneros para discutir sus ideas creativas, en especial sus nuevas escalas simétricas 

(modos de transposición limitada, MOLT por sus siglas en inglés) y patrones rítmicos de la 

Antigua Grecia. Durante este periodo escribe su famoso Quatuor pour la fin du temps 

(Cuarteto para el Fin de los Tiempos) para los cuatro instrumentos que había a la mano: 

piano, violín, cello y clarinete20. 

 

Figura 26. Retrato de Olivier Messiaen, fondo de aves de Escher admirado por Messiaen por susobras e ilustraciones 

con estructuras que desafiaban la lógica y sus trabajos en reproducibilidad de patrones (Ilustración para The Sunday 

Times: Larry Fantoni, 1970s). 
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Entre sus pupilos destacan el aclamado Quincy Jones y Iannis Xenakis. Fue a este último 

que Messiaen motivó para que explotara sus orígenes matemáticos y arquitectónicos dentro 

de su música. En efecto, muchas de las composiciones de Xenakis están gobernadas por 

teoría de estadística y probabilidad, específicamente la teoría estocástica4. 

Otra de las fuentes de inspiración de Messiaen fueron las aves, a las consideraba los mejores 

músicos y quienes tenían el lenguaje musical más hermoso, incluso llegó a realizar 

transcripciones de cantares de aves en gran parte de su música. Sobre las canciones de las 

aves Hsü tiene un artículo bastante interesante llamado en donde analiza con teoría fractal 

distintos cantares de aves en comparación con composiciones de Bach. 

Regresando a los “encantos mágicos” de Messiaen, resultan de crear simetrías estructurales 

en su lenguaje musical: 

• El MOLT fue creado al dividir una octava en grupos simétricos resultando imposible 

transponerlos a las doce notas de la octava sin regresar a la nota original de la primera 

transposición.  

• Los ritmos no retrógrados son ritmos estructurados a modo palíndromo†. Resulta 

imposible tocar un ritmo de este tipo sin repetir el orden original de los valores. 

Cada una de estas imposibilidades innovadoras crean un circuito cerrado que regresa cada 

forma musical al origen24. 

Tanto el MOLT como los ritmos no retrógrados tienen una extensa base musical conceptual 

y explicarlos de manera detallada excede el alcance de este trabajo. La idea principal es 

conocer que existen en un panorama general y que, al igual que muchos otros artefactos 

musicales, están fuertemente relacionados con las matemáticas.  

Wu24 recoge las palabras del propio Messiaen al hablar su lenguaje musical. Sobre el MOLT 

escribió: 

“Basado en nuestro sistema cromático actual, un sistema temperado de doce sonidos, estos 

modos se conforman por varios grupos simétricos, la última nota de cada grupo siempre 

común a la primera nota del siguiente grupo. Al final de cierto número de transposiciones 

cromáticas las cuales varían con cada modo, no se pueden transponer más, quedando 

exactamente las mismas notas que al principio”. 

Acerca de sus ritmos no retrógrados: 

“Es uno de mis descubrimientos favoritos. Como es el caso en muchos descubrimientos, 

simplemente encontré algo que ya existía previamente, potencialmente. De cualquier 

manera, además del muy antiguo dhenkî hindu … y el antiguo amphimacer griego que son, 

a fecha de hoy, los primeros ritmos no retrógrados conocidos, nadie había pensado en 

establecer una teoría musical de estos ritmos y menos aún en ponerlos en práctica”. 

 
† Un palíndromo es un patrón se lee de la misma manera al derecho y al revés. La RAE recoge el siguiente 

ejemplo: “Dábale arroz a la zorra el abad”. 
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4. Música Fractal 
Se ha comentado previamente que Guido d’Arezzo ha proporcionado uno de los primeros 

ejemplos de composición algorítmica, esto es, música compuesta usando algún algoritmo o 

fórmula, y a pesar de que ha habido épocas de la historia en la que la ciencia y arte han estado 

más ligados que en otras en gran parte de la historia de la música, de alguna u otra forma, 

siempre ha habido alguna conexión con las matemáticas y con los números. 

También se ha expuesto la fascinación de los pitagóricos con los números 1, 2, 3 y 4, pero 

esta no ha sido la única vez que se les ha asignado un simbolismo a los números. Muchos 

textos religiosos han usado simbología numérica para expresar sus ideas, por ejemplo, en la 

Biblia el número siete representa perfección; el cuarenta se encuentra presente en numerosos 

pasajes, “cuarenta días y cuarenta noches estuvo lloviendo sobre la tierra” (Génesis 7,12), 

cuarenta días pasó Jesús en el desierto, entre otros ejemplos y es que este número representa 

un periodo de pruebas y dificultades.  

Las matemáticas son una herramienta de comunicación religiosa, y son usadas para explicar 

y comprender el mundo a nuestro alrededor20. 

4.1. Bach 

Al estudiar las obras de compositores clásicos desde con el fin de encontrar patrones fractales 

o semejantes puede crear un sesgo de confirmación. Es cierto que para la época en la que 

estas obras se crearon ni siquiera existía el término fractal, pero sí que se puede estudiar su 

trabajo y las técnicas que usaban para ver porqué se dan estas casualidades. 

El fractal es autosemejante e invariable a la escala y es difícil que una composición musical 

lo sea, pero se han encontrado rasgos de autosemejanza en piezas clásicas como la analogía 

del conjunto de Cantor con la primera Ecossaisen de Beethoven o el tercer movimiento de 

su sonata para piano número 15, opus 28 y el triángulo de Sierpinsky3. 

Sin embargo, ningún compositor clásico ha sido tan estudiado buscando este tipo de 

analogías como lo ha sido el maestro de la época barroca, Johann Sebastian Bach (1685-

1750), pero ¿qué ha dado pie a tantas casualidades en las obras de Bach? 

Al principio de esta sección ya se ha introducido la idea del simbolismo numérico en la 

religión. El arte barroco estaba principalmente enfocado en la liturgia y la religión y Bach 

era consciente de la importancia de esta simbología. 

Influenciado por Martín Lutero y su traducción de la biblia de la que Bach tenía una copia 

subrayada en los pasajes concernientes a personas y eventos que incluyeran números, lo que 

resultó en una convicción de que Dios estaba colocando los números a su disposición25. 

Armado con esta idea creó su propia música sacra con los números como guías. 

Otra fuerte influencia en las ideas religiosas de Bach a través de los números fue Gottfried 

Wilhelm Leibniz y su trabajo De Arte Combinatoria de 1666 de donde se guió para la 

permutación de la composición de notas. Un ejemplo de esta permutación se encuentra en 

muchas de sus obras y viene dada por A, B♭, C y B (La, Si-bemol, Do y Si usando notación 
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anglosajona). Curiosamente en la convención germánica se usa la letra B para Si-bemol y la 

H para Si quedando la progresión anterior como: A, B, C, H. Esta interpretación del conjunto 

de notas se convertiría en su propia firma musical ya que forman su nombre: B, A, C, H25. 

 

 

Figura 27. El motivo BACH presente a través de las obras de J. H. S. Bach26. 

Otro aspecto que influyó para que se encuentren estructuras fractaliformes se debe al tipo de 

composición con mayor auge en la época y de la que Bach fue, y siempre será, referente: el 

canon. 

El canon se caracteriza por un tema que sirve de melodía y acompañamiento, para ello se 

distribuyen “copias” de este mismo entre las distintas voces que lo conforman. El más 

sencillo es el canon circular: El tema comienza con la primera voz, después de un lapso de 

tiempo determinado entra una de sus “copias” en la misma tonalidad, después del mismo 

lapso de tiempo en la segunda voz, entra la tercera copia y así sucesivamente27. 

Un grado de complejidad en el canon ocurre cuando las “copias” tanto en tiempo como en 

tono: el tema principal comienza en Do; la segunda voz después de su respectivo lapso entra 

en la quinta de Do, en Sol; la tercera voz aguarda el tiempo requerido y toca el mismo tema 

en la quinta de Sol, Re; etc., etc.  
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Otra forma de añadir complejidad ocurre al variar la velocidad a la que se ejecuta el tema 

entre las voces, cuando se aumenta (p. ej. Se ejecuta el doble de rápido) se le llama 

disminución, cuando se disminuye (p. ej. Se ejecuta el doble de lento) se llama aumentación. 

También se puede hacer una inversión del tema, cada vez que el original sube cierto intervalo 

(número de semitonos) en la escala, la copia baja el mismo número de intervalos. 

Finalmente existe el canon cangrejo donde se hace una copia retrógrada ejecutándose el tema 

de atrás hacia delante de cómo fue escrito el original.  

Hofstadter26 puntúa, “los distintos tipos de copia conservan toda la información que hay en 

el tema original” y añade que el tema es totalmente recuperable de cualquiera de sus copias 

y que a este tipo de estructuras que mantienen la información se les llama isomorfismo. 

Un ejemplo más de la genialidad de Bach al componer nos lo presenta nuevamente 

Hofstadter en su libro26 y es el que llama “Canon Eternamente Remontante”. 

Ya se ha explicado grosso modo lo que es el MOLT de Messiaen y como hace uso de 

transposiciones y modulaciones. Pues en la pieza a tres voces Canon per Tonos, Bach se las 

ingenia para cambiar el tono de la pieza (modular) empezando en do menor y terminando en 

re menor. 

Bach construyó aquel canon de manera que su terminación se conecta sin fricción con el 

comienzo, de esta manera se puede volver a comenzar en la tonalidad que se terminó. Estas 

modulaciones sucesivas van alejándose de la tonalidad inicial hasta que en la sexta 

modulación (sexta iteración de la pieza) se regresa a do menor y la pieza se puede dar por 

terminada de manera agradable musicalmente26. 

A Bach le gustaba mucho jugar con este tipo de artilugios que alejan al oyente del punto de 

partida, de casa, para súbitamente y casi por arte de magia reencontrarse en un sitio parecido 

al comienzo que regresa la calma a toda la tensión generada durante el transcurso de la pieza. 

A criterio propio una de las piezas de Bach que mejor representa este vaivén de emociones 

es el preludio de la Suite No. 1 para Cello. 

4.2. Metodologías para composición de música fractal 

En el apartado anterior ya se hizo mención de la dificultad que presenta el crear piezas 

musicales que cumplan con los requisitos de autosemejanza y autorreferencia para que se 

considere fractal. Harlan J. Brothers identificó algunos conceptos erróneos acerca de la 

música fractal: 

• Transliteración: Proceso mediante el cual la música es derivada desde otra fuente, 

por ejemplo, el contorno de una gráfica u objeto geométrico, mediante un proceso 

llamado mapeado. 

• Iteración: La idea de que cualquier composición creada a través de la iteración es 

fractal. 

• Autosemejanza Limitada: Existen muchas formas que son autosemejantes alrededor 

de un solo punto (p. ej. Espirales, cebollas y muñecas rusas). 
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Sobre cada de estas tres falsas ideas advierte que aunque la transliteración es una herramienta 

de composición válida, ésta no garantiza que el resultado sea fractal y el resultado debería 

ser mejor conocido como música de inspiración fractal en lugar de música fractal; aunque 

los fractales emergen de procesos iterativos, un proceso iterativo no garantiza un patrón 

fractal; y que para considerar fractal un objeto este debe contener mínimo dos regiones 

iguales o similares en las que el arreglo de elementos refleja o imita la estructura del objeto 

completo28. 

Regresando a la idea de que dadas las reglas para generación de un objeto fractal, Brothers 

indica que la posibilidad de que exista música fractal es remota, sin embargo, describió 

diferentes tipos de escalado que se pueden dar en la música, en concreto duración, tono y 

estructura. 

El escalado de duración es sencillo y se refiere a la duración de las notas en una composición. 

Según Brothers27 si la examinación revela que existe una relación de potencia entre la 

duración de la nota y el número total de dichas duraciones, se puede establecer que un 

fenómeno de escala de duración existe. 

Respecto al escalado de tonos, si el análisis revela una relación de potencia entre el tono de 

una nota y el número total de dichos tonos, al igual que con la duración, se puede establecer 

que existe un fenómeno de escalamiento27. 

El caso del escalado de estructura es distinto puesto que abarca toda la pieza musical y es 

posible escuchar la recurrencia de un motivo (tema musical) o sección, ya sea presentado 

exactamente igual o ligeramente alterado o transformado4.   

En el siglo XX la composición musical usando las matemáticas con la ayuda de la 

computadora comenzó a evolucionar. A este tipo de composiciones se les llama 

Composiciones Algorítmicas29. 

Vargas30 expone que la composición algorítmica es tan antigua como la composición misma 

y que debe mejor considerarse un trabajo creativo y novedoso asistido por computadora dado 

que para obtener un resultado estético musical implica alimentar un programa del que se 

tomarán en cuenta criterios personales y ciertos parámetros mezclados para hacerlo más 

interesante y agradable al oído. 

4.2.1 Composiciones con ruido 

A mediados de los años setenta Richard F. Voss y John Clarke, matemáticos de la 

Universidad de California, se dedicaron a estudiar el sonido audio-físico al reproducir 

música usando análisis de densidad espectral y la función de autocorrelación. 

El análisis espectral se usa a menudo en el análisis de señales aleatorias o ruido, ayuda a la 

caracterización del comportamiento promedio de una cantidad al variar el tiempo. La función 

de autocorrelación mide cómo las fluctuaciones en la señal se relacionan con fluctuaciones 

previas28. 
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Sukumaran y Thiyagarajan28 ponen de ejemplo la explicación intuitiva de Mandelbrot 

referente a los conceptos de densidad espectral autocorrelación: 

“Si se toma una grabadora y se graba un sonido, luego se reproduce más rápido o más lento 

de lo normal, la naturaleza del sonido cambia considerablemente. Algunos sonidos, sin 

embargo, sonarán de la misma manera que antes si se reproducen a diferentes velocidades; 

uno sólo debe ajustar el volumen para que suenen igual. Estos sonidos se llaman sonidos 

escalables”. 

El ruido blanco, browniano y rosa (encontrado en la literatura relacionada a la música fractal 

como ruido 1/f) son ejemplos de sonidos escalables. 

El ruido blanco se caracteriza porque su función de autocorrelación es cero dado que las 

fluctuaciones de un momento no tienen relación con las fluctuaciones previas, en términos 

de densidad espectral, la del ruido blanco es 1/f^028. 

 

Figura 28. Ruido blanco ó 1/f0 (Barnsley, et al.31). 

El movimiento browniano es el movimiento aleatorio de pequeñas partículas suspendidas en 

un líquido y que se mueven debido a la agitación térmica de las moléculas. En vista de que 

el sitio a donde se dirija la partícula depende de su posición actual, el movimiento browniano 

es aleatorio, pero altamente correlacionado28. El ruido browniano comparte estas 

características con el movimiento del mismo nombre; su densidad espectral es 1/f^2. 
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Figura 29. Ruido browniano ó 1/f2 (Barnsley, et al.30). 

Por su parte el ruido rosa (1/f) se encuentra entre los dos extremos, no es tan correlacionado 

como el browniano ni es tan aleatorio como el blanco. Si se observa su gráfica logarítmica 

(figura 29) también presenta una pendiente negativa, pero no tan inclinada como la del ruido 

browniano. De estas gráficas se observa que el ruido de correlación más alta presenta 

pendientes más empinadas que aquellas de sonidos más aleatorios32. 

 

Figura 30. Ruido rosa ó 1/f ((Barnsley, et al.30). 

Las investigaciones de Voss y Clarke así como de otros investigadores como Hsü 

determinaron que el ruido rosa posee autosemejanza y se puede considerar fractal.  Fue este 

descubrimiento el que dio lugar a más trabajos sobre este tema de los investigadores ya 

mencionados y otros más actuales como Ro y Kwon dedicados a estudiar fluctuaciones en 

la música similares a aquellas del ruido rosa. 

El ruido rosa también aparece en entornos naturales como flujos de tránsito, decaimiento 

radioactivo, sistemas químicos flujo granular sistemas ecológicos, la voz humana y música28. 

Voss y Clarke no sólo se enfocaron en estudiar y anañizar la música desde el punto de vista 

del ruido, sino que infirieron que, si el ruido rosa es fractal, la música derivada de este sería, 

también, fractal. Gardner33 resumió los métodos manuales de composición usados por Voss 
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y Clarke con la ayuda de diferentes formas de ruido como una aguja giratoria similar a la de 

los juegos de mesa. 

• White Music: el circulo estaba dividido en siete partes desiguales, cada una para cada 

nota diatónica de la escala. La nota en donde caía la aguja se escribía en un 

manuscrito y una segunda aguja se usaba para determinar el valor de la nota de cada 

tono. 

• Brown Music: de nuevo se dividía el círculo en siete segmentos, esta vez marcados 

con reglas de substracción o adición. El símbolo de suma indicaba que la siguiente 

nota debía estar x número de notas arriba de la anterior; el símbolo de resta que la 

siguiente nota estaba x notas por debajo de la anterior; y el cero que la nota 

subsecuente debía ser la misma que la previa. 

• 1/f Music: Gardner no repara en explicar cómo se obtuvo la música basada en este 

ruido, pero menciona el uso de diez dados. 

El uso de ruido blanco resulta en una composición demasiado aleatoria y para nada musical 

(figura 32. a).), en contraste, el resultado de usar ruido browniano arroja una melodía 

demasiado correlacionada, predecible y para nada interesante (figura 32. b).). 

 

Figura 31. Agujas giratorias para generar White music (izquierda) y Brown Music (derecha)32. 

Gardner32 destaca que la música 1/f   posee elementos de sorpresa, así como ideas 

recurrentes. También indica que al igual que en una composición estocástica, hay reglas de 

transición y rechazo adoptadas para mantener la música correlacionada pero interesante.  

Voss y Clarke también usaron distintos métodos electrónicos para producir el ruido deseado 

como mencionan Sukumaran y Thiyagarajan28. Los voltajes eran muestreados y asignándos 

un número en una computadora para luego ligarlos a notas a largo de dos octavas de escala 

musical emparejando los voltajes más altos con las notas más altas de la escala y los más 

bajos con las notas de frecuencia baja. El resultado se repetía ahora interpretando los 

números producidos como la duración de las notas para, finalmente, convertir estos datos en 

partituras. 
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Figura 32. Transcripciones de a) White music, b) Brown music y c) I/f music32. 

Los resultados volvieron a destacar las diferencias entre cada tipo de ruido usado en la 

generación comentando ellos mismos, Voss y Clarke, que ninguna de las muestras 

correspondía una composición sofisticada de algún tipo específico de música, pero la 

generada a través del ruido 1/f es lo más cercano a la música. De igual manera admitieron 

que hay más en la música que ruido rosa. 

En 1984 Charles Dodges compuso Profile asistido por computadora donde usaba un solo 

algoritmo basado en el trabajo de Mandelbrot para crear la composición entera. También 

hizo uso de un algoritmo de ruido 1/f para generar elementos musicales como la tonalidad, 

duración y volumen4. La composición se puede escuchar a través del siguiente link. 

 

4.2.2 Composiciones con sistemas Lindenmayer 

En la segunda sección del presente trabajo ya se ha explicado qué son los sistemas 

Lindenmayer y su representación visual por medio de gráficos tortuga, de hecho, uno de los 

a) b) 

c) 

https://www.youtube.com/watch?v=UoGFyvAgpPg&ab_channel=CharlesDodge-Topic
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grandes impulsadores de los sistemas L, Prusinkiewicz, demostró en la International 

Computer Music Conference de 1986 cómo la representación de la curva de Hilbert podía 

ser adaptada como una representación musical. 

Usando la tercera iteración de la curva de Hilbert y siguiendo la dirección de la flecha como 

en la figura 33, los segmentos horizontales se interpretan como notas para crear la melodía 

numerados cronológicamente desde la esquina inferior izquierda34. 

Las coordenadas y representan el tono y el largo de cada línea horizontal es proporcional a 

la duración de la nota. 

Prusinkiewicz usó la escala de do mayor para la representación, empezando por do como la 

primera nota. Las líneas cortas se representaron como corcheas y las largas como negras 

como se muestra en la figura 35. Demás configuraciones como los 4/4 o las líneas de compás 

son arbitrarios y no quedan claros en el trabajo de Prusinkiewicz. 

Bien enfatiza Steynberg4 en su trabajo, para generar música Prusinkiewicz siempre leyó de 

izquierda a derecha las curvas y siempre empezaba en horizontal. 

 

Figura 33. Recorrido de la curva de Hilbert33. 
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Figura 34. Descifrado de la curva de Hilbert (Adaptado por Steynberg4 de Prusinkiewicz34). 

 

Figura 35. Transcripción de la tercera iteración de la curva de Hilbert como línea melódica (Adaptado por Steynberg4 

de Prusinkiewicz34). 

Stephanie Mason y Michael Saffle fueron un paso más en los trabajos de Prusinkiewicz 

aplicando rotaciones a la misma curva para crear variaciones de una melodía. Demostraron 

que se puede crear un total de ocho melodías diferentes de una misma curva.  

La curva original se puede leer de adelante para atrás y de atrás hacia adelante, la curva se 

puede rotar de otras tres maneras distintas cada una leyéndose de delante para atrás y al revés 

lo que nos da el total de ocho melodías. 

Para explicar su metodología usaron de ejemplo la curva de Gosper. En el caso de que la 

figura comienza en línea vertical se consideraron todas las notas posibles asignándosele el 

tono correspondiente al comienzo del segmento vertical. 
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Figura 36. Primera iteración de la curva cuadrática de Gosper y sus ocho transcripciones dependiendo de su rotación35. 
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El método también permite composiciones polirrítmicas interpretando dos iteraciones de la 

misma curva simultáneamente. 

 

Figura 37. Producción de contrapunto con la curva cuadrática de Gosper. Dos iteraciones de la curva empezando en las 

direcciones 0.0 (a) y pi/2 (b) se puede leer simultáneamente empezando en sus respectivas coordenadas (0,0) para 

generar un canon de dos partes (c)34. 

De las partituras en los ejemplos mostrados se aprecia un grado de musicalidad y conforme 

se aumentan las iteraciones, las melodías se vuelven más ricas. 

Otros aspectos de los fractales y sistemas L que se puede poner en contexto con la 

composición musical son las propiedades de autosemejanza y escala. 

La primera iteración de la curva de Gosper no es fractal, sin embargo, conforme se van 

realizando más iteraciones, la forma de esa primera iteración está contenida en pequeñas 

copias haciéndola autosemejante y fractal.  

En la figura siguiente se ejemplifica la posibilidad de usar estas propiedades en la música, la 

segunda iteración de la curva se puede interpretar como una melodía, mientras que la primera 

iteración, de mayor tamaño, producirá una melodía autosemejante similar a la primera, pero 

de valores más largos. Este tipo de dinámica ya se ha mencionado en el apartado anterior 

cuando se mencionan los niveles de dificultad de un canon y Brothers27 también discute 

acerca de este escalado de duración. 
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Figura 38. Autosemejanza de mayores iteraciones en la curva de Gosper4. 

Resulta interesante el hecho de que Bach y otros compositores previos ya hicieran uso de 

composiciones retrógradas y que esta metodología también arroje este tipo de 

composiciones. Prusinkiewicz, Mason y Saffle también comentaron que este tipo de curvas 

FASS (space-filling, self-avoiding, simple and self-similar), curvas fractales y cualquier otra 

que contenga ángulos de 90 grados pueden usarse para crear melodías con este método4. 

Para algunos compositores el resultado de usar curvas FASS para generar música, aunque 

interesante, seguía siendo un tanto insípido. Gary Lee Nelson utilizó la cuarta iteración de la 

curva de Hilbert pero la modificó para que en lugar de que la tortuga girase 90º girara 101º, 

creando una versión más puntiaguda de la original y acabando con ese patrón “insípido y 

repetitivo”. De esta manera compuso Summer Song.  

 

Figura 39. Versión distorsionada de la curva de Hilbert por Nelson. 

También usó intervalos de 2 2 3 sobre dos y media octavas, en otras palabras, su “escala” 

consiste en dos intervalos de segunda mayor seguidos de un intervalo de tercera menor. 

 

Figura 40. Escala usada por Nelson para Summer Song. 
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Figura 41. Contorno de los tonos descifrados a partir de la versión distorsionada de la curva de Hilbert. 

Gary Lee Nelson es uno de los pioneros en la música por computadora, Ortiz3 también 

explica el método de composición algorítmica usado para la obra The Vollage of the Golah 

Iota donde utilizando la ecuación logística como origen de una síntesis granular agrupando 

pequeños sonidos para formar estructuras complejas. 

4.2.3 Estructuras autosemejantes 

Tom Johnson define la música autosemejante como “música que de alguna manera se 

contiene a sí misma dentro de sí y es de esta manera en al menos tres niveles diferentes de 

tiempo”36. 

Johnson es un compositor minimalista y describe que las principales influencias dentro de 

sus composiciones autosemejantes fueron las publicaciones de Martin Gardner, el libro de 

Mandelbrot y una reunión que tuvo con David Feldman quien le enseñó los fundamentos 

acerca de teoría de grupos y bucles melódicos autorreplicantes. 

Ya se ha recalcado lo difícil y raro que resulta encontrar autosemejanza verdadera en las 

composiciones y Johnson nos lo vuelve a recalcar. 

En 1983 publica Rational Melodies, las melodías se construyeron usando sistemas racionales 

que seguían reglas rigurosas. Rational Melody VIII es un ejemplo de autosemejanza, 

comienza con los cuatro tonos en blancas (notas de medio tiempo), luego inserta la 

disminución en negras antes de cada una de estas notas, luego la disminución en cocrcheas, 

creando un tercer nivel y, finalmente, la disminución a dieciseisavos35. 

Otra de sus melodías que presentan autosemejanza es dentro del cuarto movimiento de 

Counting Duets (1982). Es una pieza hablada, el primer parlante empieza repitiendo los 

números 1, 2, 3; el segundo parlante repite el patrón al revés, 3, 2, 1. Para que estén en 

unísono, el mismo número se debe decir al mismo tiempo por los parlantes.  Se van 

añadiendo más voces siguiendo la regla de unísono y alternando los patrones. Johnson 

remarca que sólo se escuchan dos tempos al mismo tiempo en lugar de tres, pero que los 

otros niveles continúan claros en el fondo de la memoria del escucha. 

El unísono de la obra crea un efecto de duplicación. A Johnson le gustaba jugar con este 

efecto como en su obra Doublings for Double Bass de 1980, pero en otras lo evitaba 

deliberadamente para crear otros efectos rítmicos y autosemejanzas. 
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Figura 42. Partitura Rational Melody VIII35. 

 

Figura 43. Cuarto movimiento de Counting Duets, Johnson35. 

La simultaneidad es evitada en una textura llamada teselación unidimensional (one-

dimensional tiling). Justamente en este movimiento de su pieza coral sin tono de 2002, 1 2 
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3, emplea el ritmo 1-2-3 en tres compases (24 beats) con ocho voces y una ratio de 

proporciones de 8 : 8 : 4 : 4 : 4 : 4 : 2 : 2. 

 

Figura 44. 1 2 3 Parte I, No. 1 - Johnson35. 

 

4.2.4 Líneas costeras y montañas 

Al comienzo de este trabajo se mencionó la influencia de las líneas costeras en el desarrollo 

de la teoría fractal. Richardson condujo una investigación acerca de estas irregularidades y 

después Mandelbrot expandió en el tema llegando a una paradoja interesante que dice que 

la longitud de una línea costera es infinita. Lo que se conoce como efecto Richardson4. 

Mandelbrot también descubrió que cualquier segmento de línea costera es estadísticamente 

autosemejante y se puede asignar una dimensión fractal que describa su nivel de 

irregularidad y este mismo principio es igualmente aplicable para las montañas y otras 

formas autosemejantes. El trabajo de tanto de Mandelbrot como Richardson tuvo gran 

impacto en geoestadística, física y economía4. 

Las montañas han sido fuete de inspiración tanto para músicos como para poetas y pintores, 

y en el siglo XX no fue la excepción, sin embargo, los compositores de esta etapa usaron un 

acercamiento distinto. 

El mapeado, mapping, en inglés es un proceso en el cual los contornos de cualquier figura 

se transcriben directamente como el contorno para las líneas melódicas en una composición4. 

El compositor brasileño Heitor Villa-Lobos compuso en 1939 New York Skyline al 

superponer la línea de horizonte de Nueva York sobre un papel milimetrado y transliterado 

como notas musicales. Uno año antes Villa-Lobos usó esta misma técnica para su Melodia 

da Montanha, donde se basó en el horizonte de los picos de Serra da Piedade en Belo 
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Horizonte (Minas Gerais) y en su Sexta Sinfonia, de 1944, que porta como subtítulo “bajo la 

línea de las montañas de Brasil”‡ podemos, de igual manera, identificar este proceso37. 

Pese a que las composiciones de Villa-Lobos no son estrictamente fractales, nos sirven como 

ejemplo del concepto de mapeado. 

 

Figura 45. Representación gráfica usada por Villa-Lobos para New York Skyline36. 

En 1981 el compositor Larry Austin escribió Canadian Coastlines: Canonic fractals for 

musicians and computer band. Fue una comisión por parte de la Canadian Broadcast 

Company y es el ejemplo perfecto de música basada en líneas costeras. La composición es 

para ocho instrumentos y cuatro canales de sonidos generados por computadora38. 

En su entrevista con Thomas Clark37, éste le pregunta a Austin cuál proceso, si el de extraer 

patrones fractales de la naturaleza o crearlos matemáticamente, se siente más genuino en 

términos musicales a lo que Austin le contestó: 

“(…) el algoritmo que creé para Canadian Coastlines usa el procedimiento matemáticos 1/f 

para crear fractales, o lo que Mandelbrot nombró música fractal en nuestra 

correspondencia.”37 

Austin usó los datos de fractales naturales como semilla para generar fractales para el tono, 

duración, tasa de eventos, densidad, contornos dinámicos, etc. Incluso remarca que los 

resultados de dichos procesos fractales arroja muchos patrones, algunos muy diferentes de 

su semilla inicial. 

Austin incorporó fractales en otras de sus composiciones como Sonata Concertante y 

Beachcombers en la que utilizó un camino aleatorio autoevitante (parecido a un movimiento 

browniano)4. 

 

 
‡ "sob a linha das montanhas do Brasil”, Kater36 
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Figura 46. Gráfica temporal obtenida del mapa de Canada para Canadian Coastlines de Austin36. 

Curiosamente el uso de camino aleatorios en las composiciones musicales arroja resultados 

parecidos a perfiles fractales de los rascacielos o perfiles montañosos. 

Una investigación por Su y Wu39 en la que estudiaron secuencias de notas musicales de 

piezas como Gavotte por Gossec, Le Cygne por Saint-Saëns y Ave Maria por Bach y 

Gounod, convertidas a caminos aleatorios de una variable, denominado music walks por los 

autores, arrojó que la música comparte propiedades fractales similares a aquellas de un 

movimiento browniano fraccional (fBm). 

 

Figura 47. Secuencia de caminos musicales obtenidos de las partituras de violin de las piezas38. 
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Gary Lee Nelson también experimentó con composiciones inspiradas en montañas, Fractal 

Mountains ganó el primer lugar en la competición internacional de música micro tonal de 

1988. Es una composición electrónica en la que se usó un algoritmo fractal para determinar 

tono, tiempo y amplitud, pero no está inspirada en una cadena montañosa real. 

La composición de Nelson se obtuvo de subdivisiones recursivas, similares a aquellas para 

construir la curva de Koch, para simular un contorno de montañas bidimensional. Los puntos 

de dicha montaña simulada se transcribieron como tono y duración40.    

 

Figura 48. Diferentes subdivisiones para simular el contorno de una montaña para Fractal Mountains39. 

Cada pico en la línea de la montaña representa un tono y la distancia entre puntos 

consecutivos indica la duración de la nota. La escala usada es micro tonal: dividiendo la 

octava en 96 escalones equitativamente temperados4. 

Steynberg4 hace énfasis en lo extraordinario que resulta el que una pieza generada por 

computadora pueda simular la evolución de disonancia y consonancia (tensión y resolución) 

tan presente en la música occidental y que se atribuye a otro de las características de los 

fractales, los atractores extraños. 

Sobre esto Nelson apunta a lo posible que finalmente resulta balancear arte y tecnología 

mientras se persiguen nuestros sueños creativos39.    

4.2.5 Música de inspiración fractal 

Es indudable el impacto que tuvo en la ciencia y su influencia sobre los compositores del 

siglo XX la introducción del concepto fractal, en apartados anteriores ya se han expuesto 

obras directamente relacionadas con los fractales y composiciones algorítmicas, pero hay 

otros compositores que, si bien no hicieron uso de algoritmos exactos, usaron el concepto 

como inspiración. 

György Ligeti fue uno de los artistas que más se interesaron y se inspiraron por la 

complejidad de las imágenes generadas por computadora de los fractales. Conoció a muchos 

de los precursores de la nueva ciencia del caos y la teoría fractal que se estaba gestando en 

los ochenta como Heinz Otto Peitgen, Richard Steinitz, Peter Richter y su amigo y premio 

Nobel Manfred Eigen. 
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 Basado en la autosemejanza y la estructura del copo de Koch, Ligeti compone el estudio 

para piano Désordre. La pieza, además, se basa en las contracciones y reducciones de la 

teoría fractal y teoría del caos. 

Désordre pinta el principio de la teoría del caos, algo que aparentemente es caótico es en 

realidad ordenado, al crear la ilusión de una tercera tonalidad después de un ejercicio 

combinatorio de tonalidades en las que la mano derecha toca sólo las teclas blancas 

(heptatónica) y la izquierda toca solo las teclas negras (pentatónica)4. 

 

Figura 49. Extracto Désordre (1º de los 6 Études pour piano de György Ligeti41). 
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Otra de sus alusiones directas a los fractales es L’escalier du diable. La esclaera del diablo 

está relacionada con el conjunto de Cantor, para su construcción se traza un segmento de 

línea que vaya de (0,0) a (1,1), se localiza su punto medio y se traza un segmento horizontal 

centrado en el punto con longitud de 1/3 de la longitud de la línea original del segmento 

ascendente. Después se conectan los bordes de esta línea con líneas rectas hacia (0,0) y (0,1). 

El proceso se repite iterativamente con cada nuevo segmento de línea ascendente. 

 

Figura 50. Primeras tres iteraciones de la construcción de la Escalera del Diablo (Imagen de dominio público). 

Inspirado por esta función, Ligeti escribió su estudio para piano, aunque en una entrevista 

con el New York Times admitió que no hizo uso de una traducción matemática directa. 

Otro compositor que se vio inspirado por la geometría fractal y su reconsideración radical 

del mundo fue Charles Wuorinen. El compositor mencionaba que las implicaciones para la 

música son obvias y se pueden remontar a Sibelius, Beethoven, Bach y aún más.  

Escribió un ensayo en el que apunta que hay una gran fuerte tendencia por estructuras 

similares en diferentes escalas de tiempo tanto en la música occidental tradicional como en 

la música post-tonal. Continúa describiendo su método de composición al llamó método 

anidado. 

El método tiene muchas semejanzas con aquel de estructuras autosemejantes, primeramente, 

crea un conjunto de notas cuyos intervalos se eligen no solo considerando su adecuación 

armónica sino también que cuando estos intervalos sean interrumpidos temporalmente, 

puedan conducir a un desarrollo significativo en la estructura a gran escala. El siguiente paso 

en su método consistía en variar las duraciones de los intervalos para dividir un intervalo de 

tiempo en secciones cuyas longitudes son proporcionales a los tamaños de los intervalos de 

la sucesión original42. Luego el proceso se repite entre secciones, normalmente en tres 

niveles. Con esto Wuorinen afirmaba que era suficiente para producir intervalos de tiempo 

anidados y autosemejantes para ser usados para definir la estructura de la composición. 

Natural Fantasy y A Winter’s Tale ejemplifican este tipo de composición anidada. 
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Cabe aclarar que el mismo Wuorinen resalta que este método de composición solo sirve 

como preparación para encontrar minucias o estructuras en las que no se había pensado, 

dando libertad a su intuición para asegurarse de que haya coherencia en la macroestructura.  

Por su parte, el compositor Harri Vuori también ha encontrado inspiración fractal en obras 

como Kri (1988) dominada por abundantes timbres y armonías espectrales; en un estilo 

similar, con resonancias, ecos y reflejos, se encuentran S-wüt (1991) y The Mandelbrot 

Echoes (1995)43.  

Vuori hace hincapié en que, aunque en ocasiones aplica fuentes sonidos algo constructivos, 

siempre se mantienen no más que un estímulo inicial y nunca entorpecen su estilo. 

 

Figura 51. Extracto The Mandelbrot Echoes (Mandelbrotin kaiut)44. 

4.3. Producción de música fractal 

Una vez explicadas las metodologías para crear música fractal se procederá a exponer la 

producción de ejemplos de este tipo de composiciones usando distintas metodologías, 

concretamente la producción a derivada de ruido rosa, producción con sistemas L, 

estructuras autosemejantes y una composición de inspiración fractal. 

Para la explicación se describirá la metodología usada y el proceso paso por paso para 

obtener las piezas musicales. 

Los códigos usados y generados se adjuntan completos en los anexos. 

4.3.1 Ruido Rosa 

Extendiendo en la introducción realizada en el apartado 4.2.1, el ruido rosa tiene una 

potencia de densidad espectral (PSD) de S(f) = 1/f, es por ello que a este tipo de ruido 

también se le denomina ruido 1/f. La PSD del ruido rosa se corresponde con una caída de 

aproximadamente de 3.01 dB por octava. 

Para este ejemplo se usó el software Matlab que ya viene provisto con funciones nativas para 

generar señales de ruido, en este caso se usó la función pinknoise(N) que genera un vector 

columna de longitud N. A la función se le pueden pasar más parámetros para crear distintos 
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arreglos de ruido rosa, pero para el uso que concierne a este trabajo con la longitud del vector 

basta.  

Se ha desarrollado el script PinkNoise.m precisamente para generar una pieza a partir de 

ruido rosa.  

 A continuación, se detallan las partes importantes en el script: 

fs = 44.1e3;% frec de muestreo 

  

dur = 30;%en s 

tdur = linspace(0, 1, dur*fs);% vector de tiempo 

  

x = pinknoise(len(tdur)); % ruido rosa para obtener altura de las 

notas 

Vmax = max(abs(x)); 

xDesp = x + Vmax; 

Vmax = max(abs(xDesp)); 

xNorm = xDesp./Vmax; 

xMusic = round(abs(xNorm)*6); 

  

  

tempo = pinknoise(15); % ruido rosa para controlar duración de las 

notas 

tmax = max(abs(tempo)); 

tempoNorm = tempo./tmax; 

tempoMusic = round(abs(tempoNorm.*6)); 

tempoMusic = tempoMusic + 1; 

bpm = 60; 

tsamples = fs/(bpm/60); 

 

Se usa la función pinknoise(N) para generar dos vectores distintos, el primero destinado a 

obtener distintas alturas que nos servirán después para traducirlas a frecuencias, el segundo 

vector se usará para generar valores diferentes de duración de las notas. 

El tratamiento del vector es prácticamente análogo para cada uno, el fin es normalizar el 

vector y una vez que esté en valores de entre 0 y 1 multiplicar por el número de niveles que 

queremos. En el caso de el vector tempoMusic se le suma 1 al final para no tener valores 

igual a cero puesto que no interesa una nota de esa duración. 



72 

 

 

Figura 52. Visualización gráfica de los vectores de Duración y Altura originales y los ya tratados. 

La parte siguiente del script se encarga de generar siete valores para la duración/ritmo de la 

pieza. Se asigna dependiendo del valor del vector, por ejemplo, el valor 1 nos arrojará una 

duración de 1/16 del tempo del bit la composición. 

for i = 1 : length(tempoMusic) 

    switch(tempoMusic(i)) 

        case 1 

            nsamples(i) = 1/16 * tsamples; 

        case 2 

            nsamples(i) = 1/8 * tsamples; 

        case 3 

            nsamples(i) = 1/4 * tsamples; 

        case 4 

            nsamples(i) = 1/2 * tsamples;%nsamples(i) = 1/3 * 

tsamples; 

        case 5 

            nsamples(i) = 1* tsamples; 

        case 6 

            nsamples(i) = 2 * tsamples;%nsamples(i) = 2/3 * 

tsamples; 

        case 7 

            nsamples(i) = 4 * tsamples; 

end 

end 

 

Posteriormente se genera la escala cromática con 30 semitonos usando la fórmula de 

afinación bien temperada: semitonoi = √2𝑖12
 . 

notaBase = 73.416;%D2 

freqs = zeros(1,length(xMusic)); 

semitonos = zeros(1,30); 

for i = 1 : 30 

    semitonos(i) = notaBase*((2^i)^(1/12)); 

end 
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Y una vez teniendo estos semitos al multiplicarlos por la frecuencia de la nota base, en 

nuestro ejemplo 73.416Hz que corresponde a la nota D2 de acuerdo con el siguiente 

esquema: 

 

Figura 53. Esquema altura, frecuencia, nota MIDI. 

Y usando la misma lógica que para el valor de las duraciones, usamos un switch() para 

determinar la escala. 

En este ejemplo usamos el modo griego Mixolidio el cual está formado por T-T-S-T-T-S-T, 

donde T es un tono y S un semitono de distancia respecto a la nota anterior. 

for i = 1: length(xMusic) 

    switch(xMusic(i)) 

        case 0 
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            freqs(i) = notaBase; 

        case 1 

            freqs(i) = semitonos(3); 

        case 2 

            freqs(i) = semitonos(5); 

        case 3 

            freqs(i) = semitonos(7); 

        case 4 

            freqs(i) = semitonos(10); 

        case 5 

            freqs(i) = semitonos(12); 

        case 6 

            freqs(i) = semitonos(14); 

    end 

end 

 

Finalmente se asignan los valores a un vector de salida de manera iterativa usando una 

sinusoidal con definida por los parámetros amplitud (A), velocidad angular ω (w) y duración 

en muestras (t). 

A = 2;%dinamica(cDinamica); 

     w = 2 * pi * freqs(cFreqs); 

     t = linspace(0, 1, nsamples(cSample) + 1); 

     sout(i : i + nsamples(cSample)) = A*cos(w * t); 

 

El vector se exporta a un archivo wav. 

La conversión wav MIDI es un tema complicado y se sigue investigando para tratar de 

obtener un buen algoritmo que sea capaz de convertir un archivo de ondas a una 

representación musical digital abstracta, pero existen complicaciones dentro de la señal de 

onda como contaminación acústica, más instrumentos en la señal, etc. lo que dificulta el 

análisis. El caso de este ejemplo es especial puesto que al ser una señal de tonos puros se 

puede hacer una conversión sin errores significativos. 

Dicha conversión se ha hecho mediante la aplicación de escritorio, AmazingMidi45. Es un 

freeware y su uso es bastante sencillo e intuitivo, basta con agregar un fichero con los tonos 

que se desean extraer, un fichero del cual se hará la transcripción y una ruta para el archivo 

MIDI extraído. 

Nuevamente en este ejemplo con tonos puros resulta sencillo ya que se puede usar el mismo 

fichero como base de tonos y como input. 
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Figura 54. Transcripción de el audio generado en matalab a MIDI con AmazingMIDI. 

Ya que se extrajo el archivo MIDI usamos la interfaz de audio digital Anvil Studio46 para 

poder manipular la pista MIDI y, usando la Vista de Compositor, observar el pentagrama 

con la transcripción. 

 

Figura 55. Vista de compositor con pentagrama Anvil Studio. 

Desde la versión gratuita solo permite exportar un máximo de 30 segundos de la pista. La 

demo exportada, así como los archivos MIDI se encuentran adjuntos al trabajo. 

Para escuchar el resultado dirigirse a el siguiente enlace o dentro de la carpeta el archivo de 

nombre PinkNoise_D2_MixolidianEtude_t20.wav 

  

https://mega.nz/file/kgwwFYxL#EIgDpDxasDwTWuCfiuFXz3EiWH7bI-fclWWm0wCt-GQ
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4.3.2 Sistemas L Musicales 

Al igual que Prusienkewicz, Mason, Saffle y Gary Leen Nelson, se han creado 

composiciones musicales a partir de figuras fractales creadas mediante el uso de sistemas 

Lindenmayer. 

Para este objetivo se usaron dos metodologías, la primera y más directa fue la transcripción 

manual, la segunda fue la creación de un algoritmo para, programáticamente, generar música 

fractal. 

Primeramente, se explicará el método manual, puesto que de esta manera es más sencillo 

vislumbrar de manera clara el procedimiento seguido en el método algorítmico facilitando 

su comprensión. 

4.3.2.1 Método Manual 

La pieza musical creada con este método se inspiró en la primera, segunda y tercera iteración 

del copo de Gosper, presentadas en GeoGebra por Manuel Sada47. 

La escala empleada fue la escala pentatónica menor de fa sostenido, distribuida en 4 octavas 

siendo la menor en F#3. 

 

Figura 56. Distribución de tonos en una escala pentatónica menor. 

Para la transcripción se usó la aplicación Auxy48 para iPad que mediante control MIDI 

permite crear beats y música electrónica mediante secuenciadores. 

La composición cuenta con dos melodías contrapuntísticas guiadas rítmicamente por los 

bajos. 

El tempo se estableció en 80bpm.  

La primera melodía se extrajo de la segunda iteración del copo de Gosper, el primer grado 

de la escala se colocó a la mitad de las alturas de manera que al empezar a recorrer la curva 

desde abajo se comienza en la tercera menor de F#5 y la última altura se corresponde con la 

séptima menor de F#6. 

Las notas se extrajeron de las líneas horizontales y las duraciones para esta melodía se basan 

en la longitud de la diagonal que conecta con la siguiente nota. Las diagonales cortas 

corresponden a corcheas y las largas con notas negras. 
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Figura 57. Diagrama guía para la transcripción de alturas y duraciones para la melodía 1 basado en grados de la 

escala pentatónica menor de fa sostenido. 

A partir de la construcción del diagrama se procedió a realizar la transcripción manual de la 

melodía 1, como se muestra más adelante, el número de notas no era suficiente para abarcar 

la longitud dada por la cantidad de notas extraídas de la tercera iteración de la curva, por ello 

se hicieron dos transcripciones de esta iteración para asignar al mismo instrumento. 

Con base en los estudios de Mason y Saffle, se consideró el inicio de la curva la parte más 

baja de tal manera que la primera transcripción se hizo comenzando “el inicio” de la curva 

(tercer grado de F#5) y la segunda se hizo comenzando desde el final (cuarto grado de F#6). 

 

Figura 58. Primera transcripción de la melodía 1. 

 

Figura 59. Segunda transcripción de la melodía 1. 
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La segunda melodía se extrajo a partir de la tercera iteración del copo de Gosper, la 

transcripción se realizó de manera análoga a como se hizo para la primera con dos ligeros 

cambios. 

Se cambió la nota con la que comienza la melodía, para darle un carácter contrapuntístico el 

primer nivel se estableció en F#4 y no en su tercer grado como en la melodía 1.  

En este caso la cantidad de alturas que genera la curva es superior a la cantidad de grados 

que se establecieron para la composición, por ende, se tuvo que recurrir a un recurso cuasi 

cíclico donde, por motivos estético-musicales, al rebasar el último grado (24va. nota de la 

escala) se regresa a la 16va. nota y no al primer grado de la escala como sería si el recurso 

hubiera sido estrictamente cíclico como se observa en el diagrama. 

 

Figura 60. Diagrama guía para la transcripción de alturas y duraciones para la melodía 2 basado en grados de la 

escala pentatónica menor de fa sostenido. 

Además, la duración de las notas se cambió a semicorcheas para las diagonales cortas y 

corcheas para las diagonales largas. 

 

Figura 61. Extracto transcripción de la melodía 2. 
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Finalmente, los bajos se inspiraron en la segunda iteración del copo de Gosper. Esta iteración 

arroja una variación de tres notas y de nuevo por motivos estético-musicales y evitar una 

disonancia continua durante toda la composición, en lugar de colocar el cuarto grado de la 

escala como correspondería se dispuso del quinto grado. Así se obtiene un arpegio del acorde 

de fa sostenido. 

 

Figura 62. Diagrama guía para la transcripción de alturas y duraciones para los bajos basado en grados de la escala 

pentatónica menor de fa sostenido. 

En este caso sólo hay una duración, puesto que no existen líneas diagonales largas, y como 

los bajos se orientaron como base rítmica se le asignó la duración una nota redonda (cuatro 

tiempos). 

 

Figura 63. Transcripción para los bajos. 

Como se puede apreciar, se añadieron ligeros adornos para no hacer la composición tan 

monótona. 

El resultado completo se puede en el archivo llamado LSys_byHand_Gosper.wav en la 

carpeta adjunta o a través de este enlace. 

4.3.2.2 Método Algorítmico  

En el desarrollo de este método se usó Python como lenguaje de programación y 

específicamente para generar el archivo de audio se usó la librería MIDIUtil49 por sus 

funciones de MidiFile. La librería es totalmente nativa de Python, es orientada a objetos y 

permite crear y escribir archivos MIDI multi-track desde programas Python sin mayores 

inconvenientes. 

https://mega.nz/file/0kgTnSYK#2ByTKVu0m_QwWI5nQYG8Q0A0VMgH1He7Dbg3nMuO1KU
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Para la generación de los sistemas L se usó el código generado por el usuario de Hackaday 

Jana Marie50. Con este programa como base se procedió a hacer las modificaciones 

pertinentes para añadir la funcionalidad de generar música con estos sistemas. 

En términos generales el programa funciona como cualquier otro sistema L, se le especifica 

un set de reglas para la generación a partir de un alfabeto y el ángulo en el que girará la 

tortuga. También incorpora la opción de darle un offset para el ángulo y se puede modificar 

la longitud del trazo. 

En este trabajo se le incorpora la funcionalidad de generar música configurando la nota base 

para la octava más baja, el tempo y la duración de la nota.  

Se optimizó la funcionalidad de estado de ejecución / generación del sistema. El código 

original se imprimía en la terminal el porcentaje de estado en el que se encontraba el 

programa con cada iteración, se mejoró sustituyéndolo por una barra de estado. 

Por último, también se le añadió la funcionalidad de guardar en un archivo de texto sin 

formato la configuración dada para la generación tanto de la imagen final como de la música 

y crea el archivo MIDI con la música generada. 

Este apartado solo se enfocar a en explicar el código para generar la música.  

El algoritmo sigue los mismos pasos que la explicación del método manual. Para las 

siguientes porciones de código hay que tener en cuenta que se está ejecutando tras cada 

acción de la tortuga. 

El código está separado en dos módulos, el primero es la función horzHeight2Tone(). 

'''-----------------Determinar posición para cálculo de altura de notas--

--------------''' 

AlturaNotas = [] 

def horzHeigth2Tone(length,angle,newpos): # Horizontal Length to Tone 

    if angle == 0 or angle == 180 or 360: 

        _, y = newpos 

        _, h = startpos 

        dif = h-y # calculo diferencia de alturas 

        if dif % length == 0: # verificar que es múltiplo de la longitud 

de la línea (step) 

            altura = int(dif/length) 

            noteHeight2MIDI(altura) 

            AlturaNotas.append(altura) # Asignación de alturas 

 

La función recibe como parámetros la longitud de desplazamiento de la tortuga, el ángulo 

con el que giró y la posición final de la tortuga. 

Para asegurarnos de que se toma en cuenta las líneas horizontales se coloca un filtro en el 

que se revisa si el ángulo con el que se realizó el trazo se corresponde con 0º, 180º ó 360º. 
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Después para poder hacer una cuantificación correcta se tiene un filtro para ver si la 

diferencia de alturas entre la posición desde donde comienza el trazo de la tortuga y la 

posición del trazo es un múltiplo de la longitud de desplazamiento de la tortuga. 

Posteriormente se calcula la altura en términos de cuántos pasos ha dado la tortuga en 

vertical, este número de pasos hacia arriba se le pasa como argumento al segundo módulo, 

la función noteHeight2MIDI(). 

'''-----------------Transformar altura de las notas a MIDI---------------

--------------''' 

# create MIDI object 

mf = MIDIFile(1)     # only 1 track 

beatcounter = 0 

 

def noteHeight2MIDI(altura): 

    global beatcounter, mf, tempo, notaBase, duration 

     

    track = 0   # the only track 

    t = 0    # start at the beginning 

    mf.addTrackName(track, t, "Sample Track") 

    mf.addTempo(track, t, tempo) 

    channel = 0 

    volume = 100 

 

    MIDIpitch = [i for i in range(notaBase, (notaBase +36+1))] #Valor 

MIDI de la nota base hasta tres 8vas más altas en ascendencia 

 

    # scCromatica = [] 

    # scCromatica = [notaBase] 

    # for i in range(36): 

    #     semitono = np.power(2, (i)) 

    #     afinacion = np.power(semitono, 1/12) 

    #     scCromatica.append(notaBase * afinacion) 

 

    idxDorico = [2,4,6,9,12+2,12+4,12+6,12+9,24+2,24+4,24+6,24+9] # 

quitar indices de los semitonos que no son de la escala 

    MIDIDorico = MIDIpitch.copy() 

    MIDIDorico = [i for j, i in enumerate(MIDIDorico) if j not in 

idxDorico] 

 

    pitch = MIDIDorico[altura % len(MIDIDorico)] # altura como indice 

circular para los valores MIDI 

    start = beatcounter        # start on beat no. 

    duration = duration               # beats long 

    mf.addNote(track, channel, pitch, start, duration, volume) 

    beatcounter += duration    # siguiente nota empieza cuando termina la 

última 
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Esta función es la encargada de traducir la altura a la que está la tortuga respecto a su origen 

a una nota MIDI. La concatenación de estas notas dará como resultado la composición 

completa. 

Así como en el método manual, se consideraron cuatro octavas sobre la nota base para la 

generación. Se crea la escala cromática usando el número MIDI de la nota base hasta el 

treintaiseisavo semitono. Esta implementación resulta más sencilla usando los números 

MIDI en vez de las frecuencias y el uso de la formula de la afinación temperada. Los números 

MIDI ya tienen una nota asignada y cada número se corresponde con un semitono 

secuencialmente de tal manera que si estamos en un C4 (do) y queremos avanzar 

cromáticamente a D4 (re) hay que avanzar dos semitonos: de C4 a C#4 y de C#4 a D4. En 

números MIDI la secuencia C4, C#4, D4 queda: 60, 61, 62. 

En esta implementación se hace uso de la escala del modo griego dórico a través de los 36 

semitonos como se muestra en la siguiente tabla: 

Modo 

Dorico 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

T S X T X T X T S X T S T 

             

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 

T S X T X T X T S X T S T 

             

24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 

T S X T X T X T S X T S T 

Tabla 5. Distribución del modo dórico a través de 36 semitonos. T representa un tono y S un semitono de distancia 

respecto a la nota anterior. X indica que el semitono se omite. 

De esta forma el vector de la escala MIDIDorico tendrá como índices los grados de la escala 

exactamente igual a como se hizo mediante los diagramas de la transcripción manual donde 

los grados de la escala están representados por número romanos y los valores del vector se 

corresponden a los números MIDI de dichos grados. 

Para asignar las notas solamente se le pasa la altura en número de pasos hacia arriba o abajo 

que dio la tortuga como índice al vector MIDIDorico. Tal como se expuso en la explicación 

de la segunda melodía del método manual aquí también se aplica un método para realizar la 

indexación de manera cíclica usando el remanente entre la altura y la longitud del vector ya 

que el número de pasos que da la tortuga tiende a exceder el tamaño del vector a medida que 

aumentan las iteraciones. 

El algoritmo termina agregando la nota a la pista MIDI con sus correspondientes 

instrucciones de tono, inicio, duración y volumen de la nota. 

A continuación, se muestran dos resultados obtenidos con sus configuraciones, la imagen 

del sistema L generada y extractos de la transcripción.  
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Los resultados se pueden escuchar en la carpeta AutoLsys dentro de la carpeta adjunta o a 

través de este enlace. 

Curva de Koch 

Reglas: 

rules['F'] = 'F+F--F+F' # Koch curve 2 

axiom = 'F' 

angle = 30 

 

Configuración: 

----Turtle----- 

iterations, 7,  

step, 20,  

angleoffset, 90,  

-----Music-----  

tempo, 120,  

notaBase, 40,  

duration, 0.3333333333333333 

 

 

Figura 64. Curva de Koch tras 7 iteraciones rotada 90º. 

 

 

Figura 65. Extractos transcripción Curva de Koch. 

https://mega.nz/folder/otoA3Dyb#suYVyswgn1VlCFmicTUDZA
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Árbol 

Reglas 

rules['F'] = 'a2FF-[c1-F+F+F]+[c1+F-F-F]'  # Tree - colored 

axiom = 'F' 

angle = 23 

 

Configuración 

----Turtle----- 

iterations, 4,  

step, 9,  

angleoffset, 270, 

-----Music----- 

tempo, 100,  

notaBase, 40, 

duration, 0.25 

 

 

Figura 66. Árbol tras 4 iteraciones 

 

 

Figura 67. Extractos transcripción Árbol 
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Curva del Dragon modificada 

Reglas: 

rules['X'] = 'X+YF+'  # Dragon curve modificada 

rules['Y'] = '-FX-Y' 

axiom = 'FX' 

angle = 80 

 

Configuración: 

----Turtle-----  

iterations, 10,  

step, 9,  

angleoffset, 23,  

-----Music----- 

tempo, 100,  

notaBase, 40,  

duration, 0.5 

 

 

Figura 68. Curva del Dragón modificada tras 10 iteraciones rotada 23º (La curva original está en dirección vertical, 

solo para esta visualización se colocó en horizontal). 

 

 

Figura 69. Transcripción de la Curva del Dragón modificada tras 10 iteraciones rotada 23º . 
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4.3.3   Composición Autosemejante 

Inspirada en las estructuras autosemejantes de Tom Johnson, la composición se trata de un 

ejercicio acerca de las divisiones y subdivisiones temporales. 

La pieza de percusiones está realizada también con la app Auxy, cuenta con 6 secciones 

diferentes en donde se ha hecho un juego polirrítmico añadiendo una por una las distintas 

secciones. 

Cada sección se tiene que ligar del mismo modo al que empezó, autorremontarse, para poder 

añadir la siguiente sección. 

Al seguir este patrón de ritmos autorremontantes la composición puede reproducirse de 

inicio a fin empezando por un ritmo básico y terminando con todas las secciones 

polirritmicas o reproducirse desde el final hacia el inicio yendo de más a menos. El título de 

la pieza es Retrorritmo. 

 

Figura 70. Disposición de las secciones de Retrorritmo. 

Como se ve en la distribución de secciones las secciones 1 a 3 cuentan con cuatro compases, 

después las secciones son de seis. Esto se debe a que el nuevo patrón incluido al inicio de la 

sección 4 toma 3 compases remontarse de manera orgánica lo que condiciona a las secciones 

que se añaden después. 
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Las siguientes explicaciones se harán en términos fraccionales que representa la subdivisión 

que se hizo al beat. La composición está en 4/4 y tiene un tempo de 60bpm para que se 

puedan apreciar las subdivisiones.  

La sección 1 es la que marca el primer polirritmo de 3:2 y se divide en dos partes. La parte 

1A empieza con una nota de 1/4 al inicio de cada beat, la parte 1B subdivide el beat en 

tresillos (en tres) y va alternando entre estos tresillos uno sí y uno no con notas de 1/3 de 

duración. 

 

Figura 71. Sección 1A de Retrorritmo. 

 

Figura 72. Sección 1B de Retrorritmo. 
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En la sección 2 también se añaden notas de 1/4 de duración, pero esta vez alternando entre 

cuartos empezando en el segundo del primer compás. 

 

Figura 73. Sección 2 de Retrorritmo. 

En la sección 3 se subdivide en 6 el beat, se añaden notas de 1/6 de duración alternando entre 

sextos. La primera se coloca en el tercer sexto. Es también la única sección no 

autorremontante dada la naturaleza de su comienzo y su distribución, pero sirve para marcar 

una diferencia cada 4 compases de este punto en adelante. 

 

Figura 74.Sección 3 de Retrorritmo. 
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La cuarta sección empieza con notas de 1/8 de duración en el segundo octavo del primer 

compás y se va alternando cada 2/8. A esta sección le toma 3 compases para remontarse por 

lo que se añaden los otros dos para mantener la coherencia. 

 

Figura 75. Sección 4 de Retrorritmo. 

A partir de esta quinta sección no se hacen más subdivisiones del beat, se añaden nuevamente 

notas de 1/8 de beat al cuarto y alternando entre octavos. Dos compases le toman a este ritmo 

para remontarse y en el esquema amplio las secciones 4 y 5 retoman el esquema de 

polirrítmico 2:3 de la primera sección, en términos de patrones autoremontantes. 

 

Figura 76. Sección 5 de Retrorritmo. 



90 

 

La última sección solo es el culmen de o el clímax de todo lo que se venía gestando, añade 

notas de 1/8 del beat sin alternancias. 

 

Figura 77. Figura 70. Sección 6 de Retrorritmo. 

El resultado se puede escuchar en el fichero Autosemejante_Retrorritmo.wav dentro de la 

carpeta adjunta o a través de este enlace. 

  

https://mega.nz/file/U9YwQYCL#ANlbmMhAOVDuwREvjA3ql3sZeTNqY5OvFB42pv_1zlM
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4.3.4 Composición de inspiración fractal 

La última en el orden de las producciones presentadas en este trabajo, pero realmente fue la 

primera en hacerse y me permitiré hablar en primera persona para contar la historia. 

Hace ya algunos años que soy seguidor de Adam Neely en YouTube, su canal originalmente 

empezó con clases dirigidas a bajistas y fue evolucionando hasta lo que es hoy en día. Habla 

de teoría musical, nuevos horizontes en la música y siempre está explorando el significado 

de la música y de ser músico.  

En el 2017 yo seguía religiosamente su canal y recuerdo mucho su video hablando de 

fractales musicales, ahí explica muy, muy grosso modo lo que es un fractal e hizo algo que 

personalmente me impactó mucho; tomó las notas que componen los primeros cuatro 

compases de la canción All Star de Smash Mouth para crear la semilla de su fractal. 

Remontándose a la definición teórica de frecuencia, la medida del número de veces que se 

repite un fenómeno por unidad de tiempo, tomó la semilla fractal como base para la unidad 

de frecuencia y usando las relaciones de frecuencia de la afinación justa cambio frecuencias 

de nota por cuantas veces por segundo se escucha All Star.  

Aplicando el método descrito secuenció nota a nota (frecuencia por frecuencia), nuevamente, 

los cuatro primeros compases de la canción. El resultado es All Star compuesta por miles de 

All Star más pequeños cumpliendo con la recursión y autorreferencia fractal. 

En ese momento me interesé más por la teoría fractal y quedé anonadado por las imágenes 

fractales, no sé cuántos videos de gente haciendo zoom infinitamente en el conjunto de 

Mandelbrot me habré visto. 

Naturalmente cuando vi la propuesta de este trabajo no dudé en tomarla. Acto seguido vi dos 

documentales de Mandelbrot y descubrí la música fractal Wuorinen y Ligeti porque 

justamente sale hablando en uno de los documentales. 

Así es como llegué a la música de inspiración fractal y cuando comencé a leer más acerca 

de los proto-fractales como el triángulo de Sierpinsky me inspiré a crear algo que se 

relacionara con ello. 

Sublimieren nace de la idea de generar algo que representara la simplicidad del triángulo de 

Sierpinsky. Manteniendo dicha simplicidad la composición transcurre solamente con tres 

acordes de séptima (el siete simbolizando perfección) que representan el triángulo.  

 

Figura 78. Triángulo áureo (Imagen: Dominio Público). 
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El primer acorde es más largo que los otros dos y la duración del tercer acorde es menor que 

la del segundo, esto hace referencia al triángulo áureo o “sublime” (sublimieren, en alemán). 

Regresando al Triángulo de Sierpinsky, la pieza tiene tres secciones: Base, puente y un 

pequeño scherzo. 

En términos rítmicos sigue un poco la estructura de un canon con empezando con un bajo, 

medio tiempo después un sintetizador con duración de las notas que van marcando el arpegio 

de los acordes más larga y por último una sección de cuerdas distorsionada que mantiene 

constante cada acorde. La percusión sigue el ritmo del bajo. 

 

Figura 79. Sublimieren en Auxy. 

El tema se puede escuchar en el archivo Fractal_Inspired_Sublimieren.wav dentro de la 

carpeta adjunta o a través del siguiente enlace. 

 

  

https://mega.nz/file/NhIGBTaY#64cbEukMwQoSg_Ar1RLam2opeeljjJ-OOuEZ4CYgHUw
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5. Conclusiones 
A pesar de que las ideas sueltas de lo que hoy conocemos como fractales ya existían 

Mandelbrot se lleva el mérito de haberlas reunido en una sola rama, a él le debemos la 

concepción del término y realmente todo lo que de él se derivó. 

En general no resulta muy complicado comprender intuitivamente el concepto fractal, pero 

se deben establecer claramente las guías para que esta intuición sea la adecuada, en el trabajo 

se presentaron diversos ejercicios y ejemplos para poder relacionar ideas con aplicaciones, 

ya sea a través de imágenes o de sonidos. 

La revisión de la relación entre matemáticas y música arrojó varios ejemplos conocidos, no 

obstante, se introdujeron nuevos conceptos en la aplicación de fórmulas, algoritmos y otros 

artificios matemáticos en la composición de música, así como otros ejemplos como la serie 

de Fibonacci que tiene aplicaciones en prácticamente todas las formas de arte o las máquinas 

o juegos para componer música. 

Respecto a la música fractal como tal, es clara la escasez de este tipo de composiciones 

previas al siglo XX, a pesar de ello, sí que se pueden encontrar pasajes, fraseos o momentos 

fractales a lo largo de distintas composiciones, principalmente de música clásica. Esto puede 

derivarse del hecho de que la música occidental estuviera más sistematizada dada su 

conexión con las matemáticas y su formalización como un área de estudio de esta rama 

dentro del quadrivium. 

Igualmente parece ser que el ser humano tiene una predisposición para asimilar más 

fácilmente y concebir como estético aquellos patrones que resultan conocidos o familiares, 

prueba de esto son las distintas grecas en las pirámides mesoamericanas, los motivos 

representando con los que adornaban vasijas los íberos o los patrones polinesios, todos ellos 

usaban figuras repetidas para enmarcar, o representar alguna idea, es por eso que no es raro 

encontrar este tipo de similitudes en la música previa al siglo XX. 

Incluso en piezas como pueden ser una banda sonora de una película encontramos motivos 

repetidos para los temas de los personajes con tal de advertirnos, darnos una pista acerca de 

algo o generar esa expectativa emocional al relacionar lo que se nos presenta en la pantalla 

con lo que escuchamos. 

Muchos estudios derivados del análisis matemático de la música fueron dando con diferentes 

metodologías para analizar patrones fractales en distintos tipos de música lo que también dio 

como resultado metodologías para crear piezas fractales. 

Dichos métodos pueden ser el uso de ruido como el 1/f para traducirlo a notación musical, 

el uso de sistemas L para traducir directamente las distintas instrucciones de la tortuga o la 

intricada forma de una curva autosemejante a música; la iteración de cierto motivo o frase 

musical para crea estructuras musicales autosemejantes. 

De igual manera, la introducción de la geometría fractal sirvió de inspiración para crear 

música con métodos menos técnicos que los mencionados anteriormente, como pudiera ser 
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el mapeo de una línea costera, de una montaña o de una estructura fractal como un contorno 

melódico para una composición o, en su sentido más abstracto, como fuente de inspiración 

y metáforas a las propiedades fractales (autosemejanza y autorreferencia) como en las obras 

de Ligeti o Vuori.  

Queda claro la implicación científica y sociocultura que implicó el surgimiento de la 

geometría fractal, sirviendo como una nueva fuente de inspiración para crear música como 

no se había hecho antes. 

Existe el debate sobre la autoría de estas piezas creadas mediante un algoritmo de si se le 

puede atribuir al creador del algoritmo o al mismo algoritmo. A criterio propio, si un 

compositor crea/hace uso de algún algoritmo para la composición de una pieza musical dicha 

pieza sigue siendo de su autoría, él fue quien tuvo la idea de usar el algoritmo. Las nuevas 

técnicas y tecnologías deben seguir sirviendo como una herramienta para facilitar las cosas. 

En el caso de la música, si ayudan como fuente de inspiración, punto de partida, esqueleto o 

boceto para una composición bienvenidas. No es la primera vez, ni será la última que se usa 

algún mecanismo u objeto ajeno para ayudar a las composiciones, Messiaen trataba de 

transcribir el canto de las aves en sus composiciones, Pablo Cassals tiene una obra basada 

en esta misma idea (El Cant dels Ocells), Saint-Saëns escribió todo un carnaval de animales 

(Le carnaval dels animaux) y muchos otros compositores han admitido haber reciclado 

alguna idea o pasaje en distintas obras. 

En el caso de las producciones propias que además de servir para comprender 

completamente las metodologías de composición de música fractal sí se siente muy artificial 

el caso del uso de ruido rosa, existe un patrón el ejemplo creado que con más desarrollo 

musical podría originar una buena pieza. 

Las composiciones con sistemas L a criterio propio dan mejores resultados que aquellas con 

ruido rosa, pero también ay que indicar que se crearon distintas figuras hasta dar con aquellas 

que resultaban más interesantes. Por otra parte, acerca del código, éste es mejorable, se 

pueden añadir más funcionalidades y modularizar más para dar pie a un programa o incluso 

aplicación. 

Igualmente, el algoritmo de Matlab si se trabajase bien en Python, usando las librerías de 

MIDI, tendría resultados más limpios y realmente automáticos pues se quitaría del paso la 

app de convertir wav a MIDI. 

La metodología de estructuras autosemejantes se puede considerar algorítmica, pero justo 

como Wuorinen indica, hace falta una intuición libre para darle estructura. En este caso se 

tomaron ciertas consideraciones que si se hubiera hecho un algoritmo para generarla el 

resultado no hubiera sido el mismo. 

Justamente, dándole la razón de nuevo a Wuorinen al final del día estas técnicas son una 

preparación, como ya se ha dicho, una herramienta de apoyo. 

A cerca de la composición de inspiración fractal, fue un ejercicio creativo y a pesar de ser 

muy sencillo y minimalista se lograron hacer analogías y añadir simbolismo a ella. 



95 

 

El mundo en el que vivimos siempre estamos tratando de entenderlo o representarlo de 

alguna forma, para ello existen diferentes lenguajes para hacerlo y dos de ellos son las 

matemáticas y la música. Ambas disciplinas han estado ligadas por mucho tiempo y tienen 

sus símiles y correspondencias gracias a Pitágoras, Descartes, Rameau, entre muchos otros. 

Jim Henle afirma que la afinidad que tienen los matemáticos con la música no es porque la 

música sea matemática, sino porque las matemáticas son musicales y, en opinión propia, no 

puede estar más en lo cierto. 
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7. Anexos 
 

PinkNoise.m 

fs = 44.1e3;% frec de muestreo 

  

dur = 30;%en s 

tdur = linspace(0, 1, dur*fs);% vector de tiempo 

  

% x = gpuArray(pinknoise(length(tdur))); 

x = pinknoise(length(tdur));% ruido rosa para obtener altura de las notas 

Vmax = max(abs(x)); 

xDesp = x + Vmax; 

Vmax = max(abs(xDesp)); 

xNorm = xDesp./Vmax; 

xMusic = round(abs(xNorm)*6); 

  

  

tempo = pinknoise(15);% ruido rosa para controlar duración de las notas 

% cn = dsp.ColoredNoise('brown','SamplesPerFrame',160); 

% tempo= cn(); 

tmax = max(abs(tempo)); 

tempoNorm = tempo./tmax; 

tempoMusic = round(abs(tempoNorm.*6)); 

tempoMusic = tempoMusic + 1; 

bpm = 60; 

tsamples = fs/(bpm/60); 

  

% cn = dsp.ColoredNoise('brown','SamplesPerFrame',10); 

% Rdinamica= cn(); 

% dmax = max(abs(tempo)); 

% dinamicaNorm = Rdinamica./dmax; 

% dinamica = round(abs(dinamicaNorm*10)); 

% index = find(dinamica < 5); 

% dinamica(index) = 7; 

  

subplot(2,2,1) 

plot(1:length(tempo),tempo) 

title 'Ruido Rosa para Duración' 

xlabel 'sample' 

ylabel 'tempo' 

  

subplot(2,2,2) 

plot(1:length(tempoMusic),tempoMusic) 

grid; 

title 'Ruido Rosa para Duración Nivelado' 

xlabel 'sample' 

ylabel 'tempo' 

  

subplot(2,2,3) 

plot(1:length(xNorm),xNorm) 

title '1/f para Altura de las Notas' 

xlabel 'sample' 

ylabel 'Altura' 

  

subplot(2,2,4) 

plot(1:length(xMusic),xMusic) 

grid; 
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title '1/f para Altura de las Notas Nivelado' 

xlabel 'sample' 

ylabel 'Altura' 

  

nsamples = zeros(1,length(tempoMusic)); 

for i = 1 : length(tempoMusic) 

    switch(tempoMusic(i)) 

        case 1 

            nsamples(i) = 1/16 * tsamples; 

        case 2 

            nsamples(i) = 1/8 * tsamples; 

        case 3 

            nsamples(i) = 1/4 * tsamples; 

        case 4 

            nsamples(i) = 1/2 * tsamples;%nsamples(i) = 1/3 * tsamples; 

        case 5 

            nsamples(i) = 1* tsamples; 

        case 6 

            nsamples(i) = 2 * tsamples;%nsamples(i) = 2/3 * tsamples; 

        case 7 

            nsamples(i) = 4 * tsamples; 

            %         case 8 

            %             nsamples(i) = 2 * tsamples; 

            %         case 9 

            %             nsamples(i) = 3 * tsamples; 

            %         case 10 

            %             nsamples(i) = 4 * tsamples; 

            %         case 11 

            %             nsamples(i) = 5 * tsamples; 

            %         case 12 

            %             nsamples(i) = 6 * tsamples; 

             

    end 

end 

nsamples = round(nsamples); 

  

% fnota = 261.6;%C4 

notaBase = 73.416;%D2 

%notaBase = 196;%G3 

freqs = zeros(1,length(xMusic)); 

semitonos = zeros(1,30); 

for i = 1 : 30 

    semitonos(i) = notaBase*((2^i)^(1/12)); 

end 

for i = 1: length(xMusic) 

    switch(xMusic(i)) 

        case 0 

            freqs(i) = notaBase; 

        case 1 

            freqs(i) = semitonos(3); 

        case 2 

            freqs(i) = semitonos(5); 

        case 3 

            freqs(i) = semitonos(7); 

        case 4 

            freqs(i) = semitonos(10); 

        case 5 

            freqs(i) = semitonos(12); 

        case 6 

            freqs(i) = semitonos(14); 

    end 
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end 

  

i=1; 

cSample = 1;%contador vector muestras 

cFreqs = 1;%contador vector frecuencias 

cDinamica = 1;%contador vector dinamica 

  

sout = zeros(1,length(tdur)); 

% sout = []; 

while (i <= length(tdur)) 

    if cFreqs > length(freqs) 

        cFreqs = 1; 

    end 

    if cSample > length(nsamples) 

        cSample = 1; 

    end 

    %     if cDinamica > length(dinamica) 

    %         cDinamica = 1; 

    %     end 

    A = 2;%dinamica(cDinamica); 

    w = 2 * pi * freqs(cFreqs); 

    t = linspace(0, 1, nsamples(cSample) + 1); 

    sout(i : i + nsamples(cSample)) = A*cos(w * t); 

     

    i = i + nsamples(cSample); 

    cSample = cSample + 1; 

    cFreqs = cFreqs + 1; 

    %     cDinamica = cDinamica + 1; 

end 

  

%sout = round(sout ./ max(abs(sout))); 

soundsc(sout,fs) 

audiowrite('test7.wav',sout,fs) 
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LSystems4Music.py  

from asyncore import write 

from tkinter import ROUND 

import pygame 

import math 

import tqdm 

import time 

from midiutil.MidiFile import MIDIFile 

import numpy as np 

 

# other = variables 

# F,A = move n forward 

# G = move n forward without drawing a line 

# B = move n backwards 

# - = turn left by angle 

# + = turn right by angle 

# [ = push position and angle 

# ] = pop position and angle 

# a,b,c,d = color 1,2,3,4 

# 1-4 line size (std = 1) 

# 

 

rules = {} 

 

# rules['A'] = '+F-A-F+' # Sierpinsky 

# rules['F'] = '-A+F+A-' 

# axiom = 'A' 

# angle = 60 

 

# rules['F'] = 'F+F-F-F+F' # Koch curve 1 

# axiom = 'F' 

# angle = 60 

 

# rules['F'] = 'F+F--F+F' # Koch curve 2 

# axiom = 'F' 

# angle = 30 

 

rules['X'] = 'X+YF+'  # Dragon curve 

rules['Y'] = '-FX-Y' 

axiom = 'FX' 

angle = 80 

 

# rules['X'] = 'F-[[X]+X]+F[+FX]-X'  # Wheat 

# rules['F'] = 'FF' 

# axiom = 'X' 

# angle = 60 
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# rules['F'] = 'a2FF-[c1-F+F+F]+[c1+F-F-F]'  # Tree - colored 

# axiom = 'F' 

# angle = 23 

 

# rules['X'] = 'F-[[X]-1X]+2F-[+3FX]+1X'  # Wheat 

# rules['F'] = 'X' 

# axiom = 'X' 

# angle = 25 

 

'''-------Config Turtle-------''' 

iterations = 10  # number of iterations 

step = 9  # step size / line length 

angleoffset = 23 

 

'''-------Config Music-------''' 

tempo = 100         # bpm 

notaBase = 40       # E2 (82.407Hz) Octava mas baja en Hz 

duration = 0.5      # bits de duración de la nota 

 

Config = ['\n----Turtle-----\n', 

          '\niterations\n', iterations,  

          '\nstep\n', step,  

          '\nangleoffset\n', angleoffset,  

          '\n-----Music-----\n',  

          '\ntempo\n', tempo,  

          '\nnotaBase\n', notaBase, 

          '\nduration\n', duration, 

          ] 

 

'''-------other parameters-------''' 

size = width, height = 1920, 1080  # display with/height 

 

# startpos = 100, height - 225 

# startpos = 50, height / 2 - 50 

# startpos = width / 2 - 200, height / 2 + 300 

# startpos = width / 2, height / 2 - 800 

startpos = width / 2 + 300, height / 2 - 200 

# startpos = 10,10 

 

color1 = (105, 46, 26)  # brown 1 

color2 = (201, 146, 127)  # brown 2 

color3 = (101, 250, 52)  # green 

color4 = (255, 255, 255)  # white 

 

pygame.init()  # init display 

screen = pygame.display.set_mode(size)  # open screen 



106 

 

 

def applyRule(input): 

    output = "" 

    for rule, result in rules.items():  # applying the rule by checking the 

current char against it 

        if (input == rule): 

            output = result  # Rule 1 

            break 

        else: 

            output = input  # else ( no rule set ) output = the current char 

-> no rule was applied 

    return output 

 

def processString(oldStr): 

    newstr = "" 

    for character in oldStr: 

        newstr = newstr + applyRule(character)  # build the new string 

    return newstr 

 

def createSystem(numIters, axiom): 

    startString = axiom 

    endString = "" 

    for i in range(numIters):  # iterate with appling the rules 

        # print ("Iteration: {0}".format(i)) 

        endString = processString(startString) 

        startString = endString 

    return endString 

 

def polar_to_cart(theta, r, position): 

    x = r * math.cos(math.radians(theta)) 

    y = r * math.sin(math.radians(theta)) 

    return tuple([x + y for x, y in zip((int(x), int(y)), position)]) 

 

# def cart_to_polar((x, y)): 

#     return (math.degrees(math.atan(y / x)), math.sqrt(math.pow(x, 2) + 

math.pow(y, 2))) 

 

'''-----------------Transformar altura de las notas a MIDI------------------

-----------''' 

# create MIDI object 

mf = MIDIFile(1)     # only 1 track 

beatcounter = 0 

 

def noteHeight2MIDI(altura): 
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    global beatcounter, mf, tempo, notaBase, duration 

     

    track = 0   # the only track 

    t = 0    # start at the beginning 

    mf.addTrackName(track, t, "Sample Track") 

    mf.addTempo(track, t, tempo) 

    channel = 0 

    volume = 100 

 

    MIDIpitch = [i for i in range(notaBase, (notaBase+36+1))] #Valor MIDI de 

la nota base hasta tres 8vas más altas en ascendencia 

 

    # scCromatica = [] 

    # scCromatica = [notaBase] 

    # for i in range(36): 

    #     semitono = np.power(2, (i)) 

    #     afinacion = np.power(semitono, 1/12) 

    #     scCromatica.append(notaBase * afinacion) 

 

    idxDorico = [2,4,6,9,12+2,12+4,12+6,12+9,24+2,24+4,24+6,24+9] # quitar 

indices de los semitonos que no son de la escala 

    MIDIDorico = MIDIpitch.copy() 

    MIDIDorico = [i for j, i in enumerate(MIDIDorico) if j not in idxDorico] 

 

    pitch = MIDIDorico[altura % len(MIDIDorico)] # altura como indice 

circular para los valores MIDI 

    start = beatcounter        # start on beat no. 

    duration = duration               # beats long 

    mf.addNote(track, channel, pitch, start, duration, volume) 

    beatcounter += duration    # siguiente nota empieza cuando termina la 

última 

 

 

 

'''-----------------Determinar posición para cálculo de altura de notas-----

-----------''' 

AlturaNotas = [] 

def horzHeigth2Tone(length,angle,newpos): # Horizontal Length to Tone 

    if angle == 0 or angle == 180 or 360: 

        _, y = newpos 

        _, h = startpos 

        dif = h-y # calculo diferencia de alturas 

        if dif % length == 0: # verificar que es múltiplo de la longitud de 

la línea (step) 

            altura = int(dif/length) 

            noteHeight2MIDI(altura) 

            AlturaNotas.append(altura) # Asignación de alturas 
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def drawTree(input, oldpos): 

    angles = [len(input)] 

    a = 0  # angle 

    i = 0  # counter for processcalculation 

    processOld = 0  # old process 

    newpos = oldpos 

    num = []  # stack for the brackets 

    color = (255, 255, 255) 

    linesize = 1 

    #for character in input:  # process for drawing the l-system by writing 

the string to the screen 

    for character in tqdm.tqdm(input): # Moficación para mostrar barra de 

estado en vez de imprimir en cada iteración el porcentaje 

        i += 1  # print process in percent 

        process = i * 100 / len(input) 

         

 

        if not process == processOld: 

            #print (process, "%") 

            processOld = process 

 

        if character == 'A':  # magic happens here 

            newpos = polar_to_cart(a + angleoffset, step, oldpos) 

            horzHeigth2Tone(step,a + angleoffset,newpos) 

            pygame.draw.line(screen, color, oldpos, newpos, linesize) 

            oldpos = newpos 

        elif character == 'F': 

            newpos = polar_to_cart(a + angleoffset, step, oldpos) 

            horzHeigth2Tone(step,a + angleoffset,newpos) 

            pygame.draw.line(screen, color, oldpos, newpos, linesize) 

            oldpos = newpos 

        elif character == 'B': 

            newpos = polar_to_cart(-a + angleoffset, -step, oldpos) 

            horzHeigth2Tone(step,a + angleoffset,newpos) 

            pygame.draw.line(screen, color, oldpos, newpos, linesize) 

            oldpos = newpos 

        elif character == 'G': 

            newpos = polar_to_cart(a + angleoffset, step, oldpos) 

            horzHeigth2Tone(step,a + angleoffset,newpos) 

            oldpos = newpos 

        elif character == 'a': 

            color = color1 

        elif character == 'b': 

            color = color2 

        elif character == 'c': 

            color = color3 

        elif character == 'd': 

            color = color4 

        elif character == '1': 
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            linesize = 1 

        elif character == '2': 

            linesize = 2 

        elif character == '3': 

            linesize = 3 

        elif character == '4': 

            linesize = 4 

        elif character == '+': 

            a += angle 

            angles.append(a) 

        elif character == '-': 

            a -= angle 

            angles.append(a) 

        elif character == '[': 

            num.append((oldpos, a)) 

        elif character == ']': 

            oldpos, a = num.pop() 

     

        if a > 360:  # wrap the angle 

            a = a - 360 

        elif a < 0: 

            a = 360 - abs(a) 

        else: 

            a = a 

 

    return angles 

 

if __name__ == '__main__': 

    # drawTree(createSystem(iterations, axiom), startpos) 

    tree = (createSystem(iterations, axiom)) 

    # print (tree) 

    angles = drawTree(tree, startpos) 

 

    pygame.display.flip() 

    pygame.image.save(screen, "Output\OutputImage.png") 

 

    # escribir el archivo txt en la ruta y con el nombre especificado 

    with open ('Output\Config.txt', 'w') as conf: 

        conf.write(str(Config)) 

 

    # escribir el archivo MIDI en la ruta y con el nombre especificado 

    with open("Output\MIDIoutput.mid", 'wb') as outf: 

        mf.writeFile(outf) 

 

    print ("Finished") 

    while (1): 

        #pass 

        time.sleep(1.5) 

        exit()  # uncommand  
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LSystems.py original (extraído de https://hackaday.io/project/11721-python-l-system) 

import pygame 

import math 

 

# other = variables 

# F,A = move n forward 

# G = move n forward without drawing a line 

# B = move n backwards 

# - = turn left by angle 

# + = turn right by angle 

# [ = push position and angle 

# ] = pop position and angle 

# a,b,c,d = color 1,2,3,4 

# 1-4 line size (std = 1) 

# 

 

rules = {} 

 

# rules['A'] = '+F-A-F+' # Sierpinsky 

# rules['F'] = '-A+F+A-' 

# axiom = 'A' 

# angle = 60 

 

# rules['F'] = 'F+F-F-F+F' # Koch curve 1 

# axiom = 'F' 

# angle = 60 

 

# rules['F'] = 'F+F--F+F' # Koch curve 2 

# axiom = 'F' 

# angle = 60 

 

rules['X'] = 'X+YF+'  # Dragon curve 

rules['Y'] = '-FX-Y' 

axiom = 'FX' 

angle = 90 

 

# rules['X'] = 'F-[[X]+X]+F[+FX]-X'  # Wheat 

# rules['F'] = 'FF' 

# axiom = 'X' 

# angle = 25 

 

# rules['F'] = 'a2FF-[c1-F+F+F]+[c1+F-F-F]'  # Tree - colored 

# axiom = 'F' 

# angle = 23 

 

# rules['X'] = 'F-[[X]-1X]+2F-[+3FX]+1X'  # Wheat 

# rules['F'] = 'X' 

# axiom = 'X' 

https://hackaday.io/project/11721-python-l-system
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# angle = 25 

 

iterations = 13  # number of iterations 

step = 9  # step size / line length 

 

color1 = (105, 46, 26)  # brown 1 

color2 = (201, 146, 127)  # brown 2 

color3 = (101, 250, 52)  # green 

color4 = (255, 255, 255)  # white 

 

angleoffset = 90 

 

size = width, height = 1920, 1080  # display with/height 

pygame.init()  # init display 

screen = pygame.display.set_mode(size)  # open screen 

 

# startpos = 100, height - 225 

# startpos = 50, height / 2 - 50 

startpos = width / 2 - 200, height / 2 +300 

# startpos = 100, height / 2 

# startpos = 10,10 

 

def applyRule(input): 

    output = "" 

    for rule, result in rules.items():  # applying the rule by checking the 

current char against it 

        if (input == rule): 

            output = result  # Rule 1 

            break 

        else: 

            output = input  # else ( no rule set ) output = the current char 

-> no rule was applied 

    return output 

 

def processString(oldStr): 

    newstr = "" 

    for character in oldStr: 

        newstr = newstr + applyRule(character)  # build the new string 

    return newstr 

 

def createSystem(numIters, axiom): 

    startString = axiom 

    endString = "" 

    for i in range(numIters):  # iterate with appling the rules 

        print "Iteration: {0}".format(i) 

        endString = processString(startString) 

        startString = endString 
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    return endString 

 

def polar_to_cart(theta, r, (offx, offy)): 

    x = r * math.cos(math.radians(theta)) 

    y = r * math.sin(math.radians(theta)) 

    return tuple([x + y for x, y in zip((int(x), int(y)), (offx, offy))]) 

 

def cart_to_polar((x, y)): 

    return (math.degrees(math.atan(y / x)), math.sqrt(math.pow(x, 2) + 

math.pow(y, 2))) 

 

def drawTree(input, oldpos): 

    a = 0  # angle 

    i = 0  # counter for processcalculation 

    processOld = 0  # old process 

    newpos = oldpos 

    num = []  # stack for the brackets 

    color = (255, 255, 255) 

    linesize = 1 

    for character in input:  # process for drawing the l-system by writing 

the string to the screen 

 

        i += 1  # print process in percent 

        process = i * 100 / len(input) 

        if not process == processOld: 

            print process, "%" 

            processOld = process 

 

        if character == 'A':  # magic happens here 

            newpos = polar_to_cart(a + angleoffset, step, oldpos) 

            pygame.draw.line(screen, color, oldpos, newpos, linesize) 

            oldpos = newpos 

        elif character == 'F': 

            newpos = polar_to_cart(a + angleoffset, step, oldpos) 

            pygame.draw.line(screen, color, oldpos, newpos, linesize) 

            oldpos = newpos 

        elif character == 'B': 

            newpos = polar_to_cart(-a + angleoffset, -step, oldpos) 

            pygame.draw.line(screen, color, oldpos, newpos, linesize) 

            oldpos = newpos 

        elif character == 'G': 

            newpos = polar_to_cart(a + angleoffset, step, oldpos) 

            oldpos = newpos 

        elif character == 'a': 

            color = color1 

        elif character == 'b': 
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            color = color2 

        elif character == 'c': 

            color = color3 

        elif character == 'd': 

            color = color4 

        elif character == '1': 

            linesize = 1 

        elif character == '2': 

            linesize = 2 

        elif character == '3': 

            linesize = 3 

        elif character == '4': 

            linesize = 4 

        elif character == '+': 

            a += angle 

        elif character == '-': 

            a -= angle 

        elif character == '[': 

            num.append((oldpos, a)) 

        elif character == ']': 

            oldpos, a = num.pop() 

 

""" 

        if a > 360:  # wrap the angle 

            a = a - 360 

        elif a < 0: 

            a = 360 - abs(a) 

        else: 

            a = a 

""" 

 

if __name__ == '__main__': 

    # drawTree(createSystem(iterations, axiom), startpos) 

    tree = (createSystem(iterations, axiom)) 

    print tree 

    drawTree(tree, startpos) 

    pygame.display.flip() 

    pygame.image.save(screen, "screenshot.png") 

    print "Finished" 

    while (1): 

        pass 

        exit()  # uncommand 

 

 

 


