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84. Taller de matematicas. Superficies en 3D

Garcia Monera, Maria

Universitat de Valencia, monera2(@uv.es

RESUMEN

Desde el afio 2011 llevamos a cabo en la Universitat de Valéncia una linea de investigacion dedicada
a la creacion de material manipulativo para el aula de matematicas. A través del estudio de superficies
en geometria nos dimos cuenta que conocer las secciones de una superficie aporta una gran cantidad
de informacion, como conocer curvas especiales o puntos singulares contenidos en la misma. No so6lo
€s0, sino que, en muchos casos, conocer las secciones nos puede ayudar a reproducir y construir el
modelo en 3D. Desde entonces, investigamos de qué manera podemos seccionar una superficie para
que posteriormente esto nos ayude a reproducir un modelo real de la misma y que luego podamos
realizar con estudiantes. Ese mismo afio pusimos en marcha un taller didactico en la facultad de
matematicas de la Universitat de Valéncia en colaboracion con la Unitat de cultura 1 innovacié de
la Universitat de Valéncia enfocado a alumnos de secundaria y bachiller. El principal objetivo del
taller era ayudar a los estudiantes a familiarizarse con la geometria espacial y en particular con las

superficies, muchas de las cuales no conocen por no estar incluidas en el curriculo actual.

PALABRAS CLAVE: geometria, matematicas, superficies, taller.
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1. INTRODUCCION

De todas las asignaturas que se imparten en los colegios e institutos, quiza las matematicas
es una de las que mas aplicaciones tenga nuestro dia a dia. Comprobar el cambio al hacer la compra
o calcular la medida de los ingredientes a la hora de hacer una receta son actos que habitualmente
hacemos y que, quiza sin saberlo, llevan de forma intrinseca el uso de las matematicas. En el caso
de la geometria, su uso también estd totalmente extendido, actividades como colgar un cuadro con
una inclinacion determinada o introducir los elementos en la bolsa de la compra de manera que
aprovechemos al maximo el espacio posible son un claro ejemplo del uso de la geometria en nuestra

vida diaria.

Si bien es cierto que existen una gran cantidad de métodos de ensefianza de las matematicas,
y en particular de la geometria, la mayoria de ellos tienen un nexo comun, el uso de recursos y
materiales manipulativos dentro y fuera del aula. Uno de los primeros sentidos que desarrollamos y
que nos ayuda a conocer nuestro entorno es el tacto. Si nos dicen que el fuego quema, quiza con el
tiempo se nos olvide, pero si en algin momento nos hemos quemado, casi a ciencia cierta es algo
que nunca vamos a olvidar. Por ello no es de extrafiar que el uso de material manipulativo dentro del
proceso ensefianza-aprendizaje del alumno esté totalmente extendido, sobre todo en los primeros

cursos de infantil y primaria.

En particular, con el uso de materiales manipulativos se intenta solventar el problema de las
matematicas, que en algunas ocasiones pueden tener una excesiva abstraccion para los alumnos y que
pueden llegar a ocasionar cierta sensacion de agobio en ellos. Ahora bien, la eleccion del material
debe ser adecuado al nivel y a los contenidos que se estan trabajando, asi como también es importante

saber cuando se va a hacer uso de él.

Existen diferentes formas de clasificar los recursos y materiales. Cascallana (1988) clasifica
los materiales manipulativos en dos tipos, estructurados y no estructurados. Los materiales no
estructurados son aquellos que el alumno puede encontrar en su entorno en el dia a dia y que le pueden
ayudar en su desarrollo cognitivo y en el aprendizaje de las matematicas, mientras que los materiales

estructurados son aquellos disefiados especificamente para la ensefianza de las matematicas.

Aunque el uso de materiales manipulativos, estructurados o no, en los primeros cursos de
infantil y primaria es muy comun y existe una gran cantidad de materiales disefiados especificamente
para la ensefianza de las matematicas (tangram, geoplanos, bloques multibase...) su uso no esta tan
generalizado en la etapa secundaria y el bachillerato. Una de las principales razones por las que
podria ocurrir esto es porque quiza su uso ya no sea tan necesario en el proceso de aprendizaje del
estudiante. Otra de las razones podria ser el curriculum, que en algunos casos es muy extenso y no
permite dedicar tiempo dentro del aula al uso de estos materiales. Para estas etapas existe también

material especifico, como por ejemplo en los prismas, poliedros y algunas superficies especificas,
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como el cono, la esfera y el cilindro para el estudio de areas y volimenes.

El uso de material manipulativo dentro del aula de matematicas en la etapa universitaria es
algo que podria considerarse totalmente obsoleto, aunque es cierto que la situacion afos atras era
bien diferente. La idea de construir modelos reales de superficies es muy antigua, de hecho, hace
mas de 100 afios ya se construian modelos a mano. La dificultad de los estudiantes a la hora de
imaginarse las superficies o curvas que se estaban explicando en clase cre6 la necesidad de llevar al
aula modelos reales para que los estudiantes entendieran lo que se estaba explicando. A finales del
S.XIX Felix Klein (1849-1925) y Alexander von Brill (1842-1935) desarrollaron una gran cantidad
de modelos geométricos junto a sus estudiantes. Las superficies estaban construidas en diferentes
materiales, como alambre, escayola o papel y les ayudaban a visualizar las superficies que estaban
estudiando. Con el paso del tiempo, y quiza por la aparicion de los ordenadores, el uso de material
manipulativo dentro del aula cayé en desuso y los modelos quedaron relegados a un segundo plano.
Desde entonces, se han desarrollado una gran cantidad de materiales recreativos sobre la construccion
de superficies (Chatani y Nakazawa (1994) y Cundy y Rollett (1951)). A finales del siglo pasado
John Sharp disend una gran variedad de superficies utilizando la misma técnica que tiempo atras
habian usado F. Klein y A. von Brill, Sharp la llamé Sliceform o forma seccionada (Sharp (1995) y
Sharp (2004)). Esta técnica consiste en intersecar la superficie con dos familias de planos paralelos,
dependiendo de como cortes la superficie con estos planos se obtienen diferentes curvas geométricas.
Por ejemplo, si cortamos un cilindro con un plano sin inclinacidn, la curva es una circunferencia, pero
dandole cierta inclinacion al plano obtenemos una elipse. De cada familia de planos obtenemos una
familia de curvas, y usando piezas de papel, cartdon o similares cuyo contorno coincida con cada una

de estas curvas, podemos construir un modelo real de la figura con dos familias de piezas.

Figura 1: Modelo virtual y real de una esfera hecha con circulos usando Sliceforms

A

Los materiales que disenamos estan basados en el trabajo previo de F. Klein, A. von Brill

y J. Sharp, y durante casi 10 afios se han utilizado dentro de un taller didactico organizado en la
Universitat de Valeéncia. El taller esta enfocado a alumnos que actualmente estan cursando los tltimos
cursos de secundaria o bachillerato, pero, adaptando el contenido, también se han realizado talleres
especiales con alumnado universitario. El material utilizado son modelos reales de superficies cuyas
piezas se han obtenido mediante técnicas similares a la desarrollada por J. Sharp (ver Monera y
Monterde (2011), Monera (2013) y Monera (2019)).
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2. OBJETIVOS

Con el estudio de la geometria espacial, los estudiantes tienen su primer contacto en los
ultimos cursos de primaria viendo algunas superficies sencillas, como el cono o la esfera. Mas tarde,
los contenidos se amplian ya en la etapa secundaria, donde los alumnos calculan 4reas y volimenes
de cuerpos geométricos como los prismas, las piramides, etc. Pero no es hasta segundo de bachillerato
cuando se estudia en profundidad la geometria en el espacio con el célculo de ecuaciones de rectas
y planos y sus posiciones relativas. Es por ello que nos planteamos desarrollar un tipo de material
manipulativo que fuera de facil manejo y que los estudiantes de estas ultimas etapas pudieran utilizar

para ampliar o reforzar sus conocimientos sobre la materia. Nuestros principales objetivos fueron dos:

a) Introducir a los alumnos algunas superficies no incluidas en el curriculo oficial, pero de

nivel accesible para ellos.

b) Ensefiarles a los alumnos que las curvas planas que ellos estudian pueden encontrarse
también en el espacio contenidas en superficies, o bien moverse en el espacio generando

algunas superficies particulares, como las de revolucion o las superficies regladas.

3. DESCRIPCION DE LA EXPERIENCIA

El taller didactico tiene una duracion aproximada de 2h y se lleva a cabo en un aula de la
universidad con una cantidad aproximada de 40 estudiantes de secundaria o bachillerato, generalmente.
Previamente a la realizacion del mismo es necesario tener el material preparado que, en nuestro
caso, son tijeras y cartulinas en diferentes colores. Cada modelo de superficie estd construido en dos
colores diferentes, por ello, una vez adquiridas las cartulinas las distribuimos en pares de colores
para imprimir las piezas. El tamafio final de la superficie dependera del tamafio de la cartulina que
vayamos a utilizar, en nuestro caso, utilizamos generalmente cartulinas de tamafio DinA-3 por dos
razones. Por un lado, estas cartulinas se pueden imprimir directamente en el departamento y, por
otro lado, podemos construir los modelos de una altura aproximada de 15cm., un tamafio bastante
aceptable para que luego los alumnos se lo puedan llevar a casa. Ademas, cada familia de piezas se
imprime en una cartulina dinA-3, por lo que al final, el modelo requiere inicamente dos cartulinas de

colores diferentes.

3.1. Importancia de las secciones de una superficie

La primera parte del taller esta dedicada a la importancia del estudio de secciones. Hay
campos donde es de gran importancia esta técnica, como por ejemplo en medicina con los TAC o mas
general en la estereologia, campo interdisciplinario que estudia cuerpos tridimensionales a través de
sus secciones y que nos permite aproximar areas y volimenes de cuerpos tridimensionales. También
es interesante el estudio de secciones en la arquitectura, donde conocer las secciones nos puede

ayudar a construir un edificio.
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Figura 2: Edificio Setas de Sevilla

3.2. Introduccion a las superficies en matematicas

La segunda parte del taller estd dedicada al estudio de las superficies de revolucion.
Comenzamos hablando de las conicas como seccion del cono y posteriormente vemos en el programa
Mathematica© codmo, haciendo girar estas curvas alrededor de un eje en el espacio, las curvas generan
lo que se conoce como superficie de revolucion. Lo mismo ocurre con la recta (generatriz), que
moviéndose en el espacio mientras se apoya en una curva dada (directriz) genera una superficie

reglada. Finalmente, acabamos esta parte del taller viendo en detalle algunas de estas superficies.

Figura 3: La elipse como seccion conica

p =

Una vez los estudiantes se han relacionado con estos nuevos conceptos, y después de ver
algunos ejemplos del uso de estas superficies en la vida real, realizamos un Kahoot con preguntas

relaciones con todo lo visto anteriormente.

3.3. Construccion real de los modelos

Finalmente, la tltima parte del taller esta dedicada a la construccion de los modelos. Cada uno
de los modelos esta formado por aproximadamente 18 piezas, por lo que un solo estudiante tardaria
cerca de 2h en recortar todas las piezas. Es por ello que, en la ultima parte del taller, distribuimos a los

alumnos en grupos de 2-3 personas y les hacemos entrega de tijeras y las dos cartulinas necesarias para
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construir el modelo. En esta parte del taller los estudiantes son totalmente autonomos, tinicamente
les damos unas indicaciones previas sobre como tienen que recortar las piezas y luego montar los

modelos.

Figura 4: Alumnos enseflando el modelo 3D recién construido

4. RESULTADOS

Desde la puerta en marcha en el ano 2011, cerca de 3000 estudiantes de diferentes edades
ha acudido a realizar el taller, aumentando cada afio el numero de solicitudes de centros que desean
acudir a la universidad. Sélo el afo pasado se realizaron 12 talleres con un total de 451 estudiantes
asistentes. En el posterior cuestionario entregado a los profesores se obtuvo una valoracion del 91,67%
de satisfaccion. Aunque, a priori, se puede pensar que los contenidos pueden ser algo elevados para
el nivel de los alumnos, con respecto a la adecuacion de los contenidos al nivel de los estudiantes,
los profesores valoraron positivamente con un 83,33%. Con respecto al Kahoot realizado a los
estudiantes al acabar la explicacion oral, la media fue de un 76% de aciertos en las preguntas, lo que

muestra el interés del alumnado a lo largo del taller sobre los modelos explicados.

5. CONCLUSIONES

Si bien es cierto que todo el material utilizado a lo largo del taller esta disponible de manera

gratuita en la web www.uv.es/monera2, los centros siguen mostrando su interés en acudir a la

universidad a realizar el taller, aumentando cada afio el nimero de solicitudes de centros. Esto hace
que el taller contintie formando parte de las actividades de divulgacion de la ciencia que cada afo

oferta la Unitat de Cultura Cientifica i Innovacid de la Universitat de Valéncia.

Por otro lado, los buenos resultados obtenidos tanto en el cuestionario del profesorado, como
en el Kahoot realizado a los estudiantes animan a seguir trabajando en la misma linea, tendiendo

puentes entre la ensefianza no universitaria y la enseflanza superior.
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