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Apéndice A

Inferencia
bayesiana

El razonamiento bayesiano proporciona un enfoque probabilístico a la inferencia.
Está basado en la suposición de que las cantidad de interés son gobernadas por
distribuciones de probabilidad y que se pueden tomar decisiones óptimas razo-
nando sobre estas probabilidades junto con los datos obtenidos. Este enfoque
está siendo utilizado en multitud de campos de investigación, de los que cabe
destacar la robótica móvil y la visión computacional, ambas relacionadas con el
contenido de esta tesis. En este apéndice queremos definir dos de las herramien-
tas utilizadas en el desarrollo de esta tesis: el teorema de Bayes y el principio de
longitud de descripción mínima.

A.1 Teorema de Bayes

A menudo nos surgen problemas en los cuales estamos interesados en determinar
la mejor hipótesis h, dados los datos que hemos observadoD. Una forma más co-
rrecta de expresar esto es decir que buscamos la hipótesis hmás probable, dados
los datos observados D más un conocimiento inicial sobre las probabilidades a
priori de h. El teorema de Bayes nos proporciona un método directo para calcular
estas probabilidades.

El teorema de Bayes se define con la siguiente ecuación:

P(h|D) = P(D|h)P(h)
P(D)

Vamos a comentar el significado de cada término. P(h) es el conocimiento inicial
que tenemos sobre que la hipótesis h sea la correcta. Se le suele denominar la
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146 Apéndice A. Inferencia bayesiana

probabilidad a priori de h. P(D) se define de forma similar, pero esta vez sobre
los datos D. P(D|h) denota la probabilidad de observar los datos D dado que
tenemos la hipótesish. Se le suele denominar verosimilitud. Por último, P(h|D) es
la probabilidad a posteriori que la hipótesish tiene, dados los datos observadosD.
En la mayoría de problemas donde se plantea la inferencia bayesiana, se parte de
un conjunto de hipótesis H y se trata de encontrar la hipótesis más probable h ∈
H. De esta forma, a esta hipótesis más probable se le suele denominar hipótesis
maximum a posteriori o MAP. Utilizando el teorema de Bayes, diremos que hMAP
es una hipótesis MAP de acuerdo a:

hMAP ≡ arg max
h∈H

P(h|D) = arg max
h∈H

P(D|h)P(h)
P(D)

= arg max
h∈H

P(D|h)P(h)

En el último paso hemos eliminado P(D) porque es independiente de h.
En algunos casos todas las probabilidades en H son igualmente probables a

priori (P(hi) = P(hj),∀hi,hj ∈ H). En este caso sólo utilizaríamos el término de
verosimilitud, P(D|h), y podemos simplificar aún más la anterior ecuación:

hML ≡ arg max
h∈H

P(D|h)

donde a la hipótesis hML se le suele nombrar como hipótesis de máxima verosi-
militud (Maximum Likelihood).

Supongamos ahora que debemos elegir entre dos hipótesis, h1 y h2, dados los
datosD. El criterio de elección para responder de forma eficiente sería seleccionar
la hipótesis más probable. Es decir, aplicaríamos lo que se conoce como regla de
decisión:

si P(h1|D) > P(h2|D) elegir h1, sino elegir h2

Si aplicamos la regla de Bayes a cada término nos queda:

P(D|h1)
P(h1)
P(D)

> P(D|h2)
P(h2)
P(D)

P(D|h1)
P(D|h2)︸ ︷︷ ︸

ratio verosimilitud

>
P(h2)
P(h1)︸ ︷︷ ︸

ratio a priori

Aplicando logaritmos a ambas partes nos queda:

ln
P(D|h1)
P(D|h2)

> ln
P(h2)
P(h1)
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En ausencia de información a priori todas las hipótesis son igualmente proba-
bles y el término de la derecha es ln 1 = 0. La regla de decisión en ausencia de
información a priori queda:

si ln
P(D|h1)
P(D|h2)

> 0 elegir h1, sino elegir h2

A.2 Principio de longitud de descripción mínima

El principio de longitud de descripción mínima (minimum descripción length (MDL))
puede ser resumido como “elegir la explicación más corta a los datos observados”.
Esta íntimamente relacionada con el criterio MAP antes comentado, incorporando
conceptos básicos de teoría de la información. Retomando la definición de hMAP :

hMAP = arg max
h∈H

P(D|h)P(h)

y, de forma equivalente, expresando esta ecuación en términos de la maximización
de log2:

hMAP = arg max
h∈H

log2 P(D|h)+ log2 P(h)

o, alternativamente, minimizando el negativo de esta cantidad:

hMAP = arg min
h∈H

− log2 P(D|h)− log2 P(h)

Esta última ecuación puede ser interpretada como que se prefieren hipótesis
cortas. Cada uno de estos términos se puede entender como la longitud de des-
cripción de las distribuciones bajo una codificación óptima. No vamos a entrar en
comentar los términos de teoría de información. El principio MDL recomienda la
elección de las hipótesis que minimizan estas dos longitudes de descripción. Así,
este principio se puede definir como elegir la hipótesis hMDL dada:

hMDL = arg max
h∈H

LC1P(D|h)+ LC2P(h)

siendo LCi la longitud de descripción del mensaje i con respecto a C , que es el
número de bits requeridos para codificar el mensaje i utilizando el código C .
En el caso de que C2 sea la codificación óptima de las hipótesis (h) y C1 sea la
codificación óptima de (D|h), entonces hMDL = hMAP .
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A.3 Hipótesis de máxima verosimilitud y error cuadrá-
tico medio

También vamos a demostrar una equivalencia entre la hipótesis de máxima vero-
similitud y el método que encuentra la hipótesis que minimiza el error cuadrático
medio. Como ya hemos comentado:

hML = arg max
h∈H

P(D|h)

Vamos a asumir que los datos D = (d1, d2, . . . , dm) son independientes dado h, y
así escribir podemos escribir P(D|h) como el producto de los distintos P(di|h):

hML = arg max
h∈H

m∏
i=1

P(di|h)

Suponiendo que las funciones de distribución son normales, con media µ y va-
rianza σ 2, vamos a hacer coincidir la hipótesis h con la media µ. Sustituyendo en
la ecuación anterior tenemos:

hML = arg max
h∈H

m∏
i=1

1√
2πσ 2

e−
1

2σ2 (di−µ)2

Siendo lnP una función monotónica de P , maximizar lnP equivale a maximizar
P , y eliminando la varianza, que no depende de la hipótesis h, nos queda:

hML) = arg max
h∈H

m∑
i=1

− 1
2σ 2

(di − µ)2 = arg min
h∈H

m∑
i=1

(di − µ)2

Esta ecuación muestra que la hipótesis de máxima verosimilitud es la que mini-
miza la suma de los errores cuadráticos entre la hipótesis y los datos, siempre en
los supuestos antes mencionados.



Apéndice B

Búsquedas
dentro de un
rango

U
n problema clásico en geometría computacional es la búsqueda dentro de
un rango. El problema se puede definir de la siguiente manera:

Tenemos un conjunto de puntos en el espacio n-dimensional. Se trata de en-
contrar de forma eficiente el conjunto de puntos cuyas coordenadas se encuentran
situadas dentro de un rango. En el caso de dos dimensiones el rango especificado
podría ser [x1 : x2]× [y1 : y2], indicando que las coordenadas de los puntos que
se devuelven tienen que estar comprendidas entre dichos intervalos.

Se pueden encontrar varias propuestas en la literatura de tipos de datos para
realizar estas búsquedas. En [de Berg et al., 1997] se presentan algunas de las
estructuras de datos más eficientes para realizar estas consultas, de las cuales se
ha seleccionado la que presenta una menor complejidad en el tiempo de consulta.
La estructura seleccionada es el árbol de rango (Range Tree) que es una ampliación
del clásico árbol binario en una dimensión. En la siguiente sección se comenta la
estructura del árbol binario y la forma de interrogar a dicho árbol, analizándose
la complejidad de dicha estructura. En la Sección B.2 se detalla cómo se puede
crear la estructura de árbol de rango y cómo se realiza la consulta de rango a dicha
estructura.
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150 Apéndice B. Búsquedas dentro de un rango

B.1 Búsqueda unidimensional

Una búsqueda en una única dimensión es trivial: ordenamos todos los valores
en un vector y simplemente realizamos una búsqueda lineal viendo qué valores
se encuentran entre el rango especificado. Sin embargo aquí vamos a introducir
una estructura de datos llamada árbol binario y que sirve de base para ampliar a
mayores dimensiones. Cada nodo de este árbol tendrá la siguiente información:
Un valorV , un puntero a un subárbol izquierda L y otro a un subárbol derechaR.
Dado un conjunto de valores ordenados de menor a mayor, la creación del árbol
binario se puede definir de forma recursiva tal como se muestra en la Figura B.1.

Algoritmo de creación de un árbol binario Alg_CAB

Entrada: Lista de valores ordenados L.
Salida: Nodo raíz del árbol creado T .

Si Longitud(L)=1 entonces /*Un único elemento*/
Crear un nuevo nodo N con V = Obtener_Elemento(L) y los punteros de los

subárboles apuntando a un árbol vacío.
sino

Obtener el nodo cuyo valor es el central de la lista de valores (la mediana): vmed
Particionar la lista L en dos sublistas L1 y L2 de tal forma que L1 contiene todos los

elementos menores o iguales a vmed y L2 los estrictamente mayores.
Crear un nuevo nodo N con V = vmed. El puntero izquierdo L apuntará al árbol

devuelto en la llamada a la función Alg_CAB(L1) y el derecho R ídem Alg_CAB(L2).
FinSi
Devolver N.

Figura B.1: Algoritmo de creación de un árbol binario.

Si tenemos los siguientes valores: 3, 5, 10, 15, 16, 20, 22, 23, 30, el resultado
de la creación de este árbol se puede observar en la Figura B.2. Los valores alma-
cenados en los nodos internos permiten guiar la búsqueda hacia los valores en las
hojas. Todos los valores en el subárbol izquierdo de un determinado nodo contie-
nen valores menores o iguales que el valor almacenado en dicho nodo, mientras
que en el subárbol derecho estos valores son mayores.

El método de consulta parte de un determinado rango a buscar [x1 : x2] y
devuelve los puntos del árbol que se encuentran dentro de ese rango. El método se
divide en dos fases: primero encontrar el nodo de partición para, a continuación,
ir explorando a partir de este nodo e ir devolviendo los valores dentro del rango.
Este nodo de partición (vpart) es aquel nodo del árbol cuyo valor es mayor quex1 y
menor que x2, es decir se encuentra dentro del rango a buscar, y que además tiene
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menor profundidad (más próximo a la raíz). En la Figura B.2 se muestra el nodo de
partición para un rango de búsqueda de [4 : 15]. La Figura B.3 muestra el resultado
de buscar un determinado rango en el árbol binario. Primero encontramos el
nodo de partición. Después buscamos por el hijo izquierdo, quedándonos con los
subárboles derechos que se encuentren dentro del rango, mientras que cuando
buscamos por el hijo derecho nos quedamos con los subárboles izquierdos. En la
Figura B.5 se detalla el método de consulta de rango.

La función Devolver_Subárbol() devuelve una lista con todos los puntos que
pertenecen al árbol pasado como parámetro a la función.

La creación de este árbol se puede realizar con una complejidad temporal de
©(n logn) y una espacial de ©(n). En cuanto a la complejidad de la consulta,
siendo k el número de puntos devueltos se tiene una complejidad temporal de
©(k+ logn).

B.2 Árboles de rango

Este tipo de árbol permite obtener, de manera eficiente, los puntos dentro de
un espacio bidimensional cuyas coordenadas se encuentran dentro de un de-
terminado rango. Si P es el conjunto de puntos totales, una consulta de rango
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Figura B.2: Árbol binario creado indicando el nodo de partición.
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x1 x2

Vpart

Figura B.3: Obtención de los puntos dentro de un rango.

([x1 : x2]× [y1 : y2]) en dos dimensiones sobre P devolverá todos aquellos pun-
tos que estén situados dentro del rectángulo definido por el rango de consulta.
Un punto p = (px,py) está situado dentro de dicho rectángulo si se cumple que:

px ∈ [x1 : x2] y py ∈ [y1 : y2]

Una consulta de este tipo se puede dividir en dos subconsultas, una para las
coordenadas x y otra para las y . El árbol de rango es un árbol binario en el cual se
han utilizado las coordenadas x de los puntos para su construcción. La consulta
principal se realiza sobre estas coordenadas. Asociado a cada nodo de este árbol
principal tenemos un árbol binario como el descrito en la anterior sección pero
construido a partir de las coordenadas y de los puntos hijos de este nodo. La
construcción de esta estructura es idéntica a la del árbol binario, excepto que el
primer paso del algoritmo debe ser construir un árbol binario, asociado al nodo
en cuestión, con las coordenadas y de los puntos (ver Figura B.4).

En cuanto a la consulta, el algoritmo también es muy similar al descrito para
consulta en árboles binarios. Se realiza una consulta sobre las coordenadas x del
árbol, y cuando se llamaba a la función Devolver_Subárbol ahora se debe realizar
una consulta al árbol asociado con el rango de las y .

Si tenemos un conjunto P de n puntos, la creación de un árbol de rango se
puede realizar con una complejidad temporal de ©(n logn) y una espacial de
©(n logn). En cuanto a la complejidad de la consulta, siendo k el número de
puntos devueltos se tiene una complejidad temporal de ©(k+ log2n).
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V

{P(V)

Árbol binario
con coordenadas x

{P(V)

Árbol binario
con coordenadas y

Figura B.4: Árbol de rango con el árbol binario asociado.

Algoritmo de consulta en un árbol binario Alg_CoAB

Entrada: Un árbol T y un rango de búsqueda [x1 : x2]
Salida: Lista de puntos del árbol que se encuentran dentro del rango.

Crear una lista vacía Lista
vpart=raíz(T )
xpart=valor(vpart)
mientras vpart no es hoja y (x2 ≤ xpart o x1 > xpart) hacer

Si x2 ≤ xpart entonces
vpart=Hijo_izquierdo(vpart)

sino
vpart=Hijo_derecho(vpart)

FinSi
xpart=valor(vpart)

FinMientras



154 Apéndice B. Búsquedas dentro de un rango

Si vpart es hoja entonces
Si (xpart ≥ x1 y xpart ≤ x2) entonces Insertar xpart en Lista FinSi

sino
/* Primero se sigue el camino de la izquierda */
v = vpart
v=Hijo_izquierdo(v)
mientras v no es hoja hacer

xv=valor(v)
Si x1 ≤ xv entonces

Concatenar (Lista, Devolver_Subárbol(Hijo_derecho(v)))
v=Hijo_izquierdo(v)

sino
v=Hijo_derecho(v)

FinSi
FinMientras
/* El nodo hoja también debe de ser chequeado */
Si (xv ≥ x1 y xv ≤ x2) entonces Insertar xv en Lista FinSi
/* Ahora se continúa por la derecha */
v = vpart
v=Hijo_derecho(v)
mientras v no es hoja hacer

xv=valor(v)
Si x2 ≥ xv entonces

Concatenar (Lista, Devolver_Subárbol(Hijo_izquierdo(v)))
v=Hijo_derecho(v)

sino
v=Hijo_izquierdo(v)

FinSi
FinMientras
/* El nodo hoja también debe de ser chequeado */
Si (xv ≥ x1 y xv ≤ x2) entonces Insertar xv en Lista FinSi

FinSi
Devolver Lista

Figura B.5: Algoritmo de consulta de un árbol binario.



Apéndice C

Extracción de
segmentos rectos

E
n este apéndice vamos a detallar un algoritmo de extracción de segmentos
rectos, a partir de un segmento de forma libre. El algoritmo es el siguien-
te:

Algoritmo de extracción de segmentos rectos Alg_Ext_segmentos

Entrada: Conjunto de segmentos a particionar.
Salida: Conjunto de segmentos particionados.

Para cada segmento del conjunto de entrada hacer
Encontrar un punto de ruptura. Este punto es aquel cuya distancia a la recta definida

por los puntos inicial y final del segmento sea máxima.
Creamos dos segmentos resultado de particionar el segmento original por el punto

de ruptura.
Cada segmento tendrá asociado un valor que viene determinado por el ratio longi-

tud/desviación. Si un segmento es demasiado pequeño, su ratio es cero. Si el valor de un
segmento es el mismo que el segmento que lo originó, no se realiza la partición. En caso
contrario, calculamos recursivamente el valor del segmento.

Para los segmentos finales se ajusta el mejor segmento que pase por todos los pun-
tos, mediante un esquema de mínimos cuadrados.
FinPara

La Figura C.1 muestra un ejemplo de aplicación de este método.
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Figura C.1: Ejemplo de obtención de los segmentos rectos a partir del resultado del agru-
pamiento.
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