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59. Un experimento de enseñanza utilizando un modelo de progresión en 
el aprendizaje de la comparación de razones para la estructuración de la 
mirada profesional
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RESUMEN

La mirada profesional sobre el pensamiento matemático de los alumnos es una competencia a desa-
rrollar en los programas de formación para profesor de matemáticas. Esta competencia implica dar 
sentido a las producciones de los estudiantes desde el punto de vista del aprendizaje matemático; invo-
lucra la identificación de evidencias matemáticas presentes en sus producciones; la interpretación de las 
producciones con elementos teóricos sobre cómo aprenden los estudiantes y la toma de decisiones a partir 
de estas interpretaciones que permitan un progreso en el aprendizaje de los estudiantes. En este trabajo 
abordamos el diseño de materiales docentes que contribuyan a la estructuración de la mirada profe-
sional de los futuros profesores de secundaria en el dominio particular de la comparación de razones. 
Este dominio se engloba dentro del razonamiento proporcional, contenido tanto del currículum de 
primaria como de secundaria y que se ha demostrado (Valverde y Castro, 2012) que los futuros do-
centes no dominan como debieran.

PALABRAS CLAVE: mirada profesional, experimento de enseñanza, futuros profesores de mate-
máticas, comparación de razones.

1. INTRODUCCIÓN
Investigaciones precedentes ligadas al desarrollo profesional del profesor de matemáticas destacan 
la importancia de que los profesores adquieran la competencia docente “mirar profesionalmente” 
las situaciones de enseñanza-aprendizaje para identificar los aspectos relevantes en situaciones de 
enseñanza-aprendizaje, interpretar estos aspectos y tomar decisiones basadas en estas interpretacio-
nes que ayuden a los estudiantes a progresar en el aprendizaje (van Es y Sherin, 2002). En particular, 
poniendo el foco en el pensamiento matemático de los estudiantes y de acuerdo con Jacobs, Lamb 
y Philipp (2010), la competencia docente mirar profesionalmente el pensamiento matemático de los 
estudiantes, se caracteriza mediante tres destrezas: (i) identificar en las respuestas de los estudiantes 
los elementos matemáticos importantes; (ii) interpretar el pensamiento matemático de los estudiantes 
teniendo en cuenta los elementos matemáticos identificados; y (iii) tomar decisiones basadas en dicha 
interpretación que permita el progreso conceptual del estudiante. 

Actualmente, el análisis de la adquisición de esta competencia docente en los programas de for-
mación constituye una importante línea de investigación dentro de la cual se han abordado diferentes 
dominios matemáticos, como son: el reconocimiento de figuras geométricas (Bernabeu, Moreno, y 
Llinares, 2018); el concepto de límite (Fernández, Sánchez-Matamoros, Moreno y Callejo, 2018); 
las fracciones (Ivars, González-Forte, y Fernández, 2017) o el de problemas aritméticos elementales 
(Buforn, Zorrilla y Fernández, 2017). Dentro del dominio de razón y proporción, un aspecto en el que 
ese ha profundizado poco es la comparación de razones. En particular nos centraremos en situaciones 
de comparación numérica con cantidades intensivas. 
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De manera general, en cuanto a la competencia “mirar profesionalmente” el pensamiento mate-
mático de los alumnos, predominan los estudios centrados en el nivel de educación primaria (Krupa, 
Huey, Lesseig, Casey y Monson, 2017), siendo escasos los trabajos que focalizan su atención en la 
adquisición, por parte de los profesores de secundaria de dicha competencia (Nickerson, Lamb, y 
LaRochelle, 2017; Stahnke, Schueler y Roesken-Winter, 2016). Esto puede ser debido a la falta de 
respuestas de estudiantes y la dificultad de encontrar modelos teóricos que ayuden en una progresión 
en su aprendizaje. Nuestro trabajo es una aportación en esta línea, ya que se desarrollará dentro de un 
programa de formación de futuros profesores de secundaria.

De acuerdo con Levin, Hammer y Coffey (2009), proporcionar un modelo teórico que ayude a cen-
trar la mirada en aspectos relevantes del pensamiento matemático de los estudiantes puede favorecer 
la adquisición de la mirada profesional de los futuros docentes. En este sentido, Sztajn, Confrey, Wil-
son y Edgington (2012) consideran que el uso de un modelo teórico puede ayudar a describir el pensa-
miento matemático de los estudiantes dotándolo de significado y a dar respuesta a las actuaciones de 
estos. Por este motivo, para centrar la mirada profesional de los futuros profesores, se aportará como 
guía un documento teórico que presenta información de un modelo de progresión en el aprendizaje 
de la comparación de razones.

Teniendo en cuenta lo expuesto anteriormente, el objetivo de este estudio es diseñar una propuesta 
de aula que contribuya a la estructuración de la mirada profesional de los futuros profesores de se-
cundaria en el dominio particular de la comparación de razones. Como producto de esta propuesta 
se obtendrán una serie de materiales docentes susceptibles de ser incorporados en los programas de 
formación de profesores de matemáticas de secundaria. 

2. MÉTODO 
Dado que nuestro objetivo es diseñar una propuesta de aula, como método se ha usado el diseño de un 
experimento de enseñanza (Design-Based Research). Los experimentos de enseñanza nos brindan un 
escenario donde la práctica de formar profesores y la investigación sobre el aprendizaje del profesor 
se interrelacionan (Llinares, 2014), ya que “el diseño de ambientes de aprendizaje sirve como con-
texto para la investigación y, a su vez, tanto los análisis continuados que se van realizando como el 
análisis retrospectivo de la misma informan sobre el diseño permitiendo su mejora” (Molina, Castro, 
Molina y Castro, 2011, p.76). 

Un experimento de enseñanza está formado por ciclos de investigación, cada uno de los cuales 
contempla tres fases: la preparación, la experimentación y el análisis retrospectivo de los datos (Cobb 
y Gravemeijer, 2008). En la primera fase (la preparación) se diseña y planifica la instrucción donde se 
establecen los objetivos de aprendizaje a alcanzar, se diseñan las tareas que facilitan el logro de los ob-
jetivos y se explicita la trayectoria hipotética de aprendizaje. En la segunda fase (la experimentación) 
se lleva a cabo la implementación donde se ponen en práctica las tareas diseñadas. Y en la tercera fase 
(análisis retrospectivo) se observa y se analiza la experiencia, sustentando este análisis mediante los 
fundamentos teóricos que apoyan la trayectoria hipotética de aprendizaje. Este análisis puede llevar a 
la modificación de las tareas propuestas permitiendo una mejora del entorno de aprendizaje. 

Considerando este método, se obtienen como resultado una serie de tareas con información de 
cómo se han de llevar a cabo y a su vez conocimiento e información de la instrucción que se convierte 
en material docente (Penalva, Roig y del Río, 2009).

A continuación, se describe el experimento de enseñanza formado por un ciclo de investigación. 
Como resultado de este ciclo de investigación se presenta una tarea profesional.
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Primera fase. La preparación
Como objetivo de aprendizaje del experimento se pretende contribuir a la estructuración de la mirada 
profesional en el dominio particular de la comparación de razones. Concretamente, hemos planifica-
do 2 sesiones de 2 horas cada una centradas en la enseñanza-aprendizaje de los problemas de compa-
ración numérica con cantidades intensivas. 

En la primera sesión se introducen los elementos matemáticos presentes en la comparación de 
razones a través de distintos ejemplos y actividades para que se familiaricen con los mismos. La 
comparación de razones involucra el manejo de los diferentes significados de razón y el uso de mé-
todos o estrategias que permitan visualizar las razones del mismo modo para poder compararlas. Así 
los distintos elementos matemáticos aluden a la interpretación o no del descuento como una cantidad 
relativa; el enfoque (escalar o funcional) de la relación multiplicativa empleada (Vergnaud, 1983); los 
razonamientos basados en los esquemas parte-todo o parte-parte (Singer y Resnick, 1992); la relación 
entre cantidades empleada para unificar los referentes (pago/compro; descuento/compro o descuento/
pago) y la técnica de normalización empleada: uso del algoritmo del producto cruzado, estrategia de 
la fracción, cociente, razón unitaria, construcción progresiva y sus métodos asociados para comparar 
razones, como son el método de la unidad y el método del común múltiplo (Cramer y Post, 1993; 
Fernández, 2009; Hoffer, 1988).

Tabla 1. Modelo de progresión en el aprendizaje de la comparación de razones

Nivel 0. Incoherente
En este nivel se incluyen las respuestas imprecisas o no identificadas, es decir, el estudiante no deja suficientes ras-
tros para interpretar su resolución. También se incluyen aquellas respuestas en blanco o con anotaciones inconexas 
que carecen de sentido.

Nivel 1. Respuestas no relativas
En este nivel se incluyen las respuestas de los estudiantes que no relativizan, o bien porque comparan diferencias de 
cantidades absolutas o bien porque se centran en una sólo en una parte de los datos.
Nivel 1. A. Comparan diferencias
Miran las diferencias entre cantidades de la misma variable, por ejemplo, el dinero que me ahorro en cada oferta o al 
hacer toda la compra o en un ítem, estas diferencias son las que compara para dar respuesta a la tarea.
Nivel 1. B. Ignoran parte de la información
Se centran sólo en una variable (como el número de ítems) ignorando el resto de información que aporta el enuncia-
do o en aspectos afectivos o subjetivos para dar respuesta a la tarea.

Nivel 2. Tendencia relativa
En este nivel se incluyen las respuestas de los estudiantes que pese a interpretar el descuento como una cantidad 
relativa, no tienen éxito en su tentativa de comparar cantidades relativas. Tropiezan con dificultades ligadas al referente 
(del descuento o del pago) o a la elección de los ítems y/o precios.
Nivel 2. A. Dificultades con el referente 
Cuando comparan cantidades relativas no se percatan de que la unidad de referencia del descuento es distinta, pierden 
de vista el conjunto total de ítems que intervienen en cada oferta. 
Nivel 2. B. Dificultades en la elección de los ítems y/o precios
Se incluyen aquí las respuestas de los estudiantes para los que, o bien la elección inadecuada del número de ítems o 
bien la unificación de los precios, actúan como condicionantes en la comparación de los descuentos, lo que desvirtúa 
la ventaja de alguna oferta.

Nivel 3. Respuestas relativas
En este nivel los estudiantes interpretan el descuento como una cantidad relativa estableciendo comparaciones relativas 
exitosas.
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Para la segunda sesión se ha diseñado una tarea profesional que consta de nueve respuestas de 
estudiantes a un problema de comparación de razones. Para cada una de estas respuestas los futuros 
profesores tendrán que identificar los elementos matemáticos implicados, interpretar la comprensión 
del alumno y proponer una tarea que le pueda ayudar a avanzar conceptualmente, apoyándose en un 
documento teórico -adaptado de Monje (2017) - que recoge información sobre un modelo de progre-
sión en el aprendizaje de la comparación de razones con referentes distintos (Tabla 1).

Segunda fase. La experimentación
Este experimento de enseñanza se ha impartido en la asignatura Aprendizaje de las Matemáticas 
en Educación Secundaria perteneciente al Máster de Profesorado de Educación Secundaria de la 
Universidad de Alicante en la especialidad de matemáticas. La asignatura está dividida en varios 
módulos de aprendizaje que tienen como objetivo, entre otros, desarrollar la competencia mirar pro-
fesionalmente en los futuros profesores de matemáticas. El experimento se lleva a cabo dentro de uno 
de estos módulos en el que se aborda el razonamiento proporcional. Este módulo consta de 8 sesiones 
de 2 horas cada una. Para la experimentación se emplean las últimas dos sesiones (sesiones 7 y 8) 
centradas en la enseñanza y aprendizaje de los problemas de comparación numérica con cantidades 
intensivas. En las sesiones anteriores, estos futuros profesores trabajan a su vez otros contextos y 
tipos de problemas involucrados en el estudio del razonamiento proporcional.

Los participantes han sido 18 sujetos matriculados en el curso 2017/2018. Entre los sujetos se en-
cuentran matemáticos, ingenieros y economistas. Estos sujetos trabajaban en las sesiones del módulo 
tanto de forma colaborativa, en grupos de 4-5 personas, como también de manera individual discu-
tiendo en gran grupo sus opiniones en el aula. 

Tercera fase. Análisis retrospectivo 
Los datos de este trabajo son las respuestas de los futuros profesores a la tarea profesional plantea-
da en la segunda sesión de la experimentación (sesión 8 del módulo). El análisis de datos sigue un 
procedimiento de carácter inductivo (Strauss y Corbin, 1994), centrando nuestra atención en los ele-
mentos matemáticos identificados por los futuros profesores en las resoluciones de los alumnos; la 
interpretación de las diferentes resoluciones atendiendo a los elementos matemáticos identificados y 
la propuesta de acción basada en dichas interpretaciones. El análisis se ha triangularizado entre varios 
investigadores-profesores de modo que se puedan refinar las discrepancias y permitir el rediseño en 
futuras intervenciones.

3. RESULTADOS
Se presenta como resultado de este ciclo de investigación la tarea profesional diseñada en la segunda 
sesión de la experimentación, correspondiente a la sesión 8 del módulo sobre razonamiento propor-
cional.

La tarea profesional consta de un problema de comparación de razones en un contexto de ofertas 
comerciales (Figura 1), que previamente resolvieron individualmente en clase, y de 9 resoluciones 
de estudiantes a este mismo problema que los futuros profesores debían interpretar con apoyo del 
documento teórico descrito en la Tabla 1. 

El problema utilizado muestra tres ofertas comerciales con los descuentos normalizados de manera 
diferente (una como fracción, otra como porcentaje y otra como razón compuesta) y con distinto re-
ferente en que se debe de determinar qué descuento es mejor. La oferta del “3x2” se diferencia de las 
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otras dos por el referente: por una parte, el referente alude al número ordinal de la unidad a la que se 
aplica el descuento, ya sea la segunda o la tercera botella; por otra parte, el referente está relacionado 
con el número cardinal de botellas: mientras en la primera oferta están involucradas tres botellas en 
las restantes sólo se incluyen dos.

Figura 1. Problema de comparación de razones

Para cada una de las 9 resoluciones, los futuros profesores tenían que responder a las siguientes 
cuestiones en relación a las destrezas de la competencia mirar profesionalmente: 

a) Analiza cada una de las actuaciones de los diferentes estudiantes atendiendo a los niveles del 
documento. Justifica el nivel indicando los conceptos y los elementos matemáticos implicados.

b) Si fueras el profesor de cada uno de estos estudiantes, ante las respuestas no relativas y de ten-
dencia relativa que has considerado, ¿qué tarea/s propondrías para que el estudiante progrese 
en su comprensión? Justifica tu respuesta.

La cuestión planteada en el primer apartado hace referencia a las destrezas de identificar en las 
respuestas de los estudiantes los elementos matemáticos importantes e interpretar el pensamiento ma-
temático de los estudiantes teniendo en cuenta los elementos matemáticos identificados. La cuestión 
planteada en el segundo apartado hace referencia a la destreza de tomar decisiones basadas en dicha 
interpretación que permita el progreso conceptual del alumno.

Las nueve resoluciones de estudiantes hacen alusión a distintos estadios del nivel de comprensión 
señalados del documento teórico: respuestas no relativas, tendencia relativa y respuestas relativas. 
Éstas se organizan aleatoriamente en la tarea profesional. A continuación, mostramos las diferentes 
resoluciones de alumnos que conforman la tarea profesional: 

Cuatro de las resoluciones son respuestas relativas, es decir, el alumno interpreta el descuento 
como una cantidad relativa y presenta comparaciones exitosas con razones (Figura 3). Tres de estas 
respuestas (estudiantes 1, 8 y 9) comparten la naturaleza de la relación multiplicativa empleada al 
usar razones internas (enfoque escalar) y el esquema utilizado es parte-todo. Los estudiantes 1 y 8 uti-
lizan la relación descuento/compro para unificar los referentes y la técnica de normalización emplea-
da para poder comparar las razones es el uso del cociente. El estudiante 9, en cambio, la relación que 
presenta para unificar el referente es pago/compro y emplea la técnica de la fracción para normalizar 
las razones y así poder compararlas. A diferencia de las tres respuestas anteriores, la resolución del 
estudiante 3 utiliza el enfoque funcional al usar razones externas. La relación entre cantidades presen-
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tada es pago/compro y la técnica de normalización empleada o método para comparar estas razones 
es la construcción progresiva, a través de la búsqueda de un múltiplo común de botellas a comprar.

Figura 3: Respuestas relativas

Cuatro resoluciones de la tarea profesional son de tendencia relativa (Figura 4). La característica 
común en estas resoluciones es que, a pesar de interpretar el descuento como una cantidad relativa, no 
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se tiene éxito en su tentativa de comparar cantidades relativas. Una resolución (estudiante 4) presenta 
dificultades con la unidad de referencia del descuento ya que no identifica que la unidad de referen-
cia del descuento es distinta. Las otras tres resoluciones (estudiantes 5, 6 y 7) presentan dificultades 
con la elección de ítems y/o precios, la elección inadecuada de ítems y/o precios en estos casos actúa 
como condicionante en la comparación de los descuentos.

Figura 4: Resoluciones de tendencia relativa
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Por último, se ha utilizado una respuesta no relativa (Figura 5). En esta resolución el estudiante 2 
en cada oferta compara diferencias entre cantidades de la misma variable interpretando el ahorro o 
descuento como una cantidad no relativa. 

Figura 5: Resolución no relativa

4. DISCUSIÓN Y CONCLUSIONES
De acuerdo con Buforn, Zorrilla y Fernández (2017), el uso de tareas profesionales centradas en el 
desarrollo de la mirada profesional constituyen un contexto adecuado para la generación de materia-
les docentes.

El experimento de enseñanza diseñado nos ha permitido la elaboración de materiales docentes den-
tro de un programa de formación para futuros profesores de matemáticas. Así, hemos dado respuesta 
a un reclamo de la comunidad investigadora, que defiende la necesidad de aumentar el número de tra-
bajos que aborden la mirada profesional de los futuros profesores de secundaria, al ser estos escasos 
(Stahnke, Schueler y Roesken-Winter, 2016).

El material docente elaborado está compuesto de un modelo de progresión en el aprendizaje de la 
comparación de razones (documento teórico) y de una tarea profesional donde los futuros profesores 
tienen que interpretar el pensamiento matemático de los estudiantes y proponer decisiones de acción 
que ayuden a los estudiantes para avanzar en su aprendizaje. El hecho de proporcionar a los estudian-
tes la progresión del aprendizaje en forma de documento teórico que les sirva de guía está en coheren-
cia con las afirmaciones de Levin, Hammer y Coffey (2009) y Sztajn, Confrey, Wilson y Edgington 
(2012), que defienden la utilidad de este tipo de recursos al contribuir a formar la mirada profesional 
de los futuros docentes. Por otro lado, la tarea profesional nos permite obtener información de cómo 
se va adquiriendo esta competencia ante diferentes situaciones con las que los profesores pueden 
encontrarse en las aulas. 

Como indica Monje (2017), el uso de las cantidades estableciendo comparaciones no relativas para 
dar respuesta a ciertas situaciones que implican el manejo de razones son tipos de respuestas que los 
futuros profesores pueden encontrarse en las producciones de los estudiantes. Dar respuesta a estas 
producciones es una de las competencias que el futuro profesor debiera desarrollar para dar solución 
en el aula. Este trabajo es un aporte en esta línea, ya que con el uso de la tarea profesional trabajamos 
la competencia mirar profesionalmente el pensamiento de los alumnos en el domino particular de la 
comparación de razones.
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Además, un aspecto fundamental y novedoso de nuestro diseño es haberlo hecho en torno a un 
problema que permite numerosas resoluciones correctas que el futuro profesor debe conocer y domi-
nar y que además produce en los alumnos algunas dificultades con las que los docentes deben estar 
familiarizados para poder guiar a sus discentes para que las superen.

Por tanto, consideramos que este trabajo aporta un material docente que es susceptible de ser lleva-
do a las aulas para contribuir y mejorar la formación tanto inicial como permanente de los profesores 
de matemáticas de secundaria, al contribuir a la formación y adquisición de una de las competencias 
profesionales fundamentales que es necesario promover (van Es y Sherin, 2002): ser capaz de mirar 
profesionalmente diferentes situaciones de aula. 
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