Apéndice B

Algoritmo EM

El algoritmo EM, inicialmente propuesto por Dempster (Dempster, Laird, y Rubin 1977),
presenta un técnica iterativa general para realizar una estimacion de maxima verosimilitud
de parametros de problemas en los que existen ciddims ocultos Presentamos a conti-
nuacion el algoritmo, y un ejemplo de su aplicacion a la resolucion de un problema concreto,
tomando (Mitchel 1997) como referencia.

B.1 Descripcion del algoritmo EM

El algoritmo EM puede aplicarse en muchas situaciones en las que se desea estimar un
conjunto de parametragsque describen una distribucién de probabilidad subyacente, dada
Unicamente una parte observada de los datos completos producidos por la distribucion.
En general, supongamos que en cada realizacion del experimento aleatorio se observa un
parametrq; y existe un parametro oculig. Denotamos entonces pdr= {z1, ..., z,} al
conjunto de datos observadosrmemealizaciones del experimento, pobr= {xi, ..., x,,} al
conjunto de datos no observados y o= Z U X al conjunto completo de datos. Los datos
X pueden considerarse una variable aleatoria cuya distribucién de probabilidad depende de
los parametros a estiméary de los datos observadds De la misma formay es una
variable aleatoria ya que esta definida en términos de la variable ale&totitlamemos
h a la hipétesis actual de los valores de los parameétrgsdenotemos pok’ la hipétesis
revisada que se estima en cada iteracion del algoritmo EM.

El algoritmo EM busca la hipotesis que maximiza la esperan#dln p(Y | k')], siendo
p(Y |9) ladistribucién de probabilidad que defiFigy que depende de los pardmetros desco-
nocidosy. Esta distribucion de probabilidad define la verosimilitud de los datos completos
Y dada una hipotesig de los parametros ocultos. Al maximizar el logaritmo de la distri-
bucién se estd maximizando la verosimilitud. Se introduce el valor esp&ifauip (Y | 7')]
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debido a que el conjunto completo de daXoss una variable aleatoria. Dado que el con-
junto completo de datog contiene datoX no observados, se deben considerar todos los
posibles valores d&, ponderandolos segun su probabilidad. En otras palabras, se calcula el
valor esperad@&|In p(Y | #')] sobre la distribucion de probabilidad que gobierna la variable
aleatoriaY. Esta distribucion esta determinada por los valores obsendduoés por la
distribucion de los valores no observados

En general, se desconoce la distribucioi deorque esta determinada por los parametros
0 que se intenta estimar. Por ello, el algoritmo EM usa la hipétesis dcpeala estimar la
distribucion de¥Y. Se define entonces una funcirii | ") que proporcion&[In p(Y | h')]
como una funcién d&’, bajo la suposicién de q@e= & y dada el conjunto de observaciones
Z del conjunto completo de datds

Q' |h) = Ellnp(Y | ) | h, Z].

EnlafuncionQ (k' | h) se supone que la hipétesiy los datos observadastienen unos
valores fijos y que éstos definen la distribucion de probabilidad de las variables at@ftas
por tanto, sus valores esperados). La distribucion de probabilid&ddééinida porZ y h
es, entonces, la que se utiliza para calcélgn p(Y | #')] para una hipétesis cualquigta
En su forma general, el algoritmo EM repite la siguiente pareja de pasos hasta que converge.

Paso 1: Paso de estimacion (EXalcular Q (4’ | h) utilizando la hipétesis actudd y los
datos observadas para estimar la distribucion de probabilidadide

QW |h) < E[In p(Y | W) | h, Z]. (B.1)

Paso 2: Paso de maximizacién (M$Bustituirk por la hipétesig’ que maximiza la funcion
0

h < arg n;ng(h’ | h). (B.2)

B.2 Aplicacion a la estimacion dek medias

Parailustrar el funcionamiento del algoritmo EM, vamos a utilizarlo para derivar un algoritmo
gue estime las medias de una mezcla dkstribuciones normale® = (w1, ..., uy) €on

igual desviacion tipica, que se supone conocida. Los datos observddes(z;} son los
datos producidos por la distribucién. Los datos no observados

k
X={(x1j5"'7xkj)}’ Xij :(O, 1), le'j =1
i=1



B.2. APLICACION A LA ESTIMACION DE K MEDIAS 153

indican cual de las distribuciones normales se ha utilizado para obtener elzgato
Para aplicar EM primero se necesita derivar una expresi@ndéhn’) para el problema.
Derivemos primero la formulacion de (Y | 2"). Para un Gnico conjunto de datps =

(zj, X1, - .., xz;), laverosimilitud de que estos datos hayan sido obtenidos con una hipétesis
h' = (uy, ..., u) se puede escribir como
1 1 &
N — A N2
p(yjIh) = p(zj, x1j, ..., x5 [ ) = Wexp(—ﬁ ;xﬁ(Z/ - u)9).  (B.3)

Esta expresion proporciona la probabilidad de que el vgldraya sido generado por
la distribucién normal seleccionada por los datos ocultos. La probabilidad para todos las
instanciasn de los datos es

Inpy k) = In]]pQy;In)=
i=j
= Y Inp(y;|h) =
j=1
= i(ln — —iix“(z—u’-)z) (B.4)
j=1 2r02  20° i=1 " l

Por ultimo, se debe calcular el valor esperado de esta expregidri Irk’) sobre toda la
distribucion de probabilidad que gobieriiao, de forma equivalente, sobre la distribucién
de los datos ocultos dg, x;;. Al ser la expresion anterior una expresion linear en funcion
de estos datos, es posible derivar la siguiente expresion

k
1 1 N2

— 255 Y Xz — )]
V2ro?2 20—

EInp(Y |K)] = E[Y (I
j=1

m k
1 1
= Y (In—= - -5 Elx;lz; — u)d (B.5)
Para resumir, la funcié@ (k| 1) del problema de lak medias es

/ . 1 1 . N2
O(h' | h) —;(ln\/ﬁ—ﬁ;ﬂxﬁ](q—m) ), (B.6)
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dondehr’ = (uj, ..., up) y donde los valores esperados de los datos ociélfes] se
calculan a partir de la hipotesis adtyaa los datos observadds. Este valorE[x;;] es
simplemente la probabilidad de que la muestrénaya sido generada por la distribucion
normali

E[-xij] — kP(X:Zj|/-'L=/vLi) —
Yoo P =z = pn)
exp(— 55 (2; — 1i)?
= — 2 - (B.7)
Zn=1 exp(_ﬁ(zj - Mn) )

Esta ecuacion completa el primer paso del algoritmo EM, en el que se define la funcion
0 a partir de los datos ocultos esperados. El segundo paso (maximizaciéon) consiste en
encontrar los valorequy, . .., u;) que maximizan la funcié asi definida. En este caso,

arg n;,aXQ(h’ |h) =

k

i 1 1 L
= arg rg,ax;(ln N ; Elx;1(z; — 1)?) =

k m
— i . )2
= arg rpln;;E[xu](z, ) (B.8)

Esto es, la hip6tesis de maxima verosimilitud es la que minimiza la suma ponderada de
los errores al cuadrado, donde la contribucion de cada instargi@rror que defing! esta
ponderada poE[x;;]. Esta hipotesis se puede calcular de forma analitica con la siguiente

expresiéon

1 m
M HZZE[XU]ZJ'. (89)

j=1



