Capitulo 5

Inferencia de lenguajes

regulares

La probabilidad a priori de que se produz-
ca un acontecimiento particular entre to-
dos los posibles en el universo estd prozi-
ma a cero... Nuestro niumero salio en el
juego de Montecarlo.

Jaques Monod, El azar y la necesidad

En este capitulo, estudiaremos la identificacién de lenguajes regu-
lares estocasticos de cadenas. Como resultado se propondra un con-
junto de algoritmos que comparan de forma sistemadtica los estados
del arbol de prefijos de la muestra. Esta clase de algoritmos permite
identificar en el limite el conjunto de cadenas que forman el lenguaje
y ademads calcular con gran precisiéon sus probabilidades de apariciéon
en el lenguaje. El tiempo necesario para que el algoritmo proporcione
una, hipétesis aumenta sélo linealmente con el tamafnio de la muestra
y, experimentalmente, la implementacién desarrollada se revela como
extraordinariamente rapida con vistas a su posible aplicacion en tareas

de reconocimiento.
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74 Capitulo 5. Inferencia de lenguajes regulares

5.1 Antecedentes

La identificacion de lenguajes estocdsticos de cadenas ha sido trata-
da en numerosa ocasiones anteriormente. Por ejemplo, Maryanski y
Booth (1977) usaron un test del tipo x? para filtrar graméaticas re-
gulares que eran generadas mediante procedimientos heuristicos. Con
este método se obtenian gramdticas razonables, pero sin garantizar la
identificacién en el limite de la gramdtica correcta. Cook, Rosenfel y
Aronson (1976) definieron una funcién de similitud entre gramdticas
estocdsticas basada en la teoria de la informacién para buscar graméti-

cas sencillas que minimicen la distancia a la muestra.

El método de van der Mude y Walker (1978) fusiona variables de
una gramdatica estocastica regular y utiliza criterios bayesianos para
permitir estas fusiones. Los autores no demuestran que su algorit-
mo converja a la gramdatica correcta y ademds su implementacién es

extremadamente lenta como para poder ser aplicada en la practica.

Recientemente, se han utilizado modelos con redes neurales para
identificar lenguajes regulares (Smith & Zipser 1989, Pollack 1991,
Giles 1992, Watrous & Kuhn 1992) y en algunos casos se han aplicado
al caso de muestras estocisticas (Castano, Casacuberta & Vidal 1993).
Sin embargo, estos métodos comparten la desventaja de que requieren

largos tiempos de calculo y con frecuencia muestras muy grandes.

Los modelos ocultos de Markov, esencialmente equivalentes a los
automatas finitos estocdsticos, han sido utilizados también con fre-
cuencia en el tratamiento de lenguajes estocasticos. Su mayor des-
ventaja reside en que es necesario prever de antemano el nimero de
estados del modelo e introducir alguna informacién adicional sobre su
estructura para que el entrenamiento no conduzca a un minimo local.
Un sistema para determinar automaticamente el nimero de estados
del modelo de Markov ha sido desarrollado por Stolcke y Omohundro
(1993). Su método intenta maximizar la probabilidad de la muestra
utilizando a la vez una probabilidad a priori que penaliza los tamafios

grandes del autémata. Tampoco estos procedimientos garantizan la
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convergencia al modelo correcto.

Recientemente, Oncina y Garcia (1992) han propuesto un algo-
ritmo que permite la identificaciéon correcta en el limite de cualquier
lenguaje regular siempre y cuando se disponga de muestras completas.
Ademads, el algoritmo funciona en tiempo polinémico con el tamafo
de la muestra. En la prictica, el tiempo que requiere para produ-
cir su hipétesis crece sélo linealmente con el nimero de ejemplos en
los experimentos. En este capitulo, se siguen las mismas lineas y se
presenta un algoritmo (rlips) que construye el drbol de prefijos de
la muestra y evaliia en cada nodo las probabilidades de transicién de
los arcos que salen de ese nodo. A continuacién, se comparan parejas
de nodos siguiendo un orden bien establecido (bdsicamente el de los
niveles de profundidad en el drbol). Se acepta que dos nodos son equi-
valentes cuando generan —dentro de la incertidumbre estadistica— el
mismo sublenguaje estocastico. El proceso continiia hasta que no es
posible establecer mas equivalencias. Las definiciones necesarias para
este capitulo se encuentran en la seccién 5.2. El algoritmo es descrito
en detalle en la seccién 5.3 y se demuestra que es correcto en la sec-
cién 5.4. Finalmente, los resultados y su discusién son el contenido de

la dltima seccién de este capitulo.

5.2 Formalismo

Sea A un alfabeto finito, A* el monoide libre de cadenas generadas a
partir de A y la operacién de concatenacién y A el elemento neutro
o cadena vacia. Denotaremos la longitud de la cadena w € A* como
lwl.

Dadas z,y € A*, si w = xy entonces escribiremos también y =

Lw. A su vez, la expresién z.A* denotars al conjunto de cadenas

-
que contienen a x como prefijo.
Diremos que z precede a y en orden lezicogrdfico, y lo denotaremos

como z < y, en cualquiera de los siguientes casos:

L |z| < lyl,
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2. |z| = |y| y = precede a y en orden alfabético.

Un lenguaje estocdstico L se define mediante una distribucién de
probabilidad p(w|L) sobre todas las cadenas w de A*. La probabilidad
de un subconjunto de cadenas X C A* viene dada por la suma de las

probabilidades de sus cadenas:

p(X|L) =) p(a|L). (5.1)
zeX
La identidad de dos lenguajes estocéasticos debe ser entendida de la

forma siguiente:
Ly = Lo <:>p(w|L1) = p('w|L2) Yw € A*. (52)

Es decir, para que dos lenguajes estocasticos sean idénticos, deben
ser idénticas las probabilidades asignadas a todas y cada una de las
cadenas.

A continuacién vamos a presentar dos métodos para definir lengua-
jes estocasticos que, aunque distintas, son equivalentes: las gramaticas
regulares estocdsticas y los autématas finitos estocdsticos.

Una gramdtica regular estocdstica (SRG), G = (A,V, S, R, p), cons-
ta de un alfabeto finito A, un conjunto finito de variables V' —una de
las cuales, S, es el llamado simbolo inicial de la gramética—, un con-
junto finito R de reglas de derivacién cuya estructura es una de las

siguientes:
X = aY

X = A
(donde ¢ € A, X,Y € V), y una funcién real p : R — [0,1] que

(5.3)

representa la probabilidad de aplicacién de cada regla. Obviamente,
la suma de las probabilidades de las reglas asociadas a una misma
variable X debe ser igual a 1. La definicién que hemos tomado en (5.3),
aunque aparentemente distinta a la habitualmente usada, como la de
Fu (1982), es totalmente equivalente a ella. Una gramdtica estocastica
G es determinista si por cada X € V y por cada a € A existe como

méximo una variable Y € V tal que p(X — aY’) # 0.
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Toda gramatica estocdstica regular determinista G define un len-
guaje estocastico determinista regular (SDRL) por medio de las pro-
babilidades p(w|Lg) = p(S = w). La probabilidad p(S = w) de
que la gramitica G produzca la cadena w € A* se calcula de forma

recursiva
p(X =) = p(X =)

(5.4)
p(X = aw) = p(X = aY)p(Y = w)

donde Y es la tnica variable que satisface p(X — aY) # 0. Si no
existe tal variable, entonces p(X = aw) = 0.

Un autdmata finito determinista estocdstico (SDFA), se define co-
mo A = (QAwA, 5A,qf‘,p‘4), y consta de:

e un alfabeto finito A;

e un conjunto finito de estados Q4 = {q1,¢2,. .. qn};
e un estado inicial ¢! € Q*;

e una funcién de transicién 64 : Q4 x A — Q4;

e una funcién de probabilidad p# : Q4 x A — [0,1].

La funcién p4 (g:, a) representa la probabilidad de que se genere a partir
del estado g; un simbolo a, produciéndose una transiciéon posterior a

64(gi,a). Se define ademés la funcién p(g;, \) como

pH(a ) =1- ) pha,a) (5.5)
acA
que representa la probabilidad de que la cadena termine en el nodo
¢;- La restriccion de que pA(Qi, A) > 0 debe cumplirse para todos los
automatas que han sido definidos correctamente.
Cada SDFA define un lenguaje regular determinista estocdstico
por medio de las probabilidades p(w|L) = 7 (g7, w), que a su vez se

definen recursivamente como

7rA (q’ta A)
WA(qi, aw) =

A, A)

A(gi, a)m (64 (g, @), w) (56)

p
p
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Si 64(gi, @) no estd definida, entonces 74(6%(g;, a),w) = 0.

Si comparamos las ecuaciones (5.4) y (5.6), observaremos la equiva-
lencia formal entre los autématas finitos estocdsticos y las gramdticas
regulares estocdsticas. En caso de que la SDRG no contenga simbo-
los inttiles (Hopcroft & Ullman 1979), las probabilidades de todas las

cadenas del lenguaje suman uno:

A La) = 3 plulLe) =1 (5.7)

wEA*

Un concepto que utilizaremos con frecuencia en lo que sigue es de
lenguaje cociente z 'L, que es un lenguaje estocastico cuyas probabi-

lidades vienen dadas por:

p(zw|L)

1 _
ploke T8 = e

(5.8)
expresion que puede entenderse como las probabilidades relativas de
las subcadenas que admiten a z como prefijo. Por convencién, cuando
p(zA*|L) = 0, escribiremos que z~ 'L = ) y entonces, p(w|z~'L) = 0.
Nétese que AL = L.

Si L es un lenguaje regular estocdstico determinista, se define el

generador candnico M = (QM, A, M g™, p™) como:

QM = {z7'L#£0:z¢e€ A%}
M(z7'L,a) = (za) 'L

g’ = XL
pM(z7'L,a) = plaA*|z'L)

(5.9)

El autémata M es el SDFA minimo que genera L y su construccién
esta justificada por los siguientes hechos, que permiten generalizar el
teorema de Myhill y Nerode (Hopcroft & Ullman 1979) al caso de los

automatas estocasticos:

1. El autémata M es finito y ademds es mds pequenio que cualquier

otro autémata A = (Q4, A, 64, qf‘,pA) que también genere L. Si
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escribimos ¢, = 6% (gr, ), y aplicamos repetidamente (5.6) a la

definicién (5.8), se llega a que

7TA(qI,.’L"U)) _ ﬂ-A(qwaw) _ A
TAlar, o A7)~ wAgg, Ay T o)

Como el nimero de valores diferentes de g, esta limitado por

p(w|z™'L) = (5.10)

|Q4], esto es, por el tamaifio del autémata A, la expresién ante-
rior demuestra que también estd acotado el ntimero de lenguajes

distintos 'L y, en consecuencia, |QM| < [Q4].
2. La funcién de transicién 6V est4 bien definida, es decir,
' L=y 'L = Mz L, a) = M (y 'L, ). (5.11)
De hecho, para cualquier cadena w € A* y cualquier lenguaje L
plaw|z~1L) p(zaw|L)

plwla™a™'0) = T = oy = pwl(a) D)
(5.12)

y por tanto (za) 'L = a~!(z7'L). Con esto, la relacién (5.11)

es inmediata. Ademds, la expresién (5.12) junto a la definicién

(5.9) nos permiten escribir 6™ (q;, w) = w™!L.

3. El autémata M genera Lj; = L. En realidad, es més sencillo

probar que

Mz 'L, wA*) = p(wA*|z7 L) (5.13)
para todas las cadenas z, w € A*, propiedad que incluye el estado
inicial z = A como caso particular: 7 (¢M, wA*) = p(wA*|L),
por lo que entonces L4 = L. La ecuacién (5.13) se satisface tri-

vialmente para cualquier z si w = A. Siguiendo (5.6), se obtiene
Mz L, awA*) = pM (27 L, a)7™ ((za) 'L, wA*)  (5.14)

Finalmente, mediante un proceso de induccién en w utilizan-

do (5.9), llegamos a que

Mz L, awA*) = p(aA*|z 7 L)p(wA*|(za) " L) = plawA*|L).
(5.15)



80 Capitulo 5. Inferencia de lenguajes regulares

Para identificar el generador canénico utilizaremos algunos conjun-
tos no estocdsticos, como el conjunto de prefijos del lenguaje L que se
define como

Pr(L) ={z € A*: z7'L # 0} (5.16)
y el conjunto de prefijos cortos de L, que se define como:

Sp(L) ={z €Pr(L): s ' L=y 'L =z <y} (5.17)

Debe observarse que z 'L # y~ 'L para cualquier par de cadenas
z,y € Sp(L) distintas (z # y), y por tanto, cada cadena de Sp(L)
puede entenderse como un representante de uno de los estados del ge-
nerador canénico M. Por ello, utilizaremos estos elementos para cons-
truir el generador canénico M, anadiendo las transiciones adecuadas.
Estas transiciones serdn del tipo d(z,a) = za, siempre y cuando za sea
un prefijo corto. En caso contrario, necesitaremos definir la transicién

de otro modo. Por este motivo, definimos el kernel de L
K(L)={A}U{za €Pr(L): z € Sp(L) Aa € A} (5.18)

que estd formado por los prefijos cortos mas los prefijos que se obtienen
de éstos por adicién de un simbolo. Ademads, definimos la frontera de

L como los elementos del kernel que no son prefijos cortos:
F(L) = K(L) — Sp(L) (5.19)

Noétese que el kernel K (L) contiene como méaximo 1+ |M||.A| cadenas
e incluye a Sp(L) como parte propia.

Pretendemos identificar el generador candnico a partir de muestras
aleatorias. Por ello, definimos una muestra estocdstica S del lenguaje
L como una secuencia infinita de cadenas generadas seguin la distri-
bucién de probabilidad p(w|L). Representamos mediante S, la sub-
secuencia de S formada por sus n primeras cadenas, que en general,
no seran todas diferentes. El nimero de veces que aparece la cadena

x en S, se escribird ¢, (z), y para subconjuntos de cadenas X C A*,

cn(X) = enla). (5.20)

z€X
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La subsecuencia S, define un lenguaje estocdstico L,, cuyas probabi-

lidades son
1
p(z|Ln) = ;Cn(m) (5.21)
Por dltimo, el ’arbol generador de prefijos de S, es un SDFA que
genera L,, es decir, asigna a cada cadena la probabilidad observada

experimentalmente de la siguiente forma: T, = (QT, 4,6, ¢}, p?),

con
QT = Pr(L,)
5 (2. a) za siza € Pr(Ly)
T,a) =
0 en caso contrario
g = A
T _ cp(zaA®)
p (z,a0) = @A) (5.22)

Las probabilidades del tipo p” (z, A) pueden calcularse usando la ecua-
ci6én (5.5).

5.3 Algoritmo de inferencia

En este punto, es conveniente destacar algunas diferencias entre el pro-
ceso de identificacién de lenguajes estocasticos y el de no estocasticos.
Las muestras de lenguajes estocdsticos contienen ejemplos repetidos
que aparecen siguiendo una distribucién de probabilidad p(w|L), y la
regularidad estadistica es capaz de compensar la falta de datos negati-
vos. Tal y como demostré Angluin (1988), muchas clases de distribu-
ciones —y en particular los lenguajes regulares estocasticos— pueden
ser identificados en el limite, en el sentido de que todas las cadenas de
probabilidad no nula son aprendidas, con probabilidad uno. Para ello,
es suficiente con seguir un procedimiento enumerativo como el descrito
en la seccién 1.3. Sin embargo, los métodos enumerativos son irrea-
lizables en la practica y es necesario buscar algoritmos que funcionen

en tiempo polinémico.
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Es importante recordar que no se trata tan sélo de aproximarse a la
distribucién de probabilidad correcta. Esto se puede conseguir senci-
llamente utilizando para las probabilidades p(w|L) los valores ¢, (w)/n
observados de la frecuencia relativa de aparicién de la cadena. En la
seccién 3.6, senalamos que la aproximacién de las probabilidades pue-
de conseguir rapidamente valores pequenos de la entropia relativa con
respecto al modelo correcto. De hecho, es sencillo comprobar que de
esta forma la distancia entre la distribucién correcta y la propuesta
disminuye a medida que aumenta n. Sin embargo, por muy grande
que sea n, si el lenguaje contiene un nimero infinito de cadenas con
probabilidad no nula de aparicién, siempre existirdin cadenas que no
estdn en S, lo que provoca un valor grande de la entropia relativa

entre la distribucién ¢, (w)/n y la correcta.

Por ello, lo que buscamos es un procedimiento que permita reducir
el nimero de probabilidades a estimar a un ndmero finito: si iden-
tificamos la estructura del generador canénico M, s6lo es necesario
evaluar las probabilidades de transicién entre sus estados. Como el
nimero de transiciones es finito (como mucho |M]||.A), podremos en-
tonces estimar estas probabilidades a partir de la muestra y obtener
mejores resultados. Esta estimacién puede realizarse mediante el pro-
cedimiento descrito en Wetherell (1980) y justificado en Chaudury &
Rao (1986). Un algoritmo que permite realizar esta tarea de identifi-

cacién de la estructura probabilistica es presentado en esta seccién.
Para ello, vamos a definir la funcién légica equiv, : K(L) X
K (L) — {TRUE, FALSE} de la siguiente forma:

equivy (z,y) = TRUE & 2z 'L = y ' L. (5.23)

La funcién equiv; sélo estd definida en K (L) y nos permite enunciar

el siguiente lema.

Lema 1 Dados Sp(L), F(L) y equiv;, la estructura del generador
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candnico es isomorfa a:

Q@ = Sp(L)
qI1
0(z,a)

(5.24)

donde para cada (z,a) € Sp(L) x A, y es la inica cadena en Sp(L)

tal que equiv, (za,y).

Demostraci’on. Sea @ : Q@ — QM la funcién definida como ®(z) =
z71L. La funcién ® es un isomorfismo si 6 (®(x),a) = ®(6(x, a)), es
decir, si (ra)"'L = §(z,a)"'L. Por tanto, ® es un isomorfismo si y
sélo si d(z,a) es una cadena y € Sp(L) que satisface equiv;(za,y).
Ademds, de acuerdo con la definicién (5.17), y es tnica. Notese
ademds, que z € Sp(L) = za € K(L), por lo que el resultado de
equiv, (za,y) estd bien definido. |

El siguiente lema demuestra que el problema de la inferencia se

puede reducir al de aprender Pr(L) junto a la funcién equiv;.

Lema 2 La estructura del generador canonico de L puede ser obtenida
a partir de equiv; y de cualquier conjunto A C Pr(L) tal que K(L) C
A con el algoritmo de la figura 5.1, que ademds proporciona como

resultado adicional los conjuntos Sp(L) y F(L).

Demostraci’on. Por induccién en el nimero ¢ de iteraciones, se ob-
tiene que Spl! ¢ Sp(L), Flil ¢ F(L) y que Wl ¢ K(L), donde el
superindice denota el resultado después de i iteraciones. Ademds, si
za pertenece a K (L), se puede comprobar por induccién en la longi-
tud de la cadena que za siempre entra a formar parte de Wl para
algiin valor de 4. Siguiendo el lema 1, para cada cadena z € Sp(L),
si za estd también en Sp(L), entonces d(z,a) = za. Por contra, si
za & Sp(L), es decir, za € F(L), entonces existe una tnica y € Sp(L)
tal que equivy (za,y) y 6(z,a) = y. |

En el algoritmo anterior, podemos reemplazar A por Pr(L,) C
Pr(L), dado que este conjunto contiene a K (L) con probabilidad cre-

ciente al aumentar n. Por otro lado, conviene destacar que equiv
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permanece siempre bien definida, porque todas las llamadas a esta
funcién se producen dentro de su dominio K (L). Ademds, y como con-
secuencia de ello, el algoritmo realiza como mucho |K(L)| x |Sp(L)]
llamadas a equiv;. Por tanto, la complejidad global del algoritmo

serd, O(|.A||M|?|) multiplicado por la complejidad de equiv; .

5.4 Convergencia del algoritmo

Para evaluar la relacién de equivalencia z~!L = y 'L, es posible uti-

lizar una variacién de (6.12) que mejora la convergencia:
Ly = Ly & p(aA*|z7'L1) = p(aA*|z 7' Ly) Va € A,z € A*  (5.25)

Teniendo en cuenta (5.9), la relacién anterior significa que para todas

las cadenas z € A* y para todos los simbolos a € AU {\} se satisface
p"((z2)7'L,a) = p"((y2) 7' L, a) (5-26)

En la préctica, no se conoce el lenguaje L y la funcién equiv, (z,v),
definida como 7' L = y~'L, debe ser reemplazada por una funcién ex-
perimental comp,(z,y), que comprueba si z L, coincide con y 1L,,.
Esto es, utilizamos los valores p’ del ’arbol generador de prefijos
en vez de los desconocidos p™ en (5.26). La figura 5.2 muestra una
implementacién de la funcién compy(z,y).

Como S, es un muestra aleatoria, es preciso dar un margen de
confianza a la diferencia entre las probabilidades de las cadenas en
2 'L, y y~'L,, tal y como lo hace la funcién different en compy,
que permite una cierta holgura en los resultados. Existen numerosos
criterios estadisticos (Hoeffding 1963; Feller 1950; Anthony & Biggs
1992) que conducen a diferentes variaciones del algoritmo bésico. En
este trabajo, hemos elegido la cota de Hoeffding (1963) descrita en
la seccién 3.5. Recordemos, que para una variable de Bernoulli con
probabilidad p y frecuencia observada f/n, dado o >0y

1 2
€a(m) =1/ —log o (5.27)
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entonces, con probabilidad mayor que 1 — a,
‘p _L < €q(m) (5.28)
m
De esta relacién se deduce inmediatamente que, dadas dos variables

de Bernoulli con probabilidades p y p’ respectivamente, con probabi-

lidad mayor que (1 — a)?,

‘%—7{1—’, < eq(m) + eq(m’)  si p=1yp
L—L] > calm) +ealm) si p—p| > 2ealm) +ea(m))
(5.29)
Debido a que lim,, ;o0 €q(m) = 0, s6lo una de las dos condiciones

anteriores serd cierta cuando m y m' son lo suficientemente grandes.

Esta comprobacién ha sido implementada a través de la funcién
different (representada en la figura 5.3), que comprueba si p = p
con un nivel de confianza (1 —«)? para valores suficientemente grandes
de mym'.

Debido a que el niimero de llamadas a different crece si el ta-
mano t del ’arbol generador de prefijos aumenta, permitiremos que
el parametro « dependa de t. Incluso en ese caso, €, presenta el limite
correcto para valores grandes de n, pues ¢, muestra una dependencia
logaritmica respecto a «, y el comportamiento final depende modera-
damente del valor exacto de a.

De acuerdo con (5.26), la compatibilidad de dos estados z e y de
Q" debe ser rechazada si existe alguna cadena z € A* tal que las pro-
babilidades de transicién desde zz e yz que han sido estimadas a partir
de la muestra son diferentes segiin different. Demostraremos a con-
tinuacién que compy(x,y), representado en la figura 5.2, devuelve en el
limite de n — oo el mismo valor que equivy (z,y) para todos los pares
de cadenas z,y de K(L) . Por consiguiente, de acuerdo con el lema 2,
la estructura correcta del generador canénico es inferida en el limite

y las probabilidades de transicién p™ (x,a) definidas en (5.9) pueden
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ser evaluadas a partir de S, por medio de los valores experimentales
p?(z,a), definidos por medio de (5.22).

Teorema 3 Sea t = |T,,| el tamanio del ’arbol generador de prefijos
para S, y at) un nivel de significacion tal que lim;_,oo(1 — a(t))? —
1. Entonces, con probabilidad uno, ambas funciones equiv;(z,y) y
compy(z,y) devuelven, excepto para un nimero finito de valores de n,

el mismo valor para todos las cadenas z,y € K(L).

Demostraci’on. Siguiendo (5.26), el bucle sobre z en la funcién comp,
comprueba, para todos los subarboles con raiz en z e y, si las proba-
bilidades de transicién p” (zz,a) y p’ (yz,a) son semejantes. También
compara p’ (zz, ) con p” (zz, ) en cada nodo. Hay como mucho ¢ — 1
arcos mas t nodos en un subarbol y, por tanto, el nimero miximo de
llamadas a different desde comp, es 2¢. Como different trabaja
con un nivel de confianza por encima de (1 — )2, compy(z,y) devol-
verd el mismo resultado que equiv; (z,y) con probabilidad mayor que
(1 —a(t)*. [ ]

Por ejemplo, la condicién (1—a(t))! — 1 se satisface si a(t) decrece
méas rapidamente que 1/t. Una consecuencia inmediata de la demos-
tracién anterior es que la complejidad de compy, estd acotada por |T),| y
por tanto, de acuerdo con la discusién del final de la seccién anterior,
el algoritmo rlips trabaja con complejidad temporal O(|T,||.A||M|?).
Como |T;,| no puede crecer mas rdpidamente que n, el algoritmo es,
en el limite de muestras grandes, lineal con respecto al tamano de la
muestra.

Por otro lado, dado que rlips solamente necesita que compy(z,y)
sea correcta dentro del conjunto finito K (L) x Sp(L), existe un natural

ng tal que si n > ng:
e Pr(L,) C K(L);
e todas las llamadas a comp, devuelven el valor correcto.

En ese punto, rlips encuentra siempre la estructura correcta del ge-

nerador candnico.
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5.5 Numero de ejemplos necesarios para la con-

vergencia

Una cuestién interesante es el nimero de ejemplos que el algoritmo
necesita para inferir correctamente el SDFA. Este niimero depende
extraordinariamente de la estructura detallada del autémata. Sin em-
bargo, es posible establecer una cota valida para cualquier algoritmo
de la clase descrita en este trabajo.

Para cada par de cadenas z1,z2 € Sp(L) tales que z1 # z9, el
ndmero aproximado de ejemplos requeridos para distinguir :vl_lL y
wQ_IL serd una funcién y(z1,z2). Dado que xl_lL # x2_1L, existe una
cadena z € A* y un simbolo a € A, tales que, si denotamos x| = 12

y Th = xoz, entonces:

p" (a1, a) — pM (25, a)| # 0. (5.30)

No cabe esperar que la convergencia se alcance antes de que el error
estadistico devenga menor que la diferencia anterior. Una estimacién
del error cometido, que es independiente del algoritmo particular uti-
lizado, puede obtenerse tomando la suma o; + o9, siendo,

1

O 8 —F/—
V4np(zi A*|L)

donde n es el nimero de ejemplos en la muestra S,.

(5.31)

Por tanto, sélo podemos esperar que la comparacion de 1 y z9 sea

correcta una vez que n > N (z1, T2, 2, a), siendo

N(z1,z2,2,a) = (5.32)

9 2
( 1 ) 1 T 1
pM(z},a)—pM(z},a) 2/p(@, A* L) ' 2/p(zhA*|L)
Podemos tomar 7(z1,72) = min(, ) {N(z1,72,2,a)}, dado que cual-
quier cadena z y cualquier simbolo a son vélidas para establecer que
T1y x2 son incompatibles. La comparacién mds dificil establece una
cota inferior para la dificultad de identificar el generador candnico:

= max {y(z1,22): 71 < 22} (5.33)
z1,22€Sp(L)



88 Capitulo 5. Inferencia de lenguajes regulares

La misma cota I' se obtiene si 1 € Sp(L) y z2 € F(L), pero en es-
te caso es suficiente con comparar zs con todos los prefijos 1 que
preceden a z9, es decir z1 < 29, siendo 2, la tinica cadena en Sp(L)
equivalente a 2. Como ejemplo, para la gramatica de Reber de la figu-
ra 5.4, se obtiene como cota inferior I' ~ 330 (correspondiente al caso
x = BT,y = BTX y z = \), un valor acorde con el comportamiento

observado en la figura 5.5.

5.6 Resultados y discusion

Se ha estudiado el comportamiento del algoritmo para una serie de
gramaticas distintas. Para cada gramaitica, se generaron diferentes
muestras usando el autémata canénico y éstas fueron utilizadas poste-
riormente como entrada para rlips. Por ejemplo, se utilizé la gramati-
ca de Reber (1967) de la figura 5.4 con el objetivo de comparar los
resultados con otros previos en los que redes neurales eran entrenadas
con este lenguaje (Castano, Casacuberta & Vidal 1993).

En la figura 5.5 se representa, el promedio después de 10 experimen-
tos del niimero de nodos del autémata propuesto por rlips en funcién
del tamafio del conjunto de muestra generado por la gramatica de Re-
ber. Tal y como se aprecia en la figura, el ndmero de estados converge
al valor correcto cuando la muestra es lo suficientemente grande. Para
comprobar que no sélo el nimero de estados, sino también la estruc-
tura habia sido inferida correctamente, se calculé la entropia relativa
H(L,A) entre el lenguaje correcto L y la hipdtesis generada A. Es-
te resultado aparece representado en la figura 5.6. Como referencia,
también se ha dibujado H(L, L), la entropia relativa de la muestra
0, lo que es equivalente, del ’arbol generador de prefijos con respecto
a la gramdtica objetivo. Esta dltima converge mucho mas lentamen-
te, remarcando la importancia de haber identificado la estructura del
generador candnico a la hora de estimar las probabilidades de las ca-
denas del lenguaje. La diferencia no estriba sélo en que el ’arbol

generador de prefijos asigna una probabilidad cero a muchas cadenas
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con probabilidad de apariciéon no nula. Ademads, una vez identificada
la estructura, el nimero de probabilidades a estimar se reduce signifi-
cativamente al pasar de infinito a finito (|M||.Al).

Tal y como sugiere la figura (5.5), cuando el nimero de ejemplos es
pequeno, el algoritmo tiende a proponer hipétesis demasiado simples
(que, de alguna forma, generalizan excesivamente). Sin embargo, en
cuanto el nimero de ejemplos disponibles es suficiente, el algoritmo
identifica la estructura correcta del generador canénico. El nimero
de ejemplos que requiere esta identificacién es relativamente pequeno
(aproximadamente quinientos) y consistente con la cota que se obtuvo
en la seccion anterior. Comparativamente, este resultado es mucho
mejor que el rendimiento obtenido utilizando redes neurales (Castario,
Casacuberta & Vidal 1993) que no garantizan la convergencia en las
pruebas realizadas con esta gramdtica, incluso utilizando decenas de
miles de ejemplos aleatorios.

En la figura 5.7, se representa el tiempo medio que consume el
algoritmo en funcién del niimero de ejemplos de la muestra (las disper-
siones observadas son inapreciables en la figura). Aqui se comprueba
que la complejidad temporal es lineal y que ademads el algoritmo es
muy rapido incluso para muestras enormes.

El funcionamiento de rlips para la gramatica de Reber fue com-
parado con el uso de modelos de Markov ocultos entrenados por el
procedimiento de Baum-Welch. Cuando el niimero de estados del mo-
delo es similar al de la gramatica, el procedimiento BW encuentra el
modelo correcto. Sin embargo los tiempos de ejecucién son enormes
comparados con los de rlips. Por ejemplo, usando 8 estados y 400
iteraciones (ndmero que se encontré idéneo experimentalmente para
la identificacién) en el método BW, el algoritmo rlips resulté del or-
den de 1000 veces mas rapido. Notese que la complejidad de rlips
depende so6lo de la dificultad intrinseca del problema (tamano de la
muestra y dificultad del autémata que se debe identificar), mientras
que en el método de Baum-Welch depende del conocimiento a priori

que se tenga del problema, por ejemplo, el niimero maximo de estados
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en el modelo. Por otro lado, si el nimero de estados en el modelo
de Markov es mucho mdas grande que el del generador canénico, sus
predicciones tienden a ser las de L,, pues el entrenamiento BW no
contiene ninguna preferencia por los modelos més sencillos. Como en
la practica resulta prohibitivo utilizar un gran nidmero de estados, la
situacién es mas bien la contraria: con frecuencia el modelo de Mar-
kov no tendrd el nimero de estados suficiente como para identificar
el modelo correcto. En cambio, en el algoritmo rlips el ntimero de
estados se elige automaticamente.

La gramatica de Reber 5.4 no revela toda la riqueza del algoritmo,
pues los estados de la gramdtica pueden ser identificados directamente
por sus probabilidades de transicién. En cambio, en un caso como el
de la figura 5.8, la separacién de los estados ha de realizarse de forma
indirecta, pues algunos de ellos presentan las mismas probabilidades
de transicién. Se trata, por tanto, de un caso en el que la identifica-
cién de la estructura es més dificil. El nimero de transiciones obtenido
por rlips para esta gramadtica aparece representado en la figura 5.9,
donde se observa que el comportamiento del algoritmo es el adecua-
do. También se ha representado la entropia relativa del modelo a la
hipétesis y a la muestra aleatoria respectivamente en la figura 5.10. De
nuevo, el algoritmo construye una hipétesis que converge rapidamente
al lenguaje correcto.

Finalmente, en la figura 5.11 se representa el nimero de ejemplos
con los que se alcanza experimentalmente la convergencia, en funcién
de la cota I obtenida en la seccién 5.5 Para ello se generaron gramati-
cas al azar de hasta ocho estados. Tal y como se observa en la figura,

el niimero de ejemplos resulta superior en todos los casos a la cota I'.
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algorithm rlips
input: A C Pr(L) tal que K(L) C A
output : QM = Sp (prefijos cortos)
F' (frontera)
6M (funcién de transicién)

begin algorithm

F=10
Sp = {\}
W=A*NA

do ( while W # 0 )
z=minW
W =W —{z}
wa=z:weEA* Nae A
if Jy € Sp : equiv;(z,y) then
F=FU{z}
6M(w7a) =Y
else
Sp =Sp U {z}
W=WU{za€A:ac A}
M(w,a) =z
endif
end do
end algorithm

Figura 5.1: Algoritmo rlips.
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algorithm compatible
input:z,y (cadenas)
T,, ( ’arbol generador de prefijos )
output :boolean
begin algorithm
do (Vz € A*: zz € Pr(Ly,) Vyz € Pr(L, )
if different (c,(z2),cn(z2A%), ch(y2), cn(yzA*),a) then
return FALSE
endif
do(VaeA)
if different (c,(zzaA*),cp(z2A%), cn(yzaA*), c,(yzA*),a) then
return FALSE
endif
end do
end do
return TRUE
end algorithm

Figura 5.2: Algoritmo compatible

algorithm different
input: f,n, f,n/,«
output :boolean
begin algorithm
if n=0o0r n’ =0 then
return FALSE

endif
f_ I

!
return |L — 55| > €4(n) +€q(n')

end algorithm

Figura 5.3: Algoritmo different
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Figura 5.4: Autémata correspondiente a la gramatica de Reber
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0 200 400 600 800 1000
tamano de la muestra

Figura 5.5: Numero de nodos en la hipétesis para la gramatica de

Reber en funcién del tamano de la muestra.
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Figura 5.6: Entropia relativa (en bits) entre la gramética de Reber y:
1) la hipétesis propuesta por rlips (curva inferior); 2) el conjunto de

muestra (curva superior).
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Figura 5.7: Tiempo (en segundos) que requiere la implementacién del
algoritmo al ser ejecutado en un Hewlett-Packard 715 (40 MIPS) en

funcion del tamano de la muestra.
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Figura 5.8: Autémata estocdstico con estados cuyas probabilidades de

transicién son idénticas.
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14
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Figura 5.9: Numero de nodos obtenido por rlips para la segunda

gramatica de prueba.



5.6. Resultados y discusién 97

10 ¢

0.01 ¢

u DL

0.0001 ' : :

10000 30000 50000
tamano de la muestra

Figura 5.10: Entropia relativa entre la segunda gramatica y la hipéte-
sis propuesta por rlips comparada con la entropia relativa entre la

gramdtica y el conjunto de muestra.
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Figura 5.11: Numero de ejemplos para los que se alcanza la conver-

gencia en funcioén de la cota tedrica establecida.



