Capitulo 3

Distancia entre lenguajes

estocasticos

Aunqgue no hubiera azar en este mundo,
nuestra ignorancia de la causa real de un
suceso tendria la misma influencia sobre
el entendimiento.

David Hume, Enquiry concerning the hu-
man Understanding.

En este capitulo se introducen algunas herramientas que utiliza-
remos en el estudio de los métodos de identificacién de lenguajes es-
tocédsticos. En particular, para evaluar la calidad de los modelos ob-
tenidos encontraremos métodos eficientes para calcular la distancia de
Kullback-Leibler entre lenguajes racionales, una medida de la simili-
tud entre distribuciones probabilisticas que se basa en la teoria de la
informacién. El cdlculo de la distancia entre modelos de Markov ha
sido estudiado anteriormente (Ziv & Merhav 1993, Kesidis & Walrand
1993). En lo que sigue generalizaremos estos procedimientos al caso de
los autématas finitos estocésticos, tanto de cadenas (en la seccién 3.2)

como de drboles (en la seccién 3.4). Ademds, presentaremos distin-
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40 Capitulo 3. Distancia entre lenguajes estocdsticos

tos criterios de contraste estadistico para variables aleatorias (3.5) y
discutiremos las ventajas e inconvenientes de identificar o estimar una

probabilidad (3.6).

3.1 Entropia de un lenguaje estocastico

Dado un lenguaje estocdstico L con distribucién de probabilidad p(z|L)
sobre A*, se define la entropia del lenguaje como el valor esperado

(cambiado de signo) del logaritmo de la funcién de probabilidad

H(L) = - Y p(alL) logp(|L) (3.1)
TEA*

donde se toma por convencién 0log0 = 0. Si el logaritmo se toma en
base dos, el resultado se expresa en bits. La entropia es siempre un
nimero positivo y constituye una medida del desorden del lenguaje.
Por ejemplo, para un lenguaje finito formado por N cadenas equipro-
bables, la entropia es log N bits. Este ntimero esta relacionado con la
longitud media de las cadenas si se utiliza una codificacién 6ptima (re-
cuérdese que el nimero de mensajes codificables con cadenas binarias
de longitud [ es 2 elevado a [). También puede interpretarse como el
nimero esperado de preguntas (con respuesta si/no) necesarias para
identificar el resultado de un experimento aleatorio realizado a par-
tir de la distribucién p(z|L), suponiendo, de nuevo, que la estrategia
seguida es éptima.

Es sencillo probar que si un lenguaje consta de N cadenas no equi-
probables {z1,xs, ...,z } la entropia es siempre menor que log N. En
el caso extremo de que todas las probabilidades son nulas excepto
una que es uno, la entropia es trivialmente nula. Teniendo en cuen-
ta que la suma de las probabilidades de todas las cadenas es uno, se
trata pues de busca el mdaximo de la funcién H sobre la variedad li-
neal Z,chzl pr = 1. Introduciendo el correspondiente multiplicador de

Lagrange

N
A Ap, =0, (3.2)
k=1



3.1. Entropia de un lenguaje estocastico 41

donde A es un nimero real arbitrario y A representa un diferencial, y

derivando H se obtiene que la condiciéon de maximo es

N
AH = Z(Apk log py, + Apy — MApy) =0, (3.3)
k=1
por lo que
N
Z Apy (logpr, +1—-X) =0 (3.4)
k=1

La introduccién del multiplicador garantiza que todos los diferenciales
Apy. son independientes y, por tanto, p, = A — 1 para todas las cade-
nas zy. Por tanto, el maximo se alcanza en el caso de que todas las
cadenas son equiprobables. Esta disminucién de la entropia puede ser
interpretada en términos de longitud media de la codificacién como
sigue: la codificacién puede ser optimizada si a las cadenas mas pro-
bables se les asignan los cédigos mas cortos y a las menos probables
los mas largos. También el nimero de preguntas en el problema de la
prediccion de un resultado puede disminuirse en la misma proporcion
siguiendo una estrategia de agrupamiento, que divida en cada paso las
cadenas en dos clases aproximadamente equiprobables.

Dos lenguajes con la misma entropia no son, en general, idénticos.

Sin embargo la magnitud:

z|L
Hs L) = 3 plold)og P (35)

presenta la propiedad de que H (L, L) = 0 si y sélo si p(z|L;) =
p(z|L2) para todas las cadenas = € A*. Esta magnitud es conocida con
el nombre de entropia relativa o distancia de Kullback-Leibler, si bien
no se trata de una auténtica distancia pues ni es simétrica ni satisface
la desigualdad triangular. La entropia relativa indica la penalizacién
(en bits) que se sufre por utilizar una distribucién errénea en lugar
de la correcta para disenar la estrategia 6ptima en los problemas de

codificacién o de prediccién de un resultado.
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En lo que sigue, denotaremos mediante pr,(a|z) la probabilidad de
observacién del simbolo a del alfabeto después del prefijo x, es decir,

la probabilidad de a condicionada a la aparicién previa de x:

p(zaA*|L)

pr(alr) = PEAL) (3.6)

De forma andloga, y consistentemente con la ecuacién (2.6), pr(A|z)
representard la probabilidad de que se observe un final de cadena des-

pués del prefijo z:
p(z|L)
)\ = —
PLO) = wAlD)

Con estos convenios, la probabilidad, por ejemplo, p(ab|L) para la

(3.7)

cadena ab en el lenguaje L satisface:
p(ab|L) = pr(a|X) pr(bla) pr(A[ad) (3-8)
y su logaritmo correspondiente es, por tanto,
log p(ab|L) = log pr.(a|A) + log pr(bla) + log pr(Alab) (3.9)

Es decir, en el cilculo de la entropia (3.1) encontraremos el término
log pr.(bla) en todos los sumandos asociados a cadenas que empiezan
por ab. En general, el factor logpr(a|z), con a € A, aparece para
todas las cadenas que empiezan por za, que denotaremos como zaA*,
mientras que el factor log pr,(A|z) sélo multiplica a p(z|L) y podemos

escribir:

H(L)=—- " p(waA*|L)logpr(ale) — D p(x|L)logpr(Alz).
rEA* ac A TEA* (3.10)

Usando (3.6) y (3.7), podemos reescribir la ecuacién anterior en una

forma maés sencilla:

H(L)=- Y Y p@A"|L)pr(ale)logpr(alz) (3.11)
TEA* g At

donde At = AU {\}.
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Si L es generado por una gramatica regular estocdstica, existe un
autémata asociado A = (Q, A, d, qr,p) que genera L y pr(a|z) puede
tomar s6lo un nimero finito de valores distintos. De hecho, para todas
las cadenas z que satisfacen que d(gr, z) = ¢; y para todos los simbolos
a € A" se obtiene pr(alz) = p(gi,a). Los diferentes subconjuntos
L; = {z € A*: §(q1,z) = ¢;} definen una particién en L y, si definimos

ci= Y plaA*|L), (3.12)

TEL;

obtenemos que la entropia es

H(L)=->_ > ciplg,a)logp(gia) (3.13)

GEQ ac At
expresion que puede calcularse ficilmente si se conocen los coeficientes
Cj.
Nétese que A € L; y ademds p(.,A*|L) = 1. Esto nos permite tratar

separadamente el caso especial x = A y escribir

=01+ Y, > p(zaA|L) (3.14)
TEA* G A:
za € L;

donde I es el indice del estado inicial g7 y d;; es la delta de Kronecker:

5ij = { L osit=y (3.15)

0 en caso contrario

Como L = Uj L; y para cada z € Lj,
p(zaA*|L) = p(zA*|L)p(g;, a) , (3.16)

se obtiene

Q|
=01+, >, Y. p@A|L) plga) (3.17)
j=lz€lj  4cA:
(gj,a) = qi
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Por tanto, los coeficientes ¢; pueden ser calculados resolviendo el sis-

tema de ecuaciones

|Q]
c = ZAij ¢+ dir (3.18)
j=1
donde
Aij= > plga) (3.19)
ac A:
¥(gj,a) =g
y cEO] = 0. La inversién de la matriz A;; suele ser costosa, por lo que

resulta més eficiente un célculo iterativo de los coeficientes:
t+1 Q|
= A c] + 81 (3.20)
7j=1

Es sencillo comprobar por induccién en t que cEtH] > cgt]

[t]

mismo tiempo c;

y que al
< ¢, por lo que el calculo iterativo converge rapi-

damente al valor correcto.

3.2 Entropia relativa entre lenguajes

Es posible aplicar un procedimiento semejante al de la secciéon anterior
para calcular la entropia relativa entre dos lenguajes estocasticos L y

L', generados por A y A’ respectivamente. En este caso,
g,
=3 5 3 ¢ plasa) o ‘( S s
4€Q g;€Q’ ac At

con los coeficientes

cij= Y p(xA*|L), (3.22)
JJELij
donde
Lij={z € A" : d(qr,2) = ¢; A &' (a7, %) = g5} (3.23)

Los coeficientes c;; pueden ser calculados mediante la relacion:

Q| ||
[t+1 = 8i1011; +ZZAW ckl (3.24)

k=1 1=1
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donde

Ag= > plaka). (3.25)
acA:
gk, a) = ai
&' (q;,a) = g
[t+1]
ij
forma sencilla siguiendo los mismos pasos de la seccién anterior si se

La expresién anterior para los coeficientes ¢ puede probarse de

observa que A € Ly v que los antiguos coeficientes ¢; satisfacen

Q|
=Y cj (3.26)
j=1

La figura 3.1 representa la entropia relativa entre dos lenguajes
generados por dos gramdticas elegidas al azar, cada una con 10 estados
y 30 reglas, ambas con el mismo alfabeto de trabajo A = {0,1}. La
linea sodlida representa el resultado del calculo algoritmico mientras
que los puntos son los resultados y desviaciones obtenidos cuando la
entropia relativa se calcula mediante conjuntos de prueba de distintos
tamanos. Se observa que, incluso para gramaticas sencillas como éstas,
la convergencia al valor correcto es bastante lenta y que se requieren
muestras enormes para que la estimacién de la distancia entre los
lenguajes sea fiable. Por ello, el procedimiento descrito en esta seccién
puede ser utilizado para conseguir una comprobacién més precisa de

los modelos obtenidos mediante inferencia gramatical.

3.3 Entropia de un lenguaje de arboles

En la seccién 3.1 vimos como la entropia de un lenguaje regular es-
tocastico L puede ser calculada de forma eficiente si se conoce la colec-
cién de coeficientes ¢; =}, ;. p(zA*|L). Dichos coeficientes pueden
interpretarse como el valor esperado del nimero de nodos de tipo g;
que se utilizan en el andlisis de una cadena w elegida al azar segin
la distribucién p(w|L). Es posible realizar un razonamiento andlogo

para el caso de un lenguaje estocastico racional de arboles T' generado
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3.5 i

2 L L | L L | L L | L L | L L L
10 100 1000 10000 100000 le+06
tamano de la muestra

Figura 3.1: Entropia relativa en bits entre dos gramdticas de tamafio
10 generadas al azar. Linea continua: cdlculo exacto. Puntos: estima-

ciéon mediante muestras.
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mediante el autémata A = (Q,V,d,p,r). En este caso, la probabilidad

de generacion de un arbol ¢ se compone de dos factores multiplicativos:

e Por un lado, la probabilidad r(q) de que la raiz del drbol sea del
tipo g = 6(t).

e Por otro, la probabilidad p(t|q) de que se genere el drbol t a
partir de un nodo del tipo g = d(¢); esta probabilidad ha de

evaluarse recursivamente.

Recordemos que, por ejemplo, si t = f(t1,12), entonces

p(t|A) = r(8(t)) p2(f,0(t1),6(t2)) p(ta]6(t1)) p(t2ld(t2)) . (3.27)

La condicién de normalizacién (2.9) garantiza que p(t|q) = 0 para todo
q # 6(t).

Para simplificar la notacién, en lo que sigue denotaremos los es-
tados del autémata indicando Unicamente el ordinal correspondiente:
Q = {1,2,...,N}, de forma que ¢ € @ es un natural entre 1 y N.
Por otra parte, n denota el maximo nimero de descendientes que pue-
de tener un nodo en el lenguaje, valor que viene determinado por el
conjunto ¢ de funciones de transicién.

La entropia de un lenguaje de arboles T' generado por el autémata
A es

H(T) == 3 p(t|4) logp(t] ). (3.28)
tevVT
En el célculo de la expresién anterior, el factor logr(g) multiplica a

la probabilidad de todos los drboles ¢ tales que é(t) = ¢, por lo que
logr(q) aparecerd multiplicando a

> p(tlA) =r(g), (3.29)
;(te) Z q

es decir, los términos asociados a las probabilidades r(g) contribuyen

a la entropia con un sumando

H.(T) =— r(q)logr(q) (3.30)
q€Q
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Por otro lado, si tomamos por ejemplo ps2(f,q1,q2), siendo f € V
Yy q1,92 € @, el factor logpa(f,q1,92) aparecerd multiplicando a la
probabilidad de aquellos arboles que contienen un nodo del tipo ¢ =
d2(f,q1,q2) etiquetado f y que genera dos descendientes del tipo ¢
vy g2 respectivamente. Ademds, si hubiese m nodos con tales carac-
teristicas en el mismo arbol ¢, p(¢t|A) apareceria m veces. Es decir,
log p2(f, q1,q2) aparecerd multiplicado por cgp2(f,¢q1,¢2), siendo ¢, el
nimero esperado de nodos de tipo g en un arbol elegido al azar segiin
p(t|4).

Resumiendo, podemos descomponer la entropia del lenguaje T en

dos términos

H(T) = H,(T) + H,(T) (3.31)
donde H,(T') viene dado por la expresién (3.30) y Hp(T') es
n
Hy(T) = Z Z Z Cér(f.41,92,---q%)
k=0 fEV q1,42,---, Gk € Q

pk(fa q1,92, -+ Qk) logpk(f7 q1,92, - qk) . (332)

El célculo de (3.30) y (3.32) es inmediato si se conocen los coe-
ficientes ¢4, que pueden ser evaluados de forma iterativa mediante la

relacién siguiente:

C£t+1] =r(i) + Z Aijcg-t] (3.33)
JjeEQ
donde
n
AZ] = Z Z pk(faq11q2a'“an)(6iql +6Zq2++5zqk)
k=0F€V g1,q2, a1 € Q:

6(.fa q1, aqk) =7
(3.34)

y para t = 0, se elige A% — .

i =
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3.4 Entropia relativa entre lenguajes de arbo-
les
La entropia relativa entre dos lenguajes de drboles T' y T", generados

por los autématas A = (Q,V,d,p,7) y A" = (Q',V,&,p',r") respecti-

vamente, viene dada por

HT,T) = 3 pt4)o ((;‘j)). (3.35)
tevT

Para el cdlculo de esta entropia, definimos la probabilidad 74y de que
el nodo ¢q € @ genere un subdrbol ¢ tal que §'(t) = ¢'.

Usando los coeficientes 7;;, podemos escribir la contribucién a la
entropia relativa de los términos del tipo logr'(¢’) de la siguiente for-

mas:

- Z (t|A) logr'(d'(t Z Z i) nij logr'(4) (3.36)

tevT i€Q jeq’
De esta forma, obtenemos que la entropia relativa es
H(T,T') = H(T) + H,(T,T") + H,(T, ") (3.37)

donde el término H,(T,T") es

Ho(T,T') = =Y > ni; 7(i) log 7' (j) (3.38)

1€Q JEQ'

y el término H,(T,T") es

n
H(T,T) = =Y. Y > Cofirsinein)

k=0 fEV 11,02,-ik€Q J1,J2,-,JkEQ’

pk(f7 ila[i27 =y Zk) logp;c(fa jlajZa 1.]19) NivjiMizg; =" Migg
(3.39)

En esta tltima expresién hemos usado los mismos coeficientes c; defi-

nidos en la seccién anterior.
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Los coeficientes 7;; pueden ser calculados de forma sencilla me-

diante un procedimiento iterativo:

VR WIS 3

k=0f€V 41 iy, i €Q:  j1,2, ik €Q
J(fvily"'vik) =1 Jl(fvjla"'ajk) :J

. . . t t t
pk(f7 11,72y ey Zk) 771[1]]17]';[2]]2 o T’Z[k]]k (340)

[o] _
En la figura 3.2 se observa como la entropia relativa entre lenguajes

donde para ¢t = 0 se toma 7

de arboles converge muy lentamente al valor correcto cuando éste se
estima a partir de muestras. Dicha grafica representa la entropia rela-
tiva de dos gramdticas sencillas (con seis reglas cada una) que generan

expresiones aritméticas:
erpresion — expresion + término
expresion — término
término — término factor
término — factor
factor — ntmero
factor — (expresion)

donde las variables aparecen en cursiva y los terminales en negrita.
Los resultados muestran que incluso con muestras enormes, el valor
obtenido para la entropia estd lejos del correcto. La convergencia es
mucho peor que en el caso de los lenguajes de cadenas. Esto puede
explicarse si se observa el hecho de que el nimero de elementos en
un lenguaje de arboles es enorme comparado con el caso de las cade-
nas. Por ejemplo, mientras el niimero de cadenas binarias de longitud
méxima L es 2Lt — 1, el de drboles binarios (es decir, con dos o cero

descendientes por nodo) etiquetados con V = {0,1} y de profundidad
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T
2 T
1 =
0 . R . R . R . R .
10 100 1000 10000 100000

tamano de la muestra

Figura 3.2: Entropia relativa en bits entre dos gramaticas de arboles
con seis reglas cada una. Linea continua: calculo exacto. Puntos:

estimacién mediante muestras.

méaxima d crece més rapido que 2 elevado a 2¢, es decir, mientras el
primero crece exponencialmente el segundo lo hace de forma exponen-

cialmente exponencial.

3.5 Convergencia de una variable aleatoria

Los procesos aleatorios presentan una marcada tendencia a la regulari-
dad (la llamada regularidad estadistica), sobre todo cuando el niimero
de experimentos es grande. De hecho, es posible establecer distintas
cotas superiores para la diferencia entre los valores de una variable
aleatoria z obtenidos a partir de una muestra y su valor esperado
¢ = E(z). Una de estas cotas es la expresada por la desigualdad de
Chebychev (Feller 1950). Recordemos que, dada un distribucién de
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probabilidad f(z), el valor esperado de la variable aleatoria z es:

E(z) = /dw flz) x (3.41)

En particular, E(z—u) = 0, por lo que normalmente se utiliza (z — )2

para medir la dispersién de la variable z. Al valor esperado de (z— p)?

se le denomina varianza de x:
Var(z) = / do () (z — p)? (3.42)

Dado que el integrando en(3.42) es siempre positivo, si excluimos de
la integral un entorno del valor esperado p se obtiene la siguiente
desigualdad:

Var(z dz f(z)(z — 1)?
w@ 2 [ de i@z
> [ dwi@eé=eplo-uze (43
|z—n>e€

De donde se deduce que la probabilidad « de que la variable difiera de

la media en un valor mayor que € esta acotada:

Var(x)
2

a=p(lz—pl=>e < (3.44)

€

Por tanto, Var(z) es una medida de la variabilidad de z. A la pro-
babilidad « se le llama nivel de significacion y al valor 1 — « se le
denomina nivel de confianza. En general interesa que a sea pequeno
(por ejemplo, menor que 0.1). Esto es posible si la varianza es pe-
quena, o bien si se toma un intervalo suficientemente amplio (es decir,
e suficientemente grande).

Con frecuencia, se fija el valor de a y se busca el intervalo mas
pequenio que satisface (3.44). En ese caso, una forma mds conveniente
de escribir (3.44) es:

p(lw—u|< V%(x))>1—a (3.45)
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Es decir, el resultado de un experimento de la variable z se encuentra
con probabilidad mayor que 1 — o a una distancia menor que € =
\/ L Var(z) del valor esperado y.

Es sencillo comprobar que z, la media aritmética obtenida después
de n experimentos aleatorios de la variable z, es una nueva varia-
ble aleatoria con valor esperado E(Z) = E(z) y varianza Var(Z) =
%Var(a:). Por tanto, reescribiendo la ecuacién anterior para el caso

particular de = obtenemos:

p(lf—u\< Vf—?)n—a (3.46)

Otra cota para esta diferencia viene dada por el limite de Hoeffding
(Hoeffding 1963), que es vélido para variables de Bernoulli, es decir,
aquellas que sélo pueden presentar dos resultados: éxito o fracaso. Sea

z una variable de Bernoulli con probabilidad de éxito p y sea

1 2
=4/—1log —. 4
€a(n) om Oga (3.47)
Entonces,
p(|T — p| < €a(n)) >1—« (3.48)

donde Z = f,(z)/n y fn(x) representa el niimero de éxitos después de
7, experimentos.

La distribucién asociada a una variable de Bernoulli es la distri-
bucién binomial que, para grandes valores de n, es aproximadamente
una distribucién gaussiana o normal. La distribucidn normal para una

variable de media cero y varianza uno es

£L'2

p(z >a)= \/%_w /aoo dz exp(— 5 ) (3.49)

y por tanto
1 [ (t+a)?
rT>a) = — dt exp(—————) =
pe>a) = = [ dexp(—5)
1 00 2 2
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1 o 2 a?
< \/—2—71_/0 dt exp(—i)exp(—?) =
2
= exp(—5) (3.50)

2

Si definimos a = p(|z| > €), entonces

2
€=1/2log — (3.51)
a

es la anchura del intervalo que garantiza que = € [—¢, €] con probabi-
lidad mayor que 1 — a.

Por otro lado, para una variable de Bernoulli z con probabilidad
p, la varianza de Z es p(1 — p)/n que es siempre menor o igual que
1/4n. Por tanto, es sencillo comprobar que el rango asociado a T es:

1 2

€= log

— 3.52
: (3.52)
que coincide con el valor de la cota (3.47). Importa destacar que la
cota de Hoeffding no es tnicamente valida cuando n es grande, sino
que es vélida para cualquier valor de n (Hoeffding 1963).

Otro limite de interés es la regla del logaritmo iterado (Feller 1950),

que permite escribir que con probabilidad 1

log1
|z —p| < \/w (3.53)

excepto para un numero finito de valores de n.

3.6 Aproximacion contra identificacién

Es llamativo el hecho de que puede definirse un procedimiento para
determinar (en el limite) si un nimero es racional o irracional (Co-
ver 1973). Sin embargo, en un ordenador los nimeros reales son
representados mediante conjuntos finitos de bits. HEsto hace que, a
efectos practicos, podamos tratar las probabilidades como ntmeros

racionales. Por otro lado, calcular una probabilidad con un método
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que garantice su identificacién en el limite no siempre es preferible a
simplemente estimar dicha probabilidad. En efecto, si aproximamos
la probabilidad p(z) mediante el cociente f,(z)/n, donde f,(z) es el
nimero de veces que se observa el suceso z € () en una serie de n ex-
perimentos, obtenemos con frecuencia un valor que se acerca al valor
real p(z) mucho més rdpidamente que el proporcionado por el método
que identifica el valor correcto en el limite. Si bien, para un nidmero
suficiente de experimentos, la identificacién en el limite proporciona
el resultado exacto (siempre y cuando la probabilidad sea un ndmero
racional), el niimero de experimentos necesarios para que esto ocurra
puede ser muy grande. No debemos olvidar que, en la practica, sélo
disponemos de muestras de tamano finito y a menudo no demasiado
grandes.

Por ejemplo, aunque el algoritmo de la figura 3.3 garantiza la iden-
tificacién en el limite, de la probabilidad buscada, ésta se produce en
general demasiado tarde como para que resulte interesante su utiliza-
cién en experimentos reales. La comparacién de las graficas 3.6 y 3.7
muestra que, salvo para valores racionales muy sencillos para p(z), la
identificaciéon necesita un nimero de experimentos demasiado grande
como para que resulte practica. La gréifica 3.8, sugiere que en el caso
de que la probabilidad sea irracional, puede ser siempre preferible la
estimacién del valor de p(z).

Esta conclusion se puede generalizar inmediatamente al caso en el
que el nimero de probabilidades a considerar es finito. Sin embargo,
en los problemas que estudiaremos mas adelante encontraremos que
el nimero de probabilidades a determinar es a menudo infinito. En
consecuencia, investigaremos la forma de reducir este nimero de forma,
que sea finito.

Para terminar esta seccién, justificaremos que el algoritmo 3.3 ga-
rantiza la identificacién en el limite de la probabilidad p(z) si su valor
es un numero racional.

En el algoritmo 3.3, la funcién next(q) proporciona el siguiente

numero racional a uno dado g en el intervalo [0,1], siguiendo una or-
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denacién inspirada en el método de Cantor que recorre todo QU [0, 1].
La funcién diff(f,n,q) utiliza la prueba del logaritmo iterado (3.53)
que garantiza que si ¢ = p(z) es el racional correcto el resultado es
incorrecto (devuelve FALSO) para un nimero finito de valores de n.

Por otro lado, si ¢ = p(z), ¢' # p(z) y

loglogn
M—@W>2V—%f? (3.54)

entonces, aplicando la desigualdad triangular a la regla del logaritmo
iterado (3.53) se obtiene que

log L
Iyl s Jloslosn (3.55)
n n

excepto para un numero finito de valores de n. Como el cociente
loglogn/n tiende a cero, la condicién (3.54) se satisface siempre que
n sea lo suficientemente grande. Por consiguiente, cualquier valor
q' # p(z) es rechazado para un n suficientemente grande.

Dada una ordenacién {qi,qo,...} de los racionales en [0,1], sélo
existe un numero finito de racionales anteriores al valor buscado ¢; =
q, y por ello, sdlo hay que seleccionar una cota inferior ng para n entre
un conjunto finito de valores. Para cualquier n > ng, todos los valores
q' # p(z) son rechazados y ¢ = p(z) es aceptado, es decir, se alcanza

la identificacién en el limite de p(z).



3.6. Aproximacién contra identificacion

algorithm identificap
input: f (ndmero de observaciones de )
n (nimero de experimentos)

output: € NXx N~ Q

begin algorithm
q=1(0,1)
do ( mientras diff(q, f,n) )
g = next(q)
end do
return g

end algorithm

Figura 3.3: Algoritmo que identifica p(z) € Q.

algorithm diff
input:f € N

n €N

g=(z,y) e NxN
output : boolean

begin algorithm

f _ =z
n

return |= Y

loglogn
> \/ n

end algorithm

Figura 3.4: Algoritmo que compara q y f/n.

o7
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algorithm next
input:q = (z,y) e Nx N
output:q’ € N x N

begin algorithm
, {(a:—i—l,y—l) siz+1<y-—1

(I,z +y) en caso contrario
return ¢'

end algorithm

Figura 3.5: Siguiente racional a ¢ en [0, 1].

le-02 T T T T T T T T T T
1le-03 b
le-04 b

le-05 B

1le-06 B

le'07 1 1 1 1 1 1 1 1
0e+00 le+04 2e+04 3e+04 4e+04 5e+04 6e+04 7e+04 8e+04 9e+04  le+05

Figura 3.6: Entropia relativa entre p(x) = 0.875 = % y la probabilidad
experimental en funcién del niimero de experimentos. Linea continua:
resultado de la estimacion numérica. Linea de puntos: algoritmo de
identificacién. Esta Ultima baja hasta cero a partir de 20000 experi-

mentos.



3.6.

le-02

1le-03

le-04

le-05

1le-06

1le-07

1le-08

Aproximacién contra identificacion

le-09
0e+00

1
le+04

1
2e+04

1
4e+04

1
5e+04

1
3e+04

Figura 3.7: Entropia relativa entre p(z) = 0.62 y la probabilidad ex-
perimental en funcién del ntimero de experimentos. Linea continua:

estimaciéon numérica. Linea de puntos: algoritmo de identificacién.

6e+04
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le-02

le-03

le-04

le-05

le-06

le-07

le-08

le-09

le-10

le_ll 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0e+00 le+04 2e+04 3et+04 4e+04 5e+04 6e+04 7e+04 8e+04 9e+04  1le+05

Figura 3.8: Entropia relativa entre p(z) = ® = (=1 +52)/2 y la
probabilidad experimental en funcién del ntimero de experimentos.
Linea continua: estimacién numérica. Linea de puntos: algoritmo de

identificacion.



