Capitulo 2

Autématas finitos

estocasticos y lenguajes

Si el universo consta de un numero infi-
nito de términos, es rigurosamente capaz
de un numero infinito de combinaciones
—y la necesidad de un Regreso queda ven-
cida. Queda su mera posibilidad, compu-
table en cero.

Jorge Luis Borges, Historia de la eterni-
dad.

Las médquinas de estados finitos son uno de los mecanismos mds
sencillos que permiten realizar una tarea y se caracterizan por que su
funcionamiento requiere tan sélo una capacidad de almacenamiento
que es acotable a priori. Desafortunadamente, no todos los problemas
pueden ser resueltos utilizando autématas finitos. Vamos a considerar
como ejemplo dos tareas del Ambito de la programacién de ordenado-

res, aparentemente de dificultad similar:
1. Un programa que calcula el cociente de una cadena numérica
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por 3. Este programa puede implementarse de forma sencilla sin
que se necesite almacenar toda la cadena de entrada. Basta con
ir procesando ésta simbolo a simbolo, calculando el cociente y
guardando el resto para sumdrselo (multiplicado por tres) a la
siguiente lectura. Por tanto, un programa que disponga de un
sistema de almacenamiento para guardar dos bits es suficiente
para realizar la tarea. Por muy larga que sea la cadena de en-
trada, bastard con esperar el tiempo suficiente para obtener la
salida, pero jamds se producira el desbordamiento del programa.
Los estados de la memoria utilizada pueden entenderse como los
estados de un autémata finito y los cambios que se producen
con la entrada pueden interpretarse como la llamada funcién de

transicién (véase la figura 2.1).

. Un programa que invierte el sentido de la cadena. En este caso

es necesario optar entre:

(a) leer la cadena completa y después escribir el resultado, con
lo que es de esperar que para una cadena lo suficientemente

larga se agoten las reserva de memoria, o
(b) utilizar una funcién recursiva.
En esta segunda opcién, el desbordamiento se producird cuando

se agote la pila de almacenamiento de llamadas recursivas, lo

cual es inevitable si la cadena es lo suficientemente larga.

La tarea 2 pertenece a un grupo de problemas mas dificiles de resol-

ver que los del tipo 1. Mientras que éstos son resolubles mediante

una maquina de estados finitos, los primeros requieren una pila de

almacenamiento virtualmente ilimitada.

Precisamente por encontrarse los autématas finitos entre los sis-

temas mas sencillos que se pueden utilizar en la teoria de lenguajes,

éstos han sido aplicados con éxito en numerosas tareas de aprendi-

zaje y de reconocimiento de patrones. Toda la informacién que nos
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1(0) 0(0)
—©O -

O 1(1) 0(1) o

0(0) 1(1)

Figura 2.1: Maquina de estados finitos capaz de realizar el cociente
de una cadena binaria por tres. El estado inicial aparece marcado por

una flecha y la salida se forma a partir de los niimeros entre paréntesis.

puede proporcionar un autémata finito es el estado en el que se en-
cuentra después de haber procesado la entrada. Por ello, los estados
se clasificaran en estados de aceptacion y de no aceptacion y servirdn
para clasificar las entradas en correctas e incorrectas. Los autéma-
tas estocasticos aparecen cuando los cambios de estado del autémata
se producen de forma aleatoria. En lo que sigue se introducen mas

detalladamente estos conceptos.

2.1 Alfabetos y lenguajes

Un alfabeto A es un conjunto finito y ordenado de simbolos. Por
ejemplo: A = {a,b,c,...,z} o el alfabeto binario A = {0,1}. El orden
de sus elementos se denomina ordenacion alfabética. Una secuencia
de un nimero arbitrario (finito) de simbolos del alfabeto forma una
cadena, palabra o frase. Por ejemplo, w = aca significa que la cadena
w estd formada por una secuencia de tres simbolos del alfabeto: a,
¢y a. Dos secuencias compuestas de los mismos simbolos pero en
diferente orden son distintas: aca # caa. El nimero de simbolos que
componen la cadena es su longitud, y se representa habitualmente por
|wl.

Al conjunto de todas las cadenas generables a partir del alfabeto
A lo llamaremos lenguaje universal A* y a la operacién por la que

se genera una cadena a partir de los simbolos que la componen, con-
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catenacion. Es posible formar cadenas de longitud arbitraria, y en
particular, cabe la posibilidad de que la cadena contenga 0 simbolos.
En ese caso, se trata de una cadena vacia, que se representard de forma,

especial mediante el simbolo A y que satisface Vw € A*:
WA = Aw = w. (2.1)

Con la incorporacién de A, cuyas caracteristicas son las de un elemento
neutro, la concatenacién dota de estructura de monoide a A*, es decir,
se trata de una operacién interna asociativa, con elemento neutro pero
no conmutativa.

Dado que la concatenacién es no conmutativa, se han de definir dos
operaciones inversas, una, por la izquierda y otra por la derecha. Asi,
si w = zy, siendo z,y,w palabras de A*, diremos que x es un prefijo

de w mientras que y es un sufijo de w, y escribiremos z = wy~! o,

alternativamente, y = z~'w.

Por ltimo, un lenguaje es un subconjunto cualquiera de cadenas de
A*. Por ejemplo, las frases del castellano son un subconjunto de todas
las cadenas que se pueden formar a partir del alfabeto habitual, y los
signos de puntuacién. También llamaremos, por analogia, lenguajes a
conjuntos como el de las cadenas binarias que expresan un ntimero par,
0 aquél que no contiene ninguna cadena o conjunto vacio, representado
como ().

Los lenguajes que se pueden generar a partir de alfabetos finitos
sOlo pueden ser finitos o de cardinal infinito numerable. En efecto, si
un lenguaje es infinito, siempre es posible establecer una ordenacién
efectiva en él, de forma que a cada cadena se le asigne un nimero de
orden siguiendo la llamada ordenacion lexicogrdfica o candnica. Esta
consiste en recorrer las palabras del lenguaje de menor a mayor longi-
tud de las cadenas y dentro de cada longitud por el orden alfabético
definido para el alfabeto A. Por ejemplo, en el caso del alfabeto binario
seguiria la sucesién A* = {\,0,1,00,01,10,11,000,001,...}.

Por 1ltimo, la concatenaciéon de palabras puede generalizarse para

englobar también la de lenguajes: la concatenacion de dos lenguajes L
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y L' es un nuevo lenguaje formado por las cadenas obtenidas mediante

concatenaciéon de una cadena de L con otra de L', es decir,

L' ={w=zy:z€LAyeL’} (2.2)

2.2 Autématas finitos deterministas

Un autémata finito puede servir para discriminar palabras, observando
el estado final en el cudl se encuentra. Por ejemplo, el autémata de
la figura 2.1 permite clasificar las cadenas binarias de entrada que son
multiplo de tres y las que no, simplemente mirando cudl es el estado
final después de la lectura. Los estados validos son llamados estados
de aceptacion y aparecen marcados con doble circulo. El estado inicial
(aquel en el que se encuentra el autémata antes de analizar la cadena)
se sefiala con una flecha. Esta funcién como clasificadores de palabras
permite que los autématas finitos sean utilizados con frecuencia para
el andlisis 1éxico de programas o textos, es decir, para determinar
qué palabras estan correctamente escritas y pertenecen al lenguaje en
cuestién, o para buscar determinados patrones en un texto.

Los elementos de un autémata finito determinista (DFA) son A =
(@, A, d,qr, F), siendo:

e Q@ = {q1,92,---,qn } el conjunto finito de estados posibles del

automata;

A ={a1,a9,...,ar} su alfabeto finito de entrada;

qr € @ su estado inicial;

F C @ el subconjunto de estados de aceptacion;

0 una funcidn de transicion entre estados de la forma 6 : Qx.A —

@ que dicta el comportamiento del autémata.

Un autémata finito opera ejecutando secuencias de movimientos o

pasos segun va leyendo los simbolos de la cadena de entrada. Cada
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paso viene determinado por el estado actual del autémata y por el
simbolo que se lee de la entrada. El movimiento consiste en leer ese
simbolo (de manera que el siguiente simbolo de la cadena serd leido
en el siguiente movimiento) y cambiar al estado determinado por la
funcién de transicién 4.

Para describir formalmente el comportamiento del autémata sobre
una cadena, debemos extender la funcién de transicién 6 : Q@ x A — Q
para que pueda actuar sobre un estado y una cadena y no sélo sobre
un estado y un simbolo. Asi, la nueva funcién es ¢ : Q x A* — @, de
manera que d(g,w) es el estado en el que se encontrard el autémata
después de haber leido la cadena w empezando en el estado ¢ y puede

ser definida:

e 0(g,A) = ¢ (si no se lee ninguna cadena, es decir, se lee la cadena

vacia, el autémata permanece en el mismo estado); y

e Yw € A*,Va € A se cumple §(q,wa) = §(6(q,w),a) (es decir,
el estado al que llega el autémata al leer la cadena no vacia wa
puede obtenerse por pasos: primero se calcula el estado p =
d(w,q) al que se llega con w desde ¢, y después se obtiene el

estado al que se llega con el simbolo a desde p: d(p,a)).

Los autématas definidos de esta forma son deterministas, en el sen-
tido de que siempre estd univocamente definido cudl es el estado en
que se encuentra el autémata después de haber leido una parte de la
cadena de entrada. Sien algin caso no aparece definida la imagen de
una, transicién entenderemos que la cadena no es valida o, alternati-
vamente, que se dirige a un estado de absorcion que recoge todas las
transiciones no definidas y que no es un estado de aceptacién.

Podemos definir el lenguaje aceptado por un DFA como:
L(A) ={w e A" : §(qr,w) € F} (2.3)

Por tanto, el DFA nos permite determinar si una cierta cadena w per-

tenece o no a L(A) simplemente observando si el estado final al que se
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llega mediante w partiendo de g; es uno de los estados del subconjunto
F. Todos los lenguajes reconocibles mediante autématas finitos deter-
ministas reciben el nombre de lenguajes regulares o también lenguajes
racionales. Por tanto, dado un lenguaje L, si existe un DFA A tal que

L = L(A), entonces L es un lenguaje regular.

2.3 Gramaticas regulares

Una forma diferente de introducir el concepto de lenguaje es a través
del uso de gramadticas generativas, siguiendo las ideas de Chomsky.
Admitamos que cualquier lenguaje estd constituido por unidades de
informacién completas que reciben el nombre de oraciones o frases', lo
cual es una aproximacion en el caso de los lenguajes naturales, debido
a la gran importancia del contexto. Por ejemplo, la mayoria de las
oraciones en castellano constan de un sujeto y de un predicado. A
estos términos abstractos como oracion, sujeto o predicado les llama-
remos variables del lenguaje y nunca aparecen en una frase construida
como tales. La abstraccién de las caracteristicas de estos términos o
variables es lo que se llama una regla de derivacion, regla de produc-
cion, o simplemente produccion. Por ejemplo, el hecho de que una
oracion consta de sujeto y predicado es una regla de produccion y lo
escribiremos:
oracion — sujeto predicado

A la variable oracion se le denomina simbolo inicial o axioma, ya
que debe estar en el origen de cualquier generacién de una frase. To-
das estas variables son abstracciones, y al final, deben ser sustituidas
por las palabras concretas del lenguaje. A estos simbolos o palabras
que pueden aparecer en una frase terminada les llamamos terminales,
y al proceso por el cual se llega desde el concepto abstracto de oracion
hasta la frase particular se le denomina derivacion. Por ejemplo:
oracion = sujeto predicado = modificador nicleo predicado = modi-

ficador nicleo verbo complemento = el nicleo verbo complemento =

1que en la notacién formal usada aqui, serdn cadenas de simbolos.



30 Capitulo 2. Autématas finitos estocdsticos y lenguajes

el ordenador werbo complemento = el ordenador estd complemento
= el ordenador esta averiado

es una derivacion de la frase “el ordenador estd averiado” donde se
ha aplicado un subconjunto de reglas de produccién (entre las muchas

posibles del castellano):

e oracion — sujeto predicado

o sujeto — modificador niucleo

e predicado — verbo complemento
e modificador — el

e nicleo — ordenador

e verbo — esta

e complemento — averiado

Como se puede apreciar, se ha hecho la suposicién de que las va-
riables se sustituyen por otros términos independientemente del lugar
donde aparezcan. Por ello, a este tipo de mecanismos de generacion se
les denomina gramaticas independientes del contexto. Una gramdtica
independiente del contezto estd definida por G = (Vy, Vr, P, S), sien-
do Vy = {4,B,C,...} un conjunto finito de simbolos variables (no
terminales), Vr = A = {a, b, ...} un conjunto finito de simbolos termi-
nales o alfabeto, S € Vi el simbolo o variable inicial y P un conjunto
finito de reglas de derivacién. Al conjunto de simbolos, tanto variables
como terminales, lo representaremos como V = VyUVr. Las reglas de
derivacién r € R indican como sustituir variables y se pueden expresar
como aplicaciones r : Vy — V*, siendo V* todas las cadenas formadas
por simbolos de V.

Las cadenas generadas por una gramética son aquellas que se pue-
den obtener partiendo de S mediante la aplicacién sucesiva de reglas
de derivacién de R. A este conjunto de cadenas derivables desde S se

le llama, lenguaje generado por la gramdtica G-

L(G)={we A*: S 3 w} (2.4)
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oracion
sujeto predicado
modiflcador nL'checI veybo compllemento
el or denador esta averi ado

Figura 2.2: Arbol de derivacién.

donde el asterisco indica una derivaciéon en un ndmero cualquiera de
pasos. A la representacién grafica de este proceso mediante un arbol,
se le llama, drbol de derivacion. La figura 2.2 representa el arbol de

derivacién correspondiente al ejemplo anterior.

Llamaremos gramdticas regulares a un subconjunto de las gramati-
cas independientes del contexto cuyas reglas de derivacién pueden ser

escritas usando tnicamente los prototipos siguientes:

r: VN —)VTVN

2.5
r: Vy — A (2:5)

Por ejemplo, A — a, o también A — aB. Como su propio nombre
indica, todo lenguaje generable mediante una de estas gramadticas es
regular y reciprocamente, todos los lenguajes regulares pueden gene-
rarse mediante una gramdtica regular (véase, por ejemplo, Hopcroft
& Ullman 1979).
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2.4 Automatas finitos deterministas estocasti-

COS

Un autémata finito determinista estocdstico A asocia a cada cadena
de A* una cierta probabilidad de aparicién. Para ello, se incorpora a
la definicién de A una funcién que asigna una probabilidad a cada una
de las transiciones. Formalmente A = (Q, 4,4, qr,p), donde p es una
funcién probabilistica p : @ x A — [0,1]. Por ejemplo, en el autémata
de la figura 2.3 las probabilidades de transicién aparecen representadas
sobre el arco correspondiente por los valores entre paréntesis. Debe
notarse que a diferencia del caso de los autématas no estocasticos,
no se incluye en la definicién una lista de estados de aceptacién. La
probabilidad de generar una cadena w € A* viene dada por el producto
de las probabilidades de las transiciones que ejerce el camino, incluida
la probabilidad de terminacién en el Gltimo nodo, que es el resto hasta
uno de la suma de las probabilidades de transicién. En el ejemplo de
la figura, el autémata asigna una probabilidad 0.075 a la cadena 11 y
una, probabilidad 0 a la cadena 101.

Para calcular las probabilidades anteriores es necesario conocer la
probabilidad p(g;, A) de terminacién en cada nodo ¢;. Esta probabili-
dad puede obtenerse a partir de la funcién p(g;,a) definida anterior-
mente. En efecto, si el autémata se encuentra en un estado ¢;, el
siguiente paso se determina aleatoriamente segin las probabilidades
p(gi,a) y p(gi, A). Como las probabilidades de los sucesos que pueden

ocurrir a continuacién han de sumar uno, podemos escribir:

plai, \) + > plaia) =1 (2.6)
acA

Por tanto, los valores de p(g;, A) se pueden obtener a partir de la
funcién p mediante la relaciéon anterior. En el ejemplo de la figura
2.3, p(q1,A) = 0.5y p(ge,\) = p(gs,A\) = 0. Con estos valores se
obtiene, por ejemplo, que la probabilidad de la cadena 11 es p(11|4) =

p(q1,1) p(g2,1) p(q1, A) = 0.075.
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b(0.3) a(0.5)

A%W @W%

a(0. 2) b(0. 1)

Figura 2.3: Autémata estocastico.

Si el autémata A no contiene nodos intutiles (estados desde los
cuales no es posible llegar con probabilidad no nula a algin estado tal
que p(g;, A) > 0), el autémata define una distribucién de probabilidad

p(w|A) para las cadenas de A*, de forma que:

> p(w]A) =1. (2.7)

weA*

2.5 Automatas finitos de arboles

Los arboles constituyen una estructura de orden superior a las cadenas,
en el sentido de que se establecen relaciones méas complejas entre sus
componentes elementales. En una cadena, una vez definido un sentido
de lectura privilegiado (habitualmente de izquierda a derecha) cada
simbolo puede relacionarse con un antecesor tinico o con un sucesor
también 1inico. En el caso de los arboles, cada nodo puede tener un
sélo antecesor, pero varios descendientes. El inico nodo sin antecesores
es la raiz del arbol. A los nodos que no tienen descendientes se les
denomina hojas del d&rbol. Al igual que cada posicién de la cadena lleva
asociado un simbolo, los nodos del d4rbol pueden contener etiquetas. La
figura 2.4 representa un drbol con 6 nodos. El nodo superior etiquetado
con a es la raiz del drbol, y otros tres nodos son del tipo hoja (uno de
los etiquetados con b y los dos con c).

Una forma compacta de codificar estos arboles etiquetados es me-

diante la llamada notacion funcional. En ella, cada nodo se representa
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Figura 2.4: Arbol etiquetado.

como una funcién, cuyo nombre es la etiqueta que contiene y cuyos
argumentos son los subdrboles que genera cada descendiente. Por
ejemplo, el arbol 2.4 se representaria en la notaciéon funcional como
a(b(a(be))c).

En un autémata de cadenas como los definidos anteriormente, se
procesa la cadena de entrada de izquierda a derecha y para cada lec-
tura y cada estado en que se encuentra el autémata se produce una
transicién a un nuevo estado. Cuando se ha agotado la cadena de
entrada, el estado final en el que se encuentra el autémata determina
la validez o no de la cadena.

En el caso de los arboles, comenzaremos a analizar el arbol por sus
hojas, es decir, estableceremos un orden de lectura ascendente. En
funcién de la etiqueta del nodo y de los estados de los descendientes
se producird una transicién a un nuevo estado. Al llegar a la raiz del
arbol, el estado en que se encuentra el autémata determina si el arbol
es aceptado o no.

Por tanto, nos encontramos ante un mecanismo muy similar al

de los autématas finitos deterministas para cadenas al que llamare-
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mos automata finito determinista de drboles. Cada autéomata A =
(Q,V,6,F) de este tipo constard de:

e un conjunto finito de estados @ = {q1, 92, ---,qn };

e un alfabeto finito de etiquetas para los nodos de los arboles V =

{al, a, ..., G,L};
e un subconjunto de estados de aceptacién F' C Q;
e un conjunto de funciones de transicién § = {dy, 61, ...0p }-

Dado que el ntimero de descendientes de un nodo es variable, para
describir como se producen las transiciones es necesario proporcionar
no una sino una coleccién de funciones de transicién é = {do, 1, ...0n },
donde n es el maximo ntimero de descendientes admitido en el lengua-
je. Cada funcién §; toma como argumentos un simbolo de V' y k esta-
dos (uno por cada descendiente del nodo), es decir, 6 : V x QF — Q.

Por ejemplo, si ¢ es una subdrbol hoja con etiqueta a, entonces
k = 0y el estado asociado a t es 6(t) = dp(a). Sin embargo, si
t es un subdrbol etiquetado f y con tres descendientes que generan
respectivamente los subérboles t1, t2 y t3, entonces ¢t = f(t1,t2,t3) y €l
estado asociado a la raiz del subdrbol es 6(t) = d3(f,t1,t2,t3). Como
en el caso de los lenguajes de cadenas, las transiciones no contenidas en
la definicién conducen a arboles no aceptados. El lenguaje reconocido

por el automata A es entonces:
T(A) ={teVT:it) € F} (2.8)

donde V7T representa todos los drboles que se pueden construir con
nodos etiquetados con V.

De forma andloga al caso de las cadenas, llamamos lenguajes ra-
cionales de drboles a todos aquellos para los que existe un autémata
finito determinista de arboles A que reconoce el lenguaje, esto es, T

es racional si existe A tal que T' = T'(A).
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2.6 Automatas estocasticos de arboles

Aligual que los autématas finitos deterministas de cadenas pueden in-
corporar una funcién de probabilidad para generar lenguajes estocasti-
cos, también es posible asignar una probabilidad a cada transicién de
un autémata finito determinista de arboles utilizando para ello un
conjunto de funciones de probabilidad py : V x Q¥ — [0,1]. En es-
te caso, la condicién de normalizacién es que las probabilidades de
las transiciones que conducen a un mismo estado ¢ han de sumar 1.
Si denotamos, por simplicidad los estados del autémata mediante su
ordinal, Q@ = {1,2, ..., N}, entonces, para todo g € Q

Z Z Z pk(frq1snqr) = 1. (2.9)

k=0 fev q1,92; -9k € Q
q= 6(f1 q1,92, “';Qk)

Dadas las funciones py, la probabilidad de generar un arbol ¢ se obtiene
efectuando el producto de las probabilidades de transicién utilizadas
en el andlisis de t. Sin embargo, con esta definicién no estd garantizado
que la suma de todas las probabilidades para todos los arboles sumen 1.
Para que esta propiedad se satisfaga, es necesario ademads asignar una
probabilidad r(q) a cada nodo de que éste aparezca como raiz. De esta
forma la probabilidad global del arbol ¢ aparece ademdas multiplicada
por 7(q) si ¢ = d(t) es el estado asociado a la raiz, es decir, p(t|A) =
r(0(¢)) p(t|6(t)), donde p(t|d(t)) representa la probabilidad de generar
t a partir del estado ¢ = 6(t), que debe calcularse recursivamente. Por

ejemplo, para un drbol ¢t = f(t1,t2), obtendriamos

p(t8(2)) = pa(f,6(t1), 6(22)) p(t116(t1)) p(t2|6(t2))- (2.10)

Siempre que

Y or(g)=1 (2.11)

9€Q
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el autémata estocdstico de drboles A = (Q,V,d,p,r) establece un dis-

tribucién de probabilidad sobre el lenguaje V7, es decir,

> p(tl4) =1. (2.12)

tevT
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