Capitulo 1

Introduccion

“Learning” is making useful changes in
the working of our minds.

Marvin Minsky, The society of mind.

Segin el Diccionario de la lengua espanola (Real Academia Es-

panola 1992) aprender es

“adquirir el conocimiento de alguna cosa por medio del

estudio o de la experiencia.”

En esta disertaciéon nos vamos a concentrar en este segundo aspecto
de la definicién: el aprendizaje a partir de la experiencia. Mas concre-
tamente, nuestro interés se centrara en el aprendizaje computacional
a partir de ejemplos.

Durante las ultimas décadas, la denominada inteligencia artificial
ha buscado sustituir a los seres humanos por ordenadores en la realiza-
cion de las tareas mas pesadas o que mas tiempo nos ocupan. También
se ha planteado, como objetivo mads ambicioso, la posibilidad de repro-
ducir los comportamientos caracteristicos de la inteligencia humana.
Sin embargo, la idea de que el cerebro humano no es mas que un

complejo ordenador sigue siendo una cuestién controvertida (Penrose
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1992). Dada la extrema complejidad del cerebro, que contiene del or-
den de 10'° neuronas densamente interconectadas, no disponemos hoy
en dia de un modelo adecuado para describir su funcionamiento. Esto
hace imposible el disefio de mecanismos que simulen globalmente la
actividad inteligente, y nos obliga a plantearnos objetivos méas modes-
tos como que dichos mecanismos simulen comportamientos especificos
o que realicen adecuadamente tareas restringidas. Adn asi, esta tarea
es dificil. Una posibilidad que reduciria la cantidad de informacién que
debe incluirse a priori en el sistema es que el ordenador aprenda a reac-
cionar adecuadamente tras un periodo de entrenamiento. Idealmente,
la maquina responderia tras el entrenamiento con un comportamien-
to semejante al de un ser humano con las mismas experiencias. Este
proceso de adquisicion de conocimientos a partir de la experiencia es
lo que tradicionalmente se ha denominado aprendizaje inductivo, cuya

historia revisamos rapidamente en la seccién siguiente.

1.1 Aprendizaje inductivo

El procedimiento inductivo fue sometido a una demoledora critica por
parte de David Hume (Hume 1748:67)

“Todas las inferencias realizadas a partir de la experiencia,
por tanto, son efecto de la costumbre y no del razonamien-

7
to.”,

cuyas consecuencias se extienden hasta el siglo XX. De hecho, Ber-
trand Russell llegd a afirmar a este respecto que Hume “representa la
bancarrota de la racionalidad” (Russell 1946). El filésofo Karl Popper
intenté justificar los métodos inductivos desde el punto de vista de la
légica. Segun Popper (Popper 1972), es posible preferir una hipéte-
sis a otras por lo que respecta a su verdad o falsedad basindose en
justificaciones empiricas: dado que los hechos experimentales pueden
refutar algunas de ellas “preferimos aquella cuya falsedad no haya sido

demostrada”. Sin embargo, desde este punto de vista, no existe ningin



1.1. Aprendizaje inductivo 13

motivo racional para elegir una entre las hipdtesis no rechazadas, pues
el hecho de que una hipétesis concuerde con los experimentos realiza-
dos, por muy grande que sea el niimero de éstos, no garantiza que el
acuerdo se mantenga en los experimentos futuros. Dicho de otra for-
ma, los experimentos no sirven para verificar una hipdtesis, sélo para

refutar algunas de ellas.

Para solventar este problema, el mismo Popper introdujo el con-

cepto de simplicidad en el proceso de induccién:

“Hemos de valorar mdas los enunciados sencillos que los
menos sencillos, porque nos dicen mas, porque su contenido

empirico es mayor y porque se pueden contrastar mejor.”

Aunque a primera vista resulta interesante, su definicién de simpli-
cidad como grado de contrastabilidad no resulta préctica, ni es lo
suficientemente precisa como para ser aplicada con generalidad. A
este respecto, puede leerse la critica de Carl G. Hempel en Hempel
(1966:77).

En este punto, el concepto de Gold (1967) de identificacion en
el limite proporcioné un criterio riguroso para la eleccién de unas
hipétesis sobre otras: en determinadas circunstancias, algunos proce-
dimientos de formulacién de hipétesis (pero no todos) garantizan que
la. hipétesis correcta serd la tnica hipétesis propuesta después de un
conjunto suficientemente grande de observaciones (si bien, no es po-
sible especificar qué debe entenderse por “suficientemente grande”).
Veremos en la seccién 1.3 que dado cualquier método que permita
ordenar las hipédtesis, el criterio “proponer la primera hipdtesis com-
patible con los experimentos” permite la identificacion de la hipotesis
correcta. Este resultado sugiere una definicién rigurosa (aunque bas-
tante flexible) del concepto de simplicidad y proporciona un indudable

apoyo légico al procedimiento inductivo.
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1.2 Inferencia gramatical

El proceso de aprender la gramética correcta para un lenguaje a par-
tir de ejemplos es conocido con el nombre de inferencia gramatical.
La teoria de las gramdticas generativas fue desarrollada en los afnos
cincuenta y sesenta a partir de las ideas del filélogo americano Noam
Chomsky (Chomsky 1956). Su pretensién de encontrar un formalis-
mo matematico para describir los lenguajes naturales resulté menos
exitosa de lo esperado en cuanto a su objetivo de permitir el diseno
de programas que pudieran interpretar o traducir textos. En cambio,
la aplicacién de estas ideas ha resultado especialmente provechosa en
el dmbito de la informdtica, sobre todo en el desarrollo de lengua-
jes de programacién y compiladores (Aho & Ullman 1972) y en la
teoria de la computacién, especialmente en el aprendizaje computa-
cional (Laird 1988) y en los métodos sintcticos de reconocimiento de
patrones (Fu 1982). Dado que, utilizando una codificacién adecua-
da, cualquier conjunto de ejemplos puede describirse como cadenas
de simbolos, el problema del aprendizaje del conjunto se reduce al de
aprender las reglas de generacién de estas cadenas. De una forma
mas general, los ejemplos se descomponen en estructuras elementales
llamadas primitivas que aparecen formando patrones segin ciertas re-
glas. Estas reglas de generacién de patrones constituyen la gramadtica
del lenguaje. La gran ventaja de la formulacién gramatical o sintdctica
es que un numero reducido de reglas es capaz de describir un conjunto
virtualmente infinito de patrones. Para ello, es suficiente con que la

gramética incluya recursividad en sus reglas.

Una vez conocida la gramética mediante el proceso de inferencia,
cualquier tarea de clasificacién queda reducido a un problema de andali-
sis sintactico, esto es: se trata unicamente de decidir si el patron por
clasificar pertenece al lenguaje definido mediante la gramatica. Pa-
ra esta tarea existen diversos algoritmos eficientes de anilisis, como
el de Cocke, Younger (1967) y Kasami o el de Earley (1970), por lo

que en esta memoria nos concentraremos en el problema de inferir la
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gramdtica correcta.

1.3 Identificacion en el limite

En este contexto, entenderemos el aprendizaje como la adquisicién
de la capacidad para realizar con éxito una tarea. Una definicién
rigurosa de esta idea intuitiva fue formulada por Gold en 1967 (Gold
1967), mediante el criterio de identificacion en el limite. Segun este
criterio, se puede aprender un concepto si existe un procedimiento que
garantiza que durante el proceso de aprendizaje sélo se producird un
nimero finito de errores.

De forma mds precisa, dado un dominio €2, llamaremos lenguaje
0 concepto a cualquier subconjunto L C , ejemplo de L a cual-
quier elemento z € L y muestra positiva a una secuencia infinita
S = {z1,x2,...} de ejemplos de L, no necesariamente distintos. La
muestra finita S, estd formada por los n primeros elementos de S.
Diremos que el lenguaje L es identificable en el limite si existe un

procedimiento A(S,n) que, dada una muestra S del lenguaje L:

e para cada numero natural n € N, propone como hipétesis para
L un lenguaje h, = A(S,n);

e ademads, h, converge a L en el sentido de que h, = L excepto
para un numero finito de valores de n, es decir, existe un valor

ng tal que h, = L siempre que n > ny.

Una clase de lenguajes F' es identificable en el limite si todos los len-
guajes de la clase son identificables en el limite mediante un mismo
procedimiento A.

Gold también demostré que muchas clases importantes de lengua-
jes (entre ellos los lenguajes racionales que estudiaremos mds adelante)
no pueden ser identificados en el limite a partir de ejemplos. En mu-
chos casos, una muestra positiva no es suficiente para identificar el
lenguaje, esencialmente debido al problema de la generalizacién ex-

cesiva. La gemeralizacion excesiva se produce cuando se formula una
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hipétesis que es mas general que la correcta. Por ejemplo, ho gene-
raliza a hy si hy C ho. Si sdlo disponemos de ejemplos, no siempre
es posible elegir un procedimiento que identifique en cualquier caso la
hipétesis correcta. Por ejemplo, si la clase F' contiene el lenguaje Q y
ademads todos los lenguajes finitos L C €2, no existe un criterio para
elegir entre Q y L,, (siendo L,, el lenguaje finito formado exactamente
por los ejemplos de S;,) que garantice la identificacién en el limite.

Sin embargo, existen vias alternativas que evitan estas dificultades.
Una de ellas es la utilizacién de muestras completas. Una muestra com-
pleta incluye no sélo los ejemplos del lenguaje sino también los contrae-
jemplos, de forma que cada elemento aparece clasificado como pertene-
ciente o no al concepto. De esta forma, S = {(z1, u1), (z2, p2)...} don-
de p; = 1 indica que z; es un ejemplo (z; € L) y p; = 0 indica que es
un contraejemplo (z; ¢ L). Andlogamente, S, = (z1,11), -, (Tn, tin)-
La informacién contenida en la muestra completa S es suficiente para
descartar todas las hipétesis que son demasiado generales.

Vamos a ver como un método enumerativo es suficiente para identi-
ficar un lenguaje que pertenece a un clase F recursivamente numerable
de lenguajes' utilizando, para ello, muestras completas. Supongamos
que el conjunto de hipétesis es {hg,h1,h2,...} y que h, = L es la
hipétesis correcta. Diremos que h; es compatible con S, si h; con-
tiene a todos los ejemplos de S, y ninguno de sus contraejemplos o
ejemplos negativos. El procedimiento enumerativo para identificar la
hipdtesis correcta consiste en elegir siempre como hipétesis aquella Ay,
con subindice menor que es compatible con S,,.

Es evidente que de esta forma nunca se propondra como hipétesis
hj si 7 > r. De hecho, no es posible que h, sea rechazada, dado que
nunca puede aparecer un ejemplo o contraejemplo incompatible con
h,. Por otro lado una hipétesis rechazada por S, también lo serd por

todas las muestras finitas posteriores Sy, tales que m > n. Dado que

! A nuestros efectos, C' es un conjunto recursivamente numerable significa que
existe un procedimiento algoritmico para asignar a cada n € N uno de los elementos
de C, de forma que dicho procedimiento es exhaustivo (suprayectivo) en C.
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sélo existe un numero finito de hipdtesis h; tales que ¢ < r, resulta
entonces evidente que no puede cambiarse de hipotesis mas de r veces.
Sélo resta, por tanto, justificar que todas las hipdtesis h; tales que
1 < r acaban siendo descartadas para que la identificacién en el limite
siempre se alcance.

En efecto, si h, no es compatible con h; es porque existe al menos
algin elemento en la diferencia simétrica de los dos conjuntos h, @ h;.
Es decir, existe ¢ € h, tal que x & h; o bien, z € h; tal que z & h,. Si
asumimos que z aparece en S, es decir que existe al menos un m € N
tal que ¢ = z,,,, entonces la hipotesis h; es descartada por todas las S,
tales que n > m. En consecuencia, dada la muestra S, excepto para
un ndmero finito de valores de n, h, es la primera hipétesis compatible
con S,. Nétese que, aunque queda garantizada la identificacién en el
limite, no disponemos de un criterio que nos permita afirmar cuiando
se ha producido ésta. Ademsds, ha sido necesario asumir que cualquier
muestra contiene todos los ejemplos y contraejemplos necesarios para
la identificacidn.

En la prictica los contraejemplos no son faciles de conseguir, al
menos en la cantidad deseada. Por ejemplo, en una tarea de reconoci-
miento de caracteres manuscritos podemos recoger grandes muestras
de digitos 0 y suponer que todas las formas de ceros acabarin siendo
recogidas en la muestra. Sin embargo, aunque los ejemplos de otros
digitos pueden ser tomados como contraejemplos de ceros, es evidente
que estos no son representativos de la clase complementaria (no todos
los grafos que no representan un cero son otro digito), por lo que el
aprendizaje mostrard sistematicamente una tendencia a la generaliza-
cién excesiva.

La utilizacién de muestras completas puede ser evitada si se dis-
pone de informacién adicional acerca del orden de presentacién de los
elementos de la muestra. Por ejemplo, si €2 estd formado por cadenas
de simbolos, es suficiente con que los elementos de la muestra positiva
S aparezcan ordenados segin su longitud, de forma que las cadenas

que siguen a una dada sean todas de longitud mayor o igual que la
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de ésta. Evidentemente, esto equivale a disponer de todos los con-
traejemplos. En efecto, dada w € Sy, toda cadena = € Q de longitud
menor que la de w tal que z € S,, es necesariamente un contraejemplo
del lenguaje. Otra forma de afrontar el problema de la generalizacién
excesiva es asumir que los ejemplos han sido generados de acuerdo
con una distribucién probabilistica preestablecida aunque desconoci-
da. Esta opcién parece corresponderse mejor con las situaciones rea-
les. De hecho, en muchas aplicaciones como reconocimiento del habla,
modelizacién del lenguaje natural etc, el proceso de aprendizaje invo-
lucra ejemplos ruidosos o aleatorios. La identificacién de este tipo de

lenguajes es discutida en la seccién siguiente.

1.4 Identificacion de lenguajes estocasticos

Angluin (1988) ha demostrado que es posible identificar en el limite
un lenguaje a partir de muestras generadas aleatoriamente mediante
distribuciones de probabilidad bastante generales, aunque sin llegar a
proponer un método eficiente para ello. En cierto sentido, la regu-
laridad estadistica que presentan las muestras aleatorias es capaz de
compensar la falta de datos negativos. Sin embargo, la suposicién de
que existe una fuente aleatoria de ejemplos no incrementa el conjunto
de clases de lenguajes identificables.

Una muestra aleatoria del lenguaje L es una secuencia de ejemplos,
S = {z1, 2, ...}, en la que los elementos de L aparecen repetidamente
siguiendo una distribucién de probabilidad p(z) cuyo soporte coincide
con L, es decir: L = {z € Q: p(z) > 0}. NStese que la muestra aleato-
ria no contiene informacién sobre los contragjemplos del lenguaje. La
adicién de una estructura probabilistica al lenguaje no anade potencia
a los métodos de identificacion en el limite. Es decir, si una clase de
lenguajes F' es identificable en el limite utilizando muestras aleatorias,
F es también identificable en el limite utilizando muestras completas
(Angluin 1988).

Por otra parte, una clase recursivamente numerable de distribu-
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ciones uniformemente aproximadamente computables es identificable
en el limite (Angluin 1988). La distribucién p(z) es uniformemente
aproximadamente computable si existe una funcién racional computa-
ble? f:  x R — Q que proporciona un ntimero racional f(z,¢) € Q
cuyo valor estd como mucho a una distancia € de p(z). En particular,
las distribuciones de probabilidad computables y racionales (es decir,
aquellas que sélo toman valores en QQ), son identificables en el limite.
Aunque en general los valores de las probabilidades en una distribu-
cién arbitraria pueden ser numeros reales, la distincién entre niimeros
reales y racionales es sélo relevante desde el punto de vista tedrico,
dado que en un ordenador todos ellos son representados mediante un
nimero finito de bits. La cuestién de la identificacién en el limite de
probabilidades racionales sera discutida con mas detalle en la seccion
3.6

1.5 Aprendizaje PAC

El criterio de aprendizaje formulado por Valiant (1984) es distinto del
de Gold (1967), y se conoce con el nombre de aprendizaje probablemen-
te aprozimadamente correcto o, de forma abreviada, aprendizaje PAC.
En este criterio, existe una distribucién de probabilidad desconocida
para los ejemplos y el algoritmo de aprendizaje extrae ejemplos al azar
y trata de construir una hipétesis que no sea demasiado diferente del
lenguaje correcto con probabilidad elevada.

En principio, una medida de la semejanza entre el lenguaje L y la
hipétesis h podria definirse introduciendo una tasa de error, como el
cociente del tamafio de la diferencia simétrica L ® h y y el tamano de
L. Sin embargo, esta medida no es 1til si L es un lenguaje infinito.
Si disponemos de una distribucién de probabilidad p(z) para los ele-

mentos del dominio €2, la probabilidad de las cadenas mal clasificadas

2La funcién f es computable si existe un algoritmo que proporciona el resultado
de la funcién para cualquier entrada de los argumentos. Para una definicién mas
rigurosa puede consultarse, por ejemplo, el libro de Hopcroft y Ullman (1979).
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p(h @ L) es una medida de la semejanza entre la hipétesis h y el len-
guaje L, que denotaremos como erry (h) = p(h® L). Ademds, p(z) nos
permite generar muestras aleatorias finitas S, de tamano n arbitrario.

Todo lo anterior nos permite definir de forma m&s rigurosa un
nuevo criterio de aprendizaje. Dado un dominio €2 y una clase F' de
lenguajes sobre 2, F' es aprendible (PAC) si existe un procedimiento
A tal que para cualquier distribucién de probabilidad p(z) para los
elementos de Q y cualquier L € F:

e toma e >0y 1> qa>0 como entrada;

e puede llamar a un procedimiento B(n) para generar S, una

muestra aleatoria de L de tamaiho n;

e proporciona un concepto h = A(e, o, S) tal que errp,(h) < € con
probabilidad mayor que 1 — a.

Si el procedimiento A requiere un tiempo polinémico en términos de
a 'y €, F' es aprendible eficientemente. Obviamente, para que esto se
produzca A debe elegir también un valor para n polinémico en funcién
de ay e

Este criterio es muy estricto, en el sentido de que no se realiza
ninguna suposicién sobre la distribucién de probabilidad p(z), ni tan
siquiera que ésta sea computable. En particular, la posibilidad de
aprender (PAC) una familia de lenguajes F' viene dada por la di-
mensién de Vapnik-Chervonenkis de F', que es el tamafno del mayor
conjunto C' C Q desmenuzado (“shattered”) por F. Un conjunto C
es desmenuzado por F' si para cualquier subconjunto X C C existe
un lenguaje L € F tal que F N C = X. Es decir, existen suficien-
tes lenguajes en F' como para elegir uno que coincida (en el dominio
propio de C) con cualquier subconjunto de C. De alguna forma, la
dimensién de Vapnik-Chervonenkis mide la complejidad, en el sentido
de capacidad expresiva, de la familia F'.

Por ejemplo, si para algin elemento z € ) existe un lenguaje de

F que contiene a x y otro que no lo contiene, la dimensiéon de Vapnik-
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Chervonenkis de F' es mayor o igual que uno. Para que la dimensién de
F sea mayor o igual que 2, debe existir un par de elementos z1, 2 € )
y cuatro lenguajes Log, Lo1, Lo, L11 € F' tales que z; € Lj j, siy s6lo
si j; = 1. De forma andloga se puede razonar para las condiciones con
dimensién n.

Como veremos mas adelante, los lenguajes racionales o regulares
incluyen a todos los lenguajes finitos, y por tanto, su dimensién de
Vapnik-Chervonenkis es mayor que cualquier valor n que se elija, o lo
que es lo mismo, es infinita. Resulta que sélo las familias con dimen-
sién de Vapnik-Chervonenkis finita son aprendibles (PAC) polinémi-
camente (Anthony & Biggs 1992), por lo que en adelante, utilizaremos

el criterio de Gold para caracterizar el éxito en el aprendizaje.






