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Presentacion

En esta memoria se presentan una serie de algoritmos que permiten la
identificacién de forma eficiente de lenguajes racionales (esto es, len-
guajes reconocidos por autématas finitos) a partir de muestras alea-
torias. El significado de la inferencia, en particular para los lenguajes
estocdsticos, los criterios de éxito en el aprendizaje y otros conceptos
basicos son presentados en el capitulo 1. El capitulo 2 contiene una
introduccién a los autématas finitos estocdsticos. En el capitulo 3 se
discuten distintos métodos para evaluar la calidad de los modelos ob-
tenidos. Dichos métodos miden la distancia entre las distribuciones
de probabilidad propuestas y las correctas basdndose en la teoria de
la informacién. Algunos técnicas y métodos tradicionales usados en el
aprendizaje de lenguajes estocdsticos son revisados en el capitulo 4. En
el capitulo 5 se presenta un algoritmo nuevo para la identificacién de
lenguajes racionales de cadenas y en el capitulo 6, otro algoritmo para
la identificacién de lenguajes racionales de arboles. En el capitulo 7 se
explora la posibilidad de que las redes neurales recurrentes de segundo
orden identifiquen de forma robusta lenguajes racionales a partir de
ejemplos estocdsticos. Por ultimo se realiza una discusién sobre los

problemas abiertos y las posibles continuaciones de este trabajo.
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Capitulo 1

Introduccion

“Learning” is making useful changes in
the working of our minds.

Marvin Minsky, The society of mind.

Segin el Diccionario de la lengua espanola (Real Academia Es-

panola 1992) aprender es

“adquirir el conocimiento de alguna cosa por medio del

estudio o de la experiencia.”

En esta disertaciéon nos vamos a concentrar en este segundo aspecto
de la definicién: el aprendizaje a partir de la experiencia. Mas concre-
tamente, nuestro interés se centrara en el aprendizaje computacional
a partir de ejemplos.

Durante las ultimas décadas, la denominada inteligencia artificial
ha buscado sustituir a los seres humanos por ordenadores en la realiza-
cion de las tareas mas pesadas o que mas tiempo nos ocupan. También
se ha planteado, como objetivo mads ambicioso, la posibilidad de repro-
ducir los comportamientos caracteristicos de la inteligencia humana.
Sin embargo, la idea de que el cerebro humano no es mas que un

complejo ordenador sigue siendo una cuestién controvertida (Penrose

11



12 Capitulo 1. Introduccion

1992). Dada la extrema complejidad del cerebro, que contiene del or-
den de 10'° neuronas densamente interconectadas, no disponemos hoy
en dia de un modelo adecuado para describir su funcionamiento. Esto
hace imposible el disefio de mecanismos que simulen globalmente la
actividad inteligente, y nos obliga a plantearnos objetivos méas modes-
tos como que dichos mecanismos simulen comportamientos especificos
o que realicen adecuadamente tareas restringidas. Adn asi, esta tarea
es dificil. Una posibilidad que reduciria la cantidad de informacién que
debe incluirse a priori en el sistema es que el ordenador aprenda a reac-
cionar adecuadamente tras un periodo de entrenamiento. Idealmente,
la maquina responderia tras el entrenamiento con un comportamien-
to semejante al de un ser humano con las mismas experiencias. Este
proceso de adquisicion de conocimientos a partir de la experiencia es
lo que tradicionalmente se ha denominado aprendizaje inductivo, cuya

historia revisamos rapidamente en la seccién siguiente.

1.1 Aprendizaje inductivo

El procedimiento inductivo fue sometido a una demoledora critica por
parte de David Hume (Hume 1748:67)

“Todas las inferencias realizadas a partir de la experiencia,
por tanto, son efecto de la costumbre y no del razonamien-

7
to.”,

cuyas consecuencias se extienden hasta el siglo XX. De hecho, Ber-
trand Russell llegd a afirmar a este respecto que Hume “representa la
bancarrota de la racionalidad” (Russell 1946). El filésofo Karl Popper
intenté justificar los métodos inductivos desde el punto de vista de la
légica. Segun Popper (Popper 1972), es posible preferir una hipéte-
sis a otras por lo que respecta a su verdad o falsedad basindose en
justificaciones empiricas: dado que los hechos experimentales pueden
refutar algunas de ellas “preferimos aquella cuya falsedad no haya sido

demostrada”. Sin embargo, desde este punto de vista, no existe ningin
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motivo racional para elegir una entre las hipdtesis no rechazadas, pues
el hecho de que una hipétesis concuerde con los experimentos realiza-
dos, por muy grande que sea el niimero de éstos, no garantiza que el
acuerdo se mantenga en los experimentos futuros. Dicho de otra for-
ma, los experimentos no sirven para verificar una hipdtesis, sélo para

refutar algunas de ellas.

Para solventar este problema, el mismo Popper introdujo el con-

cepto de simplicidad en el proceso de induccién:

“Hemos de valorar mdas los enunciados sencillos que los
menos sencillos, porque nos dicen mas, porque su contenido

empirico es mayor y porque se pueden contrastar mejor.”

Aunque a primera vista resulta interesante, su definicién de simpli-
cidad como grado de contrastabilidad no resulta préctica, ni es lo
suficientemente precisa como para ser aplicada con generalidad. A
este respecto, puede leerse la critica de Carl G. Hempel en Hempel
(1966:77).

En este punto, el concepto de Gold (1967) de identificacion en
el limite proporcioné un criterio riguroso para la eleccién de unas
hipétesis sobre otras: en determinadas circunstancias, algunos proce-
dimientos de formulacién de hipétesis (pero no todos) garantizan que
la. hipétesis correcta serd la tnica hipétesis propuesta después de un
conjunto suficientemente grande de observaciones (si bien, no es po-
sible especificar qué debe entenderse por “suficientemente grande”).
Veremos en la seccién 1.3 que dado cualquier método que permita
ordenar las hipédtesis, el criterio “proponer la primera hipdtesis com-
patible con los experimentos” permite la identificacion de la hipotesis
correcta. Este resultado sugiere una definicién rigurosa (aunque bas-
tante flexible) del concepto de simplicidad y proporciona un indudable

apoyo légico al procedimiento inductivo.
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1.2 Inferencia gramatical

El proceso de aprender la gramética correcta para un lenguaje a par-
tir de ejemplos es conocido con el nombre de inferencia gramatical.
La teoria de las gramdticas generativas fue desarrollada en los afnos
cincuenta y sesenta a partir de las ideas del filélogo americano Noam
Chomsky (Chomsky 1956). Su pretensién de encontrar un formalis-
mo matematico para describir los lenguajes naturales resulté menos
exitosa de lo esperado en cuanto a su objetivo de permitir el diseno
de programas que pudieran interpretar o traducir textos. En cambio,
la aplicacién de estas ideas ha resultado especialmente provechosa en
el dmbito de la informdtica, sobre todo en el desarrollo de lengua-
jes de programacién y compiladores (Aho & Ullman 1972) y en la
teoria de la computacién, especialmente en el aprendizaje computa-
cional (Laird 1988) y en los métodos sintcticos de reconocimiento de
patrones (Fu 1982). Dado que, utilizando una codificacién adecua-
da, cualquier conjunto de ejemplos puede describirse como cadenas
de simbolos, el problema del aprendizaje del conjunto se reduce al de
aprender las reglas de generacién de estas cadenas. De una forma
mas general, los ejemplos se descomponen en estructuras elementales
llamadas primitivas que aparecen formando patrones segin ciertas re-
glas. Estas reglas de generacién de patrones constituyen la gramadtica
del lenguaje. La gran ventaja de la formulacién gramatical o sintdctica
es que un numero reducido de reglas es capaz de describir un conjunto
virtualmente infinito de patrones. Para ello, es suficiente con que la

gramética incluya recursividad en sus reglas.

Una vez conocida la gramética mediante el proceso de inferencia,
cualquier tarea de clasificacién queda reducido a un problema de andali-
sis sintactico, esto es: se trata unicamente de decidir si el patron por
clasificar pertenece al lenguaje definido mediante la gramatica. Pa-
ra esta tarea existen diversos algoritmos eficientes de anilisis, como
el de Cocke, Younger (1967) y Kasami o el de Earley (1970), por lo

que en esta memoria nos concentraremos en el problema de inferir la



1.3. Identificacion en el limite 15

gramdtica correcta.

1.3 Identificacion en el limite

En este contexto, entenderemos el aprendizaje como la adquisicién
de la capacidad para realizar con éxito una tarea. Una definicién
rigurosa de esta idea intuitiva fue formulada por Gold en 1967 (Gold
1967), mediante el criterio de identificacion en el limite. Segun este
criterio, se puede aprender un concepto si existe un procedimiento que
garantiza que durante el proceso de aprendizaje sélo se producird un
nimero finito de errores.

De forma mds precisa, dado un dominio €2, llamaremos lenguaje
0 concepto a cualquier subconjunto L C , ejemplo de L a cual-
quier elemento z € L y muestra positiva a una secuencia infinita
S = {z1,x2,...} de ejemplos de L, no necesariamente distintos. La
muestra finita S, estd formada por los n primeros elementos de S.
Diremos que el lenguaje L es identificable en el limite si existe un

procedimiento A(S,n) que, dada una muestra S del lenguaje L:

e para cada numero natural n € N, propone como hipétesis para
L un lenguaje h, = A(S,n);

e ademads, h, converge a L en el sentido de que h, = L excepto
para un numero finito de valores de n, es decir, existe un valor

ng tal que h, = L siempre que n > ny.

Una clase de lenguajes F' es identificable en el limite si todos los len-
guajes de la clase son identificables en el limite mediante un mismo
procedimiento A.

Gold también demostré que muchas clases importantes de lengua-
jes (entre ellos los lenguajes racionales que estudiaremos mds adelante)
no pueden ser identificados en el limite a partir de ejemplos. En mu-
chos casos, una muestra positiva no es suficiente para identificar el
lenguaje, esencialmente debido al problema de la generalizacién ex-

cesiva. La gemeralizacion excesiva se produce cuando se formula una
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hipétesis que es mas general que la correcta. Por ejemplo, ho gene-
raliza a hy si hy C ho. Si sdlo disponemos de ejemplos, no siempre
es posible elegir un procedimiento que identifique en cualquier caso la
hipétesis correcta. Por ejemplo, si la clase F' contiene el lenguaje Q y
ademads todos los lenguajes finitos L C €2, no existe un criterio para
elegir entre Q y L,, (siendo L,, el lenguaje finito formado exactamente
por los ejemplos de S;,) que garantice la identificacién en el limite.

Sin embargo, existen vias alternativas que evitan estas dificultades.
Una de ellas es la utilizacién de muestras completas. Una muestra com-
pleta incluye no sélo los ejemplos del lenguaje sino también los contrae-
jemplos, de forma que cada elemento aparece clasificado como pertene-
ciente o no al concepto. De esta forma, S = {(z1, u1), (z2, p2)...} don-
de p; = 1 indica que z; es un ejemplo (z; € L) y p; = 0 indica que es
un contraejemplo (z; ¢ L). Andlogamente, S, = (z1,11), -, (Tn, tin)-
La informacién contenida en la muestra completa S es suficiente para
descartar todas las hipétesis que son demasiado generales.

Vamos a ver como un método enumerativo es suficiente para identi-
ficar un lenguaje que pertenece a un clase F recursivamente numerable
de lenguajes' utilizando, para ello, muestras completas. Supongamos
que el conjunto de hipétesis es {hg,h1,h2,...} y que h, = L es la
hipétesis correcta. Diremos que h; es compatible con S, si h; con-
tiene a todos los ejemplos de S, y ninguno de sus contraejemplos o
ejemplos negativos. El procedimiento enumerativo para identificar la
hipdtesis correcta consiste en elegir siempre como hipétesis aquella Ay,
con subindice menor que es compatible con S,,.

Es evidente que de esta forma nunca se propondra como hipétesis
hj si 7 > r. De hecho, no es posible que h, sea rechazada, dado que
nunca puede aparecer un ejemplo o contraejemplo incompatible con
h,. Por otro lado una hipétesis rechazada por S, también lo serd por

todas las muestras finitas posteriores Sy, tales que m > n. Dado que

! A nuestros efectos, C' es un conjunto recursivamente numerable significa que
existe un procedimiento algoritmico para asignar a cada n € N uno de los elementos
de C, de forma que dicho procedimiento es exhaustivo (suprayectivo) en C.
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sélo existe un numero finito de hipdtesis h; tales que ¢ < r, resulta
entonces evidente que no puede cambiarse de hipotesis mas de r veces.
Sélo resta, por tanto, justificar que todas las hipdtesis h; tales que
1 < r acaban siendo descartadas para que la identificacién en el limite
siempre se alcance.

En efecto, si h, no es compatible con h; es porque existe al menos
algin elemento en la diferencia simétrica de los dos conjuntos h, @ h;.
Es decir, existe ¢ € h, tal que x & h; o bien, z € h; tal que z & h,. Si
asumimos que z aparece en S, es decir que existe al menos un m € N
tal que ¢ = z,,,, entonces la hipotesis h; es descartada por todas las S,
tales que n > m. En consecuencia, dada la muestra S, excepto para
un ndmero finito de valores de n, h, es la primera hipétesis compatible
con S,. Nétese que, aunque queda garantizada la identificacién en el
limite, no disponemos de un criterio que nos permita afirmar cuiando
se ha producido ésta. Ademsds, ha sido necesario asumir que cualquier
muestra contiene todos los ejemplos y contraejemplos necesarios para
la identificacidn.

En la prictica los contraejemplos no son faciles de conseguir, al
menos en la cantidad deseada. Por ejemplo, en una tarea de reconoci-
miento de caracteres manuscritos podemos recoger grandes muestras
de digitos 0 y suponer que todas las formas de ceros acabarin siendo
recogidas en la muestra. Sin embargo, aunque los ejemplos de otros
digitos pueden ser tomados como contraejemplos de ceros, es evidente
que estos no son representativos de la clase complementaria (no todos
los grafos que no representan un cero son otro digito), por lo que el
aprendizaje mostrard sistematicamente una tendencia a la generaliza-
cién excesiva.

La utilizacién de muestras completas puede ser evitada si se dis-
pone de informacién adicional acerca del orden de presentacién de los
elementos de la muestra. Por ejemplo, si €2 estd formado por cadenas
de simbolos, es suficiente con que los elementos de la muestra positiva
S aparezcan ordenados segin su longitud, de forma que las cadenas

que siguen a una dada sean todas de longitud mayor o igual que la
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de ésta. Evidentemente, esto equivale a disponer de todos los con-
traejemplos. En efecto, dada w € Sy, toda cadena = € Q de longitud
menor que la de w tal que z € S,, es necesariamente un contraejemplo
del lenguaje. Otra forma de afrontar el problema de la generalizacién
excesiva es asumir que los ejemplos han sido generados de acuerdo
con una distribucién probabilistica preestablecida aunque desconoci-
da. Esta opcién parece corresponderse mejor con las situaciones rea-
les. De hecho, en muchas aplicaciones como reconocimiento del habla,
modelizacién del lenguaje natural etc, el proceso de aprendizaje invo-
lucra ejemplos ruidosos o aleatorios. La identificacién de este tipo de

lenguajes es discutida en la seccién siguiente.

1.4 Identificacion de lenguajes estocasticos

Angluin (1988) ha demostrado que es posible identificar en el limite
un lenguaje a partir de muestras generadas aleatoriamente mediante
distribuciones de probabilidad bastante generales, aunque sin llegar a
proponer un método eficiente para ello. En cierto sentido, la regu-
laridad estadistica que presentan las muestras aleatorias es capaz de
compensar la falta de datos negativos. Sin embargo, la suposicién de
que existe una fuente aleatoria de ejemplos no incrementa el conjunto
de clases de lenguajes identificables.

Una muestra aleatoria del lenguaje L es una secuencia de ejemplos,
S = {z1, 2, ...}, en la que los elementos de L aparecen repetidamente
siguiendo una distribucién de probabilidad p(z) cuyo soporte coincide
con L, es decir: L = {z € Q: p(z) > 0}. NStese que la muestra aleato-
ria no contiene informacién sobre los contragjemplos del lenguaje. La
adicién de una estructura probabilistica al lenguaje no anade potencia
a los métodos de identificacion en el limite. Es decir, si una clase de
lenguajes F' es identificable en el limite utilizando muestras aleatorias,
F es también identificable en el limite utilizando muestras completas
(Angluin 1988).

Por otra parte, una clase recursivamente numerable de distribu-
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ciones uniformemente aproximadamente computables es identificable
en el limite (Angluin 1988). La distribucién p(z) es uniformemente
aproximadamente computable si existe una funcién racional computa-
ble? f:  x R — Q que proporciona un ntimero racional f(z,¢) € Q
cuyo valor estd como mucho a una distancia € de p(z). En particular,
las distribuciones de probabilidad computables y racionales (es decir,
aquellas que sélo toman valores en QQ), son identificables en el limite.
Aunque en general los valores de las probabilidades en una distribu-
cién arbitraria pueden ser numeros reales, la distincién entre niimeros
reales y racionales es sélo relevante desde el punto de vista tedrico,
dado que en un ordenador todos ellos son representados mediante un
nimero finito de bits. La cuestién de la identificacién en el limite de
probabilidades racionales sera discutida con mas detalle en la seccion
3.6

1.5 Aprendizaje PAC

El criterio de aprendizaje formulado por Valiant (1984) es distinto del
de Gold (1967), y se conoce con el nombre de aprendizaje probablemen-
te aprozimadamente correcto o, de forma abreviada, aprendizaje PAC.
En este criterio, existe una distribucién de probabilidad desconocida
para los ejemplos y el algoritmo de aprendizaje extrae ejemplos al azar
y trata de construir una hipétesis que no sea demasiado diferente del
lenguaje correcto con probabilidad elevada.

En principio, una medida de la semejanza entre el lenguaje L y la
hipétesis h podria definirse introduciendo una tasa de error, como el
cociente del tamafio de la diferencia simétrica L ® h y y el tamano de
L. Sin embargo, esta medida no es 1til si L es un lenguaje infinito.
Si disponemos de una distribucién de probabilidad p(z) para los ele-

mentos del dominio €2, la probabilidad de las cadenas mal clasificadas

2La funcién f es computable si existe un algoritmo que proporciona el resultado
de la funcién para cualquier entrada de los argumentos. Para una definicién mas
rigurosa puede consultarse, por ejemplo, el libro de Hopcroft y Ullman (1979).
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p(h @ L) es una medida de la semejanza entre la hipétesis h y el len-
guaje L, que denotaremos como erry (h) = p(h® L). Ademds, p(z) nos
permite generar muestras aleatorias finitas S, de tamano n arbitrario.

Todo lo anterior nos permite definir de forma m&s rigurosa un
nuevo criterio de aprendizaje. Dado un dominio €2 y una clase F' de
lenguajes sobre 2, F' es aprendible (PAC) si existe un procedimiento
A tal que para cualquier distribucién de probabilidad p(z) para los
elementos de Q y cualquier L € F:

e toma e >0y 1> qa>0 como entrada;

e puede llamar a un procedimiento B(n) para generar S, una

muestra aleatoria de L de tamaiho n;

e proporciona un concepto h = A(e, o, S) tal que errp,(h) < € con
probabilidad mayor que 1 — a.

Si el procedimiento A requiere un tiempo polinémico en términos de
a 'y €, F' es aprendible eficientemente. Obviamente, para que esto se
produzca A debe elegir también un valor para n polinémico en funcién
de ay e

Este criterio es muy estricto, en el sentido de que no se realiza
ninguna suposicién sobre la distribucién de probabilidad p(z), ni tan
siquiera que ésta sea computable. En particular, la posibilidad de
aprender (PAC) una familia de lenguajes F' viene dada por la di-
mensién de Vapnik-Chervonenkis de F', que es el tamafno del mayor
conjunto C' C Q desmenuzado (“shattered”) por F. Un conjunto C
es desmenuzado por F' si para cualquier subconjunto X C C existe
un lenguaje L € F tal que F N C = X. Es decir, existen suficien-
tes lenguajes en F' como para elegir uno que coincida (en el dominio
propio de C) con cualquier subconjunto de C. De alguna forma, la
dimensién de Vapnik-Chervonenkis mide la complejidad, en el sentido
de capacidad expresiva, de la familia F'.

Por ejemplo, si para algin elemento z € ) existe un lenguaje de

F que contiene a x y otro que no lo contiene, la dimensiéon de Vapnik-
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Chervonenkis de F' es mayor o igual que uno. Para que la dimensién de
F sea mayor o igual que 2, debe existir un par de elementos z1, 2 € )
y cuatro lenguajes Log, Lo1, Lo, L11 € F' tales que z; € Lj j, siy s6lo
si j; = 1. De forma andloga se puede razonar para las condiciones con
dimensién n.

Como veremos mas adelante, los lenguajes racionales o regulares
incluyen a todos los lenguajes finitos, y por tanto, su dimensién de
Vapnik-Chervonenkis es mayor que cualquier valor n que se elija, o lo
que es lo mismo, es infinita. Resulta que sélo las familias con dimen-
sién de Vapnik-Chervonenkis finita son aprendibles (PAC) polinémi-
camente (Anthony & Biggs 1992), por lo que en adelante, utilizaremos

el criterio de Gold para caracterizar el éxito en el aprendizaje.






Capitulo 2

Autématas finitos

estocasticos y lenguajes

Si el universo consta de un numero infi-
nito de términos, es rigurosamente capaz
de un numero infinito de combinaciones
—y la necesidad de un Regreso queda ven-
cida. Queda su mera posibilidad, compu-
table en cero.

Jorge Luis Borges, Historia de la eterni-
dad.

Las médquinas de estados finitos son uno de los mecanismos mds
sencillos que permiten realizar una tarea y se caracterizan por que su
funcionamiento requiere tan sélo una capacidad de almacenamiento
que es acotable a priori. Desafortunadamente, no todos los problemas
pueden ser resueltos utilizando autématas finitos. Vamos a considerar
como ejemplo dos tareas del Ambito de la programacién de ordenado-

res, aparentemente de dificultad similar:
1. Un programa que calcula el cociente de una cadena numérica

23
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por 3. Este programa puede implementarse de forma sencilla sin
que se necesite almacenar toda la cadena de entrada. Basta con
ir procesando ésta simbolo a simbolo, calculando el cociente y
guardando el resto para sumdrselo (multiplicado por tres) a la
siguiente lectura. Por tanto, un programa que disponga de un
sistema de almacenamiento para guardar dos bits es suficiente
para realizar la tarea. Por muy larga que sea la cadena de en-
trada, bastard con esperar el tiempo suficiente para obtener la
salida, pero jamds se producira el desbordamiento del programa.
Los estados de la memoria utilizada pueden entenderse como los
estados de un autémata finito y los cambios que se producen
con la entrada pueden interpretarse como la llamada funcién de

transicién (véase la figura 2.1).

. Un programa que invierte el sentido de la cadena. En este caso

es necesario optar entre:

(a) leer la cadena completa y después escribir el resultado, con
lo que es de esperar que para una cadena lo suficientemente

larga se agoten las reserva de memoria, o
(b) utilizar una funcién recursiva.
En esta segunda opcién, el desbordamiento se producird cuando

se agote la pila de almacenamiento de llamadas recursivas, lo

cual es inevitable si la cadena es lo suficientemente larga.

La tarea 2 pertenece a un grupo de problemas mas dificiles de resol-

ver que los del tipo 1. Mientras que éstos son resolubles mediante

una maquina de estados finitos, los primeros requieren una pila de

almacenamiento virtualmente ilimitada.

Precisamente por encontrarse los autématas finitos entre los sis-

temas mas sencillos que se pueden utilizar en la teoria de lenguajes,

éstos han sido aplicados con éxito en numerosas tareas de aprendi-

zaje y de reconocimiento de patrones. Toda la informacién que nos
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1(0) 0(0)
—©O -

O 1(1) 0(1) o

0(0) 1(1)

Figura 2.1: Maquina de estados finitos capaz de realizar el cociente
de una cadena binaria por tres. El estado inicial aparece marcado por

una flecha y la salida se forma a partir de los niimeros entre paréntesis.

puede proporcionar un autémata finito es el estado en el que se en-
cuentra después de haber procesado la entrada. Por ello, los estados
se clasificaran en estados de aceptacion y de no aceptacion y servirdn
para clasificar las entradas en correctas e incorrectas. Los autéma-
tas estocasticos aparecen cuando los cambios de estado del autémata
se producen de forma aleatoria. En lo que sigue se introducen mas

detalladamente estos conceptos.

2.1 Alfabetos y lenguajes

Un alfabeto A es un conjunto finito y ordenado de simbolos. Por
ejemplo: A = {a,b,c,...,z} o el alfabeto binario A = {0,1}. El orden
de sus elementos se denomina ordenacion alfabética. Una secuencia
de un nimero arbitrario (finito) de simbolos del alfabeto forma una
cadena, palabra o frase. Por ejemplo, w = aca significa que la cadena
w estd formada por una secuencia de tres simbolos del alfabeto: a,
¢y a. Dos secuencias compuestas de los mismos simbolos pero en
diferente orden son distintas: aca # caa. El nimero de simbolos que
componen la cadena es su longitud, y se representa habitualmente por
|wl.

Al conjunto de todas las cadenas generables a partir del alfabeto
A lo llamaremos lenguaje universal A* y a la operacién por la que

se genera una cadena a partir de los simbolos que la componen, con-
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catenacion. Es posible formar cadenas de longitud arbitraria, y en
particular, cabe la posibilidad de que la cadena contenga 0 simbolos.
En ese caso, se trata de una cadena vacia, que se representard de forma,

especial mediante el simbolo A y que satisface Vw € A*:
WA = Aw = w. (2.1)

Con la incorporacién de A, cuyas caracteristicas son las de un elemento
neutro, la concatenacién dota de estructura de monoide a A*, es decir,
se trata de una operacién interna asociativa, con elemento neutro pero
no conmutativa.

Dado que la concatenacién es no conmutativa, se han de definir dos
operaciones inversas, una, por la izquierda y otra por la derecha. Asi,
si w = zy, siendo z,y,w palabras de A*, diremos que x es un prefijo

de w mientras que y es un sufijo de w, y escribiremos z = wy~! o,

alternativamente, y = z~'w.

Por ltimo, un lenguaje es un subconjunto cualquiera de cadenas de
A*. Por ejemplo, las frases del castellano son un subconjunto de todas
las cadenas que se pueden formar a partir del alfabeto habitual, y los
signos de puntuacién. También llamaremos, por analogia, lenguajes a
conjuntos como el de las cadenas binarias que expresan un ntimero par,
0 aquél que no contiene ninguna cadena o conjunto vacio, representado
como ().

Los lenguajes que se pueden generar a partir de alfabetos finitos
sOlo pueden ser finitos o de cardinal infinito numerable. En efecto, si
un lenguaje es infinito, siempre es posible establecer una ordenacién
efectiva en él, de forma que a cada cadena se le asigne un nimero de
orden siguiendo la llamada ordenacion lexicogrdfica o candnica. Esta
consiste en recorrer las palabras del lenguaje de menor a mayor longi-
tud de las cadenas y dentro de cada longitud por el orden alfabético
definido para el alfabeto A. Por ejemplo, en el caso del alfabeto binario
seguiria la sucesién A* = {\,0,1,00,01,10,11,000,001,...}.

Por 1ltimo, la concatenaciéon de palabras puede generalizarse para

englobar también la de lenguajes: la concatenacion de dos lenguajes L
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y L' es un nuevo lenguaje formado por las cadenas obtenidas mediante

concatenaciéon de una cadena de L con otra de L', es decir,

L' ={w=zy:z€LAyeL’} (2.2)

2.2 Autématas finitos deterministas

Un autémata finito puede servir para discriminar palabras, observando
el estado final en el cudl se encuentra. Por ejemplo, el autémata de
la figura 2.1 permite clasificar las cadenas binarias de entrada que son
multiplo de tres y las que no, simplemente mirando cudl es el estado
final después de la lectura. Los estados validos son llamados estados
de aceptacion y aparecen marcados con doble circulo. El estado inicial
(aquel en el que se encuentra el autémata antes de analizar la cadena)
se sefiala con una flecha. Esta funcién como clasificadores de palabras
permite que los autématas finitos sean utilizados con frecuencia para
el andlisis 1éxico de programas o textos, es decir, para determinar
qué palabras estan correctamente escritas y pertenecen al lenguaje en
cuestién, o para buscar determinados patrones en un texto.

Los elementos de un autémata finito determinista (DFA) son A =
(@, A, d,qr, F), siendo:

e Q@ = {q1,92,---,qn } el conjunto finito de estados posibles del

automata;

A ={a1,a9,...,ar} su alfabeto finito de entrada;

qr € @ su estado inicial;

F C @ el subconjunto de estados de aceptacion;

0 una funcidn de transicion entre estados de la forma 6 : Qx.A —

@ que dicta el comportamiento del autémata.

Un autémata finito opera ejecutando secuencias de movimientos o

pasos segun va leyendo los simbolos de la cadena de entrada. Cada
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paso viene determinado por el estado actual del autémata y por el
simbolo que se lee de la entrada. El movimiento consiste en leer ese
simbolo (de manera que el siguiente simbolo de la cadena serd leido
en el siguiente movimiento) y cambiar al estado determinado por la
funcién de transicién 4.

Para describir formalmente el comportamiento del autémata sobre
una cadena, debemos extender la funcién de transicién 6 : Q@ x A — Q
para que pueda actuar sobre un estado y una cadena y no sélo sobre
un estado y un simbolo. Asi, la nueva funcién es ¢ : Q x A* — @, de
manera que d(g,w) es el estado en el que se encontrard el autémata
después de haber leido la cadena w empezando en el estado ¢ y puede

ser definida:

e 0(g,A) = ¢ (si no se lee ninguna cadena, es decir, se lee la cadena

vacia, el autémata permanece en el mismo estado); y

e Yw € A*,Va € A se cumple §(q,wa) = §(6(q,w),a) (es decir,
el estado al que llega el autémata al leer la cadena no vacia wa
puede obtenerse por pasos: primero se calcula el estado p =
d(w,q) al que se llega con w desde ¢, y después se obtiene el

estado al que se llega con el simbolo a desde p: d(p,a)).

Los autématas definidos de esta forma son deterministas, en el sen-
tido de que siempre estd univocamente definido cudl es el estado en
que se encuentra el autémata después de haber leido una parte de la
cadena de entrada. Sien algin caso no aparece definida la imagen de
una, transicién entenderemos que la cadena no es valida o, alternati-
vamente, que se dirige a un estado de absorcion que recoge todas las
transiciones no definidas y que no es un estado de aceptacién.

Podemos definir el lenguaje aceptado por un DFA como:
L(A) ={w e A" : §(qr,w) € F} (2.3)

Por tanto, el DFA nos permite determinar si una cierta cadena w per-

tenece o no a L(A) simplemente observando si el estado final al que se



2.3. Gramaticas regulares 29

llega mediante w partiendo de g; es uno de los estados del subconjunto
F. Todos los lenguajes reconocibles mediante autématas finitos deter-
ministas reciben el nombre de lenguajes regulares o también lenguajes
racionales. Por tanto, dado un lenguaje L, si existe un DFA A tal que

L = L(A), entonces L es un lenguaje regular.

2.3 Gramaticas regulares

Una forma diferente de introducir el concepto de lenguaje es a través
del uso de gramadticas generativas, siguiendo las ideas de Chomsky.
Admitamos que cualquier lenguaje estd constituido por unidades de
informacién completas que reciben el nombre de oraciones o frases', lo
cual es una aproximacion en el caso de los lenguajes naturales, debido
a la gran importancia del contexto. Por ejemplo, la mayoria de las
oraciones en castellano constan de un sujeto y de un predicado. A
estos términos abstractos como oracion, sujeto o predicado les llama-
remos variables del lenguaje y nunca aparecen en una frase construida
como tales. La abstraccién de las caracteristicas de estos términos o
variables es lo que se llama una regla de derivacion, regla de produc-
cion, o simplemente produccion. Por ejemplo, el hecho de que una
oracion consta de sujeto y predicado es una regla de produccion y lo
escribiremos:
oracion — sujeto predicado

A la variable oracion se le denomina simbolo inicial o axioma, ya
que debe estar en el origen de cualquier generacién de una frase. To-
das estas variables son abstracciones, y al final, deben ser sustituidas
por las palabras concretas del lenguaje. A estos simbolos o palabras
que pueden aparecer en una frase terminada les llamamos terminales,
y al proceso por el cual se llega desde el concepto abstracto de oracion
hasta la frase particular se le denomina derivacion. Por ejemplo:
oracion = sujeto predicado = modificador nicleo predicado = modi-

ficador nicleo verbo complemento = el nicleo verbo complemento =

1que en la notacién formal usada aqui, serdn cadenas de simbolos.
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el ordenador werbo complemento = el ordenador estd complemento
= el ordenador esta averiado

es una derivacion de la frase “el ordenador estd averiado” donde se
ha aplicado un subconjunto de reglas de produccién (entre las muchas

posibles del castellano):

e oracion — sujeto predicado

o sujeto — modificador niucleo

e predicado — verbo complemento
e modificador — el

e nicleo — ordenador

e verbo — esta

e complemento — averiado

Como se puede apreciar, se ha hecho la suposicién de que las va-
riables se sustituyen por otros términos independientemente del lugar
donde aparezcan. Por ello, a este tipo de mecanismos de generacion se
les denomina gramaticas independientes del contexto. Una gramdtica
independiente del contezto estd definida por G = (Vy, Vr, P, S), sien-
do Vy = {4,B,C,...} un conjunto finito de simbolos variables (no
terminales), Vr = A = {a, b, ...} un conjunto finito de simbolos termi-
nales o alfabeto, S € Vi el simbolo o variable inicial y P un conjunto
finito de reglas de derivacién. Al conjunto de simbolos, tanto variables
como terminales, lo representaremos como V = VyUVr. Las reglas de
derivacién r € R indican como sustituir variables y se pueden expresar
como aplicaciones r : Vy — V*, siendo V* todas las cadenas formadas
por simbolos de V.

Las cadenas generadas por una gramética son aquellas que se pue-
den obtener partiendo de S mediante la aplicacién sucesiva de reglas
de derivacién de R. A este conjunto de cadenas derivables desde S se

le llama, lenguaje generado por la gramdtica G-

L(G)={we A*: S 3 w} (2.4)
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oracion
sujeto predicado
modiflcador nL'checI veybo compllemento
el or denador esta averi ado

Figura 2.2: Arbol de derivacién.

donde el asterisco indica una derivaciéon en un ndmero cualquiera de
pasos. A la representacién grafica de este proceso mediante un arbol,
se le llama, drbol de derivacion. La figura 2.2 representa el arbol de

derivacién correspondiente al ejemplo anterior.

Llamaremos gramdticas regulares a un subconjunto de las gramati-
cas independientes del contexto cuyas reglas de derivacién pueden ser

escritas usando tnicamente los prototipos siguientes:

r: VN —)VTVN

2.5
r: Vy — A (2:5)

Por ejemplo, A — a, o también A — aB. Como su propio nombre
indica, todo lenguaje generable mediante una de estas gramadticas es
regular y reciprocamente, todos los lenguajes regulares pueden gene-
rarse mediante una gramdtica regular (véase, por ejemplo, Hopcroft
& Ullman 1979).
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2.4 Automatas finitos deterministas estocasti-

COS

Un autémata finito determinista estocdstico A asocia a cada cadena
de A* una cierta probabilidad de aparicién. Para ello, se incorpora a
la definicién de A una funcién que asigna una probabilidad a cada una
de las transiciones. Formalmente A = (Q, 4,4, qr,p), donde p es una
funcién probabilistica p : @ x A — [0,1]. Por ejemplo, en el autémata
de la figura 2.3 las probabilidades de transicién aparecen representadas
sobre el arco correspondiente por los valores entre paréntesis. Debe
notarse que a diferencia del caso de los autématas no estocasticos,
no se incluye en la definicién una lista de estados de aceptacién. La
probabilidad de generar una cadena w € A* viene dada por el producto
de las probabilidades de las transiciones que ejerce el camino, incluida
la probabilidad de terminacién en el Gltimo nodo, que es el resto hasta
uno de la suma de las probabilidades de transicién. En el ejemplo de
la figura, el autémata asigna una probabilidad 0.075 a la cadena 11 y
una, probabilidad 0 a la cadena 101.

Para calcular las probabilidades anteriores es necesario conocer la
probabilidad p(g;, A) de terminacién en cada nodo ¢;. Esta probabili-
dad puede obtenerse a partir de la funcién p(g;,a) definida anterior-
mente. En efecto, si el autémata se encuentra en un estado ¢;, el
siguiente paso se determina aleatoriamente segin las probabilidades
p(gi,a) y p(gi, A). Como las probabilidades de los sucesos que pueden

ocurrir a continuacién han de sumar uno, podemos escribir:

plai, \) + > plaia) =1 (2.6)
acA

Por tanto, los valores de p(g;, A) se pueden obtener a partir de la
funcién p mediante la relaciéon anterior. En el ejemplo de la figura
2.3, p(q1,A) = 0.5y p(ge,\) = p(gs,A\) = 0. Con estos valores se
obtiene, por ejemplo, que la probabilidad de la cadena 11 es p(11|4) =

p(q1,1) p(g2,1) p(q1, A) = 0.075.
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b(0.3) a(0.5)

A%W @W%

a(0. 2) b(0. 1)

Figura 2.3: Autémata estocastico.

Si el autémata A no contiene nodos intutiles (estados desde los
cuales no es posible llegar con probabilidad no nula a algin estado tal
que p(g;, A) > 0), el autémata define una distribucién de probabilidad

p(w|A) para las cadenas de A*, de forma que:

> p(w]A) =1. (2.7)

weA*

2.5 Automatas finitos de arboles

Los arboles constituyen una estructura de orden superior a las cadenas,
en el sentido de que se establecen relaciones méas complejas entre sus
componentes elementales. En una cadena, una vez definido un sentido
de lectura privilegiado (habitualmente de izquierda a derecha) cada
simbolo puede relacionarse con un antecesor tinico o con un sucesor
también 1inico. En el caso de los arboles, cada nodo puede tener un
sélo antecesor, pero varios descendientes. El inico nodo sin antecesores
es la raiz del arbol. A los nodos que no tienen descendientes se les
denomina hojas del d&rbol. Al igual que cada posicién de la cadena lleva
asociado un simbolo, los nodos del d4rbol pueden contener etiquetas. La
figura 2.4 representa un drbol con 6 nodos. El nodo superior etiquetado
con a es la raiz del drbol, y otros tres nodos son del tipo hoja (uno de
los etiquetados con b y los dos con c).

Una forma compacta de codificar estos arboles etiquetados es me-

diante la llamada notacion funcional. En ella, cada nodo se representa
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Figura 2.4: Arbol etiquetado.

como una funcién, cuyo nombre es la etiqueta que contiene y cuyos
argumentos son los subdrboles que genera cada descendiente. Por
ejemplo, el arbol 2.4 se representaria en la notaciéon funcional como
a(b(a(be))c).

En un autémata de cadenas como los definidos anteriormente, se
procesa la cadena de entrada de izquierda a derecha y para cada lec-
tura y cada estado en que se encuentra el autémata se produce una
transicién a un nuevo estado. Cuando se ha agotado la cadena de
entrada, el estado final en el que se encuentra el autémata determina
la validez o no de la cadena.

En el caso de los arboles, comenzaremos a analizar el arbol por sus
hojas, es decir, estableceremos un orden de lectura ascendente. En
funcién de la etiqueta del nodo y de los estados de los descendientes
se producird una transicién a un nuevo estado. Al llegar a la raiz del
arbol, el estado en que se encuentra el autémata determina si el arbol
es aceptado o no.

Por tanto, nos encontramos ante un mecanismo muy similar al

de los autématas finitos deterministas para cadenas al que llamare-
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mos automata finito determinista de drboles. Cada autéomata A =
(Q,V,6,F) de este tipo constard de:

e un conjunto finito de estados @ = {q1, 92, ---,qn };

e un alfabeto finito de etiquetas para los nodos de los arboles V =

{al, a, ..., G,L};
e un subconjunto de estados de aceptacién F' C Q;
e un conjunto de funciones de transicién § = {dy, 61, ...0p }-

Dado que el ntimero de descendientes de un nodo es variable, para
describir como se producen las transiciones es necesario proporcionar
no una sino una coleccién de funciones de transicién é = {do, 1, ...0n },
donde n es el maximo ntimero de descendientes admitido en el lengua-
je. Cada funcién §; toma como argumentos un simbolo de V' y k esta-
dos (uno por cada descendiente del nodo), es decir, 6 : V x QF — Q.

Por ejemplo, si ¢ es una subdrbol hoja con etiqueta a, entonces
k = 0y el estado asociado a t es 6(t) = dp(a). Sin embargo, si
t es un subdrbol etiquetado f y con tres descendientes que generan
respectivamente los subérboles t1, t2 y t3, entonces ¢t = f(t1,t2,t3) y €l
estado asociado a la raiz del subdrbol es 6(t) = d3(f,t1,t2,t3). Como
en el caso de los lenguajes de cadenas, las transiciones no contenidas en
la definicién conducen a arboles no aceptados. El lenguaje reconocido

por el automata A es entonces:
T(A) ={teVT:it) € F} (2.8)

donde V7T representa todos los drboles que se pueden construir con
nodos etiquetados con V.

De forma andloga al caso de las cadenas, llamamos lenguajes ra-
cionales de drboles a todos aquellos para los que existe un autémata
finito determinista de arboles A que reconoce el lenguaje, esto es, T

es racional si existe A tal que T' = T'(A).
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2.6 Automatas estocasticos de arboles

Aligual que los autématas finitos deterministas de cadenas pueden in-
corporar una funcién de probabilidad para generar lenguajes estocasti-
cos, también es posible asignar una probabilidad a cada transicién de
un autémata finito determinista de arboles utilizando para ello un
conjunto de funciones de probabilidad py : V x Q¥ — [0,1]. En es-
te caso, la condicién de normalizacién es que las probabilidades de
las transiciones que conducen a un mismo estado ¢ han de sumar 1.
Si denotamos, por simplicidad los estados del autémata mediante su
ordinal, Q@ = {1,2, ..., N}, entonces, para todo g € Q

Z Z Z pk(frq1snqr) = 1. (2.9)

k=0 fev q1,92; -9k € Q
q= 6(f1 q1,92, “';Qk)

Dadas las funciones py, la probabilidad de generar un arbol ¢ se obtiene
efectuando el producto de las probabilidades de transicién utilizadas
en el andlisis de t. Sin embargo, con esta definicién no estd garantizado
que la suma de todas las probabilidades para todos los arboles sumen 1.
Para que esta propiedad se satisfaga, es necesario ademads asignar una
probabilidad r(q) a cada nodo de que éste aparezca como raiz. De esta
forma la probabilidad global del arbol ¢ aparece ademdas multiplicada
por 7(q) si ¢ = d(t) es el estado asociado a la raiz, es decir, p(t|A) =
r(0(¢)) p(t|6(t)), donde p(t|d(t)) representa la probabilidad de generar
t a partir del estado ¢ = 6(t), que debe calcularse recursivamente. Por

ejemplo, para un drbol ¢t = f(t1,t2), obtendriamos

p(t8(2)) = pa(f,6(t1), 6(22)) p(t116(t1)) p(t2|6(t2))- (2.10)

Siempre que

Y or(g)=1 (2.11)

9€Q
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el autémata estocdstico de drboles A = (Q,V,d,p,r) establece un dis-

tribucién de probabilidad sobre el lenguaje V7, es decir,

> p(tl4) =1. (2.12)

tevT
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Capitulo 3

Distancia entre lenguajes

estocasticos

Aunqgue no hubiera azar en este mundo,
nuestra ignorancia de la causa real de un
suceso tendria la misma influencia sobre
el entendimiento.

David Hume, Enquiry concerning the hu-
man Understanding.

En este capitulo se introducen algunas herramientas que utiliza-
remos en el estudio de los métodos de identificacién de lenguajes es-
tocédsticos. En particular, para evaluar la calidad de los modelos ob-
tenidos encontraremos métodos eficientes para calcular la distancia de
Kullback-Leibler entre lenguajes racionales, una medida de la simili-
tud entre distribuciones probabilisticas que se basa en la teoria de la
informacién. El cdlculo de la distancia entre modelos de Markov ha
sido estudiado anteriormente (Ziv & Merhav 1993, Kesidis & Walrand
1993). En lo que sigue generalizaremos estos procedimientos al caso de
los autématas finitos estocésticos, tanto de cadenas (en la seccién 3.2)

como de drboles (en la seccién 3.4). Ademds, presentaremos distin-

39
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tos criterios de contraste estadistico para variables aleatorias (3.5) y
discutiremos las ventajas e inconvenientes de identificar o estimar una

probabilidad (3.6).

3.1 Entropia de un lenguaje estocastico

Dado un lenguaje estocdstico L con distribucién de probabilidad p(z|L)
sobre A*, se define la entropia del lenguaje como el valor esperado

(cambiado de signo) del logaritmo de la funcién de probabilidad

H(L) = - Y p(alL) logp(|L) (3.1)
TEA*

donde se toma por convencién 0log0 = 0. Si el logaritmo se toma en
base dos, el resultado se expresa en bits. La entropia es siempre un
nimero positivo y constituye una medida del desorden del lenguaje.
Por ejemplo, para un lenguaje finito formado por N cadenas equipro-
bables, la entropia es log N bits. Este ntimero esta relacionado con la
longitud media de las cadenas si se utiliza una codificacién 6ptima (re-
cuérdese que el nimero de mensajes codificables con cadenas binarias
de longitud [ es 2 elevado a [). También puede interpretarse como el
nimero esperado de preguntas (con respuesta si/no) necesarias para
identificar el resultado de un experimento aleatorio realizado a par-
tir de la distribucién p(z|L), suponiendo, de nuevo, que la estrategia
seguida es éptima.

Es sencillo probar que si un lenguaje consta de N cadenas no equi-
probables {z1,xs, ...,z } la entropia es siempre menor que log N. En
el caso extremo de que todas las probabilidades son nulas excepto
una que es uno, la entropia es trivialmente nula. Teniendo en cuen-
ta que la suma de las probabilidades de todas las cadenas es uno, se
trata pues de busca el mdaximo de la funcién H sobre la variedad li-
neal Z,chzl pr = 1. Introduciendo el correspondiente multiplicador de

Lagrange

N
A Ap, =0, (3.2)
k=1
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donde A es un nimero real arbitrario y A representa un diferencial, y

derivando H se obtiene que la condiciéon de maximo es

N
AH = Z(Apk log py, + Apy — MApy) =0, (3.3)
k=1
por lo que
N
Z Apy (logpr, +1—-X) =0 (3.4)
k=1

La introduccién del multiplicador garantiza que todos los diferenciales
Apy. son independientes y, por tanto, p, = A — 1 para todas las cade-
nas zy. Por tanto, el maximo se alcanza en el caso de que todas las
cadenas son equiprobables. Esta disminucién de la entropia puede ser
interpretada en términos de longitud media de la codificacién como
sigue: la codificacién puede ser optimizada si a las cadenas mas pro-
bables se les asignan los cédigos mas cortos y a las menos probables
los mas largos. También el nimero de preguntas en el problema de la
prediccion de un resultado puede disminuirse en la misma proporcion
siguiendo una estrategia de agrupamiento, que divida en cada paso las
cadenas en dos clases aproximadamente equiprobables.

Dos lenguajes con la misma entropia no son, en general, idénticos.

Sin embargo la magnitud:

z|L
Hs L) = 3 plold)og P (35)

presenta la propiedad de que H (L, L) = 0 si y sélo si p(z|L;) =
p(z|L2) para todas las cadenas = € A*. Esta magnitud es conocida con
el nombre de entropia relativa o distancia de Kullback-Leibler, si bien
no se trata de una auténtica distancia pues ni es simétrica ni satisface
la desigualdad triangular. La entropia relativa indica la penalizacién
(en bits) que se sufre por utilizar una distribucién errénea en lugar
de la correcta para disenar la estrategia 6ptima en los problemas de

codificacién o de prediccién de un resultado.
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En lo que sigue, denotaremos mediante pr,(a|z) la probabilidad de
observacién del simbolo a del alfabeto después del prefijo x, es decir,

la probabilidad de a condicionada a la aparicién previa de x:

p(zaA*|L)

pr(alr) = PEAL) (3.6)

De forma andloga, y consistentemente con la ecuacién (2.6), pr(A|z)
representard la probabilidad de que se observe un final de cadena des-

pués del prefijo z:
p(z|L)
)\ = —
PLO) = wAlD)

Con estos convenios, la probabilidad, por ejemplo, p(ab|L) para la

(3.7)

cadena ab en el lenguaje L satisface:
p(ab|L) = pr(a|X) pr(bla) pr(A[ad) (3-8)
y su logaritmo correspondiente es, por tanto,
log p(ab|L) = log pr.(a|A) + log pr(bla) + log pr(Alab) (3.9)

Es decir, en el cilculo de la entropia (3.1) encontraremos el término
log pr.(bla) en todos los sumandos asociados a cadenas que empiezan
por ab. En general, el factor logpr(a|z), con a € A, aparece para
todas las cadenas que empiezan por za, que denotaremos como zaA*,
mientras que el factor log pr,(A|z) sélo multiplica a p(z|L) y podemos

escribir:

H(L)=—- " p(waA*|L)logpr(ale) — D p(x|L)logpr(Alz).
rEA* ac A TEA* (3.10)

Usando (3.6) y (3.7), podemos reescribir la ecuacién anterior en una

forma maés sencilla:

H(L)=- Y Y p@A"|L)pr(ale)logpr(alz) (3.11)
TEA* g At

donde At = AU {\}.
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Si L es generado por una gramatica regular estocdstica, existe un
autémata asociado A = (Q, A, d, qr,p) que genera L y pr(a|z) puede
tomar s6lo un nimero finito de valores distintos. De hecho, para todas
las cadenas z que satisfacen que d(gr, z) = ¢; y para todos los simbolos
a € A" se obtiene pr(alz) = p(gi,a). Los diferentes subconjuntos
L; = {z € A*: §(q1,z) = ¢;} definen una particién en L y, si definimos

ci= Y plaA*|L), (3.12)

TEL;

obtenemos que la entropia es

H(L)=->_ > ciplg,a)logp(gia) (3.13)

GEQ ac At
expresion que puede calcularse ficilmente si se conocen los coeficientes
Cj.
Nétese que A € L; y ademds p(.,A*|L) = 1. Esto nos permite tratar

separadamente el caso especial x = A y escribir

=01+ Y, > p(zaA|L) (3.14)
TEA* G A:
za € L;

donde I es el indice del estado inicial g7 y d;; es la delta de Kronecker:

5ij = { L osit=y (3.15)

0 en caso contrario

Como L = Uj L; y para cada z € Lj,
p(zaA*|L) = p(zA*|L)p(g;, a) , (3.16)

se obtiene

Q|
=01+, >, Y. p@A|L) plga) (3.17)
j=lz€lj  4cA:
(gj,a) = qi
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Por tanto, los coeficientes ¢; pueden ser calculados resolviendo el sis-

tema de ecuaciones

|Q]
c = ZAij ¢+ dir (3.18)
j=1
donde
Aij= > plga) (3.19)
ac A:
¥(gj,a) =g
y cEO] = 0. La inversién de la matriz A;; suele ser costosa, por lo que

resulta més eficiente un célculo iterativo de los coeficientes:
t+1 Q|
= A c] + 81 (3.20)
7j=1

Es sencillo comprobar por induccién en t que cEtH] > cgt]

[t]

mismo tiempo c;

y que al
< ¢, por lo que el calculo iterativo converge rapi-

damente al valor correcto.

3.2 Entropia relativa entre lenguajes

Es posible aplicar un procedimiento semejante al de la secciéon anterior
para calcular la entropia relativa entre dos lenguajes estocasticos L y

L', generados por A y A’ respectivamente. En este caso,
g,
=3 5 3 ¢ plasa) o ‘( S s
4€Q g;€Q’ ac At

con los coeficientes

cij= Y p(xA*|L), (3.22)
JJELij
donde
Lij={z € A" : d(qr,2) = ¢; A &' (a7, %) = g5} (3.23)

Los coeficientes c;; pueden ser calculados mediante la relacion:

Q| ||
[t+1 = 8i1011; +ZZAW ckl (3.24)

k=1 1=1
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donde

Ag= > plaka). (3.25)
acA:
gk, a) = ai
&' (q;,a) = g
[t+1]
ij
forma sencilla siguiendo los mismos pasos de la seccién anterior si se

La expresién anterior para los coeficientes ¢ puede probarse de

observa que A € Ly v que los antiguos coeficientes ¢; satisfacen

Q|
=Y cj (3.26)
j=1

La figura 3.1 representa la entropia relativa entre dos lenguajes
generados por dos gramdticas elegidas al azar, cada una con 10 estados
y 30 reglas, ambas con el mismo alfabeto de trabajo A = {0,1}. La
linea sodlida representa el resultado del calculo algoritmico mientras
que los puntos son los resultados y desviaciones obtenidos cuando la
entropia relativa se calcula mediante conjuntos de prueba de distintos
tamanos. Se observa que, incluso para gramaticas sencillas como éstas,
la convergencia al valor correcto es bastante lenta y que se requieren
muestras enormes para que la estimacién de la distancia entre los
lenguajes sea fiable. Por ello, el procedimiento descrito en esta seccién
puede ser utilizado para conseguir una comprobacién més precisa de

los modelos obtenidos mediante inferencia gramatical.

3.3 Entropia de un lenguaje de arboles

En la seccién 3.1 vimos como la entropia de un lenguaje regular es-
tocastico L puede ser calculada de forma eficiente si se conoce la colec-
cién de coeficientes ¢; =}, ;. p(zA*|L). Dichos coeficientes pueden
interpretarse como el valor esperado del nimero de nodos de tipo g;
que se utilizan en el andlisis de una cadena w elegida al azar segin
la distribucién p(w|L). Es posible realizar un razonamiento andlogo

para el caso de un lenguaje estocastico racional de arboles T' generado
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3.5 i

2 L L | L L | L L | L L | L L L
10 100 1000 10000 100000 le+06
tamano de la muestra

Figura 3.1: Entropia relativa en bits entre dos gramdticas de tamafio
10 generadas al azar. Linea continua: cdlculo exacto. Puntos: estima-

ciéon mediante muestras.
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mediante el autémata A = (Q,V,d,p,r). En este caso, la probabilidad

de generacion de un arbol ¢ se compone de dos factores multiplicativos:

e Por un lado, la probabilidad r(q) de que la raiz del drbol sea del
tipo g = 6(t).

e Por otro, la probabilidad p(t|q) de que se genere el drbol t a
partir de un nodo del tipo g = d(¢); esta probabilidad ha de

evaluarse recursivamente.

Recordemos que, por ejemplo, si t = f(t1,12), entonces

p(t|A) = r(8(t)) p2(f,0(t1),6(t2)) p(ta]6(t1)) p(t2ld(t2)) . (3.27)

La condicién de normalizacién (2.9) garantiza que p(t|q) = 0 para todo
q # 6(t).

Para simplificar la notacién, en lo que sigue denotaremos los es-
tados del autémata indicando Unicamente el ordinal correspondiente:
Q = {1,2,...,N}, de forma que ¢ € @ es un natural entre 1 y N.
Por otra parte, n denota el maximo nimero de descendientes que pue-
de tener un nodo en el lenguaje, valor que viene determinado por el
conjunto ¢ de funciones de transicién.

La entropia de un lenguaje de arboles T' generado por el autémata
A es

H(T) == 3 p(t|4) logp(t] ). (3.28)
tevVT
En el célculo de la expresién anterior, el factor logr(g) multiplica a

la probabilidad de todos los drboles ¢ tales que é(t) = ¢, por lo que
logr(q) aparecerd multiplicando a

> p(tlA) =r(g), (3.29)
;(te) Z q

es decir, los términos asociados a las probabilidades r(g) contribuyen

a la entropia con un sumando

H.(T) =— r(q)logr(q) (3.30)
q€Q
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Por otro lado, si tomamos por ejemplo ps2(f,q1,q2), siendo f € V
Yy q1,92 € @, el factor logpa(f,q1,92) aparecerd multiplicando a la
probabilidad de aquellos arboles que contienen un nodo del tipo ¢ =
d2(f,q1,q2) etiquetado f y que genera dos descendientes del tipo ¢
vy g2 respectivamente. Ademds, si hubiese m nodos con tales carac-
teristicas en el mismo arbol ¢, p(¢t|A) apareceria m veces. Es decir,
log p2(f, q1,q2) aparecerd multiplicado por cgp2(f,¢q1,¢2), siendo ¢, el
nimero esperado de nodos de tipo g en un arbol elegido al azar segiin
p(t|4).

Resumiendo, podemos descomponer la entropia del lenguaje T en

dos términos

H(T) = H,(T) + H,(T) (3.31)
donde H,(T') viene dado por la expresién (3.30) y Hp(T') es
n
Hy(T) = Z Z Z Cér(f.41,92,---q%)
k=0 fEV q1,42,---, Gk € Q

pk(fa q1,92, -+ Qk) logpk(f7 q1,92, - qk) . (332)

El célculo de (3.30) y (3.32) es inmediato si se conocen los coe-
ficientes ¢4, que pueden ser evaluados de forma iterativa mediante la

relacién siguiente:

C£t+1] =r(i) + Z Aijcg-t] (3.33)
JjeEQ
donde
n
AZ] = Z Z pk(faq11q2a'“an)(6iql +6Zq2++5zqk)
k=0F€V g1,q2, a1 € Q:

6(.fa q1, aqk) =7
(3.34)

y para t = 0, se elige A% — .

i =
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3.4 Entropia relativa entre lenguajes de arbo-
les
La entropia relativa entre dos lenguajes de drboles T' y T", generados

por los autématas A = (Q,V,d,p,7) y A" = (Q',V,&,p',r") respecti-

vamente, viene dada por

HT,T) = 3 pt4)o ((;‘j)). (3.35)
tevT

Para el cdlculo de esta entropia, definimos la probabilidad 74y de que
el nodo ¢q € @ genere un subdrbol ¢ tal que §'(t) = ¢'.

Usando los coeficientes 7;;, podemos escribir la contribucién a la
entropia relativa de los términos del tipo logr'(¢’) de la siguiente for-

mas:

- Z (t|A) logr'(d'(t Z Z i) nij logr'(4) (3.36)

tevT i€Q jeq’
De esta forma, obtenemos que la entropia relativa es
H(T,T') = H(T) + H,(T,T") + H,(T, ") (3.37)

donde el término H,(T,T") es

Ho(T,T') = =Y > ni; 7(i) log 7' (j) (3.38)

1€Q JEQ'

y el término H,(T,T") es

n
H(T,T) = =Y. Y > Cofirsinein)

k=0 fEV 11,02,-ik€Q J1,J2,-,JkEQ’

pk(f7 ila[i27 =y Zk) logp;c(fa jlajZa 1.]19) NivjiMizg; =" Migg
(3.39)

En esta tltima expresién hemos usado los mismos coeficientes c; defi-

nidos en la seccién anterior.
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Los coeficientes 7;; pueden ser calculados de forma sencilla me-

diante un procedimiento iterativo:

VR WIS 3

k=0f€V 41 iy, i €Q:  j1,2, ik €Q
J(fvily"'vik) =1 Jl(fvjla"'ajk) :J

. . . t t t
pk(f7 11,72y ey Zk) 771[1]]17]';[2]]2 o T’Z[k]]k (340)

[o] _
En la figura 3.2 se observa como la entropia relativa entre lenguajes

donde para ¢t = 0 se toma 7

de arboles converge muy lentamente al valor correcto cuando éste se
estima a partir de muestras. Dicha grafica representa la entropia rela-
tiva de dos gramdticas sencillas (con seis reglas cada una) que generan

expresiones aritméticas:
erpresion — expresion + término
expresion — término
término — término factor
término — factor
factor — ntmero
factor — (expresion)

donde las variables aparecen en cursiva y los terminales en negrita.
Los resultados muestran que incluso con muestras enormes, el valor
obtenido para la entropia estd lejos del correcto. La convergencia es
mucho peor que en el caso de los lenguajes de cadenas. Esto puede
explicarse si se observa el hecho de que el nimero de elementos en
un lenguaje de arboles es enorme comparado con el caso de las cade-
nas. Por ejemplo, mientras el niimero de cadenas binarias de longitud
méxima L es 2Lt — 1, el de drboles binarios (es decir, con dos o cero

descendientes por nodo) etiquetados con V = {0,1} y de profundidad
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T
2 T
1 =
0 . R . R . R . R .
10 100 1000 10000 100000

tamano de la muestra

Figura 3.2: Entropia relativa en bits entre dos gramaticas de arboles
con seis reglas cada una. Linea continua: calculo exacto. Puntos:

estimacién mediante muestras.

méaxima d crece més rapido que 2 elevado a 2¢, es decir, mientras el
primero crece exponencialmente el segundo lo hace de forma exponen-

cialmente exponencial.

3.5 Convergencia de una variable aleatoria

Los procesos aleatorios presentan una marcada tendencia a la regulari-
dad (la llamada regularidad estadistica), sobre todo cuando el niimero
de experimentos es grande. De hecho, es posible establecer distintas
cotas superiores para la diferencia entre los valores de una variable
aleatoria z obtenidos a partir de una muestra y su valor esperado
¢ = E(z). Una de estas cotas es la expresada por la desigualdad de
Chebychev (Feller 1950). Recordemos que, dada un distribucién de
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probabilidad f(z), el valor esperado de la variable aleatoria z es:

E(z) = /dw flz) x (3.41)

En particular, E(z—u) = 0, por lo que normalmente se utiliza (z — )2

para medir la dispersién de la variable z. Al valor esperado de (z— p)?

se le denomina varianza de x:
Var(z) = / do () (z — p)? (3.42)

Dado que el integrando en(3.42) es siempre positivo, si excluimos de
la integral un entorno del valor esperado p se obtiene la siguiente
desigualdad:

Var(z dz f(z)(z — 1)?
w@ 2 [ de i@z
> [ dwi@eé=eplo-uze (43
|z—n>e€

De donde se deduce que la probabilidad « de que la variable difiera de

la media en un valor mayor que € esta acotada:

Var(x)
2

a=p(lz—pl=>e < (3.44)

€

Por tanto, Var(z) es una medida de la variabilidad de z. A la pro-
babilidad « se le llama nivel de significacion y al valor 1 — « se le
denomina nivel de confianza. En general interesa que a sea pequeno
(por ejemplo, menor que 0.1). Esto es posible si la varianza es pe-
quena, o bien si se toma un intervalo suficientemente amplio (es decir,
e suficientemente grande).

Con frecuencia, se fija el valor de a y se busca el intervalo mas
pequenio que satisface (3.44). En ese caso, una forma mds conveniente
de escribir (3.44) es:

p(lw—u|< V%(x))>1—a (3.45)
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Es decir, el resultado de un experimento de la variable z se encuentra
con probabilidad mayor que 1 — o a una distancia menor que € =
\/ L Var(z) del valor esperado y.

Es sencillo comprobar que z, la media aritmética obtenida después
de n experimentos aleatorios de la variable z, es una nueva varia-
ble aleatoria con valor esperado E(Z) = E(z) y varianza Var(Z) =
%Var(a:). Por tanto, reescribiendo la ecuacién anterior para el caso

particular de = obtenemos:

p(lf—u\< Vf—?)n—a (3.46)

Otra cota para esta diferencia viene dada por el limite de Hoeffding
(Hoeffding 1963), que es vélido para variables de Bernoulli, es decir,
aquellas que sélo pueden presentar dos resultados: éxito o fracaso. Sea

z una variable de Bernoulli con probabilidad de éxito p y sea

1 2
=4/—1log —. 4
€a(n) om Oga (3.47)
Entonces,
p(|T — p| < €a(n)) >1—« (3.48)

donde Z = f,(z)/n y fn(x) representa el niimero de éxitos después de
7, experimentos.

La distribucién asociada a una variable de Bernoulli es la distri-
bucién binomial que, para grandes valores de n, es aproximadamente
una distribucién gaussiana o normal. La distribucidn normal para una

variable de media cero y varianza uno es

£L'2

p(z >a)= \/%_w /aoo dz exp(— 5 ) (3.49)

y por tanto
1 [ (t+a)?
rT>a) = — dt exp(—————) =
pe>a) = = [ dexp(—5)
1 00 2 2



54 Capitulo 3. Distancia entre lenguajes estocdsticos

1 o 2 a?
< \/—2—71_/0 dt exp(—i)exp(—?) =
2
= exp(—5) (3.50)

2

Si definimos a = p(|z| > €), entonces

2
€=1/2log — (3.51)
a

es la anchura del intervalo que garantiza que = € [—¢, €] con probabi-
lidad mayor que 1 — a.

Por otro lado, para una variable de Bernoulli z con probabilidad
p, la varianza de Z es p(1 — p)/n que es siempre menor o igual que
1/4n. Por tanto, es sencillo comprobar que el rango asociado a T es:

1 2

€= log

— 3.52
: (3.52)
que coincide con el valor de la cota (3.47). Importa destacar que la
cota de Hoeffding no es tnicamente valida cuando n es grande, sino
que es vélida para cualquier valor de n (Hoeffding 1963).

Otro limite de interés es la regla del logaritmo iterado (Feller 1950),

que permite escribir que con probabilidad 1

log1
|z —p| < \/w (3.53)

excepto para un numero finito de valores de n.

3.6 Aproximacion contra identificacién

Es llamativo el hecho de que puede definirse un procedimiento para
determinar (en el limite) si un nimero es racional o irracional (Co-
ver 1973). Sin embargo, en un ordenador los nimeros reales son
representados mediante conjuntos finitos de bits. HEsto hace que, a
efectos practicos, podamos tratar las probabilidades como ntmeros

racionales. Por otro lado, calcular una probabilidad con un método
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que garantice su identificacién en el limite no siempre es preferible a
simplemente estimar dicha probabilidad. En efecto, si aproximamos
la probabilidad p(z) mediante el cociente f,(z)/n, donde f,(z) es el
nimero de veces que se observa el suceso z € () en una serie de n ex-
perimentos, obtenemos con frecuencia un valor que se acerca al valor
real p(z) mucho més rdpidamente que el proporcionado por el método
que identifica el valor correcto en el limite. Si bien, para un nidmero
suficiente de experimentos, la identificacién en el limite proporciona
el resultado exacto (siempre y cuando la probabilidad sea un ndmero
racional), el niimero de experimentos necesarios para que esto ocurra
puede ser muy grande. No debemos olvidar que, en la practica, sélo
disponemos de muestras de tamano finito y a menudo no demasiado
grandes.

Por ejemplo, aunque el algoritmo de la figura 3.3 garantiza la iden-
tificacién en el limite, de la probabilidad buscada, ésta se produce en
general demasiado tarde como para que resulte interesante su utiliza-
cién en experimentos reales. La comparacién de las graficas 3.6 y 3.7
muestra que, salvo para valores racionales muy sencillos para p(z), la
identificaciéon necesita un nimero de experimentos demasiado grande
como para que resulte practica. La gréifica 3.8, sugiere que en el caso
de que la probabilidad sea irracional, puede ser siempre preferible la
estimacién del valor de p(z).

Esta conclusion se puede generalizar inmediatamente al caso en el
que el nimero de probabilidades a considerar es finito. Sin embargo,
en los problemas que estudiaremos mas adelante encontraremos que
el nimero de probabilidades a determinar es a menudo infinito. En
consecuencia, investigaremos la forma de reducir este nimero de forma,
que sea finito.

Para terminar esta seccién, justificaremos que el algoritmo 3.3 ga-
rantiza la identificacién en el limite de la probabilidad p(z) si su valor
es un numero racional.

En el algoritmo 3.3, la funcién next(q) proporciona el siguiente

numero racional a uno dado g en el intervalo [0,1], siguiendo una or-
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denacién inspirada en el método de Cantor que recorre todo QU [0, 1].
La funcién diff(f,n,q) utiliza la prueba del logaritmo iterado (3.53)
que garantiza que si ¢ = p(z) es el racional correcto el resultado es
incorrecto (devuelve FALSO) para un nimero finito de valores de n.

Por otro lado, si ¢ = p(z), ¢' # p(z) y

loglogn
M—@W>2V—%f? (3.54)

entonces, aplicando la desigualdad triangular a la regla del logaritmo
iterado (3.53) se obtiene que

log L
Iyl s Jloslosn (3.55)
n n

excepto para un numero finito de valores de n. Como el cociente
loglogn/n tiende a cero, la condicién (3.54) se satisface siempre que
n sea lo suficientemente grande. Por consiguiente, cualquier valor
q' # p(z) es rechazado para un n suficientemente grande.

Dada una ordenacién {qi,qo,...} de los racionales en [0,1], sélo
existe un numero finito de racionales anteriores al valor buscado ¢; =
q, y por ello, sdlo hay que seleccionar una cota inferior ng para n entre
un conjunto finito de valores. Para cualquier n > ng, todos los valores
q' # p(z) son rechazados y ¢ = p(z) es aceptado, es decir, se alcanza

la identificacién en el limite de p(z).
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algorithm identificap
input: f (ndmero de observaciones de )
n (nimero de experimentos)

output: € NXx N~ Q

begin algorithm
q=1(0,1)
do ( mientras diff(q, f,n) )
g = next(q)
end do
return g

end algorithm

Figura 3.3: Algoritmo que identifica p(z) € Q.

algorithm diff
input:f € N

n €N

g=(z,y) e NxN
output : boolean

begin algorithm

f _ =z
n

return |= Y

loglogn
> \/ n

end algorithm

Figura 3.4: Algoritmo que compara q y f/n.

o7
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algorithm next
input:q = (z,y) e Nx N
output:q’ € N x N

begin algorithm
, {(a:—i—l,y—l) siz+1<y-—1

(I,z +y) en caso contrario
return ¢'

end algorithm

Figura 3.5: Siguiente racional a ¢ en [0, 1].
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0e+00 le+04 2e+04 3e+04 4e+04 5e+04 6e+04 7e+04 8e+04 9e+04  le+05

Figura 3.6: Entropia relativa entre p(x) = 0.875 = % y la probabilidad
experimental en funcién del niimero de experimentos. Linea continua:
resultado de la estimacion numérica. Linea de puntos: algoritmo de
identificacién. Esta Ultima baja hasta cero a partir de 20000 experi-

mentos.
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Aproximacién contra identificacion
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Figura 3.7: Entropia relativa entre p(z) = 0.62 y la probabilidad ex-
perimental en funcién del ntimero de experimentos. Linea continua:

estimaciéon numérica. Linea de puntos: algoritmo de identificacién.
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le-02

le-03

le-04

le-05

le-06

le-07

le-08

le-09

le-10

le_ll 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0e+00 le+04 2e+04 3et+04 4e+04 5e+04 6e+04 7e+04 8e+04 9e+04  1le+05

Figura 3.8: Entropia relativa entre p(z) = ® = (=1 +52)/2 y la
probabilidad experimental en funcién del ntimero de experimentos.
Linea continua: estimacién numérica. Linea de puntos: algoritmo de

identificacion.



Capitulo 4

Procedimientos clasicos de

aprendizaje

Surely it is enough that the likes of you
and I at least try to make our small con-
tribution count for something true and
worthy.

Kazuo Ishiguro, The remains of the day.

Existe una larga tradicién de aplicacién de los métodos estocdsticos
al aprendizaje. En este capitulo revisaremos aquellos que presentan
una, relacién mas estrecha con los algoritmos que vamos a desarrollar.
En particular, los modelos de Markov ocultos, entrenados frecuente-
mente con el método de Baum-Welch, y los métodos bayesianos que
determinan automaticamente el nimero de estados del modelo me-

diante mecanismos de fusién.

4.1 Modelos de Markov ocultos

Los modelos de Markov constituyen modelos probabilisticos para su-

cesos que ocurren secuencialmente en el tiempo. Por este motivo, han

61
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sido utilizados con frecuencia en problemas como los de reconocimien-
to del habla (Rabiner 1989) y los de modelizacién del lenguaje natural
(Brown et al. 1992, Suen 1979, Stolcke & Segal 1994).

Una cadena de Markov es un suceso aleatorio x cuya probabilidad
s6lo depende de un nimero predeterminado n de sucesos anteriores
(Chung 1967), es decir:

p(zy = oz4—1 = 04—1,..c,z1 = 01) =

p(ﬂUt = 0t|$t—1 = 0t—1y s Lt—n = Ot—n) (4-1)

Este tipo de modelos ha sido utilizado con frecuencia en el tratamiento
de lenguaje natural, donde son denominados modelos de n-gramas. En
ellos la probabilidad de apariciéon de una palabra w; estd determinada
por las n— 1 palabras anteriores. Habitualmente, se eligen los modelos
basados en bigramas (n = 2), trigramas (n = 3) o combinaciones de
ambos (Charniak 1994). Por ejemplo, en el caso de los trigramas, la

probabilidad p3(wy) de la palabra wy, viene dada por:

p3(wi) = p(wi|wg—2wg—1) (4.2)

Para que las probabilidades de w; y w2 puedan ser determinadas me-
diante la férmula anterior, es necesario suponer que el texto viene
precedido de unas pseudo-palabras w_1 y wg. No es este el inico caso
en el que la falta de datos puede originar problemas: normalmente
los datos estdn muy dispersos y hasta el 25% de los trigramas en un
texto pueden no haber aparecido durante la etapa de entrenamiento
(Charniak 94). Por todos estos motivos, frecuentemente se toma una

combinacién de modelos del tipo:

P(wy) = Aip1(wg) + Aopa(wy) + Az3ps(wi) (4.3)

donde los pardmetros A, deben ser elegidos automaticamente y pueden
depender de la cantidad de cada tipo de n-gramas observados en la fase
de entrenamiento. La interpolacién entre los modelos es una cuestion

aun controvertida (Kneser & Ney 1995).
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Una forma de soslayar este tipo de dificultades es utilizar modelos
de Markov ocultos, una generalizacion de las cadenas de Markov. En
ellos, dada una observacién previa, mis de un estado (en el sentido de
conjuntos distintos de probabilidades para las palabras siguientes) es
posible y de ahi el nombre de modelos ocultos. Formalmente, un mo-
delo de Markov oculto es una cuddrupla M = (Q,1,.A,T) compuesta

por:

e un conjunto finito de estados que denotaremos mediante su niime-

ro de orden Q = {1,2,..., N};
e un estado I € () que es marcado como estado inicial;
e un conjunto finito A de simbolos de salida;
e un conjunto 7' de transiciones.

Una transicién t = (3, j, a,p;;j(a)) € T contiene un estado 7 de partida,
un estado j de llegada, un simbolo a € A y una probabilidad p;;(a) de
que a partir del estado 7 se efectiie una transicién al estado j y se genere
un simbolo a (si utilizamos el modelo para asignar una probabilidad a
cada cadena, diremos mds bien que se procesa el simbolo a de la cadena
de entrada). Si bien no se admiten transiciones redundantes (es decir,
transiciones con el mismo valor para los estados y el simbolo), no hay,
en cambio, ninguna restriccién sobre el nimero de transiciones que
con el mismo simbolo a parten de un estado dado i. Con frecuencia,
se parte de la suposicién de que existen transiciones desde cada estado
y con cada simbolo a todos los estados, aunque la probabilidad de
algunas de ellas puede ser cero posteriormente. En este sentido, los
modelos ocultos de Markov son més generales que los autématas finitos
deterministas estocdsticos definidos anteriormente, y se corresponden

1

mas bien con los automatas indeterministas estocasticos' una clase de

'Esto es, autématas finitos indeterministas (Hopcroft & Ullman 1979) que in-
corporan una funcién de probabilidad de transicién al estilo de la definida en la
seccién 2.4.
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automatas que no se puede reducir a la de los autématas deterministas
estocasticos, aunque la incluye propiamente.
La probabilidad de generacién de una cadena w = agas...ar—1 de

longitud L por el modelo M es

w|M Z szklk—H afk (4.4)

«(I,L) k

donde ¢(I, L) representa todas las secuencias ipio...i;, que describen
caminos de longitud L entre los estados de ) que comienzan en iy =
1. Estas probabilidades, asi como el camino mas probable para una
cadena dada, pueden ser computadas de forma eficiente utilizando el
algoritmo de Viterbi (1967).

Los modelos de Markov ocultos pueden ser entrenados utilizando
el algoritmo de Baum y Welch (Baum 1972). Este procedimiento
recalcula iterativamente las probabilidades de transicién que efectia el
modelo M al analizar una cadena w = agas...ar,_1. Para describir este

algoritmo necesitamos definir previamente las siguientes magnitudes:

1. La probabilidad hacia adelante «;(t) es la probabilidad de que
M genere la subcadena agaias...a;—1 terminando en el estado
i, y estd definida para t = 0,1,..., L. Las probabilidades «;(t)
pueden ser calculadas en un tiempo lineal en funcién de L de la

siguiente forma. Para ¢t = 0:
a;(t =0) = i, (4.5)
y procediendo iterativamente, para t = 1,...L:

Za] Dpji(ai—1). (4.6)

Por ejemplo, «;(t = 1) = >, d;ipji(ao) = pri(ao), tal y como
cabe esperar.

2. La probabilidad hacia atrds (;(t) se define como la probabilidad
de que M genere la cadena a;a411...ar,—1 partiendo del estado
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1. Estas probabilidades pueden calcularse también en tiempo

lineal, pues para t = L
Bilt=1L) =1, (4.7)
yparat=0,1,....,L —1

t) = Z B;(t + 1)pj(ay). (4.8)

Por ejemplo, 8;(L — 1) = 3, pij(ar—1).

3. La probabilidad de que M genere w = aga;...ar—1 es:

p(w|M) = B1(0), (4.9)

y también

p(w|M) = Z a;(L (4.10)

Las dos ecuaciones anteriores no son mas que un caso particular

de la expresién general:
p(w|M) = Zaz )Bi(t) (4.11)

Si en la expresién anterior sustituimos §;(t) siguiendo (4.8), ob-
tenemos

p(w|M) = ZO‘Z (t)pij(a) Bi(t + 1), (4.12)
ij

expresion que nos resultard util mas adelante.

4. La probabilidad ~;(t) de que, al generar w, el t-ésimo estado en
la secuencia de L + 1 estados sea i es proporcional a «;(t)3;(t).

Teniendo en cuenta (4.11) para la normalizacién, obtenemos:

(D) = oA (413)
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5. La probabilidad &;;(t) de que, al generar w, la transicién cau-
sada por a; ocurra entre los estados 7 y j es proporcional a
a;(t)pij(ar)B;(t + 1). De nuevo, teniendo en cuenta (4.12) a

efectos de normalizacién, obtenemos:

€(t) = maxt)p@-(at)ﬂj(t +1) (4.14)

Con estas definiciones, resulta sencillo describir el algoritmo de en-
trenamiento de Baum y Welch. En este procedimiento se recalculan

iterativamente las probabilidades de transicién de la siguiente forma:
L-1
! _ tho (A (t)‘sata
pij (a) - L—1
Et:() %i(t)

hasta que se llegue a las proximidades de un punto fijo. En el caso

(4.15)

de que se disponga de una muestra S = {wi,ws,...,w,} para el en-
trenamiento compuesta de numerosas cadenas, los sumatorios, tanto
en el numerador como en el denominador de la ecuacién (4.15), deben
sumar también sobre las diferentes cadenas wy de la muestra.

Este procedimiento garantiza que las nuevas probabilidades me-
joran la verosimilitud de la muestra, p(S|M), con lo que finalmente
debe alcanzarse un minimo. No existe garantia sin embargo, de que
este minimo sea global y no local. Esto constituye la mayor dificultad
del procedimiento, pues los experimentos prueban que su buen ren-
dimiento requiere una estimacion del tamano del modelo que se debe
inferir (al menos, de su tamafio méximo) y alguna informacién sobre
la estructura de este modelo para evitar que los valores iniciales de las
probabilidades p;j(a) sean elegidos meramente al azar. Nétese que, si
existe méas de una representacion posible del problema, el método de
Baum-Welch no tiene ninguna razén para optar por la representacién
mas sencilla. Otra dificultad importante en el aprendizaje de lenguajes
estocdsticos ha sido puesta de manifiesto por Abe y Warmuth (1992):
tanto los autématas probabilisticos como los modelos ocultos de Mar-
kov no pueden ser entrenados en un tiempo polinémico en funcién del
tamafio del alfabeto A.
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Por ultimo, merece la pena destacar que en los modelos ocultos,
a diferencia de las cadenas de Markov, la probabilidad de un suceso
puede depender de simbolos anteriores muy alejados en el tiempo. Por
ejemplo, una cadena de Markov no puede describir un comportamiento

tan sencillo como el siguiente:

si k es par
plwy) = { P P (4.16)

ps  en caso contrario

Este tipo de comportamientos, sin embargo, se puede describir adecua-
damente utilizando los modelos de Markov ocultos o0 modelos basados

en autématas finitos estocdsticos como los descritos en el capitulo 2.

4.2 Modelos bayesianos y fusiéon de estados

Supongamos que existe {My, M1, Mo, ...}, un espacio de hipétesis o
modelos mutuamente excluyentes (como mucho uno es correcto) y ex-
haustivas (al menos uno es correcto). Dado un conjunto de datos
observado X, existen, al menos, dos criterios basados en la teoria de

probabilidades para elegir la mejor hipétesis:

e verosimilitud maxima (VM), esto es, elegir el modelo M tal que

la probabilidad p(X|M) es maxima;

e probabilidad a posteriori maxima (PAM), es decir, elegir el mo-
delo M que hace mixima la probabilidad p(M|X).

Para estudiar la relacién entre ambos criterios, supongamos que existe
alguna forma de asignar una probabilidad independiente de los datos
experimentales a cada modelo M. Esta distribucién p(M) es lo que se
denomina la probabilidad a priori. Entonces, la probabilidad de que
M sea el modelo correcto, dado que como resultado de un experimento

hemos obtenido la muestra finita X, es

p(X|M)p(M)

p(M|X) = o)

(4.17)
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expresion que se conoce con el nombre de teorema de Bayes y que es

consecuencia directa de la definicién de probabilidad condicionada

p(XNY)
p(Y)

Dado que el denominador p(X) no depende del modelo elegido, el cri-

p(X]Y) = (4.18)

terio bayesiano de inferencia (PAM) es una generalizacién del criterio
de verosimilitud méxima (VM). En particular, éste dltimo se corres-
ponde con el caso en que la probabilidad p(M) es constante, es decir,
todos los modelos M son a priori equiprobables.

Las probabilidades a priori p(M) permiten introducir de forma
natural en el proceso de aprendizaje el grado de creencia asociado a
los diferentes modelos. De esta manera se puede incorporar, por ejem-
plo, la preferencia por los modelos méas sencillos. En efecto, tomando
logaritmos en la expresién (4.17), se observa que maximizar p(M|X)

es equivalente a minimizar
—logp(M|X) = —logp(M) — log p(X|M) (4.19)

procedimiento que puede interpretarse como la minimizacién de la
longitud de la descripcion de los datos X conjuntamente con la del
modelo de codificacién M. De hecho — log p(M) es la longitud 6ptima
de codificacién del modelo dada la distribucién a priori mientras que
—logp(X|M) se corresponde con la longitud del cédigo 6ptimo para
los datos X usando M como modelo probabilistico. A la inversa, cual-
quier esquema de codificaciéon que asigna a M un cédigo de longitud
A(M) puede ser utilizado para generar una distribucién a priori de los
modelos:

p(M) o exp M) (4.20)

Por ejemplo, la forma més natural de codificar un modelo de Markov
es simplemente enumerar sus transiciones, por lo que podemos tomar
A(M) como el nimero de transiciones del modelo.

En el caso de los autématas finitos estocésticos (o modelos de Mar-

kov ocultos), la verosimilitud mdxima se consigue cuando el modelo



4.2. Modelos bayesianos y fusién de estados 69

predice como probabilidad para cada cadena la frecuencia relativa ob-
servada en el experimento. En efecto, si el nimero de cadenas de tipo
w en X es n,, y la probabilidad asignada por M a w es p,,, hay que
minimizar

—log p(X|M) o< — > 1y log pu (4.21)
w

sometido a la restriccién ), p, = 1, lo que corresponde a una mi-
nimizacién sobre una variedad lineal. Utilizando un multiplicador de

Lagrange A ), Ap, =0, la variacién de p(X|M) cerca del minimo es

Alogp(X|M) =3 (Z% — N)Ap, =0 (4.22)

" Pw

donde, gracias al multiplicador de Lagrange, todas las variaciones Ap,,
son independientes, lo que implica que cada término se anula, y por
lo tanto

n
Pw = 7’” : (4.23)

Es decir, cada probabilidad es proporcional al niimero de observaciones
de esa cadena, y A es el numero total de cadenas en la muestra para
que la normalizacién de la probabilidad sea la correcta.

Por tanto, la verosimilitud maxima se consigue tomando como mo-
delo un lenguaje finito que puede ser generado, por ejemplo, mediante
un autémata con estructura de arbol en el que cada nodo corresponde
a uno de los prefijos observados (véase la figura 4.1) y las probabi-
lidades de transicion se eligen iguales a las frecuencias relativas en
la muestra de los simbolos que siguen a cada prefijo. Modelos mas
pequerios (es decir, autématas con un nimero menor de estados) con-
ducen necesariamente a valores menores de la verosimilitud. A pesar
de ello, esta disminucion puede resultar compensada por la predispo-
sicién hacia los modelos mas sencillos contenida en las probabilidades
a priori. De esta forma es posible optar por modelos mas sencillos
aunque sean de verosimilitud menor.

Un algoritmo para la inferencia de modelos de Markov ocultos ba-

sado en la fusién de estados y la utilizacion de probabilidades a priori
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Figura 4.1: Arbol de prefijos para el conjunto {0, 10, 000,001}

ha sido propuesto por Stolcke y Omohundro (1993). Su algoritmo

puede describirse de la siguiente manera:

1. construir el modelo Mj de verosimilitud maxima, para el conjunto
de datos X;

2. reiterar desde ¢ = O:

(a) determinar el conjunto K de |M;|(|M;|—1) posibles fusiones
de estados en M;;

(b) para cada k € K calcular el nuevo modelo k(M) y su pro-
babilidad a posteriori p(k(M;)|X);

(c) elegir la fusién k* que maximiza p(k(M;)|X) y tomar como
M1 = k*(M;).

(d) terminar si p(M; + 1|X) < p(M;|X). En caso contrario

continuar con 7 = 7 + 1.

Con este algoritmo, la disminucién de verosimilitud provocada por la
fusion de estados del modelo queda compensada por la preferencia ex-

presada por la probabilidad a priori por los modelos més sencillos.
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El algoritmo introduce también una probabilidad a priori para los
pardametros del modelo (las probabilidades de transicién) en forma de
una distribucién de Dirichlet. Esto es equivalente a admitir un con-
junto de ejemplos virtuales para cada transicién que se anaden a los
reales a la hora de calcular los pardmetros mas probables. Los re-
sultados descritos en Stolcke & Omohundro (1994) demuestran que el
procedimiento proporciona buenos resultados para modelos sencillos
y muestras pequenas, comparables o mejores a los obtenidos con un
entrenamiento del tipo Baum-Welch. El procedimiento no ha sido es-
tudiado con muestras grandes y autématas de tamano grande debido a
su elevado coste: nétese que cada iteracién requiere | M;|? evaluaciones
de la verosimilitud y que |M;| puede ser lineal con el tamaifio de X.
Una diferencia fundamental entre este método y el que proponemos en
el capitulo siguiente es que mientras el prime método no garantiza la
identificacién en el limite del lenguaje correcto (es decir, del conjunto
de cadenas con probabilidad no nula), el nuevo método si que presenta

esta propiedad.






Capitulo 5

Inferencia de lenguajes

regulares

La probabilidad a priori de que se produz-
ca un acontecimiento particular entre to-
dos los posibles en el universo estd prozi-
ma a cero... Nuestro niumero salio en el
juego de Montecarlo.

Jaques Monod, El azar y la necesidad

En este capitulo, estudiaremos la identificacién de lenguajes regu-
lares estocasticos de cadenas. Como resultado se propondra un con-
junto de algoritmos que comparan de forma sistemadtica los estados
del arbol de prefijos de la muestra. Esta clase de algoritmos permite
identificar en el limite el conjunto de cadenas que forman el lenguaje
y ademads calcular con gran precisiéon sus probabilidades de apariciéon
en el lenguaje. El tiempo necesario para que el algoritmo proporcione
una, hipétesis aumenta sélo linealmente con el tamafnio de la muestra
y, experimentalmente, la implementacién desarrollada se revela como
extraordinariamente rapida con vistas a su posible aplicacion en tareas

de reconocimiento.

73
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5.1 Antecedentes

La identificacion de lenguajes estocdsticos de cadenas ha sido trata-
da en numerosa ocasiones anteriormente. Por ejemplo, Maryanski y
Booth (1977) usaron un test del tipo x? para filtrar graméaticas re-
gulares que eran generadas mediante procedimientos heuristicos. Con
este método se obtenian gramdticas razonables, pero sin garantizar la
identificacién en el limite de la gramdtica correcta. Cook, Rosenfel y
Aronson (1976) definieron una funcién de similitud entre gramdticas
estocdsticas basada en la teoria de la informacién para buscar graméti-

cas sencillas que minimicen la distancia a la muestra.

El método de van der Mude y Walker (1978) fusiona variables de
una gramdatica estocastica regular y utiliza criterios bayesianos para
permitir estas fusiones. Los autores no demuestran que su algorit-
mo converja a la gramdatica correcta y ademds su implementacién es

extremadamente lenta como para poder ser aplicada en la practica.

Recientemente, se han utilizado modelos con redes neurales para
identificar lenguajes regulares (Smith & Zipser 1989, Pollack 1991,
Giles 1992, Watrous & Kuhn 1992) y en algunos casos se han aplicado
al caso de muestras estocisticas (Castano, Casacuberta & Vidal 1993).
Sin embargo, estos métodos comparten la desventaja de que requieren

largos tiempos de calculo y con frecuencia muestras muy grandes.

Los modelos ocultos de Markov, esencialmente equivalentes a los
automatas finitos estocdsticos, han sido utilizados también con fre-
cuencia en el tratamiento de lenguajes estocasticos. Su mayor des-
ventaja reside en que es necesario prever de antemano el nimero de
estados del modelo e introducir alguna informacién adicional sobre su
estructura para que el entrenamiento no conduzca a un minimo local.
Un sistema para determinar automaticamente el nimero de estados
del modelo de Markov ha sido desarrollado por Stolcke y Omohundro
(1993). Su método intenta maximizar la probabilidad de la muestra
utilizando a la vez una probabilidad a priori que penaliza los tamafios

grandes del autémata. Tampoco estos procedimientos garantizan la
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convergencia al modelo correcto.

Recientemente, Oncina y Garcia (1992) han propuesto un algo-
ritmo que permite la identificaciéon correcta en el limite de cualquier
lenguaje regular siempre y cuando se disponga de muestras completas.
Ademads, el algoritmo funciona en tiempo polinémico con el tamafo
de la muestra. En la prictica, el tiempo que requiere para produ-
cir su hipétesis crece sélo linealmente con el nimero de ejemplos en
los experimentos. En este capitulo, se siguen las mismas lineas y se
presenta un algoritmo (rlips) que construye el drbol de prefijos de
la muestra y evaliia en cada nodo las probabilidades de transicién de
los arcos que salen de ese nodo. A continuacién, se comparan parejas
de nodos siguiendo un orden bien establecido (bdsicamente el de los
niveles de profundidad en el drbol). Se acepta que dos nodos son equi-
valentes cuando generan —dentro de la incertidumbre estadistica— el
mismo sublenguaje estocastico. El proceso continiia hasta que no es
posible establecer mas equivalencias. Las definiciones necesarias para
este capitulo se encuentran en la seccién 5.2. El algoritmo es descrito
en detalle en la seccién 5.3 y se demuestra que es correcto en la sec-
cién 5.4. Finalmente, los resultados y su discusién son el contenido de

la dltima seccién de este capitulo.

5.2 Formalismo

Sea A un alfabeto finito, A* el monoide libre de cadenas generadas a
partir de A y la operacién de concatenacién y A el elemento neutro
o cadena vacia. Denotaremos la longitud de la cadena w € A* como
lwl.

Dadas z,y € A*, si w = xy entonces escribiremos también y =

Lw. A su vez, la expresién z.A* denotars al conjunto de cadenas

-
que contienen a x como prefijo.
Diremos que z precede a y en orden lezicogrdfico, y lo denotaremos

como z < y, en cualquiera de los siguientes casos:

L |z| < lyl,
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2. |z| = |y| y = precede a y en orden alfabético.

Un lenguaje estocdstico L se define mediante una distribucién de
probabilidad p(w|L) sobre todas las cadenas w de A*. La probabilidad
de un subconjunto de cadenas X C A* viene dada por la suma de las

probabilidades de sus cadenas:

p(X|L) =) p(a|L). (5.1)
zeX
La identidad de dos lenguajes estocéasticos debe ser entendida de la

forma siguiente:
Ly = Lo <:>p(w|L1) = p('w|L2) Yw € A*. (52)

Es decir, para que dos lenguajes estocasticos sean idénticos, deben
ser idénticas las probabilidades asignadas a todas y cada una de las
cadenas.

A continuacién vamos a presentar dos métodos para definir lengua-
jes estocasticos que, aunque distintas, son equivalentes: las gramaticas
regulares estocdsticas y los autématas finitos estocdsticos.

Una gramdtica regular estocdstica (SRG), G = (A,V, S, R, p), cons-
ta de un alfabeto finito A, un conjunto finito de variables V' —una de
las cuales, S, es el llamado simbolo inicial de la gramética—, un con-
junto finito R de reglas de derivacién cuya estructura es una de las

siguientes:
X = aY

X = A
(donde ¢ € A, X,Y € V), y una funcién real p : R — [0,1] que

(5.3)

representa la probabilidad de aplicacién de cada regla. Obviamente,
la suma de las probabilidades de las reglas asociadas a una misma
variable X debe ser igual a 1. La definicién que hemos tomado en (5.3),
aunque aparentemente distinta a la habitualmente usada, como la de
Fu (1982), es totalmente equivalente a ella. Una gramdtica estocastica
G es determinista si por cada X € V y por cada a € A existe como

méximo una variable Y € V tal que p(X — aY’) # 0.
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Toda gramatica estocdstica regular determinista G define un len-
guaje estocastico determinista regular (SDRL) por medio de las pro-
babilidades p(w|Lg) = p(S = w). La probabilidad p(S = w) de
que la gramitica G produzca la cadena w € A* se calcula de forma

recursiva
p(X =) = p(X =)

(5.4)
p(X = aw) = p(X = aY)p(Y = w)

donde Y es la tnica variable que satisface p(X — aY) # 0. Si no
existe tal variable, entonces p(X = aw) = 0.

Un autdmata finito determinista estocdstico (SDFA), se define co-
mo A = (QAwA, 5A,qf‘,p‘4), y consta de:

e un alfabeto finito A;

e un conjunto finito de estados Q4 = {q1,¢2,. .. qn};
e un estado inicial ¢! € Q*;

e una funcién de transicién 64 : Q4 x A — Q4;

e una funcién de probabilidad p# : Q4 x A — [0,1].

La funcién p4 (g:, a) representa la probabilidad de que se genere a partir
del estado g; un simbolo a, produciéndose una transiciéon posterior a

64(gi,a). Se define ademés la funcién p(g;, \) como

pH(a ) =1- ) pha,a) (5.5)
acA
que representa la probabilidad de que la cadena termine en el nodo
¢;- La restriccion de que pA(Qi, A) > 0 debe cumplirse para todos los
automatas que han sido definidos correctamente.
Cada SDFA define un lenguaje regular determinista estocdstico
por medio de las probabilidades p(w|L) = 7 (g7, w), que a su vez se

definen recursivamente como

7rA (q’ta A)
WA(qi, aw) =

A, A)

A(gi, a)m (64 (g, @), w) (56)

p
p
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Si 64(gi, @) no estd definida, entonces 74(6%(g;, a),w) = 0.

Si comparamos las ecuaciones (5.4) y (5.6), observaremos la equiva-
lencia formal entre los autématas finitos estocdsticos y las gramdticas
regulares estocdsticas. En caso de que la SDRG no contenga simbo-
los inttiles (Hopcroft & Ullman 1979), las probabilidades de todas las

cadenas del lenguaje suman uno:

A La) = 3 plulLe) =1 (5.7)

wEA*

Un concepto que utilizaremos con frecuencia en lo que sigue es de
lenguaje cociente z 'L, que es un lenguaje estocastico cuyas probabi-

lidades vienen dadas por:

p(zw|L)

1 _
ploke T8 = e

(5.8)
expresion que puede entenderse como las probabilidades relativas de
las subcadenas que admiten a z como prefijo. Por convencién, cuando
p(zA*|L) = 0, escribiremos que z~ 'L = ) y entonces, p(w|z~'L) = 0.
Nétese que AL = L.

Si L es un lenguaje regular estocdstico determinista, se define el

generador candnico M = (QM, A, M g™, p™) como:

QM = {z7'L#£0:z¢e€ A%}
M(z7'L,a) = (za) 'L

g’ = XL
pM(z7'L,a) = plaA*|z'L)

(5.9)

El autémata M es el SDFA minimo que genera L y su construccién
esta justificada por los siguientes hechos, que permiten generalizar el
teorema de Myhill y Nerode (Hopcroft & Ullman 1979) al caso de los

automatas estocasticos:

1. El autémata M es finito y ademds es mds pequenio que cualquier

otro autémata A = (Q4, A, 64, qf‘,pA) que también genere L. Si
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escribimos ¢, = 6% (gr, ), y aplicamos repetidamente (5.6) a la

definicién (5.8), se llega a que

7TA(qI,.’L"U)) _ ﬂ-A(qwaw) _ A
TAlar, o A7)~ wAgg, Ay T o)

Como el nimero de valores diferentes de g, esta limitado por

p(w|z™'L) = (5.10)

|Q4], esto es, por el tamaifio del autémata A, la expresién ante-
rior demuestra que también estd acotado el ntimero de lenguajes

distintos 'L y, en consecuencia, |QM| < [Q4].
2. La funcién de transicién 6V est4 bien definida, es decir,
' L=y 'L = Mz L, a) = M (y 'L, ). (5.11)
De hecho, para cualquier cadena w € A* y cualquier lenguaje L
plaw|z~1L) p(zaw|L)

plwla™a™'0) = T = oy = pwl(a) D)
(5.12)

y por tanto (za) 'L = a~!(z7'L). Con esto, la relacién (5.11)

es inmediata. Ademds, la expresién (5.12) junto a la definicién

(5.9) nos permiten escribir 6™ (q;, w) = w™!L.

3. El autémata M genera Lj; = L. En realidad, es més sencillo

probar que

Mz 'L, wA*) = p(wA*|z7 L) (5.13)
para todas las cadenas z, w € A*, propiedad que incluye el estado
inicial z = A como caso particular: 7 (¢M, wA*) = p(wA*|L),
por lo que entonces L4 = L. La ecuacién (5.13) se satisface tri-

vialmente para cualquier z si w = A. Siguiendo (5.6), se obtiene
Mz L, awA*) = pM (27 L, a)7™ ((za) 'L, wA*)  (5.14)

Finalmente, mediante un proceso de induccién en w utilizan-

do (5.9), llegamos a que

Mz L, awA*) = p(aA*|z 7 L)p(wA*|(za) " L) = plawA*|L).
(5.15)
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Para identificar el generador canénico utilizaremos algunos conjun-
tos no estocdsticos, como el conjunto de prefijos del lenguaje L que se
define como

Pr(L) ={z € A*: z7'L # 0} (5.16)
y el conjunto de prefijos cortos de L, que se define como:

Sp(L) ={z €Pr(L): s ' L=y 'L =z <y} (5.17)

Debe observarse que z 'L # y~ 'L para cualquier par de cadenas
z,y € Sp(L) distintas (z # y), y por tanto, cada cadena de Sp(L)
puede entenderse como un representante de uno de los estados del ge-
nerador canénico M. Por ello, utilizaremos estos elementos para cons-
truir el generador canénico M, anadiendo las transiciones adecuadas.
Estas transiciones serdn del tipo d(z,a) = za, siempre y cuando za sea
un prefijo corto. En caso contrario, necesitaremos definir la transicién

de otro modo. Por este motivo, definimos el kernel de L
K(L)={A}U{za €Pr(L): z € Sp(L) Aa € A} (5.18)

que estd formado por los prefijos cortos mas los prefijos que se obtienen
de éstos por adicién de un simbolo. Ademads, definimos la frontera de

L como los elementos del kernel que no son prefijos cortos:
F(L) = K(L) — Sp(L) (5.19)

Noétese que el kernel K (L) contiene como méaximo 1+ |M||.A| cadenas
e incluye a Sp(L) como parte propia.

Pretendemos identificar el generador candnico a partir de muestras
aleatorias. Por ello, definimos una muestra estocdstica S del lenguaje
L como una secuencia infinita de cadenas generadas seguin la distri-
bucién de probabilidad p(w|L). Representamos mediante S, la sub-
secuencia de S formada por sus n primeras cadenas, que en general,
no seran todas diferentes. El nimero de veces que aparece la cadena

x en S, se escribird ¢, (z), y para subconjuntos de cadenas X C A*,

cn(X) = enla). (5.20)

z€X
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La subsecuencia S, define un lenguaje estocdstico L,, cuyas probabi-

lidades son
1
p(z|Ln) = ;Cn(m) (5.21)
Por dltimo, el ’arbol generador de prefijos de S, es un SDFA que
genera L,, es decir, asigna a cada cadena la probabilidad observada

experimentalmente de la siguiente forma: T, = (QT, 4,6, ¢}, p?),

con
QT = Pr(L,)
5 (2. a) za siza € Pr(Ly)
T,a) =
0 en caso contrario
g = A
T _ cp(zaA®)
p (z,a0) = @A) (5.22)

Las probabilidades del tipo p” (z, A) pueden calcularse usando la ecua-
ci6én (5.5).

5.3 Algoritmo de inferencia

En este punto, es conveniente destacar algunas diferencias entre el pro-
ceso de identificacién de lenguajes estocasticos y el de no estocasticos.
Las muestras de lenguajes estocdsticos contienen ejemplos repetidos
que aparecen siguiendo una distribucién de probabilidad p(w|L), y la
regularidad estadistica es capaz de compensar la falta de datos negati-
vos. Tal y como demostré Angluin (1988), muchas clases de distribu-
ciones —y en particular los lenguajes regulares estocasticos— pueden
ser identificados en el limite, en el sentido de que todas las cadenas de
probabilidad no nula son aprendidas, con probabilidad uno. Para ello,
es suficiente con seguir un procedimiento enumerativo como el descrito
en la seccién 1.3. Sin embargo, los métodos enumerativos son irrea-
lizables en la practica y es necesario buscar algoritmos que funcionen

en tiempo polinémico.
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Es importante recordar que no se trata tan sélo de aproximarse a la
distribucién de probabilidad correcta. Esto se puede conseguir senci-
llamente utilizando para las probabilidades p(w|L) los valores ¢, (w)/n
observados de la frecuencia relativa de aparicién de la cadena. En la
seccién 3.6, senalamos que la aproximacién de las probabilidades pue-
de conseguir rapidamente valores pequenos de la entropia relativa con
respecto al modelo correcto. De hecho, es sencillo comprobar que de
esta forma la distancia entre la distribucién correcta y la propuesta
disminuye a medida que aumenta n. Sin embargo, por muy grande
que sea n, si el lenguaje contiene un nimero infinito de cadenas con
probabilidad no nula de aparicién, siempre existirdin cadenas que no
estdn en S, lo que provoca un valor grande de la entropia relativa

entre la distribucién ¢, (w)/n y la correcta.

Por ello, lo que buscamos es un procedimiento que permita reducir
el nimero de probabilidades a estimar a un ndmero finito: si iden-
tificamos la estructura del generador canénico M, s6lo es necesario
evaluar las probabilidades de transicién entre sus estados. Como el
nimero de transiciones es finito (como mucho |M]||.A), podremos en-
tonces estimar estas probabilidades a partir de la muestra y obtener
mejores resultados. Esta estimacién puede realizarse mediante el pro-
cedimiento descrito en Wetherell (1980) y justificado en Chaudury &
Rao (1986). Un algoritmo que permite realizar esta tarea de identifi-

cacién de la estructura probabilistica es presentado en esta seccién.
Para ello, vamos a definir la funcién légica equiv, : K(L) X
K (L) — {TRUE, FALSE} de la siguiente forma:

equivy (z,y) = TRUE & 2z 'L = y ' L. (5.23)

La funcién equiv; sélo estd definida en K (L) y nos permite enunciar

el siguiente lema.

Lema 1 Dados Sp(L), F(L) y equiv;, la estructura del generador
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candnico es isomorfa a:

Q@ = Sp(L)
qI1
0(z,a)

(5.24)

donde para cada (z,a) € Sp(L) x A, y es la inica cadena en Sp(L)

tal que equiv, (za,y).

Demostraci’on. Sea @ : Q@ — QM la funcién definida como ®(z) =
z71L. La funcién ® es un isomorfismo si 6 (®(x),a) = ®(6(x, a)), es
decir, si (ra)"'L = §(z,a)"'L. Por tanto, ® es un isomorfismo si y
sélo si d(z,a) es una cadena y € Sp(L) que satisface equiv;(za,y).
Ademds, de acuerdo con la definicién (5.17), y es tnica. Notese
ademds, que z € Sp(L) = za € K(L), por lo que el resultado de
equiv, (za,y) estd bien definido. |

El siguiente lema demuestra que el problema de la inferencia se

puede reducir al de aprender Pr(L) junto a la funcién equiv;.

Lema 2 La estructura del generador canonico de L puede ser obtenida
a partir de equiv; y de cualquier conjunto A C Pr(L) tal que K(L) C
A con el algoritmo de la figura 5.1, que ademds proporciona como

resultado adicional los conjuntos Sp(L) y F(L).

Demostraci’on. Por induccién en el nimero ¢ de iteraciones, se ob-
tiene que Spl! ¢ Sp(L), Flil ¢ F(L) y que Wl ¢ K(L), donde el
superindice denota el resultado después de i iteraciones. Ademds, si
za pertenece a K (L), se puede comprobar por induccién en la longi-
tud de la cadena que za siempre entra a formar parte de Wl para
algiin valor de 4. Siguiendo el lema 1, para cada cadena z € Sp(L),
si za estd también en Sp(L), entonces d(z,a) = za. Por contra, si
za & Sp(L), es decir, za € F(L), entonces existe una tnica y € Sp(L)
tal que equivy (za,y) y 6(z,a) = y. |

En el algoritmo anterior, podemos reemplazar A por Pr(L,) C
Pr(L), dado que este conjunto contiene a K (L) con probabilidad cre-

ciente al aumentar n. Por otro lado, conviene destacar que equiv
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permanece siempre bien definida, porque todas las llamadas a esta
funcién se producen dentro de su dominio K (L). Ademds, y como con-
secuencia de ello, el algoritmo realiza como mucho |K(L)| x |Sp(L)]
llamadas a equiv;. Por tanto, la complejidad global del algoritmo

serd, O(|.A||M|?|) multiplicado por la complejidad de equiv; .

5.4 Convergencia del algoritmo

Para evaluar la relacién de equivalencia z~!L = y 'L, es posible uti-

lizar una variacién de (6.12) que mejora la convergencia:
Ly = Ly & p(aA*|z7'L1) = p(aA*|z 7' Ly) Va € A,z € A*  (5.25)

Teniendo en cuenta (5.9), la relacién anterior significa que para todas

las cadenas z € A* y para todos los simbolos a € AU {\} se satisface
p"((z2)7'L,a) = p"((y2) 7' L, a) (5-26)

En la préctica, no se conoce el lenguaje L y la funcién equiv, (z,v),
definida como 7' L = y~'L, debe ser reemplazada por una funcién ex-
perimental comp,(z,y), que comprueba si z L, coincide con y 1L,,.
Esto es, utilizamos los valores p’ del ’arbol generador de prefijos
en vez de los desconocidos p™ en (5.26). La figura 5.2 muestra una
implementacién de la funcién compy(z,y).

Como S, es un muestra aleatoria, es preciso dar un margen de
confianza a la diferencia entre las probabilidades de las cadenas en
2 'L, y y~'L,, tal y como lo hace la funcién different en compy,
que permite una cierta holgura en los resultados. Existen numerosos
criterios estadisticos (Hoeffding 1963; Feller 1950; Anthony & Biggs
1992) que conducen a diferentes variaciones del algoritmo bésico. En
este trabajo, hemos elegido la cota de Hoeffding (1963) descrita en
la seccién 3.5. Recordemos, que para una variable de Bernoulli con
probabilidad p y frecuencia observada f/n, dado o >0y

1 2
€a(m) =1/ —log o (5.27)
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entonces, con probabilidad mayor que 1 — a,
‘p _L < €q(m) (5.28)
m
De esta relacién se deduce inmediatamente que, dadas dos variables

de Bernoulli con probabilidades p y p’ respectivamente, con probabi-

lidad mayor que (1 — a)?,

‘%—7{1—’, < eq(m) + eq(m’)  si p=1yp
L—L] > calm) +ealm) si p—p| > 2ealm) +ea(m))
(5.29)
Debido a que lim,, ;o0 €q(m) = 0, s6lo una de las dos condiciones

anteriores serd cierta cuando m y m' son lo suficientemente grandes.

Esta comprobacién ha sido implementada a través de la funcién
different (representada en la figura 5.3), que comprueba si p = p
con un nivel de confianza (1 —«)? para valores suficientemente grandes
de mym'.

Debido a que el niimero de llamadas a different crece si el ta-
mano t del ’arbol generador de prefijos aumenta, permitiremos que
el parametro « dependa de t. Incluso en ese caso, €, presenta el limite
correcto para valores grandes de n, pues ¢, muestra una dependencia
logaritmica respecto a «, y el comportamiento final depende modera-
damente del valor exacto de a.

De acuerdo con (5.26), la compatibilidad de dos estados z e y de
Q" debe ser rechazada si existe alguna cadena z € A* tal que las pro-
babilidades de transicién desde zz e yz que han sido estimadas a partir
de la muestra son diferentes segiin different. Demostraremos a con-
tinuacién que compy(x,y), representado en la figura 5.2, devuelve en el
limite de n — oo el mismo valor que equivy (z,y) para todos los pares
de cadenas z,y de K(L) . Por consiguiente, de acuerdo con el lema 2,
la estructura correcta del generador canénico es inferida en el limite

y las probabilidades de transicién p™ (x,a) definidas en (5.9) pueden
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ser evaluadas a partir de S, por medio de los valores experimentales
p?(z,a), definidos por medio de (5.22).

Teorema 3 Sea t = |T,,| el tamanio del ’arbol generador de prefijos
para S, y at) un nivel de significacion tal que lim;_,oo(1 — a(t))? —
1. Entonces, con probabilidad uno, ambas funciones equiv;(z,y) y
compy(z,y) devuelven, excepto para un nimero finito de valores de n,

el mismo valor para todos las cadenas z,y € K(L).

Demostraci’on. Siguiendo (5.26), el bucle sobre z en la funcién comp,
comprueba, para todos los subarboles con raiz en z e y, si las proba-
bilidades de transicién p” (zz,a) y p’ (yz,a) son semejantes. También
compara p’ (zz, ) con p” (zz, ) en cada nodo. Hay como mucho ¢ — 1
arcos mas t nodos en un subarbol y, por tanto, el nimero miximo de
llamadas a different desde comp, es 2¢. Como different trabaja
con un nivel de confianza por encima de (1 — )2, compy(z,y) devol-
verd el mismo resultado que equiv; (z,y) con probabilidad mayor que
(1 —a(t)*. [ ]

Por ejemplo, la condicién (1—a(t))! — 1 se satisface si a(t) decrece
méas rapidamente que 1/t. Una consecuencia inmediata de la demos-
tracién anterior es que la complejidad de compy, estd acotada por |T),| y
por tanto, de acuerdo con la discusién del final de la seccién anterior,
el algoritmo rlips trabaja con complejidad temporal O(|T,||.A||M|?).
Como |T;,| no puede crecer mas rdpidamente que n, el algoritmo es,
en el limite de muestras grandes, lineal con respecto al tamano de la
muestra.

Por otro lado, dado que rlips solamente necesita que compy(z,y)
sea correcta dentro del conjunto finito K (L) x Sp(L), existe un natural

ng tal que si n > ng:
e Pr(L,) C K(L);
e todas las llamadas a comp, devuelven el valor correcto.

En ese punto, rlips encuentra siempre la estructura correcta del ge-

nerador candnico.
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5.5 Numero de ejemplos necesarios para la con-

vergencia

Una cuestién interesante es el nimero de ejemplos que el algoritmo
necesita para inferir correctamente el SDFA. Este niimero depende
extraordinariamente de la estructura detallada del autémata. Sin em-
bargo, es posible establecer una cota valida para cualquier algoritmo
de la clase descrita en este trabajo.

Para cada par de cadenas z1,z2 € Sp(L) tales que z1 # z9, el
ndmero aproximado de ejemplos requeridos para distinguir :vl_lL y
wQ_IL serd una funcién y(z1,z2). Dado que xl_lL # x2_1L, existe una
cadena z € A* y un simbolo a € A, tales que, si denotamos x| = 12

y Th = xoz, entonces:

p" (a1, a) — pM (25, a)| # 0. (5.30)

No cabe esperar que la convergencia se alcance antes de que el error
estadistico devenga menor que la diferencia anterior. Una estimacién
del error cometido, que es independiente del algoritmo particular uti-
lizado, puede obtenerse tomando la suma o; + o9, siendo,

1

O 8 —F/—
V4np(zi A*|L)

donde n es el nimero de ejemplos en la muestra S,.

(5.31)

Por tanto, sélo podemos esperar que la comparacion de 1 y z9 sea

correcta una vez que n > N (z1, T2, 2, a), siendo

N(z1,z2,2,a) = (5.32)

9 2
( 1 ) 1 T 1
pM(z},a)—pM(z},a) 2/p(@, A* L) ' 2/p(zhA*|L)
Podemos tomar 7(z1,72) = min(, ) {N(z1,72,2,a)}, dado que cual-
quier cadena z y cualquier simbolo a son vélidas para establecer que
T1y x2 son incompatibles. La comparacién mds dificil establece una
cota inferior para la dificultad de identificar el generador candnico:

= max {y(z1,22): 71 < 22} (5.33)
z1,22€Sp(L)
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La misma cota I' se obtiene si 1 € Sp(L) y z2 € F(L), pero en es-
te caso es suficiente con comparar zs con todos los prefijos 1 que
preceden a z9, es decir z1 < 29, siendo 2, la tinica cadena en Sp(L)
equivalente a 2. Como ejemplo, para la gramatica de Reber de la figu-
ra 5.4, se obtiene como cota inferior I' ~ 330 (correspondiente al caso
x = BT,y = BTX y z = \), un valor acorde con el comportamiento

observado en la figura 5.5.

5.6 Resultados y discusion

Se ha estudiado el comportamiento del algoritmo para una serie de
gramaticas distintas. Para cada gramaitica, se generaron diferentes
muestras usando el autémata canénico y éstas fueron utilizadas poste-
riormente como entrada para rlips. Por ejemplo, se utilizé la gramati-
ca de Reber (1967) de la figura 5.4 con el objetivo de comparar los
resultados con otros previos en los que redes neurales eran entrenadas
con este lenguaje (Castano, Casacuberta & Vidal 1993).

En la figura 5.5 se representa, el promedio después de 10 experimen-
tos del niimero de nodos del autémata propuesto por rlips en funcién
del tamafio del conjunto de muestra generado por la gramatica de Re-
ber. Tal y como se aprecia en la figura, el ndmero de estados converge
al valor correcto cuando la muestra es lo suficientemente grande. Para
comprobar que no sélo el nimero de estados, sino también la estruc-
tura habia sido inferida correctamente, se calculé la entropia relativa
H(L,A) entre el lenguaje correcto L y la hipdtesis generada A. Es-
te resultado aparece representado en la figura 5.6. Como referencia,
también se ha dibujado H(L, L), la entropia relativa de la muestra
0, lo que es equivalente, del ’arbol generador de prefijos con respecto
a la gramdtica objetivo. Esta dltima converge mucho mas lentamen-
te, remarcando la importancia de haber identificado la estructura del
generador candnico a la hora de estimar las probabilidades de las ca-
denas del lenguaje. La diferencia no estriba sélo en que el ’arbol

generador de prefijos asigna una probabilidad cero a muchas cadenas
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con probabilidad de apariciéon no nula. Ademads, una vez identificada
la estructura, el nimero de probabilidades a estimar se reduce signifi-
cativamente al pasar de infinito a finito (|M||.Al).

Tal y como sugiere la figura (5.5), cuando el nimero de ejemplos es
pequeno, el algoritmo tiende a proponer hipétesis demasiado simples
(que, de alguna forma, generalizan excesivamente). Sin embargo, en
cuanto el nimero de ejemplos disponibles es suficiente, el algoritmo
identifica la estructura correcta del generador canénico. El nimero
de ejemplos que requiere esta identificacién es relativamente pequeno
(aproximadamente quinientos) y consistente con la cota que se obtuvo
en la seccion anterior. Comparativamente, este resultado es mucho
mejor que el rendimiento obtenido utilizando redes neurales (Castario,
Casacuberta & Vidal 1993) que no garantizan la convergencia en las
pruebas realizadas con esta gramdtica, incluso utilizando decenas de
miles de ejemplos aleatorios.

En la figura 5.7, se representa el tiempo medio que consume el
algoritmo en funcién del niimero de ejemplos de la muestra (las disper-
siones observadas son inapreciables en la figura). Aqui se comprueba
que la complejidad temporal es lineal y que ademads el algoritmo es
muy rapido incluso para muestras enormes.

El funcionamiento de rlips para la gramatica de Reber fue com-
parado con el uso de modelos de Markov ocultos entrenados por el
procedimiento de Baum-Welch. Cuando el niimero de estados del mo-
delo es similar al de la gramatica, el procedimiento BW encuentra el
modelo correcto. Sin embargo los tiempos de ejecucién son enormes
comparados con los de rlips. Por ejemplo, usando 8 estados y 400
iteraciones (ndmero que se encontré idéneo experimentalmente para
la identificacién) en el método BW, el algoritmo rlips resulté del or-
den de 1000 veces mas rapido. Notese que la complejidad de rlips
depende so6lo de la dificultad intrinseca del problema (tamano de la
muestra y dificultad del autémata que se debe identificar), mientras
que en el método de Baum-Welch depende del conocimiento a priori

que se tenga del problema, por ejemplo, el niimero maximo de estados
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en el modelo. Por otro lado, si el nimero de estados en el modelo
de Markov es mucho mdas grande que el del generador canénico, sus
predicciones tienden a ser las de L,, pues el entrenamiento BW no
contiene ninguna preferencia por los modelos més sencillos. Como en
la practica resulta prohibitivo utilizar un gran nidmero de estados, la
situacién es mas bien la contraria: con frecuencia el modelo de Mar-
kov no tendrd el nimero de estados suficiente como para identificar
el modelo correcto. En cambio, en el algoritmo rlips el ntimero de
estados se elige automaticamente.

La gramatica de Reber 5.4 no revela toda la riqueza del algoritmo,
pues los estados de la gramdtica pueden ser identificados directamente
por sus probabilidades de transicién. En cambio, en un caso como el
de la figura 5.8, la separacién de los estados ha de realizarse de forma
indirecta, pues algunos de ellos presentan las mismas probabilidades
de transicién. Se trata, por tanto, de un caso en el que la identifica-
cién de la estructura es més dificil. El nimero de transiciones obtenido
por rlips para esta gramadtica aparece representado en la figura 5.9,
donde se observa que el comportamiento del algoritmo es el adecua-
do. También se ha representado la entropia relativa del modelo a la
hipétesis y a la muestra aleatoria respectivamente en la figura 5.10. De
nuevo, el algoritmo construye una hipétesis que converge rapidamente
al lenguaje correcto.

Finalmente, en la figura 5.11 se representa el nimero de ejemplos
con los que se alcanza experimentalmente la convergencia, en funcién
de la cota I obtenida en la seccién 5.5 Para ello se generaron gramati-
cas al azar de hasta ocho estados. Tal y como se observa en la figura,

el niimero de ejemplos resulta superior en todos los casos a la cota I'.



5.6. Resultados y discusion 91

algorithm rlips
input: A C Pr(L) tal que K(L) C A
output : QM = Sp (prefijos cortos)
F' (frontera)
6M (funcién de transicién)

begin algorithm

F=10
Sp = {\}
W=A*NA

do ( while W # 0 )
z=minW
W =W —{z}
wa=z:weEA* Nae A
if Jy € Sp : equiv;(z,y) then
F=FU{z}
6M(w7a) =Y
else
Sp =Sp U {z}
W=WU{za€A:ac A}
M(w,a) =z
endif
end do
end algorithm

Figura 5.1: Algoritmo rlips.
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algorithm compatible
input:z,y (cadenas)
T,, ( ’arbol generador de prefijos )
output :boolean
begin algorithm
do (Vz € A*: zz € Pr(Ly,) Vyz € Pr(L, )
if different (c,(z2),cn(z2A%), ch(y2), cn(yzA*),a) then
return FALSE
endif
do(VaeA)
if different (c,(zzaA*),cp(z2A%), cn(yzaA*), c,(yzA*),a) then
return FALSE
endif
end do
end do
return TRUE
end algorithm

Figura 5.2: Algoritmo compatible

algorithm different
input: f,n, f,n/,«
output :boolean
begin algorithm
if n=0o0r n’ =0 then
return FALSE

endif
f_ I

!
return |L — 55| > €4(n) +€q(n')

end algorithm

Figura 5.3: Algoritmo different
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wj.s)
V(0.3) Q
T(0.7)

Figura 5.4: Autémata correspondiente a la gramatica de Reber

10

0 | | | |
0 200 400 600 800 1000
tamano de la muestra

Figura 5.5: Numero de nodos en la hipétesis para la gramatica de

Reber en funcién del tamano de la muestra.
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Figura 5.6: Entropia relativa (en bits) entre la gramética de Reber y:
1) la hipétesis propuesta por rlips (curva inferior); 2) el conjunto de

muestra (curva superior).
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20
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0 20000 40000
tamano de la muestra

Figura 5.7: Tiempo (en segundos) que requiere la implementacién del
algoritmo al ser ejecutado en un Hewlett-Packard 715 (40 MIPS) en

funcion del tamano de la muestra.

0(0. 3)

1(0.5) _ 1(0.1)

1(0. 5)

Figura 5.8: Autémata estocdstico con estados cuyas probabilidades de

transicién son idénticas.
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14
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0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
tamano de la muestra

Figura 5.9: Numero de nodos obtenido por rlips para la segunda

gramatica de prueba.
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Figura 5.10: Entropia relativa entre la segunda gramatica y la hipéte-
sis propuesta por rlips comparada con la entropia relativa entre la

gramdtica y el conjunto de muestra.
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Figura 5.11: Numero de ejemplos para los que se alcanza la conver-

gencia en funcioén de la cota tedrica establecida.



Capitulo 6

Inferencia de lenguajes

racionales de arboles

Bajo la boveda verde de los drboles gigan-
tes, un obstdculo: la raiz de uno de ellos
cerrandonos el paso.

Pablo Neruda, Para nacer he nacido.

En este capitulo se aborda el problema del aprendizaje de gramati-
cas independientes del contexto a partir de datos estructurales es-
tocasticos. Para ello, se desarrolla el algoritmo tlips que identifica
cualquier conjunto racional de arboles a partir de muestras aleatorias
y evalia la distribucién de probabilidad de los arboles del lenguaje.
El procedimiento seguido se basa en la identificacién de subérboles
equivalentes en la muestra y requiere un tiempo que crece linealmente

con el niimero de ejemplos.

6.1 Antecedentes

El aprendizaje de lenguajes independientes del contexto es més dificil

que el de los lenguajes regulares, aunque se han producido algunos

99
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avances recientemente. Por ejemplo, Sakakibara (1992) ha abordado
un problema relacionado con el anterior, el aprendizaje de gramati-
cas independientes del contexto a partir de muestras positivas con
descripciones estructurales, esto es, muestras formadas por frases que
contienen informacién sobre la forma en que se han obtenido a partir
de la gramédtica (esencialmente, el esqueleto del drbol de derivacién).
En la practica, encontramos descripciones estructurales cuando las
cadenas se presentan en forma parentizada: por ejemplo, expresiones
aritméticas totalmente parentizadas. Todo conjunto de descripciones
estructurales es un lenguaje de arboles racional, es decir, un lenguaje
que puede ser reconocido por un autémata finito de arboles. Por ello,
la identificacién de un lenguaje independiente del contexto queda re-
ducido, cuando los ejemplos contienen descripciones estructurales, a

un problema de identificacion de lenguajes racionales de arboles.

En el trabajo de Sakakibara (1992), se demuestra que la subclase
de lenguajes de drboles reversibles se puede aprender en tiempo po-
lindmico a partir de muestras positivas. Los lenguajes reversibles de
arboles son la extensién natural de los lenguajes regulares reversibles
estudiados por Angluin (1982) y forman un subconjunto propio de la
clase de lenguajes racionales, a pesar de que la condiciéon de reversibi-
lidad puede ser considerada como una normalizacién de las gramaticas
independientes del contexto. Es decir, toda gramatica independiente
del contexto puede reescribirse como gramdtica reversible —de for-
ma que la nueva gramadtica genera exactamente el mismo lenguaje.
Sin embargo, no hay ningin motivo para suponer que un conjunto de
descripciones estructurales ha sido generado mediante una gramatica
reversible. Si este no es el caso, el procedimiento no identificara correc-
tamente la gramatica. De hecho, la clase de los lenguajes racionales
de drboles (al igual que la clase de los lenguajes regulares) no es iden-

tificable en el limite a partir de muestras positivas.

Un algoritmo m&s general ha sido propuesto por Oncina y Gar-

cfa (1994). Su algoritmo:
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e identifica en el limite cualquier lenguaje racional de arboles;

e presenta el resultado en tiempo polinémico con el tamano del

conjunto de muestra;

e utiliza ejemplos y contragjemplos durante el periodo de aprendi-

zaje.

Si bien las dos primeras caracteristicas son deseables, la ltima limita
el rango de aplicaciones posible, debido a las dificultades de obtener
muestras completas auténticamente representativas del lenguaje (so-
bre todo desde el punto de vista de los contraejemplos). Por este
motivo, en este capitulo se presenta un algoritmo que puede ser entre-
nado con muestras positivas aleatorias generadas segin un esquema
probabilistico. Una vez que el lenguaje racional de arboles de deriva-
cién ha sido identificado, existe siempre una gramaitica determinista
hacia atrds (Aho y Ullman, 1972) equivalente que genera el mismo len-
guaje racional de arboles. Las probabilidades de generacién asociadas
a este gramdtica pueden ser calculadas aproximadamente a partir de
la muestra, y la precisién puede ser aumentada si se utilizan muestras
mas grandes.

La notacién que utilizaremos es muy semejante a la de Sakakibara
(1992) y se presenta en la seccién 6.2. El algoritmo es descrito en la
seccién 6.3. Su versién probabilistica se introduce en la seccién 6.4 y

un ejemplo de aplicacién se estudia en la seccién 6.5.

6.2 Formalismo

Sea N el conjunto de los niimeros naturales, N* el monoide libre ge-

“” con A\ como elemento neutro.

nerado por N mediante la operacién
Es posible definir la longitud de la cadena z € N* como el niimero de
naturales en z, pero de forma mas rigurosa se utiliza una definicién

recursiva:
Al =0

6.1
|z.i| = |z|+1(VzeN,i€N). (6.1
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Figura 6.1: Un ejemplo de arbol

Para definir un drbol vamos a separar su estructura (dominio) de
las etiquetas de los nodos de la siguiente forma. Llamaremos dominio
de drbol a cualquier subconjunto D C N* que satisface para cualquier

z,y € N* y para todos los 4,5 € N

zy€D = z€D (6.2)
zi €DANjJ<i = zj€D
La primera condicién garantiza que todos los antecesores de un nodo
(esto es, de un elemento del dominio) estdn también en el dominio y la
segunda que los descendientes de un nodo estdn numerados correlati-
vamente. Por la propia definicién, es evidente que A siempre pertenece
al dominio, y se le denomina raiz del arbol. Adema&s, la numeracién
establece un orden entre los descendientes de cada nodo, por lo que los
arboles que se definan a partir del dominio serdn arboles ordenados. En
el ejemplo de la figura 6.1, el dominio es D = {},0,1,0.0,0.0.0,0.0.1}.

Llamaremos rango de un nodo z al nimero p(z) de descendientes
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del nodo, es decir,
p(z) = min{i € N: z.7 ¢ dom(t)}. (6.3)

Al rango miximo de los nodos de un arbol se le llama anchura del
arbol.

Las etiquetas de los drboles seran simbolos de un alfabeto V. A
veces, es conveniente considerar que el niimero posible de descendientes
del nodo es una caracteristica de la etiqueta. En lo que sigue, salvo
que se especifique lo contrario, todas las etiquetas puede aparecer en
nodos de rango arbitrario.

Con todo esto, pasamos a definir la estructura de drbol. Un drbol
finito sobre un alfabeto con rango V' es una funcién ¢ : dom(t) — V
en la que dom(t) es un dominio de drbol finito. En nuestro ejemplo,
la funcién t es t(A) = a, t(0) = b, t(1) = ¢, t(0.0) = a, £(0.0.0) = by
t(0.0.1) = ¢, mientras que V = {a, b, c}.

La profundidad del arbol el la longitud de su rama mds larga, o de

forma maés rigurosa la longitud maxima de las cadenas del dominio:
depth(t) = max{|z| : z € dom(¢)}. (6.4)

En el ejemplo anterior, la profundidad del arbol es 3. La raiz del
arbol es el nodo A y las hojas del 4rbol son las cadenas del dominio de
longitud maxima, es decir, z € D tales que no existe z.y en el dominio
con y # A.

Representaremos como V' al conjunto de drboles construibles so-
bre el alfabeto V. Cada nodo de un arbol puede entenderse como una
funcién de nombre igual a su etiqueta que toma como argumentos a
cada uno de los descendientes. Por ejemplo, el arbol de la figura 6.1
puede representarse como a(b(a(bc))c). En lo que sigue, escribiremos
los 4rboles en esta notacién funcional ¢ = f(t1,...,%x), siendo f un
simbolo de V. Merece la pena destacar que V es isomorfo al subcon-
junto de drboles de V7 cuyo dominio es X o, dicho de otra forma, el
subconjunto de arboles de profundidad cero. Escribiremos, por tanto,
v cvr.
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Pasamos a continuacién a definir una maquina de estados finitos
que puede operar sobre arboles. Un automata determinista de drboles
(DTA) se define como un cuarteto A = (Q, V, é, F'), formado por:

e un conjunto finito de estados Q;
e un alfabeto finito V;

e un subconjunto de estados F' C @ llamados estados de acepta-

cién;
e un conjunto de funciones de transicién § = {dy,...,d,}.

Las funciones de transicién operan sobre nodos de rango k de la si-

guiente forma,

oV xQF = Q. (6.5)
y permiten definir la actuacién del E1 DTA sobre drboles de la siguiente
maneras:
5ty = 4 Ol 000, - 0(t) st = flho ) € (VE V)
do(a) si t=a€V

(6.6)
Cada DTA define un lenguaje racional de drboles (RTL) de la si-
guiente manera:

L(A) ={teVT:4(t) € F} (6.7)

Debe destacarse que, a diferencia de los autématas finitos que operan
sobre cadenas de izquierda a derecha y procesan un simbolo en cada
paso, aqui hay un estado asociado a cada nodo del arbol que se obtiene
en funcién de la etiqueta del nodo y de los estados de los descendien-
tes. Por ello, es necesario comenzar por las hojas y el estado de cada
subdarbol es utilizado por el DTA para evaluar el resultado en el an-
tecesor hasta llegar a la raiz. Si el resultado de operar sobre el arbol
al llegar a la raiz es un estado de aceptacion, el arbol pertenece al
lenguaje. Por convencién t ¢ L(A) si §(t) estd indefinido. Por tanto,

ningun arbol de anchura mayor que n es aceptado por el autémata.
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Supongamos que tenemos una gramdtica independiente del con-
texto G = (N, X, P, S) sin producciones vacias, es decir, sin reglas de
produccién en P del tipo A — X. En dicha gramaética, cada proceso
de produccién de una cadena de terminales tiene asociado un arbol de
derivacién. Podemos definir (recursivamente) el conjunto de drboles

enraizados en X € (N U X) de la siguiente forma:

(X} siXex
D_)((G) = {X(tl,...,tk) : X > X.. Xy ePA
ANti€ Dx,;(G),1<i<k} siXeN

(6.8)
En particular, los drboles Dg(G) reciben el nombre de drboles de de-

rivacion de G.

El esqueleto de un drbol t € VT, puede entenderse como ese mismo
arbol pero despojado de las etiquetas en todos sus nodos interiores
(aquellos que no son hojas). Una forma rigurosa de definir el esqueleto

€8s:

fa si t=a€V
K= { o(sk(t1),...sk(ty)) si t= f(t1,....tx) € (VT =V) (02

donde o es un simbolo especial que no pertenece a V' y que admite
cualquier rango excepto el cero. De esta forma, los nodos interiores
del esqueleto estan etiquetados con o, mientras que las hojas contienen
simbolos de 3.

La gramética G = (N, %, P, S) es determinista hacia atrds si por
cada cadena w de (N UX)* existe como mdximo una produccién en P
tal que su parte derecha coincida con w, esto es, existe como maximo
una variable A € N que produce A — w. Para este tipo de graméticas,
tanto el conjunto de drboles de derivacién Dg(G) como el de sus es-

queletos sk(Dg(G)) son conjuntos racionales de drboles. Por ejemplo,
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se puede definir el aceptor A = (Q,V, 6, F), como:

Q = NUX
= X
Vo= o}V (6.10)
dola) = a Vae X
5k(U,X1,...,Xk) = A siA—X.X,eP

que reconoce el conjunto sk(Dg(G)). Nétese que s6lo si la gramética
es determinista hacia atrds la funcién § puede ser definida de forma
determinista. De forma aniloga, puede definirse un DTA que reco-
noce Dg(G), aunque en este caso no es preciso que la gramética sea
determinista hacia atrés.

A continuacién vamos a definir los lenguajes estocdsticos de drboles
y otros elementos probabilisticos que utilizaremos en su estudio. Un
lenguage de drboles estocdstico T se define mediante un a distribucion
de probabilidad sobre V7, que denotaremos como p(t|T). A su vez, la
probabilidad de un subconjunto de drboles S C V7T viene dada por

p(ST) =Y p(HIT). (6.11)
tes
Es importante destacar que la identidad de lenguajes estocasticos sélo
de produce si todas las probabilidades asignadas coinciden:

T, =Ty < p(t|Ty) = p(t|Ty) Vte VT, (6.12)

La distribucién de probabilidad para los arboles puede generarse
mediante un autémata de un tipo especial de la siguiente forma. Se de-
fine un autdmata estocdstico determinista de drboles A = (Q,V,,p,r),

como:
e un conjunto finito de estados Q);
e un alfabeto finito V;

e un conjunto de funciones de transicién é = {do, ..., o, }, andlogas
a las de un DTA;
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e una funcién r : Q — [0,1] que asigna a cada estado la probabili-

dad de que aparezca asociado a la raiz de un arbol del lenguaje;

e un conjunto de distribuciones de probabilidad p = {po,...,pn}
del tipo py : Vx x Q% — [0,1], que asignan una probabilidad a

cada transicién del automata.

Las probabilidades r(¢g) deben satisfacer la normalizacién:

> r(g) =1 (6.13)

q€Q

mientras que las probabilidades py satisfacen para todos los estados

geEQ

.0 > pe(fiq1, - qr) =1 (6.14)

k=1fev q1,--qx € Q:
J(f) 41,42, -+ qk) =q
El autémata estocastico define un lenguaje estocdstico de drboles

dado por:
p(t|A) = r(6(2))p(t|6(t)) (6.15)

donde la probabilidad de generacién del subdrbol t = f(t1,..,t) a
partir del estado d6(t) es

p(t0(t)) = pr(f,t1, - tk) p(t1|6(t1)) - - p(teld(tk)) - (6.16)

Es preciso introducir un nuevo simbolo $ € V' que sélo puede eti-
quetar nodos cuyo rango es cero. Este nuevo simbolo permite construir
VL', el conjunto de drboles de (V U {$})T que contienen exactamente
un simbolo $. Dado un arbol s € V$T, y otro t € VT, se define la

sustitucion del $, s#t como

s(z) siz€dom(s)As(z)#$

t(z) siz=y.zAs(y)=3$ (6.17)

s#t(z) = {

y z ¢ dom(s#t) en cualquier otro caso.
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Para cada lenguaje de drboles estocdstico T y para cada t € V7T,
el cociente t™'T es un nuevo lenguaje estocdstico sobre V$T definido
por las probabilidades

p(s#t|T)
p(Vg #t|T)

En caso de que s no sea un &arbol de V$T, entonces p(s|t 1T) = 0.
Ademsds, si p(V$T#t|T) = 0, el cociente (6.18) no estd definido. En ese

caso, escribiremos por convencién t =T = ), y todas las probabilidades

p(s|t™1T) = (6.18)

del tipo p(s|t 1T son nulas.

De forma andloga a como se hizo en la seccién 5.2, el teorema
de Myhill y Nerode para lenguajes racionales puede ser generalizado
para lenguajes racionales de arboles estocdsticos. Si T' es un RTL
estocéstico, el nimero de conjuntos ¢t~ 17" distintos es finito y se puede
definir el generador candnico M = (QM,V,6M, FM) de la siguiente

forma:

QM = (7' T#0:teVT}

St T, T = ftay. )T T
rM(t_lT = p(A|T)
Mg ,—1 -1 _ p(Vg #t)
P (f 7 T, oy 81T = ETY (6.19)

siendo Ay = {s € VT : 6M(s) = t717).

Una muestra estocastica S del lenguaje T es una secuencia infinita
de arboles que ha sido generada de acuerdo con la distribucién de
probabilidad p(¢|T"). Los n primeros drboles de esta secuencia forman
forman la subsecuencia S,. Esta subsecuencia S, contiene arboles
repetidos y ¢y, (t) representa el nimero de veces que aparece el drbol ¢

en S,. A su vez, para un subconjunto X C VT,
cn(X) =) ealt) . (6.20)
tex

Si se conoce la estructura de M, es decir, los estados que lo com-

ponen y sus respectivas funciones de transicién, podemos calcular las
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funciones de probabilidad del DTA estocéstico a partir de los ejemplos

contenidos en S,

r(tIT) ~ c”(nAt) (6.21)
-1 -1 Cn(V$T#t)
pe(fot 7 Ty 10 T) NETH (6.22)

La precision de estos valores estimados mejora segin es mayor el valor
de n. En la seccién siguiente presentamos un algoritmo que identifica

la estructura del generador canénico M.

6.3 Algoritmo de inferencia

En lo que sigue utilizaremos una relacién de orden total arbitraria
definida en el conjunto de arboles V7. Cualquier relacién es vélida,
siempre y cuando los arboles de menor profundidad precedan a los de

profundidad mayor, es decir,
t1 <ty & depth(tl) < depth(tg). (623)

Como siempre, si t1 <ty y t1 # t9, entonces escribiremos 1 < to.
Para identificar el generador canénico definimos los siguientes con-

juntos (no estocdsticos):

e El conjunto de subdrboles de T son los subarboles ¢ con proba-

bilidad no nula de aparicién en T',
Sub(T) = {t e VT - t7'T # ¢} . (6.24)
e Los subdrboles superficiales
SSub(T) = {t € Sub(T) : s~ ' T =t"'T = s>t}  (6.25)

son los menores subarboles entre los que generan el mismo len-

guaje cociente.
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e Los subdrboles superficiales mas los que se pueden crear direc-

tamente a partir de ellos forman el kernel:

K(T) = {f(t1, - tx) € Sub(T) : t1, ..., 15 € SSub(T)} . (6.26)

e Aquellos subdrboles afiadidos por el kernel componen la frontera

F(T) = K(T) — SSub(T) . (6.27)

Debe observarse que cada drbol contenido en SSub(T') es represen-
tante de un estado ¢+~'T del generador canénico M definido en (6.19).
Esto nos permite construir las funciones de transicién de M en la for-
ma g (f,t1,t0,....tx) = f(t1,te,..,t;) siempre que este Ultimo sea un
arbol de SSub(7T'). En algunos casos, f(t1,t2,...,tx) es un arbol de
F(T) y la transicién deberd definirse de otra forma, tal y como ve-
remos inmediatamente. Nétese que tanto SSub(7') como K (T') son
conjuntos finitos.

Vamos a utilizar la siguiente funcién légica equivy : K(T)x K(T') —
{TRUE, FALSE}, cuyo resultado viene dado por

equivr(ty,t2) = TRUE & t7'T = ¢, 'T. (6.28)
El lema siguiente se obtiene inmediatamente:

Lema 4 Dados SSub(T), F(T) y equivry, la estructura del aceptor

candnico M es isomorfa a:

Q = SSub(T)

(6.29)
6k(fatla"'7tk) =t
donde t es el unico drbol en SSub(T') tal que equivy(t, f(t1, ..., tx))

Demostraci'on. Sea ® : Q@ — QM la funcién definida como ®(t) =

t~1T. La funcién ® es un isomorfismo si

(I)(Sk:(fa t1,t2,..., tk) = 5]Icw(fa (ﬁ(tl)a (p(tQ)a ) (p(tk)) )
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esto es,
6k(f7 t1,t2, ..., tk)_lT = f(tl_lT, tg_lT, -..,tlle)_lT .

En otras palabras, dx(f,t1,t2,...,tx) s un elemento ¢t € SSub(T') que
satisface equivy(¢, f(t1,...,tx)). De acuerdo con la definicién (6.25),
este elemento es tinico. [

El siguiente teorema es la base del algoritmo de inferencia.

Teorema 5 El algoritmo de la figura 6.2 encuentra la estructura del
generador canonico de cualquier lenguaje racional de drboles estocdsti-
co T, ademds de SSub(T') y F(T), si dispone como entrada de la fun-
cidn equivy mds cualquier subconjunto A C Sub(T) que incluya al

kernel K(T).

Demostraci’on. Por induccién en el niimero de iteraciones 4, se obser-
va, trivialmente que los resultados después de 7 iteraciones satisfacen
SSubl!l c SSub(T), Flil ¢ F(T) y Wil ¢ K(T). Por otro lado, si
t € K(T) entonces t € A y otro razonamiento de induccién en la pro-
fundidad del arbol demuestra que ¢ debe aparecer eventualmente en
WU Sit = f(t1,t9,...,t;) € SSub(t), entonces t = O (f,t1, %0, ..., t),
de acuerdo con el lema 4. En cambio, si t € F(T'), entonces existe un
unico s € SSub(T') tal que equivr(t,s) y s = d(f, 1,12, ...y tk)- |

En el algoritmo 6.2, es posible utilizar, por ejemplo, A = Sub(S,,) C
Sub(T'), ya que para un valor de n suficientemente grande ocurrird que
K(T) C Sub(Sy). Por otro lado, es conveniente destacar que el algorit-
mo nunca utiliza equivy fuera del dominio en el que ha sido definida,
K(T), y ademés el ntimero de llamadas a esta funcién estd acotado
por |K(T)|%. Como consecuencia de lo anterior, la complejidad global
del algoritmo es el producto de O(|K(T)|?) por la complejidad de la

funcién equivy.

6.4 Inferencia probabilistica

En la practica, el lenguaje desconocido 1" serd sustituido por la mues-

tra estocdstica S y el test de equivalencia equivy(z,y) serd reempla-
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zado por una funcién probabilistica compy(x,y) que dependerd de los
n primeros arboles en la muestra S, esto es, de S,. El algoritmo ob-
tendrd como resultado el DTA correcto en el limite en tanto en cuanto
comp, tienda a equivr en el limite de n grande.

De acuerdo con (6.28), equive(z,y) = TRUE significa que ™7 =
y~ T en el sentido dado por (6.12). Por tanto, para todos los drboles
s € Vi se satisface p(s|z~'T = p(s|y~'T). El caso s = $ (tinico arbol
en V' de profundidad cero) corresponde a la comparacién de r(5(z))

y r(6(y)): (elT) i)
plT)  ply
(V' =|T) — p(V{y|T) (6:30)

Los drboles s de profundidad mayor o igual que uno pueden descompo-

nerse como s = t#z, donde ¢ es de profundidad 1 y z de profundidad
arbitraria. Esto permite escribir que para todos los t € V$T cuya pro-
fundidad es 1 se satisface:

pM (VI #tgpattalT)  pM (V #t#24y|T) (6.31)
pM(V{ #alT)  — pM(VI#yIT) '

condiciéon asociada a la comparacién de las probabilidades del tipo

pr(t1y s t#x,y o ty) vy pr(t1, ey t#Y, ..., ). Para comprobar (6.30) y
(6.31), comp, utiliza un test estadistico que se aplica a la diferencia

entre los términos que deben ser comparados:

cn(z) cn(y)

- , 6.32
VT2 eV ) (6:32)

y (siempre que t#z#x € S, 0 t#z#y € Sp):
en (VI #tttn)  cnl(V #it824y) 6.33

Cn(Vg;T#m) Cn(%T#y)

donde ¢, cuenta el nimero de apariciones en S, de los drboles del
conjunto argumento de la funcién. Hemos elegido un test basado en
el limite de Hoeffding (1963) descrito en la seccién 3.5 y adaptado
segin la ecuacién (5.29) y representado en la figura (5.3). Este test

proporciona la respuesta correcta con probabilidad mayor que (1—a)?,
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siendo « el nivel de significaciéon, un parametro real arbitrario de valor
tan pequeno como se desee. En consecuencia, el algoritmo comp,, tal
y como aparece representado en la figura 6.3 devuelve el valor correcto
con probabilidad mayor que (1—a)?", donde r es el niimero de drboles
diferentes en 2715, Uy~1S,. Como r aumenta ligeramente segiin crece
n, debemos permitir que el pardmetro « dependa de r. De hecho,
si a decrece mas rapido que 1/r, entonces (1 — «)" tiende a cero y
compy(z,y) = equivr(z,y) en el limite de n grande.

Por 1ultimo, la complejidad de comp, es, en el peor de los casos,
O(n). Como |K(T')| no depende de S, entonces la complejidad global
del algoritmo es O(n), es decir es lineal con el tamano de la muestra

utilizada.

6.5 Resultados

La gramitica independiente del contexto estocastica de la figura 6.4
genera estructuras condicionales en un lenguaje de programacién. Las
variables aparecen en cursiva, los terminales en negrita y la proba-
bilidad de cada regla como un ntimero entre paréntesis. El nimero
promedio de reglas en la hipétesis producida por el algoritmo tlips
para esta gramdtica en funcién del nimero de ejemplos en la mues-
tra aparece representado en la gréafica 6.6. Alli podemos observar que
cuando la muestra es pequena, se obtienen gramdticas mas bien pe-
quenas y el algoritmo tiende a la generalizacion excesiva. Segun crece
el nimero de ejemplos, el algoritmo tiende a producir una gramadtica
del tamano correcto y para muestras aiin mas grandes (a partir de 250
ejemplos) siempre encuentra la gramdtica correcta.

En la figura 6.5 se representa la entropia relativa H (7T, M) entre
el lenguaje T' y el modelo M propuesto por tlips siguiendo el pro-
cedimiento descrito en la seccién 3.4. Como referencia se representa
también la entropia relativa H(T,S,) entre el lenguaje y la muestra
aleatoria S,. Como se puede observar en la grifica, esta ultima pro-

porciona resultados mucho mayores, lo que indica que estd mas alejada
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del modelo correcto.

De nuevo, al igual que en el caso de los lenguajes de cadenas, la
identificacién de la estructura del generador canénico reduce el nimero
de probabilidades que se deben estimar, que pasa a ser un niimero
finito, lo que conduce a una convergencia mucho mas rapida.

Ademais, la implementacién del algoritmo realizada consumia, al-
rededor de 15 milisegundos por arbol en la muestra, cuando fue eje-
cutado en un ordenador Hewlett-Packard 715 de 40 MIPS. Este coste
temporal resulta competitivo para aplicaciones practicas, sobre todo

teniendo en cuenta que es un coste lineal con el tamano de la muestra.

El comportamiento del algoritmo t1lips ha sido estudiado también
con la gramatica del la figura 6.7, que genera expresiones regulares,
esto es, expresiones numéricas ligadas por operadores de suma, conca-
tenacion y clausura de Kleene:

Los resultados para esta gramatica aparecen representados en las
figuras 6.8 y 6.9. El comportamiento del algoritmo es también satis-
factorio en este caso, y las mismas propiedades se ponen de manifiesto

con esta gramatica.
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algorithm tlips
input: A C Sub(T) tal que K(T) C A
output : SSub (subdrboles superficiales)
F' (frontera)
begin algorithm
SSub=F =10
W=WnA
do ( while W # 0 )
z = f(t1,...,tx) = min W
W=W —{z}
if Jy € SSub : equivy(z,y) then
F=FU{z}
y =0k (fitr, s i)
else
SSub = SSubU {z}
W =W U{f(t1,...,tx) € A : t1,...,tx € SSub}
x = 0k(fyt1, .y ti)

endif

end do
end algorithm

Figura 6.2: Algoritmo tlips.
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algorithm comp,
input:z,y € V1, S,
output :boolean
begin algorithm
if different(c,(x),c, (V$T#av), cn(y), cn (V$T#y), «a) then
return FALSE
endif
do ( Vi,z : depth(t) = 1 A (t#z#z V t#z2#y) € Sy )
if different(cn(V$T#t#z#w), cn(VjsT#y),
cn (VT #t24y), ca(VE #y), @) then
return FALSE
endif
end do
return TRUE
end algorithm

Figura 6.3: Algoritmo compy,.

statement — if ezpression then statement else statement fi  (0.2)
statement — if ezpression then statement fi (0.3)
statement — print ezpression (0.5)
expression — erpression operator term (0.4)
expression — term (0.6)
term — number (1.0)

Figura 6.4: Gramadtica que genera expresiones condicionales.



6.5. Resultados 117

Lo |
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0 50 100 150 200 250 300
tamano de la muestra

Figura 6.5: Niimero de reglas de la hipétesis en funcién del ntimero de

ejemplos. La gramaética correcta 6.4 contiene 6 reglas.
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Figura 6.6: Linea inferior: entropia relativa (en bits) entre la gramdti-
ca 6.4 y el modelo propuesto por tlips en funcién del nimero de
ejemplos. Linea superior: entropia relativa entre la gramaética y la

muestra.

expression —  term (0.5)
expression —  expression +term  (0.5)
term —  factor (0.8)

term — term factor (0.2)
factor —  factor * (0.4)
factor —  element (0.6)
element — number (0.7)
element —  (ezpression) (0.3)

Figura 6.7: Gramdtica que genera expresiones regulares.
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10

0 | | | | |
0 100 200 300 400 500
tamano de la muestra

Figura 6.8: Niimero de reglas de la hipétesis en funcién del ntimero de

ejemplos generados por la gramatica 6.7.
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Figura 6.9: Entropia relativa entre la gramadtica 6.7 y la hipdtesis

propuesta por t1lips en funcién del nimero de ejemplos.



Capitulo 7

Inferencia estocastica con

redes neurales

Trabajos recientes han demostrado que la extraccién de reglas simbdli-
cas mejora la potencia de generalizacién de las redes entrenadas con
muestras completas de lenguajes regulares. En este capitulo, se ex-
plora la posibilidad de aprender reglas cuando la red se entrena con
datos estocasticos. Para este fin, se utiliza una red con dos capas. Si
en vez de utilizar la red misma, se extrae un autémata después del
entrenamiento y sus probabilidades de transicién se calculan a par-
tir de la muestra, la distancia con respecto a la distribucién correcta

disminuye.

7.1 Antecedentes

Trabajos recientes como los de Giles et al. (1992a,b) y Watrous &
Kuhn (1992a,b) han explorado la capacidad de las redes neurales de
segundo orden para aprender gramaticas regulares sencillas a partir de
muestras de entrenamiento completas. La potencia de generalizaciéon
del autémata finito extraido a partir de la red entrenada es mejor que
la de la misma red (Giles et al. 1992a,b; Omlin & Giles 1996). En la
mayoria de los casos se observa que una vez que la red ha aprendido a

121
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clasificar todas las palabras del conjunto de entrenamiento, los estados
de las neuronas ocultas visitan durante el proceso de reconocimiento
sOlo algunas regiones o “clusters” del espacio de configuracién accesi-
ble. Estos clusters pueden identificarse con los estados del autémata
(DFA) inferido y las transiciones que entre ellos ocurren cuando se
lee un simbolo en la entrada determinan la funcién de transicién del
DFA. Aunque la extraccién de autématas resulta ain controvertida
(Kolen 1994), un trabajo reciente de Casey (1995) ha demostrado que
una red recurrente de segundo orden puede modelizar robustamente
un DFA si el espacio de configuracién se divide en un varias zonas
disjuntas asociadas a cada estado del autéomata. Un algoritmo de ex-
traccién aparece descrito en Omlin & Giles (1996). La extraccién se
basa en dividir el hipercubo de configuracién [0.0,1.0]Y en hipercu-
bos mas pequenos, de forma que cada uno contiene como mucho uno
de los clusters. Un algoritmo mejorado que no restringe la forma de
los clusters es el propuesto por Blair y Pollack (1996), pero su coste

temporal es muy superior al anterior.

Debido a que las muestras completas son dificiles de obtener, es
interesante estudiar si el mismo comportamiento puede ser observado
cuando el entrenamiento se realiza a partir de muestras aleatorias.
En ese caso, la extraccion de una graméatica subyacente debe mejorar
la evaluaciéon de las probabilidades, sobre todo para las cadenas no

contenidas en la muestra.

Por ello, en este capitulo se explora la posibilidad de extraer re-
glas simbdlicas a partir de la red entrenada con ejemplos generados
aleatoriamente. La arquitectura de la red se describe en la seccién
siguiente y es andloga a una red de Elman (1990) con una funcién
siguiente-estado de segundo orden, e idéntica a la usada por Blair y
Pollack (1996). Una aproximacién algoritmica al mismo problema es

la presentada por Carrasco y Oncina (1994).
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output
Vi
W ik
state symbol

Figura 7.1: Red recurrente de segundo orden con N =3y L =2

7.2 Arquitectura de la red

Supongamos que el alfabeto de entrada tiene L simbolos. Entonces,
la red de segundo orden consta de N neuronas ocultas y L neuronas
de entrada mas L + 1 neuronas de salida tal y como aparece en la

figura 7.1). Sus estados respectivos se etiquetan como S, Iy y Ok.

La red sélo lee un caricter por ciclo (tomamos ¢ = 0 para el primer

ciclo) y el vector de entrada es I = dg; cuando se procesa a;, €l [-ésimo
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simbolo del alfabeto!. La salida O,[:H] representa la probabilidad de
que a la cadena le siga el simbolo ay para k =1,...Ly O[Lti}] representa
la probabilidad de que la cadena termine en ese punto. La dindmica

de la red esta regida por las ecuaciones

N
o = g(>_ vy 1) (7.1
7j=1
N L
Sz[t] = g(Z ZWZ’jk Sj[t_l] Il[ct_l]) (7.2)

donde g(z) = 1/(1 + exp(—z)).

El entrenamiento de la red se realiza con una versiéon del método
de Williams y Zipser (1989) conocido como “Real Time Recurrent
Learning” (RTRL). La contribucién de cada cadena w de la muestra

a la energia (o funcién de error) viene dada por

Jwl
E, =) Ell (7.3)
t=0
donde
LS (o )2
Bl =23 (ol - 1) (7.4)
k=1

v I ,[Jw” = 0y, +1. Es sencillo probar que esta energia presenta un mini-
mo cuando O,[:] es la probabilidad condicionada de obtener el simbolo
ay, después de leer los primeros ¢ simbolos de w. Dado que una pro-
babilidad igual a cero (o uno) es dificil de aprender para la red, se
usard una funcién contractiva de la entrada f(z) = e+ (1 —2¢)z, con €
un pequeno nimero real positivo (o equivalentemente, una expansién
de la salida). Esta contraccién no afecta esencialmente al formalismo
que aqui se presenta.

Normalmente, los pesos W;; son inicializados con valores pequenios
y después son optimizados, pero los valores iniciales SZ[O] de las neu-

ronas ocultas no cambian durante el entrenamiento. Tal y como se

'La delta de Kronecker d; es 1 si k =1 y 0 en caso contrario.
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detalla en Forcada & Carrasco (1995), no hay ninguna razén para for-
zar a estos valores iniciales a permanecer fijos, y el comportamiento
de la red mejora si también se permite su aprendizaje. Este detalle

resulta aqui de gran importancia, pues la probabilidad predicha por

la red O,[:] depende de los estados Sl[t], mientras que en una tarea de

clasificacién es suficiente con que los estados de aceptacion se encuen-
tren en una zona (la zona de aceptacién) y los demds en otra zona (la

de no aceptacién). Con el fin de que los valores de S’Z[t] permanezcan
dentro del rango permitido [0.0, 1.0] durante el descenso por gradien-

[t]

te, es mejor definir las entradas de la red o, tales que Sz[t] = g(oz[t])

[0]

y tomar o;~ como los pardmetros que hay que aprender, ya que estos

pueden tomar cualquier valor.

[0]

[ 0 R
Por tanto, todos los pardmetros Vj;, Wi x v o, son inicializados
con pequenos valores aleatorios antes del entrenamiento, pero des-
pués se aprenden simultineamente. Cada parametro P se actualiza

de acuerdo con el descenso por gradiente

_ OFE ,
AP = aaP-l-nAP (7.5)

con una tasa de aprendizaje a y un término de momento 7. El valor
A’P representa la variacién del pardmetro P en la iteracién anterior.

La contribucién de cada simbolo de w a la derivada de la energia

es:
OB R, i1 it At = OV dal)
W _ _ _ Wha i1 11 i)y 290
(7.6)

donde se ha utilizado la siguiente propiedad de la derivada de la funcién
sigmoidea: ¢'(z) = g(z)(1 — g(z)).
Las derivadas con respecto a V}; pueden ser calculadas inmediata-

mente:

[t]
S = (o)) =10l — off)s’ (x:)
J

[0]

. i 0
Sin embargo, las derivadas con respecto a ;" y W, deben ser calcu-
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ladas de forma recurrente, usando las ecuaciones siguientes:

30,[2]
=0 7.8
BWijk ( )
90"
= (7.9)
0o
[t] N [t—1]
aafo] =3 sl - sl ZmeaUa {t-1] (7.10)
80] a=1 ]
oot [t—1] 7[t—1] al ool
m_o_ s gl [t=1](1 — gt=1] o gl
Wise SimSy I +Zsa ZWmab aka
(7.11)

7.3 Resultados y discusién

El comportamiento de la red fue estudiado usando la siguiente gramati-

ca regular estocéstica:

S — 0SS (0.2
S — 1A (0.8)
A — 0B (0.7) (7.12)
A > 1S (0.3)
B — 04 (0.4)
B — 1B (0.1)

donde los ntimeros entre paréntesis indican la probabilidad de las re-
glas. La probabilidad de final de cadena para una variable puede
calcularse como la diferencia entre 1 y la suma de las probabilidades
de todas las reglas que contienen a dicha variable en la parte izquierda.
Se usaron dos neuronas de entrada (L = 2) y tres de salida (asociadas
a 0, 1y final de cadena respectivamente), mientras que se tomé N = 4

neuronas ocultas. La red fue entrenada con 800 ejemplos aleatorios? y

2La muestra contenia 200 cadenas diferentes en promedio.



7.3. Resultados y discusién 127

todas ellas fueron usadas en todas las iteraciones. La tasa de aprendi-
zaje se eligié a = 0.004 y el término de momento = 0.2. El proceso de

entrenamiento para cada muestra duré 1000 iteraciones. La figura 7.2

*

05

Figura 7.2: Espacio de configuracién después del entrenamiento con

800 ejemplos.

muestra un a seccién tipica del espacio de configuracién [0.0,1.0)" de
una red entrenada. Cada punto representa un vector S, generado
para todas las palabras de longitud menor o igual que 10. Tal y como
se ve en la figura, sélo algunas regiones del espacio son visitadas y se
observan tres clusters asociados a las tres variables de la gramaética.
La aparicion de clusters se produjo en todos los experimentos.

En la figura 7.3, se representa la proyeccién al espacio de salida
(O1,02,03). Los clusters se proyectan sobre tres regiones centradas
en los puntos (0.2,0.8,0.0), (0.7,0.3,0.0) y (0.4,0.1,0.5), de acuerdo con
las probabilidades correctas. Debe notarse que, a pesar de no ser una
restriccién impuesta a la red, las probabilidades suman uno aproxima-
damente. Debido a la contraccién utilizada (se tomé ¢ = 0.1), algunos

valores aparecen ligeramente por debajo de cero y deben ser tratados
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como imprecisiones o errores de redondeo. La figura demuestra que
la red es capaz de predecir la probabilidad del siguiente simbolo con
gran precision.

Una medida de la similitud entre dos distribuciones de probabili-
dad, en nuestro caso la distribucién g(w) calculada por el modelo y
las probabilidades p(w) correctas es la llamada distancia de Kullback-
Leibler o entropia relativa (Cover & Thomas 1991):

Zp ) 1o g2 ; (7.13)

cuyo valor promedio en los experimentos realizados fue de 0.02 bits.

En la tabla siguiente se muestran los resultados en diez experimentos
para la distancia d(A4, S) entre el autémata correcto A y el conjunto
de muestra S, la distancia entre A y la distribucién evaluada median-
te la red recurrente entrenada N y, finalmente, la distancia entre el

autémata correcto A y el extraido de la red A’.

exp. | d(A4,8) d(A,N)  d(A,A")
1 | 1.255 0.0337587 0.00612741
2 | 1.196 0.0124381 0.00203993
3 | 1.198  0.0374824 0.00370043
4 | 1.309 0.0445123 0.00140762
5 | 1.276  0.0230212 0.00153648
6 | 1.196 0.0016789 0.00142349
7 | 1.306 0.0187031  0.0138799
8 | 1.405 0.0063514 0.00716541
9 | 1.288 0.0134842 0.00203797
10 | 1.495 0.0126591 0.00415552

Se puede observar, que si el autémata era extraido de la red y se
calculaban las probabilidades de transiciéon a partir de la muestra, la
distribucién g(w) generada por este autémata se encontraba a una
distancia d(p, q) promedio de 0.004 bits, mucho menor que el valor
0.02 obtenido a partir de la red directamente. Dado que en todos los

experimentos aparecieron los tres cimulos asociados a los tres estados
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del autémata, este resultado es igual al que se obtiene con el algoritmo
rlips, que también en todos los casos identificé la estructura correcta
del autémata.

Si tenemos en cuenta, que la distancia entre la muestra y el autéma-
ta correcto era en promedio 1.2 bits, es posible afirmar que el autémata
extraido a partir de la red mejora significativamente el rendimiento de
la red en la prediccién de las probabilidades de las cadenas no obser-
vadas, aunque sus resultados no mejoren el rendimiento de rlips. De
hecho, experimentos realizados con otras gramaticas demostraron que
no siempre es tan sencilla la formacién de cimulos en el espacio de

configuracién. Por ejemplo, la gramdtica

0S
1A
0A
1B
0B
15

4

(7.14)

Sy N SRV RV
N
S oo e

W W = = Ot Ut
— — ' ' ~—— —

B

requiere la utilizacién de una red con cinco neuronas. Con muestras
de 1000 ejemplos, se produjo la identificacién en tres de diez experi-
mentos, con una entropia relativa en estos casos de 0.38 bits (andloga
a la de rlips). En el resto de los casos no aparecieron cimulos, lo
que produjo una entropia relativa infinita, en contraste con el buen
funcionamiento de rlips en todos los casos. Merece la pena destacar
que a veces se observa la aparicién de atractores no puntuales, como
el representado en la figura 7.4. Este atractor toroidal demuestra por
un lado la existencia de una dindmica compleja en la red cuyo estudio
puede resultar de interés. Por otro lado, es un posible indicacién de
la insuficiencia de los métodos de retro-propagacién para obtener con
la exactitud requerida el minimo de la funcién de error. Una linea de
investigacién que abordaremos préximamente es el desarrollo o aplica-
cién de otros métodos de entrenamiento para este tipo de redes, como

por ejemplo el ALOPEX de Unnikrishnan y Venugopal (1994).
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Figura 7.3: Probabilidades de salida después del entrenamiento
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0.8 - 4

0.6 b

0.2

0.4 R E

0.2 b

Figura 7.4: Atractor de tipo toroidal obtenido durante el entrenamien-

to de una red con N =5 para la gramatica 7.14






Capitulo 8

Conclusién y perspectivas

Ya sabes

lo que hay que hacer en este mundo:
andar,

como un arado, andar entre la tierra.

Blas de Otero, Que trata de Espana.

El objetivo del trabajo presentado en esta memoria ha sido el es-
tudio de la inferencia gramatical, esto es, el aprendizaje de las re-
glas sinticticas que rigen la construccién de las frases de un lenguaje,
realizado a partir de fuentes aleatorias de ejemplos. El interés de
este problema estd motivado porque numerosos problemas practicos
de clasificacién de patrones, tales como el reconocimiento de voz o el
procesamiento de lenguaje natural, sugieren que la descripcion mds
adecuada ha de realizarse en términos de ejemplos ruidosos o aleato-
rios.

Aqui nos hemos limitado a estudiar modelos sencillos en los que
la generacién de los ejemplos se puede realizar mediante un sistema
de memoria acotada, lo que normalmente se denomina un autémata
finito. En cuanto a los lenguajes estudiados, estos se componian de

estructuras lineales (cadenas) o arbdreas.

133
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En el capitulo 3 se han desarrollado algunos métodos para medir
la calidad de una hipdtesis con respecto al modelo probabilistico real
basdndose en la teoria de la informacién. También se ha discutido la
importancia de identificar en el limite la estructura del modelo.

En el capitulo 5 se ha propuesto un algoritmo que identifica cual-
quier lenguaje regular determinista de cadenas construido sobre un
alfabeto arbitrario A. La identificacién se consigue a partir de ejem-
plos aleatorios de las cadenas del lenguaje, sin que sean necesarios los
contraejemplos. Ademads las probabilidades del modelo se aproximan
rapidamente a las correctas, consiguiendo una rapida reduccién de la
distancia entre ambas distribuciones expresada por la entropia relati-
va. Este comportamiento se consigue gracias a la identificacién en el
limite de la estructura del autémata finito minimo M que genera el
lenguaje. Esta identificacion reduce el nimero de probabilidades que
se deben determinar, que pasa de infinito a finito, en concreto a un
nimero |M||A|. Experimentalmente, el algoritmo requiere muy poco
tiempo y muestras comparativamente pequenas para identificar el len-
guaje. Para muestras muy grandes, consume un tiempo lineal en fun-
ci6n del nimero de ejemplos (aproximadamente 4 minutos por millén
de ejemplos en un computador Hewlett-Packard 715 con 40 MIPS). El
algoritmo es, por tanto, adecuado para tareas de reconocimiento en
las que aparezcan ejemplos con ruido o fuentes aleatorias.

Recientemente (Ron, Singer & Tishby 1995) han propuesto algo-
ritmos que identifican una subclase de autématas estocdsticos en el
sentido PAC. Dichos algoritmos admiten sélo fusiones de estados entre
un mismo nivel del drbol de prefijos y conducen a grafos aciclicos. Los
autores reconocen que no poden demostrar la correccién del algoritmo
cuando se admiten fusiones entre distintos niveles, lo que indica la di-
ficultad de demostrar la convergencia PAC de algoritmos del tipo de
los aqui propuestos. Sin embargo, ésta seria una linea de investigacién
futura de cierto intere’s, asi como la comparacién de los rendimientos
de ambos tipos de algoritmos en problemas practicos.

En el capitulo 6 se ha presentado un algoritmo que es capaz de
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aprender gramaticas independientes del contexto a partir de mues-
tras aleatorias que contienen esqueletos de arboles de derivacién de
las cadenas del lenguaje. El resultado es en el limite, idéntico es-
tructuralmente a la gramatica objetivo, es decir, ambas generan el
mismo lenguaje estocastico de esqueletos. El algoritmo encuentra su
hipétesis en un tiempo que crece sélo linealmente con el tamano de la
muestra. Experimentalmente, la identificacién se alcanza con nimero
de ejemplos moderado y la velocidad del algoritmo resulta adecuada

para futuras aplicaciones a tareas de reconocimiento.

Una linea de trabajo para el futuro que podria dar lugar a resul-
tados interesantes es la aplicaciéon de estos algoritmo a la inferencia
de gramdticas de grafos para su utilizacién en problemas de reconoci-
miento de formas. Una extensién mdas inmediata podria ser la genera-
lizacion del algoritmo de identificacién de lenguajes de arboles para la
identificacién de lenguajes de grafos dirigidos aciclicos, cuyo interés se
justifica por la naturalidad de la descripcion de figuras planas (tales

como caracteres manuscritos) en términos de este tipo de grafos.

En el capitulo 7 se ha estudiado el poder de generalizaciéon de las
redes neurales de segundo orden entrenadas con muestras estocasti-
cas de lenguajes regulares. Se ha visto que en algunos casos aparecen
cumulos en el espacio interno de representacién asociados a los es-
tados del autémata finito que genera el lenguaje. Si se calculan las
probabilidades con el autémata extraido de la red, la distancia entre
la distribucién verdadera y el modelo se reduce de forma sustancial.
Si bien, en general, el comportamiento de los algoritmos simbélicos
es muy superior al de los algoritmos basados en redes neurales, las
redes neurales de segundo orden se presentan como candidatas para
el modelado de procesos estocédsticos donde no se dispone todavia de
algoritmos gramaticales. Una linea de investigacién por desarrollar
es la comparacién de ambos tipos de métodos cuando la informacion
de las muestras es parcialmente incorrecta o estd afectada por rui-
do. En esa situacién, las redes neurales son mds robustas frente a

defectos en la informacién y las desventajas implicitas en su entre-
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namiento pueden ser total o parcialmente compensadas. Una de las
dificultades de la extraccién de estados en las redes entrenadas con
muestras estocdsticas es la necesidad de definir un método de mini-
mizacién compatible con las incertidumbres estocasticas. Un intento
en este sentido se encuentra en la tesis de S.C. Kremer (1996), lo que
resulta en una acercamiento a los algoritmos de fusién de estados del
tipo rlips. Otro problema por resolver es la aparicién frecuente de
inestabilidades durante el entrenamiento.

Finalmente, una linea de interés en la actualidad es la prediccion de
series temporales. Esta tarea involucra muestras probabilisticas (por
lo que puede ser interesante extender los métodos simbdlicos aqui dis-
cutidos a este tipo de aplicaciones), pero también fuertes componentes
de ruido, no estacionariedad etc, lo que ha originado una exhaustiva
utilizacién en el pasado de modelos neurales. El diseno de un sistema
que integre las ventajas de ambos métodos puede resultar una tarea

de interés en el futuro préximo.

Alicante, 13 de diciembre de 1999
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