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Introduccion

En 1782 Lagrange relacioné el problema astronémico de la perturbacién de los pla-
netas grandes con la variaciéon del argumento de ciertos polinomios exponenciales,
emergiendo un problema matemadtico conocido como Mean Motion [12]. Para extender
el problema de Lagrange de los polinomios exponenciales a una clase mas general, H.
Bohr [5] en 1924 introdujo la nocién de funcién casi periddica, una potente teoria que
utilizaremos, siguiendo [4] y [14], con tal de estudiar la distribucién asintética de los
ceros de la funciéon G, (z) = 1+ 2% + --- + n?, objeto de estudio en la parte final de
este trabajo.

Esta memoria se encuentra estructurada en 11 capitulos. En el primero de ellos se
establece el punto de partida de este trabajo, que es el tratamiento de la ecuacion
funcional

flz)+ f(22)+---+ f(nz) =0,2€ C

que ha sido utilizada para modelizar fenémenos fisicos relacionados con la combustién
en motores de hidrogeno.

Se encuentra, siguiendo [19] y [26], una familia de soluciones basicas de la ecuacién
funcional compleja f(2) + f(2z) + -+ + f(nz) = 0 que forman un espacio vectorial
de dimensién infinita generado por las funciones potenciales complejas z°, donde 3
pertenece al conjunto de los ceros de G, (z) =1+ 2% + -+ + n”.

En el capitulo 2 se prueba la existencia de un conjunto infinito de funciones linealmente
independientes en el subespacio vectorial formado por la soluciones continuas reales
de

flx)+ f2x)+ -+ f(nx) =0,z € R

con la peculiaridad de a-densificar una larga coleccion de compactos K del plano para
« arbitrariamente pequeno. Esto puede ser interpretado como si K fuese casi rellena-
do por tales curvas. Estas curvas, llamadas curvas a-densas, constituyen de hecho una
generalizacién de las curvas de Peano dado que para a = 0 sus imégenes coinciden
necesariamente con los compactos K. Al comienzo de dicho capitulo se introducen las
nociones basicas utilizadas para su comprension.

En el siguiente capitulo, con la idea de utilizar las propiedades de densificacion del
espacio de las curvas a-densas, se trabaja con lo que llamaremos la propiedad de cua-
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dratura, relacionada con la posibilidad de expresar, de un modo aproximado, el area del
recinto que densifican tales curvas mediante el producto de la longitud de la curva por
la densidad de la misma. En esta parte, ademas de aportar tal justificacion geométrica
se garantiza la existencia de una familia de soluciones de f(z)+ f(2x)+---+ f(nx) =0
con tal propiedad.

En el capitulo 4, se exponen algunos resultados teéricos acerca de la analiticidad
y continuidad de las soluciones de la ecuacion funcional en el caso complejo y real
respectivamente. Ademads se proporcionan varios métodos para encontrar o construir
soluciones no continuas de f(z) + f(2z) + ... + f(nz) = 0.

En los capitulos 5 y 6 se estudian una gran variedad de propiedades que posee la
funcién G, (z) (funcién de tipo exponencial, de crecimiento completamente regular,...)
a la vez que se procede al calculo de su indicador, tipo y transformada de Borel para
desembocar en la obtencion de forma rigurosa de su diagrama conjugado, el menor
compacto y convexo de C fuera del cual su transformada de Borel admite prolonga-
cién analitica.

El capitulo 7 estd dedicado al estudio de ciertas ecuaciones diferenciales de Euler rela-
cionadas con las soluciones de f(x) + f(2x) + -+ f(nz) = 0. Se obtienen en primer
lugar un tipo particular de ecuaciones diferenciales cuyas soluciones satisfacen la ecua-
ciéon funcional para el caso n = 2, y posteriormente se generalizan los resultados, y
se obtienen ecuaciones diferenciales mucho més generales. A partir de esta relacién
se espera en un futuro que podamos describir el comportamiento de las soluciones
de nuestra ecuaciéon funcional desde un punto de vista fisico, obteniendo asi distintas
aplicaciones.

En el capitulo 8 se consideran ciertos operadores sobre determinados espacios vecto-
riales que dejan invariantes a los subespacios vectoriales de las soluciones analiticas
y continuas de nuestras ecuaciones funcionales en el caso complejo y real respectiva-
mente. Se establecen las relaciones existentes entre ellos y sus propiedades basicas.
Ademas, la aplicacién de estos operadores nos permite caracterizar las soluciones de
las ecuaciones funcionales.

El capitulo 9 estd dedicado a estudiar la relacién existente entre las funciones G,,(z) y
la funcién ((z) zeta de Riemann. Se establecen algunos resultados que muestran dicha
relacién basada en la idea de que las funciones G, (z) constituyen una sucesién de
aproximantes a ((z) en el semiplano Re z < —1. Ademés la serie de Euler-Maclaurin
juega también un papel importante en este capitulo. Gracias a esta relacién de deduce
un primer resultado acerca de los ceros de G, (2).

Precisamente, en el siguiente capitulo estudiaremos con detalle la distribucién de los
ceros de la funcién G, (z), intimamente relacionados con las soluciones de la ecuacién
funcional f(z) + f(22) +--- + f(nz) = 0. Determinaremos la densidad de los ceros de
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G, (z) en la banda critica donde estan situados utilizando técnicas de funciones casi
peridédicas. Ademds, usando un teorema de Kronecker, afirmamos la existencia en la
banda critica de infinitos rectangulos para los cuales se encuentra una férmula que
determina el niimero exacto de ceros dentro de cada rectangulo con un error a lo sumo
de un cero.

Finalmente se generalizan los principales resultados obtenidos a lo largo del trabajo a
los polinomios exponenciales y las funciones casi periddicas, haciendo especial hinca-
pié en los resultados relativos a la distribucion asintética de los ceros y en la formula
que determina el nimero exacto de ceros dentro de ciertos rectangulos.

Quedan pendientes varios problemas abiertos, la mayoria de los cuales se mencionan
a lo largo del trabajo, que son el objetivo de la investigacién que estamos realizando
ahora.
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Capitulo 1
Preliminares. La funcion G, (z)

El punto de partida de este trabajo es el tratamiento de la ecuacion funcional
f(z)+ f(22) + f(32) +-- -+ f(nz) =0, con z € C, (1.1)

utilizada por Gaspar Mora en los casos n = 2,3 para modelizar fenémenos fisicos re-
lacionados con la combustién en motores de hidrégeno.

Si F' es una solucién de (1.1), en particular para z = z, se tiene que f(z) := F(x) es
formalmente una solucion de la siguiente ecuacion:

flx)+ f(2x) + f(3x) + -+ f(nx) =0, con z € R. (1.2)
Ademés, g(x) = Re(F(x)), h(x) = Im(F(z)) serfan soluciones reales de (1.2).

Reciprocamente, si f es solucién de (1.2), podemos definir F(z) := f(z) +if(y) con
z =z + iy y entonces F(2) es solucién de (1.1).

A la vista de (1.1), considerando un homomorfismo continuo no trivial ¢ : C — C
para la estructura multiplicativa de C, como por ejemplo la funcién potencial com-
pleja, p(z) = 2%, intentaremos encontrar una solucién basica de tal ecuacién funcional.

Imponiendo
o(z) +o(22) + (32) + - + p(nz) =0,
se tiene
2¥ 4292 4+ 3%+ - 4+ n 2 =0 =
214243+ +n% =0.

Por tanto, todo se reduce ahora a encontrar valores o que satisfagan la ecuacion
Gn(z) =0, siendo G,,(2) =142+ 3"+ --- +n”. (1.3)

En consecuencia, obtenemos soluciones continuas de (1.1), atendiendo a este desarrollo,
de la forma

() N -
" con ) satisfaciendo la ecuacién (1.3).

fnj(2) = 2%



6 Preliminares. La funcién G,,(2)

of)

En particular, para z = = € R, una solucién de (1.2) viene dada por f, ;(z) = ",
siendo o’ una solucién de (1.3). Por tanto, si o) = o) + b ), entonces

G) () G) )
_oag by ay’ L iby log(x
fojlx) =12 =qa2"¢ & ),

y separando la parte real e imaginaria nos quedan las siguientes funciones reales de
variable real:

) ,
79 (@) = 2 cos(b) log(x)),

n7j

(@) = o sen(b9 log(x)).

Presentamos a continuacién algunas graficas asociadas a tales funciones:

0.3

0.2

04

Figura 1.1: f{')(z) asociada al cero de G3(2) dado por a) = 0,9405921833152 + i 8,230709548417

Figura 1.2 : f{!)(x) asociada al cero de G3(2) dado por a§ = —0,4543970081950 + i 3,598171493995



Estudiaremos por tanto algunas propiedades de la funcién G, (z) con objeto de estu-
diar y resolver (1.3).

Por una parte, sabemos que si o = ) +ibY) es solucién de (1.3), entonces b £ 0.
Por otra parte, también sabemos que se cumple que G,,(Z) = G,(2). En consecuencia,

podemos tomar sin pérdida de generalidad b,(f ) > 0.

Pasamos ahora a esquematizar algunos resultados sobre G, (z) que ya fueron analiza-
dos en [26] y que nos serviran también a posteriori para nuestros propositos:

Teorema 1.1 G,(z) es una funcion entera de orden 1, ¥n > 2.
» Teorema 1.2 G,(z) tiene infinitos ceros ¥n > 2.

» Teorema 1.3 !Ezisten dos nimeros reales v < s tales que todos los ceros de
Gn(z) estan en la banda {z € C:r < Rez < s}.

Teorema 1.4 Ezxcepto para n = 2, los ceros de G, (z) no son todos imaginarios
PUTOS.

1Se proporcionars una alternativa de demostracién de este resultado en el Capitulo 10
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Capitulo 2
Densificacion

2.1. Preliminares

Expondremos en primer lugar algunos conceptos acompanados de ejemplos que seran
de gran utilidad para el desarrollo y comprension de esta seccion a la vez que estable-
cemos algunos antecedentes:

Definicién 2.1 Sea (E,T) un espacio topoldgico. Toda aplicacion continua
v : [a,b] — E es, por definicién, una curva. Si vy es inyectiva diremos que la curva
es de Jordan y si tiene longitud finita diremos que es rectificable.

Definicién 2.2 Sea K un compacto en un espacio métrico (E,d) y o > 0. Una curva
v :[0,1] — E diremos que es a-densa en K (o que densifica K con densidad o) si

a) 7([0,1]) C K,

b) para cada x € K, d(z,v*) < «, donde v* denota la imagen ([0, 1]).

Definicién 2.3 Sea X un subconjunto de un espacio métrico (E,d). Se dice que X
es un conjunto densificable si, y solo si, Voo > 0 existe una curva a-densa en X.

En 1913 H. Hahn y S. Mazurkiewicz demostraron, a partir del concepto topoldgico
de conjunto localmente conexo, un resultado que caracteriza los conjuntos que son la
imagen continua del intervalo unidad. El resultado afirma que, en un espacio métrico,
un conjunto es la imagen continua del intervalo unidad si, y sélo si, es compacto,
conexo y localmente conexo [25].

Definicién 2.4 A los conjuntos que son imagen continua del intervalo unidad se les
denomina continuos de Peano.

Los continuos de Peano son claramente densificables. En cambio, hay conjuntos den-
sificables que no son imagen continua del intervalo [0, 1].
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Ejemplo 2.1 La curva seno del topologo definida por

A= {(t,sen %) .t €)o, 1]} U ({0} x [~1,1))

es densificable pero no es un continuo de Peano ya que no es localmente conexa (ver
Figura 2.1).

; p [

Figura 2.1: Curva seno del topdélogo

Se puede comprobar que A es densificable, ya que la curva definida por el propio grdfico
de A en el intervalo [e,1], con e > 0, se encuentra a una distancia no superior a & de
A y por tanto lo densifica con densidad arbitraria. Ademds, es compacto y conexo pero
no es localmente conexo (en ninguno de los puntos pertenecientes a {0} x [—1,1]).

En cambio, hay condiciones que si que son necesarias para que un conjunto sea densi-

ficable:

Teorema 2.1 Sea (X,d) un espacio métrico densificable, entonces X es conexo y
precompacto (véase [17]).

Estas condiciones no son suficientes como nos muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2

B { (t, sen %) e =1,1]\ {0}} U ({0} x [=1,1]).

B es conexo y tiene 3 regiones bien diferenciadas:

B, = {(t,sen%) ‘te [—1,0[},

By = ({0} x [-1,1]),

P () B
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3
/
/

/

Figura 2.2: Conjunto B

Por tanto, si vy es una curva con imagen en B, para algin j € {1,2,3} se tiene que
v(I) C B; y tenemos 3 casos posibles:

1. ~v(I) C By. En tal caso, d((1,senl),v(I)) > 1 y, por tanto, la curva no seria
a-densa con o < 1.

2. ~y(I) C Bs. En tal caso, d((1,senl),v(I)) > 1 y, por tanto, la curva no seria
a-densa con o < 1.

3. ~(I) C Bs. En tal caso, d((—1,sen—1),v(I)) > 1 y, por tanto, la curva no seria
a-densa con o < 1.

Luego no es a-densa para o < 1 y, por tanto, el conjunto no es densificable.

En la siguiente seccién se probara que existe una ecuacién funcional de la cual se
pueden extraer soluciones que a-densifican una coleccién de compactos considerados
en el semiplano Rez > 0. Este problema es un caso particular de un problema mas
general (abierto), propuesto por Gaspar Mora, de si dado un compacto con interior
no vacio cuyo borde sea un lazo (curva cerrada con derivada continua en todos los
puntos excepto a lo sumo en una cantidad finita) existe una ecuacién funcional cuyas
soluciones lo densifiquen.

2.2. Teorema de densificacion

La ecuacién funcional que nos proporciona la solucién al problema que acabamos de
plantear es la ecuacion funcional introducida en el capitulo anterior intimamente rela-
cionada con la funcién G, (z).

En relacién a G,(z), ademés de los resultados expuestos en el capitulo anterior, po-
demos destacar el siguiente comentario estableciendo al mismo tiempo la siguiente
ordenacion de sus ceros:
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Dados o) = o’ +ib} y ol = ol +ib) ceros de G, (z), diremos que o es anterior
a aff) si bgf ) < b%k), o bien, bff ) = b,(f) y ag ) < a%k), es decir ordenamos los ceros a partir
de sus partes imaginarias. Ademas tenemos que ‘bgf )

— 00 Sl j — 00, ya que como

Gn(z) es analitica, si estuviesen acotados sus ceros, existirfa una subsucesién de ceros
convergente y por el principio de Identidad de las funciones analiticas tendriamos que

G, (2) = 0 (recuérdese que, por el teorema 1.3, las partes reales a' sf estén acotadas,

)

por tanto necesariamente son las partes imaginarias b las que 1o lo estén).

Si denotamos por V,, al subespacio vectorial formado por las soluciones continuas reales
de (1.2), entonces tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.2 Para todo n € N, n > 2, existe un conjunto infinito de funciones
linealmente independientes en V,, de tal forma que dado o > 0 arbitrario, se puede
encontrar un cero de G,(2), a, = a, + iby,, tal que las soluciones de (1.2) asociadas a
ella, f,(ll)(x) = x% cos(b, log(z)) ¥y £ (x) = x% sen(b, log(x)), tienen densidad o en
la region compacta determinada por y =z, y = —x®, y por las rectas x = 0, v = A,
con A >0 > 0.

Figura 2.3: Tlustracion del Teorema 2.2
Prueba. Dado un cero de G,,(z), 047(3 ) = a%j )+ ib%j ), donde suponemos sin pérdida de
generalidad bff ) > 0, calculemos a continuacién los ceros de la funcion real asociada
fffj (x) = 2 cos(b,(f) log(z)) solucién de (1.2):

j 2k +1
FO (@) = 0 — b9 log(x) = (2k + 1)% — log(z) = Tjﬁﬂ -
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2k+1
T = eQbU)

Asi que los ceros de ffllj) (x) vienen dados por

2k+1

_ Qb(]')ﬂl k 7
Ty = €2, € L.

ke
Por otra parte, los valores y(j ) — ¥ satisfacen

j) €]
f(J (ynk) =y ; cos (b log(ebm )) = yfbk coskm = :I:ynk,

: e
es decir, en estos puntos, la funcion fé ]) (x) alcanza los valores extremos. Observemos

U ) son justamente los ceros de la funcién fffj) () = zo sen(bg ) log(z))

(J

que los valores y,»

L 2
y, por otra parte en los valores z,7, la funcién fT(L ])(x) alcanza sus valores extremos.

Asimismo, ambos verifican

xfﬁ, %(zjl)ﬂ — 400, cuando k — +00

xﬁfi, yfﬁc — 0, cuando k — —o0.
En virtud de lo anterior, para encontrar a, (parte real de una solucién de (1.3)) y
poder densificar asi con densidad a el compacto definido a través de él, es suficiente
encontrar a,,, solucién de (1.3), con la propiedad de que el conjunto {z,, x, Ynx, k € Z}
sea denso topoldgicamente en el intervalo [0, A].

Probaremos previamente que para todo j

Uik < T < Ui (2.1)
Para ello, comenzaremos analizando y(j 23 < x( )
k 2k+1
<o)l Mk Bl kb

W W W
como esta ultima desigualdad es cierta (recuérdese que estamos suponiendo que by >
0), la primera desigualdad de (2.1) queda probada.

Probaremos ahora que xii < yﬁf 36 41, obsérvese para ello que

2k+1

=y Bty 2k +1 k+1
(]L<y£3€+1<—>e2bw < en! ?L re<itly
20 by

k 1 k 1 1 1
P T T Al
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y, de nuevo, esto dltimo es cierto, con lo que la desigualdad restante de (2.1) queda
también probada.

/) 0. ,0) ).

) .= max{xfik —Unks Yot —xfik . |k| <}, para un cierto [ € N. Como

Sea ahora a7
sabemos que

entonces se tiene que
mox(a) = o)+ W < 1) =) o) = e e -]
y ademas
max{yfhss = ok ¢ K<) =, = o) = e o - cal]
en consecuencia,

dr_fr Lt tur_ [er_ T
oszg = max {ebv(f) |:625$i7) — 1} et {e”nj) - e%gf)} }

Finalmente, teniendo en cuenta que

i

) {eﬁ ey

lﬂ_' T
> e’ {e%g) — 1] ,
S s ().
obtenemos la siguiente expresion para a,;:

. e = -
04(33 = et {eba(zj) —€Qb$zj>:| .

n

Dado o > 0, determinamos ahora una solucién de (1.3), o, = a, + ib,, con parte
imaginaria b,, suficientemente grande tal que

—lr

i oY i S i
ebn —e2n < qetn

lo que es posible ya que si bg ) o0, entonces et — ez — (), y al mismo tiempo

—lr

aer’ — o (recordemos que las partes imaginarias de las soluciones de (1.3) no estén

acotadas).

Por tanto, asociada a esta solucién de (1.3), tenemos ahora que

s s _m s _lm
Opl = ebn [ebn _€2bn] < ebn |:ae bn] = .
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En consecuencia, eligiendo un [ € N suficientemente grande como para que y,, —; < 0
Y Yni+1 > A, las funciones fél)(:c) = x% cos(b, log(z)) y £ (x) = x sen(b, log(x))
tienen densidad « en el compacto considerado.

Probaremos a continuacién que para todo cero de G, (z), oY ), del semiplano superior,
las funciones félj) (x)y ffj)(x) son linealmente independientes.

En efecto, en primer lugar definimos
by, = max{|b$lj)| :1<j<m},

que es mayor que 0 ya que by # 0Vj. Elegimos ademds un r,, > 1 tal que b,,-In(r,,) < 7
y tomamos ¢; :=ri~1, 1 <j < 2m.

Con estas consideraciones, afirmamos que el siguiente determinante
W= |fa(e). L) F3(e), L) Finle) Fane)|
es no nulo.
En efecto, para calcular W reduciremos sus elementos a forma compleja, para ello, mul-

tipliquemos la 2% 4% ... columnas por ¢, y a ellas les sumamos la 1*, 3%, ... columnas
respectivamente, entonces se tiene que

W™ = fé?l)(cj)a fn,l(cj)a f7(1,12)(cj)7 fn,Q(Cj) f(l) ( j)a fn,m(cj)

j=1,2,...2m
e Wy — £ —19

vaque i f2@) + f(@) = fus(@), j=1,2,...,m.
Sea ahora h,, ;(z) el conjugado de f, ;(z), entonces

1 .

2 @) = fag (@) + hus@), j=1,2,....m

A la vista de esta ultima relacién, multipliquemos la 1#,3* ... columnas por —2 y
sumemos la 2% 4%, ... respectivamente, entonces se tiene que
W . (—22)7” — |—hn71(Cj>, fn,l(cj>7 —hnjg(Cj), fn,Q(Cj)a ceey _hn,m<cj)7 f“7m(cj>’j:1,2,...,2m

o equivalentemente,

W'(2i)m:|hn71(cj)w fn,l(cj)a hn,Q(Cj)v fn,Z(Cj)a- . nm(cj) fnm( )|j 1,2,....2m

es decir,
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1) fn,m(cl)

(01) fn,2(01) hn, C
h 62) fn,m(c2)

] 5 m(
ni(c2)  failea)  hualca)  fuzlea) oo o

hn,l(CQm) fn,l(c2m) hn,Q(CQm) fn,2(02m) hn,m(CQm) fn,m(CZm)

Ahora teniendo en cuenta que

frjlcr) =hpjlc)) =1 Vj:1<ji<m

(7)
Fugles) =180 = d; hnj(c2) = rpm =
(7) (7)
fug(es) = ()™ = d? hnj(cs) = (r2)o = €2
_ (,2m—1 N d2m—1 h _ (,2m—1 aﬁf) _ ,2m—1
frj(cam) = (r" 1) = d; n,j(Cam) = (1) F

1 1 1 1 I | 1
d; €1 dsy €2 e dy €m
2 2 2 2 2 2 _
dl e1 d2 62 e dm em -
2m—1 2m—1 2m—1 2m—1 2m—1 2m—1
dy €1 d; €a e dy Em
1 1 1 1 | 1
] Q2 as Qg s Qoam—1  Aom
2 2 2 2 2 2 _
aj Qs as ay o Aoy Qg =
2m—1 2m—1 2m—1 2m—1 2m—1 2m—1
ap Ay ag Ay o Qo Qg

= H(aj —ay) # 0.

>k
Para comprobar que efectivamente es no nulo, veamos en primer lugar que d; # dj, si

J# k:
(49) (4) (3) | 3 (9) (4) 2 (4)
o jogy In(rn) o J(an +iby ) In(re) _ an’ | Liby In(ry)
dj =r," =e =e =r," e ,

entonces su moédulo y argumento principal vienen dados respectivamente por

;| = r%"; Arg(d;) = b9 In(r,)

ya que debido a la eleccion escogida se tiene que
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Por tanto, como o #* o) s J # k, entonces necesariamente vemos que d; # dj, si

J#k.

Ademas, con el mismo razonamiento se tiene que e; # ey si j # k.

Por otra parte d; # e; ya que

(4) 2 (4) (9) 2.(4)
C_ gan’ iby In(ra), C_ pan’ ,—iby In(ry)
dj =r" -e ;e =1t ose ,

y se tiene que
(J)
|d;| = lej| =, .
Arg(d;) = — Arg(e;) # 0 (ya que by #0yr,>1).

Queda probar entonces que d; # ey, si j # k. Para ello, observemos que

(J)

1 (5) _ (k)
d _ Ta" _ezbn ln(rn); an” o by, In(rn)

n 9

€L =T

luego
dj| = e, Arg(dy) = b In(r,)
lex| =7 (k>, Arg(er) = —b,(lk) In(r,).

En el caso de que |d;| # |ex| evidentemente se tiene que d; # e;. En caso contrario, si

|d;| = ek, entonces o) = aglk) y por tanto b # b, pero teniendo en cuenta ademés

el hecho de que by =+ —pP) (ya que hemos tomado los ceros del semiplano superior)
se tiene que Arg(d;) # Arg(ei) y queda probado entonces que d; # ey.

Consecuentemente acabamos de probar que
a; # ap sij#k.

Por tanto, el determinante es, efectivamente, distinto de 0, y en consecuencia fr(Llj) (x)y

fT(f]) (x) son linealmente independientes para todo cero o) de (1.3), ninguno conjugado

de otro. O

Un caso particular del teorema que acabamos de probar se alcanza cuando n = 2,
ya que en tal caso todos los ceros de Go(z) son imaginarios puros y, por tanto, un
tipo particular de regiones compactas en {z : Rez > 0}, para las cuales existe una
ecuacion funcional de la cual se pueden extraer soluciones que las a—densifican, son
los rectangulos.
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Capitulo 3
Cuadratura

En este capitulo es esencial considerar la siguiente definicién:

Definicién 3.1 Sea K un conjunto densificable de R™' con contenido de Jordan
positivo Jy,1(K). Una familia de curvas a—densas en K y rectificables se dice que
tiene la propiedad de cuadratura en K si

lim L(7a) - a™ = Jnpa (K),

a—0

donde L(vy) es la longitud de cada 4.

3.1. Justificacion geométrica y resultados previos

La idea de utilizar las propiedades de densificacién del espacio de las curvas a—densas
proviene de la posibilidad de expresar, de un modo aproximado, el area del recinto que
densifican mediante el producto de la longitud de la curva por la densidad de la misma.

Veamos algunos ejemplos sencillos de esta propiedad:

Ejemplo 3.1 Sea K = [0,1)? el cuadrado unidad y m > 2 un entero. Consideremos
la curva v, : I — K definida de la siguiente manera:

o (tmt) s te [0, ;J

, 1
(t,2—mt) si te [—,—],
m’m

en el resto de intervalos la curva se define por periodicidad, con periodo —) .
m

(Ver figura 3.4)



20 Cuadratura

Figura 3.4

Es inmediato comprobar que v, densifica el cuadrado unidad K con densidad o = —.
m

Ademas su longitud viene dada por

1
L(fym):mwl—l—ﬁ.

De esta forma, el producto de dicha longitud por la densidad es

1 1 1
Llym) - a=my|1+— — =/1+—,
(Ym) - =m +m2 - —l—m2

por tanto, tomando el limite cuando la densidad tiende a 0, lo que es equivalente a que
m — 00, se obtiene el drea del cuadrado unidad:

1 .
lim L(yp) o= lim 4/1+ — =1= Area(K).
m—0o0 m—o0 m

Sin embargo, este resultado depende del tipo de curva elegida para la densificacién
del dominio. Como ejemplo de ello consideraremos en el mismo cuadrado unidad K la
siguiente curva:

Ejemplo 3.2 Sea m un mailtiplo de 4, consideremos ahora la curva v, : I — K
definida de la siguiente manera:

st t e

\
\S‘F
(=)
~—

1
=
-
| IS

st t e

(
(

) e 2a) e
(

S|~
3
|
NG~

Sleo I 3|

st t e

S Sfew 3w

3|
S
|
=)
N
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4
en el resto de intervalos la curva se define por periodicidad, con periodo —) .
m

(Ver figura 3.5)

T
|
|
|
|
|
0———+— 1
m m m m
Figura 3.5

1
Comprobamos que la densidad sigue siendo o = —, y la longitud de la curva viene
m

dada por
m
En esta ocasion se tiene que
m 1 1 1 1 ‘
lfm L(y,)-a= li (— 1>.—:1' =42 = = 4 Area(K).

En los casos en que la familia verifique lir% L(Ya) - @™ < Jms1(K) (como es el caso de

este segundo ejemplo), la propiedad de cuadratura ain se puede conservar teniendo en
cuenta el hecho de que si una curva v es a—densa en K entonces también es f—densa
en K para cualquier § > «a. Para ello, establecemos el siguiente resultado:

Proposicién 3.1 Sea K un conjunto densificable de R™™' con contenido de Jordan
Imi1(K) >0 y sea {7o : « € '} una familia de curvas a-densas en K y rectificables
verificando

0< HH(I) L(va)a™ < Jmi1(K).

Entonces la familia determinada por

1

{v5:8=0da, a €T}, con §= (M) |

h'rr(l) L(ya)a™
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tiene la propiedad de cuadratura en K.

Prueba. Veamos que efectivamente };ﬁ% L(vg)- 0™ = Jm+1(K), con = da. En efecto,

teniendo en cuenta el hecho de que v — 0 si y solo si § — 0, entonces

Jm+1(K)

L) 7= L0 g 1) e
quedando probado el resultado. O

3.2. La propiedad de cuadratura de las soluciones
de f(z)+ f(2z) =0

Tras estas consideraciones previas, abordaremos la propiedad de cuadratura de la
familia de soluciones av—densas de

flz)+ f(2z) =0, x € R

generadas por la funcién Gy(z). Posteriormente generalizaremos el resultado para cual-
quier n > 2.

Por tanto, en esta seccion trataremos de dar respuesta al problema de encontrar, si
existe, alguna familia de soluciones de la ecuacién f(z) + f(2z) = 0 que tengan la
propiedad de cuadratura en el compacto que densifiquen.

Recordemos que cuando n = 2, todos los ceros de G(z) son imaginarios puros y los
compactos que aparecen en el teorema de densificacion son rectangulos. Ademas, en
tal caso, relacionado con el teorema de densificacién (teorema 2.2), se puede compro-

bar directamente que las soluciones fz(lk)(x) = cos (b log(z)) v f2(2k) () = sen (by log(z))
2k+1
(COH b = %, ke Z> de la ecuacién f(x) + f(2z) = 0, tienen densidad « en
0g
el compacto [27,29] x [—1,1] si k > m, con m cumpliendo 1 — 2-6/2/@m+1) < n9-a v
pg€Z(p<q).

El area del compacto considerado (ver Figura 3.6) es la siguiente

Jo(K) = (29— 2°) . 2,

Tomando, por ejemplo, fz(lk) () = cos (b log(x)), la longitud de su gréfica en el intervalo
[2P, 24] viene dada por

24 b2
L(fz(lk?(x)) = /2 \/1 + x_]; sen? (b log x) dx.
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1
pP 2K
—1
Figura 3.6: Conjunto K
t/bk
Haciendo el cambio de variable by logx =t ( = dt), la integral se convierte en
bk log 29 \/ t/b;C by, log 24 2t/bk
sen2t - = / +sen’t dt =
k log 2P €2t/ bx b by, log 2P
q(2k+1)—
=d} P,
J=p(2k+1)

siendo

) brlogyk,j+1 [ o2t/bk ) ;
I’ :/ 02 +sen“t dt con vy ; = 2251,
bi log yk, k

Ahora, puesto que

(2k+ m

log 27T — i
gz %8 j,

by log yx,; = by log 93T —
las integrales que definen [ ,gj ) toman la siguiente expresion

GH1m [ 2t /b
/ 62 +sen’t dt.

Dado que tenemos una cantidad finita de integrales ((¢—p)(2k+1) sumandos), podemos
afirmar que 3 j1, jo tal que

199 =min{IY, j = p(2k +1),p(2k + 1) +1,...,q(2k + 1) — 1}, (3.1)
19 = max{I1 j=p2k+1),p2k+1)+1,...,q(2k +1) —1}. (3.2)
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. o 1 :
Consideremos « > 0 arbitrario, tomando ahora 3 = , con k verificando

(¢ —p)(2k+1)
la condicién previamente considerada que define las funciones f2(1,3 (x), es decir, 1 —

2-(/2)/(Ck+1) < 4279 evidentemente se tiene que  — 0 cuando k — oo, y ademds,
definiendo

1
Ly = B-L(f;) (),
se cumple claramente que

siendo
o) Gr+Dm [ g2t /by,
L’ :/ 7 +sen’t dt,
]2+1 2t/bk
32 / 7 +sen?t dt,
con j; y jo considerados en (3.1) y (3.2) respectivamente.

Realizando el cambio de variable u =t — j;m para la integral que define [ ,ij 1)

G ) (1+1)m Qt/bk 2(u+j17) /by
Ihe / 7 +sen’t dt = / - +sen’u du.

De forma analoga, con el cambio de variable u = t — jom para la integral ] , se tiene

) (o) 2t/bk 2(u+tjom) /b
I,EJQ) = / 2 +sen’t dt = / — +sen’u du,

va que sen’u = sen? (u + j7), j € Z.

se tiene

Tomando limites, y en virtud del teorema de la convergencia monoétona, se tiene en-
tonces que

lim I,gjl) lim [(32) / vVsen?u du = 2.
0

k—o0 k—o0
En consecuencia, 0
lim Lg = lim 8- L(f3})(x)) = 2.
ﬁLI% 8 513(1) B (f2k ()
Para finalizar, tomando a' = (29 — 2?)3 se verifica que

Tim L @) o = B(K),

ya que
lim L(f{})(x)) - a’ = (29— 2°) lim L(f§)(2)) - B = (27 — 27) - 2 = J(K),

o’ —0 B—0
lo que demuestra la propiedad de cuadratura en el caso n = 2.
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3.3. Caso general

Una vez visto el caso n = 2 y tomando como idea esa misma prueba, trataremos de
extender el resultado para el caso general obteniendo el siguiente teorema principal:

Teorema 3.2 Eziste una familia de soluciones de la ecuacion funcional f(x)+ f(2x)+
-+« + f(nx) =0 que tienen la propiedad de cuadratura en el compacto que densifican.

Prueba. Sabemos por lo realizado en el capitulo anterior que las soluciones f,gl)(x) =

x% cos (b, log(x)) y f,(f)(a:) = 2z sen (b, log(x)) de la ecuacién funcional tienen densi-
dad « en el compacto determinado por

y por las rectas
v=e" x=e", (pq€Zp<q),
con a, + ib, solucién de G,,(z) = 0 y b, suficientemente grande tal que ebn — ePn <

—lr

ae» para un determinado [ € N.

El area del compacto considerado (ver Figura 2.7) es la siguiente:

edm 2 [e(an+1)pﬂ' - e(anJrl)qw] si a, 7& -1
JQ(K):Q/ g dr = an+1 ’

o 2(q — p)m, sia, = —1.

Figura 2.7: Compacto K

Tomando por ejemplo fél)(x) = % cos (b, log(x)), la longitud de su gréfica en el
intervalo [eP™, ed™] es

L(FO(x)) = / 1+ 22 D[a, cos (b, log ) — b, sen (b, log )] dar.
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ot/bn

Realizando el cambio de variable b, logx = ¢ (dz = dt) , la integral que determina

n
la longitud se convierte en

bp, log ed™ et/bn
/ 1 4 e2an=1)/bn[q, cost — b, sent]? - dt =
b

n log eP™ bn
bn log €97 62t/bn 62ant/bn ,
[a, cost — b, sent]? dt.
logei’”"
Teniendo en cuenta ahora la descomposicién b, = b/, + ¢,, con bl = [b,] € Ny

€ [0,1), se tiene b, — oo si y sélo si bl, — oo, y entonces la integral anterior la
podemos expresar como

qb‘L_l
> LY
k=pb},
donde
by, log Yn, k+1 th/bn 62&nt/bn km
1) :/ \/ + [ancost —b,sent]® dt, con y,p = e’n.
n bQ bQ ’
bn 10g Y ke n n
Puesto que
kx kb,  km(bl, + cp) cpkm
by log y, 1 = b, logern = = 7 =km+ T

entonces,

(k+1)m+ cnlbtDT 2t /by, 2ant/bn
]T(Lk) - / " 6b2 + ¢ 72 [a, cost — b, sent]? dt.
k n

7r+o,;/k7'r "
n

/

Dado que existe una cantidad finita de integrales ((¢ — p)b/,
afirmar que 3 k1, ko tal que

sumandos), podemos

](kl):min{lk k= pb, pbl, + 1, qby, — 1}, (3.3)

n

1) = max{I{", k= pb,,, pb, +1,...,qb, —1}. (3.4)

n

Fijado previamente a > 0 arbitrario y tomando 8 = —————, con b/, verificando la

1
L —ir
misma condicién que define las funciones j'}gl)(x), es demr e — eBh < e th para un
determinado [ € N, se verifica que # — 0 cuando b/, — oo (sii b, — o0), y ademas,
definiendo

Lg =3 -L(fM(x)),
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se cumple claramente que
IT(Lkl) <Lg< ]ﬁkz)’

siendo

c”“”“)” o2/bn p2ant/bn

[a, cost — b, sent]® dt,

o) (k1 1) ol lm

ki) _

[’I’L _/ cnkim
Kyt S

17+ \/
(k414 <olba ) 2t/bn o2ant/bn
I’r(Lk2) _ / la,, cost — b, sen t]2 dt,
N L L anQ’/T

con ky y ko considerados en (3.3) y (3.4) respectivamente.

Cn, '
b,m> para la integral que define

Realizando el cambio de variable v = ¢t — (

1% se tiene que

AEROL 2(utkym+ °n’“1” )/bn 2an (utkym+ °"k1” )/bn
k) _ / N G
n 2 2
0 b2 b2

nk ok 2
[an coS (u + kym + ¥ bllﬂ) — b, sen (u + ki + ¢ b’lﬂ)l du. (3.5)

nk :
b/ﬂ) para la integral

De forma anéloga, con el cambio de variable u =t — (

L(f”), se tiene que

- enm 62<u+k2w+cnbz2”>/bn eaan<u+k2w+6"b’f“>/bn

Itk — / g
T w0 ®
Crkom Cpkom 2
ap cos | u 4 ko + b’ — by sen | u + ko + m du. (3.6)

Tomando ahora limites en las distintas partes que componen las integrales (3.5) y
(3.6), para k = k1 0 k = ko, se tiene que

62(u+k7r+ Cg:" )/bn,

lim =0,

b], —o0 b%
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y ademas,

2 kr+<nkmy /p
an(u-‘r T+ b,n )/ n anﬂ'

i c km 2
bign@ 7 . [ancos<u—i—k:7r+ b >—bnsen(u+k7r+ o )1 =

n

= sen® (u + k) = sen?w.
En consecuencia,

Jim I = lim () :/ senu du = 2,
0

b, —o0 b, —o0
y por tanto,
lim Ly = lim 3 - L(f{V(x)) = 2.
lim Ly = lim 8- L(f{"())

Para finalizar sélo nos queda tomar

[e(an—i-l)pﬂ N e(an+1)q7r]

o — p——l B, sia,# —1

(q—p)- 5, sia, = —1,

y comprobar que lim L(f(z)) - a = Jo(K). En efecto,

a —0

[e(anJrl)pﬂ o e(anJrl)qfr]

im L(f(z)) - B = Jo(K), sia,# -1

lim L(f;" () = a1 o=
" (¢ =p)m - 1im L(fV(x)) - B = Jo(K), i a, = 1.

O



Capitulo 4
Soluciones no continuas

En este capitulo retomaremos las ecuaciones funcionales

f(z)+ f(22)+ f(32) +---+ f(nz) =0, con z € C, (4.1)

flx)+ f2x) + f(3z) + -+ f(nx) =0, con z € R. (4.2)

En el capitulo introductorio encontramos soluciones continuas en el abierto 2 = C\
(—00,0] de (4.1) de la forma

fnj(2) = Za;j)’ con aff) satisfaciendo G, (z) = 0.

. . : ©)
En particular, para z = z € R, una solucién de (4.2) viene dada por f, ;(z) = 2o

) (4) ()

siendo o’ una solucién de G.(z) = 0. Por tanto, si ay’ = ay’ + ibY ), entonces

)

(9) 4 3 (3) ) ()
_ay by ay’ iby log(x
fn,j(x)—«r =X e 8(z)

y separando la parte real e imaginaria nos quedan las siguientes funciones reales de
variable real:

FO (@) = 2 cos(b9 log(x)), (4.3)
F(@) = 2 sen(b) log()), (4.4)

que son soluciones de (4.2).

Ademads debido a que G,,(z) tiene infinitos ceros Vn > 2, se demostré que hay infinitas
soluciones continuas de (4.1) y (4.2).
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4.1. Resultados previos

Antes del céalculo de algunas soluciones no continuas, expondremos en esta seccién
algunos resultados tedricos. Demostraremos en primer lugar la siguiente proposicion
que hace referencia a la analiticidad ! en el origen de las soluciones de (4.1):

Proposicién 4.1 Sea F(z) cualquier solucion no idénticamente nula de f(z)+f(22)+
f(Bz)+ -+ f(nz) =0, con z € C, entonces F(z) es no analitica en z = 0.

Prueba. Por reduccién al absurdo, si afirmamos la existencia de una funcién F'(z)
analitica en z = 0, entonces F(z) es analitica en algin abierto U que contenga al 0.
Teniendo en cuenta ahora que si F' es analitica en U entonces existen las derivadas de
cualquier orden de F' en U, utilizando la ecuacién funcional tenemos que

FO(2) 4+ 2mFM(22) 4+ -+ n™F™ (nz) = 0

para cada m € Z, m > 0.

En particular, para z = 0 tenemos que
F™(0) =0, Vm > 0.

Por tanto, el desarrollo de Taylor en serie de potencias nos dice que F(z) = 0 en
un cierto entorno de 0, consecuentemente por el principio de identidad de las funcio-
nes analiticas F(z) es idénticamente nula en cualquier abierto que contenga a 0 y la
proposicion queda probada. 0]

Nos centraremos en el dominio real, en concreto, a partir de las consideraciones inicia-
les analizaremos las soluciones no continuas de (4.2).

Sin embargo, antes de encontrar soluciones no continuas, expondremos en primer lugar
la siguiente propiedad sobre la continuidad en x = 0 de las soluciones de (4.2) para el
caso n = 2:

Proposicion 4.2 Cualquier solucion no idénticamente nula de la ecuacion funcional
flx)+ f(2x) =0, z€R (4.5)
es no continua en 0.

Prueba. Sea F' una solucién no idénticamente nula de (4.5). Dado que ademéds nece-
sariamente F'(0) = 0 existe a € R, a # 0 tal que F(a) # 0.

Por otra parte, de (4.5), se tiene que la sucesién

(27%) k=1,2,...

!Conviene aclarar que aqui y en lo sucesivo analiticidad es equivalente a holomorfia
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satisface

F(2*a) = (~1)*F(a).

Tal hecho prueba que HH(I] F(z) no existe y en consecuencia la proposiciéon queda pro-
bada. O

Para finalizar esta seccion, estableceremos un resultado que supone, en un cierto sen-
tido, una generalizacién de la proposicién (4.2):

Teorema 4.3 Si la funcion entera Gp(z) = 1+ 2% 4+ --- +n® tiene algin cero en el
semiplano {z € C: Rez > 0} entonces la ecuacion funcional

flx)+ f2x)+ -+ f(nz), z€R
tiene alguna solucion continua en R.

Prueba. Sea a,, un cero de G,(z) con Req,, > 0. Teniendo en cuenta que G,(z) no
tiene ceros reales, escribiendo «,, := a, + ib,, a, > 0, necesariamente b,, # 0, y por
tanto n > 2.

Sea
fél)(x), sio x>0
F(z) = 0, si x=0
fy(Ll)(—a:), si z <0,

donde frgl)(x) := x% cos (b, log(x)), definida como en (4.3), estd asociada al cero a,.

Entonces

lIim F(zr)= lim F(zx)= lim z%
x>0,0—0 r<0,2—0 z>0,2—0

cos (b, logz) =0,
lo que implica que F(z) es continua en x = 0.
Por otra parte,

F(z)+ F(2z) + - - - + F(nz) = Re(z™ + (22) + - - - + (nx)"") =

=Re(z™(1+2" +---4n)) =0

para cualquier x € R y, en consecuencia, F'(x) es una solucién continua en R de la
ecuacion funcional considerada. Il

Queda abierto el problema mencionado referente al reciproco de este teorema.
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4.2. Primer procedimiento

Con el objetivo de obtener soluciones no continuas para cualquier n € N, n > 2,
introduciremos en este primer procedimiento las siguientes consideraciones. Para cada
n > 2, sea A C RT que verifique la siguiente propiedad:

six€ A = kxe AVke{l,2,--- ,n}, y ademds

4.6
siz¢ A = kx¢ AVEke {1,2,--- ,n}. (4.6)

Como ejemplo de conjunto A podemos tomar el de los niimeros racionales positivos,
Q™", o también II,, siendo éste el grupo generado por todos los primos menores o
iguales que n, es decir, si p, es el maximo primo tal que p,, < n, entonces

I, ={zx€eQ, x=2"-3M...p"  con my,my,...my € Z}.

Podemos observar claramente que tanto Q% como II,, verifican la condicién requerida.

Dado un conjunto A que verifique la propiedad (4.6), y siendo fT(Ll]) (), f,(f]) (z) las
funciones consideradas en (4.3) y (4.4), para x > 0 definiremos

(1) 3
frl(x), six € A,
F(l)(l') — { n,j( 7) i |

j ) . € A7
e {0 ST

para x < 0
FO(z) := FO(—z), i =1,2,

y ademas
FO(z) :=0parax =0, i=1,2.

Teniendo en cuenta las funciones F(V(z) y F®)(z), el siguiente resultado se obtiene
facilmente:

Teorema 4.4 FU F?) : R — R son soluciones no continuas de la ecuacion fun-
cional f(z) + f(2z) +--- + f(nz) = 0.

En el caso particular de tomar A = Q% y considerando B = {x;,7 € I} una base de

Hamel sobre R, es decir, cada nimero real = expresado de forma tnica en la forma

xr = Z qix;, siendo J un subconjunto finito del conjunto de indices I y ¢; € Q Vi € I,
ieJ

entonces siguiendo la notaciéon empleada anteriormente se obtiene el siguiente teorema:
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Teorema 4.5 Para cada base de Hamel fijada B y para cualquier funcion real arbi-
traria h definida en B, las funciones F}El) (x) definidas de la siguiente manera,

F(x) = 3" FO(q)h(), parai=1,2,

icJ

satisfacen la ecuacion funcional f(z) + f(2x) + -+ f(nz) = 0.

Prueba. Dado que si z = Z ¢;xr;, entonces 2xr = Z 2q;x;, 3r = Zquxi,. c, NT =

ieJ ieJ ieJ
Z ng;x;, y por aplicacién del teorema anterior tenemos que
icJ
entonces,

FO(@) + B (2a) + -+ FYP (na) =
= FOg)h(x;) + Y FDQg)h(w:) + -+ > FO(ng)h(x;) =

icJ ieJ icJ
— Z [F(j)(qi) + FD2¢)+ -+ F(j)(nqi)] h(x;)) =0, j=12.
icJ

4.3. Segundo procedimiento

A continuacién se exponen otras soluciones no continuas para algunos valores de n;
estas soluciones se obtienen empleando otro tipo de técnicas que no necesitan la utili-
zacion de las soluciones continuas obtenidas anteriormente.

En primer lugar observemos el conocido resultado sobre las raices de la unidad:

Lema 4.6 Las raices n-ésimas de la unidad verifican que la suma de sus partes reales
e 1maginarias es 0, es decir, si z1,29,...,%, con n > 2, son los ceros de la ecuacion

z" —1=0, entonces
Re (Z zl> =0, Im <Z zl> =0.
i=1 i=1

Sean € N con n > 2, y K una constante real, definiremos:

Fo(r) =

i%gn(z) 1
{Ke , sixell, (4.7)

0, six ¢ 11,
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donde II,, es el grupo que ya hemos considerado anteriormente,

I, ={z€eQ, x=2m.3"...p" con my,my,...my €L},

y siendo g, : I, — {1,2,...n} una funcién verificando que Vz € II, se tiene que
gn(kx) # gn(lz) sik # 1, con 1 < k, 1 < n. Obsérvese que g, es una funcién indicadora.

En consecuencia, suponiendo la existencia de esta funcién g,, se obtiene el siguiente
teorema:

Teorema 4.7 Sea n > 2, con F,(x) definida en (4.7), las funciones reales f}(x) :=
Re(F,(z)) y f3(z) := Im(F,(x)) son soluciones no continuas de la ecuacién funcional
f@)+fQR2z) + -+ f(nx) = 0.

Prueba. Realizaremos la prueba para f}(z) (para f2(x) la prueba es andloga).

Si tomamos x € I1,,, entonces

@)+ FA(22) 4+ finm) = K Re (Z <>) “o,

j=1
ya que g,(jz) toma todo el conjunto de valores {1,2,...,n}, y por el lema previo se
tiene que
n
Z ez%gn(jm) — O
j=1

Por otra parte, si x ¢ II,, entonces también se cumple que jz ¢ II, para cualquier
j€{1,2,...,n}, y en consecuencia f!(jx) = 0 para cualquier j.

Consecuentemente, f(x) es una solucién no continua de la ecuacién funcional f(x) +
fz)+ -+ f(nx) = 0. O

Expondremos algunos ejemplos de funcién g, : II, — {1,2,...n} verificando las
condiciones anteriores para los primeros valores de n. Como cada x € II,, estda deter-
minado univocamente por los exponentes de su descomposicion en nimeros primos, es

n
equivalente a dar una definicién explicita de una funcién h,, : Z X Z X - -+ X L — 7,
donde k,, es el nimero de primos menores o iguales que n y Z, es el anillo de clases
de congruencia médulo n.

Obsérvese ademas que si x € 11, esta determinado univocamente por los exponentes
(mqy,mg,...,my, ), entonces 2x lo estd por (my + 1,ma,...,my, ), 3x por (my, ms +
L,...,my,), 4z por (mq + 2, mq,...,my, ), etc.
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Dado m € Z denotaremos por [m], a la clase de congruencia médulo p del entero m.

Para el caso n = 2, la funcién hy : Z — Zs tal que ho(my) = [my]s es evidentemente
una funcién cumpliendo que ho(my) # ha(mq + 1).

Para el caso n = 3, la funcién hy : Z x Z — Zg tal que h3(mqi,mq) = [my + 2mal3

verifica también las condiciones requeridas ya que

hg(ml + 1,TTL2) = [m1 + 2m2 + 1]3
hg(ml,mg + 1) = [m1 + 2m2 + 2]3

y en consecuencia hg(my, msg), hs(my + 1,mo) y hs(my, mg + 1) son distintos.

Para el caso n =4, hy : Z X Z. — Zy con hy(my, ms) = [my + 3ms]4 verifica también
las condiciones requeridas.

De la misma forma se puede comprobar que las siguientes funciones cumplen las con-
diciones impuestas para los distintos casos de n mencionados:

n=>5
h5IZXZXZ—>Z5
(m1, ma, m3) — [my + 3ma + 4ms)s
n==~6
h@IZXZXZ—>Z6
(ml,mg,mg) — [m1 +3m2—|—5m3]6
n==r:
hy i X 7 X L X L — 7y
(mq, mg, ms3, my) — [my + 3mg + 5mgz + 6myl;
n=2=~8
hg :Z X L X 7 X 1 — Zg
(mq, mg, m3, my) — [my + 4ma + 6ms + Tmyls
n=9
hg:Z X7 X7 X7 — Zg
(mq, mg, ms3, my) — [my + 4ma + 6msz + Tmyle
n = 10:

hl()IZXZXZXZ—>Zl()

(ml, mo,ms, m4) — [m1 + 4m2 + 67713 + 9m4]10
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hi1 :ZXZXZLXZ XL — Ly

(mq, mg, ms, mg, ms) — [my + 4msy + 6mg + 9my + 10ms)y;

his 1 Z XL XL XL XL — Zia

(ml, Mo, M3, My, m5) — [m1 + 4m2 + 9m3 + 77714 + 11m5]12.

Ademas para el caso n par se puede obtener otra solucién no continua a partir de lo
anterior. El siguiente teorema de demostracion directa prueba tal hecho:

Teorema 4.8 Sea n € N un niamero par, si 3 g, : I, — {1,2,...,n} verificando
gn(kz) # gu(lz) si k #1, con 1 < k,l <n, entonces la funcion

o (x) = (=1)9@) sz e,
0, en otro caso

es también una solucion no continua de f(x)+ f(2x) +--- + f(nz) = 0.

4.4. 'Tercer procedimiento

Veamos atn otro tipo de procedimiento. Comenzaremos en primer lugar analizando el
caso n = 2 con el objetivo de encontrar soluciones no continuas en cualquier punto de
la ecuacién

f(x)+ f(2x) =0, z € R. (4.8)
Para cada racional x # 0, consideremos su expresion irreducible p/q, con p y ¢ expre-

sados como producto de sus factores primos.

Definiremos la caracteristica binaria de x, denotada por [z]s, de la siguiente forma:
2]s = 0, six=0
2 = <_1)k7 six#O,x:’é,

donde k es el exponente de 2 en las descomposicion factorial de p o bien de q.

. . , . p .
Observemos por ejemplo que si para algin racional x = =, con p, ¢ impares, entonces

k = 0 y la caracteristica binaria de x seria 1. En cualquier caso, el siguiente resultado
es inmediato:

Proposicion 4.9 La caracteristica binaria es una solucion no continua en ningun
punto de la ecuacion funcional f(x)+ f(2z) = 0.
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Tomemos ahora a > 0 arbitrario, la familia de intervalos disjuntos
{[2*a,2"""a) : k € Z}

es una particién de R™, es decir

(0,00) = U [2Fa, 25 a] .

kEZ

Anéalogamente, para b < 0 arbitrario

(—o0,0) = | [2%0,2""0] .

keZ

Entonces, dado x > 0, existe un tnico entero k, tal que

S [kaa, 2k“+1a) (4.9)
y para x < 0 existe un unico entero m, tal que

x € [2M=b, 25 Tp) . (4.10)

Dados a > 0, b < 0, consideremos funciones arbitrarias f,, g, definidas en [a,2a) y
b, 2b) respectivamente. Entonces la funcién F,; definida por

0, six=20
Fop(z) =< (=D f, (27F2), siz>0, (4.11)
(=)™ gy, (27 x), six <0

es una solucién de (4.8), donde los enteros k, y m, han sido definidos en (4.9) y (4.10)
respectivamente.

Denotando por F,, G, la familia de todas las funciones reales definidas en [a,2a) y
[b, 2b) respectivamente, es facil probar que el conjunto

Sy ={Fop:a>0,b<0,f, € Fa gy € Gy}

es una clase amplia de soluciones de la ecuacién funcional (4.8), donde F,; estd defi-
nida en (4.11). El reciproco también es cierto, es decir, si f es una solucién de (4.8)
entonces se determina una funcién de tipo F,; definiendo f, = fy o = f en [a,2a) y
b, 2b) respectivamente.

Por tanto, se sigue que el conjunto S es el conjunto de todas las soluciones de la
ecuacién funcional (4.8).

En ([1], teorema 3, pg.14), se prueba que el grafo de cualquier solucién no continua
de la clasica ecuacién funcional de Cauchy es denso por todas partes en el plano. Sin
embargo, en el caso de nuestra ecuacion funcional (4.8), la caracteristica binaria es una
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solucion no continua pero acotada, por tanto, su grafo no es denso por todas partes en
el plano, lo que prueba que nuestra ecuacién funcional (4.8) es esencialmente diferente
a la de Cauchy.

Extenderemos el caso anterior definiendo la caracteristica-{2,3} de z, denotado por
[z]23, de la siguiente forma:

()5 = 0, sizx=0
T3 = (=)™, siz#£0, z = L
donde m y n son los exponentes de 2 y 3 respectivamente en las descomposiciones

factoriales de p o q.

Dado que p y ¢ no tienen divisores comunes, la caracteristica-{2, 3} esta bien definida,
observemos ademds que [z]s3 = [—x]23. A partir de esta definicién demostraremos el
siguiente lema:

Lema 4.10 Para cada racional x, la caracteristica-{2,3} satisface:
(i) [rl2s = [42]os
(Z’L) [21’]2?3 = [31’]2?3 = —[$]2’3.

Prueba. Consideraremos cuatro casos.

Caso 1: p tiene los factores primos 2 y 3 en su descomposicién (en cambio ¢ no los
tiene). En tal caso,

p 2m.3n.5Ps...
xrT = — =
q

5as ...

2m+2_3n.5p3... mi2in m-+n
= 4r = T = [4$]2,3 = (—1) = (_1) = [$]2,3.

Observemos que si suponemos que x esta expresado en forma irreducible entonces ps
0 g3 es 0. Ademas se tiene que

om+l  gn  5ps . .
2r = has = [2z]p5 = (1),

om  gntl  mps ...
3r =
5as ...

= [2z]y3 = [3x]a3 = —[x]2s-

= [3a]y = (—1)""

Caso 2: ¢ tiene los factores primos 2 y 3 en su descomposicién (en cambio p no los
tiene). En tal caso,

53 ...
om.3n .54 ...

3
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5P3 ...
om—2.3n .5¢ ...
Aunque m—2 fuese menor que 0, la potencia de 2 estaria en el numerador y llegariamos
a la misma conclusion.

— 4x =

= [da]os = (—1)" 72" = (=)™ = [2]23.

Ademas,
5P ... e
211 - 2m_1 . 3" . 5‘13 . = [21’]273 - <_1) ,
5P3 ... .
3x - 2m . 3”71 . 5(13 e = [3%]273 = (_1) )
—  [2z]o3 = [32]93 = —[z]23.

Al igual que antes, aunque m — 1 o n — 1 fuese menor que 0, llegariamos a la misma
conclusion.

Caso 3: p tiene potencias de 2 y ¢q potencias de 3. En tal caso,
p  2m.5Ps...

_ _ (_1\m+n
I_q_gn.f)%... = [alas = (-1) '
2m+2_5p3... m424n m-+n
— dr= " = [l = (<) = (<1 = [alag.
Ademas,
om+l  5p3 ., .. e,
SRIYCiattde (Pg% RCATIC
om 53 . .. a3ndr
= g Behe = (=0T
—  [22]p3 = [3x]23 = —[7]23.

Caso 4: p tiene potencias de 3 y ¢ potencias de 2. En tal caso,
D - 3” . 5p3 e

— — _ (_1\m+n
:L'—q—2m.5q3.” = [$]2’3_( 1> ’
3" .5P3 ... . n
= dr = = [y = (ST = (21 = [ahs.
Ademss,
— 3" -5k _ m—1+n
2r = om—1 . a3 ... = [21’]273 = (-1) ,
gntl . gps ... e
T i Bx]as = (—1)™ "
- [21’]2’3 == [31’]2,3 == —[.T]2’3.

A partir del lema anterior se deduce, obviamente, el siguiente resultado.
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Proposicion 4.11 La funcion
| [z]as, st x€Q
Rt = 0 150
es solucion de la ecuacion funcional f(x)+ f(2z) + f(3z) + f(4x) = 0.

Ademas el siguiente resultado proporciona soluciones mas generales

Teorema 4.12 Definimos la funcion ¥ : Q — R como V(x) = z[x]s3, siendo [z]a3
la caracteristica-{2,3} de x. Sea p : Q — R cualquier funcion verificando la propiedad
olx+y) =)+ ¢(y) (es decir, ¢ es cualquier solucion de la ecuacion funcional de
Cauchy). Entonces la funcion

Pl = { PO el
satisface la ecuacion funcional f(x)+ f(2z) + f(3x) + f(4x) = 0.
Prueba. Como consecuencia del lema anterior, si z € Q, se tiene que
F(x) + F(2x) + F(3x) + F(4x) = @(x[r]s3) +@(22[22]2.3) + 0 (32[37]2) + p(4x[42]s,3)

= p(z[r]a;3) +20(2[22]2,3) + 3p(x[32]23) + dp(x[4x]a3) = Dp(x[z]23) — dp(T[2]23) = 0.

Por otra parte, si x ¢ Q, entonces 2x, 3z, 4x ¢ Q, y por lo tanto a partir de la definicién
de F' se obtiene que
F(x)+ F(2z) 4+ F(3z) + F(4x) = 0.

O

Surgen asi, tomando esta misma idea, otras soluciones no continuas para los siguientes
casos de n par.

Por ejemplo, para n = 6, definimos

[0, six =0
[$]27375 - (_1)m1+m2+m3’ six ?é 07 r=2

q7

donde my, ms y mg son los exponentes de 2, 3 y 5 respectivamente en las descompo-
siciones factoriales de p o q.

De esta forma, y utilizando el mismo razonamiento que en el lema precedente lle-
gariamos a que

T , Sl x €

seria una solucién no continua para el caso n = 6.
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De la misma forma se comprueba que Fj35(x) también es una soluciéon para n = 8.

Ademés, definiendo en el mismo sentido [z]2357 se obtiene que

T , Sl x €
Fyzs7(7) = { [ 3273’5’7 G ord %

es una solucion para los casos n = 10 y n = 12.

También se llega a que

. cQ
F: xr) = [x]2,3,5,7,11, S? xT
285711 (7) { 0, siz ¢ Q,

es una solucién para n = 14.

De la misma forma,

T si x €
F2,3,577,11,13(3:) :{ [ ]2,3,5,7,11,13, Q

0, si zé¢Q,

es una solucién para n = 16.

Incluso para el caso n = 3 tomando como base esta misma idea podemos encontrar
soluciones no continuas. Definimos, andlogamente como hicimos con la caracteristica
binaria, la nocién de caracteristica ternaria de un ntmero real z, denotada por [z];:

~rch & siz=20
[z)s = (=)™, six#£0, z=2

q?
donde m es la potencia de 3 en la descomposicion factorial de p o gq.

Por ejemplo, en el caso de que p y ¢ no fuesen multiplos de 3, entonces m = 0.

Con esta definicion, el siguiente lema es de demostracion directa:

Lema 4.13 Para cualquier x € R se tiene que

22], = [z];, [Bx]; = —[z];.

A partir de este lema, obtenemos inmediatamente soluciones no continuas de f(x) +
f(2z) + f(3z) = 0 usando las soluciones de la ecuacién funcional de Cauchy:

Teorema 4.14 Sea ¢ una solucion arbitraria de la ecuacion funcional de Cauchy.
Entonces la funcion

Fyo(2) = @(x [2]3) (4.12)

es una solucion no continua de la ecuacion funcional f(x)+ f(2z) + f(3x) = 0.
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Una amplia clase de soluciones no continuas se obtiene de nuevo usando la nocién de
base de Hamel:

Teorema 4.15 Sea B = {z; : i € I} una base de Hamel de R sobre Q, ¢ una solucion
de la ecuacion funcional de Cauchy y h una funcion real arbitraria definida sobre B.
Entonces la funcion

Fyon(®) =Y ol [ai]s)h(x:) (4.13)

1€A
es una solucion no continua de la ecuacion funcional f(x)+ f(2z)+ f(3z) =0, donde

A es el subconjunto finito de I que expresa x como E q;x; de forma unica.
€A

Prueba. Escribiendo £ como combinacién lineal de los vectores de B podemos poner

U ] Z GiZs,

€A

y entonces

20 = Z 2q;x;, 3r = Z 3q;x;.

€A i€A

Aplicando ahora el teorema anterior, para cada ¢; € Q se tiene que
F?),cp(Qi) = F3,¢(2Qi) -+ F3,¢(3Qi) = 0 (414)
Por tanto, utilizando (4.12), (4.13) y (4.14) tenemos que

Fyon(x) + F3 01 (27) + F3,0(37) =

= Z Fy o (qi) () + Z Fs5,(2gi)h(z;) + Z F5,(3¢i)h(z;) =

icA icA icA
= " [Fyo(@) + Fsp(20:) + Fs0(3q:)] () = 0,
icA
y el teorema queda probado. 0

Quedan abiertos los siguientes problemas concernientes al caso general:

» ;Para cada n € N existe una funcién g, : I, — {1,2,...,n} verificando
gn(kz) # gn(lz) stk #1, con 1 < k, I <n?

= ;Siempre existe algtin tipo de caracteristica, como las mencionadas anteriormen-
te, que nos proporcionen una soluciéon para el caso par ?
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En las investigaciones llevadas a cabo dado un valor de n concreto se ha conseguido
obtener siempre una solucion y para algunos valores de n hasta incluso varias solucio-
nes. El problema radica en la generalizacién de estas soluciones ya que basicamente
todo desemboca, en esencia, en la distribucion de los niimeros primos en la serie de los
nimeros naturales. Por ejemplo, en esta tltima técnica (para el caso par) han habido
intentos de generalizacién utilizando la llamada conjetura de Bertrand (demostrada
por Chebyshev): “Dado n € N, siempre existe un primo entre n y 2n”, que no han
dado resultado, mientras que en el procedimiento anterior han habido intentos de de-
mostracion de la existencia de la funcion requerida utilizando técnicas geométricas que
tampoco han prosperado.
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Capitulo 5
Otras propiedades de G (z)

Antes de abordar este capitulo recordaremos la siguiente definicién:
Definicién 5.1 FEl orden de una funcién entera f(z) viene dado por:
A=inf{a>0:3r e RT tal que ¥z € C\ B(0,7) |f(2)| < e}

En [26] puede verse la demostracién de que G, (z) es una funcién entera de orden 1,
Vn > 2.

5.1. Indicador y tipo

Consideremos de nuevo la funcién entera G, (z) = 1+2*+---4n? (siendo n > 2). De-
bido a las buenas propiedades que presenta esta funcién, en esta seccion calcularemos
de forma directa su indicador y tipo:

Definicién 5.2 Sea f una funcion entera no constante de orden finito p, llamaremos
indicador de [ a la funcion real que viene dada por la siguiente formula:

hy(0) = limsup 7" In|f(re”)|, para cada 6 € R.

r—00

Como G, (z) es una funcién entera de orden 1 (p = 1), el indicador de G,, viene dado
por
6

, 1 .
hGn (6) = lim sup T’_l In |Gn<7’619)| = lim sup — In|l+ ore ¢ 44 nre
T

Teorema 5.1 Para todo n > 2 el indicador de G,, es

cosflnn, si 55 +2km <0 <5 +2km, keZ
0, en otro caso .

he,(0) = {
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Prueba. Analizaremos el limite en funcién del signo del cos .

Caso 1: cosf > 0. Para este caso podemos calcular el limite de la siguiente manera:

10

1 re’ 92 ret? n—1 ret?
— + | = +-o 1t +1
n n n

ya que en general se verifica que

Gn(z)=1+2Z+~~+nzznZ~<(%)Z+<%)Z+m+(n;1)2+1).

Ademas por otro lado se verifica la siguiente igualdad

6
n¢ | +1n

r—00

1
hg, (0) = limsup — lln
r

para cualquier £ > 0y z := x + iy. En particular

6
nre — nrcos@7
por tanto,
T,eiG
) In|n ) In nrcos@
lim sup = lim —— = cosfInn.
r—00 r LAmac r

Por otra parte, se tiene que

L rew— b rcos@—l—irsen@_ Lk rcosf % ir sen
n \n \n n )

Teniendo en cuenta que para k=1,2,...,n—1

k rcos 6
(—) — 0 cuando r — oo (ya que cos6 > 0),
n

0

re
y en consecuencia (—> también tiende a 0, entonces

n
i (3)" (&) () 4]
lim sup " = 0.

y se obtiene la férmula para cosf > 0.

Caso 2: cosf < 0. Para este caso teniendo en cuenta que

k:,reiﬁ _ kr cos O+irsen 6 — kr cos E’kiT‘ sen 6

I
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y ademds que para k = 2,3, ..., n se tiene que k"% — 0 (cos§ < 0) cuando r — oo,
entonces Y
ke — 0 parak=2,3,....n

En consecuencia,
he, (0) = H?l_,s(_}olp %ln 1+2¢ 4. 40| =0, siendo cosf < 0.
Caso 3: cosf = 0. Para este caso, senf = £1, es decir
re’ = r(cosf +isend) = =+ir.
Por tanto

1 . _
he, (0) =limsup —In |1+ 25" 4 + ™7
r

T—00

Teniendo en cuenta ahora que

14257 4+ 4n®" = 14 [cos (rIn2) £ isen (rIn2)]+- - -+[cos (rInn) & isen (rlnn)] =

n
= Z [cos (rInk) +isen (rlnk)],
k=1
podemos afirmar que su modulo esta acotado, y por tanto también su logaritmo, asi que

1 , .
lim sup —1n‘1+2i"+--~+ni”’ =0,
r

T—00

y consecuentemente
ha, (0) =0, siendo 0 € R tal que cos6@ = 0.
De esta forma el indicador de G,, viene dado efectivamente por

cosflnn, si cosf >0,
ha, (0) = { 0, si cosf < 0.

El siguiente paso en nuestro proceso es considerar el tipo de una funcién entera.

Definicién 5.3 Sea f una funcion entera no constante de orden p, llamaremos tipo
de f, y lo denotaremos por o, al numero real que viene dado por la siguiente formula:

o =limsup rP¢(r), donde o(r) =In* M;(r),

T—00

siendo,

Inz, siz>1
— + = ’ - ’
My(r) = maxy = [f(z)] y In"z= { 0, siz < 1.
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Para la funcién G,(z) se cumple que Vr > 0 Mg, (r) = max .-, |G,(2)| > 1 (basta
tomar z = r), y teniendo en cuenta que su orden es p = 1 su tipo viene dado por
In Mg, (1)

o =limsup —=.
r

T—00

Definicién 5.4 Llamaremos oo al nimero real definido por
o9 = inf {a >0: Ir €eR" tal que Vz € C\ B(0,r) |f(2)| < (e'z‘)a} :
Lema 5.2 El tipo de G,,(z) coincide con oy, es decir, 0 = 0.

Prueba. Probaremos en primer lugar que o > 05. Si 0 = 00 es trivial, asi que asumi-
remos o < 0.
Dado ¢ > 0, dr > 0 tal que

In Mg, (r)

<o+4+e¢ = InMg, (r) <r(c+e¢),
,

tomando exponenciales se tiene que
Mg, (r) < (7).
Por definicién de Mg, (1), si |z| = r entonces
Ga(z)] < ()7,
siendo,
o+e€ {a >0: IreR*Vz€ C\ B(0,r) con |G,(2)] < (e'z‘)a} :
Por tanto, oo < 0 + ¢. Para finalizar, como ¢ es arbitrario entonces oo < 0.

Reciprocamente veamos oo > 0. Asumiremos por tanto oy < 00.

Sea £ > 0y |z| suficientemente grande tal que

max|—, |Gn(2)] < ()77

)
tomando logaritmos se tiene que

In Mg, (r)

In Mg, (r) < (02 +e)r =
.

S (o) + g,
por tanto o, + € > 0, y de nuevo como ¢ es arbitrario tenemos que oy > 0.

En consecuencia
09 = O.
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Teorema 5.3 El tipo de G,,(z) es lnn.

Prueba. Utilizaremos el lema precedente. Por una parte sabemos que
IG(2)|=14+2°+- - +n*| <1T4+|2°|+- -+ 0| <1+2"+---+n", siendo r = |z|.
Por otra parte, tomando o > Inn, se tiene que

r\ & ar—rlnn
lim () = lim G )

PRI R O ) et (5 T

asi que
|Gn(2)| < (e'z‘)a Va >Inn y |z| = r suficientemente grande.

Por otro lado veamos que si a < Inn entonces la siguiente desigualdad es falsa para
|z| suficientemente grande:

1Gl(2)] < ().

En efecto, tomando z = x > 0, entonces

lim |G”(2’2| — 1im 14+274+ ... 4+n” _
Z=T—00 (6'2‘) il b o
= lim (”> + (n)e(;:_xln":( n ) + e
Por tanto,
o =Inn.

O

A la vista del tipo y del indicador resultantes, relativos a la funcién G, (z), se pueden
establecer las siguientes propiedades:

1.- El valor maximal de la funcién indicador de G, (z) coincide con el del tipo. (Este
hecho es evidente, tomando en la funcién indicador como argumento 6, un multiplo de
2m).

2.- kh’m |G®)(0)[V* coincide con el tipo.

En efecto, se puede comprobar facilmente que G%k)(O) viene dado por (In2)% + ... +
(Inn)*, y por tanto

Sl

kh’m (ln2)k+---+(lnn)k‘ =

1] (n2\" -1\ ]*
ttm [nn)]* | (B2) oy (DY
f—00 Inn Inn

= Inn.
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3.- El indicador es una funcién 27 —peridédica p-convexa, siendo p el orden de la funciéon
Gn(z), o sea p=1.

Es evidente a raiz de la funcién indicador resultante que ésta es 2w —periddica. Anali-
zaremos la p—convexidad:

Definicién 5.5 Diremos que la funcion hg, (funcion 2m-periddica) es p-convexa si
VO € [01,05] C [0,27] se tiene que

h(0) sen p(Oy — 01) < h(6y)sen p(f2 — 0) + h(6s) sen p(6 — 6y).

Consideremos 6;, 05 € R tales que [0, 0] C [0,27], comprobaremos que se cumple la
definicion para los distintos casos que se pueden dar con #; < 6 < 6,.

Caso 1: 64,60, € [O, g} (por tanto ¢ € [0, 7]).
Para este caso, hg, (0;) =Inncosf;, i =1,2,y hg,(0) =Inncosf, por tanto
he, (0) sen p(02 — 01) < hg, (01) sen p(0y — 0) + he, (62) sen p(0 — 6,) <=

Inncosfsen (fy — 0;) < lnncosbsen (02 —0) + Inncosbysen (6 — 6,) <—
cos f[sen O, cos 01 — sen 6 cos O] < cos 01 [sen Oy cos O — sen O cos O]+
+ cos Oy [sen 6 cos 0y — sen 6y cos b],

y queda probado el resultado ya que todos los términos que aparecen en la ultima
desigualdad se cancelan.

Caso 2: 0, € [O, g], 0y € [g, 37]

Subcaso 2.1: 0 € [0, 7] (bajo estas condiciones, hg, (f2) = 0, hg, (61) = Inncos b,
he, (0) =Inncosf).

Para este caso llegamos a la siguiente cadena de equivalencias:
he, (0)sen p(0y — 61) < hg,, (01)sen p(6; — 0) + hg, (62) sen p(6 — 6,) <~

Inncosfsen (fy — 6;) < Inncosbsen (0 — 0) <
cos f[sen 6, cos 0y — sen 6 cos 03] < cos by [sen 05 cos  — sen 0 cos O] <=
—cosfsently > —cosfisenf, ya que cosfy <0,

y como esta tultima desigualdad es equivalente a

sen (0 — 601) > 0,
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que naturalmente es cierta, entonces queda probado el resultado.

Subcaso 2.2: § € [Z, 27| (bajo estas condiciones, he,(61) = Inncosby, he, (02) =0,
he, () = 0).

Para este caso se tiene que
hg, (0)sen p(fy — 01) < hg, (01) sen p(6 — 6) + hg, (02) sen p(6 — ;) <~

0 < Inncos# sen (0y — 0),

y teniendo en cuenta que todos los términos que intervienen en la ultima desigualdad
son positivos, la desigualdad es cierta.

Caso 3: 0, € [0, g], 0y € [%,QW].

Subcaso 3.1: 6 € [0,5] U [37,27] (bajo estas condiciones, he,(6;) = Inncos6;,

i=1,2, hg,(0) =Inncosf). La desigualdad es andloga a la del caso 1.

Subcaso 3.2: 6 € [Z,27] (bajo estas condiciones, he,(6;) = Inncos6;, i = 1,2,
he,(0) =0).

La cadena de desigualdades que obtenemos ahora es la siguiente:
he, (0) sen p(62 — 61) < hg, (01) sen p(6s — 0) + he, (02) sen p(6 — 0,) <=

0 < cos @y sen (03 — 0) + cos by sen (0 — 6,) <~
0 < cos by [sen Oy cos @ — sen 0 cos O3] + cos O3 [sen O cos 6 — sen 0y cos 0] <=
0 < cos B sen by cosf — sen By cos Oy cos ) <—
0 >sen (0 —61) ya que cosf <0,

teniendo en cuenta que m < (A — 61) < 27, la desigualdad inicial es cierta.

Caso 4: 01,0, € [% 7”} (por tanto 0 € [%, 37”})

En este caso, hg, (0;) = 0 parai = 1,2,y hg, (#) = 0, por tanto se cumple la definicién
trivialmente.

Caso 5: 0 € [% 7”} 0y € [37”,27@.

Subcaso 5.1: 6 € [Z,37] (bajo estas condiciones, hg,(f2) = Inncosb;, hg,(6h) =
he.,(0) = 0).

En este caso,

he, (0) sen p(62 — 61) < hg, (61) sen p(6 — 0) + he, (02) sen p(6 — 0,) <=
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0 <Inncosfysen (6 — 6y),

y teniendo en cuenta que todos los términos que aparecen son positivos, la desigualdad
es cierta.

Subcaso 5.2: § € [2F,27] (bajo estas condiciones, hg, (f) = Inncos, he,(6:) =
Inncosby, hg, (01) =0).

Para este caso se tiene que
he, (0)sen p(02 — 01) < hg, (01) sen p(6 — 0) + he, (02) sen p(0 — 6,) <~

cos @ sen (03 — 01) < cosbysen (60 — 6y).

Desarrollando esta ultima desigualdad, teniendo en cuenta que cos#; < 0, se comprue-
ba su equivalencia con sen (6 — 0) > 0, y por tanto la desigualdad es cierta.

Caso 6: 01,6, € [2,27] (por tanto 6 € [2,27]) (bajo estas condiciones, hg, (6;) =

Inncos;, i =1,2, hg,(0) =Inncosf). La desigualdad es andloga a la del caso 1.
5.2. Mas propiedades

Estudiaremos ahora otro tipo de propiedades de la funcién G, (z):

1. En primer lugar demostraremos que G,(z) es una funcion de tipo exponencial
Vn > 2.

Definicién 5.6 Una funcion entera no constante f es de tipo exponencial si
3 A>0, a>0 tales que

1f(2)] < Ae?l vz e C.
En nuestro caso ya sabemos que
Ga(2)] < 14271 4ol = 1 4 ellm2 oy elelim,
teniendo en cuenta que la funciéon exponencial es creciente, se tiene que

Gn(2) < nel™n vz e CVn>1,

por tanto, para A := n y a := Inn se tiene que G,(z) es una funcién de tipo
exponencial.
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2. Por otra parte, G,(2) es una funcion de crecimiento completamente regular.

Definicién 5.7 Sea m la medida de Lebesque en (0,+00) y E un subconjunto
medible, entonces decimos que E es un conjunto de medida relativa cero (también
se llama E°-conjunto) si:

lim »'m[E N (0,7)] = 0.

r—00

Definicién 5.8 Una funcion entera de orden p > 0, y tipo o > 0 es llamada una
funcién de crecimiento completamente regular sobre el rayo Arg(z) =6, (0 € R)
st el siguente limaite

h¢(f) = lim r"1In ‘f(rei9)| (%)

r—00

existe cuando r € [0,00) \ E, para algin E°—conjunto E.

Si en (%) la convergencia al limite cuando r ¢ E es uniforme en la variable 6 y
E es independiente de 6, diremos que f es una funcion de crecimiento comple-
tamente regular.

Se puede comprobar facilmente que G, (z) verifica la definicién de crecimiento
completamente regular ya que teniendo en cuenta el proceso realizado en el
calculo de la funcién indicador y tomando como conjunto £ de medida relativa
cero cualquier conjunto acotado medible, entonces claramente E es independiente
de 6 y la convergencia es uniforme en el calculo de dicho limite, siendo hg, ()
una funcién periddica.

3. Dadon € N, Gp(z) = 14+ 2%+ --- + n” es solucion de la siguiente ecuacion
diferencial homogénea:

y(n) + bly(n—l) +... 4+ by =0,

donde by,b,,...,b, son los coeficientes reales que hacen que la ecuacién z" +
biz" 14 +by_12+b, = 0 tenga como raices a los valores: {ln1,In2,...,Inn}.

Naturalmente, los coeficientes by, bs, ..., b, son calculados al identificar los coe-
ficientes en la siguiente igualdad:

n

Vb2 4 4 b, 2+ b, = H(z —Ink),
k=1

en particular b, = 0.
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En efecto, G,,(x) es solucién de la ecuacion diferencial planteada ya que:

G (z) = (In2)2"+---+ (Inn)n”

G'(z) = (In2)*2"+---+ (Inn)*n",

GM(z) = (In2)"2% +---+ (Inn)"n"
por tanto,
G™ 4+ 5,GI ) 4+ b,G =
[(In2)" 4+ b;(In2)" ' + -+ b, (In2)] 2% + - - - +
+-o 4 [(Inn)" 4+ by(Inn)" " + -+ b,_1(Inn)] n* = 0.
4. Determinaremos ahora el desarrollo en serie de G,(z) centrado en 0, es decir

9= g
k!
k=
A partir de la definicién de G,,(z) ya sabemos que G,(0) = n. Por otra parte,

G (z2) = 2°In2+---+n’lnn,
G'(z) = 2°(In2)*+---+n*(Inn)?

GM(z) = 2*(In2)™ +--- +n*(lnn)™,

por tanto,

G, (0) = In2+---+1Inn=1Innl
G'0) = (In2)?+---+ (Inn)?

G (0) = (In2)™+---+ (Inn)™,

obteniendo asi el siguiente desarrollo en serie:

Inn!  (In2)?2+---+ (Inn)? In2)"+---+ (Inn)™
Gn(z) = n+ nln z—l—(n S+ 2'+(nn) z2+...+(n ) —|—m|+(nn) 2"+

Por tanto, los coeficientes a; del desarrollo en serie vienen dados por

apg = N,
ar = (In2)* +...+ (Inn)*, para k > 1,
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5. Una vez calculado este desarrollo en serie de la funcién G, (z), su transformada
de Borel viene definida por la siguiente férmula:

o0
ag . . . .
B,(z) = g —o7 siendo ai los coeficientes del desarrollo en serie anterior.
z
k=0

Se puede conocer el disco mas pequeno centrado en z = 0 fuera del cual la serie
que define B, (z) converge absolutamente y uniformemente sobre los compactos
y por tanto define una funcién analitica. Para ello, aplicaremos los siguientes
resultados:

Lema 5.4 Sea B, (z) = Z

k=0
entonces st converge para algun zy € C también converge absolutamente en todo

punto que verifique |z| > |zo|, y uniformemente en todo compacto de {z € C :

Zil la transformada de Borel de la funcion G,(z),
2

2] > |20}
Prueba. Sea r := |z, para |z/| > r se tiene
Z (07 <ZQ)”+1 1
N\n+1 § : n / n+1
n>0 (Z) n>0 ¢ 20
C b Yoo <M, ¥n >
omo sabemos que 57 converge, entonces |——=| < M, Vn > 0 y para
0 <0
n>0
, ) a
algin M > 0, ya que lim nil = 0. Por tanto,
a 20 n+1 20
g 7n§M§ — :Mg "M <00, con0<s:=|=|<1.
(Z')n+1 o o
n>0 n>0 n>0

Hemos demostrado entonces que Z converge absolutamente en todo punto

n>0

Qn
on+l
z € C tal que |z| > .

Por otra parte, dado K un conjunto compacto de {z € C : |z| > r} el proceso
realizado anteriormente sigue siendo valido Vz" € K, y por el criterio M de
Weirstrass la serie converge uniformemente en K. 0]

(e.¢]
a
Teorema 5.5 Sea B,(z) = Z k—k—H la transformada de Borel de la funcion
z
k=0
Gn(z), entonces B, (z) converge absolutamente si |z| > v y uniformemente en
los compactos de {z € C: |z| > v}, y diverge si |z| < siendo

v = limsup |a,|"/".

n—oo
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Prueba. Sea z € C tal que |z| > ~, entonces veamos que Z ‘ T | < 0o
k>0
En efecto, este hecho es cierto ya que
an |Vn jan" oy
lim su =limsup ———— = — < 1,
nﬂoop P nﬂoop |z|(nD)/n |2]

por tanto, por el criterio de la raiz, la serie Z ’
k>0
la serie converge uniformemente sobre los compactos de {z € C : |z] > ~}.

1| < ooy por el lema anterior

Sea ahora z € C tal que |z| < 7, si

n>0
rior la serie serfa absolutamente convergente en todo punto de {z € C : |z| > s},
siendo s := |z| (s < 7).

ap
gy fuera convergente, por el lema ante-

Elegimos ahora 2’ perteneciente al conjunto {z € C: |z| > s} y verificando al

mismo tiempo |z’| < . Observemos que E < 00, pero como se tiene

W

n>0
que
- 1/n ~
lim sup s =—>1,
o | (/)71 |2/]
por el criterio de la raiz, la (TH diverge, obteniendo asi una con-
tradiccion. O

Comprobaremos, a partir del teorema anterior, que el radio del disco centrado
en z = 0 fuera del cual B,(z) es analitica coincide con el tipo de la funcién

Gn(2) (c =Inn):

Teorema 5.6 Sea B,(z) la transformada de Borel de G,,(2) yy = Inn, entonces
si |z| > v la serie converge, y si |z| < v la serie diverge.

o

: a
Prueba. Siendo B,(z) = Zk—il’ conag =n,y ap = (In2)k+-..+(Inn)* para
k=0
Qn
k > 1, calcularemos . Para ello, tendremos en cuenta que si existe 1im s ,
n—oo a,n
entonces existe lim |a,|”™ y coinciden. Calcularemos por tanto el siguiente limi-
te:
. |ars . (In2)F 4. 4 (Inn)k*H
lim = lim =
k—oo |y, k—oo  (In2)F + .-+ + (Inn)*
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k+1
() (o)
—© (In2 1 In (n—1) 1 1
(F) m+ +< Inn ) lnn+m
1
= I = lnn
En consecuencia, v =1Inn = o. U

6. A continuacién relacionaremos las funciones G,(z) y su transformada de Bo-
rel B,(z) mediante un par de igualdades. En primer lugar veamos la siguiente
definicién:

Definicién 5.9 Definiremos el diagrama conjugado de una funcion entera
f(2) como el menor compacto y convexo de C fuera del cual su transformada de
Borel admite prolongacion analitica.

Teorema 5.7 Sea G, (z) = 142+ --+n* (funcion entera, de tipo exponencial),
y sea B,(z) su transformada de Borel, entonces se tiene la siguiente igualdad:

1
Gn(z) = —/Feszn(w)dw, Vz e C,

271

donde T" es un arco positivamente orientado rectificable de Jordan encerrando el
diagrama conjugado de G,(z).

Prueba. Tomaremos en primer lugar I' = {z € C : |z| = 7}, siendo 7 > Inn. De
esta forma aseguramos que I" encierre el diagrama conjugado de G, (z).

n = (n2)f4 .-+ (Inn)*
Sabemos que B, (w) = o + ; s , por tanto como la conver-

gencia es uniforme en I'; se tiene que

n2)% + -+ (Inn)*
[ o= [t 3 [ B2y,
. LW  J; whtl
N AT (5'1)

o zwn k k €
—/Fe Edw—i—Z[(an) —|—-~—|—(lnn)}/rwk+l dw

k>1

Calcularemos la integral / k—Hdw, para ello aplicaremos la formula de Cauchy
rw

para las derivadas:

zZwWw 2 ;
/ €k+1 dw = % ®)(0), siendo f(w) = e*.
W !
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Calculando las derivadas de la funcién f(w) se tiene que

fl(w) = ze*, f'(w) =22, ..., fB(w) = Fe® = fB(0) = 2~

Por tanto, a partir de (5.1), se tiene que
2w,

/Feszn(w)dw = (2mi)n + Z [(In2)* + -+ (Inn)*] P

k>0

es decir, hemos obtenido el desarrollo en serie de la funcién G, (z), y por tanto

L[ B (w)dw = G (2).

21 Jp

Sea T" un arco cualquiera positivamente orientado rectificable de Jordan en-
cerrando el diagrama conjugado de G, (z), entonces debido a que I' y I’ son
homologos, las integrales coinciden y la igualdad es valida para cualquier I
cumpliendo estas condiciones (Teorema general de Cauchy). O

Para demostrar la igualdad que abordaremos a continuacion sera necesario con-
siderar el siguiente conjunto:

Definicién 5.10 Sea o un numero real, entonces para A > o y para cada 6§ € R
denotamos

1(0; A) = {z € C : Re(ze) > A}.

Teorema 5.8 Sea G, (z2) = 142°+---+n* (funcion entera, de tipo exponencial),
y sea By(z) su transformada de Borel, entonces se tiene la siguiente igualdad:

B,(z) = / e *Gp(w)dw, Vzell(0;A), con Argw =60 y A > o,
0

siendo o el tipo de G, (z), es decir, o0 = lnn.

Prueba. Como Arg(w) = 6, considerando el camino v(t) = te? se tiene
/ e G (w)dw = / e G, (te™) e dt.
0 0

Teniendo en cuenta que




5.2 Mds propiedades 59

y que la convergencia es uniforme se tiene que

/ efztew Gn (tew)eiedt _
0

N 2 4+ (Inn)t , . o
_ nez@/ e—zte gdt + Z ( n ) + + ( nn) (619)k+1 / e—zte etkdt
0 0

k!
k>1

Para finalizar, calcularemos la integral / e~ ¢k gt para cada k > 0. Se puede
0

comprobar facilmente que / e~ %t toma la expresion

tk it ktk—1 it k(k — 1)tk_2 it k! it
— — e “ e e — .

T 0N\ 2 s o ionk+1
zeit (z¢i) (zeif) (zeze)kﬂ
Si hacemos primero ¢t — oo se puede comprobar que cada término de esta ultima
expresion tiende a 0. Este hecho es cierto ya que en primer lugar se tiene que

_otei® .
e " — 0 como consecuencia de que

e—ztew ¥ e—tRe(zeie) . e—itIm(zew)
y por otra parte, si z € I1(f; A), entonces — Re(ze™) < —A, siendo A > Inn > 0.
Consecuentemente, e *®¢") _ ( v por tanto e =" — 0.

—ztet?

En consecuencia, cada término de la forma t*77 . e — (0 para cada j € N

tal que 0 < 7 < k.

Ahora, sustituyendo ¢ por 0 podemos observar que todos los términos se anulan
|

salvo el iltimo que resulta Wi

En conclusion, se obtiene que para cada k > 0

e 7Zt€i9 k o k:'
et
y por tanto
) 0 k k
 teif o\ 0, e (In2)F 4+ (Inn)* 5 k1 kKo
/0 e Gn(te )6 dt = il + E Il (6 ) . W =

k>1

n (In2)k 4+ - + (Inn)*
=57 Z Skl )
k>1
hemos obtenido pues el desarrollo en serie de la funcién B,(z), y como z €
I1(6; A), entonces |z| = |z¢”| > Re (2¢) > Inn, y la igualdad es vélida. O
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Capitulo 6
El diagrama conjugado

En esta seccién se obtendra de forma rigurosa el diagrama conjugado de la funcién
Gn(z) (véase la definicién 5.9). En primer lugar se trabajard con una funcién auxi-
liar, que surge a partir de la funcién indicador, de la que se obtendréan una serie de
propiedades, la mayoria de las cuales nos serviran para poder relacionar el diagrama
conjugado con la propia funcion.

Recordemos que la funcién indicador de G, (z) venia dada por

cosflnn, si == +4+2kn <0<+ 2km, keZ
_ ’ 2 2 ,
ha, (6) = { 0, en otro caso.

A continuacién definiremos la siguiente funcién 7,, : C — [0, co) a partir de la funcién
indicador:

T, (2) = r°hg, (), siendo z = re’ € C y p el orden de G,,(2).

En nuestro caso ya sabemos que p = 1.
Veamos entonces las importantes propiedades que presenta la funcion T,,(2).

Definicién 6.1 Una funcion f : C — [0,00) se dice sublineal si cumple las si-
guientes propiedades:

a) f(Az) = Af(z), YA >0, z € C,
b) f(z1+ 22) < f(21) + f(22), V21,20 € C,
c) f(0)=0.
Teorema 6.1 T,(z) es una funcién sublineal.
Prueba. Veamos que T),(z) cumple las tres propiedades requeridas.

» La propiedad c) es inmediata ya que 7,,(0) = 0 - hg,, (0) = 0.
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» Veamos que se cumple a):

T,(\2) = (X -7)he, (0) = AT, (2), VA >0, z=re?,

va que Az = Are? y |\z| = M.

» Veamos la propiedad b) : T, (21 + 29) < T,(21) + T (22) V21,22 € C.

Sea 21 1= 1€ 25 1= 1r9e??; y sea 2z := 21+ 29, con 1 := |z|, 6 := Arg(z). Cuando
0, = 05 es trivial luego consideremos sin pérdida de generalidad 6; < 65, entonces
0 € (01,6,).

0

Como z = re® Vv 2 = 21 + 29, entonces re”’ = ren 4 7"26@92, por lo tanto:

rcost = rycosb; + rycos by (6.1)
rsenf = rysenf; + rysenf,. '
Veamos en primer lugar que se cumple la siguiente relacion:
rsen (0 — 6) = rysen (0 — 61), (6.2)

En efecto,
rsen (0 — 01) = r[sen 6 cos 6y — sen 6 cos b,

y por otra parte,

rosen (O — 01) = ra[sen By cos ) — sen 6y cos 0s].

Por lo tanto, (6.2) es cierto si y solo si:
r[sen § cos 01 — sen 61 cos 0] = ry[sen Oy cos ; — sen 6y cos by] <
(rsen@)cos ) — sen b (rcosf) = rysen by cos b — rysen by cos ;.

Utilizando ahora las igualdades dadas por (6.1) se concluye la prueba de (6.2).

De la misma forma se prueba la siguiente relacion:

rsen (fy —6) = rysen (0y — 6y). (6.3)

Por otra parte tenemos probado que hg, (0) es p—convexa, es decir, V0 € [0y, 6,] C
[0, 27] se tiene que

ha, (0)sen p(fy — 01) < hg, (61)sen p(6 — 0) + he, (02) sen p(0 — 61).
Para p =1 la desigualdad anterior es equivalente a:

T, T, T,
n(2) sen (0 — 6;) < n(1) sen (A — 0) +
r ! 9
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Utilizando las igualdades dadas por (6.2) y (6.3), y sustituyendo, se tiene que

T, T, T,

5z) sen (6 — 01) < nl2) sen (fy — 61) + Tn(z)r2 sen (6 — 61)
r reor ry T

= —T"£Z> sen (6 — 01) < THE’ZI) sen (0 — 6q) + an(er) sen (6o — 0,).

Teniendo en cuenta que r > 0 y sen (6 — #1) > 0 se concluye que

T.(2) < Th(z1) 4 Th(z2).
O

Como consecuencia de este tltimo teorema, la funcién 7),(z) cumple trivialmente la
definicion de convexidad, es decir:

T.((1 = XN)z1 + Az2) < (1= NTo(21) + ATn(22), VA € (0,1).
Por lo tanto, podemos formular el siguiente corolario:
Corolario 6.2 T,(z) es una funcion convera.
Prueba. Basta aplicar el teorema anterior:
To((T=XNz1+ Az) < T,((1 = N)zp) + Ta(A2e) = (1 = N)T(21) + AT (22) YA € (0,1).
OJ
La segunda propiedad que se analizara es la propiedad de funcién subarmonica:

Definicién 6.2 Se dice que una funcion continua u : C — R es subarmonica si
se cumple que

1 2m )
u(z) < —/ u(z +re?) do vz e C, r>0.
2m Jo

Teorema 6.3 T,,(z) es subarmoénica.

Prueba. En primer lugar obsérvese que

1 2 ) 1 T ] 2 )
T, (z +re?) db [/ T, (z +re) do + / T, (2 +re'?) d@] =
0

o = o i
2l
2m | Jo

T (z +re) do + / T(z + re’®tm) de} =

0
/ To(z +re®) df +/ T, (z —re') d@} =
0 0

21



64 El diagrama conjugado

de.

/7T To(z 4+ 1e?) + T, (2 — re?)
0

1
s 2

Teniendo en cuenta que T,(z) es convexa, podemos afirmar que

1 - 1 - 1 . 1 .
T.(z) =T, <—(z + re) + 5(2 - rew)> < §Tn(z +re) + §Tn(z —re'?),

2
por tanto
1 [T, ) + T(z —re® 1 ["
_/ (Z‘I'Te )+ (Z re >d02—/ Tn(z)dﬁzTn(z),
T Jo 2 T Jo
con lo que T),(z) cumple la definicién de funcién subarménica. i

A continuacion, consideraremos el concepto de funcion soporte de un conjunto dado:

Definicién 6.3 La funcion soporte de un conjunto M C R"™ es la funcion dada por:

hy(u) =sup{<u,z > xz€ M}, ueR"

n
siendo < u,x >:= Zuimi, con u:= (U,...,Uy), T:=(T1,...,Tp).

i=1

El siguiente teorema [15], corolario del teorema de Hahn-Banach, nos serd de gran
utilidad para encontrar la relacién de la funcién T,,(z) como funcién soporte de un
cierto conjunto, al que llamaremos diagrama indicador, que estara relacionado con el
diagrama conjugado:

Teorema 6.4 Sea K un conjunto convero compacto en R", y sea h una funcion su-
blineal en R™. Definimos T(h) = {x € R" : < u,x >< h(u) Yu € R"}. Entonces h
coincide con la funcion soporte hyx de K si y sélo si K =T(h).

En nuestro caso aparece el siguiente resultado:

Teorema 6.5 T,(z) es la funcion soporte del diagrama indicador definido por el
conjunto
I := {q € C: Re(qe™™) < hg, (0) VO € R},

donde hg, (0) es la funcion indicador.
Prueba. Sabemos que T},(z) es una funcion sublineal, por lo tanto aplicando el teorema
6.4, T,,(z) es la funcién soporte del conjunto I, si, y sélo si, el conjunto I, coincide con

el conjunto
T(T,) ={¢qeC: < zqg><T,(z) V2 € C}

definido en dicho teorema.
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Ademds, si z € C, entonces existe 7 > 0y 6 € R tales que z = re?, y siendo
q = q1 +1qe, con qi, g2 € R, se tiene que

<z g >=<ré? g>=r<eée? g>=r< (cosB,senb), (q1,q2) >

= 1[g1 cos + g2 sen b].

Por otra parte,

Re(ge ") = Re[g(cos 0 — isen )] = Re[(g; + igo)(cos 6 — isen )] = q; cos 6 + go sen 6.

En consecuencia, siendo T,,(z) = rhg, (0), se obtiene que
{qeC:<z2,g><T,(2)V2€C}={qeC: Re(ge ™) < hg, (0) V0 € R}

y el teorema queda probado. O

El conjunto I, estd relacionado con el diagrama conjugado de G, (z). El siguiente paso
es calcular precisamente el diagrama conjugado de G,,(2):

Teorema 6.6 El diagrama conjugado de G, (z) coincide con el conjunto
{p € C: Re(pe”) < hg, () Y0 € R} = [0,Inn] x {0}.

Prueba. Sabemos por el teorema de Polya, [15], que el diagrama conjugado de una
funcion de orden p = 1 viene dado por

KI{ZGCI EE[}L}.
Veamos que {z € C: z€ I,} = {p € C: Re(pe?) < hg, (0) V0 € R}.

En efecto, si 2 € {z € C: z € I} se tiene que Re(ze ™) < hg, (0) VO € R ya

que si z := z + iy, entonces Re(Ze ) = Re((z — iy)e ™) = xcosf — ysend, y como
Re(ze?) = x cosf — ysen 0, se tiene que

z€{peC: Re(pe”?) < hg,(0) V0 € R}.
La inclusién contraria es analoga, por tanto queda demostrada la igualdad.

Veamos ahora que
{p € C: Re(pe?) < hg, () V0 € R} = [0,Inn] x {0}.

En efecto, pues si p := (p1, p2) pertenece al conjunto de la izquierda deberia cumplirse
que
p1cosf —pysenf <0, paratodo § € {0; € R: cosb; <0},

es decir,
prcost < pysend, VO € R satisfaciendo cosf < 0.
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Si p1,p2 # 0 esto no se puede cumplir ya que cosf se puede hacer arbitrariamente
pequeno y sen @ puede ser positivo o negativo, por lo tanto el término de la derecha de
la desigualdad se podria hacer tan grande como se quisiera para todo p € C, py, ps # 0.

El caso p1 = 0,ps # 0 también queda descartado pues sen € puede ser positivo o ne-
gativo en este rango de valores de #, y la desigualdad tampoco seria cierta en tal rango.

Finalmente, consideremos el caso p, = 0. En tal caso, la desigualdad toma la siguiente
forma:

prcos <0, para @ cumpliendo cosf < 0,
por tanto, tomando p; > 0, la desigualdad es cierta para este rango de valores de 6.

Por otra parte, considerando ahora 6 cumpliendo cosf > 0 la desigualdad a analizar
toma la siguiente forma:

prcosf —pasen < Inncosf <= p;cosf < Inncosb.

En consecuencia, tomando p; < Inn la desigualdad también se verifica para cualquier
0 en este rango.

Queda probado, consecuentemente, que el diagrama conjugado de G, (z) viene dado
por
K =[0,Inn] x {0}.

O
De hecho, el resultado precedente presenta una alternativa de demostracion utilizando
la siguiente extension analitica de la transformada de Borel de la funcién G, (z):
Teorema 6.7 La transformada de Borel de G,(z) viene dada por:
n

1
Zz—lnk:'

k=1

Prueba. Como se comprobé anteriormente, la transformada de Borel de la funcién
Gn(z) viene dada por la siguiente serie para |z| > lnn:

ay
Zhriv 0D G0 =1, ap = (In2)* 4+ --- 4 (Inn)*, k> 1.
k>0
Por otra parte, para cualquier m € {2,3,...,n}:

1 1 1 1 Inm\ "
z—]nm:;(l_lnm)zgz<7> , ya que
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por lo tanto,

n

Z 1 B 1 n 1 n n 1 B
2—Ink 2z—1Inl 2z—1n2 z—1Inn

k=1
1 1 m2\* 1 n2\" 1 Inn\"
X (F) () (P -
k>0 k>0 k>0
n In2)% 4.+ (Inn)*
=51 Z 2 k41 ) ’
z z
k>1

y, consecuentemente, queda demostrado el resultado. 0]
Hemos llegado a que los puntos In1,In 2, ..., Inn son puntos singulares de la transfor-

mada de Borel extendida, asi que el conjunto compacto convexo mas pequeno fuera
del cual la transformada de Borel B,,(z) admite prolongacién analitica es [0, Inn] x {0}
como ya habiamos demostrado anteriormente.
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Capitulo 7

Ecuaciones diferenciales
relacionadas con la ecuacion
funcional

flx)+ f2z)+ -+ f(nx) =0

En este capitulo trabajaremos con ecuaciones de Euler, en concreto relacionaremos
las soluciones de nuestra ecuacién funcional f(z) + f(2z) + -+ + f(nz) = 0 con las
soluciones de una determinada coleccién de ecuaciones diferenciales de Euler.
Recordamos que se llama ecuacién de Euler la que tiene la forma:

n, (n) 1

2"y ™ 4 ay "ty a2y gy = g(x),

donde ay, as, ... a, son numeros reales y g(z) es una funcién real continua.

7.1. Primeras ecuaciones

En primer lugar comenzaremos tratando el caso n = 2:

Teorema 7.1 Las soluciones de la ecuacion diferencial de Fuler
22y +xy + XNy =0, AeR (7.1)

2n+1)m

satisfacen la ecuacion funcional f(x) 4+ f(22) =0, >0 si A = o
n

Prueba. Para obtener las soluciones de (7.1) realizaremos el cambio de variable x =
e' (t =Inx), de tal forma que

, dy dy dt dy 1 dy

R TR P TR T

,  dy Py 1 dy 1 _ (d2y dy) o2

T de? T dr e dt
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Sustituyendo ahora en (7.1)

>y 1 dy 1 dy 1 d*y
224 - 2~ t7d — 2, N 2,
‘ <dt2 et dt e +edtet+>‘y 0 dt2+>‘y 0

por tanto, la ecuacién caracteristica de esta ecuacién homogénea es
2+ X2 =0,
cuyas soluciones son r = +Ai, de aqui que la soluciéon general sea
y(t) = (Acos A\t + Bsen At).
Finalmente, deshaciendo el cambio de variable, las soluciones de (7.1) son de la forma

y(x) = Acos(AIn(z)) + Bsen(Aln(x)).
Sea ahora A = (2n + 1)&, entonces se tiene que

y(z) +y(2z) =

2 1 2 1
= A |cos (2n + )Wlnx + cos (2n + )Wln2x +
| In2 In2
+B |sen Mlnx + sen Mln 20 )| =
In2 In2
/(2 1 2 1)l
i In2 In2
2 1 2 1)l
B Crt Dy 2) fsen (@4 1yr 4 2R DTN
i In2 In2
el (2n+ 1w (2n+1)rlnz
=A _cos ) Inz | + (—1)cos o o +
2 1 2 Dl
+DB |sen (2n+ m >7Tlnx + 04 (—1)sen @ntDrinzy | _
In2 In2
=0,
por tanto, las soluciones de (7.1) con A = (2n + 1)%, es decir,
n
B 2n+ 1w 2n+ 1)m
y(x) = Acos ( 2 Inz ) + Bsen 5 Inz
satisfacen la ecuacién funcional f(z)+ f(2x) = 0. O
Acabamos de ver que toda solucién de (7.1) es solucién de f(z) + f(2z) = 0 con
A= (2n + 1)i. Este resultado se pueden generalizar introduciendo la siguiente

ecuacion diferencial:
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Teorema 7.2 Las soluciones de la ecuacion diferencial
2y + (1= Nay + N+ %)y =0, L peR, u#0 (7.2)

satisfacen la ecuacion funcional f(x)+ f(2x)+---+ f(nz) =0, 2 >0, n > 2 si A+ i
es un cero de Gp(z) =14 2% + - - +n?. Ademds solo para n = 2 se tiene que A = 0.

Prueba. Para obtener las soluciones de (7.2) realizaremos como antes el cambio de
variable x = €' (t = Inxz), de tal forma que

,_dy _dy dt _dy 1 _dy

V=0 "t de dt z_dat ©

p_ Py _dy 1 dy 1 (dy dy\
dx?2  dt2 x2  dt x2 dt2  dt ’

sustituyendo ahora en (7.2)

By 1 dy 1 dy 1
6”( o —>+(1—2A)6t(y—)+(A2+u2)y=o

dfz et dt et dt et
d?y dy

La ecuacion caracteristica de esta ecuacién lineal homogénea con coeficientes constan-
tes es

r2 =2 r + N2+ % =0,

cuyas soluciones son r = X\ & ui, de aqui que la solucién general sea
y(t) = e (Acos ut + Bsen put).
Finalmente, deshaciendo el cambio de variable, las soluciones de (7.2) son de la forma
y(x) = 2 [Acos(pIn(x)) + Bsen(pln(x))].
Por otra parte, en el caso de que A 4 pi sea un cero de G, (z), es decir si
14 2Xeimn2 Ly pAeinlnn _

se tiene que

y(@) +y(22) + - - +y(nw) =
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= A [z cos (uInz) + (22)* cos (uIn2z) + - - - + (nx)* cos (uInnz)] +
+B [z*sen (uInz) + (2z)*sen (pIn2z) + - - - + (nx)* cos (uInnz)] =
= Az*|cos (ulnz) + 2* (cos (u1n 2) cos(plnz) — sen (uln2) sen (plnz)) +
+ -+ n*(cos (pInn)cos(pulnz) — sen (plnn)sen (ulnz))]+
+BxMsen (uInz) + 2* (sen (p1n 2) cos(puInz) + cos (nIn2) sen (ulnz)) +
+ -+ +n*(sen (uInn) cos(uInz) — cos (ulnn)sen (ulnz))] =
= Az*cos (uInz) (1 +2* cos (uIn2) + - - - + n*cos (uInn)) —
—sen (plnz) (2*sen (uIn2) + -+ - 4+ n*sen (ulnn))|+
+Bx*[sen (ulnz) (14 2*cos (uIn2) + -+ + n* cos (ulnn)) +
+cos(ulnz) (2*sen (uIn2) + - + n*sen (ulnn))] =
= [142*cos (uIn2) + - + n*cos (ulnn)] (Az* cos (uInz) + Ba* sen (uInz))
+ [2*sen (uIn2) 4 - -+ + n*sen (ulnn)] (—Az* sen (uInz) + Bx* cos (ulnz))
= ()’

por tanto queda probado el resultado.

Por dltimo, a raiz de las soluciones obtenidas de la ecuacion diferencial (7.2) y de
los resultados ya probados de la ecuacién funcional en el caso n = 2 (en concreto
del resultado que nos dice que excepto para n = 2 los ceros de G, (z) no son todos

imaginarios puros), es claro que unicamente para n = 2 se tiene que A = 0.
O

7.2. Ecuaciones mas generales

A continuaciéon trabajaremos con ecuaciones diferenciales mas generales que las estu-
diadas en la seccion previa. Para ello, nos interesa expresar el laplaciano en coordenadas
polares (x = rcosf, y = rsend). Dada una funcién u, se tiene que

Ou _ COSQ@ + senﬁ%
or Ox oy’
2 2 2 2 2
% = cos® 9% + sen 6 cos Qﬁaxgy + sen  cos eﬁayﬁux + sen? Qg—;;,
0? 0? 0? 0? 0? 0
(’3—9?: = r?sen? 98—;; — r%sen 6 cos angy — r%sen 6 cos gﬁyﬁux + 72 cos® 98—;; — 7“8—1;,

por tanto, deducimos que el operador laplaciano en coordenadas polares es
Pu  10% 10u

Au=gat e i

El primer teorema que establecemos en esta seccion es el siguiente:
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Teorema 7.3 La ecuacion
r*Au + p*u =0 (polares) (7.3)
tiene soluciones que son soluciones de f(z) + f(2z) =0, x > 0.

Prueba. Sustituyendo el laplaciano expresado en coordenadas polares obtenemos que

Pu Ou  *u
2 2 2 2
A =r'e——tr—+ — =0.
rTAu+ ptu=r 0r2+rar+892+'uu
Utilizando ahora el método de separacién de variables, sea u = ¢(r)(6), entonces
r?Au + p?u = 0 es equivalente a

2@ (r)(8) + 1 (N(8) + o(r)d" (8) + pPe(r)i(6) = 0,

por tanto
r2g(r) + v (1) + 1) _ ¥'(0) _
—(r) vOo)

En consecuencia

{ r20"(r) + 1 (r) + (u* + N (r) =0,
U (0) — Mp(6) =0,

y el producto de una solucién de la primera ecuacion por una solucion de la segunda
es una solucién de (7.3) cualquiera que sea la constante A.

La solucién de la primera ecuacién (ecuacién de Euler) viene dada por

) {Alcos(\/;ﬂ—i—)\-lnr)+Agsen(\/u2+)\~lnr), si g2+ A>0
p(r) =

A 1 Ay W) st p?+ X <0.

De la misma forma, las soluciones de la segunda toman la siguiente expresion:

BeVM 4 Bye VM, si A>0
V() =< Bjcos(v=X-0)+ Bysen (v—X-0), si A<0
By 0+ Bs, si A=0,

donde B; y Bs son constantes.

Podemos deducir ahora que, tomando A = 0 (con B; = 0), es decir, ¥(0) = By y
2 1
o(r) =Aycos (/2 +A-Inr) + Aysen (/2 + X -1nr), con p = $, n ez, la

funcién

u = @(r)(0) = Bayp(r)
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es solucién de (7.3) y ademads es solucién de la ecuacién funcional f(z) + f(2z) =
0, x > 0 segin ya se comprobé en el primer teorema de este capitulo. O

Extenderemos este resultado para la ecuacion funcional en el caso general. En este
caso, la ecuacion diferencial toma la siguiente forma:

Teorema 7.4 La ecuacion

2 Au — )\7‘% + P+ N)u=0, \,ueR, u#0 (polares) (7.4)

tiene soluciones que son soluciones de
fle)+ fz)+ -+ f(nx) =0, = > 0.

Prueba. Sustituyendo el laplaciano expresado en coordenadas polares obtenemos que
0 0
r?Au — )\ra—u + (WP + N u=r =+ r— + = — A + (1> + A)u =0,
r r
es decir,

S (- A)a—+i+(2+v) =0
7’02 7“a 902 1% u = u.

Utilizando, como antes, el método de separacion de variables para la obtencién de las
soluciones deseadas, sea u = ¢(r)(6). Entonces la ecuacién anterior es equivalente a

2@ (M) (0) + (1= Nre (N (6) + o(r)d" (8) + (1° + X)p(r)(8) = 0,

r2" () + (1= Nre' (r) + (1> + X)e(r) " (6)
—(r) ()

En consecuencia

{ )3 (N0 (X 91e) =0,
W'(0) ~ (o) =

y, de nuevo, el producto de una solucién de la primera ecuacion por una solucion de
la segunda es una solucién de (7.4) cualquiera que sea la constante [3.

Las soluciones de la segunda ecuacién ya las hemos estudiado anteriormente y venian
dadas por:

BieVPe 4 Bye= VB si B3>0

P(0) = ¢ Bycos(v/—F-0)+ Bysen (v/—3-0), si <0
By 0+ B, si 3=0,
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donde B; y Bs son constantes.

Nos encargaremos por tanto del estudio de la primera ecuacion. Utilizando el proce-
dimiento empleado en las ecuaciones de Euler, las soluciones son:

" r [Alcos(\/,uQ—i—ﬂ-ln?“)+A2SGH(VM2+ﬁ'lnT)}’ siop?+ 520
plr) =
Ay rOTE) | gy O S i<

Como en el teorema anterior, podemos deducir ahora que, tomando 3 =0 (con By =
0), es decir, ¥(0) = By y

o(r) =1 [Al cos (\/ 2+ B -Inr) 4+ Aysen (/12 + 3 - 1nr)] 7

con A + pi un cero de G,(2) =1+ 2% 4 --- 4+ n?, la funcién

u=@(r)p(8) = Bap(r)

es solucion de (7.4) y ademés es solucién de la ecuacion funcional f(z)+ f(2x)+---+
f(nz) =0, = > 0, segiin se comprob6 en el teorema 7.2 de este capitulo.
O
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Capitulo 8
Operadores

Consideremos el intervalo real (0, 00) y los compactos de la forma K,, = {z € (0,00) :
1/n < x < n} para cada n € N. Entonces K,, es una sucesiéon fundamental de com-
pactos de (0,00), es decir

a) K, es compacto de (0,00) y K,, C (0,00),
b) K, Cint K,,4; Vn € N,
¢) Uy Kn = (0,00),

)

d) dado K un compacto de (0,00), 3 K,, tal que K C K,.

Consideremos C(0,00) el espacio de las funciones continuas sobre (0,00). Dado K
compacto de (0,00) y F' € C(0,00) definimos |F|x = sup{|F(z)|: z € K}.

Definicién 8.1 Dadas f,g € C(0,0), definimos

(e 9]

— 1 lf = glk.
d(f,9) —Zﬁm (8.1)

n=1
Se tienen facilmente las siguientes propiedades:

= d(f,9) = d(g, f),

» d(f,g) =0siysblosi f=gen (0,00),

= d(f,g) <d(f,h)+d(h,g) Vf,g,h € C(0,00),
es decir, (8.1) define una métrica en C(0, co).

Consideremos ahora C'(0, 00) el espacio de todas las funciones derivables con derivada
continua definidas sobre (0, 00). Podemos también afirmar que C!(0, c0) es un espacio
métrico como subespacio de C(0,00). Ademés (C(0,00), d) es completo.

A continuacién trabajaremos a partir del siguiente concepto:
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Definicién 8.2 Una funcion T entre dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo
K se dice que es un operador lineal (o transformacion lineal) si se cumple que
T(x+y)=Tr+Ty, T(ax) = aTz para cada o € K y cada par x,y en el dominio de
T.

Consideremos el abierto 2 = C\ (=00, 0], y denotaremos .A(£2) el espacio vectorial de
todas las funciones analiticas en €2 (holomorfas en 2).

Ahora ya estamos en disposicion de poder definir los siguientes dos operadores con los
que trabajaremos a lo largo de este capitulo:

Definicién 8.3 Definimos el operador de Euler D de la siguiente manera:

D: AQ) — AQ)
o — zf.

Definicién 8.4 Definimos el operador integral Z de la siguiente manera:
Z: C(0,00) — Cl 0, 00)

f /f

Claramente D, 7 son operadores lineales, es decir, para a1, as € R se tiene que
D(aifi + azfe) = arD(f1) + aaD(fa), fi1, fo € A(R),
Z(anfi + aafs) = anZ(f1) + a2Z(f2), fi, f2 € C(0,00).

Antes de continuar, conviene saber que en espacios vectoriales topolégicos de Fréchet
(metrizables, localmente convexos y completos) son ciertos los siguientes resultados
[véase [9]]:

Teorema 8.1 Una aplicacion lineal entre dos espacios de Fréchet es continua si y
solo st aplica conjuntos acotados en conjuntos acotados.

Corolario 8.2 Una aplicacion lineal entre dos espacios de Fréchet que aplica sucesio-
nes convergentes a 0 en conjuntos acotados es continua.

Corolario 8.3 Una aplicacion lineal entre dos espacios de Fréchet que aplica sucesio-
nes convergentes a 0 en sucesiones convergentes a 0 es continua.

Teniendo en cuenta estos resultados estamos en disposicién de considerar la continui-
dad de estos operadores:

Teorema 8.4 Sea C(0,00) como espacio vectorial topoldgico dotado de la topologia T
de la convergencia uniforme sobre compactos, entonces el operador T : C(0,00) —
C(0,00) es continuo.



79

Prueba. Recordemos que (C(0,00),7) es un espacio de Fréchet. Sea (f,) C C(0,00)
una sucesion de funciones continuas en (0,00) convergente a 0 (es decir, |f,|x — 0
VK C (0,00) compacto). Entonces teniendo en cuenta que

T(f) = 1w = [ fwr,

se tiene que

1 X
lim — fo(t)dt

I(fn =
2l = | 2 |

— 0,
K

1
ya que también |f,|k,, — 0 en los compactos de la forma K, = {—, x} variando x en
m

el compacto K.

Por tanto, el operador Z aplica sucesiones convergentes a () en sucesiones convergentes
a 0y, en consecuencia, es continuo (Corolario 8.3). U

Teorema 8.5 FEl operador D definido entre los espacios vectoriales topoldgicos C1(0, 00)
y C(0,00) por
D: CY0,00) — C(0,00)
f — zf

es continuo, donde C(0,00) tiene la topologia de la convergencia uniforme sobre com-
pactos y C1(0,00) tiene la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos de
las funciones y sus derivadas.

Prueba. Sea (f,) € C'(0,00) una sucesién de funciones convergente a 0 (es decir,
|fulk — 0 VK C (0,00) compacto). Entonces (f,) C C(0,00) converge también a 0
por la topologia dotada a C'(0, c0):

[fulx = max{sup| f..(2)], sup | f, (2)|, 2 € K}.

Por otra parte, dado K cualquier compacto en (0,00), existe K,, = {z € (0,00) :
1/ng <z <mnp} tal que K C K,,. En consecuencia, se tiene que

D)l = |21

X S n0|fT/L|K - 07

por tanto, el operador D aplica sucesiones convergentes a 0 en sucesiones convergentes
a 0 y en consecuencia es continuo (Corolario 8.3). O

Consideramos ahora los siguientes conceptos:

Definicién 8.5 Sea T : X — X un operador lineal continuo sobre C,
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a) Diremos que A € C es un valor propio de T si exriste x € X, x # 0 tal que
Tx = Ax. El conjunto de estos valores propios se denotard por o,(T).

b) El conjunto resolvente de T consiste en aquellos valores \ € C tales que T — N es
un isomorfismo, se denota por p(T).

c¢) El espectro de T es o(T) =C\ p(T).

Nuestro objetivo serd ahora calcular el espectro del operador D : A(2) — A(Q).
Para ello, calcularemos en primer lugar el conjunto de los valores propios, o,(D):

» A\ =0 € 0,(D) ya que tomando f = cte se tiene que D(f) = Af.

= A # 0 € 0,(D) ya que fijado A € C,\ # 0 tomando f(z) = 2* se tiene que
zf" = \f, es decir, D(f) = \f.

Por tanto, 0,(D) = C y las funciones asociadas a cada valor propio A son f(z) = 2.

Como naturalmente se cumple en general que 0,(7") C o(7") podemos concluir con el
siguiente resultado:

Teorema 8.6 o(D) = C, es decir, el espectro del operador D es todo el plano com-
plejo.

A continuacién, denotaremos por V), al subespacio vectorial de A(Q2) formado por las
soluciones analiticas de f(z2)+ f(22)+---+ f(nz) =0, z € Cy por W, al subespacio
vectorial de C(0, co) formado por las soluciones continuas de f(x)+f(2x)+- - -+ f(nz) =
0, z e R.

Probaremos que V,, y W, son invariantes bajo estos operadores:

Proposicién 8.7 En los espacios vectoriales A(Q) y C(0,00), los operadores D e T
dejan invariante a los subespacios vectoriales V,, y W, respectivamente.

Prueba. Sea f € V,, y g = D(f), entonces
9(2) +9(22) + -+ g(nz) = 2f'(2) + 22f'(22) + - - + nzf'(nz) =

=z[f'(z) +2f'(22) + - - -+ nf'(n2)] = 2[f(2) + f(22) +--- + f(nz)] = 0.
Por tanto g € V,, y en consecuencia D(V,,) C V,.

De la misma forma, sea ahora f € W, y h = Z(f), entonces teniendo en cuenta el
cambio de variable t = my, m = 1,2,...,n queda

h) + h(2z) + - /f i+ = [ g +_/
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[ 1wy [ renaye s [ roma -

_1 / )+ F2y) - Fly) = 0.

X

Por tanto h € W, y en consecuencia Z(W,,) C W,,. O

Podemos formular a continuacién el siguiente resultado:

Teorema 8.8 Los vectores propios del operador D son soluciones analiticas en €) de
la ecuacion funcional f(z) + f(22) 4+ -+ f(nz) =0 si y solo si los correspondientes
valores propios son los ceros de la funcion G, (z).

Prueba. Sea f un vector propio de D con valor propio asociado A, es decir, D(f) = Af,
o equivalentemente zf’ = \f, cuya solucién es

f(z) = Kz*, K €R.

Por tanto,
JE) 4+ [22) 4+ f(nz) = K22 (142 4+ 0%,

en consecuencia, f(z)+ f(2z)+---+ f(nz) = 0en Q siy sélo si A es un cero de G, (z).
U

Ademas podemos establecer las siguiente relaciones entre los operadores D e 7:
Proposicién 8.9 Denotando por I; al operador identidad definido en C'(0,00) se
tiene que

I(D+ 1) =1,

Prueba. Sea f € C!(0,0), entonces obtenemos que

(D+ I)(f) =D(f) + La(f) = = f' + f.

Tomando ahora el operador Z se tiene que

I(D+ 1)) = Tf + )= / 150 + F@)dt =

— i [/Omtf’(t)dwr/oxf(t)dt] :i [mf(x) —/Omf(t)dw/omf(t)dt] = f(x),

en consecuencia
Z(D + 1) = I,.
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Proposicién 8.10 Denotando por 1, al operador identidad definido en C(0,00) se
tiene que
(D+ 1) =1,

1 xr
Prueba. Dada f € C(0,00), tenemos que Z(f) = —/ f(t)dt y derivando obtenemos
T Jo

que
Ty =25 [ fde+ - fa),
0
por tanto,

@) e+ [ o= s,

teniendo en cuenta ahora la definicion del operador D se tiene que
DIf)+1f=/,

concluyendo que
(D + 1,)T = 1,.

Corolario 8.11 Los operadores T : C(0,00) — C'(0,00) y D + I; : C*(0,00) —
C(0,00) son biyectivos. Ademds T' = D + 1.

Prueba. En primer lugar, por la proposicién 8.9 se deduce que el operador 7 es
suprayectivo y el operador D + I; es inyectivo. De la misma forma, por la proposicion
8.10 se tiene que el operador Z es inyectivo y el operador D + I; es suprayectivo.
Teniendo en cuenta ademads la relacion existente entre ambos operadores tenemos que
I'=D+1,

O

Corolario 8.12 Dada f, € C(0,00) eziste una tnica funcion g, € C*(0,00) tal que
(D+1a)gr = fr,
y ademds dada f, € C'(0,00) existe una tnica funcion g, € C(0,00) tal que
Z(g2) = fa-
Prueba. Es una de las consecuencias del corolario anterior. U

Utilizando estas ultimas proposiciones podemos formular un resultado analogo al del
teorema 8.8 para el operador Z:
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Teorema 8.13 Los vectores propios del operador I asociados al valor propio A son
soluciones continuas en (0,00) de la ecuacion funcional f(x)+ f(2x)+---+ f(nz) =0

si y solo si son ceros de la funcion G,(z).

Prueba. Sea f un vector propio de Z con valor propio asociado A, es decir, Z(f) = \f.
Entonces, teniendo en cuenta la proposicion 8.10, se tiene que

(D+I)I(f) = (D+ 1)Af =MD+ 1y f =

=AD(f)+ 1= 1,
por tanto, Loy
D(f) = Tf’
o equivalentemente,
, 1=
zf = Tf’

cuya solucién es

Por tanto,

F@)+ f@a) 4+ flna) = Ko x (1425 4+ 4n'x),

en consecuencia f(z)+ f(2z) + -+ f(nz) =0 en (0,00) si y sélo si
de G, (). O

€S un cero
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Capitulo 9
Relacion entre G, (z) y la funcion
((z) zeta de Riemann

En este capitulo relacionaremos las funciones enteras G,,(z) = 1+ 2* 4+ - -+ +n? con la

funcion zeta de Riemann:
o

1
— —, Rez > 1.
() =3 Rez
En primer lugar, observemos que
1 1
Gp(—2)=14+—+ -+ —,
(=) =144t —

por tanto si hacemos n — 0o y tomamos z € C tal que Re(—z) > 1, es decir, Rez < —1,
entonces las funciones G, (z) constituyen una sucesién de aproximantes a ((z) en el
semiplano Rez < —1.

En el desarrollo posterior, utilizaremos el conocido concepto de convergencia uniforme
sobre compactos. Recordemos que este concepto es equivalente al siguiente criterio de
convergencia de Cauchy:

Teorema 9.1 Para que la sucesion de funciones (f,) definidas en un conjunto U C C
converja uniformemente sobre compactos hacia la funcion f es necesario y suficiente
que dado K C U un compacto arbitrario

Ve >0 dN € N tal que sin > N, m > N entonces |f,(2) — f(2)| < e Vz e K.

Denotaremos por A(U) al espacio de las funciones analiticas en un abierto U C C,
salvo que se diga lo contrario se entenderd que U := {z € C: Rez > 1}, y definiremos
R.(z) == Gp(—2) Vn > 2.

Tenemos ahora las herramientas necesarias para demostrar el siguiente resultado:
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Teorema 9.2 Tomando U := {z € C: Rez > 1}, entonces la sucesion de funciones
Ry, R3, ..., Ry, ... € A(U), converge uniformemente sobre compactos de U.

Prueba. Utilizaremos el criterio de Cauchy para convergencia uniforme (teorema 9.1).
Dado K un compacto arbitrario de U, sea z := = + iy € K (por tanto x = Rez > z
con zp > 1), y sean n, m dos nimeros naturales mayores o iguales que 2 con n > m,
entonces se tiene que

1 1 1 1 1
_ - e e ) (e
[Rul2) = Rl2)] \(1+2z+ e W) (+ - )‘

) I
| (m 1)z n?

Por tanto, dado € > 0 arbitrario y puesto que x > xy, con zy > 1, podemos tomar n
y m lo suficientemente grandes de modo que

LIz L <
- DY —_— 6.
(m+1)* n® —

En consecuencia se verifica la condicién de Cauchy y la sucesiéon de funciones (R,)
converge uniformemente sobre compactos de U. U

Puesto que acabamos de demostrar que la sucesién de funciones (R,,) converge unifor-
memente sobre los compactos de U hacia la funcién ((z), obtenemos asi una prueba
alternativa basada en las funciones G, (z) de que la funcién ((z) define una funcién
analitica sobre U en virtud del siguiente teorema de Weierstrass [3]:

Teorema 9.3 Sea (f,) € A(U) con (f,) convergiendo uniformemente sobre compac-

tos de U hacia f, entonces f € A(U), y ademds Vp € N (fr(bp)) — P uniformemente
sobre los compactos de U.

Ademas, gracias a esta convergencia uniforme de las funciones R,,, podemos establecer
resultados que nos relacionan los ceros de ((z) y los ceros de G,(z) bajo hipétesis
adicionales. El teorema de Hurwitz por ejemplo juega un papel importante en este
sentido:

Teorema 9.4 (de Hurwitz, [3]) Sea (fu)nen € A(U), fu — f uniformemente sobre
compactos de U. Supongamos que D(zo,7) C U y que f no se anula en {z : |z—zo| = r}.
Entonces AN € N tal que¥n > N, f, y f tienen el mismo nimero de ceros en D(zg,r).

Aplicando directamente el teorema de Hurwitz a la sucesion de funciones R,, y tenien-
do en cuenta lo demostrado anteriormente se obtiene el siguiente resultado:
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Teorema 9.5 Considerando las funciones R, R3, ... € A(U), si suponemos que zy €
U yr >0 son tales que D(zy,7) CU y ((z) no se anula en {z : |z — zo| = r} entonces
AN € N tal que Yn > N, R,, y ((2) tienen el mismo numero de ceros en D(zo,7).

Como consecuencia del teorema anterior podemos atin formular un nuevo resultado:

Teorema 9.6 Considerando de nuevo las funciones Ry, R, ... € A(U’), siendo U’ un
subconjunto conezxo y abierto no vacio de U entonces:

si Ry (z) no se anula en U' Yn € N = ((z) no se anula en U'.

Prueba. Dado U’ un subconjunto conexo y abierto no vacio de U, supongamos que
R, (z) no se anula en U’ Vn € N y que existe zy € U’ tal que ((z9) = 0. En tal caso,
existe € > 0 tal que D(zp,e) C U’ y ademas

C(2) #0Vz € D(29,¢) \ {20}

£ . :
Por tanto, ((z) no se anula en {z Dz = 20| = 5} y, utilizando el teorema 9.5, existe

N € N tal que R, tiene un cero en D(z, 5) ¥n > N, lo que supone una contradiccién.

O

Hemos demostrado por tanto que en las regiones conexas donde la funcién ((z) tiene
algin cero, las funciones R,,(z) también se anulan Vn > 2.

Considerando ahora el hecho que {z € C: R,,(2) =0} = {z € C: —zes cero de G,(2)},
la trascendencia de estos resultados se ve reflejada en el siguiente teorema:

Teorema 9.7 Eziste N € N tal que G,,(2) no se anula en {z € C: Rez < —1} para
cualquier n > N.

Prueba. Si consideramos

extendida a C\ {1}, sabemos que fuera de la banda critica {z € C: 0 < Rez < 1} la
funcion ((z) sélo tiene ceros en —2, —4, —6, ... (ceros triviales).

En nuestro caso, aplicando el teorema 9.5, considerando zg € C, r > 0 tal que

D(zp,7) C U = {z € C: Rez > 1}, podemos deducir que 3N € N tal que R, (z)
y ((z) tienen el mismo numero de ceros en D(zg, 1), es decir, ninguno.

Ademas, como los ceros de R,(z) son los opuestos de los ceros de G,(z), podemos

afirmar que G, (2) no se anula en Re z < —1 paran > N, y el teorema queda probado.
O
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Finalmente, relacionaremos las funciones G,(z) y la funcién zeta de Riemann me-
diante la llamada serie de Euler-MacLaurin. Para ello, comenzaremos con la siguiente
definicion:

Definicién 9.1 Sea q,(x) una sucesion de funciones cumpliendo las siguientes pro-
piedades:

x
Supongamos ademds que F(z) estd definida para 0 < x < co. Entonces la serie (no

necesariamente convergente)
o0
> arpn(x)
k=0

es llamada serie asintdtica respecto a q,(x) para F(x) si:

qn(x) >0,

] h’mwzc, 0<c< o

z—00 ()
= F(z) — Z apx(z) = o(gn(x)),

esto es, si la diferencia entre F(x) y cada suma finita crece mds lentamente que el
término mds pequeno en esa SumMa.

Lo denotaremos por F(x) ~ Zakuk(x).
k=0

La serie de Fuler-Maclaurin es una de las mas conocidas series asintoticas, y ademas
es ampliamente utilizada para obtener estimaciones asintéticas, [10]:

f(k+1)(n)
Sea f(z) una funcién analitica en el semiplano Re z > 0 verificando 1im ) =0.
Tomando I(n) = f(1) + f(2) +--- + f(n) se tiene que
n 1 o
L~ [ Ha)da 0O+ 350+ > Buf W), ©.)
0 k=1
donde bii ) s )
200 f z / —100 f z
( ) /9 e—2miz _ | z+ 0 e2miz _ | Z ( )
2(_1)n 00 me-‘rldy
By =0, Bapy = :
? metl @m+lﬂA e2my — 1

(Nétese que se toma p, () = g, () = f™(|2]) en la definicién de serie asintética.)

Calcularemos a continuacién la serie de Euler-MacLaurin de G,,(z) en la que como
vamos a ver aparece la funcién zeta de Riemann, manifestando de nuevo la estrecha
relacién existente entre ellas:
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Teorema 9.8 La serie de Euler-Maclaurin de la funcion G,(z) es:

z+1

1 —1) —k+1
nt Lot e(o +ZBI<: (2 (2 +)7

Gn(Z)Nerl 2 nk—z

donde By, son los numeros de Bernoulli.

Prueba. Para cada z € C fijo, consideremos la funcién f(w) = w?, con w € C\
(—00,0]. Esta funcién cumple las propiedades requeridas para poder aplicar el desa-
rrollo anterior, es decir, es analitica en todo su dominio (en particular en Rez > 0) y

(k+1) — 1D (z—k+1
nh—>nc>10 ffT((gl) =0, ya que f®)(n) = A1) nkf +1) y en consecuencia
(k+1) — 1 (z—k k—z
lim f—(n) = lim A Can VAR G ) . n =
n—oo  f(k)(n) n—00 nkt+l-z 2(z=1)---(z—k+1)
—k
— 1m =" —0,
n—oo n
Por tanto, aplicando (9.1) se tiene que
1424 +n N/e *dz+C(0) + on +;Bk . :

es decir,

Teniendo en cuenta (9.2),

0+io0 f(Z) 6—ioco f(Z)
C<0) - /0 e—2miz 1dz +/e e2miz _ 1dz -

_ /w IOESIOMN /°° fE)=fO) 11—
0 [%

. . In ———— £(0).
6—27r7,z -1 627mz_ 1 Z+ 2711 1 1 _6271'19 f( )

Ahora, haciendo 8 — 0 se tiene que

cw =50 +i [ T2,

z

Puesto que f(w) = w?,
C(0) = /0 - el Ul ) J W=

—1 ) ; o0
= — [ezzw/? — 67'21”/2] / 5 dy = =2 sen—/ =
i o €7 —1 62”?/ — 1
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Tz [P u Z du
= —2sen — T2y Edy = —2sen — =
" 2 /0 mzzle v " Z/0 27Tm 2rm

Tz

— —z—1 > —u, z _ Tz a1
= —2sen > Z(me) /0 e "u*du = —2sen TP(Z +1)¢(z +1)(2m)

m=1

Finalmente usando la ecuacién funcional de la funcién zeta de Riemann [27]:
C(2) = 20(1 — 2)¢(1 — 2)(27)* L sen %Z
se tiene que C'(0) = ((—=2).

Para encontrar C'(¢) utilizaremos el hecho de que cuando C'(0) es conocido entonces
z+1

C(0) — i depende de 6. En efecto, calculando su derivada y utilizando (9.2):
{0(9) _y ] = C'(0) b =
z+1
= lim = gfeiyi)y) 1 6—2{;50& )_ 7+ im 62{;((2 ;)Z 2 1 627{:'501 10" =
- Z}E{; o 2(7?@(:+igi/)> 1 6273; 1 yhj& 627(5(9 ZZ?)J) 1 ezm‘iz_ 1 0" =
- _6—273; 1 ezmzz_ 1 07 =0 [6—27;91_ 1 62m‘91_ 1l 0" =

. |2 —2cos2m0 i\
=0 [2—20082%91 - =0

z+1
por tanto C(6) —

= cte, y tomando 0 = 0 se tiene que
z

ez—i-l

C0) = ¢(=2) + -

En consecuencia, para finalizar, inicamente nos queda sustituir en (9.1) para obtener

z+1

1 - 1) —k+1
oL Lt oo +ZBk (z (2 )7

Gn(Z)Nz+1 2 nk—=

que es la formula anunciada.



Capitulo 10
Estudio de los ceros

En este capitulo estudiaremos con detalle la distribucion de los ceros de la funcién
Gn(2), que ya sabemos que estdn intimamente relacionados con las soluciones de la
ecuacién funcional f(z)+ f(2z)+...+ f(nz) = 0. En concreto, acabaremos utilizando
técnicas sobre funciones casi periddicas para estudiar la distribucion asintética de los
ceros sobre la banda critica donde estan situados. Finalmente, probaremos la existen-
cia de un conjunto infinito de rectdngulos de la banda critica para los cuales hemos
encontrado una férmula exacta sobre el niimero de ceros en ellos.

Un primer resultado acerca de estos ceros que ya hemos analizado en el capitulo an-
terior es que G, (2) no se anula en {z € C: Rez < —1} a partir de un N en adelante
(véase teorema 9.7).

En el desarrollo posterior denotaremos por ns(t) el nimero de ceros en |z| <t (con-
tando multiplicidad) de una funcién dada f(z). Ademads los ceros seran denotados por
21, = re'?  ordenados por orden creciente de médulo.

El conocido teorema de Lindelof [4] nos proporciona un resultado bdsico en torno a
estos ceros:

Teorema 10.1 (Lindel6f) La funcidn entera f(z) de orden p es de tipo finito si y
solo sin(r)=0(r") y S(r) = Z 2, " estd acotada.

|zn|<r

En nuestro caso, para el nimero de ceros de G,(2), se tiene entonces que ng, (1) =

O(r).

10.1. Motivacion

Durante el transcurso de nuestras investigaciones, se llevaron a cabo al mismo tiempo
varias comprobaciones de tipo numérico relacionados con los ceros de la funcién G,,(z)
que, ademas de confirmarnos algunos resultados que ya teniamos probados, nos ayu-
daron a motivar nuevas hipotesis que a posteriori han sido confirmadas.
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Con la ayuda de un software especifico se elaboré un programa que nos proporcioné el
nimero total de ceros de G, (2) en la regién rectangular deseada. De esta forma, se
pudo observar la distribuciéon que seguian los ceros junto con varias propiedades y
caracteristicas que poseian.

Presentamos a continuacion algunos de los graficos obtenidos para diversos valores de
n junto con el nimero total de ceros obtenidos (en cada grafico, denotamos por N, (1)
el nimero de ceros de G,(z) en el interior de la banda determinada por Imz = 0 y
Imz=T).

Conviene destacar que una gran cantidad de pruebas numeéricas se han llevado a cabo,
variando n y partiendo de rectangulos de diversa indole, y podemos decir que todas
las caracteristicas que se pueden apreciar a partir de estos graficos han sido probadas
y seran presentadas en las siguientes secciones. Asi por ejemplo, en la realizacién de
estas pruebas numéricas se pudo comprobar que fijadas las partes imaginarias en el
rectangulo de busqueda de los ceros, por mucho que aumentaramos la parte real no
obteniamos ninguin cero extra, es decir, que es un sintoma evidente de que los ceros
puedan estar todos en una banda paralela al eje imaginario. Ademas, se puede apreciar
que al aumentar n los ceros tienden a concentrarse en las cercanias del eje imaginario
(hecho que estd relacionado con la condicién (C) de la que hablaremos posteriormente).
Estas pruebas numéricas nos sirvieron también de gran ayuda a la hora de formular
nuestra hipdtesis acerca del nimero exacto de ceros en los rectdngulos (o bandas) de
este tipo (ver tabla 1), consistente en afirmar que su valor N,(7T") venia dado por la

formula
A Tlan

Na(T) 2m
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Tabla 10.1.— Algunas pruebas realizadas acerca de la conjetura planteada sobre el ntimero total
de ceros de G, (z) en determinados rectdngulos (o bandas). Denotamos por N, (T) el nimero de ceros
de G,,(2) en el interior de la banda determinada por Im z = 0 y Im z = T que han sido determinados
numéricamente utilizando el programa elaborado ad hoc.

n Regién N, (T) T2h;n Valor decimal aproximado de Tlan
3 {z:0<Rez<2000} 350 w 349, 6991526
4 {z:0<Rez<1000} 221 % 220, 6356001
4 {z:0<Rez<2000} 442 % 441, 2712002
5 {z:0<Rez<750} 192 75271:15 192, 1124994
5 {z:0<Rez<2000} 513 % 512,2999999
6 {z:0<Rez<2000} 570 w 570, 3347526
7 {z:0<Rez<500} 155 50271:17 154, 8506095
7 {z:0<Rez <5000} 1549 %ﬁln? 1548, 506095
13 {z:0<Rez<1000} 409 %jrnlg 408, 2243689
25 {z:0<Rez<1000} 512 w 512,2999985
25 {z:0<Rez<2000} 1025 %71:125 1024, 599997
33 {z:0<Rez<1000} 557 w 556, 4864620
50 {z:0<Rez<500} 311 500217:50 311, 3088920
50 {z:0<Rez<1000} 623 %j:wo 622, 6177985
60 {::0<Res<s500} 325  200m60 325, 8175878

2
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10.2. Orden

Trataremos a continuacién el orden de estos ceros proporcionando una cota de dicho
orden:

Teorema 10.2 Para todo n > 2, los ceros de G, (z) son como mucho de orden n — 2.

Prueba. Por reduccién al absurdo supongamos que existe un cero z € C de orden
n — 1. Entonces z verifica las siguientes ecuaciones:

Gu(z) = 0, = 2°4.---+n°=-1
G.(2) = 0, = (In2)2°+---+(lnn)n* =0

Grl(z) = 0, = (In2)"72% 4o+ (Inn)"*n = 0.

Si analizamos el determinante de la matriz A(,—1)x(n—1) que determina este sistema de

ecuaciones Axr = b, con incognitas 2%, 3%,...,n?, se obtiene que
1 1/ semn N - 1
In 2 In3 - Inn
(In2)? (In3)>  -----. (Inn)?
(In2)"2% (In3)"2 ..-... (Inn)"—2

es un determinante de Vandermonde, y su valor viene dado por:
[[(nj—mE) #o0.
i>k

En consecuencia, la solucion del sistema es inica, obteniéndose que 2%, 3%,...,n* € R,
lo que supone una contradiccién. Veamos esta tltima afirmacion: Puesto que z no es
real, y # 0 luego

27 =279 = 2%eW2 ¢ R — sen (yIn2) =0,
37 =3%3W = 3%¥ M3 ¢ R = sen (yIn3) =0,

por tanto, existen ki, ko € Z no nulos tales que

yln2 =k,
yln3d = kom,
s . ) In2 )
y dividiendo ambas expresiones se tiene que 3 € Q, lo que supone efectivamente
n
una contradiccién. O

Ademas, para los primeros valores de n hemos podido determinar el orden exacto de
estos ceros:
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Teorema 10.3 Los ceros de G,,(z) son simples para n = 2,3, 4.

Prueba.

» Para n = 2 los ceros de G,,(z) los tenemos claramente identificados y podemos
decir que son simples.

= n = 3. El teorema anterior también nos afirma que son simples, daremos sin
embargo una demostracion alternativa:

Si existiese un cero de G3(z) que no fuese simple, éste verificaria las siguientes
ecuaciones:

2 437 = _1,
(In2)2* 4+ (In3)3* = 0

Resolviendo el sistema con incognitas 27 y 3%, y utilizando la regla de Kramer se
obtiene que

> s
0 In3 —In3
2% = — R
1 1 1113—1112e ’
In2 In3
1 -1
. In2 0 In2
NI 1SI11 _m3—m2€R
In2 In3

De nuevo, por el mismo argumento empleado en la demostracién del teorema

In2
anterior llegariamos a una contradiccién con que el nimero —— seria un nimero

) n
racional.

s n=4.

Si existiese un cero de G4(z) que no fuese simple, éste verificaria las siguientes
ecuaciones:

20 435 445 = —1,
(In2)2* + (In3)3* 4+ (In4)4* = 0
Si despejamos 3% de la ultima ecuacién se tiene que

4 _ —(In2)2% — (In4)4*
B In3 ’

y ahora sustituyendo en la primera obtenemos la siguiente ecuacion:

In2)2% 4+ (In4)4*
In3

1—|—22—(

+47=0
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(1 In4 Lo (1 In2 L0
In3 In3 -

(ln%) 47 + (ln%) 24+ In3 =0.

Resolviendo esta ecuacién de segundo grado obtenemos la siguiente expresion
para 2%:

es decir,

C —lmit /3’ —4lmim3 it /(n2)’ +4lnin3

21n% QIH%

2 e R.

Concluimos que 2° € R, y por tanto también se tiene que 4* = (2°)? € R,
—(In2)2* — (In4)4*
In3

consecuentemente 3° = € R, asi que de nuevo llegamos a

una contradiccion.

O

Queda abierto el problema sobre si todos los ceros de G, (z) son simples en el caso
general.

10.3. La funcién H,(z)

Para realizar un analisis mas profundo de los ceros consideraremos ahora la funcién
auxiliar H,,(z) := Gp(iz), es decir, la funcién

Hy(2) =1+2% +... 40",

Esta funcién conserva algunas de las propiedades que posee G, (z), por ejemplo H,,(z)
es, de nuevo, una funcién de tipo exponencial (ver definicién 5.6):

|H,(2)| = |14+2% +---+n”| < 1426 ol = 1 peldlm2 ooy elelnn < plelinn,
Ademas, siendo el orden de G,(z) igual a 1 (ver definicién 5.1), la funcion H,(z)
conserva dicho orden a la vista de su definicién.

Por otra parte, los ceros de H,(z) estdn muy relacionados con los de G, (z), de hecho
se tiene trivialmente la siguiente igualdad:

LG (z) = 1 ZH,(2)s

donde Z; denota el conjunto de los ceros de f. Es decir,
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{z€eC:Gu(z) =0} ={i-w:wes cero de H,(z)}.

A continuacion calcularemos su funcién indicador:
Teorema 10.4 Para todo n > 2 la funcion indicador de H, es

th<9):{ —Innsenf, si —m+2kn <0 <2kmw, kEZ

0, en otro caso .

Prueba. Recordemos que la funcion indicador viene dada por la definicion 5.2. La de-
mostracion sigue el mismo esquema que la empleada en la funcién indicador de G, (2).
Analizaremos el limite en funcién del signo de sen 6:

Caso 1: senf < 0:

6 . .

1 ire 92 ire n—1 ire
=) +(=) 4+t +1
n n n

ya que en general se verifica que

14254 pn®=ni [ (=) +(2) +--+ +1].
n n n

Ademas por otra lado se verifica que

iret?

n' +In

Y
r—00 r

1
hy, (0) =limsup — [ln

ire®| _  _—rsenf
- 9
por tanto,
- 10
) In n're ) 111 n-" sen 0
lim sup = lim ——— = —Innsené.
r—00 T r—00 r

Por otra parte, se tiene que

10

E ire B E frsen9+ir<:059_ E —rsenf E ir cos 6
n \n \n n ’

y debido a que para k=1,2,...,n — 1,

k —rsen 6
(—> — 0 cuando r — oo (ya que senf < 0).
n
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)

e
En consecuencia (—) también tiende a 0, y entonces

n
n [ (3)7 4+ (2" ()" 4]
lim sup . =0.

Por tanto,

hp, (0) = —senflnn, siendo 6 € R tal que senf < 0.

Caso 2: sen 8 > 0:

Utilizaremos que
kireie — frsen 0+ir cos 0 — frsen Ok,ir cos 0

—rsen

Para k =2,3,...,n cuando r — oo, k — 0 (senf > 0), y por tanto

.. 10
k"¢ — 0 para k=2,3,...,n, cuando r — o0.

En consecuencia,

1 i -
hy, () =limsup —In 1+ 27 oo 4 ire” =0, siendo sen@ > 0.

r—00 r

Caso 3: senf = 0:

Si sen 8 = 0 entonces

0

re'” =rcosf +isenf = +r,

por tanto
1 . ,
hi, () =limsup = In|1 425" + .- 4+ n*™"|.
r

T—00

Por otra parte,

14257 4o n™ = 14 [cos (rIn2) £ isen (rIn2)]+---+[cos (rlnn) £ isen (rnn)

= Z [cos (rInk) £ isen (rlnk)],

k=1

entonces su modulo estd acotado y por tanto su logaritmo también, asi que se tiene

que

1 , ,
lim sup —ln‘1+2izr+---+ni“"’ =0,
r

r—00

Yy en consecuencia

hy, (0) = 0, siendo 6 € R tal que senf = 0.
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O

Ademas el diagrama conjugado de H,(z) se obtiene girando 90° en sentido positivo el
diagrama conjugado de G,(z):

Teorema 10.5 FEl diagrama conjugado de H,(z) es {0} x [0,1nn].

Prueba. Calcularemos en primer lugar el desarrollo en serie de la transformada de
Borel de la funcién H,(z) y posteriormente obtendremos una prolongacién analitica
que nos determinara el diagrama conjugado.

o0
c
Por definicién, tomando H,(z) = Z k—’?zk , su transformada de Borel viene dada por
k=0 "

la serie:
oo

Ck,
Bn(2) = Z Sht+1"

k=0

A partir de la definicién de H,(z) ya sabemos que H,(0) = n, por otra parte,

H,,(2)
Hy(2)

2%(iln2) + -+ n(ilnn) = H/(0)=iln2+---+ilnn,
21%(1In2)? + - - + n*(i1lnn)? = H!'(0)=4[In2)*+---+ (Inn)?],

Hém)(z) =2%(GIn2)" 4+ - +n”(ilnn)" = Hy(Lm)(O) =1 [(In2)™ + -+ (Inn)™],
por tanto los coeficientes ¢, en ese desarrollo en serie vienen dados por:

Co = N,
o = i"[(n2)*+-- -+ (Inn)*], para k > 1,

asi que
k k k
n * [(In2)% + -+ + (Inn)*]
B,(z) = S + Z o , para |z| > Inn.
k>1
. 1 g .
Ahora veremos que Z ———— es una prolongacién analitica de B,(z). En efecto,
—z— tIlnk
tlnm . .
como ‘ < 1 para cualquier m € {1,2,...,n}, siendo |z| > Inn, entonces
1 1 1 B
z—ilnl  z—1In2 z—1lnn
oz oz z z z N
k>0 k>0
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= B,(2).

n " [(In2)*F + -+ 4+ (Inn)*]

Hemos obtenido entonces una prolongaciéon analitica de la transformada de Borel que
tiene como puntos singulares {0,71n2,...,iInn}, en consecuencia, el conjunto compac-
to convexo méas pequeno fuera del cual la transformada de Borel admite prolongacién
analitica, es decir, el diagrama conjugado, es {0} x [0,Inn].

O

A continuacion trataremos otro tipo de propiedades que utilizaremos en el desarrollo
posterior:

Definicién 10.1 Diremos que una funcion entera f(z) es una funcion acotada en
la linea si se verifica:
|f(@)] < w(z), —oco<z <o

donde w(x) = O(e*!), |x| — oo, Ve > 0.
Se puede comprobar facilmente que la funcién H,(z) verifica esta condicién tomando

w(z) =n: ' ‘
|H,(z)| = |1+ 2% +...+n"| <n, VzecR

De hecho, H,(z) estd acotada en cualquier semiplano que contenga al semiplano su-
perior y, en particular, en cualquier banda paralela al eje real. En efecto, dado a € R
y considerando el semiplano {z € C : Im(2) > a}, se tiene que

<T4+274-4n?<(1+42%4---+n"7, Yy>a.

Definiremos ahora un concepto clave que nos ayudara a determinar una de las carac-

teristicas del comportamiento de nuestro ceros:
Definicién 10.2 Diremos que la funcion entera f(z) cuyos ceros son z, = r,e"
cumple la condicion (C) si verifica que

1
Im (—) ’ < 00.
Zn

En cierto sentido, la condicién (C) requiere que los ceros de f(z) estén concentrados
alrededor del eje real (ver [14], p. 222).

o0

2.

n=1

Se podria esperar entonces que una funcién entera que satisfaga esta condicién se com-
porte de alguna forma como una funcién con tinicamente ceros reales. Por ejemplo su
diagrama indicador tendra un eje horizontal de simetria.

A continuacién analizaremos si la funcién H,(z) cumple la condicién mencionada junto
con algunas de las consecuencias que se pueden extraer de ella. Para ello, recapitula-
remos una serie de resultados de A. Pfluger que se pueden encontrar en [4]:
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Lema 10.6 Si f(z) es una funcion entera de tipo exponencial, las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

- 1
n=1 n

R
b) / v ?log |f(x) f(—x)|dx estd acotada superiormente para cualquier R > 1.
1

Para el siguiente lema necesitamos saber que se define la longitud logaritmica de un
conjunto F medible en (0, 4+00) de la siguiente manera:

1
Liyy(E) ::/E—d:v.

x
- 1
Lema 10.7 Sea f(z) una funcion entera de tipo exponencial que satisface E Im (—)
Zn
n=1

00, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
a) 3 Um r'ns(r),
T—00

b) 3 lim y 'log|f(iy)| si un conjunto de longitud finita logaritmica es excluido.
y—o0

Lema 10.8 Sea f(z) es una funcion entera de tipo exponencial con funcion indicador
h(0) que satisface:

i) Um r~'ny(r)=D, i) h(0)+ h(m)=0.

r—00
Entonces D
’ -1 _+ _ g -1, — I
Tlggor ny(r)= Th_}rgor ng(r)= 5

donde n}r (r) yny(r) son el nimero de ceros de f(z) en |z| < en el semiplano derecho
e 1zquierdo respectivamente.

En nuestro caso, a la vista de estos tres lemas, se puede formular el siguiente teorema
que nos determinard propiedades muy interesantes sobre los ceros de H,(z) y, por
consiguiente, sobre los ceros de G, (2):

Teorema 10.9 La funcion H,(z) cumple las siguientes condiciones:
a) H,(z) cumple la condicion (C),
b) I lim rng, (1),

D
¢) limr'nfy (r) = lim r~'ng, (r) = = siendo D = lim r~'ny, (r).

T—00 r—00 r—00
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Prueba.
a) H,(z) cumple la condicién (C) ya que en relacién con el lema 10.6, para R > 1
arbitrario, se tiene que

R R R
/ % log |H,, (z)H,(—)|dx = / % log |H,,(7)|*dz < 2(In n)/ 27 %dr < 0.
1 1 1

b) 3 lim 7 'ny, (r) ya que

T—00

lim y'log |H,(iy)| = lim y 'log |1 4+27Y +--- +n"¥ =0,
Yy—oo Yy—00
por tanto este limite existe siempre y por el lema 10.7 el resultado es cierto.

¢) Si nos fijamos en la funcién indicador de H,(z) podemos observar que hy, (0) +
hy, (m) = 0, por tanto la condicién del apartado c¢) del teorema también es cierta por
el lema 10.8. O

Naturalmente estos resultados son aplicables a la funcién G,,(z) teniendo en cuenta la
estrecha relacion entre sus ceros y los de H,(z). Resaltamos, sin embargo, el siguiente
resultado de gran importancia:

Corolario 10.10 Los ceros de G, (z) estdn concentrados alrededor del eje imaginario.
Prueba. Sabemos por el teorema anterior que H,(z) cumple la condicién (C), por

tanto teniendo en cuenta la relacién existente entre los ceros de H,(z) v G,(2), y
observando lo que significaba la condicién (C), se tiene el resultado. g

10.4. Casi periodicidad

Seguiremos obteniendo mas resultados acerca de los ceros. Para ello necesitaremos
ciertas definiciones y teoremas bésicos acerca de la teoria de H. Bohr sobre las funcio-
nes casi periddicas.

En lo que sigue, a menos que se especifique lo contrario, f : R — C.

Dicha teoria extiende la nocién de periodicidad a los polinomios trigonométricos ge-
neralizados, es decir, funciones de la forma

P(z) = Z age™ (A, € R),

k=0

y en particular a las funciones periédicas.
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Definicién 10.3 Se dice que un conjunto {7;}ie; de niumeros reales es relativamen-
te denso si cualquier intervalo cuya longitud no es menor que algun niumero positivo
[ contiene al menos un nimero del conjunto. En otras palabras, un conjunto {7;}icr
de numeros reales es relativamente denso si existe | > 0 tal que cualquier intervalo
(o, e + 1) interseca con {T;}icr.

Al nimero T se le llama una e—hoja de la funcion f(x) si para todos los valores de la
variable x se satisface la desigualdad |f(x +7) — f(2)] < e.

Definicién 10.4 Se dice que la funcion f(x) : R — C es casi periddica si es
continua en el eje real y si para cada € le corresponde un conjunto relativamente denso
de e—hojas.

En particular, toda funcién periddica, verificando f(x) = f(z+T) Vz € R y para algin
T € R llamado periodo, es casi periddica, siendo el conjunto relativamente denso de
e—hojas el conjunto {nT : n € Z}.

Definicién 10.5 Dada f una funcion casi periédica, y dado o € R definimos su media
de la siguiente forma:

siempre que el limite exista uniformemente respecto de c.

Definicién 10.6 Dada f una funcion casi periodica, y M su media, sus coeficientes
de Fourier vienen dados por:

a(A) = M (f(z)e 7).
El siguiente teorema que encontramos en [5] es esencial dentro de esta teoria

Teorema 10.11 Si f es casi periddica, sus coeficientes de Fourier satisfacen a(\) = 0
excepto para una cantidad numerable Ay, Ao, ..., Ay .. ..

Definicién 10.7 Dada una funcion f casi periddica, definiremos el espectro de f
como el conjunto formado por {\1, Aa, ..., A\n, ...} que aparecen en el teorema anterior.

A partir del espectro y de los coeficientes de Fourier podemos asociar a la funcién f(x)
la siguiente serie

f@) ~ > alAp)e™, (10.1)
k=1
que recibe el nombre de serie de Fourier asociada a la funcién f(z).

Toda esta teoria se extiende para funciones analiticas:
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Definicién 10.8 Una funcién f(z) analitica en una banda cerrada o <y < g (y =
Imz) se dice que es casi periddica en esta banda si a cada € > 0 le corresponde un
conjunto relativamente denso de e—hojas de la funcion f(z), es decir

[f(z+7) = f(2)] <e para a<y<p.

Una funcion f(z) se dice que es casi periddica en una banda abierta —oo < o < y <
B < oo (y=1Imz) sies casi periddica en cada banda cerrada contenida en la banda
a<y<p.

Considerando de nuevo la funcién H,(z) = 1+ 2% + --- + n*, es decir,

Hy(z) = Zake“kz, con ap = 1, up =i, para 1l <k <n, \y =Ink,
k=1

podemos afirmar entonces que H,(z) es un polinomio exponencial. En particular, para
z =1z € R, H,(x) es un polinomio trigonométrico generalizado y, en consecuencia, una
funcion casi periédica en R dado que es suma de funciones periédicas [5].

Ademas, la funcién H,(z) es casi periédica como funcién definida en C tal como
podemos ver en el siguiente teorema:

Teorema 10.12 H,(z) es una funcion casi periddica en cualquier banda o < y < 3
(y =Imz).

Prueba. En primer lugar, ya hemos visto que H,(x) es una funcién casi periédica
en R dado que es suma de funciones periédicas. Utilizaremos ahora el hecho de que
si tenemos una funcién f(z), analitica en la banda o < y < (3, de la que tinicamente
sabemos que es casi periddica en y = yo € («, 3) (es decir, que f(z + iyg) = F(z)
es una funcién casi periddica de x), entonces f(z) es casi periddica en toda la banda
(o, B) en el caso de que sea acotada en [«, 5], ([5], p.102).

En nuestro caso, sabemos que H,(z) estd acotada en cualquier banda paralela al eje
real, por tanto, teniendo en cuenta este hecho podemos afirmar que H,(z) es casi

periddica en cualquier banda paralela al eje real.
O

Ademas, a tales funciones casi periddicas, se les puede aplicar el conocido teorema de
S. Bochner [14]:

Teorema 10.13 (Teorema de Bochner) La casi periodicidad de una funcion analiti-
ca f(z) en la banda o < y < [ implica que el conjunto de funciones f(z + h) para
h € R es compacto en el sentido de la convergencia uniforme en esa banda.

Como consecuencia de que H,(z) es una funcién casi periédica, podemos hacer uso del
teorema de Bochner para probar el siguiente resultado:
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Teorema 10.14 FEl nimero de ceros de H,(z) en la banda |y| < h, que se encuentran
en el rectingulo determinado port < x < t+1, |y| < h — 46, estd acotado por algin
nidmero k(0) no dependiente de t.

Prueba. Por reduccién al absurdo, supongamos que existe una sucesion infinita {¢;} €
R tal que el nimero de ceros de la funcién H,(z) en los correspondientes recténgulos
t; <x <t;j+1, |yl <h—J seincrementa indefinidamente. Si esto es asi, podemos
extraer una subsucesién convergente uniformemente de la sucesién de funciones H,, (z+
t;). En consecuencia, la funcién limite, a la que llamaremos H?(z), tiene un conjunto
infinito de ceros en el rectdngulo 0 < x < 1, |y| < h — 0, y por tanto, es idénticamente
igual a cero. Por ultimo, teniendo en cuenta la convergencia uniforme de la sucesién
de funciones H,,(z + t;) a HY se tiene que

sup |[Hy(2)| = sup |[Ha(2)]  (lyl <h—9),

—oo<r<o0 —oo<r<o0

y por tanto, H,(z) = 0, lo que es absurdo. O

Para obtener mas resultados acerca de los ceros, determinaremos ahora el espectro de
H,(2):

Teorema 10.15 FEl espectro de H,(z) estd formado por {In1,In2, ... Inn}.

Prueba. Determinaremos los coeficientes de Fourier de la funcién H,,(2):

T+a
a(\) = M(H,(x)e”™") = lim —/ (1427 + -+ n'®)e Ny =

Calcularemos ahora / e@Ink=2 g para cada k € {1,2,...,n}.
T4+«

= Si A\ #Ink se tiene que

T+a 1 . T+Ha
/ ezz(ln k_)\)dl’ _ |: ezm(ln k—2X) _

~T+a i(lnk —A) ~T+a
1 , .
_ i(T+a)(Ink=A) _ Ji(=T+a)(Ink=N)] _
i(Ink — \) & ‘ )
1 . . ,
_ . pimk=Na [Li(lnk=NT _ —i(lnk—N)T7 _
i(lnk — \) g ‘ ]
1

— L oi(Ink—=Na o o
k= e [2isen ((Ink — \)T)],
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1 T+« )
= lim — / ewInk=A1 g = 0,
T—oo 2T —Tta

en consecuencia, para A # In k, obtenemos

T+ao
lim _/ (e—i)\x + eix(ln?—)\) T eix(lnn—A)) dr =0 — (Z()\) —0.
» Por otra parte, si A = Ink para algin k € {1,2,...,n}, entonces
1 THa ] )
lim — [/ e”(h”_’\)} dx =0, para j # k,
y la integral donde aparece (Ink) queda de la siguiente manera:

THa T+ao
/ eink=3) gy, — / ldz = (T +a)— (T +a) =2T,
—T+a T+«

1 THo a(ln k) 1
= i gp [, Vo= Jim 2T =,

por tanto, en este caso a(\) = 1.

Se puede observar de manera directa que los coeficientes del espectro resultante son
independientes de la eleccién de la parte imaginaria, es decir, que si hubiésemos cal-
culado los valores A tales que a()\) = M (H,(x + iy)e ) # 0 para cualquier y, fijo,
entonces nos hubiesen resultado los mismos coeficientes.

O

A la vista del espectro resultante, y teniendo en cuenta el diagrama conjugado calcu-
lado anteriormente de la funcién H,(z) (teorema 10.5), podemos formular el siguiente
corolario:

Corolario 10.16 Girando 90° en sentido positivo el segmento mds pequenio del eje
real que contiene cada punto del espectro de H,(z), se obtiene su diagrama conjugado.

Estamos ahora en condiciones de poder aplicar el siguiente teorema (que es un corolario
al teorema de Bohr) que se puede encontrar en [14]:

Teorema 10.17 Los ceros de una funcion entera, de tipo exponencial finito y casi
periodica estan todos en una banda paralela al eje real si y solo si las cotas inferior y
superior del espectro pertenecen a él.

Como consecuencia de este teorema podemos formular el siguiente corolario concer-
niente a la distribucién de los ceros de H,(z):
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Corolario 10.18 Todos los ceros de H,(z) estin en una banda paralela al eje real.

Prueba. En nuestro caso sabemos que la funcién H,(z) es entera, de tipo exponencial
finito y casi periddica, y como el espectro contiene un nimero finito de elementos, las
cotas inferior y superior pertenecen a él, y por tanto, aplicando el citado teorema de

Bohr, todos sus ceros los podemos localizar en una banda paralela al eje real.
O

El interés de este resultado se traspasa naturalmente a nuestra funcién G, (z), formu-
lando asi el siguiente corolario que nos proporciona una alternativa de demostracién
de un resultado ya conocido, teorema 1.3, de gran importancia (véase [26]):

Corolario 10.19 Todos los ceros de G,(z) estan en una banda paralela al eje imagi-
nario.

Prueba. La prueba es inmediata teniendo en cuenta la relacién existente entre los
ceros de G, (z) y los de H,(2):

{z€C:Gu(z) =0} ={i-w:wes cero de H,(z)}.

O
De ahora en adelante, nos referiremos a estas bandas donde estan situados todos los
ceros de H,(z) y G,(z) como bandas criticas.

A continuacion volveremos a hacer referencia a la densidad de los ceros, en concreto,
propondremos una alternativa de demostracion del apartado b) del teorema 10.9. Para
ello, utilizaremos los siguientes resultados que podemos encontrar en las referencias
citadas:

Lema 10.20 (Teorema de Pfluger (ver [4], th. 6.3.6, p. 85)) Si f(z) satisface
que o = liminf, ., (r~'log M;(r)) < oo y ademds

/°° log™ | f ()|

522 dr < o0,
x

o
entonces
dr < o0.

/°° [log | f ()]

o 1+a?

Lema 10.21 (Teorema 9 de [14], p. 246) Para que una funcion entera f(z) de ti-
po exponencial cumpla la condicién (C) y al mismo tiempo la densidad

Ay = tim M)

T—00 r

exista, es necesario y suficiente que la integral

[l

1+ 22

exista.
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Haciendo uso de estos lemas demostraremos el resultado ya mencionado:

Teorema 10.22 Siendo ng, (r) el nimero de ceros de H,(z) en |z| <r. La densidad
asociada a la funcion H,(z),

Ay, = lim AT (T),
r—00 r

existe.

Prueba. Dado que H,(z) es una funcién entera de orden 1 y de tipo exponencial
o = Inn, definiendo o mediante la férmula

o = lim inf (r~'log My, (1)),

r—00

con
My, (r) = max = |Hn(2)],

podemos afirmar que « satisface la siguiente desigualdad
a < Inn,
y, por tanto, « es finito. Por otra parte, debido a que
|Hp(z)] < n Vo eR,

la siguiente integral esta claramente acotada

> log" |Hy())|

donde,

Int sit>1
+ _ —
10gt—{0 sit < 1.

En consecuencia, teniendo en cuenta que « es finito, (10.2) nos permite aplicar el lema

10.20 para obtener:
* |log | Hy ()]
/ e dx < oo. (10.3)

—00

Teniendo en cuenta ahora que

Hy(—z) = Hy(x),
se tiene que
2
| Hn ()| = Hy(2) Hn(—1),
y a partir de (10.3) se concluye que

% log |H, () Hy(—
/ og |Hn()Hn(=0)] ) (10.4)
0 1+.T2
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Finalmente, en relacién al lema 10.21, ya habiamos probado que H,(z) cumple la
condicién (C) (apartado a) del teorema 10.9), y en concreto a partir de la desigualdad
(10.4) podemos garantizar la existencia de la densidad. U

Del teorema precedente, podemos naturalmente garantizar también la existencia de la
densidad de los ceros de G, (z). A partir de aqui determinaremos su valor, lo que nos
permitira encontrar una estimacion asintotica del namero de ceros en la banda critica,
con parte imaginaria entre 0 y cualquier 7" > 0. Utilizaremos para ello un resultado
acerca de funciones casi periddicas que podemos encontrar en [14]:

Lema 10.23 (Corolario del Teorema 6, p. 286, [14]) Si el espectro de una fun-
cion casi periodica es acotado y
o(yi,y2) = lim ”f(xhﬁzayh?h),

To—T1—00 To — X1

donde ny(x1,x2,y1,Y2) €s el nimero de ceros de f(z) en el rectingulo x; < Rez < x9,

y1 < Imz <y, entonces
i d
lim U(ylayQ) & o

Y1—00;y2—00 2

donde d es la longitud del segmento mds pequeno conteniendo el espectro de la funcion

/().
Teorema 10.24 El nimero de ceros ng, (0,T) de la funcion G,,(z) en la banda critica
con 0 <Imz < T satisface la formula

m ne, (0,7) _ lnn.

T—oo T 2m

Prueba. Consideremos y;,y2 € R con y; < 0 < yo tales que la banda critica donde
estan situados los ceros de H,(z), denotada por S¢ g, , esté contenida en la banda

Sy, y2) ={z 1 <Imz < yo}. (10.5)

Denotaremos por ngy, (0,7, y1,y2) el nimero de ceros de H,(z) en el rectangulo [0, T'] x
[y1, y2]. Teniendo en cuenta ademds que

H,(2) = Hy (%),
y utilizando el teorema 10.22, podemos decir que el siguiente limite

it an(OaTa ylayQ)
11m
T—o00 T

=0o(y1,92) (10.6)

existe. Por otra parte, o(y1,y2) no depende de y1,y2 con la condicién de que Sc m,
esté contenido en la banda critica definida en (10.5). En consecuencia, el limite consi-
derado en (10.6) cuando y; — —o0, Y2 — 00, existe y verifica

(10.7)

lim O\Y1,Y2) = lim
Y1——00; Y2—+00 <y Y ) T—oo T ’
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donde ng, (0,7) denota el nimero de los ceros de H,(z) en la banda critica satisfa-
ciendo 0 < Re z < T'. Utilizando ahora el lema 10.23 y teniendo en cuenta que Inn es
la longitud del segmento més pequeno conteniendo el espectro de H,(x), el valor del
limite en (10.7) es exactamente

Inn

nn 10.8

o (10.8)
Finalmente, debido a la estrecha relacién entre las funciones H,(z) y G,(z), el teorema
queda probado. O

10.5. Los ceros de G,(z) desde el principio del ar-
gumento

Observemos que (10.8) es una estimacion asintdtica del nimero de ceros de G, (z) que
hemos obtenido usando la teoria de H. Bohr sobre las funciones casi periddicas. Sin
embargo, estudiaremos

Gn(z) =142+ ... 40"

de una manera directa con tal de encontrar la distribucion de sus ceros, como haremos
a continuacién. En concreto, probaremos que existen infinitos valores de 1" para los
cuales se puede obtener una férmula exacta concerniente al nimero de ceros, ng, (0,7),
en la banda critica con 0 < Im z < T', con un error a lo sumo de +1 cero. Este resultado
mejora considerablemente la estimacion conseguida en la seccion previa. La féormula
fue planteada como consecuencia de la realizacién de diversas pruebas numéricas que
ya han sido presentadas en la seccion de motivacion.

Comenzaremos con la determinacién del nimero exacto de ceros de Ga(z) para 0 <
Imz =y < T, denotado por ns(7T).

Para este caso, como las soluciones de la ecuacion

1+2°=0
son "
2k — 1)mi
Z:M,CODkGZ,
In2

se puede obtener directamente que

(2k — 1)m
T) = toi——— <T
no(T) max{k € o <

o equivalentemente

- 10.9
2T + 2 ( )

o) = [T1n2 1} |
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donde [-] denota la parte entera.

Nos ocuparemos ahora de encontrar una formula similar a (10.9) para las funciones
Gn(z) en el caso general n > 3.

Inicialmente, observemos que, para z real, la funcién G, (z) tiende a 1 y oo, cuando
z — —o00 y 00, respectivamente. Por tanto, podemos determinar, para cada n fijo,
Tn,Sn € R con 1, < s, tales que

|Gn(z) — 1] < 1, para todo z tal que Rez <r, (10.10)
y
G
‘—(z) — 1‘ < 1, para todo z tal que Rez > s, (10.11)
nZ

concluyendo que todos los ceros de G,,(z) estan localizados en la banda vertical limitada
por las lineas
Rez=1r,, Rez=s,.

Sea T" un numero positivo, que mas tarde sera especificado con mucha mas precision,
y, para cada funcién G,,(z), el rectangulo R, r definido por las lineas x = r,,, = = s,
y y =0, y = T. Asumiremos sin pérdida de generalidad que G, (z) no tiene ceros en
la linea horizontal y = T'. Entonces, dado que G,,(2) no tiene ceros reales, a partir de
(10.10) y (10.11) podemos asegurar que no hay ceros en R, 7. Por tanto, estamos en
condiciones de estudiar la variacién del argumento de G, (z) en R, r, que denotaremos
por ©,, 7 y lo haremos comenzando desde el punto (r,,0).

Observaremos que el principal problema sobre el estudio de ©,, 1 en el rectangulo R,, 1
lo encontramos en la parte definida desde el punto (s,,T) a (r,,T), que denotaremos
por R, r3. A continuacién, para evitar la complicada situaciéon creada por la posi-
bilidad de que la parte real o imaginaria de G, (z) en R, 13 se anule, utilizaremos
una consecuencia de un viejo resultado of Kronecker [11], que requiere para nuestro
propésito el siguiente lema previo de demostracién directa sobre la funcién G, (z).

Lema 10.25 Sean € N, n > 2 y {p1,p2, ..., Pk, } €l conjunto de los nimeros primos
menores o iguales que n. Entonces el conjunto {Inpy,Inpy,... Inpy } es linealmente
independiente, es decir, cualquier combinacion lineal de la forma nylnp; 4+ ngInpy +
.+ ng, Inpg, =0, con enteros ny, na,...,ng,, implica que ny = ng = ... =ny, = 0.
Ademds, ezisten enteros {ly,; :m =2,..,n;j =1,2,...,k,} tales que

kn

Inm = Zlmj Inp; (10.12)

j=1

para cada m = 2,...,n.
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Prueba. {lnp;,Inps, ..., Inp, } es linealmente independiente ya que en el caso de que
nylnpy +nolnpy + ...+ ng, Inpg, =0, con ny,ne, ..., Nk, €72

entonces
In (py"p3? -+ pyy) =0,

por tanto
Uy pt =1,
y se tiene que n; = ng = ... =ny, = 0.

Finalmente, el teorema fundamental de la aritmética demuestra facilmente la segunda

parte del lema. O
Teorema 10.26 (Kronecker-Bohl) Sean aq,as,. .., a; nimeros reales no nulos ta-
les que a;t,ayt,. .. ,a,;l son linealmente independientes. Para niumeros reales arbitra-
7108 by, bo, ..., b ye > 0, existe | > 0 (I solo depende de ay,as,...,ar y €) tal que

cualquier intervalo de longitud | contiene un intervalo de longitud € que corta a cada
conjunto
A]’ =+ {ajp—i—bj ZpEZ},

para j =1,... k.
Utilizando estos resultados previos, la formula general que determina el niimero de ce-

ros viene dada en el siguiente resultado (obsérvese que confirma la conjetura planteada
en la seccién de motivacion):

Teorema 10.27 Euxiste un nimero real positivo | tal que cada intervalo (pl, (p + 1)1),

i
p € Z, p > 0, contiene un intervalo I, tal que para cada T > —, T € I,,, el nimero

de ceros de G,(z) en el interior del rectingulo R, 1 viene dado por la formula

Nn(T) =

{Tlnn

Q| Q, <1 10.13
5 + } con |Qy| ( )
Prueba. (Basada en la variacién del argumento de R, r) Observemos en primer lugar
que a partir de (10.9) la férmula (10.13) se verifica para el caso n = 2. Por tanto,
supondremos a partir de ahora que n > 2.

Como ya se ha comentado, utilizaremos el Principio del Argumento aplicado al camino
cerrado R, r; éste nos dice que la cantidad de ceros de la funcién G,,(z) dentro de R, 1
(contando multiplicidad) coincide con el nimero de vueltas de G, o R,, 1 a lo largo del
0. Por lo tanto, analizaremos la variacién del argumento en R, v y lo haremos en los
distintos segmentos R, 11, Ry12, Rors ¥ Rura que forman R, 7 (denotaremos por
O, a la variacién del argumento en R, r;). Ver figura 10.11:
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ro +iT i Sn + 0T

Rn,T,4 Rn,T,Z

S
n Bn,T,l n

Figura 10.11: Rectangulo R, 7

Como G, (z) > 0 para z € R, sobre el lado determinado por los puntos (r,,0) y (s,,0),
denotado por R, 71, la variacién del argumento

Onr1 = 0. (10.14)

La variacién O, 12 en el lado determinado por los puntos (s,,0) y (s,,T), denotado
por R, 12, puede ser estimada teniendo en cuenta que
Sn iylnnGn<Z>

=n"e —_—
n* n*

con 0 < Imz =y < T,y aplicando (10.11). Entonces, existe algin &, 5, que no
depende de T', tal que

Onro=TInn+ ®,,, con [P, <. (10.15)

Sobre el lado determinado por los puntos (s,,T") y (rn,T), denotado por R, r3, pode-
mos afirmar que la variacién del argumento ©,, 73 satisface

On,13] <1, (10.16)

para n > 0 arbitrariamente pequeno. En efecto, sea F,,(z) la parte real de la funcién
Gn(z) — 1, es decir,

Fo(2) = Fy(x +iy) = e"™?cos(yIn2) + ... 4+ """ cos(yInn),
utilizando (10.12) podemos convertir F,,(z) en un polinomio funcién de
e""%i cos(yInp;), sen(ylnp;), para j = 1,...,ky,

donde {p1,pa, ..., Pk, } es el conjunto de nimeros primos menores o iguales que n.
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Por tanto, por continuidad, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que para cada x € [r,, s,]
|Fo(z +iy) — F,(2)| <&, (10.17)
siempre que
|cos(yInp;) — 1| <6, [sen(ylnp;)| <o
para todo 7 =1,...,k,.

Por otra parte, dado que para z real se tiene que F,(z) > 0, entonces existe una

constante positiva A tal que
Fo(z) > A >0, (10.18)

para cualquier z del segmento [r,, s,] C R. Sea ahora B > 0 tal que B < A, podemos
ahora determinar € > 0 tal que ¢ < A— B y lo suficientemente pequeno como para que
los numeros {¢; : 1 < j < k,}, que después precisaremos, con |¢;| < & cumplan que

|cos(e;Inp;) — 1| <6, [sen(e;lnp;)| < 4. (10.19)

2
Tomaremos a; = l—ﬂ, bj =0,1<j <k, y e verificando (10.17); aplicando ahora el
n .

teorema de Kronecker, existe [ > 0 tal que cualquier intervalo de la forma (pl, (p + 1)I),
p € Z, contiene un intervalo I, de longitud ¢ que contiene al menos un punto de cada
conjunto A;, 1 < j <k, definido por

2
Ajz{lﬂq :qGZ}.
npj

Por tanto, para 7" > 0 perteneciente a cualquier intervalo I,, p > 0, existen ¢; € Z
tales que los nuimeros

27'('(]]'
Inp;’

satisfacen |¢;| < ¢y, teniendo en cuenta (10.19), se tiene que

g = i=1,2,... k,

lcos(T'Inp;) — 1] <6, [sen(e;Inp;)| < 4§ (10.20)

para todo 1 < j < k,, ya que

2mq;
Inp;

Cos(gj lnpj) = cos ((T — ) lnpj> = cos (T Inp; — 27rqj) =

=cos(T'lnp;), j=1,2,...,k,.
Finalmente, tomando en consideracién (10.17) y (10.18), de (10.20) se deduce que
F,(z +iT) = F,(z) + (F,(x +iT) — F,(z)) > A—¢ > B >0,

concluyendo que
ReG,(z) > 1, (10.21)
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para cualquier z = x + 41" del lado R, r3.

Por otra parte, como
ImG,(2) = e"™?sen(yIn2) + ...+ e"™"sen(yInn),

la condicién (10.20) también implica que |Im G, (z)| es arbitrariamente pequeno en
R, 13y, de (10.21), la variacién del argumento en el lado R,, 73 verifica (10.16), sujeto
a que 1" sea elegido de cualquier intervalo I, p > 0.

Sobre el lado determinado por los puntos (r,,,7") y (ry,0), denotado por R, 7.4, direc-
tamente se sigue de (10.10) que la variacién del argumento ©,, 14 no depende de 7'y

satisface
|@n,T,4| < Tr. (1022)

Finalmente de (10.14), (10.15), (10.16) y (10.22), concluimos que la variacién total del
argumento sobre el rectangulo R, r satisface

Opr=Tlnn+V,, con |V,| <27

y, consecuentemente, el nimero de ceros de G,(z), situados en el interior de R, 7,
verifica la férmula (10.13). O

10.6. Lema de Landau

Un ultimo resultado obtenido en el que se ven involucrados los ceros se obtiene a partir
del siguiente teorema:

Teorema 10.28 (Lema de Landau) Sea f(z) una funcién analitica en D(zo,7),
siendo f(z9) # 0. Supongamos que para algin M > 0 se tiene que:

’ f(z)
f(20)

Sea p un cero de f(z) tal que |p — zo| <
f 1
7(2) —Z

) TP

<M Yz e D(z,7).

, entonces se tiene que:

N3

M
< 36—, Vz:|z—z|<
r

Wl =3

Utilizaremos el lema de Landau para obtener el siguiente resultado:

,
Teorema 10.29 Para cadar > 0 y p un cero de G, (2) tal que |p| < 3 ¢ tiene, para
cada z € C tal que |z] < g, la formula

Gulz) _ y~ : ! S+ 0(), siendo [O(1)] < 361
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Prueba. G,(2) es una funcién entera, por tanto en el Lema de Landau podemos tomar
2o = 0 (obsérvese que G,(0) = n # 0) y r tan grande como nuestros propésitos lo
requieran. Calcularemos ahora la cota M que aparece en el lema de Landau:

1

E(1+2\Z|+...+n|z|):

1
:—‘1+2Z+...+nz‘§
n

1
<—(14+274---+n")<n" =" V2| <r
n

consecuentemente podemos tomar M = rlnn.
Utilizando entonces el Lema de Landau se tiene que

G (z) 1
Gn(2) N Zp:

z—p

M
< 36— =361Inn, para|z| <
T

Wl =3

donde la suma se extiende a los ceros p de G),(2) tales que |p| < g

En consecuencia,

=Y L4 0(1), siendo [O(1)] < 36Imn.



122 Estudio de los ceros




Capitulo 11
Generalizacién de los principales
resultados

11.1. Polinomios exponenciales

Consideraremos a continuacién los polinomios exponenciales, es decir, aquellas funcio-
nes de la forma

P,(2) = a1 + -+ a,e? con , ERa, €eCV1<i<n
Asumiremos, sin pérdida de generalidad, a; #0 Vj y A\; # A; Vi # j.

Naturalmente, P,(z) es una funcién entera, probaremos a continuacién que su orden
es 1:

Teorema 11.1 P,(z) es una funcion entera de orden 1, ¥n > 2.

Prueba. Recordemos que el orden de una funcién entera (definicién 5.1) viene dado
por

A= inf{a > 0,3r € RY, ¥z € C\ B(0,7) : |f(2)] < "'},

Sea a > 1, por una parte se tiene que
|P,(2)] = |a1€™* + - + ape™?| < |ag]e™ B 4 - 4 |a,|eE siendo R = |2].

Ademas se tiene que,
R(¥

e
lim =
R—o0 ’a1|e‘>‘1|R 4+ .-+ ’an|e‘>\n|R
6RO‘fR|/\¢|

= Jim (an[ePI-ADR £ 1 [ag] + - + |an|ea DR O

siendo 7 tal que |\;| = max{|)\;|,j = 1...n}. Por tanto,

|P,(2)] < eP” Ya > 1y |z| = R suficientemente grande.
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Por otra parte, sea a < 1, entonces veamos que
|P,(2)| < eI”, para || suficientemente grande es falso.

En efecto, tomemos z = 1y, con y > 0, entonces

) |P(2)] ) ’ale_y’\l +--+ ane_y’\”}
lim —— = lim — =
2=1iy—00 e|Z| y—00 ey

) ‘ale—y(h—kk) +dapf---+ ane_y(/\"—/\k)‘
= lim

= 0
Yy—00 eya +y>\k !

siendo k tal que A\, = min{\;,1 < j < n}, siempre que \; < 0, ya que A\; — A\ >
0 Vi # k y el denominador tiende a 0.

En caso de que min{);,1 < j < n} sea mayor o igual que 0, tomaremos [ tal que
A = max{\;,1 <j <n}. De esta forma \; > 0 y se tiene que

) | Po(2)] 4 ’ale_y)‘l 9F 099 9g ane_y/\”}
lim —— = lim — =
Z=iy—00 6|Z‘ Y—00 ey

i ‘alefy(A1+>\z) + i dap+ -+ anefy(/\rﬁ)\l)‘
= lim

y—00 ey —yN

= 00,
obteniendo de nuevo el mismo limite.

En consecuencia A = 1. [l

Ademads P,(z) cumple otra de las propiedades esenciales que habjamos tratado con la
funcién G, (z):

Teorema 11.2 P,(z) es una funcion de tipo exponencial.
Prueba. Utilizando la desigualdad triangular sabemos que

tomando ahora A tal que |A| = max{| A,k = 1...n} v a tal que |a| = max{|ay|, k =
1...n}, se tiene que

P(2)] < nla] eI,

por tanto,

|P,(2)| < Ae¥?l vz € C, siendo A=nla| >0 a=|\>0.
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De hecho, P,(z) es una funcién acotada en la linea, ya que

|Po(2)] = a1 + -+ + ane™*| < ag| 4+ + |a,| Vz €R.

Determinaremos ahora el desarrollo en serie de P,(z) centrado en 0, es decir

o bk
P,(z) = Ezk
k=0
A partir de la definicién de P,(z) ya sabemos que P,(0) = a; + as + - - - + ay,, por otra
parte,

Pl(z) = iINa e i\ an e,
P7lzl<z> = (i)\1)2a16i’\12 R (i/\n>2anei)\nz7

P(m)(z) = (Z‘)\l)malei)\lz A5 oo I8 (Z‘)\n)manei)\n27
por tanto,

PA(O) = i(/\1a1+---+)\nan),
P/(0) = *(May+--+ Nay),

PM™0) = i™(Alay+ -+ A"ay),

obteniendo asi el siguiente desarrollo en serie:

=i (MNay + -+ M,
oy 3 ),

k=0
en consecuencia, los coeficientes by asociados al desarrollo en serie vienen dados por

b = i* ()\’fal —|—---—|—)\fLan), para k > 0,

y, por tanto, su transformada de Borel viene dada por la siguiente férmula:

[e.9]
Bp,(z) = g —5ir siendo by los coeficientes del desarrollo en serie anterior.
z
k=0

Determinaremos ahora el valor v a partir del cual la transformada de Borel de P,(z)
converge:

Teorema 11.3 Sea Bp,(2) la transformada de Borel de P,(z) y v = A|, siendo X tal
que |A| = max{|\;| : 1 <1i < n}. Entonces si |z| > v la serie converge, y si |z| < v la
serie diverge.
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= b
Prueba. Siendo Bp, (z) = g k—k—&-l’ con by = i* (May + -+ Aa,) para k > 0, cal-
z
k=0

cularemos 7, es decir, el valor a partir de cual si |z| > v la serie converge.

Recordemos que este valor viene dado por

v = lim sup |b, |V

n—oo

by
+1 .,
entonces también

Para su calculo, utilizaremos el hecho de que si existe lim

n—oo n

existe 1fm |b,|"/™ y coinciden. Calcularemos, por tanto, el primer limite (recordemos
n—oo

que \; € RViy \; # \; Vi # j). Denotaremos por a el coeficiente asociado a A (en el

caso de que existan \;, A, tal que |A;] = |A;| = |A|, por tanto A\; = —\;, la prueba es
andloga):
, bk+1 , ik+1 ()\lf+1a1 S 000 mp )\]:L—H(ln)
lim | —| = lim , =
B o | = | TR e+t M)
L\ R ) L\ R
‘(f) a1+---+a+---—|—<7"> (i,
ko0 ﬁ g a + + a + + An F an
A A A A A
il
‘a/&
en consecuencia v = || O

A partir de la transformada de Borel, podemos calcular su diagrama conjugado:
Teorema 11.4 El diagrama conjugado de P,(z) viene dado por:

{0} > A2,
siendo AV = min{)\; : 1 <i <n} y AW =max{\;: 1 <i <n}.

Prueba. Para probar este resultado demostraremos que

n

ag
Z z — Z)\k

k=1

es una extensién analitica de la transformada de Borel de la funcién P,(z). En efecto,
ya hemos visto anteriormente que la transformada de Borel viene dada por la serie

b
sz—il, con by =" (Mar + -+ Ma,), k>0,
k>0
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para |z| > |A| (siendo A tal que |A| = max{|\;] : 1 <i <n}).

Por otra parte, para cualquier m € {1,2,...,n}:
1 11 1 A\ " ) .
== : == — 1, vaque |—%| <1 para |z| > A
Z—iAn 2z (1—Bm) zz(z) yad para |2]
z k>0
por tanto,

n

Z 1 B 1 N 1 n +#_
Z— i\ Z—i\ 2 — i)y Z— i\,

k=1

1 i \® o1 ix\" 1 i\
Y () () () -

k>0 k>0 k>0

o (Mar -+ Aag)
- Z Sk+1 )
k>0
y, consecuentemente, queda demostrado que

n

Qg
Z Z—i)\k

k=1

es una prolongacion analitica de la transformada de Borel.

En consecuencia, los puntos i\1,i)s, ..., i\, son puntos singulares de la transformada
de Borel extendida, asi que el conjunto compacto convexo més pequeno fuera del cual
la transformada de Borel Bp, (z) admite prolongacién analitica es {0} x [\ \™)],
siendo A = min{\; : 1 <i <n}y AW =max{)\; : 1 <i < n}.

O

Analizaremos ahora si nuestras funciones P, (z) cumplen la condicién (C), es decir, si

verifican que
Im| — ]| < o0,
Zn

siendo z,, los ceros de la funcién considerada.

o0

2

n=1

Teorema 11.5 Los polinomios exponenciales verifican la condicion (C)

Prueba. Sea P,(z) = ae* + --. + a,e***. Utilizaremos el mismo resultado ya
utilizado para la funcién H,(z), lema 10.6. Por tanto, siendo P,(z) de tipo exponencial,
y cumpliendo ademds que para cualquier R > 1 se tiene que

R R
/ v 2log | P, (2)Py(—2)|dz < 2In (Jay| + -+ + |an|)/ xdz < oo,
1 1
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ya que |P,(z)| < |ai| + -+ + |an| Vo € R, utilizando dicho lema, P,(z) cumple la
condicién (C). O

Consecuentemente, los ceros de P,(z) estan concentrados alrededor del eje real.

Nuestro objetivo de ahora en adelante serd obtener mas resultados acerca de los ce-
ros. De hecho, los resultados que consideraremos suponen una generalizacién de los
obtenidos para H,(z). En primer lugar demostraremos la existencia de la densidad:

Teorema 11.6 Siendo np,(r) el nimero de ceros de P,(z) en |z| < r. La densidad
asociada a la funcion P,(z),

np,(r)

Ap = lim ,

r—00 r

existe.

Prueba. Dado que Pnﬁz) = aleif‘lz + .- +Aanei’\"z es una funcion entera de orden 1
y de tipo exponencial A, siendo A tal que |A| = max{|\;| : 1 < i < n}, definiendo «
mediante la férmula

o =lim inf (r~'log Mp,(r)), con Mp,(r) = Max .-, | P,(2)],

r—00

podemos afirmar que « satisface la siguiente desigualdad
a < |\,
y, por tanto, « es finito. Por otra parte, debido a que
|Bn(@)] < las] + -+ + |an| V2 € R,
la siguiente integral esta claramente acotada

/°° log" | P ()]

22 dx < oo, (11.1)
S x

donde como antes,

Int sit>1
+, =
1Ogt{o sit <1,

En consecuencia, teniendo en cuenta que « es finito, (11.1) nos permite aplicar el lema
10.20 para obtener

dr < 00.

/°° |log | P ()|

o 12

Por tanto,

dx < oo,

/O" log | Pu ()]

o 12
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y teniendo en cuenta que

[ sl (sl gl
e 122 0 14 2?2
se concluye que
*log | P,(x)P,(—
/ oglPa(@)Pal=)| ) (11.2)
0 1+ 22

Finalmente, en relacién al lema 10.21, recordemos que P, (z) cumple la condiciéon (C), y

teniendo en cuenta en concreto la desigualdad (11.2) podemos garantizar la existencia
de la densidad. O

Haremos uso de nuevo de la teoria de las funciones casi periédicas con el objetivo de
extraer el valor de la densidad y poder encontrar asi una estimacién asintdtica del
nimero de ceros en una determinada region.

Siendo P,(z) un polinomio exponencial, en particular, para z = x € R, P,(x) es un
polinomio trigonométrico generalizado y, en consecuencia, una funcién casi periédica
en R dado que es suma de funciones periddicas. Ademds, tal como hicimos con la
funcion H,(z), podemos extender este comportamiento afirmando que P,(z) es una
funcién casi periddica en cualquier banda paralela al eje real. Por tanto, estamos en
condiciones de poder calcular su espectro:

Teorema 11.7 FEl espectro de
Po(2) = a1 + - - + a,e?
estd formado por {1, Aa, ..., \n}.

Prueba. Determinaremos los coeficientes de Fourier de la funcién P,(z) (se puede
comprobar facilmente que los coeficientes del espectro son independientes de la com-
ponente y):

1 T+a ' '
CL()\) = M<Pn($)€7z)\x> = lim — / (a el)‘lz 4.4 anelAnQI)efz/\xda: _
T—oo 2T Tta
Lo (A1=2) i(An—A)
- 1 g ¢ 1 r PR n 1 n— x d
TE{}OQT/TM(CW + o Fage ) dx
T+a
Calcularemos ahora / e'Me=Ne g para cada k € {1,2,...,n}.
—T+a

= Si A # \; se tiene que

A=) I — ,—€Z E—A\)x _
/—T+a L(/\k - /\)
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1
i — )
1
i — A
1
i — A

1 THo )
= lim — / e MmN | g =,
T—oo 2T —T+a

[ei(T-Fa)()\k—/\) _ ei(—T+a)(>\k—/\)}

iV [ei(Ak—)\)T . e—i(Ak—A)T] _

e Q=N (95 sen (A, — MT)]

en consecuencia, para A # A, obtenemos que

1 THao ) )
ST / (@, dr =0 = a3 =0,
» Por otra parte, si A = A\ para algun k € {1,2,...,n}, entonces
1 T+« )
Jin g |, 2o =0 s

y la integral donde aparece \; queda de la siguiente manera
T+« ) T+ao
/ ape’ NNy = / ap dr = a [(T + o) — (=T + a)] = 2a;T,
—T+a —T+ao

en consecuencia,
T4 ) 1
lim — ape’ M NTdr = 1im — - 24, T = ay.
T—00 2T | 7oy, T—o0 2T
Por tanto, en este caso, a(\) = a.

O

A la vista del espectro resultante, y teniendo en cuenta el diagrama conjugado de
la funcién P,(z) (calculado anteriormente en el teorema 11.4), podemos formular el
siguiente corolario:

Corolario 11.8 Girando 90° en sentido positivo el segmento mds pequeno del eje real
que contiene cada punto del espectro de P,(z), se obtiene su diagrama conjugado.

Estamos ahora en condiciones de poder aplicar el resultado de Bohr, teorema 10.17, y
afirmar el siguiente resultado acerca de los ceros:

Teorema 11.9 Todos los ceros de P,(z) estdn en una banda paralela al eje real.
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Prueba. Sabemos que la funcién P,(z) es entera, de tipo exponencial finito y casi
periddica, y como el espectro contiene un nimero finito de elementos, las cotas inferior
y superior pertenecen a ¢l y, por tanto, aplicando el citado teorema de Bohr, todos sus
ceros los podemos localizar en una banda paralela al eje real.

O
De ahora en adelante, como ya hicimos con la funcién G,(z), nos referiremos a esta
banda como banda critica.

Teniendo en cuenta este 1iltimo resultado, estamos ya en disposicién de obtener el valor
de la densidad:

Teorema 11.10 El nimero de ceros np, (=T, T) de la funcion P,(z) = a;e™* +- -+
ane** en la banda critica con —T < Rez < T satisface la formula

np, (=T, T) A™ -\

T—o0 T m

siendo AV = min{)\; : 1 <i <n} y A =max{\;: 1 <i<n}.

Ademds, sia; € RYi: 1 <i<mn, el nimero de ceros np,(0,T) de la funcion P,(z) en
la banda critica con 0 < Rez < T satisface la formula

. np,(0,7) AW =)0
lim = .
T—o0 T 2T

Prueba. Consideremos y;,y2 € R con y; < 0 < 9, tales que la banda critica donde
estan situados los ceros de P,(z), denotada por Sc p,, esté contenida en la banda

Sy, y2) = {2 1y1 <Imz < yp}. (11.3)

Denotaremos por np, (—T,T,y1,y2) el nimero de ceros de P,(z) en el rectangulo
[—T,T] X [y1,ys]. Utilizando el teorema 11.6, podemos decir que el siguiente limite

it nPn(_Tv Ta 3/1792)
1m
T—o0 T

o(y1,92) (11.4)

existe. Por otra parte, o(yi,y2) no depende de y,y, con la condicién de que Sc p,
esté contenido en la banda critica definida en (11.3). En consecuencia, el limite consi-
derado en (11.4) cuando y; — —o0, Yo — 00, existe y verifica

np, (—T, T)

. (11.5)

I _ oy
odim o(y1,90) = lm
donde np, (—7,7T) denota el nimero de los ceros de P,(z) en la banda critica satis-
faciendo —T' < Rez < T. Utilizando ahora el lema 10.23 y teniendo en cuenta que
A — XD es 1a longitud del segmento méds pequeno conteniendo el espectro de P, (x),

el valor del limite en (11.5) se puede calcular de la siguiente manera
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’ s nPn(_T7 T) _ ¢ nPn(_T7 T) _
T T . 7
_ 2(/\(n) — )\(1)) _ A @

2 T '

En el caso de que a; € RVi: 1 <7 <mn, denotaremos por np, (0,7, y1,y2) el numero de
ceros de P,(z) en el rectdngulo [0, 7] X [y1,¥y2]. Teniendo en cuenta que en este caso

P(z) = Po(—2),
utilizando igualmente el teorema 11.6, podemos decir que el siguiente limite

lim np, (07 Ta Y1, yQ)
T—oo T

U(yh y2)

existe, y repitiendo los pasos realizados anteriormente en el caso general, concluimos
que

- np,(0,T) A =2
lim = .
T—o00 27T

U

A continuacién, estudiaremos de una manera directa la distribucién de los ceros, ex-
tendiendo el comportamiento existente en la funciéon G, (z). En concreto, probaremos
que existen infinitos valores de T" para los cuales se puede obtener una féormula exacta
concerniente al nimero de ceros en cierto rectangulo de la banda critica con 7' como
cota superior de la parte real, con un error a lo sumo de +2 o 43 ceros en funcién de
los coeficientes a;. Este resultado mejora considerablemente la estimacion asintética
conseguida en la seccion previa.

En primer lugar, considerando la funcién
Qn(z) = are™M? 4+ -+ a,e™, N € R,a; € C Vi

vemos que el nimero de ceros de Q,(2) coincide con el de P,(z) = a;e™*+- - - +a, e,
de hecho se tiene trivialmente la siguiente igualdad:

Z0n(z) = 14p,(z), esdecir, {z€C:Qn(z) =0} ={i-w:wescerode P,(2)}.

En consecuencia, todos los ceros de @),(2) estdn en una banda critica paralela al eje
imaginario. Nos ocuparemos directamente del estudio de ceros de la funcién @Q,(z).
Comenzaremos estudiando el nimero de ceros de Q2(2) para 0 < Imz =y < T, deno-
tado por ny(T"). Supondremos sin pérdida de generalidad que A; < Ag.



11.1 Polinomios exponenciales 133

Para este caso, estudiando la ecuacion
areM* + aze*?® = 0,
un computo directo nos proporciona la formula:

_ a1
e()\g A1)z =,

a2
por tanto, sus soluciones son
In || 44 <Arg (—Z—;) + 2k‘7r>
y = ,con k € 7,
Az — Ay

y se puede obtener directamente que

Arg (—Z—;) + 2km

ne(T) = max | k € Z: N <T
o equivalentemente
Ao — )T 1
no(T)) = {% +QQ} con [] < 2. (11.6)
T

Nos ocuparemos ahora de encontrar una formula similar a (11.6) para las funciones
Q. (z) en el caso general n > 3.

Inicialmente, observemos que, siendo Q,(z) = a;eM* + - - + a,e**, entonces para z
real se tiene que

CL(C;L):T(/\Z;’?’Z = ale(’\l_’\(n>)z 4+ 14+ ane(’\"_A(m)Z — 1 cuando z — o0,

G(Q#(jl))z =apeM A L g e A 1 cuando 2 — —o0,

siendo A = max{\; : 1 < i < n}, AU = min{)\; : 1 < i < n}ya™, a® sus
coeficientes asociados respectivamente en la expresién de Q,(z).

Por tanto, podemos determinar, para cada n fijo, r,,s, € R con r, < s, tales que

Qn(2)

— Doy 1‘ < 1, para todo z tal que Rez <, (11.7)
a\erF
y
((02;17(/\73) — 1| < 1, para todo z tal que Rez > s,, (11.8)
a\merF
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concluyendo que todos los ceros de @,,(z) estén localizados en la banda vertical limitada
por las lineas
Rez=r,, Rez=s,.

Sea Ty > 0, que mas tarde sera especificado con mucha mas precision. Asumiremos sin
pérdida de generalidad que @, (z) no tiene ceros en la linea horizontal y = T5. Estu-
diaremos la variacién del argumento de (), (z) en un cierto rectdngulo que definiremos
después cuyo principal problema lo encontramos en la parte definida desde el punto
(Sn, T3) a (ry, Tz). Para solventarlo utilizaremos de nuevo el teorema de Kronecker-Bohl
(teorema 10.26) que requiere en esta ocasién de la siguiente definicién previa:

Definicién 11.1 Una funcion casi periddica F(z) se dice que posee una base finita
[y [h2, - -« [ ST €Stos numeros forman una base de los coeficientes que forman el espec-
tro de F(2), es decir, ji1, 2, - ., lm Son linealmente independientes y los coeficientes
del espectro estdn contenidos en {hipy + -+ + hpmpim }, con hy, ho, ... hy, € Z.

Supondremos ademés que la parte real de @, (z) no se anula en y = T, para algin
Ty > 0, en concreto supondremos que existe A > 0 (A < 0) tal que ReQ,(z) > A
(Re@Qn(2) < A) para z =z + i1y, 1, < x < s,. Consideraremos el rectangulo R,, 1, 1,
definido por las lineas x = r,, ©z = s, vy = T, y = Ty, con T5 > T;. Entonces,
bajo las hipétesis realizadas y a partir de (11.7) y (11.8), podemos asegurar que no
hay ceros en R, 1, 1,. Por tanto, estamos en condiciones de estudiar la variacién del
argumento de @, (2) en R, 1, 1,, que denotaremos por ©,, 1, r, ¥ comenzaremos desde
el punto (r,, 7).

Teniendo en cuenta ademas que cada polinomio exponencial verifica la propiedad de
poseer una base finita, es decir, que siendo A1, Ag, ..., \, los coeficientes que forman el
espectro de P,(z) = a1e* +- - -+a,e*, entonces existe m € Z tal que i1, fi2, - - -, fim
forma una base de estos coeficientes, es decir,

A= P, hg €ZVj:1<j<m, (11.9)
k=1

la féormula general que determina el ntimero de ceros en el interior del rectangulo
R, 1, 1, viene dada en el siguiente resultado:

Teorema 11.11 Siendo Q,(z) = a1eM*+---+a,e*?, bajo las consideraciones previas

existe un numero real positivo | tal que cada intervalo (pl, (p+ 1)I), p € Z, con pl > Ty,

2
contiene un intervalo I, tal que para cada T € I, con T =T} > )\(”)773\(1)’ el nimero

de ceros de Q,(2) en el interior del rectingulo R, 1, 1, viene dado por la formula

(A = AI)(T, =)
2T

3/2 sia; € RVi
2 en otro caso,
(11.10)

N.(T1,Ty) = —|—Qn} ,con |Q,| < {
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Prueba. (Basada en la variacién del argumento en R, 1, 1,) Observemos en primer
lugar que a partir de (11.6) la férmula (11.10) generaliza el caso particular tratado en
n = 2. Por tanto, supondremos a partir de ahora que n > 2.

Como ya se ha comentado previamente, utilizaremos el Principio del Argumento apli-
cado al camino cerrado R, , 1,. Por tanto, analizaremos la variacién del argumento en
los distintos segmentos R, 1, 1.1, Bn 1 1.2, By 10,3 Y Bomy 10,4 que componen R, 1, 1,
(denotaremos por ©,, 1, 1,; a la variacién del argumento en R, 7, 1, ;). Ver figura 11.1.

rn + 115 Rn T Ts3 Sy, + 115
Ry 4 R 1 10,2
ry, + 117 Rl 11 Sy + 117

Figura 11.1: Rectdngulo R, 1, 1,

Sobre el lado determinado por los puntos (r,,71) y (sn,T1), denotado por R, 1,1,
como por hipdtesis la parte real no se anula, la variacién del argumento satisface

On1y, 1510 = P, con [P ] < . (11.11)

La variacién ©,, 1, 1,2 en el lado determinado por los puntos (s,,71) y (Sn,12), deno-
tado por R, 1, 1,2, puede ser estimada teniendo en cuenta que

Comaame @ul2) ) e gae @n(2)
Qn(z) =a € a(n)e/\(n)z - € € a’(n)e)\(n)z )

conT; <Imz =y < T,y aplicando (11.8), existe entonces algin ®,, 5, que no depende
de T5, tal que
Onnm2 =Ty — Tl))\(") + @9, con [P, 5] < . (11.12)

Del mismo modo, sobre el lado determinado por los puntos (r,,,T3) y (7, T1), denotado
por R, 1, 1,4, directamente se sigue de (11.7) que la variacién del argumento ©,, 7, 1, 4
satisface

Onryoa = (Ty — TH)AY + &, 4, con | D, 4] < 7. (11.13)
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Finalmente analizaremos el lado determinado por los puntos (s,,73) y (7, 12), de-
notado por R, 1 1,3. Afirmamos que en el caso general la variaciéon del argumento
O, 1 1,3 satisface

|®n,T1,T2,3| <. (1114)

En efecto, teniendo en cuenta que

Re(Q,(2)) = Re(Qn(x + iy)) = Re(ay)e™ cos(yAi) + ... + Re(ay,)e™ ™ cos(yh,)—

A1 TAn

—Im(ay)e™ sen(yA;) — ... — Im(a,)e™ " sen(yA\,),

entonces utilizando (11.9) podemos convertir Re(Q,(z)) en un polinomio funcién de

e cos(ypu;), sen(ypu;), para j =1,...,m,

donde {1, pa, ..., m } €s la base finita asociada a A, Ag, ..., A,. Por tanto, por con-
tinuidad, dado € > 0, existe § > 0 tal que para cada = € [r,, s,] se tiene
|Re(Qn(z +iy)) — Re(Qn(2))| < &, (11.15)

siempre que
|cos(yp;) — 1] <6, [sen(yp;)| <6

para todo j =1,...,m.

Por otra parte, teniendo en cuenta el supuesto previo acerca de T3, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que existe una constante positiva A tal que

Re(Qn(x +1iT1)) > A >0, (11.16)

para cualquier x del segmento [r,, s,] C R. Sea ahora B > 0 tal que B < A, podemos
ahora determinar ¢ > 0 tal que ¢ < A— B y lo suficientemente pequeno como para que
los nimeros {¢; : 1 < j < m}, que después precisaremos, con |¢;| < & cumplan que

lcos(ejp;) — 1 <6, |sen(e;pu )| < 6. (11.17)

2
Teniendo en cuenta el teorema de Kronecker-Bohl (teorema 10.26), tomando a; = _7r’

Hj
bj =0, con 1< j<m,y e verificando (11.15), existe [ > 0 tal que cualquier intervalo
de la forma (pl, (p + 1)), p € Z, contiene un intervalo I, de longitud e que contiene al
menos un punto de cada conjunto A;, 1 < j < m, definido por

2
jz{ﬂ:qEZ}.
2%

Por tanto, para T5 > 0 perteneciente a cualquier intervalo I,, Ip > T) (para que
T, > T1), existen g; € Z tales que para
2mq;

Ej:TQ— 1 ,j:1,2,...,m,
J
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se tiene |g;| < ey, teniendo en cuenta (11.17), se deduce
|cos(Topu;) — 1| < 6, [sen(eju;)] <6 (11.18)
para todo 1 < j < m ya que

2mq;

J

cos(g;pj) = cos ((Tg - ) ,uj> = cos (Top; — 2mq;) = cos(Top;), 7 =1,2,...,m.

Finalmente, tomando en consideracién (11.15) y (11.16), de (11.18) se deduce que
Re(Qn(z +iT)) = Re(Qn(2)) + (Re(Qu(w +14T)) — Re(Qn(2))) > A~ > B >0,

concluyendo que
ReQ.(z) > B, (11.19)

para cualquier z = x + 41" del lado R, 1, 1, 3.

En consecuencia, la variacién del argumento en el lado R,, 1, 1, 3 verifica (11.14), sujeto
a que 75 sea elegido de cualquier intervalo I,,.

Por otra parte, en el caso de que a; € R Vi : 1 < i < n, se tiene que
Im Q,(2) = Im(Q,(z + iy)) = are™ sen(yA) + ... + a,e™ " sen(y\,),

y la condicién (11.18) también implica que |Im @, (2)| es arbitrariamente pequeno en
Ru1 13y, de (11.19), la variacién del argumento en el lado R, 1, 1,3 verifica

On,11,15,3] < 1, (11.20)
para n > 0 arbitrariamente pequeno, sujeto a que T3 sea elegido de cualquier intervalo
I,.

Finalmente de (11.11), (11.12) y (11.13), (11.14) concluimos que la variacién total del
argumento sobre el rectangulo R, 1, 1, en el caso general satisface

Onrm, = (To — TN = XV) £ T, con |U,| < 4,

mientras que cuando a; € R Vi : 1 < i < n sustituyendo (11.14) por (11.20) se tiene
que

Onnm = Ty — Tl)(A(n) — )\(1)) + W, con |¥,| < 3m,

y, consecuentemente, el nimero de ceros de @Q,,(2), situados en el interior de R, 1,
verifica la férmula (11.10). O

La trascendencia de este resultado se traspasa naturalmente a los polinomios expo-
nenciales teniendo en cuenta la relacién directa entre los ceros de Q,(z) y Pu(z).
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Considerando el rectangulo }?n’ThT2 definido por las lineas y =r,, vy =s, v x = T},
x = T3, con Ty > Ti, bajo las mismas hipétesis planteadas, el nimero de ceros de
P,(z) en el interior de R, 7, 1, verifica la férmula (11.10).

Ademas, en el caso que a; € R Vi: 1 <i <mn, entonces se verifica que
Bu(z) = Pa(=2),

por tanto, el nimero de ceros en {z € C: Rez > 0} coincide con el nimero de ceros
en {z € C: Rez < 0} y la férmula (11.10) es valida consecuentemente para ambos
semiplanos.

11.2. Funciones casi periddicas

El siguiente paso en nuestro proceso es extender la formula obtenida de los ceros para
el caso de las funciones enteras casi periddicas definidas en C.

Utilizaremos en este sentido, como veremos mas adelante, el resultado que hace refe-
rencia a que la clase de funciones casi periddicas es la clausura uniforme de la clase de
los polinomios exponenciales. Para ello, en primer lugar, tendremos en cuenta que a
partir de la definicién de casi periodicidad en una banda o < Im z < (3 directamente se
deduce la propiedad de acotacion en oy < Im z < 31 para cualquier 4,3, con a < aq
y 51 < B, ([5], p-102). Ademads expondremos la relacién existente entre los coeficientes
de Fourier y los coeficientes del espectro cuando trabajamos con funciones complejas:

Teorema 11.12 Sea f(z) una funcion analitica casi periddica en la banda o < ITm z <
(. La serie de Fourier de la funcion f(x + iy), considerada como funcion de x es

flatiy) ~ ) Ape MWe, (11.21)
k=1
donde Ay y A\ son independientes de x e y.
Prueba. Fijado y € («, 3), probaremos que los valores reales de A para los cuales

M (f(x +iy)e™") #0

son independientes de y. Sean y; < ys, con y;,y; € (a, 3), aplicando el teorema de
Cauchy a la funcién f(z)e™™* en el rectdngulo y; <y < o, —T < x < T se tiene que

—T+iy2 ) T+iy2 ) T+iy )
/ f(2)e™™dz + / f(2)e"™dz + / f(2)e™™dz+

T+iy1 —T+iys T+iys

—T+iy1 )
+/ f(2)e™#dz = 0.
T

+iy1
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Dividiendo ahora ambos lados por 27" y haciendo T" — oo vemos que la primera y
tercera integral tienden a 0 (utilizamos que f(z) es acotada en cualquier banda cerrada
contenida en la banda del dominio de la funcién). Por tanto, podemos afirmar que

1 T+iys " 1 T+iy1 N
lim —/ f(z)e"*"¥dz = lim —/ f(z)e"dz,
T—o0 2T —Ttiys T—o0 2T —Tiy

o equivalentemente

1 T ' 1 T |
6)\?42 711'_1)20 ﬁ /_T f($ —+ Z'yg)e*l)\mdl’ = e>\y1 111’_1;1;0 ﬁ /_T f(l‘ 4 iyl)efz)\xda:.

Ademas, esta tultima igualdad puede ser escrita de la siguiente manera teniendo en
cuenta la definicién de media de una funcién casi periddica:

2 M (f (x4 dys)e ™) = M M (f (x + dyy)e™ ). (11.22)

Por tanto, los valores A para los cuales M (f(x + iy)e ") # 0 son independientes de

Y.

Denotando por ay(y) = M (f(z + iy)e %), a partir de (11.22) podemos afirmar que
ap(y)eMy = Ag(cte). Por tanto,

ar(y) = Ape MY,
y el teorema queda probado. O

Observemos que (11.21) puede también ser expresado de la siguiente manera:
oo
f(Z) ~ ZAkeMkzg
k=1

obteniendo la expresion equivalente en el caso complejo a la llamada serie de Fourier
en el caso real (ver (10.1)).

Ahora estamos en condiciones de poder formular el siguiente resultado que aparece en
[8]:

Teorema 11.13 Sea f(z) una funcion analitica casi periédica en la banda o < Im z <

o0

B con espectro {A1, Aay ..., Ak, ...} y con serie asociada f(z) ~ E Ape™ | entonces
k=1

la sucesion de polinomios exponenciales

n
Pn(z) = ZrkmAkei’\kz, n=n(m),rm € Q,

k=1

converge uniformemente en oy <Imz < 1, con a < a; y 6 < [.
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Ademés, a lo largo de todo el desarrollo posterior asumiremos que f(z) es una funcién
entera de tipo exponencial, y por tanto podremos usar el siguiente resultado [14]:

Teorema 11.14 Para que una funcion casi periddica f(z) sea una funcion entera de
tipo exponencial es necesario y suficiente que su espectro sea acotado.

Por otra parte, supondremos también que todos los ceros estan localizados en una
banda paralela al eje real, condicién que es equivalente por el teorema de Bohr (10.17)
a que las cotas superior e inferior del espectro pertenezcan a él.

Finalmente, antes de considerar la extensién del teorema principal concerniente al
nimero de ceros en un determinado rectangulo, probaremos que las funciones casi
periddicas enteras de tipo exponencial cumplen la condicién (C):

Teorema 11.15 Las funciones casi periodicas enteras de tipo exponencial verifican la
condicion (C)

Prueba. Sea f(z) una funcién entera casi peridédica de tipo exponencial. Utilizare-
mos el lema 10.6, por tanto, cumpliendo f(z) la propiedad de acotacién comentada
anteriormente, en particular |f(z)| < K, —oo < x < oo, para alguna constante K, y
cumpliendo ademaés que para cualquier R > 1 se tiene que

R R
/ v 2log |f(x) f(—x)|dr < QIOgK/ x2dz < oo,
1 1

entonces f(z) cumple la condicién (C). O

(o]
Dada f(z) ~ Z Ape™*  con espectro asociado {A1, Ay, ..., A, ...}, observemos tam-

k=1
bién que, siendo

Qu(2) = D"tk Are™*, n = n(m), rem € Q.

k=1

entonces para z real y m — oo suficientemente grande se tiene que

Qm<2> A —\maz) i( N\, —\TaT) 5 si z — 0o
pmaz Amaz XMtz - Tl:mAle( ' : R o T e Tn,mAne (n ) — 1,
m
Qm<Z> )\ni)\mzn)z S1z — —001

— rlijle()\li)\min)z + cte + 1 + ttt + Tn,mAne(

rminAminei)\mmz
siendo A = max{\; : i = 1,2,...}, A™" = min{\ : i = 1,2,...} y rmesAmes,

rmin Amin gus coeficientes asociados respectivamente en la expresion de Py, (2).

Por tanto, podemos determinar, cuando m — oo, r,s € R con r < s tales que

Qm(2)

TrngznAmzn eAmi“ z

— 1| < 1, para todo z tal que Rez <r (11.23)
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Qm(2)

Trrrrlzaa: Amaz 6)\7”‘”” z

— 1| < 1, para todo z tal que Rez > s, (11.24)

concluyendo por tanto por el teorema de convergencia uniforme (11.13) que todos los
ceros de f(—iz) estan localizados en la banda vertical limitada por las lineas

Rez=r, Rez=s.

Supondremos ademds que la parte real de f(—iz) no se anula en y = T}, para algin
Ty > 0, en concreto supondremos que existe A > 0 (A < 0) tal que Re f(—iz) > A
(Re f(—iz) < A) para z = x +iTy, r < x < s. Consideraremos el rectangulo Ry, 1,
definido por las lineas x = r, z =syy =Ty, y = Ty, con T, > T}. Asumiremos,
sin pérdida de generalidad, que f(—iz) no posee ceros en y = Ty, entonces bajo las
hipétesis realizadas y a partir de (11.23) y (11.24), podemos asegurar que no hay ceros
en Ry, . Por tanto, estamos en condiciones de estudiar la variacién del argumento
de f(—iz) en Rr, 1,, que denotaremos por Or, 1, y comenzaremos desde el punto (r, 71).

Teorema 11.16 Sea f(z) una funcidn casi periddica de tipo exponencial con espectro
asociado {A1,\a, ..., Mg, ...}, bajo las consideraciones previas erxiste un nimero real
positivo | tal que cada intervalo (pl, (p+ 1)), p € Z, con pl > T}, contiene un intervalo

I, tal que para cada Ty € I, con T; el numero de ceros de

T
. [ —

1= )\mam _ )\mzn
g(z) == f(—iz) en el interior del rectangulo Ry, 1, viene dado por la formula

()\ma:p 1 )\mm)(T2 _ Tl)
2T

N(T1,T3) = l + Q| , con |Q <2, (11.25)

siendo A™ = max{)\; :i=1,2,...}, N =min{)\; : i =1,2,...}.

Prueba. Consideremos f(z) ~ Z Ae™* . Bajo las hipétesis previas, todos los ceros

k=1
de g(z) estén localizados en una banda paralela al eje imaginario.

Utilizaremos el Principio del Argumento aplicado al camino cerrado Ry, 1, y nos basa-
remos en el comportamiento ya probado para las funciones @), (z). Por tanto, analiza-
remos la variacién del argumento en los distintos segmentos Rqy, 7,1, Ry 1.2, By 1.3
y Ry, 1,4 que componen Ry, 7, (denotaremos por Or, 1, ; a la variacién del argumento
en RTl,Tz,i)-

Sobre el lado determinado por los puntos (r,71) y (s,T}), denotado por Ry, 1,1, como
por hipotesis la parte real no se anula, la variacién del argumento satisface

@Tl,Tg,l = (I)l, con |(I)1’ < TI. (1126)
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n
Siendo Q,,(z) = ZrkﬁmAke)‘kz, n = n(m), ., € Q, la variacién Or, 1,2 en el lado

k=1
determinado por los puntos (s,71) v (s,7%), denotado por Ry, 1, 2, puede ser estimada

teniendo en cuenta que

Q (Z) _ 7,maa:AAmaace)\m’“”z Qm(Z) _ ma:r:Amaxe:c/\max eiy)\m‘” Qm(2>
m —'m TmamAmaxe)\m‘”z —'m rma:pAmame)\m‘”z ’
m m

con Ty < Imz =y < Ty. Aplicando (11.24), cuando m — oo, existe entonces algin
®,, que no depende de T5, tal que

6T1,T2,2 = (TQ — Ti))\maz + (I)Q, con |<I>2| < Tr. (1127)

Del mismo modo, sobre el lado determinado por los puntos (r,T3) y (r,T3), denotado
por Ry, 1,4, directamente se sigue de (11.23) que la variacién del argumento Or, 1, 4

satisface '
@T17T274 = (T1 = Tg)/\mm + @4, con |(I)4| < . (1128)

Finalmente analizaremos el lado determinado por los puntos (s, 7%) y (r, T3), denotado
por Ry, 1, 3. Afirmamos que en el caso general la variaciéon del argumento Or, 7, 3
satisface

|@T1,T2,3| < Tr. (1129)

En efecto, siendo z = x + 1y, teniendo en cuenta que para m fijo
Re(Qn(2)) = rim Re(Ay)e™ cos(yAr) + ... + 7pm Re(Ay )™ cos(yA,)—

—7 1 Im( A7) e sen(yAy) — ... — 7 Im(A,)e™ sen(y,),

entonces, como ya hicimos anteriormente, podemos convertir Re(Q,,(z)) en un poli-
nomio funcién de

e™i cos(yp;), sen(yu;), para j =1,2,..., kp,

donde {p1, pa, ..., ik, } es la base finita asociada a A1, Ag,..., A\, (asociados a cada
Qm(z)) y repetir los pasos realizados en aquella ocasién. Por tanto, por continuidad,
dado € > 0, existe 6 > 0 tal que para cada z € [r, s]

IRe(Q(z +iy)) — Re(Qum(2))] < &, (11.30)

siempre que
|cos(ypy) — 1| <6, [sen(yp;)| <o
para todo j =1,2,... k..

Por otra parte, teniendo en cuenta el supuesto previo acerca de T7, podemos supo-
ner sin pérdida de generalidad que existe una constante positiva A tal que para m

suficientemente grande
Re(Qm(z +iTy)) > A >0, (11.31)
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para cualquier z del segmento [r,s] C R. Sea ahora B > 0 tal que B < A, podemos
ahora determinar ¢ > 0 tal que ¢ < A — B y lo suficientemente pequeno tal que los

nimeros {€; : j =1,2,..., ky}, que después precisaremos, con |¢;| < & cumplan
lcos(gjp;) — 1| < 0, [sen(ejp;)| < 0. (11.32)
2
Teniendo en cuenta el teorema de Kronecker-Bohl (teorema 10.26), tomando a; = —W,
Hj

~

bj =0, conj=12...,k,, ve verificando (11.30), existe [ > 0 tal que cualquier
intervalo de la forma (pl, (p + 1)), p € Z, contiene un intervalo I, de longitud ¢ que
contiene al menos un punto de cada conjunto A;, j =1,2,...,k,,, definido por

2
Hj

Por tanto, para T, > 0 perteneciente a cualquier intervalo I,, Ip > T) (para que
T, > T1), existen ¢; € Z tales que para

2mq;
Hj

€j:T2— 7j:172>---7km

se verifica |e;| < e. Ahora, teniendo en cuenta (11.32), se tiene que
lcos(Top;) — 1| <6, [sen(eju;)| <6 (11.33)
para todo 7 =1,2,...,k, ya que

27rq]-

cos(gjft;) = cos (<T2 — ) ,uj> = cos (Top; — 2mq;) =

J
= cos(Top;), j=1,2,... kp.
Finalmente, tomando en consideracién (11.30) y (11.31), de (11.33) se deduce que
Re(Qm(z +1iT)) = Re(Qum(x)) + (Re(Qm(z +iT)) — Re(Qu(x))) > A—e > B >0,

concluyendo que
Re Qmn(z) > B, (11.34)

para cualquier z = x + 47" del lado Ry, 1, 3.

En consecuencia, cuando m — oo, teniendo en cuenta el teorema de convergencia, la
variacién del argumento de g(z) en el lado Ry, 1, 3 verifica (11.29), sujeto a que T, sea
elegido de cualquier intervalo I,,.

Finalmente de (11.26), (11.27) y (11.28), (11.29) concluimos que la variacién total del
argumento sobre el rectangulo R, p, satisface

Onm, = (T — T1)(A™* — A™") + ¥, con |¥| < 4,
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y, consecuentemente, el nimero de ceros de g(z), situados en el interior de Ry, 1,
verifica la férmula (11.25). O

La trascendencia de este resultado se traspasa naturalmente a la funcion casi periédica
f(#) teniendo en cuenta la relacién directa entre los ceros de f(2) y g(z) = f(—iz).
Considerando el rectangulo RTLT2 definido por las lineas y = r, y = sy z = T,
x =Ty, con Ty > Ty, bajo las mismas hipdtesis planteadas, el nimero de ceros de f(z)
en el interior de Ry, 7, verifica la férmula (11.25).



Terminologia basica

R = (0, +00); Q" = (0,400) N Q.
Jm+1(K) contenido de Jordan del conjunto K C R™*L.

I, ={z € Q, x =2m™.3m2...p"M con my,My,...my € Z}, donde p, es el
maximo primo tal que p, < n.

L(7) longitud de la curva ~.
o(x) se dice que es una “o pequena” de orden n cuando z tiende hacia a y se
denota por ¢(z) = o(z — a)" si verifica lim _el@) = 0.

T—a (IE — a)”

o(x) se dice que es una “O grande” de orden n cuando z tiende hacia a y se
()
(z —a)

denota por p(z) = O(z—a)™ si la expresién estd acotada en un entorno

de a.
[m], clase de congruencia médulo p del entero m.
Z,, anillo de clases de congruencia médulo n

p orden de una funcién entera f(z),

Inln M
p = limsup e A f(r).
00 Inr

Mg(r) =max{|f(2)|:|z| =r}, r>0.
|F|x = sup{|F(z)| : x € K}.
B, (z) transformada de Borel de una funcién entera.

h¢(8) la funcién indicador de f(z).

Int sit>1
+ . -
logt_{o sit <1,
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Terminologia bdsica

n

<u,v>= Zuixi, wi= (g, ..., up); v:i=(V1,...,0).
i=1

C(U) espacio de las funciones continuas sobre el abierto U C R.

CH(U) espacio de todas las funciones derivables con derivada continua definidas
sobre el abierto U C R.

A(U) espacio de las funciones analiticas en el abierto U C C.
D(z0,7) ={2€C: |z — 2| <r}; D(20,7) = {2 €C: |z — 20| <7}
Zy conjunto de los ceros de f.

f®)(2) derivada k—ésima de f(z).

1
((z) = Z — funcién zeta de Riemann.

n
n=1

21 = e’ los ceros ordenados por orden creciente de médulo.

ns(r) el nimero de ceros en |z| < r (contando multiplicidad) de una funcién
dada f(z).
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