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Aquest llibre conté més d’un centenar de problemes de fisica, que cobreixen gran
part dels continguts tipics que s’imparteixen en una assignatura de Fisica, en els primers
cursos d’una carrera cientifica o técnica.

La selecci6 del material no s’ha fet pensant d’oferir ni molts problemes ni que aquests
siguen originals, siné que hem fet émfasi en el procediment sistematizat i detallat de
la seua resoluci6. Per fer aixdo hem seguit la metodologia consistent a:! (i) descriure
breument 'enunciat, amb simbols i dibuixos, per a saber si hem entés bé alld que ens
demana Penunciat, (ii) planificar el cami que seguirem per a trobar la solucié, seleccionant
les relacions fisiques adients en cada cas, (iii) executar els calculs i resoldre les equacions
fins a arribar al resultat final, i, per dltim, (iv) comprovar que el resultat al qual hem
arribat esta bé o que, almenys, siga raonable (aixd pot aconseguir-se mirant les dimensions
i Pordre de magnitud dels resultats que hem obtingut, estudiant e! comportament en
casos limits, quan alguna de les variables involucrades es fa molt gran o molt menuda...).
I’explicacié de molts problemes est& acompanyada de comentaris i notes a peu de pagina
que proporcionen informacié complementaria, d’aquesta manera s’enriqueix el contingut
del problema.

Hi ha diferents perspectives per a resoldre el mateix problema. Per aixd alguns
problemes similars presenten plantejaments (aparentment) diferents, encara que en el
fons s’usen les mateixes lleis de la fisica. També és cert que hi ha alguns problemes
que podrien estar ubicats en diversos capftols, perd els que apareixen en cada capftol no
s’han de considerar com a desconnectats de la resta, siné que en molts apareixen barrejats
conceptes que provenen de diferents arees de la fisica. La inclusié d’un problema en un
capitol o en un altre respon a l'interés per ressaltar algun concepte més que un altre, o
algun procediment de calcul en particular.

Hem procurat que 'extensié de tots els capitols siga aproximadament la mateixa,
tanmateix hi ha capitols de diferent llargéria. Per una banda, la justificacié és que
no tots els continguts ocupen el mateix en els temaris, i, per una altra banda, alguns
capitols poden complementar-se amb d’altres (n’és el cas del capftol de “Gravitacié”, el
qual pot complementar-se amb el de “Camp i potencial electrics”, canviant les carregues
per masses, la constant 1/47eg per G, i considerar que la interaccié gravitatoria sempre
és atractiva).

Hi ha molts enunciats de problemes que s’han extret del llibre Fisica, de M. Alonso
i E. J. Finn (Addison-Wesley Iberoamericana, Buenos Aires, 1995). Aquest és un text
que, durant alguns anys, s’ha usat profusament en les universitats del Pais Valencia i, en
certa mesura, ha influit sobre el contingut del present text. Per aixo, en el capitol sobre
“Formacié d’imatges” treballem amb el conveni de signes cartesid que utilitza aquest
llibre. A hores d’ara hi ha publicats molts més textos de fisica, i els estudiants ja poden
disposar d’una bibliografia adient (encara que poc nombrosa) per a estudiar en valencia?
un curs de fisica. Citem-ne, per exemple, els llibres de P. A. Tipler, Fisica (Reverté,
Barcelona, 1995), o de V. Martinez Sancho, Fonaments de fisica (Enciclopédia Catalana,
Barcelona, 1991 i 1992).

IPodeu trobar més detalls sobre aquest procediment en les referdncies segiients: J. H. P. van Weeren,
F. F. M. de Mul, M. J. Peters, H. Kramers-Pals i H. J. Roossink, “Teaching problem-solving in physics:
A course in electromagnetism”, American Journal of Physics 50 (1982) 725; R. G. F. Fuller, “Solving
physics problems — how do we do it?”, Physics Today 35 (19982) 43, i A. Rafiada, Dindmica cldsica
(Alianza, Madrid, 1990) sec. 1.3, p. 22.

2També dit catala, ja que es tracta de la mateixa llengua, matisada per diferents accents i modismes.



Volem fer palés el nostre agraiment a aquelles persones que, d’una manera o d’una
altra, s’han vist parcialment involucrades en els quefers propis de l’elaboracié d’un llibre:
Vicent Ebteve Guilabert ha col-laborat en la realitzacié de part de les figures, Marinela
Garcia Sempere 1 Mikel Forcada Zubizarreta ens han aconsellat sobre dubtes termi-
nologics, i Joan Perujo i Joan Borja han unificat i millorat lestil del text. Com que
aquesta col-leccidé de problemes s'ha derivat de la nostra activitat docent, en part en el
Departament de Fisica Aplicada de la Universitat d’Alacant i en part en el Departament
de Fisica de la Universitat de Miircia, no seria just deixar de reconéixer la tasca d’aquells
companys de departament amb els quals hem compartit docéncia i discussions sobre as-
pectes didactics del material que ara presentem. El Centre de Terminologia TERMCAT
també ens ha ajudat a aclarir alguns dubtes terminolodgics puntuals.

Per 1iltim, i no per aixo, menys important, també volem deixar constancia del nostre
agraiment al Secretariat de Promocié del Valencia, de la Universitat d’Alacant, per la
concessié d’una beca per a la realitzacié d’'aquest treball,

Com en tot text imprés, aquest no esta lliure d’errades tipografiques. Demanem
disculpes per endavant i esperem que aquestes no hi siguen cap inconvenient greu. Si ens
feu arribar els vostres comentaris i suggeriments procurarem tenir-los en compte per a
treballs futurs.

RAFAEL GARCIA MOLINA ISABEL ABRIL
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A les nostres filles:
Marina i Claudia
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1.1 Una particula fa un moviment harmonic simple sobre una linia recta i té veloc-
itats de 9 cm/s i 2 cm/s quan es troba a 4 cm i 6 cm, respectivament, de la posicié
d’equilibri. Calculeu Yamplitud, el periode, la freqiiencia angular i I'acceleracié maxima
del moviment.

2y =4cm =004 m, vy =9 cm/s = 0.09 m/s
2o =6 cm = 0.06 cm, v2 =2 em/s = 0.02 m/s
AT, w, Gmax?

Es tracta d’un moviment harmonic simple. Les equacions que en donen Velongacié i la
velocitat sén

z = A sin(wt + a) (1)
v = wAcos(wt + ) (2)

Si anomenem ¢; I'instant en qué la particula té elongacié z; i la velocitat v; (¢ = 1,2),
podem escriure les relacions

zy = A sin(wt; + o) (3)
v, = wA cos(wty + ) (4)
zg = A sin(wig + o) (5)
vg = wA cos(wty + ) (6)

Si elevem al quadrat les egs. (3) 1 (4),

z? = A%sin®(wty + ) )

v? = A% cos?(wt; + @) = A%W? [1 - sin®(wt; + a)] (8)
obtenim

v? = A%w? —xll? (9)

Analogament, de les egs. (5) i (6), tindrem
vi = A%w? — 22t (10)

Les eqs. (9) 1 (10) ens proporcionen un sistema de dues equacions, amb dues incognites,
w1 A, que, resoltes, donen

V2 — 2\ 2

:EZ—.’El

A 1/2
(w% v 2?2 v%) / 12)

72
v — Y3

A
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i a partir de 'eq. (11) obtenim

o 22— 22\ Y2
=_:<g ;) (13)

En substituir-hi els valors numerics, obtenim

A=0.0609 m=609cm, T=320s, w=1.96rad/s (14)
Com que 'acceleracié d’un moviment harmonic simple ve donada per
a=—-Aw? sin(wt + o) (15)

els valors extrems de 1’acceleraci6, 0max.min, verificaran la relacié
3y bl

0=+ = —Aw? cos(wt + ) (16)

Amax,min

i com que Aw? # 0, 'eq. (16) implica que cos(wt + @) = 0, és a dir, sin(wt + o) = £1, i
de ’eq. (15) obtenim

mamin = £AW? = £0.234 m/s® = +:23.4 cm/s” (17)

El valor maxim del modul de l'acceleracié val 0.234 m/s?, i els signes més i menys fan
referéncia al sentit del moviment.

L’acceleracio, la freqiiencia i I’elongacié d’un moviment harmoénic simple estan rela-
cionades per

a=—wx (18)

Quan ¢ pren un valor extrem, com que w esta fixat per a un moviment harmonic simple
determinat, haurd de complir-se que z és ’elongacié maxima (és a dir, 'amplitud), cosa
que es verifica simplement substituint els valors donats per les expressions (14) i (17) en
Peq. (18).

1.2 Deixem caure un bloc de 5 kg des d’una altura de 75 cm respecte de l'extrem
superior d'un ressort vertical que esta unit a terra per 'extrem inferior. En caure, el bloc
es queda unit al ressort. Si la constant elastica del ressort val k¥ = 2500 N/m, calculeu
la longitud maxima de compressié del ressort. Suposeu que la massa del ressort 1 que la
friccié amb Daire sén negligibles.

k=2500 N/m,m =5kg,h=75cm=0.75m
Ymax = compressié maxima del ressort?
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Pel principi de conservaci6é de l'energia, 'energia del sistema quan el bloc encara no
ha comengat a caure ha de ser igual a I'energia del sistema quan el bloc ha aconseguit
comprimir el ressort a la seua elongacié maxima: Einicial = Fanal. En tot el que segueix
suposarem el bloc com una massa puntual.

m
-4 -
%

;
g

origen {ymﬂx

d’energia potencial

Fic. 1

Per conveniéncia, prenem lorigen d’altures i, per tant, I'origen d’energia potencial,
en la posicié corresponent a l'extrem del ressort sense deformar; per tant, quan el bloc
encara no ha comencat a caure, I'energia del sistema format pel bloc i el ressort és

Einicial = [Ebloc 4 [pressort

inicial inicial

! bloc .

= Egoic cmet + E;iisort + Er;e;:&grt - mgh’ (1)

En l'equacié anterior hem tingut en compte que 'energia potencial del bloc, mesurada

des de 'origen de potencials de la fig. 1, val Ebl"c = mgh; Eglx‘l’e"t = 0, perque el bloc esta
en repos; Eressort =0, ja que el ressort esta en la seua posicié d’equilibri.

Quan el bloc ha comprimit el ressort a la seua elongacié maxima , I'energia del sistema

sera

o ressort __ rbloc bloc ressort ressort
Efinal = Eﬁnal + Eﬁnal - Epot + E c + E, Ecmet

inét pot
L, 2
= MGYmax + Ekym‘ax (2)
Ara hem usat que I'energia potencial del ressort quan té compressié maxima val Eress"rt

kymax /2; I‘,’})‘f = MYYmax, j& que el bloc estd ara a una altura 4,3, respecte de l origen

d’altures (quan farem els calculs, si obtenim un valor de Ymax negatiu aixo vol dir que
esta per sota de lorigen d’altures que hem triat i correspon a una compressié del ressort);

EE’},‘I’; = 0, perqué quan el bloc arriba a la posicié de maxima elongacié la seua velocitat

és nul-la, ja que no pot continuar baixant més; Egﬁfi‘t’“ = 0 perqué en la posicié de

maxima elongacié la velocitat d’un moviment harmonic simple és zero.
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Igualant les egs. (1) i (2) obtenim una equacié de segon grau per a Ymax

1

5 kyfnax 4+ MGYmax — Mgh =0 (3)

1a soluci6 de la qual és

_ —mg+ v/m2g? 4+ 2kmgh )
k

Ymax
En substituir els valors de les dades (tots en el mateix sistema d’unitats) obtenim que

Ymax,1 = —0.19 m (5)

Ymax,2 = +0.15 m (6)

El valor donat per ’eq. (5) es correspondria amb el fet que el ressort es desplacaria cap
amunt, la qual cosa no té sentit, atés el plantejament inicial del problema, ja que un
ressort en equilibri només experimentara una elongacié inicial (després oscil-lara) en el
sentit de la forga aplicada. En el nostre cas, la forga aplicada és el pes del bloc, que va
dirigit cap avall, segons la disposici6 representada en la fig. 1.

De les dues solucions, egs. (5) i (6), la que té signe negatiu, i.e., Ymax = —0.19 m,
és la que correspon a la compressié maxima del ressort, perque, tal com hem dit abans,
el signe negatiu indica que la posicid del bloc en extrem del ressort estd per sota de la
posicié original de 'extrem del ressort.

L’altra solucid, Ymax = 0.15 m, també és una solucié fisica del problema, encara que
no correspon a la resposta concreta d’alld que demana el problema. De fet, després de
comprimir-se el sistema format pel bloc unit al ressort, tot ell s’estirara de nou i la solucié
(6) ens indica que, en estirar-se, el sistema bloc-ressort assolira una altura de 0.15 m per
damunt de la posicié original de 'extrem superior del ressort. Després, el bloc unit al
ressort continuara oscil-lant, si no hi ha friccid, entre les dues posicions donades per les
egs. (5) i (6).

Si aprofundim un poc més en el problema podem calcular la posicié d’equilibri del
sistema format pel bloc damunt del ressort. Aquesta posicié correspon a una compressié
y tal que la for¢a recuperadora ky equilibra el pes de 'objecte, mg:

ky=mg = y:—"lkgzo.mgﬁm (7)

Com veiem, la posicié d’equilibri correspon a una coordenada y = 0.0196 m per sota
de Dorigen d’altures. Aixi doncs, si escrivim les posicions ¥, entre les quals oscil-la la
masa m, referides a la posici6é d’equilibri del sistema bloc-ressort, eq. (7), obtenim! que

Y = Ymax,1 +¥ = —0.1922 + 0.0196 = —0.1726 m (8)

Yh = Ymax 2 — Y = +0.1530 + 0.0196 = +0.1726 m 9)

1Per a obtenir els resultats de les egs. (8) i (9) hem hagut de prendre més xifres decimals en els valors
de Ymax,1 1 Ymax,2, donats per les egs. (5) i (6). D’altra banda obtindriem una asimetria en els valors
de yj i ¥4 que es deuria només a problemes d’arredoniment numéric i no tindria sentit fisic.
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Aixo indica que el sistema bloc-ressort oscil-la simetricament respecte de la seua
posicié d’equilibri, tal com representa la fig. 2.

origen
d'attures

posicia ST T TFTT l’ -
d'equilibri )
del sistema }’m;,x,1 }’
bloc-ressort

Fia. 2

1.3 Un projectil de 50 g viatja horitzontalment, quan xoca i penetra en un bloc de fusta
d’1.5 kg que esta unit a un ressort de constant elastica 980 N/m i que es troba en repos
sobre una superficie horitzontal. A consegiiéncia de l'impacte el ressort es comprimeix
un maxim de 20 cm. Si sabem que el coeficient de fregament, entre el bloc i la superficie
val 0.5, calculeu: (a) la velocitat del projectil abans del xoc, (b) la velocitat amb que el
bloc passa per la posici6 inicial quan el ressort es distén, i (c) la posicié del bloc quan el
ressort ha arribat a la distensié maxima després de la compressié inicial. Suposeu que el
ressort no té massa.

M=15kg,2zp=20cm=0.2 m,m =50 g=0.05 kg, k =980 N/m, = 0.5
(a) ’Uo?

(b) Va?

(¢) posici6 del bloc quan la distensi6 del ressort és maxima?

......

que farem servir al llarg d’aquest problema. En tot el problema considerarem el bloc i el
projectil com si foren punts materials.
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|
! | ;
- - !
; XB = = — o
k ! LoX
’ 1 : w
ilrsrmisianere.

—VVWWAN\— /*1 | .

posicid d'equilibri-” eix X
Fia. 1

(a) No podem aplicar el principi de conservacié de l'energia abans que el projectil
s’introduesca en el bloc, ja que desconeixem ’energia de deformacié que es consumeix en
el procés de penetracié del projectil dins el bloc. Perd sf que podem aplicar el principi de
conservacié del moment lineal (la qual cosa no depén del fet que el procés siga elastic o
inelastic) entre els instants just abans i just després del xoc, els quals s6n Py,icia1 1 Panals
respectivament,

Pinicial = Pfinal 9]
on,

Pinicial = Pprojectil T Pbloc = MV0 + M Vy (2)
i

Pgna = (M + M)V (3)

on vy i Vp fan referéncia a la velocitat del projectil i a la del bloc, respectivament, abans de
la col-lisié. V és la velocitat del sistema format pel bloc amb el projectil dins, justament
després de la col-lisi6. A més a més, cal tenir en compte que Vy = 0, perque el bloc esti
en repos abans de la col-lisié.

Com que tot el moviment discorre horitzontalment, tinicament farem la descripcié
emprant una coordenada (1'horitzontal, x) i, per tant, magnituds escalars,

myy = {m+ M)V (4)

Immediatament després d’introduir-s’hi el projectil, si que podrem aplicar el principi

de conservaci6é d’energia entre les posicions A (on es produeix la col-lisid) i la posicié B

(on es produeix la compressié maxima del ressort), tenint, a més, en compte l'energia

consumida pel fregament que realitza el bloc, més el projectil introduit, amb la superficie
que forma el terra:

[E&e + Epor + Edac] 5 = [Echuee + Epoe + Eataat]p + Beves, AB (5)

pot elast

on BP indica el sistema format pel bloc més el projectil introduit i R fa refergncia al
ressort. Si considerem els valors dels diferents tipus d’energia, tindrem:

1
BB a = 5(m+ M)V? (6)
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asm——

EB.a=0 (el ressort esta sense deformar) (7
EBR 5 =0  (ja que Ui ciong =0) )
ERp = ka:‘f; (9
Fireg, AB = Frreg T8 = (M + M)gpuag (10)

En la darrera equacié hem tingut en compte que Fheg = Normal -y = (m + M)gu, i que
la distancia recorreguda entre les posicions A i B val zg. L’energia potencial gravitatoria
és la mateixa en les dues posicions A 1 B, perqué el moviment discorre al llarg d’un pla
horitzontal. Per tant, EoG o = E% .

L’eq. (5) queda, doncs, com

1 1
S (m+ M)V = skag + (m+ M)gpos (11)

De les egs. (4) i (11) traiem que la velocitat amb la qual ha de xocar el projectil amb el
bloc val

vy = —%\/(m—l— M) [kzd + 2(m + M)gpxg] = 161.8 m/s (12)

(b) Ara hem de calcular la velocitat V4 amb la qual passa el bloc pel punt A després
d’eixir de la posicié B (fig. 1). Pel principi de conservacié de 1’energia entre les posicions
B i A, ara escrivim

{Ecmet + E pot + Sast] [Ecmet + E]:}?o}:‘. + E last] + Efreg,BA (13)

D’una manera analoga a la d’abans, obtenim que

Ecmet g=0 (en la posicié B el ressort no té velocitat) (14)
L. o

Eelast B~ 2 kmB (15)
1 2

EcmetA - 2(m+M)VA (16)

Efin=0 (en la posicié A el ressort no té elongacié) (17)

Epot B — Epot A (18)

Efreg,BA = (m + M)gﬂxB (19)

Aixd ens déna
1 1
5/9:1:% = §(m+M)V§+(m+M)guxB (20)

i d’aci calculem V4,

kxd — 2(m + M)guxg ‘
Vy = B =4.83 1
A \/ (m+ ) m/s (21)
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(c) Pel principi de conservacié de I'energia entre les posicions A i C:

[Ecmet pot + Egast] [nget E(ﬂ + ES&st] C + EfreS,AC (22)

Igual com abans,

Eekmt A=0 {en la posicié A el ressort no té elongacié) (23)
EXc=0 (en la posici6 C el ressort no té velocitat) (24)
Bt = ;kf’f?: (25)
Epsn = Epn.c (26)
Btreg,ac = (M + M)gpzc (27)

on z¢ és Pelongaci6 del ressort en la posicié C. De manera analoga als calculs anteriors
obtenim que

_ —(m+M)gu s \/(m + M)2g2p® + k(m + M)V { 0.185 m (28)

k ~0.200 m

La soluci6é amb signe negatiu, —0.200 m, ens donaria el punt on aniria a parar el bloc
quan es mou cap a l'esquerra. Perd no es tracta d’aixo, siné que busquem el punt on
anira el bloc quan sobrepassa el punt A després d’eixir de B. Per aix0, la resposta en
aquest, cas correspon al valor 0.185 m.

1.4 Un péndol d’l m de llargaria i amb una massa puntual de 0.6 kg se separa de la
posicié d’equilibri, de manera que se situa 4 cm sobre 'altura d’equilibri quan comenca
a oscil-lar. Expresseu en funcié de laltura del péndol respecte de la posicié d’equilibri:
(a) la forga tangencial a la trajectoria, (b) Pacceleracié tangencial, (c) la velocitat i (d)
el desplagament angular. Obteniu els valors numarics corresponents al punt en que té
I'amplitud maxima, i al punt més baix de la trajectoria del péndol.

f=1m m=06kg, y1 =4cm=0.04 m
(a) FT?

(b) CLT?

(C) ’UT?

(d) 97

Considerarem que el fil del pendol és inextensible i de massa nul-la. Expressarem tots
els resultats en funcié de I'altura y respecte de la posicié d’equilibri (fig. 1).

Les tiniques forces que actuen sobre la massa m sén la tensié T i el pes P = myg.
La tensi6é T és perpendicular a la trajectoria de la particula, per aixo no pot donar lloc
a cap component tangencial. En canvi, el pes si que pot proporcionar un component
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———

tangencial. Situem-nos en el punt D de la fig. 1. Segons el triangle DEG de la fig. 2,
tenim que la forga tangencial val

Fr = mgsind (1)

D

£
bo—?
= __ altura AN 3 \
maxima N \
\
AP G
AY '
__ aliura w.”
d'equilibri E
Fia. 1 Fic. 2
Un triangle similar a el anterior és el ABD de la fig. 1, en el qual es verifica que
f—
cos¥ = —-—e—y (2)

(a) En combinar les egs. (1) i (2), tenim que

2
Fp =mgy1—cos92 =myg 1——“%/2 (3)

(b) Coneguda la forga tangencial, és elemental calcular l’acceleracié tangencial a la qual
es troba sotmesa la massa m,

/ 2
aT=%=g I—Q—%y—) (4)

(¢) Calcularem la velocitat tangencial en el punt generic D aplicant-hi el principi de
conservaci6 de Penergia, Ec = Ep. Prendrem el punt més baix de la posicié del péndol,
que correspon a la posici6é d’equilibri, com a origen d’energia potencial.

En el punt C tenim

E¢ = Epot,c + Eginet,c = Mgy (5)

Eoinet,c =0, ja que quan el péndol arriba a la seua altura maxima, té velocitat nul-la.
En el punt D la massa té energia potencial, mgy, i energia cinética, mv% /2, amb la
qual cosa tenim
2

1
Ep = Epot,D + Ecinét,D =mgy + §mUT (6)
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on vy és la velocitat tangencial. De les egs. (5) 1 (6) s'obté que

2

1
mgyy =mgy +smur = vr=1/29(y1 - Y) (7)

Hem expressat la forca, I'acceleracié i la velocitat tangencials, eqs. (3), (4) i (7), en
funcié de la separacié vertical y respecte de la posicié d’equilibri. Com veiem, Fr i at no
depenen de la posici6 inicial ¥, des de la qual s’inicia el moviment, en canvi, la velocitat
si que t€ una dependéncia amb y;; de fet, v depén de la distancia vertical entre laltura
maxima i la posicié en que es calcula la velocitat.

(d) A partir de 'eq. (2) es conclou que el desplacament angular val

9 = arccos (f - ’y) | (®)

En el punt d’altura maxima, ¥ = Y1, que en la fig. 1 correspon al punt C, tindrem els
resultats numeérics segiients

2
Fr=mg 1—(1~%}) =1.65 N (9)
2
ar=gy/1- (1- ?—’ei) = 2.74 m/s’ (10)
vp=0m/s (11)
¥ = arccos (8 ; y) = 16.26° (12)

Podem veure que el valor de la velocitat que hem obtingut déna lloc a una energia
cinetica nul-la, tal com hem considerat justament en 'eq. (5). Les altres magnituds: Fr,
at i ¥, tenen un valor maxim.

En el punt més baix, y = 0, tindrem els valors

Fr=0N (13)
ar = 0 m/s* (14)
vy =2gy; = 0.89 m/s (15)
¥ =0° (16)

Ara, el valor de la velocitat (i, per tant, de I'energia cingtica) és maxim. En canvi, Fr,
ar i ¥ prenen el valor minim.
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1.5 Coneixem I’energia potencial de tres sistemes conservatius: (i) E, = 65z° + 22, (i)
E, = 88z2, (iii) E, = 2tanwx, on z és el desplacament respecte de la posicié d’equilibri,
i totes les magnituds estan expressades en el SI. Determineu: (a) si el moviment de
cada sistema respon a un moviment harmonic simple, (b) la freqiiéncia angular del(s)
moviment(s) harmonic(s) simple(s) corresponent(s), i (c) la forca que actua sobre cada
sistema.

(i) E, = 652° +

(ii) B, = 8822

(it) Bp = 2tanx

(a) moviment harmonic simple?
(b) w?

(c) F?

(a) Sera moviment harmonic simple aquell en que 'energia potencial depenga quadrati-
cament del desplacament

Ep o ' (1)
Més concretament, podem dir que Vexpressié habitual de I'energia en el moviment
harmonic simple és
k
E,= 5:1:2 : (2)

on k és la constant elastica (o harmonica) del sistema.
Es obvi que, de les tres possibilitats, inicament la (ii} correspon a un moviment
harmonic simple, ja que

E, = 88z? (3)

(b) La freqiiencia angular, w, d’un moviment harmonic simple estd relacionada amb la
constant elastica & mitjangant

w=1/E (@

De les egs. (2) i (3) obtenim que k = 2- 88 N/m = 176 N/m, per tant,

w= Vl’r%ﬁ rad/s (5)

on m representa la massa del sistema que efectua el moviment harmonic simple.

(¢) La forga que actua sobre un sistema conservatiu, 'energia potencial del qual depén
només de la coordenada z, esta relacionada amb 'energia potencial per

dE
F=-—E (6)
dz ~
Aplicant aquesta relaci6 als tres casos d’energia potencial, tenim: (i) F = —325z% — 2z,

(i) F = —176z, i (iii) F = ~2/ cos® z.
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Encara que els casos (i) i (ii) no corresponen a un moviment harmonic simple, podem
preguntar-nos si en el cas de petits desplagaments (la qual cosa implica que & < 1) tenen
un comportament aproximat de moviment harmonic simple.? Per a comprovar aixo farem
un desenvolupament de Y'energia potencial en série de poténcies del desplagament z. Si
el terme dominant (quan z < 1 és el que corresponga a la poténcia de x més baixa)
és 72, podem dir que el sistema es comporta com un oscil-lador harmonic en el cas de
desplagaments menuts respecte de la seua posicié d’equilibri.

L’energia potencial del cas (i) ja esta escrita com a série de poténcies de z,

By =652 + 2 ~2?  (quanz < 1) (7

En canvi, en el cas (iii) cal fer un desenvolupament de la funcié tanz en série de
potencies de x

E, =2tanz ~2(x +---) (quan x < 1) (8)

Per tant, només el cas (i) correspon aproximadament a un moviment harmonic simple
en el cas de petites oscil-lacions. En 'aproximacié de 'eq. (7) podem aplicar-hi el mateix
raonament que hem usat en els apartats (b) i (¢).

0.2¢ 0.10¢ 3r
Ep=2 tan x
) 2_
o Y
SRS 0.05} f
E =2x
1
0. 0.00 . .
-8.4 ] -0.04 -002 0.00 002 0.04 8.0 0.5 1.0
x x x

Fic. 1

En la fig. 1 hem representat 'energia potencial corresponent als tres casos, (i), (i) i
(iii), mitjangant una linia continua. Només el cas (ii) t€ la forma parabolica tipica d’un
oscil-lador harmonic. En els casos (i) i (if) hem dibuixat mitjancant una linia discontinua
les aproximacions corresponents a petites oscil-lacions donades per les egs. (7) i (8),
respectivament. Com podem veure, només en el cas (i) les corbes continua i discontinua
coincideixen satisfactoriament per a valors menuts de z.

2 Aquesta situacié sol donar-se sovint en la practica, ja que molts sistemes, que estrictament no es
comporten com un oscil-lador harmonic, si que es comporten com a tals en el cas de petites oscil-lacions
al voltant de la posicié d’equilibri.
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1.6 Una particula rellisca sense friccié sobre dos plans que formen una inclinacié d’un
angle a respecte de I'horitzontal, tal com s’il-lustra en la figura. (a) Si A és I'altura inicial
de la particula, calculeu el periode del moviment descrit per aquesta. (b) Es aquest un
moviment harmonic simple?

(a) T?
(b) moviment harmonic simple?

Abans de calcular el periode, en primer lloc tractarem de comprovar si es tracta d’un
moviment harmonic simple. Podem considerar que la particula oscil:la:

- en la direccié vertical (inicament ens fixarem en la component y),

- en la direcci6 horitzontal (inicament tindrem en compte la component z),

perd el fet que la particula oscil-le no ens informa si es tracta d’un moviment harmonic
simple o no. Per aixd intentarem contestar primerament Papartat (b).

(b) Observem quant val l’energia potencial FE,. Si prenem com a origen de I'energia
potencial gravitatoria la superficie horitzontal, segons la figura de ’enunciat, tenim

E, = mgh = mgrtana (1)

Com veiem, aquesta energia no correspon a la d’un moviment harmonic simple perque
no és el cas en que Ey, o« x2. Si s’haguera descrit el moviment respecte de la coordenada,
vertical, hauriem obtingut un resultat analeg. En conseqiiéncia, la particula no descriu
un moviment harmonic simple.

A C

)

t

h I

]

origen :
d'energia potenciat

Fic. 1

(a) El periode del moviment sera el temps que tarda a passar dues vegades pel mateix
punt en les mateixes condicions, independentment que el moviment siga harmonic simple
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o no. Si ens referim a la fig. 1, el periode T sera el temps necessari per a anar del punt
A al C i tornar al A (tot aixd passant pel punt B):

T =1taB +tgc +tos +1iBa (2)
El que hem de fer ara és calcular quant val cadascun d’aquests temps (tas, B, etc.). A
partir de 'equacié cinematica per a un moviment uniformement accelerat,

1
s:so+vot+-§at2 (3)

descriurem el moviment per la rampa on es mou la particula. Aixd ens permetra calcular
el temps tap, necessari per a anar del punt A al punt B. Tenint en compte que sg = O,
s=AB=h/sina, vg =01 a = gsina (fig. 2), és facil comprovar que

_ 2h/g (4)

sino

taB

A s=h/sina

~
~

:g'S|na \\\

Fic. 2

~ Ara procedirem de forma similar en el cas de tpc, perd necessitem conéixer l'altura
k' a qué arribard la particula en C (fig. 1). Per a fer aixd podem aplicar-hi el principi
de conservaci6 de ’energia entre els punts B (tota cinetica) i A (tota potencial, ja que la
particula estd en repds), Ep = Ep:
1
Ep = 5mv§ Ey=mgh =  wvg=+/2gh (5)
on m és la massa de la particula. També aplicarem el principi de conservacié de Venergia
entre B 1 C, Eg = Ec. De manera andloga a la d’abans:

1
Eg = '2-m11123 Ee = mgh’ = v = v/ 2gh' (6)

Obtenim, per tant, que A’ = A, la qual cosa era facil de preveure si no hi ha friccié amb
el pla inclinat.

Novament cal procedir com hem fet abans en les egs. (3) i (4), perd ara tenint en
compte que Vacceleracié és de sentit contrari a la velocitat inicial. De manera que si ara
substituim en 'eq. (3) vo =vs = v2gh, 86 =0, s = BC = h/sina i a = —gsina, aixd
déna que

2h/g
sin @

(7)

tpc =
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Per simetria (o per raonaments analegs als anteriors) és senzill comprovar que tpp =
tgc = tcB = tBA. Per tant, el perfode de les oscil-lacions (no harmoniques) val

7= 4 Y28

sina

(8)

1.7 Un ressort, de constant elastica & = 5000 N/m i de massa i volum negligibles, té
penjat un cos de massa m = 7 kg en P'extrem inferior, de manera que el sistema en
conjunt oscil-la sempre dins d’un fluid viscés, tal com mostra la figura. Si la forga de
resisténcia al desplacament del cos dins el fluid és de 700 N quan aquest té una velocitat
de 3 m/s, quin tipus de moviment efectua el cos en les condicions descrites? Si pengem
el cos d'un ressort (k = 1000 N/m) en les mateixes condicions d’abans, qué ocorrera ara?

m =7 kg, Fieg = 700 N quan v = 3 m/s

k = 5000 N/m

. . 9
tipus de moviment? { k = 1000 N/m

Podrem determinar el tipus de moviment a partir de equacié del moviment. En primer
lloc calcularem la posicié d’equilibri del sistema, format pel cos més el ressort, submergit
en el fluid. Per a deduir-la escriurem les forces que actuen sobre el cos, de volum V.
Aquestes sén: el pes P = mg = Vpeosg que tira del cos cap avall, 'empenta del fluid
cap amunt E = Vpguag (segons el principi d’Arquimedes), i la forga de tipus elastic
Faast = —ky (on y = —yp és el desplagament del cos més el ressort respecte de la posicié
d’equilibri del ressort només). En les expressions anteriors, g és la gravetat i peos 1 Puia
representen, respectivament, les densitats del cos i del fluid. Aquest conjunt de forces
ha d’equilibrar-se; per tant, les forces que actuen cap amunt hauran de ser iguals que les
que actuen cap avall (fig. 1).

Com que les tiniques forces que intervenen en el problema estan dirigides al larg de
I'eix vertical, prescindirem del caracter vectorial de les forces i escriurem ’equilibri de
forces com

Felé.st -+ E = P (1)
és a dir, ‘

kyo + Vpﬂuidg = 1/pco:sg (2)
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posicié de I'extrem F
del ressort sense el cos elast

M

-

X

gl e

posici6 de 'extrem
del ressort amb el cos

p

Fic. 1

on hem suposat que peos > Privid, j& que en cas contrari el cos suraria en el fluid. Consi-
derem el desplagament del ressort respecte del seu punt d’equilibri cap avall, per aixo la
forga de recuperaci6 elastica és cap amunt. De Peq. (2) traiem que aquest desplacament
val
Yo = V(Pcos p Pﬂu:d)g (3)

Hem posat el subindex zero per a indicar que és I'elongacié del ressort més el cos en
situacié d’equilibri, que correspon a una situacioé estatica.

Plantegem ara el cas dindmic. Si desplacem una distancia y el cos de la posicié
d’equilibri que haviem considerat abans, les noves forces que hi actuen sén:
- la forga elastica de recuperacié

felést = _'ky (4)

- la forga de fregament, que en un fluid viscés es pot considerar proporcional i de sentit
contrari a la velocitat del cos dins el fluid,

d
Frreg = —AU = —/\-(-i% (5)
on A és la constant de proporcionalitat. Com que ara estem considerant un desplacament
respecte de la posicié d’equilibri donada per P’eq. (3), no hem tingut en compte les forces
que apareixen en ’eq. (1) que eren les responsables d’aquest equilibri.

Cal notar que ara hem pres com a origen de coordenades el corresponent a la posicié
d’equilibri calculada en l'eq. (3), on totes les forces estaven compensades, i les noves
forces, que actuen quan el sistema es trau de 'equilibri, sén les presentades en les egs.
(4) i (5).

A partir de la segona llei de Newton

d
5= .
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(on Y, fi indica la resultant de totes les forces que actuen sobre el cos de massa m), i
del fet que les forces que actuen sobre m quan esta fora d’equilibri s6n les donades per

Jes eqs. (4) i (5)

d .
Zfz = —ky - A—y (7)
obtenim
d2 dy
mgr + g =0 (8)

que pot reescriure’s com

d2

dy
a2 +27dt +uwiy =0 (9)

on v = A/2m se sol anomenar coeficient d’amortiment i wp = 1/k/m correspon a la
freqiiéncia propia de les oscil-lacions del bloc amb el ressort sense 'amortiment degut al
fluid. L’equacié anterior correspon a la d’un moviment oscil-latori amortit, la solucié del
qual és

y = Aexp(—t) sin(wt + @) (10)

W= 4 /wg — 42 és la freqiiencia del moviment oscil-latori amortit, A n’és Pamplitud i o
n’és la fase inicial (aquests valors es determinarien a partir de les condicions inicials del
moviment).

De 'eq. (5) traiem A =| freg | /| v |, amb la qual cosa

fys%—%%ﬁ-}]— 16.67 rad/s (11)

A partir dels valors de wg = /k/m i de y obtenim

koo Y Tk 2. 1
W = [E — _(_QE)—?} = |:-7;-1 - -(-zj%m—g)-g-] = 20.90 rad/s (12)

En definitiva, el moviment del cos lligat pel ressort dins el fluid en les condicions
esmentades correspon a un moviment harmanic amortit, amb els parametres v 1 w especi-
ficats en les egs. (11) 1 (12).

Si k& = 1000 N/m, obtenim que

k 1000 7
=4/ — =4 /—— =11.95 13
wo = 4/ ~ A/ - 11.95 rad/s (13)

Com que ara wo < 7, és facil deduir de l'expressié w = \/wg ~ 72 que w seria imaginaria.
Aixo vol dir que el sistema no arriba a oscil-lar, siné que s’amorteix immediatament, ja
que no té sentit una freqiiencia angular imaginaria. En aquest cas tindriem un sistema
sobreamortit.
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1.8 Un cos de massa 500 g penja d'un ressort, de manera que es desplaga 2 cm sota ’accié
d'una forga de 100 N. 5i hi apliquem una forca peridodica f = fo cos(wst), determineu: (a)
per a quins valors de w es produiran les ressonancies en amplitud o en energia, (b) quina
és la constant d’amortiment, i (¢) Pamplitud de ressonancia en cada cas. Coneixem que
per aw =110 rad/s i fy = 5 N l'amplitud de les oscil-lacions és de 0.7 cm.

m=500g=05kg,y=2cm=002m, F=100N
f = fo cos{wet)

wr=110rad/s, fo =5 N, A =0.7 cm = 0.007 m

(a) wr de ressonancia en amplitud o en energia?

(b) constant d’amortiment?

(¢) amplitud de ressonancia en amplitud o en energia?

(a+Db) Segons es dedueix de l'enunciat, es tracta d’un sistema que suporta oscil-lacions
forgades, Vequacié del moviment del qual és

2

d d
4 + /\—-:2 + ky = fo cos(wgt) 1

mEE T Va

La freqiiéncia de ressonancia en energia de la forga periodica sera la corresponent a
la freqgiiéncia propia del sistema

k
9 = wa = 4] — 2
WE = wg ooy (2)
Com que, segons l’enunciat, coneixem m, haurem de calcular &, que, segons la llei
de Hooke, esta relacionada amb la forga aplicada F' i amb el desplagament y produit
mitjangant
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Per tant, la freqiiencia de ressonancia en energia val

Wf=w0=1lal-%=100rad/s (4)

L’amplitud de les oscil-lacions forgades ve donada per

fo

my/ (Wi — w)? + 4y%w?

A (5)

En conseqiiéncia, la constant d’amortiment v, que estd relacionada amb ) per v =
2/ (2m), val

[fOQ/(Am)2 — (wf? — w3)2]1/2
2&){

(6)

En substituir les dades de 'enunciat que ens donen la freqiiéncia wg, lamplitud fp de
la forga aplicada i 'amplitud A de les oscil-lacions for¢ades, en un instant donat, tenim
que v = 6.49 rad/s.

Ara que ja coneixem <y, podrem calcular la freqiiencia de ressonancia en amplitud,
que val

k
Wf = wp = VE — 2v2 = 99.58 rad/s (7)

(¢) Per a calcular 'amplitud de ressonancia en cada cas, hem de substituir els valors de
la freqiiéncia, eqs. (4) i (7), respectivament, dins Ueq. (5). Aixd déna

A L f 0
méax (ressonancia en energia) — 2

——=770-10"%m (8)
MYwo

fO .3
A ax (ressonancia en amplitud) = ————F=s=—= = 7.72- 10 m 9
mix ( plitud) oy ,-—_-_wg =7 9)

Com podem apreciar, ambdues amplituds sén molt semblants. Aixd és degut al fet
que la constant d’amortiment és menuda en comparacié amb la freqliencia de ressonancia.

1.9 Una particula de massa m = 10 g és capag de vibrar amb una freqgiiéncia propia vg =
90 s~!. Sobre aquesta particula actua una forca exterior sinusoidal F° = 3 - 103 cos(150¢)
dina. (a) Calculeu 'amplitud de les oscil-lacions forgades que realitzara la particula. (b)
Quina altra freqiiéncia podria tenir la for¢a exterior F per a produir la mateixa amplitud
de les oscil-lacions de la particula de massa m? No s’ha de tenir en compte Vefecte de
les forces de fregament.

m=10g, vp =90 s, F = 3103 cos(150¢) dina
(totes les unitats pertanyen al sistema CGS)

(a) amplitud A de les oscil-lacions for¢ades?

{b) wy 5 150 rad/s que done la mateixa A7
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(a+b) De l'enunciat del problema es dedueix que es tracta d’un moviment oscil-latori
forcat, 'equacié del moviment del qual és (suposant que té lloc al llarg de I'eix X))

2
M + A 4k = Jo cos(wrt) (1)
L’amplitud d'un moviment d’aquest tipus val
Jfo

= (2)
my/(wE — w})? + 4y2wd

Ara només cal donar valor a les magnituds que apareixen en l'eq. (2): fo = 3103

dina, m = 10 g, wy = 150 rad/s, wy = 2wy = 1807 rad/s, v = A/(2m) = 0 rad/s (segons
I’enunciat, no hi ha fregament en el moviment: A = 0),

fo
m{w? — 47212)

L’amplitud en valor absolut val 2.92 cm (el signe negatiu s’hi pot incorporar mit-
jancant una fase en la funcié trigonometrica).
De P'expressié (3) podem deduir que el modul de 'amplitud també pot escriure’s

A= fo fo

T m(w? - 4723) m(47r21/§ )

A==+ =342.92 cm (3)

(4)

és a dir, Valtra freqiiéncia wr que déna la mateixa amplitud d’abans és

1
o _Jo o 3-10°
= _—— 18 - —— = 565.
wr {47r v, ] {( 0Om) 10555 565.40 rad/s (5)

1.10 Pengem una massa de 2 kg en I'extrem lliure d’un ressort submergit en un liquid, de
forma que hi produeix un allargament de 38 cm. Posteriorment el fem oscil-lar sota I'accié
d’aquest pes i observem que sén necessaries 10 oscil-lacions completes perqué Vamplitud
es reduesca a 1/10 del seu valor inicial. Calculeu Pamplitud de les oscil-lacions d’aquest
ressort sotmés a una forga sinusoidal de valor maxim 2 N i que té per freqgiiencia la de
ressonancia en energia del sistema.
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i) oscil-lacions no forgades, oscil-lacions amortides: en 10 oscil-lacions 'amplitud passa
a valer A(10 oscil - lacions) = Ag/10, on Ag és Pamplitud inicial

(ii) hi apliquem una forga sinusoidal F' = fycos{wst), tal que fo = 2 N i wr = we:
amplitud de les oscil-lacions del moviment oscil-latori forgat?

Fs tracta d’oscil-lacions forgades, per tant, I’equacié del moviment és

d dy  ,dy
mei +)\ rins ky = fo cos(wrt) (1)
L’amplitud A de les oscil-lacions for¢ades verifica que
A= 0 (2)
my/ (Wi — w§)? + 472w
i com que w¢ = wy (segons I'enunciat), tindrem
fo
A==
2mywo (3)

Aixi, doncs, per a calcular A necessitem conéixer wy i, les altres dades ja les coneixem
per l'enunciat. La freqliéncia de ressonancia en energia del sistema la calcularem a partir
de la relaci6 entre la forga aplicada i 'allargament produit. La constant d’amortiment la
traurem de la relacié entre ’amplitud inicial i 'amplitud després de 10 oscil-lacions.

La fregiiéncia propia (que coincideix amb la de ressonancia en energia) d’un moviment
oscil-latori simple és

k
wy =4/ —
b=y 2 @
1, segons la llei harmonica, F' = —~ky, com que coneixem l'allargament prodult per una
forca aplicada (la corresponent al pes, en aquest cas), podrem escriure la freqiiéncia
propia en funcié de les dades inicials com

| F | \/
wp = = 5)
o= \mTal =yl =V To] (
Per a calcular «y farem servir la relacié per a amplitud del moviment amortit,
A(t) = Ag exp(—t) (6)

Si anomenem %1 el temps transcorregut al cap de 10 oscil-lacions completes (és a dir
tyo = 107", on T és el perfode del moviment oscil-latori), tindrem A(t10) = Ao/10, segons
I'enunciat del problema. D’aixo i de I'eq. (6) obtenim que

Ao 1
o = Ag exp(—~v10T) = 0 = exp(—1079T") (7)
Es a dir,

In10 = 10vT (8)
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Per tant, per a aillar v només faltaria per calcular 7. El periode del moviment amortit
és expressat per
2 27 )
W k/m =2

De les egs. (8) i (9) es pot calcular vy, perque tenim
In10 0%

210~ JkJm — 2

D’aquesta expressi6 traiem que

(10)

_Inl0

- 2w \/"\f 1 + (In 10/20)2 .

El valor negatiu de 7 (que provindria de I’arrel quadrada) no té sentit, perqué d’una altra
manera tindriem un moviment que, segons es desprendria de 'eq. (6), no seria amortit,
siné que la seua amplitud augmentaria amb el temps.

Si ara fem marxa arrere i substituim les egs. (5) i (11) en 'eq. (3), que ens donava
Pamphtud, tindrem finalment que

_10mfe |y m10\?
A=\t oy ) =088 m (12)

1.11 Calculeu 'equacié del moviment que resulta de la superposicié de dos moviments
harmonics simples paral-lels, les equacions dels quals sén z; = 8sin(4t) i o = 3sin(4t +
@3), en els casos en queé: (a) az =0, (b) g = /21 (¢) ag = 7. (Totes les magnituds
vénen expressades en el SI).

z1 = 8sin(4t)

moviments harmonics simples paral-lels (SI): { 3 = 3sin{dt + ap)
2= 2

(a) Qg = 0
moviment resultant quan: < (b) @y =7/2
(¢) ag=m

La composicié de dos moviments harmonics simples amb la mateixa direccié i de la
mateixa fregiiéncia (com en aquest cas),

= A; sin{wt + ay) (1)
Ty = Agsin(wt + ap) (2)

és un moviment harmonic simple en la mateixa direccié i amb la mateixa, fregiiéncia perd
amb amplitud A i fase o diferents

z = Asin(wt + a) 3)
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Aquestes amplitud i fase noves estan relacionades amb les primeres mitjancant les ex-
pressions

A= [A2 4 A% +24, Ay cos(ag — ay)]/? (4)

Aj sin @y + Agsin ag
tan o = (5)
Ay cos oy + Apcosap

Ara només cal substituir els valors que déna l'enunciat: a; =0, 43 =8 mi A =3 m,1i
tenim els tres casos segiients:

(a) g =0

A=11m  a=arctan0=0rad  z = 1lsin(4t) (6)
(b) g =7/)2

A=854m a=arctan0.375 =0.359 rad  z = 8.54sin(4¢ + 0.359) (7
(¢) ag =m/2

A=5m oa=arctan0=0rad =z =>5sin(4?) (8)

Observeu que treballem amb els angles en radiants, per a poder fer les substitucions
numerigues dins la fase del sinus, eq. (7).

1.12 Una particula es mou sotmesa a dos moviments vibratoris harmoénics simples
perpendiculars, les equacions dels quals sén 2 = 3sin(5¢) i y = 4cos(5t), expressades
en unitats SI. Calculeu: (a) la trajectoria descrita per la particula, (b) el periode del
moviment, i (c) la velocitat quan ¢ =0 s.

moviments harmonics simples perpendiculars (totes les unitats sén en el SI): { ; ; 222;((2?)
(a) trajectoria?

(b) T?

(c) v(t =0)?

(a) La trajectoria d'una particula ve donada per P'equacié

y = f(z) (1)

Aixi, dones, el que cal fer és relacionar entre si els moviments al llarg dels eixos X 1Y,
respectivament:

z = 3sin(5t) ‘ (2)

y = 4cos(5t) = 44/ 1 ~ sin®(5t) ' 3)
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la qual cosa doéna

y=41/1——$9—2 (4)

Aquesta relaci6 entre les coordenades x iy es pot escriure com

que correspon a ’equacié d'una el-lipse, z2/a? + y?/b% = 1, amb semieixos @ =.3 m i
b=4m.

Ara només cal determinar el sentit de gir del moviment. La resposta a aquesta qiiestié
es trobara en la discussié sobre la velocitat.

(b) El calcul del periode és senzill, ja que coneixem la fregiiéncia del moviment resultant,
que és la mateixa que la dels dos moviments perpendiculars (w = 5 rad/s). Aix{, tenim

2 2w
T=2="=04rs (6)
w 5 :
(¢) La velocitat v és un vector, per tant, en el pla té dues components, v = (v,,v,), les
quals verifiquen que

dz

Vs = o (7)
dy

Vy = & (8)

En substituir aci les expressions inicials corresponents als desplagaments, tenim

v, = (%[3 sin(51)] = 15 cos(5t) )

vy = %[4 cos(5t)] = —20sin(5t) (10)

Per tant, v(t) = (15 cos(5t), —20sin(5t)) ient = 0's la velocitat val (¢ = 0) = (15,0) m/s
= 154 m/s. A fi de determinar el sentit de gir, caldra fixar en quin punt es troba la
particula quan £ = O s. Segons les expressions que donen z i ¥ en funcié del temps,
aquesta posicid val,

z(t=0)=0m (11)
yt=0)=4m (12)

En la fig. 1 apareixen representades la posicié i la velocitat de la particula en 1'instant
t = 0 s. Aixo es correspon amb un moviment que gira en el sentit de les agulles del
rellotge.
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2.1 Un tren s’allunya de l'estacié amb una velocitat de 45 m/s. Una pilota roda sobre
el sostre del tren amb una velocitat de 10 m/s en els tres casos segilents: dirigida (a) en
¢l sentit del moviment del tren, (b) en sentit contrari, i (c) en direccié perpendicular a la
del tren. Calculeu, en cada cas, la velocitat de la pilota respecte a un observador situat
en la plataforma de estacio.

O = observador, T = tren, P = pilota
velocitat del tren respecte de I’observador: vpo = 45 m/s
velocitat de la pilota respecte del tren: vpr = 10 m/s

(a) si vpr té el mateix sentit que vmo
vpo? (b) si vpr té sentit oposat a vro
{c) si vpT té direcci6 perpendicular a vro

La relacié que hi ha entre les velocitats de dos mobils, P i T, referides a un sistema de
referéncia O (vpo 1 w10, respectivament), i la velocitat d'un dels mobils (P, per exemple)
descrita des del sistema de referéncia de l'altre mobil (T, per exemple) és

VpT = Vpo — VTO (1)
Per tant, la velocitat de la pilota P descrita per 'observador O vindra donada per
vpo = UpT + VUTO (2)

Com que aquesta és una relacié vectorial, hem de conéixer tant els valors dels moduls
com els de les orientacions (el valor de les components vectorials, en definitiva) que
intervenen en l'eq. (2).

VA 7'

Observador - . -

Fic. 1

Si considerem les components dels vectors respecte de les coordenades representades
_en la fig. 1, tenim que

vro = (0,45,0) m/s ‘ 3)
(0,10,0) m/s (en el mateix sentit que vTo)
vpr =< (0,—10,0) m/s (en el sentit oposat al de v1o) 4)

(£10,0,0) m/s  (en el sentit perpendicular al de vTo)
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La tercera de les egs. (4) representa la velocitat de la pilota sobre el sostre, perpendi-
cular a vro. La condicié de perpendicularitat no depén dels signes més o menys aixo
només indicaria en quin sentit es mou la pilota: o bé cap a la dreta o bé cap a 'esquerra,
prenent la direccié i el sentit del moviment del tren respecte de 'observador com a direccié
frontal. Si la pilota es moguera en direccié vertical, també seria perpendicular a vpo i
s’escriuria vpr = (0,0,£10) m/s, perd com que la pilota ha de moure’s horitzontalment,
perque roda sobre el sostre del tren, només considerarem la tercera de les egs. (4) per a
representar el moviment perpendicular de la pilota respecte del tren en moviment.

Ara només ens resta per fer un exercici simple de suma de vectors:

(a) De les egs. (2), (3) i primera eq. (4) obtenim

vpo = (0,45,0) + (0,10,0) = 555 m/s (5)
(b) De les egs. (2), (3) i segona eq. (4) obtenim

vpo = (0,45,0) + (0, —10,0) = 355 m/s (6)
(c) De les egs. (2), (3) i tercera eq. (4) obtenim

vpo = (0,45,0) + (£10,0,0) = (104 +455) m/s (7

2.2 Una pissarra cau verticalment amb I'acceleracié de la gravetat. Al mateix temps,
paral-lelament a la superficie de la pissarra llancem un tros de clarié horitzontalment
amb una velocitat v, el qual dibuixa en la pissarra la seua trajectoria. Quina forma té la
trajectoria del clarié referida a la pissarra?

P = pissarra = caiguda lliure
C = clarié = velocitat inicial horitzontal (v) + caiguda lliure
trajectoria del clarié respecte de la pissarra?

La descripci6 de la trajectoria del clarié (C) respecte de la pissarra (P) es pot fer si donem
P'equaci6 de la trajectoria y = f(x), és a dir, si establim una relacié entre els components
vertical i horitzontal de la posicié del clari6 referides al sistema de coordenades situat
sobre la pissarra en moviment. En definitiva, hem de descriure un moviment des d’un
altre sistema de referéncia, que també estd en moviment; per tant, tenim un problema
de moviment, relatiu, en el qual sabem que

TCP = TCo — TPO (1)

rcp = vector posici6 del clarié respecte de la pissarra
rco = vector posicié del clarié respecte d’un observador en repos
rpo = vector posicié de la pissarra respecte d'un observador en repos

Aixi, dones, haurem de calcular primerament rcp i rpo, cosa que és senzilla, ja que
no cal fer cap altra cosa que usar les relacions cinematiques d’un moviment uniformement
accelerat. Usarem unitats del SI en aquest problema.
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Calcul de rco: Per cinematica sabem que
1
§ = 8o +vot + §at2
en aplicar aquesta relacié al component z de la trajectoria del clarié, tenim

1
T = Zo + Ugot + §azt2
i, com que per al clari6 es verifica que 2o = 0, vz0 = v i a; = 0, finalment obtenim

xr =t

Si apliquem la relacié (2) al component y de la trajectoria del clarié, tenim

1 2
y = yo + vyot + sayt

2
i, substituint els valors yo =0, v,0 =01 ay = —g, ens déna
1 o
= ——gt
Y 29

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

Hem considerat que el clarié es troba en I'origen de coordenades, que només té component
horitzontal de la velocitat inicial, i que cau amb I’acceleracié de la gravetat cap avall (per
aixo el signe menys en 'expressié a, = —g). En conseqiiéncia, segons les expressions (4)

i(6), tenim

2
rco = (’Ut, —%‘>

Calcul de rpo: Analogament al cas anterior, tenim que

component x: zo =0, Vg0 = U, a; =0 = z=0

component y: Yo =0, vyo = 0, ay = —g = y = =L

En definitiva,

2
PO = (Oa _gtT)

La posici6 del clarié descrita des de la pissarra és, doncs,

t? 12
TCp = Tco — T'po = (vt,—%—) - (0, *%‘) = (vt,0)

és a dir,

zcp=vt  ycp =0

(7)

(8)
(9)

(10)

(11)

(12)
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En conseqiiéncia, tenim una trajectoria descrita pel clarié sobre la pissarra amb el
component vertical (y) constant: el clarié dibuixara una linia recta i horitzontal sobre la
pissarra. Segons passa el temps, el clari6 es moura cap a la dreta (si la velocitat inicial
és segons es representa en la fig. 1), perd no variara la seua altura respecte de qualsevol
punt de la pissarra.

Yi

pissarra

clarid
S|

g

Fic. 1

2.3 Durant una tempesta, les trajectories de les gotes de pluja formen sobre la finestreta
d’un tren un angle de 35° amb la vertical, quan la velocitat del tren és de 70 km/h. Quan
el tren té una velocitat de 110 km/h, Vangle amb la vertical que forma el rastre de les
gotes d’aigua sobre la finestreta és de 45°. Calculeu: (a) la velocitat de les gotes d’aigua
respecte a un observador fix (que no viatja en el tren), i (b) Vangle que formen les gotes
d’aigua amb la vertical. ‘

Y Y'

X X'

O = observador, T = tren

vgo = velocitat de les gotes d’aigua respecte d’un observador fix
vpo = velocitat del tren respecte d’un observador fix

vatr = velocitat de les gotes respecte del tren

o = 35° vpo = 70 km/h = 19.44 m/s

a = 45°,vro = 110 km/h = 30.56 m/s

(8) [ vao | ?

(b) vqo?
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Les dues qilestions (a) i (b) equivalen a calcular la magnitud vectorial vao = (Vo z,vqo y).-
Aquesta pot extraure’s de la relacié

vaT = VGO — UTO (1)

De les magnituds que apareixen en aquesta expressio, volem conéixer el valor de
vgo 1 només coneixem el de vTo (sabem el seu moddul i que la direccié de moviment és
I'horitzontal) i I'orientacié corresponent a wgr (és a dir, I'angle ) en dues situacions
diferents. Vegem ara com podem aprofitar les dades de que disposem amb 'eq. (1).

Els components = i y de I'eq. (1) sén

V@T,s = VGO,z — UTO,z  VGT,y = UGO,y — VTO,y (2)
i, segons la fig. 1, que representa la finestreta del tren,
VGT,z = —vaT sina UGT,y = —VqGT COs (¥ (3)

(el signe negatiu indica que var,; 1 vor,y estan dirigides en els sentits negatius dels eixos
X i Y, respectivament).

finestreta det tren

1
i
x
[
! —
- |
Vo ! VTO
_—’
Fia. 1
De les egs. (2) i (3) obtenim que
—VGT sinoq = Ugo,x — V70,2 (4)
—VGT COoS & = ’Uc,o,y — U10,y (5)

En dividir ambdues expressions veiem que no necessitem conéixer el madul de vy per
a establir una relacié entre les velocitats del tren i de les gotes respecte de ’observador,

VGo,z ~ VT0,x
UGO,y — UT0,y

tana =

(6)

En aquesta expressié tenim dues incognites: Vgo,z 1 YGo,y, Per tant necessitem dues
equacions per a calcular-les. Aquestes equacions s’obtenen substituint els valors numerics
per als dos casos que tenim. Aixi

VGO,z — 19.44
VGo,y

tan 35° =
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vGo,z — 30.56
VGOo,y

tan4b° =

(8)

en les equacions anteriors hem tingut en compte que el moviment del tren és horitzontal
i, per tant, vro y = 0.
La solucid del sistema de dues equacions amb dues incognites déna

vgo,z = —6.53 m/s (9)
vGo,y = —37.09 m/s (10)

Aixo vol dir que I'observador veuria que les gotes estan dirigides en els sentits negatius
dels eixos X i Y, és a dir, que van cap a ell 1 cauen. Per tant, la resposta a la qilestié
(a), referida al modul de la velocitat de la gota respecte de I'observador, és

| vao = (Vo +v20,) " " = 37.66 m/s = 135.58 km/h (11)

La resposta a la qiiesti6 (b) és que les gotes formen un angle 3 amb la vertical de
I’observador fix tal que

tanf = S22 — 01761 = =995 (12)

VGo,y

Adquest angle esta dirigit cap a 'esquerra de la vertical, ja que vgo 5 és negatiu.

2.4 L'’indicador de direccié d'un avié assenyala que la proa estd dirigida cap a loest
i el seu indicador de velocitat indica que es mou respecte a 1'aire amb una velocitat de
100 km/h. Si el vent té una velocitat de 60 km/h, dirigida de nord a sud: (a) quina és
la velocitat de P'avi respecte de terra?, (b) en quina direccié s’ha d’orientar la proa per
a dirigir-se efectivament cap a l'oest?, i, en aquest cas, (¢) quina serad la seua velocitat
respecte de terra?

N
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———

A = avié, V = vent, O = observador fix situat a terra

wao = velocitat de 'avié respecte d’un observador fix a terra
vyo = velocitat del vent respecte d’un observador fix a terra
vav = velocitat de 1'avi6 respecte del vent

way = 100 km/h = 27.78 m/s, vyo = 60 km/s = 16.67 m/s
(a) vao?

Day?
si vao estd dirigida cap a 1'oest: { élc))) rzz(') ?

() Per tractar-se d’un moviment (el de 'avi6) descrit des de dos sistemes de referéncia:
l'aire en moviment (és a dir, el vent) i I'observador de terra, la relacié que hi ha entre les
velocitats és

VYAV = VAOQ — VVO (1)

VY

&

- V. -
g X P X
- ‘ VVO ~ -
Vo 77T "YWV
Fic. 1 Fia. 2

Com que coneixem vpy i vy (sabem els moduls i les orientacions, segons la fig. 1),
podem calcular v50

VAD = YAV + Vvo
vay = (—27.78,0) m/s = vpao = (—27.78,—16.67) m/s (2)
vvo = (0,-16.67) m/s

El modul de la velocitat de P’avié respecte de terra val

| vao |= (27.78% + 16.672)/% = 32.40 m/s (3)

i la seua orientacié ve donada per I'angle « (fig. 1) tal que

a = 3097° (4)

(b+c) En aqguest cas, el que volem és que vao estiga dirigida cap a 'oest. Com que la
velocitat del vent no ha canviat, les velocitats hauran d’estar disposades com s’indica en
la fig. 2. En aplicar la relacié (1) als components z i y de les velocitats,

component i UAY,z = UaO,z — U0,z 7 (5)

component y: VAV,y = UAO,y — VVOy (6)
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i substituir els valors vav s = — | vav | cos B, vavy =| vav |sin B, vvo,e =0, vyo,y =
— | wvo |, vao,e = — | vao | 1vao,y = 0, tenim que
——['I)Avlcosﬂ‘:-"l)Aol (7)
| vay | sin B =| vvo | (8)

1 de la segona, per exemple, obtenim

snp=12°l_060 =  p=36s8° (9)
| vav |

Aixd vol dir que vay esta dirigida cap al quadrant NO 1 forma un angle de 36.88° amb
I’horitzontal.
Coneguts els valors de § i de | vav |, de I'eq. (7) obtenim

| Va0 |=22.22 m/s = 80 km/h : (10)

Vectorialment, podem escriure vpo = (—22.22,0) m/s.

2.5 Sien un temps de 15 s volem creuar amb una barca a velocitat constant un riu de 26
m d’ample per a arribar a un punt situat 60 m aigiies avall en la vora oposada, calculeu
la direccié i la velocitat de la barca respecte del riu si la velocitat d’aquest és de 3 m/s.

B = barca, R = riu, O = observador fix a la vora del riu

vpo = velocitat de la barca respecte d’un observador fix en la vora
vro = velocitat del riu respecte d’un observador fix en la vora
wpr = velocitat de la barca respecte del riu

OA =26 m, AC=60m,vgo =3 m/s,t =155

ver?

Des de la vora del riu (punt O en la fig. 1) s’observa que la barca avanca des de O fins a
C amb una velocitat vgo. Es tracta d’un cas de composicié de les velocitats vgg, vro i
VRO, 1 sabem que s’ha de verificar que

VYBR = VRO — VRO (1)

v A C 4 A C

Riy Riu f v

A
Vv
Y . RO
o VBO Y R X'

777

0 X " 0 X ”

Fig. 1 ' Fia. 2
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Volem calcular vpg i sabem (fig. 2) que vgo només té component horitzontal,
vro = (Vro,0) m/s (2)

A més a més, per la geometria del problema podem conéixer la direccié de vgo, ja
que Pangle a (fig. 3) és facil de calcular

tane = = = a= arctan-g% = 66.57° (3)
i

vBo,z =| vpo | sina (4)

vBo,y =| YBO | cosa (5)

A c v
. . 7
B Ver /
o )/
VBO VRO //
— -
0 X
Fic. 3 Fic. 4

La velocitat constant de la barca respecte de I'observador s’obtindra del quocient
entre 'espal recorregut i el temps que ha emprat per a fer-ho

0C
| vBo |= (6)
on
OC = (OA? + AC?)!/? ()

Per tant, si representem el vector vpg pel seu modul vpr i 'angle 8 que forma respecte
del'eix Y, escriurem: vgr = (Upr sin B, veg cos ). En substituir les expressions anteriors
en l’eq. (1), obtenim per a cada component

component x: vggpsin 3 = - sina — vRo . (8)

component y:  vpgcosf3 = —~ oo (9)

Després de dividir ambdues expressions veiem que
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vpr,: _ (OC/t)sina — vro

= ey~ (OC/tcosa

/262 + 602 sin 66.57° — 45

= T i cos 65T 0.577 = 8 = 29.98 (10)
De I’eq. (9) obtenim que vpr = 2 m/s. Aix{, doncs, vgr = (2sin 29.98°,2 c0s 29.98°) =
(0.9994,1.7324) m/s.
La comprovacié més senzilla que pot fer-se és dibuixar la composicié vectorial, d’acord
amb I'eq. (1), de les velocitats que hem calculat i veure que la composicié és correcta.
Aixd es veu en la fig. 4.

2.6 Considerem un sistema de coordenades que es troba fix sobre la Terra, la qual
suposarem localment plana i sense moviment, i des de la cua d’un avié disparem una
bala en sentit oposat al del moviment de Yavié. Si la velocitat de la bala respecte de
’avié és de 300 m/s, i I’avié es desplaga horitzontalment amb una velocitat de 200 m/s a
3000 m d’altura respecte de la Terra, doneu I’equacié de la trajectoria de la bala referida
al sistema de coordenades (a) de la Terra i (b) de I'avié. (c) Calculeu 'angle amb el qual
ha de disparar-se la bala de tal forma que el component horitzontal de la velocitat de la
bala siga nul-la en el sistema de coordenades de la Terra. Quina seria la trajectoria de
la bala en aquest cas, si es descriu des dels sistemes de referéncia: (d) de la Terra i (e)
de Pavi6?

Vbu
-y

l,;‘

h

1
{
t
1
1
(
A

b = bala, a = avié
Vpy = —300 m/s ¢, v, = 200 m/s i, h, = 3000 m

(a) el sistema de coordenades de
la Terra?

(b) el sistema de coordenades de
l'avié?

equacié de la trajectoria de la bala descrita des de:

(c) amb quin angle s’ha de disparar la bala?
sivp z = 0 m/s per al sistema de la Terra: { (d) trajectoria des de la Terra?
(e) trajectoria des de l'avig?
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(a) La relacid entre la velocitat de la bala en els sistemes de referencia de la Terra i de
I'avié ve donada per

Vha = Uh — Vs = U, = Upa + U, = ~1004 (1)

on Vpe 68 la velocitat de la bala respecte de 1'avid, v, és la velocitat de ’avi6 respecte
de la Terra i vp és la velocitat de la bala respecte de la Terra. Des d’un sistema dé
referéncia situat a la Terra, a partir de les equacions de la cinematica per a un moviment
uniformement accelerat, tindrem que el moviment de la bala ve descrit per

1

x = xg + Vo st + Eamtz (2)
1 9

Y =yo + Vot + -Z-ayt 3)

Per al component horitzontal descrit des d’un sistema de referencia situat a la Terra,
tenim zo = 0. La velocitat inicial és la velocitat de la bala vg ; = vy, 1 acceleracié és
nulla, a; = 0. Per I'eq. (2), obtenim

z = upt (4)

Per al component vertical tenim que yo = ha, la velocitat inicial és nulla, voy = 0, 1
l'acceleracié val a, = —g. Per tant, obtenim que el component horitzontal del moviment
de la bala és

1
y=h,— -2-gt2 (5)

L’equacié del moviment de la bala respecte del sistema de coordenades situat a la
Terra sera, segons es dedueix de les egs. (4) i (5),

T2 = (3000~ 4.9- 1074 2%) m (6)

y= He —
2vg

que és Pequacié d’una parabola (fig. 1).

Y

Terra
NANANRNNY e

Fic. 1 Fia. 2
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(b) Si fem la descripcié des d’un sistema de coordenades situat a I’avié, tenim les mateixes
egs. (2) i (3) de la cinematica per a descriure el moviment de la bala, perd en aquest
sistema de referéncia el component horitzontal és xp == 0, la velocitat inicial és vg » = v,
i, com que Vacceleracci6 és nul-la, o, = 0. Aixi, obtenim

& = Upat )

Per al component vertical, tenim yo = 0, la velocitat inicial ara és nulla, vo, = 0, i
Pacceleraccié val a, = —g. Per tant

1 2

y=—59 ®)

De les egs. (7) i (8), tenim la trajectoria de la bala en el sistema de coordenades situat
a l'avié

y=_2j’g 2% =-54-10"%2% m ©)

que és també 1’equacié d’una parabola (fig. 2).

(¢) Perque la velocitat de la bala respecte d’un sistema de referéncia situat a la Terra no
tinga component horitzontal, la composicié de velocitats sera la representada en la fig. 3.
Aixo ens déna que 1'angle de langament valdra

| v, | 200
_|vba|_5b_6

=  a=482° (10)

En el cas de la fig. 3a, angle serad o = 48.2° per davall de 'horitzontal. En el cas de la
fig. 3b, s’haura de llangar la bala 48.2° per damunt de 'horitzontal.

Fic. 3a Fia. 3B

Si fem Vestudi de la trajectoria de la bala en €l segon cas (fig. 3b), per als sistemes
de referéncia situats a la Terra i a 'avid, tenim les situacions segiients.

(d) Des del sistema de referéncia de la Terra, utilitzant les relacions de la cinematica,
igual que abans, i considerant que xp =0, vp , = 01 a, =0, per leq. (2), tenim

z=0 (11)
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Per al component vertical sabem que yo = h,. Ara la velocitat inicial serd vy, =
Ub,y = Uba,y t Va,y = Uba c0548.2° + 0 = 223.6 m, i l'acceleraci6 ay = —g. Aixi, obtenim

y:ha+vb,yt—%gt2=3000+223.6t—5t2 (12)

Com veiem, de les egs. (11) 1 (12) es dedueix que el moviment que descriu la bala és una,
Ifnia recta vertical, ja que £ = 0 = constant.

(e) Des del sistema de referéncia situat a 1'avié, tenim per al component horitzontal que

2o = 0, V0,2 = Uba,g = ~Va,e 1 6z =0, per tant,

T = U, gt (13)
i per al component vertical coneixem que yo = 0, voy = Upay i ay = —g, i tenim

Y = Vbayt — -;—gt2 (14)

Ol Vpa,y = 223.6 M i v, ; = 200 m. Si combinem les egs. (13) i (14), tenim que l'equacié
que descriu el moviment de la bala sera

Uba,y g 2
y=-——"dz— T 15
Va,z 202 (15)

que representa una dependéncia parabolica de y respecte de z. Aixi, doncs, des del
sistema de refergncia de 1'avié, la bala descriu un moviment que correspon a ’equacié
d’una parabola.

2.7 Quina sera la velocitat (referida a uns eixos centrats en la Terra i fixos en l'espai)
d'un automobil que es dirigeix cap al nord a 72 km/h, quan esta situat sobre la superficie
terrestre en un punt a 25° de latitud nord? (El radi de la Terra val 6370 km).

v/ =72 km/h = 20 m/s, @ = 25°, R = 6370 km = 6370000 m
velocitat v referida al centre de la Terra, que no gira?
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Hem de conéixer la relacié que hi ha entre la velocitat d’un cos referida a un sistema que
gira, v/, i la velocitat del mateix cos referida al centre de gir, v. Aquesta relacié és

v=v4twxr (1)

on w és la velocitat angular de gir del sistema que gira i r és la posicié del punt mobil
referida al centre de rotacié.

Si fixem en el centre de la Terra 'origen del sistema de referéncia que no gira, les
magnituds que intervenen en el problema es representen en la fig. 1.

Fic. 1

Ara hem de calcular el valor corresponent a cadascuna de les magnituds que apareixen
en I'eq. (1). La velocitat angular w t€ per modul el corresponent a la velocitat angular
de rotaci6 de la Terra sobre si mateixa. Com que aquesta fa una volta (27 radiants) en
24 hores, tindrem

__ 2m rad

= =7.27-107°
| w | 21 h 7.27-107° rad/s (2)
Z

wdl /

(-L‘} -~
\/,{
N\

X Y
Fic. 2 Fic. 3

La Terra gira d’oest a est i el sentit de la velocitat angular apareix representat en la
fig. 2. Segons la regla de la ma dreta, aquest sentit de gir es correspon amb un vector
velocitat angular orientat tal com s’indica en la fig. 3. Per tant, la velocitat angular
expressada en forma vectorial té la forma

w=0:i+0j+|w| & (3)
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La velocitat v’ del mobil referida a la Terra en rotacié tindrd la forma vectorial
(dedu'ida de la fig. 4)

v =0i—v'sinaj +v'cosak (4)

on hem considerat, per simplicitat a causa de la simetria esférica del problema, que
l'automobil esta situat respecte als eixos del sistema de referéncia de manera que la seua
velocitat v’ no té component al llarg de I'eix X. El modul de v’ val v/ = 20 m/s.

Fic. 4 Fic. 5

Segons es desprén de Ia fig. 5, la posicié r referida al centre de rotacié és
r=0i+rcosaj +rsinak (5)

Ara 7 és el radi de la Terra, 7 = R. El calcul de la velocitat referida al centre de la Terra,
eq. (1), passa per I'execucié del producte vectorial w x 7, que val

wxr=|0 0 w |=—-Rwcosai (6)

0 rcosa rsina

ila suma v 4+ w X r déna

v=v"+wxr=(0,~v'sine,v cosa) + (—Rw cos &, 0,0)

= (= Rw cosa,—v'sin o, v’ cos @) (7)
La substitucié dels valors numeérics déna finalment
v = (—419.71¢ —-8.455 + 18.13 k) m/s (8)

que té per modul

| v |= 1/419.712 + 8.452 4 18,132 = 420.19 m/s (9)

Canviant w, 7, « i 'angle entre w i r podem veure com varia la velocitat v.
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2.8 Una particula es mou amb una velocitat relativa constant v’ sobre un didmetre d’una
circumferéncia de radi R. Al mateix temps, aquesta darrera gira sobre el seu centre amb
una velocitat angular constant w. Suposeu que la particula es troba en el centre de la
circumferéncia quan el temps val zero i calculeu la posicid, la velocitat 1 Uacceleracié
absolutes de la particula per a un valor qualsevol del temps, t. Siv' =10 m/siw =35
rad/s, quin valor tenen les magnituds demanades anteriorment quan la distancia entre
la particula i el centre de la circumferéncia és de 4 m?

2=7'

v’ = constant, w = constant
perat=0:2'=0ia=0"

r(t), v(t), a(t) en el sistema de referéncia fix?
siv'=10m/s iw=>5rad/s: r,v,a quan ' = 4 m?

Hem de relacionar les magnituds cinematiques entre un sistema de referéncia fix (magni-
tuds sense prima) i un sistema de referéncia en rotacié amb velocitat angular w constant
(magnituds amb prima). Aquesta relacié és

r=r (1)
v=v +wxr (2)
a=a +2wXv+wx(wxr) (3)

Tal com és formulat el problema, tenim dues opcions equivalents: (i) calculem r, i
per derivaci6 successiva obtenim v = dr/dt i @ = dv/dt = d’»/dt2, o (ii) calculem r, v
i @ a partir de les eqs. (1)-(3). Per comoditat emprarem el primer metode, encara que
es pot comprovar que ambdds donen el mateix resultat.

Calcul de r: Sabem que

r=zit+yj+zk (4)
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=7

FiGc. 1

En la fig. 1 observem que la posicié de la particula sobre l'eix X’ (el qual considerem
com un didmetre de la circumferéncia) déna lloc a dos components en el sistema de
referéncia fix

z =1’ cosa (5)
y=2z'sine (6)

i com que la velocitat de la particula, v/, i la velocitat angular de la circumferéncia, w,
s6n constants, escrivim

' =zy+vt=1"t (7)

a=og+wt=wt (8)
ja que zf, = 01 ap = 0. Finalment, tenim per al vector posicié que

r=v'tcoswt i +v'tsinwt j (9)

No hi apareix component z perqué el moviment de la particula és al llarg del pla per-
pendicular a l'eix Z.
Si haguérem fet la descripcié de 7/, tindriem

T/=$1i1+yljl+zlk/=mlil (10)
on i, j' i k' sén els vectors unitaris en el sistema de referéncia en rotacié. En l'eq. (10)

hem suposat (per simplicitat, encara que sense llevar generalitzacié a la descripci6) que
la particula es mou al llarg de I'eix X’. Si ara expressem i’ en terme dels vectors unitaris

(4,5, k)

i'cosa—j'sina =1 N i =icosa+jsina (11)
i'sina+j cosa=j j' = —isina+jcosa

cosa que és facil de demostrar fent una senzilla projeccié de components en els eixos de
la fig. 1. Si ara substituim a per wt, eq. (8), tenim

r' =v'tcoswti+v'tsinwtj (12)
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que coincideix, dgicament, amb 'eq. (9), tal com s’expressava en l'eq. (2).
Per derivacié de I'eq. (9) respecte del temps, obtenim

v= % = v’ [(cos wt — wtsinwt)i+ (sinwt + wt cos wt) j] (13)
dv ' . , . ,

a=— =vw [(—2sinwt — wit coswt)i + (2 cos wt — wtsinwt) 5] (14)

En el cas en que v' = 10 m/s, com que aquesta velocitat és constant, tenim que

t' =z'/v'. Per tant, quan z’ = 4 m tenim que t’ = 0.4 s. Com que en Mecanica Classica
els temps mesurats per dos sistemes de referéncia en moviment relatiu coincideixen, t = ¢/,
els valors numerics que ens calen per a substituir en les egs. (9), (13) i (14) sén:

t=04s ¢ =10m/s i w=5radfs (15)

i d’aci obtenim que?®

r=(—166i+3.645) m (16)
v = (-22.351+0.775) m/s (17)
a = (—49.32i — 132.54j) m/s* (18)

Es podra comprovar que els calculs estan ben fets repetint-los a partir del procediment
(ii) que hem esmentat abans.

2.9 Quina és la desviacié maxima de la vertical respecte de la direccié radial en la
superficie de Mercuri? El perfode de rotacié de Mercuri sobre el seu eix (7), el radi
(R), i I'acceleracié (g) a causa de la gravetat sobre la seua superficie sén, respectivament,
T=503-108s, R=2.34-10° m i g = 4.0 m/s*.

direccié
_radial

Y

T =503-10°%s, R =2.34-10° m, g = 4.0 m/s*
desviacié maxima de la vertical respecte de la direccié radial?

3Cal treballar amb la calculadora en radiants, ja que la freqiiéncia estd expressada en radiants per
segon.
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La vertical esta definida per la direccié de la gravetat que es mesura en la superficie d’un
planeta. Pel moviment de rotaci6 d’aquest, la gravetat mesurada g’ es diferencia de la
referida a un sistema en repos, g,

g =g—-2wxv -wx(wxr) )

L*inic terme que contribueix a la variacié de g és —w X (w X 7), perqué quan mesurem
la gravetat suposarem que no estem en moviment respecte de la superficie de Mercuri
(v’ =0).

La desviacié maxima es produird quan el terme de 'acceleracié centrifuga,* —w x
(w X 1), siga maxim.

l
,\‘\(g’ (WZRC?S(X) cosa
X S|-Dx(@x )= wReosa

4

7 il 2 .
. \ (wlRcosa)sing

gl 7 7
§/ Y

X prmmmm e

Fic. 1

Calcul de —w X (w X 7): Per simplicitat suposarem que el punt on calculem la gravetat
esta disposat sobre el pla Y Z i, per tant, no té component X. Segons la fig. 1, tenim

w = (0,0,w) (2)

r = (0, Rcos o, Rsin @) (3)
i J k

wxr=|0 0 w = —wRcosai (4)

0 Rcosa Rsina

1 j k
wX (wxr)= 0 0 w|=-w?Rcosaj (5)
—wRcosax 0 O

Com veiem, la desviacié de g respecte del seu valor corresponent a un sistema en
repds, deguda a P’acceleracié centrifuga, és —w X (w x r) = w?Rcosa j. Tal com es veu
en la fig. 1, aquest terme té dos efectes sobre la gravetat g:

4Fn la descripcié feta des del sistema en rotacié parlem d’acceleracié centrifuga —i no centripeta—
perqus el terme —~& X (& X 7) déna un vector que s’allunya del centre de rotacié.
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(i) El component radial

|wx (wxr)|cosa=w?Reos? 6)
Hi resta intensitat.
(ii) El component tangencial

| wx (wx7r)|sine =w?Rcosasina (7

desvia la gravetat de la direcci6 radial.

La desviacié en I'acceleraci6 gravitatoria (el canvi en el component perpendicular al
radi del planeta) val w?Rcosasinq, i serd maxima o minima segons siga la latitud, que
ve donada per 'angle a. Aixd tindra lloc quan es verifique que

d
-&a(szcosasin a)=0 (8)
Aixo implicara que
w?R(cos? a —sin®a) =0 = cos® a = sin’ o (9)

L’angle que verifica la relacié (9) és de 45° i correspon a una desviacié maxima. Si
fem els calculs per a I'hemisferi nord, treballarem amb « = 45°. Si substituim valors
en lexpressié (7), tindrem que la desviacié gravitatoria maxima respecte de la direccié
radial ve donada per un terme d’acceleracié centrifuga que val 1.83 - 1076 m/ sZ.

w?Rcosa

FiG. 2

També podem expressar la desviacié de g’ respecte de g indicant 'angle ¢ que for-
maria g' respecte de la direcci6 radial, que és la corresponent a g (fig. 2). Segons I’eq. (1),

gd=g-wx(wxr) (10)

ja que v/ =0. En la fig. 3 veiem que la descomposicié de g en components al llarg dels
eixos Y i Z és

g=-—gcosaj —gsinak (11)
Si usem les eqgs. (5) i (11) en l'eq. (10), obtenim

/

g =—gcosaj —gsinak +w?Rcosa j (12)



MOVIMENT RELATIU 51

e——

| g’ |= \/(wWPRcos o ~ g cos )2 + g2 sin® o = 3.9999982 m/s* (13)

L]
gy:—g cos«

g,=-g sina 01 39999582
2.58.1076
§/ Y
Fic. 3 Fic. 4
Els altres costats del triangle representat en la fig. 2 valen, en modul,
| g|=40 m/s2 (14)
|wx (wx ) |=w?Reosa =2.58 - 10~% m/s® (15)

Pel teorema del cosinus, del triangle representat en la fig. 4 obtenim que
(2.58 - 1076)% = 3.9999982% + 42 — 2- 3.9999982 - 4 cos (16)
la qual cosa déna que

., 32— (2.58-1075)2
cosp = 32 =

com veiem, aquesta desviacié és practicament nul-la.

1-2-1008 = p=11-1008=20" (17)

2.10 Un cos situat en un punt de latitud 35° N cau des d’una altura de 650 m. Quan
ja ha arribat a terra, calculeu la desviaci6é (en magnitud i sentit) respecte del punt situat
sota el de partida en la direcci6 radial. (El radi de la Terra val R = 6.37 - 10 m).
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R=6.37-10m, h =650 m, o = 35° N, w = 27 rad/24 h = 7.3 - 107° rad/s
desviacié respecte de la direccié radial del cos quan caun a la superficie terrestre?

F cos esta situat sobre un sistema de referéncia en rotacié uniforme amb velocitat angular
w, per tant, l'acceleracié que experimentara descrita des d’aquest sistema de referencia
en rotacié sera

d=a—-2wxv —wx(wxr) (1)

on la prima indica magnituds descrites des del sistema en rotacié. Quan no hi apareix
la prima, la magnitud esta descrita des del sistema de referéncia inercial.

L’acceleracié que portaria el cos quan cau en un sistema de referéncia inercial, seria
la de la gravetat, a = g, dirigida cap al centre de la Terra (agd és, en la direccié radial).
Perd com que el cos esta caient en un sistema de referéncia no inercial, l'acceleracié
efectiva que experimentara, a causa del camp gravitatori terrestre i dels efectes de la
rotacié terrestre, serd g’,

g=9g-2wxv —wx(wxr) (2)

on els termes causants de la desviacié respecte g (direccié radial) sén: el terme d’accele-
racié de Coriolis, —2w X v', degut al moviment del cos, i el terme d’acceleracié centrifuga,
—w x (wx 7),5 degut a la situacié del cos. Calcularem ara la desviacié deguda a aquests
dos termes.

Sabem que la velocitat v’ del cos sotmés a una acceleracié g’ constant ve donad4 per

v =+ g't (3)

on hem suposat que acceleracié g’ no canvia al llarg dels 650 m de caiguda. La velocitat
inicial del cos és v’ = 0 m/s i suposarem que g’ = g en aquest calcul de v'.% Aix{ doncs,
escriurem

o' | 0

Per simplicitat en els calculs, i sense perdua de generalitat en el resultat final, suposarem
que el cos esta situat en I’hemisferi nord, en el pla YZ del sistema de referéncia. La
velocitat, expressada de forma vectorial, és, segons es desprén de l’eq. (4) i de la fig. 1,

v’ = (0, —gt cos o, —gt sin a) (5)

Segons la fig. 2, les altres magnituds que apareixen en 'eq. (2), expressades en forma
vectorial, sén

w = (0,0,w) (6)

r = (0, Rcosa, Rsina) (7)

5Vegeu la nota a peu de la pagina 49,
SEncara que el que volem conéixer és g’, en primera aproximacié podrem considerar que g’ no diferira
molt de g i fer aquesta suposicié en el calcul de v’ no comporta cap error greu.
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Fia. 1 Fia. 2

En 'eq. (7) fem la suposicié raonable que la distancia des del cos fins al centre de
la Terra (origen del sistema de referéncia) és aproximadament igual al radi terrestre
(no hem tingut en compte laltura del cos sobre la superficie terrestre perqué 650 m <
6.37-10% m). Tenim, per tant, que l'eq. (2), que ens déna 'acceleracié efectiva a la qual
es troba sotmés el cos, sera

g =g - 2gtwcosai + Rw? cos aj (8)

En aquesta expressié, veiem que el terme de Coriolis produeix una desviacié cap a l’est
(fig. 3a), i el terme d’acceleracié centrifuga produeix una desviaci6 cap al sud (fig. 3b).

N N

2gtwcosa Rwlcosa

{ vector allunyant-se

del lector, és a dir, R w?cosa sina

(aquest component del

cap a l'est ) "
terme centrifug estaria
S dirigida cap al sud,
segons un individu situat
scbre la Terra)
Fia. 3a Fic. 3B

Notem que els vectors que hem dibuixat sén acceleracions, no sén posicions ni des-
placaments.

Calcul de la desviacié cap a Vest, dg: Aquesta desviacié és a causa de acceleracié
de Coriolis, gque esta dirigida cap a I’est (V'anomenarem ara ag), la qual produeix una
velocitat cap a l'est sobre el cos, vg, 1 aix0 déna lloc a una desviacid cap a Vest, dg. A
partir de les relacions cinematiques, v = dz/dt i a = dv/dt, podem escriure en el
nostre cas la desviacié produida al cap d’un temps de caiguda t,

1t
dg = /O dt' vg(t') (9)
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La velocitat en cada instant de temps, vg(t’), verificard una relacié similar,

'UE(t')=£t dt”GE(t”) (10)

i com que aquesta acceleracié és produida pel terme de Coriolis, en valor absolut tenim,
t/ tl
vg(t') = / dt" 2gt"w cos a = 2gw cosa/ dt"t" = t?gwcos o (11)
0 0
La desviacié, eq. (9), valdra

¢ t 3
2
dg = / dt' t”gw cos @ = gw cosa/ dt't? = 9w cosa (12)
0 0

Com que la durada de la caiguda es pot obtenir a partir de A = g¢'t?/2, amb
’aproximacié usada al comengament del problema, h = gt?/2, tenim

2h
t=4/— 13
; (13)
Per tant,
8h3
dE = %cosa —-g— (14)

Calcul de la desviaci6 cap al sud, dg: Procedim de manera similar al cas anterior i,
usant que ag = Rw? cos asin , segons es desprén de la fig. 3b, obtenim

+

t t
vs(t') = / dt" ag(t") = / dt” Rw? cosasin a
0 0

t,
= Rw? cos asin a/ dt"” = t'Rw? cos asin & (15)
0

2 t
ds=/ dt’vs(t’)=/ dt’t' Rw? cos asin o
0 0

¢ 2
. t
= Rw%osasma/ dt't' = —2-Rw2cosasina (16)
0

Analogament a com hem fet abans, ara escrivim

Rw?h cos asin

d = —— —— (17)
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m—

punt on cauria el cos si
no actuassen ni l’acceleracid
de Coriolis ni la centrifuga

x\‘- a Est

ds

punt on
cau el cos

\
Sud

Fia. 4

Segons la fig. 4, la desviacié total en modul, d, i en direccié, v, vindra donada per

[8h  R2w?sin?
d= d%—l—d%:whcosa 9—g+————‘q2—— (18)

d,
~ = arctan E}«S:- (19)

i en substituir els valors corresponents, aixd déna
d=110m v = 74.25° (20)

Si no haguérem fet la suposicié inicial ¢’ = g per a calcular el valor de la velocitat de
caiguda, el problema s’hauria complicat excessivament i els resultats finals no s’haurien
alterat gaire.
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Relativitat especial
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3.1 Una vareta d’'un metre de llargaria forma un angle de 45° respecte de la direcci6
del moviment, mesurat aquest angle des d’un sistema de coordenades que es mou amb
velocitat constant respecte del laboratori. Si el sistema en moviment té una velocitat
de 0.8¢c, quines sén la longitud i l'orientacié de la vareta, mesurades en el sistema del
laboratori?

A
‘
’

L
X A& X
7

Lo =1m, ap = 45° (dades referides al sistema de referéncia propi)
v =0.8¢c,c = 3-10® m/s (velocitat de la llum en el buit)
L i o referits al sistema no propi?

Les dades de l'enunciat (Lg i o) fan referéncia al sistema propi, i ara es tracta d’expres-
sar aquestes magnituds en el sistema del laboratori (que és no propi, ja que allo que
mesurem esta en moviment relatin respecte d’aquell). Per a fer aixd, emprem la relacié
que déna la longitud L descrita per un observador no propi,

L = Ly\/1—v2%/c? (1)

la qual cosa correspon a una contraccié de longitud mesurada des del sistema no propi.
Perd hem de tenir en compte que aquesta expressié només és valida per a longituds
paral-leles a la direccié del moviment. En la direccié perpendicular al moviment no hi
ha contraccié de longituds.

(84
sistema L x' sistema Lx X
propi 0,X no propi
Fic. 1 Fic. 2

Segons es veu en la fig. 1, descompondrem la longitud Lo en dos components: I'un
paral-lela i ’altra perpendicular a la velocitat entre els dos sistemes de referéncia en
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moviment relatiu (el laboratori i el que viatja amb la vareta)
Loy = Losinay (2)
Lo’z = Lo COS (g (3)

Com que el moviment és al llarg de ’eix horitzontal i no hi ha contraccié de longituds
en la direcci6 perpendicular al moviment, Ly = Lo . Segons 'eq. (2) tenim
L, = Lgsinay (4)

Per a calcular la contraccié en la direccié paral-lela al moviment usem les eqs. (1) i
(3) i obtenim que

L, = Lycosapy/1 —v2/c? (5)

En substituir en les eqs. (4) i (5) els valors corresponents a les dades del problema,
obtenim

L,=0424 m, L, =0.707 m (6)
A partir de la fig. 2 tenim que '
Ly
=—2L =186
tan o 7 7 (7)

T

Aixo vol dir que

L=,/L2+12=0824m ®)

o = arctan 1.67 = 59.05° (9)

En definitiva, obtenim que, en reduir-se el component horitzontal de la vareta i no
variar-ne e] component vertical, es produeix una reducci6 de la longitud de la vareta i
un augment de I'angle respecte de 'horitzontal en la descripcié feta per Pobservador no

propi.

3.2 Un observador terrestre determina que la velocitat d’una nau espacial que es dirigeix
cap a la Lluna val 0.8c. (a) Quant de temps emprara la nau a fer el viatge de la Terra
a la Lluna, mesurat per 'observador terrestre? (b) Quina és la distancia Terra-Lluna,
observada per un passatger de la nau? (c) Quina és la duracié del viatge segons aquest
passatger? (Distancia Terra-Lluna = 3.84 - 10® m).

Le
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T = Terra, L = Lluna, c=3- 108 m/s (velocitat de la llum en el buit)
des de la Terra: v =0.8¢, TL = 3.84 - 108 m

(a) temps del viatge T-L mesurat per un observador terrestre?

(b) distancia T-L segons un passatger de la nau?

(c) temps del viatge mesurat per un passatger de la nau?

Per a simplificar el problema considerarem que ni la Terra ni la Lluna tenen cap moviment
de rotacié.

(a) Les dades del problema es refereixen a la Terra, per tant, el temps T del viatge
T-L referit a un observador sobre la. Terra sera igual a 'espai recorregut dividit per la
velocitat, ja que aquesta és constant. Aixi, doncs,

poIL_ 3840100 o (1)

Hem treballat amb un sistema propi perqué hem descrit un fenomen (interval temporal,
T) que ocorre en el nostre sistema de referéncia.

(b) Ara el passatger intenta descriure una magnitud (distancia T-L) que no esta en repos
respecte del seu sistema de referéncia. Es a dir, intenta descriure un fenomen que es
produeix en un sistema de referéncia en moviment relatiu respecte del seu. Per aixo
considerarem la nau espacial (que és on es troba el passatger) com a sistema no propi
per tal de mesurar la distancia T-L.

La posici6 de la Lluna si que esta fixa (no es mou) respecte de la Terra. Per tant, des
de la Terra es mesura la distancia T-L com un sistema propi, és a dir Ly = 3.84 - 108 m.
Aixi, el passatger mesurard la distancia T-L com no propia,

L=1Lo\/1—v%/c? =384-10%/1-0.82=2304-10° m (2)

(¢) Per a determinar la duraci6 del viatge, el passatger mesurara dos temps d’un fenomen
que té lloc en el mateix punt del seu sistema de referéncia: (i) instant en que passa per
la Terra (per la mateixa finestra de la nau veu la Terra), i (ii) instant en qué passa per
la Lluna (per la finestra veu la Lluna).

Fl passatger, mesurant aquest tipus de fendmens, constitueix un sistema propi: ell
mesurara Tp. Amb aquesta finalitat, usard les dades conegudes en un altre sistema de
referéncia que ell veu com si es moguera respecte d’ell (interval temporal, T', expressat
en el sistema de referéncia de la Terra):

Teeel o T =T/I—/F=16V1-082=09s (3

V1—v?/c?

Vist des de la Terra (sistema no propi per a la descripci6 d’aquest fenomen), la duracié
del viatge és major que vist des de la nau espacial (sistema propi). Aixd esta relacionat
amb la dilataci6 de 'interval temporal quan el temps es mesura des d’un sistema no
propi.
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3.3 Un coet espacial, la longitud propia del qual és de 50 m, i que té un espill en cada
extrem, s’allunya de la, Terra. Un senyal de llum enviat des de la Terra es reflecteix en
ambdds espills. El primer senyal reflectit és rebut després de 300 s d’haver estat enviat,
i el segon senyal és rebut 2 ys més tard que el primer. (a) Calculeu a quina distancia es
trobava de la Terra el coet espacial quan hi incidi la llum. (b) Calculeu-ne la velocitat
respecte de la Terra.

t, =300s,t,=2-10"%s, Ly =50 m, ¢ = 3- 10® m/s (velocitat de la llum en el buit)
(a) distancia d entre la part posterior del coet i la Terra?
(b) velocitat v del coet?

(2) El primer senyal lluminés tarda ¢; a arribar a l'espill posterior del coet i tornar a la
Terra. Aixo vol dir que tardara £;/2 a arribar al coet —perque la velocitat de la llum és
constant. Per tant (fig. 1), la distancia d sera

3.108-300
d=ct =210 0 5 1010 (1)

ja que el senyal lluminds viatja amb velocitat c.

! 8
[_0 coet i
VI Rty T
8 ;* ! V(fz/Z) ] i
| 1
I 1 1 3 |
I ! 1
b | C(,12)
' - 2f 2
l )‘1 ‘:; P L—LOV1~V/C |
[ ot
[ t : l
[
Terru77r 1r senyal 2n senyal 7 - 1
uminds {luminés
Fic. 1 Fic. 2

(b) Després que el senyal sobrepassa el primer espill (a la part del darrere del coet), el coet
continua avangant. Per tant, I’espai recorregut pel senyal de llum des que sobrepassa, el
primer espill fins que rebota en el segon (a la part davantera del coet) és igual a la longitud
del coet, considerada per 'observador de la Terra (que és una longitud no propia), més
I’espai que ha avangat la nau amb velocitat v durant el temps t2/2 transcorregut des
que passa el senyal lluminés pel primer espill fins que arriba al segon espill, com es pot
apreciar en la fig. 2.

Com que en I'interval de temps t3/2 el senyal de llum ha recorregut la distancia cty /2,
segons representa la fig. 2, podem escriure la igualtat

te _p iVt
C-é-——Lo 1—-02+112 (2)
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on el terme de l’esquerra representa la distancia recorreguda per la llum en l'interval de
temps t2/2; el primer terme de la dreta, la longitud del coet vist des de la Terra, i el
segon terme de la dreta, I’espai recorregut pel coet en el temps ?2/2. En definitiva, tot
aix0 és la distancia que separa els dos espills en 'interval de temps £3/2.

Totes les dades de I'eq. (2) sén conegudes, (fg, Lo, c), excepte la velocitat v, que
aillarem de la manera segiient. Reagrupem els termes de l'eq. (2)

(c—v)%zLo\/l—%; 3)

i elevem al quadrat

(c—v)? (%—)2 = 12 <1 - ’;-;) 0

la qual cosa déna

2
tz v
(c? + 9% — 2cv) (-2-> =IL2- ngg (5)

En agrupar els termes en poténcies de v, obtenim

S OROIEEOIN(CIRCE

L’equacié anterior és una equacié de segon grau, la solucié de la qual és

—~

6)

2 (t2/2)% + \/4(:2 (t2/2)* — 4 [(t2/2)2 + (Lo/c)2] [(az /2)% ~ Lg]
2[(t2/2)° + (Lo/0)]

En simplificar expressié anterior obtenim

V=

(7)

(1) !t2£2!2+1L0£c!2

o= o B/ & (Lo/o)® U= € DT+ (Lo o

t2/2)% + (Lo/c)? ) .. t3/2)*= (Lo/<)?
( ( (il) v=c{irds

L’apartat (i) de 'eq. (8) déna que v = ¢, i aixd és impossible, ja que el coet té massa
1 cap objecte amb massa pot viatjar a la velocitat de la llum. L’apartat (ii) de leq.
(8) déna que v = 0.946¢, que és la resposta correcta. Com veiem, el coet viatja a una
velocitat molt proxima a la de la llum, perd no hi arriba.

(8)

3.4 Calculeu I'energia necessaria (segons la Mecanica Relativista) per tal de: (a) pro-
porcionar una velocitat de 0.25c a un electré que parteix d’una situacié de repos, i (b)
augmentar-ne la velocitat des de 0.25¢ fins a 0.7c. Quina és la relacié entre I’energia
cinetica de l’electr6 quan té una velocitat de 0.7c i quan aquesta val 0.25¢, segons es
calcule: (c) usant-hi la Mecanica Classica o (d) emprant-hi la Mecanica Relativista? Ex-
presseu els resultats en MeV (1 MeV = 108 eV, 1 eV = 1.6- 10719 J, ¢ = 3 - 108 m/s,
me == 9.11-10~2 ¢ = 0.511 MeV/c?).
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< s N . 9 (a) UL = 0,’02 = 0.25¢
AFE necessaria perqué un electré passe de vy a vg { (b) vy = 0.25¢,vp = 0.7¢

" _ _ (¢) Mecanica Classica
Ei(v2)/Bi(v1)?  v1 = 0.25¢,05 = 0.Tc { (d) Mecanica Relativista

mp = me = 0.511 MeV/c?, 1 MeV = 1.6-10713 J

Sabem que P'energia total de la particula de massa my i velocitat v és la suma de P'energia
en repos i de I’energia cinetica

Ep =mc® = moc? + By (1)

amb la qual cosa 'energia cinetica s’escriu

1
B, = A —m—1
= mo ( oy ) ()
on hem usat la relacié m = mg//1 —v2/c2.

L’energia necessaria perque l'electré passe de la velocitat vy a la velocitat vg serd la
variacié de l'energia total

AE=FErs—Fr1=FExs—Ex1=

1 1
= (77—:——7 - 1) o (‘—‘—fr_—/— - 1) ®

Aixd déna

o, 1 1 -
AFE = mocC (\/1 = v%/cz \/1 = v%/c2> (4)

Aixi, doncs, en el cas (a) tenim:

1 1
VI—0252 +J1-02

AE = moc? ( > =0.0168 MeV = 2.685-10715 J (5)

ien el cas (b):

1 1
V1-0.72 +/1-0.252

AE = moc? ( ) =0.188 MeV = 3.008 - 10714 J (6)

On hem tingut en compte que la massa de Pelectrd val my = 0.511 MeV/c? i que 1 MeV
=16-10"13J.
L’expressié de I'energia cinética en Mecanica Classica (MC) és
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L’expressi6 corresponent en Mecanica Relativista (MR) ve donada per l'eq. (2)

EMR = moc? (\/—1—:—%—2———/—?—2 - 1> (8)

Per tant, el quocient d’energies val, en el cas (c):

[M}MC mev3/2 _ (U—2>2=7.84 9)

Ex(v1) mov? /2 1

ien el cas (d):

(Ol (L i)
Ex(v1) moc? [(1 - vf/c2)‘1/2 _ 1]

_ (o)
-y "

=12.21 (10)

Com veiem, hi ha una diferéncia apreciable entre els resultats classic i relativista.
Aquesta diferéncia de resultats ja no és tan gran quan les velocitats que hi intervenen
sén molt més petites que la de la llum en el buit, ¢

Per a veure si el calcul relativista difereix molt o poc del classic es podria calcular el
quocient EMC/EMR per a les dues velocitats,

EMC 2

1
[(1_v2/c2)"1/2 . 1}

3Mmov
EM 2 2 /.2y~1/2
me¢ [(1-—’0/6) ——1]

0] %

-1 (1)

Per a les dues velocitats que estem considerant, aixo déna

Ed
=0.953 (12)
EMR =0.25¢
MO
[EMR =0.612 (13)
k =0.7¢

En el cas que la velocitat és baixa comparada amb la de la llum, v = 0.25c, a penes
existeix diferéncia entre el calcul classic i el relativista, ja que el quocient entre ambddés
és molt proxim a la unitat, eq. (12). En canvi, quan augmenta la velocitat, v = 0.7¢,
aquest quocient ja difereix molt més respecte de la unitat, eq. (13), i ja no es pot emprar
el tractament classic.

3.5 L’energia cinética d’un mué és de 350 MeV. Calculeu: (a) l'energia total del mud,
expressada en MeV, i (b) el seu moment lineal expressat en MeV/c. La massa del mud
en repos val 105.66 MeV/c2.
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Fy = 350 MeV,mg = 105.66 MeV/c?
(a) Et, en MeV?
(b) p, en MeV/c?

(a) L’energia total d’una particula és, segons la teoria de la relativitat,
Ep = m0c2 + Ex (1)

on moc? és energia en repos i Fy és I'energia cinetica. Per tant, només cal substituir
valors per al cas del mu6 (tots ells ja expressats en MeV),

B = 105.66 + 350 = 455.66 MeV 2)

(b) Per a calcular el moment lineal del mué cal conéixer-ne la velocitat, ja que

mo
=Y = ) 3
p o 3)

A partir de P'expressié de Uenergia cinética E,

1
B =mpc? (-——'—-———m - 1> (4)

alllem la velocitat v del mué

2
_ __mac®
U_C\/l_(Ek+mocz) )

d’on traiem que v = 0.97274c. En fer les substitucions en l'eq. (3), obtenim el moment
lineal del mué

p =443.21 MeV/c 6)

pC

Fia. 1

Es poden comprovar aquests resultats fent el diagrama energetic representat en la
fig. 1. Expressem l'energia total del mué en funcié de la seua energia en repos i del seu
moment lineal

Ep = /(moc?)? + (pc)? (7
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Ja qual cosa indica que podem tractar 'energia total com si féra el modul d’un vector de
dos components: moc? i pc. Amb els resultats que hem obtingut és facil verificar que
sf que es compleix aquesta relacié. '

3.6 Experimentalment es comprova que I'energia cinética d’una particula és 60 MeV i
el seu moment lineal val 335 MeV/c. Determineu-ne: (a) la massa, i (b) la velocitat.

E, =50 MeV, p = 300 MeV/c
(a) mo?
(b) v?

(a) Sabem que I'energia totald'una particula de massa my i velocitat v verifica que
Frn= Ek +m002 (1)

on Ey és lenergia cinetica i moc? és 'energia corresponent a la massa mg. La relacié
entre Fr i el moment lineal p és

Br = /(moc?)? + (pe)? )
D’aquestes equacions es dedueix que
By +moc® = /(moc)? + (pe)? 3)

Com que I"inica incognita és myg, en elevar 'eq. (3) al quadrat obtenim el valor de my,

_ 1 (pe)?-E¢
= E T 9R,

(b) També podem expressar I'energia total d’una particula de massa mg i velocitat v
mitjancant la relacié

= 875 MeV/c? (4)

2
moc
Bp=—C 5
V1-v2/c? ©®)

com que el seu moment lineal és
— (6)

e

a partir de les eqs. (5) i (6) obtenim una expressié per a la velocitat en termes del
moment i de 'energia total

2
pc
== 7
Y= Er (7)
Ara ja podem substituir 1'energia total Ep de I'eq. (1), i també el valor de p que ens
déna ’enunciat del problema, i obtenim
v = 0.324c - (8

Si tenim en compte que 1 MeV/c? = 1.78-10730 kg i que ¢ = 3- 108 m/s, els resultats
anteriors s’expressen en el sistema internacional (SI) d’unitats com

me=16-10"%"kg, v=9.7-10"m/s (9)
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3.7 La radiaci6 solar arriba a Patmosfera terrestre amb una intensitat mitjana de 0.1367
Jem™2s71. El Sol té una massa de 1.989-10%C kg i es troba a 1.496 - 10'* m de distancia
de la Terra. Sisuposem que aquesta intensitat no varia amb el pas del temps, calculeu la
fraccié de massa perduda pel Sol (a) al cap d’una hora, i (b) després d’un milié d’anys,

S = Sol, T = Terra

I=01367Jecm 25 ' =1367 Jm 25!
Mg = 1.989 - 10%0 kg

dST = 1.496 - 1011 m

si I = constant: AMg/Mg? al cap de { (a) 1 h = 3600 s

(b) 10® anys = 3.1536 - 103 s

Si coneixem 'energia que arriba per unitat d’area i de temps sobre la superficie terrestre,
podrem conéixer 'energia que desprén el Sol per unitat de temps. El Sol emet energia
isdtropament, és a dir, de la mateixa manera en totes les direccions de 'espai. Sisuposem
que aquesta energia no es dissipa’ mentre viatja per 1’espai, tota I'energia que haja eixit
del Sol sera la mateixa que es detecte en una superficie esférica concéntrica amb el Sol,
a causa de la conservacié de Uenergia.

Considerem que el radi d' d’aquesta superficie esferica val la distancia dg entre el
Sol i la Terra. Aleshores, I'area d’aquesta esfera valdra

A = dndiy (1)

L’energia per unitat d'area i de temps que es detecta sobre la superficie terrestre, és
a dir, a una distancia dsp del Sol, val®

E
- = 1367 m™% ¢t (2)
Com que Penergia emesa pel Sol per unitat de temps és la mateixa energia que arriba
per unitat de temps a la superficie esférica de radi dg, fent s de les egs. (1) i (2) podem
escriure
£ F

"t— = EA = 1367 - 47Z'd§rp (3)

Ara emprarem la relacié entre la massa i Uenergia
E =mc? (4)

per a transformar I'energia per unitat de temps, eq. (3}, en la massa que perd el Sol per
unitat de temps.® Escriurem AMg per a indicar la quantitat de massa solar que s’ha
transformat en energia:

t  te2 T 2

7A causa de possibles interaccions amb cossos celestes.

8 Aquest és el valor que apareix en A Physicist’s Desk Reference, editat per H. L. Anderson (American
Institute of Physics, New York, 1989) pag. 191.

9El principal procés de produccié energética en el Sol consisteix en la fusié de dos nuclis d’hidrogen
per a formar un nucli d’heli, procés en el qual s’allibera energia.
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on hem usat les egs. (3) i (4).
A partir de 'expressié (5) és immediat calcular la massa perduda pel Sol al cap d’un

temps t:
dép
AMg = 4’1th? (6)
(a) Al cap d’una hora (t = 3600 s) la massa que ha perdut el Sol val

(1.496 - 1011)*
(3-108)®

(b) Després d’un mili6 d’anys (¢ = 3.1536 - 102 s), el Sol hauria perdut una massa:

AMpg(1 hora) = 4 - 3600 - 1367 =1.538 - 10" kg (7)

(1.496 - 1011)*

AMg(10°® anys) = 47 - 3.1536 - 103 - 1367
010" anye) (3-108)2

=1.347-10% kg (8)

La fraccié de massa perduda pel Sol val, en cada cas:

AM, (a) 1.538-10'3/(1.989-10%%) =7.73- 1018

= 9)
Mo (b) 1.347-10%%/(1.989 - 10%0) = 6.77 - 10~

que, expressat en percentatge, déna: (a) 7.73-1071€ % i (b) 6.77- 107 %.

Cal fer notar que aquests resultats els hem obtinguts suposant que la intensitat
d’emissié del Sol no varia amb el temps. Com podem apreciar, aquesta suposicié és prou
bona per al lapse d’una hora, ja que la perdua de massa només comporta el 7.73- 10~ 1%
del total, i com que la intensitat d’emissi6 esta relacionada amb la massa solar, és raon-
able suposar que si la massa no varia, tampoc no variara la intensitat d’emissié. En
el percentatge de massa perduda pel Sol, encara que és menut (6.77 - 107¢ %), ja pot
considerar-se com una variacié apreciable, perque afectaria la cinquena o la sisena xifra
significativa de la massa solar.

Per a fer un estudi més rigorés en el segon cas, caldria estudiar la variacié massica
del Sol a través de la relacié:

= GMQ (10)

on a és una constant de proporcionalitat. D’aci es pot deduir que la massa disminuiria
exponencialment

Mg(t) = Mpge T (11)

on 7T és una constant i Mg ,0 és la massa en un instant determinat,
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e

4.1 Tenim tres particules materials de masses ma, mp i mc, situades en les posicions
A, B C, respectivament. Inicialment, les particules es troben en repos i sobre cadascuna
actuen les forces Fa, Fp i Fg, respectivament. Calculeu: (a) la posicié del centre de
massa (CM) del sistema abans que hi actuen les forces; (b) 1'acceleraci6 corresponent al
CM; (c) la velocitat del CM un instant ¢ després que s’hi han aplicat les forces; (d) el
moment lineal de cada particula respecte al CM, i (e) el moment angular del sistema
respecte del CM. Les dades numeériques sén:

A=(4,2) m my=6kg, Fy =105 N;B=(2,-2) m, mp =3 kg, Fg = —6i N;i C =
(——1,2) m, mg = 2 kg, Fe =84 N.

Y

m. F
P,

ma =6kg A =(4,2) m, Fp =105 N
mp=3kg, B=(2,-2)m Fg=-6iN

() s
(b) acm?

(c) vem?

(d) pa, pg 1 P respecte del CM?
(e) L respecte del CM?

En aquest problema treballarem amb unitats del sistema SI.

(a) Sabem que per a un sistema discret de particules amb massa m; i posici6 r;, el centre
de massa es pot calcular mitjancant 1'expressié

LMy Ty
rom = -%7,7 (1)
7 T

A partir d’ara ja no posarem sota el simbol del sumatori el subindex respecte del qual
se suma, excepte quan siga estrictament necessari per a evitar confusions. Com que no
hi ha forces aplicades, les posicions sén les inicials: A, B i C. Si escrivim I'eq. (1) en els
seus components, ‘

Y 6-4+3-2-2-1
TOM TS T 64342

=2.55 m (2)
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Smyy;  6:-2-3-242-2
= = =0.9

Per tant, la posicié del centre de massa ve donada pel vector
rem = (2.55,0.91) m (9)

(b) En aplicar-hi les forces, el sistema es mou com si la resultant de les forces exteriors
estiguera aplicada sobre la massa total del sistema concentrada en el seu CM, per tant
la segona llei de Newton s’escriura

() ez

d’on obtenim que l'acceleracié del centre de massa val

w _LF:_10j-6i+8i
M= S~ 6+3+2

= (0.184+0.915) m/s® (6)

(¢) Coneguda I'acceleracié del CM, és facil calcular-ne la velocitat vcym en un temps qual-
sevol si coneixem la velocitat inicial v o del CM. A partir de les relacions cinematiques
corresponents a un moviment uniformement accelerat escrivim

YoM = YoM + acm it (7

Abans d’aplicar-hi les forces exteriors, les particules es trobaven en repds (vao =
vg,0 = Vo, = 0), per tant

Vi 01
Vom0 = _—_—ZZ::% - =0 ' (8)

De les egs. (6), (7) i (8) es dedueix que la velocitat del centre de massa quan ha
transcorregut un temps ¢ des que s’hi han aplicat les forces, val

vem(t) = (0.18¢ 5 + 0.91¢§) m/s (9)

(d) Representarem per p; i v; el moment lineal i la velocitat, respectivament, de la
particula j respecte del CM:

»J=A,B,C (10)
V; = V0 + a;t
F.
w=f ]

En utilitzar les dades del problema, i els resultats previs, s’obté

P = (—1.08t4+ 4.5425) kg m/s (11)
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pp = (—6.55t% — 2.72t j) kg m/s (12)
pi = (7.63t1 — 1.82t j) kg m/s (13)

Com es pot observar, sumant les eqs. (11), (12) i (13) comprovem que la suma de
moments referits al CM és zero, com calia esperar, ja que el moment total (suma dels
moments de cada particula) referit al CM és zero.

(e) El calcul del moment angular referit al CM, L', es pot fer emprant I'expressio

L'=L- (Z mi) (rom X vom) (14)

on L és el moment angular referit a ’origen de coordenades.

Ara no podem usar el valor de rgy donat a Vexpressié (4), que només val per a
Pinstant inicial. Hem de calcular el valor de rcy per a un instant ¢ des que s’hi apliquen
les forces. Com que, per eq. (9), sabem el valor de vop (1),

12 t2
rem(t) = /dtvCM(t) = 0.18-2- i+ 0.915-]' + constant (15)

i com que en I'instant inicial rcp(t = 0) = (2.554 + 0.91 7), resulta que
rom(t) = (2.55 4 0.09t2,0.91 4 0.455t%) m (16)

La velocitat del centre de massa voum ja la coneixem per Pexpressié (9). El moment
angular del sistema, L, referit a 'origen del sistema de coordenades representat en la
figura de Venunciat, val:

L=La+Lp+ Lc (17)
i com que
L; =7r; X p,
r;= [dtv,
v; = [dta; v j=A,B,C (18)
o~ £
pj = mu, )

resulta que Ly = 40t k, Ly = —12tk i Lc = —16t k. En conseqiiéncia

L= Y Lj=12tk (19)
7j=A,B,C

També calculem

> mj(rom % vou) = 25.88tk (20)
J
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Per tant,
L' =12tk — 25.88t k = —13.88t k kg m?/s (21)

Una manera alternativa de fer el calcul de L' és mitjancant la suma dels moments
angulars de cada particula referits al CM

L' =7y X pj + 7 X P + 7o X P (22)

(recordem que les quantitats amb prima estan referides al CM: v, seria 7}y = rp — roy,
i andlogament per a rg 1 75).

Obviament (i aixd ens pot servir de comprovacié) el resultat obtingut de l'eq. (22)
ha de ser el mateix que el de 'expressié (21).

4.2 Una granada que es mou horitzontalment sobre la superficie terrestre amb una
velocitat de 100 m/s rebenta i es desfa en dos fragments; el més gran, que té 3/5 de la
massa total, ix llangat cap avall formant un angle de 40° amb I’horitzontal i duu una
velocitat que és un 60% superior a la de la granada. Calculeu la velocitat de Paltre
fragment si suposem que tot el procés té lloc en el pla vertical. Calculeu la velocitat del
CM dels dos fragments després de I'explosié. Queé ocorrera si suposem que no actua la
gravetat sobre el sistema?

just abans de l'explosid just després de L‘explosid
2miS /:
- 7V
12 7

”:' - X \\[g ~X
3mis V3

immediatament abans de I'explosié: v; = 1004 m/s

immediatament després de 'explosié: a = 40°,| v3 |=| v1 | +0.6 | v1 |= 160 m/s
(a) '02?

(b) vem després de V'explosié?

Per a calcular v, i després voy, mitjangant 'expressio

T, Uy
vow = LT )

emprarem la relacié que existeix entre la variacié del moment lineal del sistema per unitat
de temps, i la forga externa aplicada,

L _F.
T ¢ (2)
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te
dp = Fex dt = Pr—pi= [ Fexdt (3)

t

En el cas que ens ocupa la forga externa és el pes (ja que el moviment es produeix
sobre la superficie terrestre), que va dirigit cap avall,

Fey = (O’ _Mg) (4)

on hem usat M per a designar la massa d'una particula qualsevol. Com que aquesta
forca externa és constant, podem traure-la fora de la integral en I'eq. (3),

te
D — P = Fext dt (5)

A

i si prenem com a origen de temps l'instant de P’explosi6 (¢; = 0 i ¢; = ¢), llavors
pf_pizFextt (6)

Estudiarem ara el que succeeix si fem la discussié component per component.
Component z: Com que Feyt,, = Osegons 'eq. (4),1p;, = mv1,1ps e = (2m/5)ve, +
(3m/5)v3e, tindrem

2m Im

Ptz — Piz = Fext,zt = 5 V20 + o Use — MUy = 0 (7)
Aix0 pot escriure’s com
W9y + 3Uzy — Hv; =0 (8)

Component y: Ara, Foy y = —(2m/5)g — (3m/5)g = —mg segons l'eq. (4), p;, =01
Py = (2m/5)vay + (3m/5)vay. Per tant, de 'eq. (6), obtenim

2m 3m
Pty —Diy = Fext,y t = '—5—1)211 + —:r)—-vgy = —mgt (9)
que reescrivim aixi
sy + Bvz, = —Bgt (10)

Notem que la velocitat de la particula de massa 3m/5, per estar sotmesa a 1'acceleracié
deguda a la gravetat, verificara que

Ugz = V3 COS (¢ (11)
Ugy = —U3 sino — gt (12)

on hem usat la relacié cinematica v = vo + at (que correspon a un moviment uniforme-
ment accelerat), i on hem tingut en compte que sobre el component £ no actua cap
acceleracié, i sobre el component y actua la gravetat, dirigida cap avall. La velocitat
inicial de v3 en el component horitzontal esta dirigida cap a les  positives, i la velocitat
inicial de v3 en el component y esta dirigida cap a les y negatives. L’angle o apareix
definit en la figura de ’enunciat.
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De les egs. (8), (10), (11) i (12) obtenim vy, i vgy (les quals ens permetran calcular
’02)

~3 5v
vy = T o (13)
3ugsina + 3gft — bgt  3ugsina — 2gt
v2?l = : 2 = 2 (14)
Si substituim valors, tindrem
vy = (66.15,154.27 — gt) m/s (15)
(on ¢ vindra expressat en segons).
(b) Per a calcular vey emprem la relacié
2 3
U; EMug 4+ 2mo
’UCM=Zml'vl=52Z 533 3 =
Zmi Em4Em
VoM = BV2g + S0, = £66.15 + Fv3 cosa = 100 m/s
vom,y = Bvey + 2ug, = 2(154.27 — gt) — Sugsine — 2gt = (16)

=(3.89-10"* - gt) m/s

Podem comprovar si aquest resultat és correcte calculant la velocitat de la granada
si no haguera rebentat, ja que el CM d’un sistema de particules es comporta com si les
forces externes actuaren sobre la massa del sistema concentrada en el CM,

Uy = Viz,0 -+ dzt =1 = 100 Il’l/S
vy = v10+ af = (17)
U1y = V1y,0 + 8yt = —gt

Com veiem, els resultats donats per les expressions (16) i (17) s6n iguals, excepte
en el valor 3.89 - 107* m/s, que apareix en l'expressié (16) i que no apareix en la (17).
Aquest seria un exemple tipic d’error d’arredoniment que s’acumula al final dels calculs
i sembla donar un resultat erroni. No és aix{; ambdés resultats, els corresponents a les
expressions (16) i (17) respectivament, sén equivalents ja que el valor 3.89 - 1074 és un
resultat espuri que desapareixeria si haguérem fet els calculs numérics amb més precisi6
en les xifres significatives.

El cas en que no actua la gravetat sobre el sistema correspon a considerar en l'eq. (2)
que la forga externa és zero. Aixod simplificaria notablement els calculs, perque sols s’hi
ha d’aplicar el principi de conservacié del moment lineal abans i després de 'explosi6.
O bé, fer igual a zero el terme degut a la gravetat en totes les expressions de 'apartat
anterior. El resultat seria vy = (66.15,154.27) m/s, i la velocitat del CM després de
I'explosi6 seria la mateixa que tenia abans de I'explosid.
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4.3 Des de la cornisa d’un edifici de 120 m d’altura llancem horitzontalment un projectil
(M =4 kg) amb velocitat 2.40 m/s. Aquest projectil explota a 10 m abans d’arribar al
sol, i es fa en dos trossos que ixen llangats de tal manera que ambdds arriben al sol al
mateix temps. Un dels trossos té una massa de 1.5 kg 1 cau justament al peu de Dedifici,
en la vertical del punt de llangament. (a) A quina distancia de 'edifici xocara I'altre
fragment amb el s0l? (b) On hauria caigut el projectil si no haguera rebentat? (c) On
es troba el centre de massa dels dos fragments quan aquests arriben al s61?

M -
V1
N
\
\
)
h»} \
\
- \ -
o 7
‘ Pd m1‘_.l% .
hz /’ \
' / B \\ X

4——-X—-———

X2

M=4kgV, =240im/s, m; = 1.5 kg, me =2.5kg, hy =120 m, h, =10 m

(a) x27
quan els fragments arriben al sdl: { (b) X7
(c) xCM?

(a) Per a resoldre aquest problema necessitem conéixer l'estat del projectil immediata-
ment abans d’esclatar; per a fer aixd hem de calcular la velocitat del projectil a P'altura
hg2, que anomenarem Vg,

Calcul de Vg: Si prenem el sol com a origen d’energia potencial, tenim que les energies
a les altures hy i hg sén

1

El = [Epot -+ Ecinét]h1 - Mgh1 + §M‘/12 (1)
1

Ey = [Epot + Ecinetly,, = Mghg + §MV22 2)

Pel principi de conservacié de lenergia, E1 = Ea, de manera que de les egs. (1) i (2)
obtenim

Vi =29(hy —h) + V¢ : (3)
Perd necessitem conéixer els components de Vi, que verifiquen

VE =V + Ve, =2g9(h — hg) + 1% (4)
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Com veurem seguidament, el component Vo, sera igual al component Vi, inicial, ja
que, com que no hi ha acceleracié horitzontal (noteu que nomeés hi actua la gravetat, que
és una acceleracié vertical dirigida cap avall), la velocitat horitzontal es manté constant.
Es pot emprar la relacié cinematica (en components ) per a un moviment uniformement
accelerat,

Vor =Vo+at =V, (5)

on hem considerat que Vo = Vi, =V ia, =0 m/s2. De les relacions (4) i (5) s’obté

Vay = £v/29(h1 — ha) (6)
En substituir-hi valors, i s1 tenim present que el cos cau (és a dir, té una velocitat dirigida
cap a les y negatives), ens queda V5, = —46.43 m/s. Aixi, doncs,

Vi = (2.40,-46.43) m/s (7)

(Noteu que també es poden calcular V, i Vy, independentment 1'una de 'altra, tnica-
ment aplicant-hi les relacions de cinematica per a cossos que recorren una determinada
distancia sotmesos a una acceleraci6).

Ara ja coneixem la velocitat del projectil immediatament abans de 'explosié. Hi
aplicarem el principi de conservacié del moment lineal per a calcular les velocitats v, i
v dels fragments immediatament després de explosi6. Al cap d’uns instants, aquestes
velocitats canviaran per efecte de la forga gravitatoria. Aixi{, doncs, aplicant-hi el principi
de conservaci6é del moment lineal, immediatament abans 1 després de ’explosié, s’obté

MVgy = myv; +mave (8)
on M, Vg, m; i mz sén coneguts. Descompondrem 'eq. (8) en els seues components

MV = myv1z + Mava, (9

MVay = myv1y + mavey (10)

L’enunciat del problema diu que ambdds fragments arriben al sol al mateix temps.
Sobre els dos objectes actua la mateixa acceleracié, g. Ambdés parteixen del mateix
lloc i tarden el mateix temps a recérrer l'altura he; aixd implica que la velocitat inicial
d’ambdés és la mateixa en components y (aquest raonament es basa en la relacié y =
Yo + vy ot + La,t?), per tant vy, = vyy. En portar aquest resultat a I'eq. (10), i tenint
en compte la conservacié de la massa, obtenim

MVyy = (my + mg)uyy _ _

my+mg =M = U1y = vgy = Vo (11)
El valor de vy, es pot obtenir si coneixem l'espai horitzontal que ha recorregut el

fragment m;, el temps que ha emprat per a recérrer aquest espai, i el component de

l'acceleraci6 en la direccié de l'espai recorregut (és a dir, el component ), que val a, =

0 In/s2 perqué no hi ha acceleracié horitzontal.
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Calcul de l'espai horitzontal recorregut per m; fins a arribar al sol: Comencarem
calculant Pespai z; (fig. 1). Aquest espai sera el component = del punt on esclata el
projectil. Per cinematica, sabem que

Ty = To + Vgl + 102t )
To = Om
Vg, 0 = ‘/lz = V’l
a; =0 m/52 )
? \\ m
y ‘M ™ K
4 \-——X.]—-“ - s\\
hz // hz \\
‘
Fic. 1 Fic. 2 Fiac. 3

El temps t, que apareix en l'eq. (12), sera el temps que el projectil estd caient des
de h; fins a hp, amb velocitat inicial nul-la i acceleracié vertical —g, on g = 9.8 m/ 52 (la
gravetat estd dirigida cap a les y negatives),

Y =yo +vyot +5ait )

Yo="h >:>t=1/2(h—lg'"—h?—)=4.74s (13)

De les egs. (12) i (13) obtenim

;1 =11.3Tm ' (14)

Ara calcularem el temps #; emprat per m; fins a arribar al sol. Coneixem 1'espai
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vertical que s’ha de recérrer, la velocitat inicial i I'acceleracié (en els components y)

Yy =yo+Vyot1 + %aitl )

y=0m

_J +02155
Yo = hy ¥ =t = { —9.69s  (no té sentit) (15)

Uy = Ugy = Vay

ay =—g J

Aquest temps és el que tarda el fragment m; a recérrer la distancia vertical hy,
que és el mateix que empraria a recorrer I'espai horitzontal z; (fig. 2). L’eq. (14) ens
proporciona l'espai horitzontal recorregut per mq; I'eq. (15) ens ddna el temps emprat,
i com que no hi ha acceleracié horitzontal, tenim

Vip = % = —53.0 m/s (16)
1

El signe negatiu indica que la velocitat estd dirigida cap a les z negatives. Tornant a
I'eq. (10), és a dir, per conservaci6 del component = del moment lineal, tenim que

MVag = My +Malsz = Uy =35.6 m/s (17)

El punt de I'eix X on caura el fragment my sera (fig. 3)

Ty = &g + Ug oty + Fat> )

To=2x=11.37Tm
Vg0 = 35.6 m/s b = 15 = 19.02 m (18)

ty =ty (my i my cauen al mateix temps)

az =0 m/s® )

(b) St el projectil no explota, podem calcular el temps de caiguda d’aquest mitjancant
la relacié

1
Y =y +voyt + 5ayt” (19)
onY =0m, yo=h,vey=0m/sia, =-98 m/s2, la qual cosa dona

-

t::”g;—?'::él.%s (20)

Durant el temps que esta caient, el projectil també viatja horitzontalment, i com que

no hi ha un component horitzontal de 'acceleracié, a, = 0 m/ s2,

X =z + vpgt (21)
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on To = 0 m, vor = Viz = 240 m/s i t = 4.95 s. De tot aixd resulta que el projectil
hauria caigut a 11.88 m de la base de 'edifici,

X=11.88m (22)
(c) Les coordenades del CM es trobaran a partir de la relacié

E ; Ty
= e 23
rcM Ei ; ( )

els components de la qual sén

miZy +moxg  1.5-042.5-19.02

= = =11.88 24
Tem my +ma 1.542.5 m (24)

i, com que fem els calculs al nivell del sol,
you =0m (25)

Com es pot veure, si el projectil no haguera explotat (apartat b), hauria seguit la
trajectoria que ha descrit el seu centre de massa (apartat c), ja que el CM d’un sistema
de particules es mou com si fos una particula de massa igual a la massa total del sistema
sotmesa a la forca exterior aplicada sobre tot el sistema.

A continuacié presentarem una manera més senzilla i curta de resoldre aquest prob-
lema. Comengarem resolent 'apartat (b).

Coordenada Y: com que el projectil cau al sol,

Y=0m (26)

Coordenada X: usarem ’expressié

1
X =z0+ vz ot + §amt2 (27)

onzyp=0m,v,0=240m/sia, =0 m/s2; t sera el temps de caiguda del projectil, i es
pot obtenir a partir de

1
Y = 1o +y0t + 5017 (28)

ony =0,y = hy,vy0 =0m/sia, =—g, de manera que

t=1/-2-;}’11-=4.95s (29)

Si tornem ara a l’eq. (27), obtenim que
X =vg0t =2.40-4.95=11.88 m (30)

Es a dir, el mateix valor que en 'eq. (24).
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(c) Sabem que el CM d’un sistema de particules es mou com si fos una particula de massa
igual a la total del sistema sotmesa a la resultant de les forces exteriors que hi actuen.
Aixod vol dir que el CM dels fragments descriu la mateixa trajectoria que descriuria el
projectil sencer, per tant, les coordenades del CM en el moment de tocar terra sén

zem = 11.88 m (31)
yom =0m (32)
Per 1ltim, calcularem l'apartat (a).
(a) Si apliquem la definicié6 de CM al component

miTy + Moy
z — R d’) 33
oM my + Mme ( )

podem aillar x

_ (ml + mz)«’CCM — Mixy
meg

) (34)

icomquez; =0m, m = 1.5kg, me =2.5kgizcy = 11.88 m, obtenim que la distancia
a que cau €l fragment mq és

zp=19.01 m (35)

Obviament, tots aquests resultats coincideixen (excepte possibles errors d’arredoni-
ment) amb els obtinguts pel primer métode.

4.4 Una persona (m = 70 kg) es troba a 5 m d’un moll, dreta sobre una barca (m = 100
kg) que es troba inicialment en repds. La persona camina 2.5 m sobre la barca, en
direccié cap al moll, i després s’atura. A quina distancia del moll es trobara ara la
persona? (Suposeu que no hi ha fregament entre la barca i l'aigua).

s 'XCM'I——E]" =
" X X
P

P = persona, B = barca

mp = 70 kg, mg = 100 kg, xp =5 m

quina és la distancia entre el moll i la persona després que aquesta haja caminat I = 2.5 m
damunt la barca?
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Suposarem que la persona i la barca sén igual d’altes, aix{ tot el problema podra de-
scriure’s al llarg de la direccié X. Intentarem conéixer la posicié de la persona i la de la
barca abans i després de desplagar-se la persona una distancia L sobre la barca. Sabem
que el centre de massa del sistema es mou com si hi actuara la resultant de les forces
externes. En aquest cas (fig. 1), les forces que actuen sobre el sistema persona-barca (PB)
sén: el seu pes Ppg, degut a la gravetat, i la normal N, exercida pel medi sobre el gual
reposa el sistema PB. Ambdues forces es poden considerar aplicades al CM del sistema
PB, i s6n iguals i de sentit contrari, perqué si una féra major que laltra el sistema PB
es mouria en el sentit de la for¢a major. Aixd no ocorre perque el sistema esta en repds,
i per tant Ppg = —N. Com que horitzontalment no hi actuen altres forces, podem
dir que la resultant de les forces exteriors aplicades al sistema és nul-la. I ara, per ser
F, = 0, podem aplicar-hi el principi de conservacié del moment lineal total. Farem la
descripci6 respecte del sistema de referéncia fix, que és el moll.

‘ 5= (Mp+My) g

Fia. 1

Sabem que el moment lineal total del sistema és el que correspondria a tota la massa
concentrada en el CM i movent-se amb la velocitat del CM, vom. Es a dir,

p = Mwycm = constant (1)
on M =mp +mp. Com que la massa total del sistema no varia, de I'eq. (1) s’obté que
YoM = constant (2)

El sistema PB esta en repos inicialment, és a dir,
'”iCM =0 3

on el superindex i significa inicial. De les egs. (2) i (3) resulta que el CM del sistema no
es mou, per tant, la posicié del CM romandra constant,

Tom = Tom (4)

on el superindex f significa final.
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Situem l’origen de coordenades al moll. Les posicions inicials de la persona i de
la barca seran representades per les coordenades dels seus centres de massa respectius.
Inicialment, la posicié del CM verifica la relacié

i _ MpTp +mMpry
mp + mp

on coneixem que Tp = 5 m i desconeixem z. Finalment, la posicié del CM s’escriura

£
¢ mp:v§, + mpZTpg

T =
CcM mp + Mg

(6)

Pel fet de moure’s la persona cap al moll i de mantenir-se fixa la posicié del CM,
deduim que la barca s’haura desplagat de la seua posicié inicial, 25, una distancia d (que
caldra determinar), i ara es troba en

rh =zh +d (7)

La persona ha caminat (acostant-se al moll) una distancia L sobre la barca. Perd aquesta
persona es troba damunt la barca, que s’ha desplagat una distancia d, tal com hem raonat
anteriorment. Aixi, doncs, la posici6é .'z:f, de la persona respecte del moll sera la posicié
zvip que tenia anteriorment, menys la distancia L que s’ha aproximat al moll, més 'espai
d recorregut per la barca

zh=2b -L+d (8)

Si substituim les egs. (7) i (8) en la (6) i hi apliquem la condici6 d’invariancia de la
posicié del CM, eq. (4), obtenim

mpxh +mpzy  mp(ah — L+ d) + mp(zh + d)

= (9)

mp +mp mp + mp

L’anica incognita d’aquesta equaci6 és d, que, aillada, déna

mp 70

= =25—"—" ___103 10
mp +mp 70 + 100 m (10)

La distancia persona-moll ve donada per la coordenada z¥, eq. (8),

h=2b —L+d=5-25+1.03=353m (11)

En la fig. 2 hem representat una comparacié de les situacions inicial i final del sistema
persona-barca.
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————— X5=353m---- |

j— ————— Xf=xi+d---------=

Fia. 2

4.5 Originalment tenim un nucli en repds, que es desintegra en un electré de moment
lineal 8 - 102! m kg/s, un neutr{ amb moment lineal 4- 1072 m kg/s i un nucli residual
de massa 2 - 1072 kg. Si la direccié del neutri forma un angle recte amb la direccié
de Pelectré: (a) en quina direccié retrocedeix el nucli residual?, (b) quin és el moment,
lineal? i (c¢) quina velocitat 1 energia cinética té?

Y estat Y

Inicial

estat

x final / ﬁv X

e = electré, v = neutri, N = nucli residual

My=2-10" kg, p, =8-10"% j m kg/s, p, = 4- 10" m kg/s
(a) direccié de retrocés de N7

(b) pn?

(C) 'UN,Ek,N?
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(a+b) Les preguntes a i b es poden reformular en una: quant val py? Suposarem que

sobre el sistema no actua la gravetat, aixi, com que no hi actuen forces externes,'? el
moment lineal total verifica que
p = constant (1)

Es a dir que p, = p; (on i/ signifiquen inicial/final, respectivament). Com que

p; = 0, per estar el nucli en repos inicialment, podem escriure el principi de conservacié
del moment lineal en components

component T : 0 = p,; + PNz + Dex (2)

component ¥ : 0 = p,y + PNy + Dey 3)
Sabent que pex = p,y = 0, segons es desprén de la figura de 'enunciat, tenim

PNz = —Dua = prng=-4-107*' mkg/s (4)

PNy = —Dey = PNy = 8- 1002 kg/s (5)
Per tant el moment lineal del nucli residual és

py = (—4,~8) - 1072 m kg/s (6)

La resposta a la pregunta (b) és

pN =) py |= /Pk, + PR, = 8.94-107%" m kg/s (1)

Si indiquem la direcci6 de retrocés del nucli residual per 'angle 3 de la fig. 1, llavors,
la resposta a la pregunta (a) és

II PN | -9 = B =63.43° (8)

Fic. 1

10Encara que hi actuaren forces externes, aquestes serien negligibles durant la collisié, comparades
amb la forca responsable de la interaccid, i per aixé no tenim en compte les forces externes durant la
col-lisié.
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(c) La velocitat del nucli residual, vy, tindra la mateixa direcci6 que el seu moment lineal,
pn. El modul de vy el calcularem com segueix. Sabem que I’expressié del moment lineal
és

p = mav (9)

i coneixem que, en el nostre cas, m = My i p = py. Podem emprar les expressions
relativista (R) o no relativista (NR) per a calcular vy. Treballarem amb els moduls,
perque ja hem comentat que ¥y = Py,

PN = MnoN (10)

(R) Relativista:

PN = -———-AiN———’UN = N = ———?&1————2 = 44700 m/s (11)
V1-(vn/o)’ M2+ (p/c)
(NR) No Relativista:
PN
PN = Myvn = N = — = 44700 m/s (12)
My

En les expressions anteriors ¢ = 3 - 108 m/s és la velocitat de la 1lum en el buit.

Obtenim la mateixa velocitat en ambdés casos (R i NR), la qual cosa ens confirma
que el nucli residual no porta velocitat relativista. Per a calcular I'energia cinética del
nucli residual també podem emprar els dos procediments d’abans (R i NR), encara que
ja sabem que amb el calcul NR és suficient,

1

V1= (vn/c)?

BR = N2 My? = Mye?

‘ \/1—(1)1\1/c)2

~1{=2-1071%7 (13)

ENR = éMNv,% =2-1071 7 (14)

El procés N' — N + e + v correspon a una desintegracié 3,'! on un neutré (n) del
nucli original (N') es desintegra originant un proté (p), més un electré (e), més un neutri

),
n — P + e + v
(9=0) (a=1) (q=-1) (9=0)

Noteu que en la reaccié nuclear anterior es conserva la carrega ¢, ja que la suma de
carregues abans de la reacci6 val el mateix que després.

1186 solen anomenar raigs 3 els electrons que procedeixen de desintegracions nuclears.
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4.6 Una particula, la massa de la qual és de 10 kg, es mou amb una velocitat dé 3 m/s
i xoca amb una altra particula de 15 kg de massa que esta en repos. Si el xoc és elastic,
calculeu la velocitat de cada particula després de la col-lisié: (a) si aquesta és frontal, i
(b) si la primera particula es desvia 80° de la seua direcci6 original de moviment.

inicialment finalment
my = 10 kg, v1 = (3,0) m/s v]
mg = 15 kg, vg = (0,0) m/s v},

(a) v} 1 v} si o =0°7
(b) v} i vjsi =807

inicialment finalment

Y Y
My A7

V1 Vz ///\(X

m, m, X N/ X
m, \ '\/’1

El que tenim és un xoc elastic, per tant podem aplicar-hi el principi de conservacié de
I’energia. cinética

1 1 1 2 1 2
Emlvf + Emgvg = §m1v'1 + §m20'2 (1)

Com que no hi actuen forces externes durant la col-lisié, apliquem el principi de conser-
vacié del moment lineal, que, per components, s’expressa:

M1V15 + MoV, = Mavj cos & + myv] cos B (2)
MV1y + Malgy = MUy sina — mquy sin f (3)

(els angles « i [ apareixen definits en la figura de ’enunciat). Si fem s del fet que
Uz = Vgy = 0 1 1, = vy, escrivim les egs. (1)-(3):

1 1 2 1 2

-2—m1'uf = Emlv{ + §m2vé (4)
M1V = Mauj cos & + my v cos B (5)
0 = mgvy sin & — myvy sin B (6)

Ara tenim tres equacions i tres incognites: v}, v} i § (ja que & és conegut, i val (° o
80°, segons l'apartat del problema que vulguem contestar). La solucié d’aquest sistema
d’equacions és un problema algebraic. Escrivim 1’eq. (4)

2 2
mv? = myv}” 4 mavj (")
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i elevem les egs. (5) i (6) al quadrat de la forma segiient
(mav1 ~ mav} cos @)? = (m,v] cos B)2 (8)
(mouhsin @)? = (myv] sin )2 (9)

Si sumem les eqgs. (8) i (9) tenim

2 2

2 2 .
m3v? 4 m2vh” cos? a — 2myv;mgul cos o + mavh” sin® o

= m3v} cosz,B+m2 izsm B (10)

Fent-hi ds de les propietats trigonometriques del sinus i del cosinus, eliminem la de-
pendencia explicita amb [, que, de moment, no ens interessa,

m2v? +m2ub? — 2myvymovl cosa = miv!? (11)
Ara usem l'eq. (7) per a substituir el valor de myv} ,

miv? 4 m%vf — 2myvymeul cosa = miv? — mlmzvég (12)
i aillant vy de l'eq. (12),

2

,UI
2 my + me

Si ara tornem a eq. (7) podrem calcular v},

2 el
dmicos‘a

mav!? = mpo? — mgul? = myv? — mg——A——
1 1 2 1 iy F g2t

myv?

= m[(ml +mg)? — 4mymy cos? o = (14)

o = \/(ml + mg)? — 4mymg cos? @ (15)
L= my +me

En l'eq. (15), només hem pres el valor positiu de l'arrel quadrada perqué el modul de la
velocitat és sempre positiu. Finalment, I'angle 3 es pot determinar a partir de ’eq. (6),

, [Zm] cos & }

R __Mmavy . __ Mg my+my .
sin 8 = = sinq = — - 7 sin
myv; my | [(m14mg)2—4mimg cos? o v

(m1+mz) 1

_ 2mg cos asin o (16)
V/(my + mg)? — 4mymg cos?

En els casos que ens interessen, tenim:
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(2) @ = 0° = vjp =24 m/s,v; =0.6 m/s, 5 =0° o 180°. Per tal que es conserve el mo-
ment lineal, eq. (5), prenem la solucié 8 = 180°. Aixo vol dir que després d’una col-lisié
frontal, la particula incident ix rebotada en sentit contrari al gue viatjava inicialment.

(b) @ = 80° = vy = 0.42 m/s, v; = 2.96 m/s, B = 12.02°.




5

Solid rigid
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5.1 Tenim un sistema format per una vareta de longitud ¢, suspesa verticalment pel seu
centre, i en 'extrem inferior s’incrusta una bala que viatjava amb velocitat horitzontal
v. Comproveu que just abans de la col-lisié no hi actua cap moment, respecte de 1’eix
de suspensié de la vareta, degut a les forces exteriors que actuen sobre el sistema format
per la vareta i la bala.

V = vareta, massa de la vareta = M, longitud de la vareta = £
B = bala, massa de la bala = m, velocitat de la bala = v
Myt = 07

M

eix de
suspensid

m

L o, J,

<&‘

El moment degut a les forces exteriors, Meyt, serd el resultant del moment que actua
sobre la bala, Mp, més el moment que actua sobre vareta, My,

Mo = Mp + My (1)

Per a resoldre el problema elegim el sistema de coordenades representat en la fig. 1.
Prendrem el centre de la vareta com a origen de moments.

Calcul de Mp: La forga que actua sobre la bala és el seu pes (f = mg), que, escrit
en notaci6é vectorial i segons el sistema de coordenades que estem utilitzant, val

f= (0’ 0’"‘mg) (2)

El punt d’aplicacié d’aquesta forga respecte de 'origen de moments, que en la figura
(fig. 1a) coincideix amb l'origen de coordenades, és

r = (0,0,-¢/2) (3)
Per tant, el moment Mp en l'instant just abans de la col-lisi6 val
Mp =rxf =(0,0,-£/2) x (0,0,—mg) =0 (4)
ja que i f sén paral-lels.
En fer els calculs anteriors hem aproximat la vareta per una linia material i la bala

per un punt material (ambdéds sense extensié). Per tant, en comptes de tenir la situacié
real representada en la fig. 1b, considerarem la situacié ideal representada en la fig. la.
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just abans de la colisié just abans de ta collisid

situacid situacio

(@) Z} ideal (b)

7=(0,0,~¢/2)

f= (0,0,-mg)

Fic. 1A Fic. 1B

D’aquesta manera, les coordenades del vector posicié de la bala, que és el vector »
d’aplicacié de f, estan disposades sobre P'eix vertical i no un poc desplagades d’aquest,
com s’esquematitza en les figs. 2a i 2b.

(Cl) situacid ideal (b) situacié real

Z Z

X/V r X r
vf f
Fic. 2A Fiac. 2B

Calcul de My: Les forces que actuen sobre la vareta sén el seu pes (—Mg) i la forca
normal deguda al punt de recolzament sobre l'eix, que val el mateix perd és de sentit
contrari al del pes. Per tant, la forca resultant sobre la vareta és nul-la, F = 0, i com
que el moment degut a una forga és

M=rxF (5)
i F' =0 en aquest, cas, tenim que, per a la vareta,
My =0 (6)

En definitiva, tenim que just abans de la col-lisi6, el moment, respecte del centre de
la vareta, de les forces exteriors que actuen sobre el sistema format per la vareta i la bala
és nul, segons es desprén de les egs. (1), (4) i (6).
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5.2 Una bala de massa 20 g xoca i penetra dins l’extrem inferior d’una vareta de longitud

= 20 cm i massa M = 0.5 kg, que esta suspesa per l'extrem superior. (a) Calculeu la
velocitat minima de la bala perque, després de I'impacte, la vareta (amb la bala) faca
una volta completa al voltant de I'eix que passa pel punt de suspensié. (b) Si la velocitat
de la bala féra de 10 m/s, calculeu l'angle que formaria la vareta (amb la bala dins) en
desviar-se de la seua posicié d’equilibri.

eix de gir

L\

B = bala, m = 20 g = 0.02 kg

V =vareta, {=20cm =02 m, M = 0.5 kg

(a) Umin per a fer una volta?

(b) si v = 10 m/s, desviacié respecte de la posicié d’equilibri?

(a) Per tal que la vareta (V) i la bala (B) introduida facen una volta completa, hem
d’aconseguir que es col-loquen en la posicié que s’indica en la fig. 1; després ja caura
per ell mateix el sistema vareta-bala (VB), completant la volta. En conseqiiéncia, la
velocitat minima, vmm, de la bala serd aquella que permeta al sistema VB fer, almenys,
mitja volta, com s'il-lustra en la fig. 1.

Per un argument analeg al que hem vist en el problema anterior (problema 5.1), just
en iniciar-se el xoc, sobre el sistema VB no actua cap moment exterior respecte de ’eix de
gir, Mexy = 0. Per tant, podrem aplicar-hi el principi de conservacié del moment angular,
L, respecte de l'origen de moments considerat. Hem pres com a origen de moments el
punt on la vareta toca l'eix de rotacié. Considerarem els eixos X, Y i Z de la figura 1
com a sistema de referéncia.
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Moment angular inicial L; del sistema VB: El moment angular inicial serd la suma
dels moments angulars de la vareta i de la bala just abans d’entrar en contacte

L;=Ly+Lg (1)

Com que el gir es produeix al voltant de I'eix indicat en la fig. 1, que és un eix principal,
podrem calcular el moment angular de la vareta fent servir la relacié

LV = IV Wy (2)

on Iy és el moment d’inércia de la vareta respecte de 1’eix de gir i wv és la corresponent
velocitat angular.
Com que inicialment la vareta estd en repds, wy = 0, tenim que

Ly =0 (3)
Per a conéixer el moment angular de la bala, Lg, emprarem la relacié
Lg =1rp X pg ‘ (4)

Si suposem que la vareta i la bala no tenen extensié material (fig. 2), el vector posicié de
la bala immediatament abans de I'impacte val

rB = (01 "e, O) (5)
i el moment lineal val pg = mwv, on

v = (v,0,0) (6)

X

Z/ 7=(0,-¢,0)

m'——’ V:(V,0,0)

Py

Fig. 2

El producte vectorial rg X pg val mévk, de manera que el moment angular inicial queda
com

L; = mbvk (7)
Moment angular final L; del sistema VB: De manera similar a la d’abans, ara tenim
Li=L'v+L's (8)

on

L/v=vav=vak (9)
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L'p=Igwg=Ipwk (10)

A les expressions anteriors hem considerat el fet que la velocitat angular és la mateixa
per a la vareta i per a la bala que gira incrustada dins. També hem tingut en compte
el fet que el sentit de gir és antihorari (fig. 3), i segons la regla de la ma dreta, aixod
correspon a representar la velocitat angular per un vector perpendicular al pla de gir,
XY, és a dir, un vector situat sobre ’eix Z, i en el sentit positiu de l'eix: w = wk.

Fic. 3

El moment d’inércia de la vareta que gira sobre un eix perpendicular a aquesta i que
hi passa per un extrem és

Iy = — 11)

El moment d’inércia de la bala, considerada com una massa puntual m a una distancia
£ de l'eix de gir, és

Iy = mi? (12)

En definitiva, el moment angular final val
2
Li= (A—?— + mﬁ) wk (13)

Aix{, dones, pel principi de conservacié del moment angular, L; = Ly, i fent servir les
egs. (7) i (13), obtenim que

2
Iy = (——M;— +m€2> w (14)

D’altra banda, també podem aplicar el principi de conservacié de 'energia entre la
situacié immediatament posterior a 'impacte (situacié inicial) i quan el sistema VB esta
en la posicié superior (situacié final) de la fig: 4. Notem que abans de 'impacte no s’hi
pot aplicar el principi de conservacié de I'energia perqué no coneixem quanta energia
utilitza la bala en penetrar dins la vareta.
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inicial final

Fic. 4

Immediatament després de l'impacte, tota ’energia és energia cinética de rotacié del
sistema VB, més energia potencial de la bala, més energia potencial de la vareta.

L’energia potencial de la bala més I'energia potencial de la vareta es pot calcular
com l’energia potencial E, del centre de massa (CM) del sistema VB. Si prenem l'origen
d’energies potencials en 'eix X, llavors

Ey = (m+ M)gycm (15)
on la posicié del CM és

_ypm+yyM  —fm —IM/2
T om+M T m+M

Ycm =—-0.104 m (16)
En Yexpressié anterior hem usat el fet que la massa M de la vareta es pot considerar
concentrada en el seu centre de massa, que es troba a ¢/2 de I'extrem de la vareta.
L’energia potencial del sistema VB és, dones,

M
Ep =—¢ (m+ '3') g (17)
L’energia cinetica de rotacié del sistema VB sera.
L. 9
Erot = EIW (18)
on el moment d'inércia del sistema VB és
M
I:IB+IV=£2<?+m) (19)

L’energia total inicial E; del sistema VB en I'instant immediatament posterior al xoc val

2
Ei=Ep+Erot=*e(m+—A2£>9+%(‘Ag+m>w2 (20)

Com que estem interessats en la velocitat d’impacte minima, ¥, ens bastara que la
vareta, arribe a la posicié superior de la fig. 4 amb velocitat nul-la i, per estar en posicié
d’equilibri inestable, n’hi haura prou amb un desplacament infinitesimal cap a 'esquerra
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de la figura perque la vareta caiga completant una volta. Per tot aixd, en Pinstant final,
quan el sistema VB esta en la posicié superior, tota ’energia que té és potencial. Ara la
posici6 del CM del sistema VB val

P ypm + yy M

i com que, segons la fig. 4, yg =€ 1 y{ = {/2, tenim
m4+EM  m+ i
! 2 2
= = = .10
Youm T M Y 0.104 m (22)
L’energia potencial sera ara
M
By, = (m+ M)gycm =€(m+7)g (23)
que, com hem dit abans, coincideix amb l’energia total en ’estat final,
M
Bi=t(m+3)g (24)

A partir de les egs. (20) i (24), equacié que s’obté per conservacié de l'energia,
E; = Ey, é

_(m+%>g+g(%+m>w2=<m+—]g—)g (25)

Les egs. (14) 1 (25) formen un sistema de dues equacions amb dues incognites, v i w.
A nosaltres ens interessa conéixer el valor de vy, que és el que produeix la situacié que
hem estudiat en situar el sistema VB en la seua posicié més elevada, tal com acabem de
discutir. Aillant v del sistema d’equacions, obtenim

_[28g(2m 4+ M)(3m + M)
Umin = 32
(b) Ara coneixem el valor de v i ens interessa calcular la desviacié respecte de la vertical

que experimenta la vareta en col-lidir i incrustar-s’hi la bala. Aix0 correspon a determinar
Pangle ¢ que apareix representat en la part dreta de la fig. 5.

=31.43 m/s (26)

inicial final

Y

Fia. 5
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Podem determinar I'angle ¢ a partir del triangle representat en la fig. 6. Per a fer
aixd necessitem calcular com varia la posicié de yom quan la vareta rep I'impacte.

Fic. 6

Novament aplicarem el principi de conservacié de 'energia entre la situacié immedi-
atament posterior a I'impacte, eq. (20}, i la situacié de desviacié de la vertical, en que
la vareta només té energia potencial, perque la velocitat és nul-la en el punt on, després
d’elevar-se, torna a caure. L'energia final E; és, doncs,

!

Bt = B, = (m+ M)gyom (27)

Aix{, de les eqgs. (20) i (27), obtenim la relacié

2
—e(m+%)g+%(—Agﬁ+m)w2=(m+M)gyéM (28)

De la condici6é de conservacié del moment angular, eq. (14), traiem que

mu

W = (——/—3:-—)7 (29)
on v = 10 m/s. Si substituim ’eq. (29) en l'eq. (28), obtenim
B — O+ M/2)
/ S(M/3+m) g
= = —0.083 30
Yem (m+M)g w (30)

Si considerem el mddul d’aquesta quantitat per a assignar valors als costats del triangle
dibuixat en la part dreta de la fig. 6, l'angle p verificara

!
cosp = Tyou | = —— = p=37.1° (31)

Tenim, dones, que quan la bala s’incrusta en la vareta amb una velocitat de 10 m/s, el
sistema, VB es desvia 37.1° de la vertical.
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5.3 Una placa estreta, d’al¢aria A = 30 cm i llargaria £ = 50 cm, es manté vertical sobre
una superficie plana (tal com s’indica en la figura) i es deixa caure sobre aquesta. Quina
velocitat angular té la placa quan colpeja la superficie?

h=30cm=03m,¢=50cm=05m
w quan la placa colpeja la superficie?

Una placa col-locada verticalment, tal com es mostra en la figura de I'enunciat, esta en
una posicié d’equilibri inestable i caura facilment. La situacié que tenim, vista de perfil,
és la que apareix en la fig. 1. Suposarem que hi ha un petit fregament entre la placa i la
taula per tal que la primera no esvare quan comence a girar,!2

(estat inicial)

/?7 M-
! -

\\
origen d'efergia —\\.—u-)-—-?w (estat final)
pofencial M

Fic. 1

La velocitat angular en cada instant és la mateixa per a tots els punts de la placa i,
encara que no €s la mateixa en tot el temps que dura la caiguda, 'inica velocitat angular
que ens interessa és aquella amb la qual arriba a la superficie, és a dir, la velocitat angular
final.

Una forma de relacionar la velocitat angular final de la placa amb la seua situacié ini-
cial és mitjangant ’aplicacié del principi de conservaci6 de 'energia del sistema. L’energia
FE; en l'estat inicial és tinicament potencial, ja que la placa esta en repds i no té energia
cineética,

B = Epot = mghcm (1)

128ense friccié amb la taula, la placa esvararia de manera que la coordenada horitzontal del seu CM
no variara, ja que no hi actuaria cap forga horitzontal.
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on m és la massa de la placa i hoy és 'altura del CM de la placa respecte de la superficie,
la qual prendrem com a origen d’energies potencials. (Per a cossos de dimensions com
les del considerat ara, quan el valor del camp gravitatori és constant en tota ’extensié
del cos, podem prendre 'energia potencial del cos com 'energia potencial corresponent
al seu CM).

L’energia Ey final de la placa és finicament cinética, ja que, just en el moment, en queé
xoca contra la superficie, la posicié del CM coincideix amb la superficie (practicament,
encara que no exactament, com es pot apreciar en la fig. 1, perd les petites diferencies
que causaria aquesta manca de coincideéncia de la posicié del CM i de 'origen d’energia
potencial poden negligir-se en alld que segueix). L’energia cingtica sera la deguda a la
rotacié del sistema (no considerem ’energia cinetica de translacié del CM perqueé no hi
ha translacié d’aquest, només rotacié),

1
Ey = Ecinét =Fi = 51‘*)2 (2)

on I és el moment d’inércia de la placa quan gira al voltant d’un eix que passa per un
dels seus costats (el costat de llargaria £, en aquest cas) i w és la velocitat angular de la
placa quan colpeja la superficie.

Fia. 2

Pel principi de conservacié de ’energia, E; = Ef, de les egs. (1) i (2) tenim que
1
mghCM = 5](4)2 (3)

Com que el moment d’inércia d’una placa que gira al voltant d’un eix que passa per un
dels seus costats, tal com representa la fig. 2, és

h2
I =m—
i la localitzaci6 de l'altura del CM é heom = h/2, de les egs. (3) 1 (4) tenim que
R 1 A%,
mgs = 5mg W (5)

D’aci ailllem w 1 obtenim que

= J89 L 398
W = A o= 015 =14 Aud/s (6)
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Com podem notar, no ha estat necessari conéixer el valor de la massa de la placa per a
resoldre aquest problema i el resultat és independent de la llargaria £ de la placa.

5.4 Una vareta prima d’un metre de longitud pot oscil-lar al voltant d’'un eix perpen-
dicular a aquesta que passa pel seu extrem superior. La densitat lineal de la seua meitat
superior val el 50% de la densitat lineal de la meitat inferior. Calculeu la longitud d’un
pendol simple que tindria el mateix periode que el d’aquest sistema.

eix d‘oscillacio

A
2A

- = [ - e

L =1 m, A = densitat lineal de massa
longitud del péndol simple amb el mateix periode?

Per a petites oscil-lacions, la relacié entre la longitud d’un pendol simple, £, i el seu
periode d’oscil-lacié, T, és

l
T = 27r\/% (1)

on ¢ és el valor de la gravetat.

En aquest, cas, la vareta que oscil-la al voltant d’un eix constitueix allo que s’anomena
un pendol fisic o péndol compost. En aquest cas el perfode d’oscil-lacié, per a petites
oscil-lacions, val

[ I
T=2r M_gb (2)

on I és el moment d’inércia del solid que oscil-la respecte de I'eix de gir, M és la massa
del solid i b és la distancia entre 'eix d’oscil-laci6 i el centre de massa (CM) del cos.

Com que el perfode del pendol simple ha de ser igual al periode del péndol compost
representat per la vareta, de les eqs. (1) i (2) s’obté que

b \
b= — 3

Aixi, doncs, cal calcular el moment d’inércia I de la vareta respecte de I'eix que passa
pel seu extrem superior i el valor de la distancia b dei OM a l'eix.
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1121 EA

Fic. 1

. et e e

Calcul de la posicié del CM: Situem la vareta sobre un sistema de coordenades, tal
com mostra la fig. 1. Per la simetria del problema, tenim que

Tem =0 4)
Per tractar-se d’un sistema continu, la coordenada ycopm es calcula a partir de

YoM = ffddmmy (5)
Encara que la vareta és heterogénia, podem dividir-la en dues parts homogenies:

meitat superior (desde y =0 finsay =—L/2) = dm = Ay (6)

meitat inferior (desdey =—L/2 fins ay = —L) = dm = 2)\dy (7

i aixi, fer les substitucions en I'eq. (5),

2 - _

b g dy My + J_ L/zdyQ’\y y2/2 5%+ Lé/z " ®)
Yom = T72 = 772 I T 1o
Jo Py A+ [T, dy 22 vl 2wt 12

La distdncia b entre ’eix d’oscil-lacié (que en la fig. 1 esta situat en l'origen de coorde-
nades) i la posicié del CM val
7
b=-—L 9
12 ©)

Calcul del moment d’inércia: La definicié de moment d’inércia per a un sistema
continu és

I= /dmr2 (10)

on la integral es fa en tot ’espai en que es distribueix la massa del sistema. Ja que sols
cal considerar distancies al llarg de ’eix Y, reescrivim I’expressié anterior com

= /dmy2 : (11)
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on abans 7, i ara y, representen la distancia a 'eix de gir de cada element infinitesimal de
massa dm. Ara procedim de forma semblant al cas anterior. Descomponem la integral
en dues parts, de manera que en cadascuna d’aquestes la densitat lineal de massa és
constant. La primera part (superior) té una densitat lineal A, comenca en 0 i acaba a
una distancia L/2. La segona part (inferior) té una densitat lineal 2), comenca a una
distancia L/2 i acaba a una distancia L. Com que en cada meitat dm = Ady i dm = 2\dy,
respectivament, I'eq. (11) s’escriu

L/2 L L/2 L
I= / (superior) + / (inferior) = A / dyy? + 22 / dy y?
0 L/2 0 L/2
v ore oY L 5,3
=A {'?j o™ +2% IL/2} =3gM (12)

Cal notar que en els limits de les integrals del moment d’inércia hem emprat distancies
i no vectors de posici6 (o els seus components) com hem fet en el cas del calcul del CM.
Finalment, de les expressions (3), (9) i (12) i del fet que la massa de la vareta verifica

L L
M= Mguperior + Mynferior = )‘-2' =+ 2A5 (13)

obtenim la longitud del pendol simple equivalent

I

‘=

5
==L (14)

5.5 Dues cordes estan enrotllades al voltant dels cilindres petits que sobresurten pels
extrems d’un més gran, tal com representa la figura. Si estirem cada corda amb una
forca F, (a) determineu el sentit del moviment i (b) calculeu P’acceleracié del cilindre.
Suposeu que cada cilindre petit sobresurt molt poc del cilindre gran. (Dades: 7 = 3 cm,
R =3 cm, F'=0.98 N, massa total del sistema de cilindres = 1 kg).

=~ )
o
s>

)
-
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r=3cm=003m R=5cm=005m,m=1kg, F=098 N
(a) sentit del moviment?
(b) acceleraci6 del cilindre?

(a+b) Les dues preguntes poden refondre’s en una: quina és 1'acceleracié lineal, consid-
erada com a magnitud vectorial, del cilindre?

En aquest problema ens demanen que resolguem el moviment d’un sistema (fig. 1)
quan coneixem les forces que hi actuen. Notem que la forga horitzontal 2F és la suma de
les dues forces horitzontals que actuen, cadascuna d’aquestes, en els respectius extrems
del cilindre.

-X

Fic. 1

A més de les forces aplicades als extrems n’hi ha d’altres que actuen sobre el cilindre,
aquestes altres sén:
- el pes, P, en direcci6 vertical i cap avall: | P |= mg
- la normal, N, que representa la forga exercida sobre el cilindre per la superficie en
que es recolza; aquesta forga és perpendicular a la superficie de contacte amb el cos i va
dirigida en el sentit des de la superficie cap al cos.
- la forga de fregament o fricci6, f,'® que exerceix la superficie de contacte i té sentit
contrari al del moviment relatiu del tros de cos en contacte amb la superficie quan es
tracta de relliscament sense que el cos redole (la fig. 2 il-lustra un possible cas).

A més a més, quan hi ha redolament és més dificil predir el sentit de la forga de
fregament, ja que, com veurem, aixd dependra de la forca externa aplicada i del punt
d’aplicacié.

13 Aquesta és una forga de friccié estitica perque el cilindre no rellisca sobre la superficie horitzontal.
Podem suposar que té un valor indeterminat, perd entre certs limits, 0 < f < uV, on p és el coeficient
de friccié i N és la for¢a normal. En el nostre cas, la forga de friccié té un valor que permet que hi
haja redolament sense que hi haja relliscament; per més detalls, podeu veure el problema 14.3 del llibre
General methods for solving physics problems, de B. S. Belikov (Mir, Moscou, 1989).
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moviment

(relliscament
” -—@  sense redolament)

/S
f

Fia. 2

La forga normal, IN, és igual i de sentit contrari al pes del cilindre, P, que s’exerceix
sobre la superficie (si no féra aixi el cilindre penetraria en la superficie o eixiria impulsat
cap amunt). Per tant, la for¢a vertical resultant és nul-la i només hi haura acceleracié
horitzontal.

Per a resoldre el problema proposarem diferents situacions de moviment i sentit de f i
on descartarem les que no tinguen sentit. Aix{, tindrem les quatre opcions representades
en la fig. 3.

N N
f—

ST}

Thy

(Ai) (Aii)
- a . a
2F, ( %%‘ 2F
f f
(B1) (Bii)
Fic. 3

En les dues figures A es proposa el moviment del cilindre cap a P'esquerra i en les
dues figures B el moviment proposat és cap a la dreta. En cada parell de figures, el cas i
correspon a la situacié en que l'acceleracié a del cilindre i la forga f de fregament tenen
el mateix sentit, mentre que en el cas ii, a i f tenen sentits contraris.

Notem que en el cas Ai les forces 2F i f produeixen un moment de forces respecte de
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I’eix del cilindre que fa que aquest gire en sentit horari, la qual cosa estd en contradiccié
amb el sentit del moviment proposat en la fig. 3Ai. En el cas Bii, els dos moments deguts
a 2F i f, respectivament, produirien un gir en sentit horari, d’acord amb el sentit del
moviment proposat; perd el sentit de les forces és contrari al de I'acceleracié proposada
en la fig. 3Bii, la qual cosa va en contra de la segona llei de Newton del moviment. Aixi,
doncs, els casos Aii Bii queden descartats.

En el cas Aii, el moment degut a la forca 2F produiria un gir en sentit horari, i €l
moment degut a la forca f produiria un gir en sentit antihorari; si el moment degut a f
és major que el degut a 2F, el sentit de gir resultant estaria d’acord amb el sentit que
s’ha proposat per a ’acceleracié a. A més a més, per tal que es complesca la segona llei
de Newton del moviment, la forga 2F ha de ser major que la forca f. Fl cas Bi és similar
al que acabem de discutir; hi haura rotacié de manera que el cilindre es desplace cap a
la dreta si el moment degut a 2F és major que el degut a f, i aix0 estard d’acord amb
la segona llei de Newton del moviment si f > 2F.

Com veiem, només tenim una possibilitat per a disposar les forces horitzontals 2F i
f que actuen sobre el sistema de cilindres (figs. 3Aii i 3Bi).

Per a comengar a resoldre el problema podem proposar P'acceleracié en el sentit que
vulguem (cap a l'esquerra o cap a la dreta), i el mateix procediment d’obtencié de la
solucié (segona llei de Newton per a la translacid, per una banda, i equacié fonamental
de la dindmica de la rotacié, per l'altra) ens dira si la proposta inicial era valida o cal
canviar-la a la vista del resultat obtingut.

Com a proposta inicial de treball suposarem que el moviment és cap a la dreta.
Segons aquesta proposta i la discussié anterior, en la fig. 4 apareixen representades totes
les forces que actuen sobre el cilindre, i també Vacceleracié d’aquest.

N
) i
2f -~
<1/ ¢

7777 7777

-

p

Fic. 4

Pel que fa a la translaci6, coneixem que les forces aplicades sobre el sistema poden
considerar-se que actuen sobre el seu centre de massa (que en aquest cas estd situat sobre
Ieix de simetria del cilindre). Per tant, per la segona llei de Newton, l’acceleraccié @ que
experimentara el sistema es podra calcular a partir de 'expressié

ZFi =ma v (1)
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que escriurem com
2F+f+P+N=ma (2)

Si descomponem aquesta equacié per components, tenim, segons el sistema de coorde-
nades representat en la fig. 1:

component  : ~2F + f = ma, (3)
component ¥ : —-P+ N =ma, (4)
component 2 : 0 =ma, (5)

En l'eq. (3) hem tingut en compte explicitament que hem suposat que el moviment, és
cap a la dreta, és a dir, acceleracié positiva al llarg de 'eix X. Com ja hem discutit
abans, P = N pel principi d’acci6 i reaccio, i de les egs. (3)-(5) obtenim que lacceleracié
del sistema només estara dirigida al llarg de I'eix X, ja que a, = a, = 0. Aixi, doncs,
tenim una equacié per a estudiar la translacié del cilindre

maz = —2F + f (6)

amb dues incognites: a, i f. En calcular a,, si déna un valor positiu, aixd significa que
el sentit del moviment és tal com s’havia suposat; en canvi, si en calcular ¢, déna un
valor negatin, aixo vol dir que el sentit del moviment és contrari al que s’havia suposat
inicialment.

Fins ara només tenim una equaci6, eq. (6), i dues incognites, a, i f, per tant, ens
cal una altra equacié que relacione les incognites. Aquesta altra equacié 'obtindrem
calculant el moment resultant sobre el sistema de cilindres. Si prenem com a origen de
moments un punt sobre I’eix dels cilindres, podrem escriure

M=ZMi=r><(2F)+R><f (7)

on r i R sén els vectors que van des de l'origen de moments fins als punts d’aplicacié
de la for¢a 2F i de la forga f, respectivament; N i P no donen lloc a cap moment de
forces perqué el seu punt d’aplicacié coincideix amb 1'origen de moments, que és ’origen
de coordenades. Segons el nostre sistema de coordenades (fig. 5),

r = (0,-r,0), R = (0,-R,0), 2F = (—2F,0,0), f=(f,0,0) (8)
per tant

rx(2F)=-2rFk, Rxf=Rfk =  M=(Rf—2F)k (9)



112 PROBLEMES DE Fisica

Fic. 5

Per altra banda, per tractar-se d’una rotacié al voltant d’un eix principal (eix de
simetria del sistema de cilindres), es verificara la relacié

M=l (10)

on o és l'acceleracié angular i el moment d’inércia I del sistema de cilindres sera aprox-
imadament igual al moment d’inercia del cilindre gran,

I=2pe (11)
2
ja que suposem que els cilindres petits a penes sobresurten del gran. Per aixd hem con-
siderat que no contribueixen apreciablement al moment d’inércia del sistema de cilindres
que gira sobre el seu eix.
De les egs. (9)-(11) podem escriure, per tant, que

M 2

T T mR?

o= (Rf—2rF)k (12)
La relacié entre els moduls de I’acceleracié angular, «, i de l'acceleracié lineal, a,, ve
donada mitjangant 'expressio

a;, =aR (13)

pero hem de considerar el sentit de gir del sistema. Si hem suposat que acceleracié
lineal és cap a la dreta, aix0 es correspondria amb un gir de la forma representada en
la fig. 6, és a dir, o dirigida cap a les 2 negatives (segons la regla de la ma dreta per a
assignar vectors als girs): & = —a k. Si combinem aquesta expressié amb les egs. (12) i
(13), obtenim

2
mR

Ay =

(2rF — Rf) (14)
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Ara les egs. (6) i (14) constitueixen un sistema de dues equacions amb dues incognites:
ay i f. La solucié d’aquestes dues equacions déna

o= 1= (25 +) @9

Finalment, si substituim valors numeérics obtenim
0, =—-052m/s" i  f=14N (16)

Es a dir, resolent el problema d’acord amb les nostres hipdtesis sobre el sentit del movi-
ment del sistema de cilindres, 'acceleracié resulta tenir signe (és a dir, sentit) contrari
al proposat inicialment i, per tant, el moviment del cilindre és cap a I'esquerra:

a = (~0.52,0,0) m/s’ (17)
Y
a

a
g X

Z
Fia. 6

Coneixem que en el cas de translacié sense rotacié, la forca de friccié és de sentit
contrari al moviment del cos sobre la superficie. Perd en la situacié concreta del nostre
problema (translaci6 i rotacié), del resultat que hem obtingut podem deduir que la forga
de fricci6 té el mateix sentit que el moviment relatiu entre el cos i la superficie (fig. 7).

-
(04
~___
a 4 .
- - moviment relatiu
2F o entre el cos
/‘ w UM/ i la superficie
7777 - ’ ——

Fia. 7

Notem que si en compte d’aplicar les forces F a la part inferior dels cilindres dels
extrems, les apliquem a la part superior (fig. 8), podem aprofitar els resultats obtinguts
en aquest problema si tenim present que el vector que va des de I'origen de moments fins
al punt d’aplicaci6 de cada for¢a F ara és r = (0,r,0).
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My
—

2F

FiGg. 8

Aixi, doncs, si en ’eq. (8) substituim r = (0, —r,0) per r = (0,7,0), podem aprofitar
totes les expressions que hem obtingut canviant tan sols r per —r, i aixi, segons 'eq.
(15), Pacceleracié del cilindre valdria

4F(r+ R)
= 18
e 3Rm (18)
dirigida sempre cap a 'esquerra. Segons I'eq. (15), la forga de friccié valdria
2F 2r
= (- +1 19
1= ( R ) (19)

i tindra sentit positiu si 7 < R/2, o negatiu si r > R/2. Ara, en el segon cas la forca de
fricci6 tindria sentit contrari al del moviment relatiu entre el cos 1 la superficie.

Aixi, doncs, el sentit de la forga de friccié depén del punt d’aplicacié de les forces
sobre l'extrem del cilindre. Fins i tot hi ha una situacié, quan el punt d’aplicacié és
r = R/2, en qué la forca de fricci6 és zero. El fet que la forga de friccié tinga sentit igual
o oposat al de l'acceleracio del cilindre, segons el punt d’aplicacié de les forces de tensio,
indica que en uns casos (quan f i a, tenen sentits oposats) les tensions de les cordes
és insuficient per a proporcionar el moment de les forces necessari perqué no hi haja
relliscament i, per tant, la forga de friccié ha de proporcionar el moment de les forces
addicional actuant en la direccié oposada al moviment del centre de massa. En altres
casos (quan f i a, tenen el mateix sentit) el moment de les forces F' és massa gran i la
forga de friccié ha d’oposar-se a aquest moment.!4

5.6 Des de dalt d’un pla inclinat de 20 m d’altura deixem caure sense velocitat inicial,
rodolant i sense relliscar, un cilindre massis de 2 kg de massa, el diametre del qual val
10 cm. Si el coeficient de redolament val 1 cm, amb quina velocitat arribara el cilindre
a la base del pla inclinat?

14En Varticle de D. E. Shaw, “Frictional force on rolling objects”, American Journal of Physics 47
(1979) 887, es discuteix, experimentalment i tedricament, una situacié semblant a la que presenta aquest
problema.
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': A= 40°
v/ vl

vg=0m/s,m=2kg, d=0.1m, h=20m, 8 =40°,
p =0.01 m (coeficient de redolament)
v del cilindre quan arriba a la base del pla inclinat?

L’tinica friccié que intervé en aquest problema és la deguda a redolament, ja que no hi
ha fregament per relliscament, perque el cilindre no rellisca.

El concepte de coeficient de redolament és “similar” al de coeficient de fregament.
Es defineix el coeficient de redolament p com el quocient entre el modul del moment de
forces minim, M, per a iniciar la rotacié del solid i el modul de la forga normal al pla
sobre el qual recolza el solid, N,

Com que les dimensions de M i N sén:

[M] = forga - longitud 2)

[N] = for¢a (3)
la dimensié del coeficient de redolament és
[p] = longitud 4)

tal com apareix en ’enunciat.

Aplicarem el principi de conservacié de l’energia per a resoldre aquest problema.:
'energia en la part superior del pla inclinat (E;) ha de ser igual a energia en la part
inferior (Eg), més l'energia que es consumesca en friccié per redolament (és a dir, el
treball de redolament, Woq):

E = B3 +W;od (5)

Per estar el cilindre en repds (vg = 0 m/s) en la part superior, I’energia hi sera tota
potencial, i si prenem l'origen d’energia potencial just en la base del pla inclinat, tenim
que

E, =mgh (6)
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L’energia Eo sera tota cinética, perque el cilindre haura arribat a 'origen d’energia
potencial, i com que tenim un moviment de translacié i de rotacié al voltant del centre
de massa,

1 1
By = —mu? 4 = Iu? 7
= g+ (7
on el primer terme de la dreta representa 'energia cinética de translacié del centre de
massa del cilindre 1 el segon terme correspon a I’energia cinética de rotacio al voltant d’un
eix que passa pel centre de massa del cilindre. La velocitat angular w esta relacionada
amb la velocitat lineal v i el radi R del cilindre per

(&)

El moment d’inercia d’un cilindre de massa m i de radi R que gira sobre el seu eix
de revoluci6 és

w =

wle

_ mR?

I==

(9)

mgcos 3
(a) (b)

Fic. 1

En la fig. la apareixen representades les forces que actuen sobre el cilindre, que sén:
el pes del cilindre, mg; la forga normal N que exerceix el pla inclinat sobre el cilindre,
i la forga de friccié f. En la fig. 1b apareixen representats els components d’aquestes
forces al llarg d’uns eixos paral-lel 1 perpendicular, respectivament, al pla de caiguda.
Les forces N i mgcos B sén iguals en modul i de sentit contrari, per aixd es cancel-len
miituament.

En la fig. 2 apareixen representades les forces responsables del moviment del cilindre:
fiF,on|F |=mgsinf. Siconeguérem el valor de la forca de friccié f, podriem fer
un estudi del moviment del cilindre similar al que hem fet en el problema 5.5, perd no
sabem el valor de f ni hem de descriure el moviment del cilindre. Unicament hem de
calcular el treball fet durant el redolament.

©)
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Fia. 2

Per a calcular ’energia consumida en friccié per redolament hi aplicarem la definicié
de treball elemental degut a una forca f que produeix un desplagament dr

dWioa = fdr = fdr (10)

on hem de considerar que la for¢a f que és la que produeix el moment de forces, i per
tant, és la responsable final de la rotacié, i el vector de desplacament elemental dr sén
paral-lels, segons es desprén de la fig. 2.

Si en I'eq. (10) multipliquem i dividim per R obtenim que

d
dWroa = Rf—R—’” (11)

i sl tenim en compte que

dr

dd = 53 (12)
i que el moment degut a la forga f respecte del centre del cilindre és
M=| M|=| Rx f |= Rf (13)

(ja que R i f s6n perpendiculars, com s’observa en la fig. 2), obtenim finalment, el treball
elemental de redolament, expressat en termes del moment de forces M i del desplagament
angular infitesimal d?

AW,0q = M d¥ (14)

El moment corresponent a les forces aplicades és constant durant tot el moviment,
perqué la forga de friccié f i el seu punt d’aplicacié ~punt de contacte entre el cilindre i
la superficie del pla— no varien. Per aixo el treball emprat a redolar des d’un angle inicial
¥ fins a un angle final ¥; val

’l9f "91’
Wiod = / dWI M = M / a9 = M(Bg — 9;) = MByogay (15)
% ')
M és el modul del moment de les forces que provoquen el redolament, eq. (13), i Y¢otal

és l'angle total redolat pel cilindre, que esta relacionat amb el nombre de voltes fetes pel
cilindre des que esta dalt fins que arriba a la base del pla inclinat (fig. 3),
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longitud recorreguda

Biotal = 27 (nombre de voltes) = 27 perimetre de la base del cilindre

¢  h/sinB  h
2rTR~ R~ Rsinp

=2 (16)

- - - e

Fic. 3

De la definicié del coeficient de redolament p, eq. (1), podem expressar el moment M de
les forces causant del redolament en termes del coeficient de redolament p i de la normal

N
M = pN = pmgcos 3 (17)

on hem tingut en compte gue la normal N i el pes mg estan relacionats per N = mg cos 3.
Si substituim les expressions (16) i (17) en eq. (15) i si considerem que R = d/2 en les
egs. (7)1 (9), tenim que 'aplicacié del principi de conservaci6 de I'energia, eq. (5), dona
lloc a equacié

1 1m(d/2)? ( v \® phmg

h=—mv?+=—L20 | — £—= cot

mg 5 -{—2 5 a2 + 72 cot 3 (18)
en la qual totes les dades son conegudes excepte v, la velocitat amb la qual arriba el

cilindre a la base del pla inclinat, que, una vegada aillada, val

v= \/égh (1 - %pcotﬂ) =14.11 m/s (19)

Observem que la massa del cilindre no intervé en el resultat final.

Convé notar que, en fer els calculs, hem simplificat el problema considerant que
l’altura del centre de massa del cilindre respecte del pla horitzontal és A, quan es troba
dalt del pla inclinat, i zero quan es troba baix. Aixd no és totalment cert, ja que en la
part superior del pla inclinat, el centre de massa del cilindre es troba un poc per damunt
de laltura A i, en la part inferior, es troba un poc per damunt del pla horitzontal que
serveix de referéncia per a I'energia potencial. Perd aquesta suposicié que hem emprat
simplifica notablement el problema i, a més a més, és possible fer-la, vistos els valors de
les magnituds involucrades, ja que d < h.
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6.1 Tenim dos tubs comunicants de seccions S; = 1 em? i Sy = 5 cm? que contenen
mercuri. (a) Calculeu lenergia necessaria per a establir-hi una diferéncia de nivells de
6 cm. (b) Si sobre el mercuri aboquem 50 cm?® d’aigua pel tub estret i el mateix volum
d’alcohol pel tub ample, calculeu el desnivell que hi ha entre les superficies del mercuri
en els dos tubs. (pa)e = 0.792 g/cmg,pHg = 13.6 g/cms).

HS S,

Sy =1cm?, Sy =5 cm?

pa,0 =1 g/cmg,pak; =0.792 g/cm3,pHg =13.6 g/cm3

(a) AE per a establir una diferéncia de nivells d = 6 cm entre les superficies Sy 1 537
(b) desnivell entre les superficies del mercuri si aboquem el mateix volum, V' = 50 cm3,
d’aigua sobre S i d’alcohol sobre S57

Totes les unitats apareixen expressades en el sistema cegesimal, per tant, resoldrem el
problema en aquest sistema.

(a) Per a calcular I’energia necessaria per a fer passar el sistema d'un estat inicial a un
estat final, hem de conéixer les energies corresponents a aquestes dues situacions. Com
que considerarem el liquid en repds en les dues situacions, I'inica energia que intervindra
en els calculs sera 'energia potencial. Aix{, doncs,

Einicial — Ei Eﬁnal — Eéot (1)

pot
Anomenarem H laltura de la superficie dels liquids en els tubs respecte de la base
del sistema (vegeu la fig. 1).

- S Sz A

L (M, M. H

*

h MIf I I h CMII

(M,II .
P Sl \ origen d'energies

7777 . /777 potencials

Fic. 1
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Calcul de E‘im: Prendrem com a origen d’energies potencials la base del sistema de
tubs comunicants i, per comoditat, dividirem el liquid contingut en els tubs comunicants
en tres parts, segons representa la fig. 1. L’energia potencial inicial sera la suma de les

energies potencials de cada part:
B = By 1 + Ehor 11 + Ebot i (2)

Sabem que l'energia potencial d’una massa extensa (és a dir, no puntual) i no gaire
gran, situada en el camp gravitatori terrestre (com és el nostre cas), és equivalent a
I'energia potencial que tindria tota la massa localitzada en el centre de massa (cM).
Aix{, doncs, tindrem que

Eloor =m1ghom (3)
Elon = ma g hom, (4)
El i1 = M g hemn (5)

on my1 i hcom,1 representen, respectivament, la massa i l'altura del CM, respecte de ’origen
d’energies potencials, del liquid contingut en la regié I. Analogament per a les regions II
i IIL

Per la geometria del problema, sabem que

H

hem1 = homr = )

(6)

(de moment,, deixarem sense calcular Venergia E. _, ;;;). També es verificard que

my = pughi = pug S1 H

my = pagVit = pag S2 H

p

(7)
(®)

on Vi representa el volum de liquid en la regi6 I (analogament per a Vi1). Aixi, doncs,

. H? ;
Elot = pHgg(S1 + 52)‘_2' + B, 11 (9)
5,
N 2
A nivell
original
y II
1
51 m
I [}
. hCM,II
4
hCM,I : ST origen d'energies

Fic. 2

/777 potencinls
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emam—

Calcul de E}f,ot: El desnivell que es produira esta representat en la fig, 2, com també
els desplagaments de cada superficie respecte de la posicié original, —y; i +y2. De manera
semblant al que hem fet en 'apartat previ, tindrem que

Efy = E[faot,l +Ef o+ Egot,m (10)
on

Eloes =mighim (11)

B et = Mir g homir (12)

Ef oo it = mir g e = mant g homn = Bl (13)

Notem que la massa i la localitzacié del CM de la regié III no canvien en relacié amb el
cas anterior. Pero ara, analogament al calcul de Ej, tenim

my = pugVi = pugS1(H — 1) (14)
m{l = pHg‘/II = pHgS2(H + y2) (15)
1
H -
hom = __2_311 (16)
H+ys
EM,II = _—'2"_ (17)

on Vi h"CM,I representen, respectivament, el volum i l'altura del CM del liquid que hi
ha en la part I (analogament per a la part II). Finalment, Efmt queda

H—y1)* H+p)’| |
EL. = pugyg 51( 5 1) +52( 5 ) + B oe 11 (18)

L’energia que s’hi haura d’aplicar sera AE = Efinal _ ginicial 15 qual, segons les egs.
(1), (9) i (18), valdra

AE = pﬂgg [S1 (H? +y2 — 2Hy:) + S2 (H? + 43 + 2Hys)]
- ,,Hgg (S1H? + SpH?)

= pHgg [S1? + Say3 + 2H (Saye — S111)] (19)

Ara hi apliquem la conservaci6 de la massa, és a dir, que tota la massa guanyada en
la regi6 II (aquella que esta per damunt de I'antic nivell),

Amy = pug | AVt |= pugSaye (20)
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prové de la massa perduda en la regi6é I (aquella que falta entre el nivell actual i antic
nivell)

Amy = pug | AV |= pugSin (21)
Com que Amy = Amyj, aixd déna que

Y151 = Y252 (22)
I, a més a més, sabem que la diferéncia de nivells val d = 6 cm,

ntye=d (23)

Per tant, de les egs. (19), (22) i (23) obtenim que U'energia que cal aplicar al sistema és

1 Sod \2 Sid \?
AE = 5pugg [Sl <5’1+Sz) + Sz (514-52

1 58

on hem usat que g = 980 cm/sz.

d? = 199920 erg (24)

(b) Quan aboquem liquids diferents en les dues branques del sistema, aquest es desnivella-
ra fins que la pressié a una determinada profunditat (en la base d’un tub) deguda al liquid
que hi ha en el tub s’equilibre amb la pressi6 a la mateixa profunditat exercida pel liquid
present en 1’altre tub.

La pressi6 pr, exercida pel liquid del tub esquerre I en el fons d’aquest tub, és la
deguda al pes i de la massa present en aquest tub. Com que el tub I ara conté aigua i
mercuri, escriurem

B _ mno9-+mug1g _ (PH.0VE,0 + prgVirgr) 9

== 25

bt Sy Sy S ( )
Analogament per al tub dret, que ara conté alcohol i mercuri, escriurem

Pu _ Maicg+mugirg _ (PaicVale + pugViign) (26)

pu = S, S, 3,
°
L S,

e

e

Hg
I 1 Z,

-

111 !
Y/ /L4

Fic. 3
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Si ara expressem els volums Vi1 i Vigg 1 com el producte de la base del tub per
J’altura del mercuri en cada tub tindrem (fig. 3) que

= (pH,0VH,0 + PHES121) 9

P 3 (27)
aCVaC + S Z
pu = (Palc Val S,:Hg 222) ¢ (28)

(Notem que ara 2; i 23 representen les altures del mercuri en cada tub). Segons hem dit
abans aquestes pressions han de ser igunals,

PHQOVHZO +pHgSIZ1 — palcValc + pHgS2z2
St So

(29)
i com que el desnivell entre les superficies del mercuri és d' = 2; — 22, aix0 implica que
zn=d + 2 (30)

De les egs. (29) i (30) tenim

PH,0VH,0 + pHgS1d) + prgSi 20 _ PaicVale + pug S22

S, S, (31)

que déna,

d = PaicValeS1 = prs0Viz052 _ —-3.09 cm (32)

PrgS152

El fet que d' < O significa que, al contrari de com hem dibuixat el sistema en la fig. 3,
el mercuri en el tub estret es troba 3.09 em per sota del nivell del mercuri en el tub
ample.

6.2 Un corrent d’aigua circula per dins d'un tub de 30 c¢m de didmetre, el qual es
perllonga per un altre que té 5 cm de diametre, col-locats els dos en posicié vertical.
Un manometre indica una diferéncia de pressié ps — p; = 20 cm de Hg entre dos punts,
situats a 1 m de la unié dels tubs, un a cada costat. Calculeu la velocitat de 'aigua en
cada, tub. d1

-
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di=5%cm,de =30 cm,y; =1m=10cm, ¥y =1 m = 100 cm
Ap=pg—p1=20cm Hg
v1,v97

El teorema de Bernoulli per a un element de fluid j qualsevol d’un tub de corrent és
1
-2-/7032 +p; + Epot,j = constant (1)

i es transforma, quan P’energia potencial és la gravitatoria, en
) 4

1
5 pu3 +p; + pghy = constant (2)

En les expressions anteriors, v;,p;, Fpat,; 1 h; s6n, respectivament, la velocitat, la pressid,
lenergia potencial i 'altura de 'element de fluid j (aquestes dues dltimes mesurades
respecte d'un origen que especificarem seguidament). La densitat del fluid és p i la
gravetat, esta representada per g.

Si situem l'origen d’energia potencial gravitatoria en la linia horitzontal que passa pel
punt 2 de la figura de 1’enunciat, escriurem

1
punt 1: -ip@f + p1 + pg(y1 +y2) = constant (3)

1
punt 2: 3 pV3 +py = constant 4)

I ja que la constant és la mateixa, tindrem
1

5PV3 + P2 (5)

1 2
STt pg(ys +y2) =

Tal com esta dibuixada la figura, el punt 2 suporta una pressié major que el punt 1,
p2=pi+A4p (6)

Com que Ap = 20 cm Hg no sén unitats del sistema cegesimal (que és el que estem
emprant), usant la relacié

1 atm =76 cm Hg = 1.013- 10° dina/cm? 7)
fem la conversié corresponent, que és
20 . 2
Ap = 76 atm = 266578.95 dina/cm (8)

Segons 'equacié de continuitat, el volum d’aigua que passa pel punt 1 en la unitat
de temps és el mateix que el que passa pel punt 2

p1S1v1 = p2Sav (9)

on py 1 81 s6n la densitat del fluid i la seccié del tub en el punt 1 (analogament per al
punt 2).
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Com que l'aigua és un fluid incompressible, p1 = p3 = p, escriurem
Syv1 = Savp (10)

La secci6 del tub, S, i el seu didmetre, d, estan relacionats per S = 7(d/2)?, per tant,
Peq. (10) s’escriu

4\ 2 2
T (-51-) =T (%) V2 _ (11)
Si substituim l'eq. (6) en 'eq. (5), tenim

1 1
5008+ pg(ys +y2) = 5pv8 + Ap (12)
L’eq. (11), llevat del factor m que és comii als dos membres, i 'eq. (12) formen un sistema
de dues equacions amb dues incognites, vy 1 vg. Si utilitzem el valor de la densitat de
Paigua, p=1 g/cmg, obtenim el resultat final

_ da [2[Ap — pg(y1 +y2)]
T\ pl(de/di)t - 1]

v = \/Q[Ap = P9+ Y2l _ 16 44 o (14)

V1 = 375.85 cm/s (13)

pl(dz/dr)* — 1]

Podem comprovar que aquest resultat no depén del sentit del moviment de ’aigua. Déna
el mateix resultat si I'aigua es mou cap amunt o si es mou cap avall, la qual cosa pot
verificar-se en substituir v; i vz per —v; i —vg, respectivament, en les egs. (11) i (12) i
veure que aquestes sén invariants sota aquest canvi.

6.3 Un tub horitzontal consta de dues regions, una amb seccié transversal de 10 cm? i
una altra amb una seccié transversal de 5 cm?. La velocitat de I'aigua en la primera regié
és de 5 m/s i la pressi6 en la segona regi6 és de 2 - 10° N/ m?. Calculeu: (a) la velocitat
de l'aigua en la segona regi6 i la pressié de I'aigua en la primera regié, (b) la quantitat
d’aigua per minut que creua qualsevol seccid, i (¢) Penergia total per quilogram d’aigua.

origen d’energies
potencials \‘

/
S vop
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S; = 10 cm?, v; = 5 m/s = 500 cm/s

Sy =5 cm?, pg = 2-10° N/m? = 2- 10° dina/cm®

(a) p1,v2?

(b) quantitat d’aigua per minut que creua qualsevol secci6?
(¢) energia total per quilogram d’aigua?

(a) El plantejament d’aquest apartat és, formalment, idéntic al del problema anterior
(problema 6.2), perd ara ens demanen altres magnituds i coneixem altres dades. L’equaci6
de Bernoulli s’escriu ara

1 1
5/7012_+P1+0='2'/705+P2+0 ey

Hem fet nul el terme degut a Penergia potencial perqué hem pres l'origen d’energia
potencial que concideix amb 'eix horitzontal del tub.
L’equacié de continuitat,

p15101 = paSava (2)

amb el fet que el fluid és incompressible,

pr=pg=p (3)
ens déna
Slvl = 521)2 (4)

De ’eq. (4) obtenim que la velocitat de 1'aigua en la segona regié és v = 1000 cm/s. Si
substituim aquest valor de v, i les dades del problema en I'eq. (1), resulta que la pressié
de Yaigua en la primera regi6 és

1
p1 = pg + §P(v§ — v#) = 2375000 dina/cm?® = 2.375 - 10° N/m? (5)

(b) La quantitat de liquid que passa per qualsevol seccié del tub en la unitat de temps
és constant, segons V'equacié de continuitat,

p151v1 = ppSavg = constant (6)
i la quantitad d’aigua per unitat de temps és

p1S1v1 =1 gf/em® - 10 em? - 500 cm/s = 5000 g/s = 3 - 10° g/minut )
Com que el fluid és incompressible, el volum que passa per una seccié del tub és constant,

Syv1 = Sgvup = constant (8)
i val

Syvy =10 em® - 560 cm/s = 5000 cm®/s = 3 - 10° cm®/minut (9)
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(c) Les contribucions a 'energia total per quilogram d’aigua son
Eiotal = Eeinet + Epr%sié + Epotencial (10)

i com que la pressi6 també pot considerar-se com a energia per unitat de volum, escriurem
1 .
Etotal = Emv? +p’tv+0 (Z = 1a2) (l]')

on la massa és la massa d’un quilogram d’aigua, m = 1000 g, i el volum és el correspo-
nent a un quilogram d’aigua, V = 1000 cm?, ja que la densitat de l'aigua val 1 g/ cm®.
L’expressi6 (11) és constant (ja que prové del teorema de Bernoulli), per aixd la calcu-
larem en qualsevol punt, per exemple, en el punt 1; i si considerem les dades anteriors,
obtenim finalment

Eioal(1 kg Hp0) = 2.5 10° erg = 2.5- 10% J (12)

6.4 En un tub horitzontal, que en un tram es fa més estret, l'aigua que hi circula
experimenta un augment de velocitat des de 70 cm/s fins a 100 cm/s. En els tubs
verticals A i B l'altura a qué arriba Paigua, a causa de la pressid, és ha = 25 cm i
hp = 20 cm, respectivament. Determineu la perdua de carrega.

o I

z

N /

Y
—-.A—-___—-.__..VB__..!L>__.M@G_._

ha =25 cm, hg = 20 cm, vs = 70 cm/s, vg = 100 cm/s
perdua de carrega entre A i B?

El fenomen de pérdua de carrega (també anomenat perdua de pressio) fa referencia al fet
que la pressié disminueix al llarg d’una conduccié horitzontal, en el sentit del moviment
del fluid, a causa dels efectes de friccié. Aixd provoca que la pressié en el tram estret de
la conduccié de la figura no siga la que es calcularia a partir de I'equacié de Bernoulli,
siné menor. Com que la pressié en un punt esta relacionada amb 'altura de la columna
de liquid que pot suportat aquest punt, tenim que l'altura hg és menor que Yaltura
corresponent al cas sense efectes de friccié.

Anomenarem Hp Valtura que hi hauria idealment en el tub vertical del tram estret
de la conduccié (fig. 1).
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A \ | B / origen

- — Y .- .- L L L d'energia
potencial

Fic. 1

L’equacié de Bernoulli s’escriu

1 2 1 2
Pa + P92 + 5PUA = PB + pg2B + 5PVB (1)

on pa, za 1va sén, respectivament, la pressié en el punt A, 'altura del punt A respecte
d’un origen d’energia potencial (que sera 'eix de simetria de la conduccié, segons s'indica
en la fig. 1) i la velocitat del fluid en el punt A; analogament per a pg, 2g i v, referides
al punt B. Aixi, doncs, com que 25 = 2 = 0, segons la fig. 1. 'eq. (1) quedara com
L g L
Pa + 5PVA = PB + 5PV8 (2)

D’altra banda, a partir de 'equacié fonamental de la hidrostatica, i com que les
columnes d’aigua que hi ha en els tubs verticals estan en 'atmosfera, podem escriure que

PA = Datm + pgha (3)
PB = Patm + pgHp (4)

on laltura Hp seria la que abastaria I'aigua si no hi haguera pérdua de carrega. En
substituir les egs. (3) i (4) dins 'eq. (2), obtenim:

1 1
gha + 5@% = gHp + EU% (5)

Per tant, després d'aillar Hg i de substituir les dades, tenim
1
Hp = hp + éZ(vi —v) = 22.40 cm (6)
on hem tingut en compte que g = 980 cm/sz, ja que estem treballant en unitats del
sistema cegesimal. La pérdua de carrega sera
peérdua de carrega = Hp — hg = 2.40 cm d’aigua (7)

De la mateixa manera que el mil-limetre de mercuri (mm Hg) és una unitat de pressid,
el centimetre d’aigua també ho és: 1 cm d’aigua és la pressié exercida per una columna
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d’aigua d’l cm d’altura. En el nostre cas, I'eq. (7) fa referencia a una columna d’aigua
(p=1 g/ cmg) d’altura h = 2.40 cm, per aix0, si volem la perdua de carrega, eq. (7), en
unitats tipiques de pressié, escriurem

v Sh
=g=—g =g =g =pg=pg = pgh = 2352 dina/cm® (8)

on hem representat la massa, la densitat, el volum, la superficie i 'altura de la columna
d’aigua, respectivament, per m,p,V, 81 h.

6.5 Una barra cilindrica de fusta té una massa petita de metall en un extrem, de
manera que sura amb una porcié ¢ de fusta submergida, com indiquem en la figura. Si
empenyem un poc la barra cap avall i després la soltem, (a) demostreu que el moviment
resultant és harmonic simple, i (b) calculeu-ne el periode d’oscil-lacié. (Suposeu que no
hi ha fregament).

_1

aire

aigua

a iAl

(a) moviment harmonic simple?
(b) T?

Intentarem veure si el moviment que fa la barra correspon al d’un moviment harmonic
simple, Pequacié diferencial del qual és

d%y 2

— F+wy=0 1

= T (1)
Hem escrit aquesta expressié per a la coordenada vertical y perque és I'inica coordenada
significativa en ’analisi d’aquest problema.

Primerament analitzarem la situacié en qué la barra es troba en equilibri, aix{ es-

tablirem 1'equacié d’equilibri de forces. Aquestes son:
- el pes de la barra de fusta (de massa my, ), dirigit cap avall:

Py, = myg (2)
- el pes del metall (de massa m,,) que hi ha en 'extrem de la barra, dirigit cap avall:
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- 1, per tltim, empenta cap amunt que experimenta la barra en estar submergida en
Paigua. Segomns el principi d’Arquimedes, 'empenta E' cotrespon al pes del volum de
liquid que desplaga la barra dins ’aigua, la densitat de la qual és p,,

E= Vdesplpag (4)

on hem usat que Vyesplga representa la massa de liquid desplagat.
L’equacié d’equilibri de forces és, doncs,

E=B+PF, (5)

(totes aquestes forces se suposa que s’apliquen en el centre de massa de la barra). Com
que

Vdespl = S(e + AZ) (6)
on S és la secci6 de la barra, de les egs. (2)-(6) obtenim que
S(L+ Al)ps = My, + My (7)

Si suposem que A K £ i my, < m, podem escriure Peq. (7) aproximadament com
segueix

Slpa = my, (8)

(és a dir, podem suposar que I'inic efecte de la massa de metall en Pextrem de la barra
és el de mantenir-la en posicié vertical).

(a) Si modifiquem la posicié d’equilibri de la barra introduint-la un poc dins l'aigua (tal
com es veu en la fig. 1), pel principi d'Arquimedes, a més de la forga E, eq. (4), la barra
experimentard una forga cap amunt

Fempenta = S("'?J)Pag (9)

on Sy representa el nou volum d’aigua desplagat. El signe menys només vol dir que
la for¢a deguda a 'empenta és de signe contrari al desplacament y, que és cap avall, i
Fempenta €s, per tant, cap a dalt. Les forces que consideravem anteriorment, egs. (2)-
(4), es cancel-len per 'equilibri abans de pertorbar el sistema, eq. (5). En pertorbar el
sistema, 1"inica forga fora de I'equilibri és Fempenta, €q. (9).

Y

|

Fic. 1
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Segons la segona llei de Newton, podem escriure la forga resultant que actua sobre la
barra com

42

Fempenta = Mpa = mba% (10)
Aixi, doncs, de les eqgs. (9) i (10), tenim

4’y  Sgpa

—Z 20

a2 + g Y (11)
i si utilitzem la relacié donada per 'eq. (8), obtenim finalment,

dy g

— 3 Z2uy=0 1

ae Y (12)

Aquesta equacié correspon a la d’un moviment harmonic simple, eq. (1), per tant, el
moviment resultant de donar una petita empenta vertical a la barra semisubmergida, és
harmonic simple.

(b) Per comparaci6 de I'eq. (12) amb 'eq. (1) és facil calcular la freqiiencia angular w i,

per tant, el periode T del moviment harmonic simple:

w==2 (13)

¢
T:gll:=2ﬂ'\/: (14)
w g

Podem apreciar que el periode no depén de la massa de la barra, tinicament de la
porcié submergida, de la mateixa manera que el periode d'un péndol simple no depén de
la seua massa, sind Unicament de la longitud.

6.6 Un bloc de fusta, la densitat del qual respecte de 'aigua és p.o = 0.75, t6 les
dimensions segiients: ¢ = 1 cm, b = 2 cm i ¢ = 2 em. Mentre esta surant en laigua
amb el costat a en la posici6 vertical, s’enfonsa un poc i se solta. Calculeu el periode de
l'oscil-lacié resultant. (No considereu els efectes de la friccié entre la fusta i 'aigua).

!

T
I a// .
. c

b
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a=1cm, b=c=2cm, pre = 0.75, Paigua =1 g/cm3
periode d’oscil-lacié quan desplacem verticalment el cos de 'equilibri?

Aquest problema és molt semblant al precedent (problema 6.5), amb 'excepcié que canvia
la geometria del cos que sura; per aixo, aprofitarem la discussié feta previament. En la
situacié inicial, quan el bloc esta en equilibri, el seu pes

P = mg = abe piustal (1)

i Pempenta deguda al liquid desplacat,

E= 3bcpaiguag (2)

es compensen'®

abe Ptustad = sbe Paiguald (3)
Amb la qual cosa

=q Pfusta

8 = @ Prel (4)

Paigua

on s és la porcié del bloc submergida quan hi ha equilibri, g és el valor de la gravetat
terrestre i pre) €s la densitat relativa de la fusta respecte de 1'aigua, prel = Prusta/ Paigua-

Si desplacem cap avall verticalment una porcié y del bloc de fusta en P'aigua, la forca
que tendeix a restablir Vequilibri, pel principi d’Arquimedes, sera

F= “Vdespl Paigua J (5)

on Viesp! és el volum d’aigua desplagat per la part del bloc de fusta que submergim quan
pertorbem Vequilibri inicial. Per tant, Vyespl Paigua 65 la massa de ’aigua desplagada per
la porcié extra submergida del bloc de fusta (zona ombrejada de la fig. 1). El signe menys
de Veq. (5) hi apareix perque la forca F s’oposa al desplagament del cos.

L L

N

b

2

Fic. 1 Fic. 2

15En les expressions (1) i (2), abe representa el volum total del bloc, mentre que sbe és el volum del
bloc que esta submergit.
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Per altra banda, la llei de Newton, F = ma, ens déna 'expressié de la forca que
actua sobre la fusta. Sila usem per a la coordenada vertical (que és la significativa en
aquest problema) tindrem

d2y
F= m-at—g (6)
Igualant les expressions (5) i (6) per a la forga neta (les forces en equilibri es cancel-len)
que actua sobre el cos, tenim

m— = —'Vd%pl Paigua 9 (7)

on la massa del bloc de fusta és m = abCpPsyets 1 €l volum extra d’aigua desplagada, en
funci6 de les dimensions del bloc de fusta, és Vyespl = ybe, (fig. 2).
Reescrivim l'eq. (7), que descriu el moviment del cos, de la manera segiient
d2y Paigua _._g_

dt? Plusta ay ( )

d’y g
°d =0
dt2 + aprely (9)

i comprovem que aquesta presenta la forma de 'equacié d’'un moviment harmonic simple.

Si comparem 'eq. (9) amb ’equaci6 tipica del moviment harmonic simple,
d’y |
G2 +wy=0 (10)

obtenim que la freqiiéncia angular w del moviment que estem descrivint val

g
11
APrel ( )
El perfode d’oscil-lacié d’aquest moviment harmonic simple, en funcié de les dades
inicials del problema, és

T =27 _or [%rel _ 175 (12)
w g

Perd com que sabem que, segons 1'eq. (4), la porcié submergida en equilibri és s = ap,e),
podem comprovar que, igual que en el problema anterior (problema 6.5), el periode només
depén de la porcié submergida del solid, independentment de la seua geometria i de la
seus, massa.

T = 27r\/—§ (13)

Notem que hem fet tots el calculs d’aquest problema i de I'anterior sense tenir en compte
la friccié, la qual donaria lloc a un moviment harmonic amortit.
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7.1 FEl potencial gravitatori en punts exteriors a una esfera massissa de radi ¢ i massa
m, a una distancia r del seu centre, és V(r) = —Gm/r quan r > a. El camp gravitatori
en un punt interior a l'esfera és G(r) = —~G(mr/a)u, quan r < a, on u, és un vector
unitari radial dirigit cap a fora de l'esfera. (a) Quin origen de potencials s’hi ha pres?
Calculeu: (b) el camp en V'exterior de 'esfera, 1 (¢) el potencial en linterior de ’esfera.

m

r>a V(r)=-Gm/r; r<a: G(r)=—(Gmr/d®)u,
(a) origen de V(r)?

(b) G(r) quan r > a?

(¢) V(r) quan r < a?

(a) L’origen d’energies potencials correspondra al punt r en qué V{(r) = 0. En l'expressi6
V(r) = —Gm/r, valida per al cas en qué r > a, s’observa que el potencial s’anul-la quan
r — 00. Aix0 implica que Yorigen d'energies potencials s’ha pres en linfinit.

(b) Com que coneixem el potencial V(r), per a calcular el camp gravitatori G(r) usem
la relacié

g(r) = —gradV(r) = -VV(r) ey

L'operador nabla, V, pot considerar-se com un vector definit per

7] 0 o
V5i£+j5_§+k5; . (2)
en coordenades cartesianes. Quan aquest vector actua sobre un escalar, com és el poten-
cial en aquest cas, s'obté el gradient de I'escalar. Tanmateix, en aquest problema V(r)
no estd expressat en coordenades cartesianes (z,y,2), siné en funcié de r, que és una
coordenada esferica.

Les coordenades esfériques (7,9, @), representades en la fig. 1 al costat de les carte-
sianes, simplifiquen la descripcié de problemes que presenten simetria esferica, com en
aquest cas. La relaci6 entre les coordenades esfériques i les cartesianes és

=7 sind cosyp : (3)
y =71 sin? sing (4)

z =17 cos¥ (5)
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]
»
S

A R N,

coordenades cartesianes coordenades esfariques

Fig. 1

L’operador nabla es defineix en coordenades esfériques com

o 03] 1 14]
Vsur———{—ug%——-—(—u

or o1/} “rsind 5(,; ©)

on U, Uy i U, s6n els vectors unitaris corresponents a les coordenades (r,9,¢). Ara
podem fer actuar V, donat per l'eq. (6), sobre el potencial V(r) quan » > q,

VV(r) =V ("T) =t (-%’3) — —Gmu,?-%é@ =G u, )

Els termes corresponents a s i %, no apareixen en I’expressi6 anterior perque el potencial
no depén de les variables 9 i ¢, per tant, en fer les corresponents derivades, aquestes sén
nul-les. Si recordem l'eq. (1), obtenim que

g()=-CGu,  (r>a) ®)

Com podem apreciar, el camp gravitatori en un punt exterior a una esfera homogenia
massissa €s identic al camp gravitatori creat per una particula puntual de la mateixa
massa localitzada en el centre de V'esfera.

(c¢) Com que coneixem el camp G(7), per a calcular el potencial V(r) usarem la mateixa
relacié que abans, eq. (1). Ara, en el cas en qué r < q, tindrem

Gmru - ov(r) u 19V (r) u 1 av(r)
a® " " or LY Yrsind oy

G(r)=- 9)

I si hi igualem component a component escriurem

Gmr _ 0V(r)

ad or (10)

Up:
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up: 8‘51(97‘) =0 = V(r) no és funcié de ¢ (11)
Uy 8‘(‘;(;) =0 = V(r) no és funcié de ¢ (12)

Com que el potencial només depén de 7, segons queda confirmat per les egs. (10)-(12),
la derivada parcial de 'eq. (10) pot escriure’s com una derivada total i aix{ tindrem que

G Gmr?
V(r)= —aTm/rdr = -ETZSL -+ constant (r<a) (13)

Com que el potencial ha de ser continu en tots els punts de I’espai, també haura de ser-ho
en la superficie de l'esfera. Es a dir, en 7 = a es verificara

(potencial interior, en 7 = a) = (potencial exterior, en 7 = q) (14)
o siga,
Gma Gm
203 + constant = — (15)

i de l'eq. (15) es dedueix el valor de la constant que apareixia en la integral indefinida
de l'eq. (13),

3G'm
2a

En definitiva, el potencial en I'interior de 'esfera massissa i homogenia s’escriura de
la manera segiient

constant = —

(16)

V(r) = G—;;%(rz —3a%) (r<a) (17)

Fia. 2

En la figura 2 representem el comportament del potencial i del camp gravitatoris,
respectivament, com a funcié de la distancia radial.
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7.2  Calculeu on es troba la posicié d’equilibri en el camp gravitatori creat per dos
astres A i B, amb els seus centres separats 3 - 106 km, si el diametre de A és doble del
de B, (a) quan les densitats dels dos sén les mateixes, i (b) quan les masses dels dos sén
1guals.

da =2dg, L =3-10km =3-10° m

posicié d’equilibri? { g‘z)) PA=pB=p

La posicié d’equilibri es trobara en aquell punt en que el camp gravitatori creat per l'astre
A siga igual i de sentit contrari al camp gravitatori creat per l’astre B.18

Considerarem cada astre com una esfera massissa 1 homogenia. El camp gravitatori
creat per una esfera massissa i homogeénia en un punt exterior situat a una distancia r
del seu centre és

G(r) = -Gz u, (1)

on m és la sena massa i u, és un vector unitari dirigit des del centre de ’esfera fins al
punt on es calcula el camp.

En el nostre cas suposarem que el punt que ens interessa es troba a una distancia
del centre de P'astre A. La situacié dels astres i les distancies dels seus centres al punt
d’equilibri apareixen dibuixades en la figura 1.

Y

- — - - - — L—-——---—--——-—»

Fic. 1

18En aquest problema tnicament estem interessats en el punt d’equilibri degut a la interaccié gravi-
tatoria produida pels dos cossos en repds. Si tinguérem en compte que els dos astres estan girant al
voltant del seu centre de massa, i en fer la descripci6 des del sistema de referéncia que gira amb els astres,
trobarfem que hi ha cinc punts en que les forces gravitatories degudes als astres estan compensades per
la for¢a centrifuga tipica de tot sistema accelerat. Aquests cinc punts d’equilibri s’anomenen punts de
Lagrange, tres dels quals es troben en la linia recta que uneix els dos astres i els altres dos es troben
en els vértexs de sengles triangles equildters que formen amb els astres, en el pla de la seua orbita. Els
tres primers punts de Lagrange corresponen a una situacié d’equilibri inestable, mentre que els altres
dos corresponen a un equilibri estable si el quocient entre la massa de Pastre menys massiu i la del més
massiu és < 0.04. Per a una discussié més detallada i formal dels punts de Lagrange, podeu consultar
la secci6 15.B del llibre Dindmica cldsica, d’Antonio Rafiada (Alianza, Madrid, 1990).
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Aixi, doncs, els camps gravitatoris creats per A i per B respectivament, en un punt
que es troba en la linia d’uni6 dels centres dels dos astres, a una distancia = de I'astre A
i (L — z) de astre B, sén

Ga = —G% Uy, (dirigit cap a A) (2)
Cp= —Gﬁ Upg (dirigit cap a B) (3)

on ma ¢és la massa de l'astre A i u,, és el vector unitari dirigit des de 'astre A cap al B
(anadlogament per a mp i wpy).

Quan hi ha equilibri, els moduls dels dos camps gravitatoris han de ser iguals (ja hem
vist que els sentits s6n oposats). Aixo implica que

ma mpg
G—a:? =G (L —x)? (4)

(a) Si emprem la relacié massa = volum-densitat, escriurem

4 4

ma = gWRZQ&PA = '3'7FR§P (5)
4 4

mg = EWR%,OB = EWR%,O (6)

que, després de substituir en I'eq. (4), déna la segiient relacié entre els radis dels astres,
RA i Rg, i les distancies, z i (L — z),

R} R
2 - T-ap (@)

Si usem la relacié entre els diametres, dy = 2dg i, per tant, Ry = 2Rp, tenim

8 1
o s ®)

que, després de substituir el valor de L, déna per al punt d’equilibri el valor z = 2.2-10° m.
(b) Si en comptes de ser pp = pp = p fos ma = mp = m, l'eq. (4) ens donaria ara que

1 1
Pl A ©)
la soluci6 de la qual és z = L/2. Es a dir, quan les dues masses sén iguals, la posicié
d’equilibri es troba just en el punt mitja de la distancia que separa els dos astres.

També hi ha una altra solucié a ’eq. (8) i una altra a 1'eq. (9) que, encara que estan
en la linia que uneix els astres, no ens serveixen com a punts d’equilibri, ja que no es
troben entre A i B. En aquests casos els camps gravitatoris G5 i Gg no tindrien sentits
oposats, amb la qual cosa no podrien anul-lar-se.
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7.3 (a) A quina profunditat dins la Terra cal baixar perque un cos pese el mateix que
a h metres sobre la seua superficie? (b) A quina altura sobre la superficie de la Terra té
un cos 3/4 del sen pes sobre la superficie terrestre?

M = massa de la Terra = 6 - 102 kg, R = radi de la Terra = 6.37-10° m
(a) valor de H perque el pes a l'altura h siga el mateix que a la profunditat H?
(b) valor de a perque el pes a P'altura o siga 3/4 del seu pes sobre la superficie terrestre?

El pes d’'un cos és la forga amb la qual és atret per la Terra, i aquesta forga s’obté si
multipliquem la intensitat G(r) del camp gravitatori terrestre per la massa m del cos:

F(r) = mg(r) (1)

Si en ’expressié prévia tenim en compte que el camp gravitatori i la forga deguts a
una massa amb simetria esferica (com pot suposar-se que és la Terra) només depenen
de la distancia radial al centre de la distribuci6 esférica de massa, i van dirigits cap al
centre del sistema de masses que crea el camp, escriurem

F(r) = mg(r) (2)
on hem prescindint del caracter vectorial de les magnituds que apareixien en I'eq. (1).

i

A

Sl

h -

Fia. 1 Fia. 2

(a) Si considerem la Terra com si féra una esfera massissa de radi R i massa M, el modul
del camp gravitatori en un punt A situat en 'exterior de l'esfera (fig. 1) és

M
r>R  G= G G(R+h (3)

on hem usat que la distancia r des del centre de la Terra fins al punt en qiiestié val R+ 5.
Si el punt es troba en I'interior, a una profunditat H de la superficie (fig. 1)

r<R G= G 3(R H) (4)

on (R~ H) representa la distancia des del centre de la Terra fins al punt en qiiesti6. Les
egs. (3) i (4) poden obtenir-se a partir dels resultats del problema 7.1.
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Com que el pes, mG, en la posicié h ha de ser igual al pes a la posicié H, de les eqs.
(2)-(4) tenim que
M M

G = O ) ®
D’aquesta equacié obtenim que la profunditat que busquem val, en valor absolut,
R2
=R|1l - e
H=R[1- G )

Per a cossos proxims a la superficie terrestre tenim que b < B. En aquest cas, ja que
h/R <« 1, farem un desenvolupament en poténcies de h/R en ’eq. (6)

H:R[“W%WFR[“HI%W]
ER{I—(l—Q%—%—...)}:Qh (7)

En conseqiiéncia, si usem l'aproximacié h < R, la profunditat H que busquem valdra
H = 2h,

(b) Volem que el pes F,, en un punt a siga 3/4 del pes en un punt situat sobre la superficie
terrestre, Fg (fig. 2)

3
F, = ZFS (8)

L’expressié per al modul de la forga en cadascii dels punts considerats vindra donada
per les egs. (2) i (3) quan h =0 i quan A = a, respectivament,

mM
By =G (9)
mM

Fo= Gy (10)

per aixo, de les egs. (8)-(10) tenim
mM 3 mM

Crrr =i ()
que déna

(R+0a)? = %RZ = a=R(-12/1]3) (12)

La solucié a < 0 no serveix, ja que ens interessa la zona exterior a la Terra (i, sobretot,
estem usant una f6rmula per al camp gravitatori que només serveix per a r > R). Aixi,
doncs,

a=R (—1 + \/4’/3) = 98544243 m (13)

©)



146 PROBLEMES DE Fisica

7.4 La massa de la Lluna és aproximadament 6.7 - 10%% kg i el seu radi R = 1.6 -10% m.
(a) Quina distancia recorrera un cos en 1 s de caiguda lliure cap a la Lluna si s’abandona,
en un punt proxim a la seua superficie? (b) Quin seria el pes en la Lluna d’una persona
que en la Terra pese 700 N7 (¢) Quin sera el periode d’oscil-lacid, en la superficie lunar,
d’un péndol que bat segons en la superficie terrestre? (Massa de la Terra = 6 - 10%* kg,
radi de la Terra = 6.37 - 106 m).

my, = 6.7- 1022 kg, Ry, = 1.6-10° m, mp =6-10%* kg, Rp = 6.37-10° m
(a) distancia recorreguda durant 1 s de caiguda lliure a la Lluna?

(b) si Pp =700 N, A7

(o) siTh=2s,T0.7

(a) El moviment de caiguda lliure és un moviment uniformement accelerat, per al qual
es verifica ’expressio cinematica

8= 80 +vot+-;-at2 (V)
que relaciona la posicié s del cos al cap d’un temps ¢ amb la posicié inicial sg, la velocitat
inicial vo i P'acceleraci6 a. En aquest cas: vo =0 m/s, t = 1 s, a = gy, (gravetat lunar) i
per a calcular 'espai s recorregut, prendrem sg = 0 m. Si suposem que el cos es troba
molt proxim a la superficie lunar, prendrem la gravetat lunar que experimenta el cos
com una constant (independent de V'altura) igual al valor de gr, sobre la superficie de la

Lluna. Aquest valor, en modul, és el valor de la intensitat del camp gravitatori de la
Lluna sobre la seua superficie

gL = G%% = 1.75 m/s” (2)

G és 1a constant de la gravitacié universal i my, i Ry, respectivament, sén la massa i el
radi de la Lluna. De I'eq. (1) obtenim que la distancia recorreguda durant 1 s és

1
§= §th2 =0.87 m (3)
(b) Els pesos en la Lluna i en la Terra d’una massa m sén, respectivament,
PL = mgi, (4)

Pr = mgy (5)

i, encara que la gravetat si que depén de la situacié del cos, la seua massa n’és indepen-
dent; per tant, si aillem m de les egs. (4) i (5), tenim que

P=pP=125N (6)
gr

on hem usat els valors g, = 1.75 m/s? i g7 = 9.8 m/s2.
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(c) Siun pendol bat segons significa que tarda 1 s a anar d’un extrem a Paltre de la seua
oscil-lacid, per aixo, el seu periode sobre la superficie de la Terra seré Tr = 2 s, tal com
representa esquematicament la figura 1.

Fic. 1

Per a un peéndol simple de longitud £ el seu perfode és
Tr = 2m+\/L/gr (a la Terra) )
Ty, = 2m+/4/ gL (a la Lluna) (8)

Com que, per definici6, el pendol simple és inextensible, hem considerat que les seues
longituds a la Terra i a la Lluna sén les mateixes. De les egs. (7) i (8) tenim

13, gr gr
Tr Vo b TVQL 9)

Esa dir, el mateix péndol va més lent a la Lluna que a la Terra, ja que T}, > T.

7.5 Una vareta prima homogenia, de 20 cm de longitud i que té una densitat lineal
de massa A = 5 g/cm, es troba alineada entre dues masses puntuals identiques de 60 kg
cadascuna i que estan separades entre elles una distancia de 3 m. Calculeu la forga que
exerceixen les masses puntuals sobre la vareta quan el seu centre de massa es troba a 2
m d’una de les masses puntuals.

d=2 m
€ e >
CM
@ 1 ® fommmm s °
m,=60 kg DR L=20cm----> my=60 kg
D e T T T e —— e >
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L=20cm=02m, A=5g/cm = 0.5 kg/m
ma=mp=60kg, D=3m,d=2m
F sobre la vareta, deguda a mp i mg?

Disposem la vareta i les mases al llarg de l'eix X, tal com representa la fig. 1. La forga F
que exerceixen les dues masses sobre la vareta sera, pel principi de superposicié, la suma,
de les forces F o i F'g que cada massa, mp i mp respectivament, exerceix sobre la vareta

F=Fs+Fp (1)
Y
€ -m—m—- L= >

T ] s

L ) 4 > X
_ xp,=0D

XA T xc;[;:d T ’
x~d-L/2 X =d+L/2
Fia. 1

La for¢a amb que la massa m4 actua sobre un element infinitesimal de massa dM de
la vareta, que t€ coordenada x (fig. 2) és

madM
dF s = -G(—;}W i (2)
m, dF, dM m,
@ <—t—f = - .o
XA tdx
i i DL >

Fic. 2

on (z — za) és la distancia entre la massa puntual m, i 'element de massa dM. Com
que la vareta és homogenia, dM = A\dz, i a més za = 0, Peq. (2) s’escrin

maXdz |
2 (3)

dF s = -G
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La forca que exerceix ma sobre tota la vareta s'obté integrant dFa, eq. (3), d’un
extrem a 'altre de la vareta:

d+L/2 g, 1 |2+L/2
FA::/dFA:—GmA)\i/ —5=GmA)\z'—
d-L/2 % Tla-r1/2
1 1 GmAAL
=Q ; - = _JMAAL
mA)\z(d+L/2 d——L/2> 2 —L%4° )

Per a calcular la forga que mp exerceix sobre la vareta, seguim un raonament analeg.
La forca infinitesimal sobre I’element de massa dM, que té coordenada z, és (fig. 3)

mepdM _ mpAdz |
@22 = C Doy (5)

on hem usat que zg = D i dM = Adzx.

dFg =G

—_
}’}’lA dM dFB mB
oo = e
Xa tdx Xp=
b > °

Fic. 3

La forga Fg sobre tota la vareta sera

d+L/2
Fg :/dFB = GmBM/ dz
d

—~L/2 (D~=)?
d+L/2
i mB)\L
= GmBAz =G 1 6
D~y /s (D —d)? ~ L?/4 ©

A partir de les egs. (1), (4) i (6) obtenim que la forca que les dues masses exerceixen
sobre la vareta val

ma mp s
#—12/1" (D—d)?— L2/4) : M

i, com que my = mp = m, tenim

F = —G’/\L(

1 1 ,
F=-G\m <d2 ~127/4 " (D-d)2- L2/4> ’
= —~GALmD D-2d i =3.04-1071° N¢ (8)

(& —L?/4)[(D-dE—1%/4] '
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————

Podem comparar aquesta forga amb el resultat (erroni) que s’obtindria si, en comptes
de considerar la vareta com una distribucié de massa, se suposara que tota la seua massa
esta concentrada en el seu centre de massa. En aquest cas, la forga amb que les masses
puntuals my i mp, situades en 24 = 0 i g = D, respectivament, actuen sobre la massa
M hipotéticament situada en zoy = d, seria

mAM . mBM .
(Tom — za)? bt G(iUB - zcem)? ’

mAM . mBM .
7 1'+G(D——d)22 9)

F' =F), +Fy=-G

= -G

Com que M = AL, perque es tracta d’una vareta homogenia, en substituir-hi valors
obtenim

1 1
[_‘__ S e P————————— ¥
F = GmAL[d2 (D—d)Q]Z
D-2d
—_ — 2 i=300-10"Y N
= Gm)\LDd2( _d)2z 00-10 N1 (10)

Com podem veure, no hi ha molta diferéncia entre el resultat exacte, eq. (8), i el
resultat aproximat, eq. (10). Aixd és degut al fet que la dimensié de la vareta és petita
en comparacié amb les distancies a queé es troben les masses mpa i mp, la qual cosa fa
que no siga una mala aproximacié considerar la vareta com un punt, en comparacié amb
les distancies tipiques del problema.

7.6 En una regié de 'espai en qué el camp de forces té la forma F = zi + xyj, una
massa puntual es desplaga des del punt A=(0,0) fins al punt B=(5,9). Les expressions
anteriors estan escrites en el SI d’unitats. Calculeu el treball realitzat per la forga sobre
la massa puntual al llarg dels desplacaments segiients:

(a) si el recorregut és ACB, on C=(5,0).

(D) si el recorregut es fa al llarg de la recta AB.

Y B
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A=(0,0) m, B=(5,9) m, C=(5,0) m
F=(zi+zyj) N

(a) Wacs?

(b) Was?

El treball fet per la forga F per a desplacar la particula d’un punt a altre val
W = / Fdr (1)

on la integral es fa al llarg del cami que recorre la particula; dr és un element infinitesimal
d’aquest cami.

(a) En aquest cas dividirem el treball total Wacp en dues contribucions

Wace = Wac + Wee (2)

de manera que en la primera contribucié, Wac, €l cami{ correspon a la recta AC, mentre
que en la segona contribucié, Weg, el cami correspon a la recta CB.
A partir de les egs. (1) i (2), escrivim

C B
WACB=/ FdT+/ Fdr
A (¢}

(recta AC)  (recta CB) (3)

El camf seguit en la primera integral correspon a y = constant, per aixd dy = 0 i
dr = (dz,0). Analogament, en la segona integral se segueix un camf en qué z = constant,
per tant dz = 0 i dr = (0,dy).

Quan substituim l'expressié de la forca F i de dr en cada cas, obtenim:

C B (5,0) (5,9)
WACB:/ (:cz'+a:yj)d:cz'+/ (a:z'+myj)dyj=/ xda:+/ ydy
A C (0,0) (5,0
(5,0 2
+z L
0o 2

(5’9) 2 92
=¥ 5y a5y (4)
soy 22

2

2

(b) Ara hem de calcular

B
Wap =/ Fdr (5)
A

fent la integraci al llarg del cami que va des de A fins a B. Aquest camf correspon a
una recta que té ordenada en l'origen igual a zero i el pendent de la qual val 9/5 (ja que
pendent = tan 8 = 9/5, tal com s’il-lustra en la fig. 1).
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Y B
f A
1
|
i
9
1
!
ordenada en \9 i
lorigen —_ > &
J A<---5--5C X
Fic. 1

Aixi, doncs, el cami d’integracié de A a B és la recta y = %.’L’; en conseqiiéncia,
dy = 3dz.

Si reescrivim els vectors que apareixen en eq. (5) en termes dels seus components
cartesians,

B
Wap = [ (@i +ous) i+ o) (6)

i reemplacem y i dy per %m i %da}, respectivament, tindrem una integral en funcié d’una
sola variable (la variable z en aquest cas), per aixd només usem els valors de z en els
limits d’integracié:

5 9 9 5 9
Wag =/ (xi 4 =2%5)(dxi + =dzj) :/ [:c+ (—) :1:2] dz
A 5 5 o 5
6

= 251.28 J (7)
0

*$2+§£w3
T2 75

Com podem apreciar, Wacp # Wan. Esa dir, el treball realitzat per la for¢a F depén
del cami seguit, la qual cosa implica que F' = 24 + zyj no és una forca conservativa.
Podriem haver arribat a la mateixa conclusié calculant tan sols el rotacional de F

i j k&
VxF=|4 & £ |=yk (8)
z zy O

el qual, com que no és nul, indica que la forca F no és conservativa.
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8.1 En els vértexs d'un hexagon regular col-loquem carregues electriques positives igunals,
de valor ¢. (a) Quin és el potencial en el centre de I'hexagon? (b) Si posem una carrega
fixa en el centre de I'hexagon, quin valor haura de tenir aquesta perque tot el sistema de
carregues estiga en equilibri?

N

”;’%‘// \\\\ q

L 3 .
"o

1 ¥ 1

I I

{ i
g, A4

~ . e
\'/

g = carrega eléctrica en cada vértex de 'hexagon, £ = costat de I’hexagon
(a) Vo = potencial en el centre C de I'hexagon?
(0 ) Q = carrega en C perque hi haja equilibri en el sistema?

(a) Com que es tracta d’un hexagon regular, la distancia des de qualsevol vertex fins al
centre C de ’hexagon és la mateixa i coincideix amb el valor del costat de I'hexagon, que
anomenarem £.

Per a determinar el potencial electric V- en el centre de 'hexagon, usarem el principi
de superposicié

Vo=3 Vi (1)

on V; és el potencial creat en el punt C per cada carrega ¢;. Les sis carregues sén iguals i
es troben a la mateixa distancia del punt C, per aixd V; =V, (i = 1,...,6). El potencial
creat per una carrega puntual ¢ en un punt situat a una distancia d és

1 ¢
V=-—-= 2
4dmeg d (2)

Per la geometria del problema sabem que d = £ per a totes les carregues dels vertexs,
per tant, de les egs. (1) i (2) obtenim

3)

3q
Vo =6V =
© 2 Eoe
Noteu que per a resoldre aquest apartat hem considerat que les carregues estaven fixes
en els vértexs de 'hexagon, perque si tingueren llibertat per a moure’s, s’allunyarien les
unes de les altres, a causa de la repulsié coulombiana.

(b) L’equilibri del sistema implica que: (i) la suma. de les forces que actuen sobre cada
carrega dels vertexs de 'hexagon ha de ser nul-la, i (ii) el resultant de les forces que
actua sobre la carrega ) que haurem de col-locar en el centre C de ’hexagon ha de
ser també nul-la. La segona d’aquestes dues condicions es compleix automaticament, i
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independentment del valor de la carrega ¢} que col-loquem, ja que el camp eléctric creat,
en el punt C per cada carrega ¢ és igual i de sentit oposat al causat per la carrega ¢ que
té en el vertex de davant (fig. 1).}7 El camp &, creat per cada cirrega g; estd dirigit
cap a fora de la carrega si aquesta és positiva. La forca F¢ resultant sobre la carrega Q
situada en el centre de 'hexagon sera igual a zero, ja que

Fc=QEc (4
i el camp electric total en el punt C és nul,
Ec=&c+Exc+E0+E4c+Esc+Esc =0 (5)

En Pexpressié anterior, £€;¢ representa el camp electric creat per la carrega ¢ en el punt

C.

N
q /,/ \\
ty” = e,
N
. 0 *_’J—-——:—-(etc.)
{ - \
qsll\ EK /,iqg
\\‘/’
q.
Fia. 1

Aixi, doncs, per a estudiar I'equilibri del sistema analitzarem com aconseguir I’equilibri
sobre una carrega ¢ col-locada en un vertex qualsevol de 'hexagon. Aquesta cirrega esta
sotmesa als camps electrics de la resta de les carregues g en els cinc vértexs restants
de 'hexagon, i també al camp eléctric creat per la carrega (Q situada en el centre de
I’hexagon. A causa de la simetria del sistema, les condicions que obtindrem per a una
carrega ¢ qualsevol, serveixen per a la resta de les carregues q.

Equilibri de la carrega ¢;: La forca total F'; sobre la carrega ¢ ha de ser nul-la

O=F1=2Fi22(11£i=(11281 = Z£i=0 (6)
i1 i1 %1 il

on &; (i =2,3,4,5,6,Q) sén els camps eléctrics creats per les carregues ¢; (1 = 2,...,6)
i per la carrega @ en el punt on es troba la carrega ¢ (fig. 2). L’eq. (6) implica que

Eq+E3+E4+E5+Eg+Eq=0 (M

17fs interessant notar que si disposem un conjunt de N cirregues iguals en els vértexs d’un poligon
regular, a més del punt central hi ha N punts, simétricament disposats en ¢l pla del poligon, on el camp
eléctric resultant és nul [S. D. Baker, “On the field of equal charges at the corners of a regular polygon”,
American Journal of Physics 52 (1984) 265].
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Fic. 2 Fic. 3
Per simetria (fig. 3), els components horitzontals dels camps €9 1 £¢, 1 €3 1 5, s’anul-len
mituament. £4 i £g no tenen component horitzontal. Per tant, només hi ha el compo-

nent vertical de V’eq. (7), que val
&5 5in 30° + £351n 60° 4+ &£4 + &5 sin 60° + £ sin 30° + EQ =0 (8)

Els moduls dels camps electrics creats per les carregues puntuals sobre la carrega q;
son:

1 e __9 _ '
£2= 47eg dgl T dmepl? T € ©)
I g q :
S [ LU S
T tmeo B,  dme(f)2 (10)
- 1% _ 9
T dmed?, T dmeo(20)? (11)
1 Q Q (12)

Q= 47reo?lg = 4megl?

on dji representa la distancia entre les carregues ¢; i gx (4,5 = 1,2,3,4,5,6,Q;75 # k).
Aquestes distancies s’obtenen de manera immediata a partir de la fig. 4.

Fic. 4 ' Fic. 5
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La distancia dg; es pot calcular emprant el teorema del cosinus en el triangle as-
senyalat en la fig. 5,

d3, = 0%+ 0% ~ 200 cos 120° = day = £1/3 (13)

De les egs. (8)-(12), obtenim

1 q . q . q —Q
—— (22 5in30° + 2L sin 60° ——) =t 14
47eg ( 25" + 3¢ o + 442 4megl? (14)
i d’aquesta equaci6 obtenim que
. 2 . 1
Q=—q <2sm 30° + 3 sin 60° + Z) = ~1.83¢ (15)

Com velem, la carrega () ha de ser negativa, cosa que estd d’acord amb el dibuix que
hem fet de la direcci6 del camp €¢ en la fig. 2 (el gual esta dirigit cap a la carrega central

Q).

8.2 Tres carregues, ¢y = 2-1077 C, go = =107 Ci g3 = 3- 1077 C, estan en linia
recta, com indica la figura. La separacié entre carregues contigiies és 0.1 m. Calculeu:
(a) la forca resultant sobre cada carrega produida per les altres carregues, i (b) 'energia
potencial de cada carrega deguda a les altres. Quins sén els punts situats sobre l'eix que
enllaga les carregues on: (c) el potencial és nul i (d) el camp electric és nul?

d q; s

<——d——-»<-—d-—-—>

1=2-107C,go0=-1007C,3=3-1007C,d=01m
(a) F sobre cada carrega?

(b) Ep de cada carrega?

(c) punts sobre ’eix en els quals V = 07

(d) punts sobre I'eix en els quals £ = 07

(a) La forca F'; que actua sobre cada carrega ¢; prové de la suma vectorial dels camps
eléctrics creats per les altres dues carregues,

Fi=q(&+E)  4,5,k=123i#j#k (1)

Segons els signes de les carregues, representarem els camps creats per cada carrega mit-
jancant linies de camp, que apareixen en la fig. 1, on hem considerat que ’eix X és aquell
sobre el qual estan alineades les carregues.
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& £, £,

Fic. 1
Forga. sobre les carregues: La representaci6 del sentit del camp que actua sobre cada
carrega, com també les distancies entre carregues, vénen representades en la fig. 2.

e —0
G
& G
hd n)
- fo;al ’
<+~

g g, 4

9, £

total

Fic. 2
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Sense considerar el caracter vectorial, les magnituds de les forces F; (i = 1,2,3) sobre
cada carrega ¢; (¢ = 1,2,3) sén:

Fy = o [&1(d) — &(d) ] = @ [422;2 - 4,7;;3)0'12} =9-107*N (3)

Fy = g3 [£1(2d) — &;(d) | = g3 [ 47rle:(12]d)2 - 4;2;2} =-135-1072 N (4)

on £;(j # 1) és el camp eléctric produit per la carrega ¢; en el punt on es troba la carrega
g;- Com que el sentit dels camps en cada cas ja I’hem determinat a partir de la fig. 2, en
els camps electrics que apareixen en les egs. (2)-(4) bem emprat el valor de la carrega
en valor absolut.

(b) L’energia potencial d’una carrega ¢ en un potencial V' es pot calcular a partir de la
relacié

E, =qV (5)

Pel principi de superposici, 1’energia potencial Fy ; de la carrega ¢; en els camps de les
altres carregues s’obtindra a partir de la suma escalar dels potencials d’aquelles carregues
evaluats en el punt en que es troba la carrega ¢,

on V;(j # i) representa el potencial creat per la carrega g; en el punt en qué es troba la
carrega ¢; (analogament per a V). Ara hem de calcular I'energia potencial E,, ; sumant
algebraicament els potencials, ja que els potencials sén escalars (no vectors), per tant no
tenen orientacio, encara que el seu valor numeric pot ser positiu o negatiu,

q2 g3 4
Epp = aq[Va(d) + 5 2d)] = o1 [47reod + 47(60(2(1)] 1077 M

a1 qs -3
E o= Vi(d) + V. = —_—— == = -45.107° ] 8
P,2 g2 [Vi(d) 3(d) ] = q2 {4 cod 47r€0d} 1 (8)

i Q2
E,a=q3[Vi(2d) + Vo(d)] = —=—1 =01 9
pa =0 [Vi(2d) + V2(d)] = g5 [471'602(1 + 47reod} )
Ara no hem donat el valor de les carregues en valor absolut perqué el seu signe determi-
nard el de les sumes algebraiques que apareixen en les egs. (7)-(9).
Noteu que I'energia potencial del sistema format per les tres carregues seria
1 _
Ep,total = '2' (Epyl + E 2 +EP,3) =-1.8-107%] v (10)
on €l factor -% s’ha d'introduir per a evitar comptar dues vegades 'energia d’interaccié
entre cada parella de carregues.’®

BPerque, per exemple, Penergia d’interaccit entre les carregues ¢q 1 g9 estaria continguda en Ueq. (7)
i en Veq. (8).
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(c+ d) Prendrem el punt on es troba la carrega q; com a origen de coordenades sobre I'eix
X que enllaga les carregues, i calcularem els punts z en que es verifica que Vioai(z) =0

i gtota](x) = 0)
Viotal(z) = Vi(z) + Va(z) + Va(z) =0 (11)

Erotal(z) = E1(x) + E2(z) + E3(2) = 0 (12)

Fl potencial creat per una carrega puntual varia amb la inversa de la distincia entre
la carrega que genera el potencial i el punt on es calcula aquest,

1 q
Viz) = 47ey distancia (13)
La distancia és un escalar i sempre és positiva. La distancia entre dos punts A 1 B ve
donada per dgs =| rpo — 7B |, on ra i rg sén els vectors de posicié dels punts A i B,
respectivament. En aquest cas només ens preocuparem de les distancies sobre l'eix X.
La distancia des del punt genéric z fins a la carrega ¢; val | z; — x | i les coordenades z;,
segons la fig. 3, s6n 1y = 0,20 = d i 23 = 2d.

4% 4, 9

&
o @ L 4

eix X
origen de
coordenades

Fig. 3
Aix{, doncs, els valors de = que siguen solucié de l'eq. (11),

_1_(,% L e ):0 (14)

dmep \ || Ix-d} |z —2d|

és a dir, que verifiquen

l_lirzl—‘+|mq—£zdl+|m332d|=0 (15)

seran els punts que busquem. Per a obtenir la solucié d’aquesta equacié procedirer
de diferents formes (depenent dels métodes matematics coneguts). Un meétode aproz
imat consisteix a representar graficament Vioa1(z) o, de la mateixa manera —i més
comoda, perque s’elimina un factor constant— a representar graficament la funcié f(z) =
47TEO V;sotal (:U) ’

q2 93 3
1@ = o7+ Taa] * Tomsa] (16)

~

en funcié de z i observar els punis z on s anul la aquesta funcié (fig. <.
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L (iz J‘L
N q, o

o+

-9
q, _

x=0.08 m x=0.12m

Fic. 4
Podem observar que f(z) = 0 en 2 — o0, z ~ 0.08 m iz ~ 0.12 m. Els tnics
punts entre les carregues on s’anul-la el potencial electric total es troben a 0.08 m i a
0.12 m a la dreta de la carrega ¢;. A més d’aquests punts, el potencial total del sistema
de carregues s’anul-la en Uinfinit.

Per a calcular els valors de 2 on s’anul-la el camp eléctric procedirem de forma sem-
blant, pero ara a partir de l'eq. (12), i representarem graficament la funcié Eotal(z) =
E,(z)+E&2(z)+E3(x). Notem que ara hem de fixar-nos en el caracter vectorial del camp
electric, ja que els sentits de £,(x), £2(x) 1 £3(z) variaran segons les zones de 'eix X
(vegeu la fig. 5):

q zona !
" % A y
—£,
— &
— £
lﬂnuHQ‘l (72 L73
e T ID S—— ¢
‘_*5'1
—_— Ez
— &,
G zonc 111
QZ Q} ﬁ——X
—_.E'1
._._..E'z
4‘5‘3
qi zona IV Qz q}
mww%%wﬁﬁ_._‘_.x
— &,
.—..gz
._E‘3

FiGg. 5
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En les expressions segiients, la xifra romana indica la zona en que es calcula el camp
electric total:

[ &(2) = 72 {1‘*’% ~ a2 + (;1}—1@] z>2d
Eu() = 7g [ gl 4 GLLd‘T o 2d)2] z<0
Eiotal(T) = ¢ (17)

Em(z) = 5 [%—G%)—z—(—z%%f} d<z<2d

| &v(@) =55 [%L+—(-$-1‘:’%})—2—(—2%] O<z<d

Si prenem ara g(x) = 4wepEiotal (T), representarem graficament g(z) en funcié de x (fig. 6).
Podem observar que g(x) = 0 en z — 00, és a dir, el camp electric total del sistema
de carregues només és nul en linfinit. En la representacié grafica, g(z) > 0 indica que
el camp electric €011 esta dirigit cap a la dreta i g(z) < 0 indica que aquest camp esta
dirigit cap a I'esquerra de l'eix X.

g(x) ;

9

o
v

Fic. 6

Com podem apreciar, el camp eléctric total mai és nul, excepte per a punts molt
allunyats (x — Zo00) de la regié on es troben les carregues. El potencial només s’anul-la
o canvia de signe als voltants de la carrega central, a més de tendir a zero quan ens
allunyem de la regié on es troben les carregues.

Comparant les figures 4 i 6, podem observar que el camp eléctric s'orienta sempre
segons els potencials decreixents. A ’esquerra de ¢y, el potencial eléctric decreix cap a
les x negatives, i el camp electric és negatiu (dirigit cap a les  negatives). En la zona
entre ¢; i gg, el potencial decreix cap a les = positives i el camp és positiu (dirigit cap a
les z positives). En la zona entre gq i ¢s, el potencial decreix cap a les z negatives i el
camp és negatin (dirigit cap a les « negatives). A la dreta de g3, el potencial decreix cap
a les z positives i el camp és positiu (dirigit cap a les & positives).

8.3 La diferéncia de potencial entre les dues plagues paral-leles de la figura adjunta és
de 100 V; la separacié i la longitud sén, respectivament, 1 ¢cm i 2 cm. (a) Quina forga
actua sobre un electré col-locat entre les dues plaques? Si llancem un electré amb una
velocitat vp = 107 m/s en direcci6 perpendicular a la del camp eléctric que hi ha entre
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————

les plaques, (b) calculeu la desviacié i la velocitat de I’electré quan emergeix enmig de
les plaques. (c) Si situem una pantalla a 0.5 m a la dreta de 'extrem de les plaques, 5
quina posici6 sobre la pantalla arriba l'electré? (m, = 9.11-1073! kg, ¢. = ~1.6 - 1019
C).

?
vyl
Al s
A

<—-~-~,€---—><—---—-<- d —————— >

AN

Vi—=Ve=10V,s=1cm=00lm,£=2cm=002m,d=05m, v = 10" m/s
(a) forga sobre un electré?

(b) velocitat (modul i direccié) de Velectré que ix d’entre les plaques?

(c) posici6é d’aquest electré quan incideix sobre la pantalla?

En tot aquest problema no tindrem en compte els efectes de la interaccié gravitatoria.

(a) Per a comengar a resoldre el problema considerarem que el camp eléctric produit per
les plaques paral-leles esta dirigit cap amunt (segons Passignacié de potencials que hem
fet, el camp es dirigeix cap als potencials menors). El camp eléctric entre dues plaques
paral-leles amb carregues iguals perd de signe contrari és uniforme (no depén de la posicié
on es calcule) i val
Vi —V;
£=——"j v (1)
]
on hem utilizat el sistema de coordenades dibuixat en la fig. 1.

M

[

|
g X

il
]

\*
Fic. 1
La forga que actua sobre electré sotmés al camp eléctric £ val
Vi—V 100 V
F=g¢f=¢g——j=-16-10°C—r—j =-16-1071; N
9e€ = go— o1 o j 2)
En I'expressié anterior hem tingut en compte el fet que la carrega de P'electré és negativa
ival g = —1.6.10"1° C. Segonsv Passignaci6é de potencials que hem fet a les plaques

paral-leles, observem que la forga que actua sobre 'electrs esta dirigida cap avall.
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(b) Coneixem la velocitat inicial de P'electré (v = 107 i m/ s) i, si usem la segona, llei de
Newton, podem conéixer ’acceleracié que actua sobre aquest

= _gfg =—1.76 10" j m/s’ 3)

3w

Aquesta acceleracié és constant (no varia, ja que el camp electric £ tampoc no varia ni
amb la posicié ni amb el temps). Si utilitzem les relacions de la cinematica del moviment
uniformement accelerat, podrem calcular els components v, i v, de la velocitat quan
I’electré ha passat entre les plaques:

Vg ='vz,0 + azt
vz 0 = 10" m/s = vy = 107 m/s (4)
0y =0 m/s’

Vy = Vy0 + 0yl
vy,0 =0m/s = vy = —3.52-10% m/s (5)
a, = —1.76 - 10'5 m/s

En 'expressié (5) hem considerat que el temps que Pelectrd esta viatjant amb acceleracié
a, sera el mateix temps que tarda a recérrer les plaques amb la velocitat constant v,:
t="Llv, =2 1079%s.

W

Y,

‘*
A
v *X
o CUX
Y, V

AN

Fic. 2
Si inicialment situem 'electr sobre 1'eix horitzontal (fig. 2), tindrem que la desviacié
i la velocitat de D’electré en eixir de les plaques s’obtenen a partir de les relacions
Yy

« = arctan —= (6)

| v |= /v +2} (7)

Si substituim els valors de v; i v, quan l’electr6 ha recorregut les plaques, obtenim que
a=19.4°iv =1.06-10" m/s.

©
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() Caleul de la posici6 de lelectrd sobre la pantalla: Aquest és un problema de cinematica,
en el qual coneixem la posicié inicial de I’electré (que calcularem seguidament), i la seua,
velocitat inicial (1), com també la distancia horitzontal que ha de recérrer, d. Per tant,
dnicament hem de calcular la distancia vertical que recorre (vegeu la fig. 3).

Yt
N-——I[———.G ———————————— d-é-———-—--——~——-—h

AW

punt 2 *.1.
2
Fic. 3

Calcul de la posici6 de Pelectré quan ix de les plaques: De nou, per cinematica,
escrivim

Ty = Zo + Va0t + S0t

Tro = Om
Vg0 = Up = 107 m/s = 2;=002m (8)
az =0 m/s?
=2-10"%s
Y1 = Yo + vyot + Fa,t?
yo=0m
vy0 =0m/s = y1=—352-10"%m (9)
ay = —1.76 - 101 m/s®
t=2-10"°

Calcul de la posici6 de 'electré en arribar a la pantalla: Analogament al que hem fet
abans, tenim

1

T2 = @1+ Vgt + 50t (10)
1 2

Yo = y1 +uyat + 5ayt (11)

Durant aquest trajecte no actua cap forga sobre l'electrdé, perque ja esta fora de la regié

on hi ha un camp electric, per tant no hi ha cap acceleracié: a, = ay =0 m/s%. Per a

calcular la duracié del trajecte des del punt 1 fins al punt 2 (fig. 3) utilitzem l'eq. (10),
o — Ty 0.5

tm e = =5.10"8
Uz,l 10 (12)
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on {z2 — 1) = 0.5 m és la distancia des del final de les plaques fins a la pantalla. De
'eq. (11) obtenim que

yo = ~3.52-107% - 3.52.106.5.1078 = ~0.18 m (13)

En consequeéncia, ’electré arriba a la pantalla a un punt situat 0.18 m per davall de la seua
posici6 inicial. Observem, per tant, que 'electré s’ha desviat una distancia apreciable
a simple vista (18 cm). Per a detectar-lo podriem utilitzar una pantalla fluorescent. Si
procedim de forma inversa, és a dir, mesurant la desviaci6 de 'electrd, i coneixem el camp
electric aplicat (és a dir, les caracteristiques de les plaques paral-leles), es pot calcular la
velocitat que tenia 'electré quan va entrar entre les plaques.

8.4 Un dipol eléctric esta format per dues carregues oposades, de magnitud ¢ = 10~¢
C, separades per una distancia d = 2 cm. El dipol esta col-locat en un camp eléctric
extern de 10° N/C. (a) Quin és el moment maxim que exerceix el camp sobre el dipol?
(b) Quant de treball hauria de fer un agent exterior per a fer que el dipol gire mitja volta
a partir d’una posici6 paral-lela al camp?

£

a9
Cq

g=10"%C,d=2cm = 002 m, £ =10° N/C
(a) Tmax?
(b) W necessari per a passar de l'orientacié6 — a l'orientacié «7

(a) El moment del parell de forces, 7, causat per I'accié del camp eléctric € aplicat sobre
el dipol, ve donat per

T=pxE& (1)

on p és el moment dipolar del dipol, que val p = qd. El vector d, tal com apareix
dibuixat en la figura de ’enunciat, va dirigit des de la carrega negativa fins a la positiva.
Per tant, el modul de 7 val

7 = pEsind = qd€ sind (2)

on ¥ és 'angle entre p i £ (fig. 1). Segons siga Porientacié del dipol respecte del camp
electric, 7 serd maxim quan sin¥ siga madxim (ja que d, ¢ i £ no varien). Aixd ocorrera
quan sin? = 1, cosa que implica que els possibles valors de ¥ seran ¢ = 7/2,57/2,...
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L

p/<3 .
-~

Fic. 1
En definitiva, el valor maxim de 7 apareixera quan el dipol estiga disposat perpen-
dicularment al camp eléctric, 1 valdra

Tmax = qd€ =2-1073 N m (3)

(b) El camp eléctric és conservatiu i aixd vol dir que el treball realitzat pel camp per
a moure una carrega no depén del cami que s’ha seguit, siné de les posicions inicial i
final que ocupa aquesta carrega. Aixi, doncs, el treball fet pel camp eléctric perque el
dipol passe de l'orientacié A a Porientacié B (fig. 2) ve donat per la diferéncia d’energies
potencials:

Wap = Epa — Ep (4)
L’energia potencial d’un dipol, amb moment dipolar p, en un camp eléctric extern € val

B, = ~p€ (5)

A i

my

my

—_—
Fia. 2
En les dues posicions indicades en la fig. 2, aquesta energia potencial s’escriura,
Epa = —pEcostp = —p€ (6)
E,p = —p€cosdp = +p& (M

on hem considerat que ¥4 = O per a Vorientacié paral-lela, i per a 'antiparal-lela 95 = 7.
A partir de les eqs. (4)-(7), el treball realitzat pel camp electric serd

Wap = —p€ — p€ = —2p€ = —4-107% J (8)
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El treball que fara un agent exterior per a fer girar el dipol des de la posicié A fins
a la posicié B sera just el que acabem de calcular, eq. (8), perd canviat de signe. Com
que aquest treball exterior és positiu, Wt =4 - 10-2 J, aixo implica que hem d’aplicar
treball sobre el sistema per tal que el dipol passe de la posicié paral-lela al camp (—) a
la posicié antiparal-lela («).

Si deixem que evolucione el dipol sense actuar-hi, aquest tendeix a tenir 'energia més
baixa, i com que E, = —p€ és la més baixa possible, si el deixem lliure, el dipol tendeix
a orientar-se paral-lelament al camp eléctric €.

85 Una esfera de radi R; té una cavitat central de radi Re. Una cirrega ¢ esta
distribuida uniformement en el seu volum. (a) Calculeu el camp electric i el potencial
en punts exteriors a l'esfera (r > Ry), interiors a 'esfera (Ry < 7 < R;) i en la cavitat
central (r < Rp). (b) Feu els grafics del camp i del potencial eléctrics en funcié de la
distancia al centre de les esferes concéntriques.

(distribuida
uniformement)}

esferes concéntriques de radis Ry i Rg,

g distribuida uniformement en el volum entre Ry i Ry

(a) V i & per als casos segilents: r > Ry, Rp <r < Ry,r < Ry
(b) grafiques de V ide £ en funcié de r

(a) Comengarem per calcular el camp £(r) en tot V'espai. Per a fer aixd hi aplicarem la
Hei de Gauss

fsas:M (1)
€0

ONl Gneta 68 la carrega neta dins la superficie tancada sobre la qual es fa la integracié
(representem la integral sobre una superficie tancada pel simbol §).
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Fic. 1 Fic. 2 Fie. 3

{(al) Punts exteriors, r > R;: Com a superficie gaussiana prenem una esfera de radi r,
(r > Ry) concentrica amb les esferes Ry 1 Ry (fig. 1).

A causa de la simetria esférica de la superficie gaussiana, les linies del camp electric
sén perpendiculars a la superficie de 'esfera de radi r i, per tant, paral-leles al vector
que representa l'element de superficie, dS. Aixo vol dir que podem escriure £dS com
a producte de moduls, £4S. La carrega neta tancada dins l'esfera de radi r és tota la
carrega del sistema, g. Si fem la integracié sobre la superficie esferica de radi 7, tindrem

j( £4S = j[e:ds = sfds = Ed4m? D)
esfera de radi =

on 47r? és la superficie de I'esfera de radi 7 i, ja que el modul del camp electric £ només
depén de la distancia r, hem tret £ (=| € |) fora de la integral, perque per la simetria
esferica del problema val igual en qualsevol punt de la superficie de I'esfera de radi .
Quan hi apliquem la llei de Gauss, eq. (1), obtenim

gamrt=L = fr)=—1- (r>R) (3)
€0 Amegr

i la direccié del camp electric £(r) és la radial.

(a2) Punts interns a la part massissa, R < r < R;: Ara prenem com a superficie
gaussiana una esfera de radi r, de manera que Ry < r < R, (fig. 2).

Per raonaments analegs al cas (al), obtenim que la integral del camp electric sobre
l’esfera de radi r és

f{ £dS = E4rr? (4)

on ara el camp £ esta calculat sobre l'esfera gaussiana de radi r (R2 <r < R). Pera
calcular la carrega neta tancada en Pesfera de radi r, utilitzem la relacié gpeta = pV, on
p és la densitat de carrega, i V és el volum massis interior a I'esfera de radi r, és a dir la
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part ratllada de dins Pesfera de radi r (fig. 2). El valor de V esta donat per la diferéncia
entre els volums de les esferes de radis 7 i Ba
4

4 4
V=V,-—VR2=§7TT3—§7TR3-‘=§7T(7’3—R§) (5)

Com que la carrega ¢ estd uniformement distribuida, es verificara que

on V' és el volum massis entre les esferes de radi Ry i R;. Per tant,
-4 ______ 9
P =y TR -R)J3 (M

Si tornem a l'expressié que ens permet calcular la carrega neta, de les egs. (5) i (7)
obtenim

= q 2
oete ™ Tan (B - R))/3] 3

r® — Rj) (8)
De la llei de Gauss, eq. (1), tenim finalment que

__q (r-R}
£(r) = dreo T2( RS — ;E%)

(Re <7< Ry) (9)

Com que encara hi ha simetria esférica, en aguest cas el camp electric també és radial.

(a3) Punts de la cavitat central, r < Rp: Novament hi apliquem la llei de Gauss, eq.
(1). Perd en aquest cas, la carrega neta interior a lesfera gaussiana de radi » és nulla,
neta = 0 (en la fig. 3 es veu que només hi ha carrega entre Ry i Ry).

Per tant, ja que r # 0, per un raonament analeg als casos anteriors,

E(r)=0 (r<Ry) (10)

Per a calcular el potencial eléctric, com que el camp eléctric és conservatiu, utilitzem
la relacié

E(r)=-VV(r) (11)

El camp eléctric és radial, i només depén de la distancia al centre de les esferes
concentriques, per aixo podem usar inicament la part radial del gradient que apareix en
. Teq. (11) i escriure

dv(r)
dr

E(r)u, = — Uy (12)

on u, és el vector unitari radial. Si treballem dnicament amb els moduls, d’aquesta
expressio es pot calcular el potencial procedint tal com segueix

AV = ~E(r)dr = / Cav=- / "er)dr = V(r) Vo= / “emydr  (13)
v, , e

Te

en les integrals anteriors, V. denota un potencial conegut en un punt de referéncia r..
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(al) Elegim un potencial conegut (i senzill) en un punt de la zona r > R;: Voo, = 0. Aixd
vol dir que prenem l'origen de potencials en r — oco. L’eq. (13), en aquest cas, déna

T r
V(r)~Voo=—/dr -1 =

2
4meor 4meor |

q q '
V — V = e—— > R
(r) oo+ dTeor  Amegr (rz F) (14)

Aquest potencial és idéntic al que produiria una carrega puntual ¢ situads en el centre
de les esferes concentriques.

(a2) Com que ja sabem quant val V() per a 7 > Ry, is’ha de verificar la continuitat del
potencial en les superficies de separacié, prendrem com a potencial conegut

Vir=R)= 47“‘(’) 7 (15)

Si tornem a usar 1'expressié (13), tenim

" "_q (r*-R)
V(r)-V(R) =- E(r)dr = — dr 16
-vim) = [ goar=- [ LB (16)
és a dir,
_ 3 q " (r* - R)
VO =V G B R f
r? RS
=V(Ry) — S, S— ( ) 17
( ) 47T€0(R3 R2) R ( )
En definitiva, tenim que el potencial val
V(r) = (-7r® +3rR? —2R3) (R <7 < R)) (18)

~ 87eg (1?,3 R3)r

(a3) Pel mateix raonament que en el cas (a2), a partir de 'eq. (18) prenem com a
potencial conegut

_ 3 Q(R1 )
Vir=Ro) =5 (19)
i, usant de nou ’eq. (13), obtenim
V(r) - V(Rg) = — / £(r)dr =0 (20)
Ry

Ja que, segons l'eq. (10), £ = O en aquesta regié. De l'eq. (20) obtenim que V(r) és
constant quan r < Ry,
3 _g(Rf - R})
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Es a dir, en el buit de les esferes el potencial és constant (no depén de r).

Fic. 4

(b) La representacié del modul del camp, £(r), i del potencial V(r), suposant que la
carrega q és positiva, apareix en la fig. 4. Com es pot apreciar el camp i el potencial
s’anul-len a grans distancies d’on es troba la carrega i, a més a més, sén continus en tot
I’espai, encara que la derivada del camp eléctric no siga continua en els punts r = Ry i
r= Rg.

8.6 Un anell de radi R té una carrega ¢. Determineu (a) ’expressié que déna el camp
electric en un punt del seu eix (perpendicular al pla que forma 'anell) i (b) el punt de l'eix
on aquest camp és maxim. (c) Calculeu el potencial sobre els punts de l’eix. (Expresseu
els resultats en funcié de la distancia des del punt en qtiesti6 fins al centre de lanell).

q = carrega de P’anell, R = radi de 'anell, r = distancia des del punt P fins al centre de
T'anell

(a) € en un punt de leix de l'anell?
(b) punt en que £ és maxim?
(c) potencial V' en els punts de 'eix?

(a) Segons la llei de Coulomb, si tenim una distribucié de cirregues, el camp electric £
ve donat per

1 dgq ‘
—_ =3 1
€ 4meq / 2 U )
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on 7 és la distancia entre 'element de carrega dqg i el punt on es calcula el camp, 1 u, és
el vector unitari que va des de I'element diferencial de carrega fins al punt on es calcula
el camp. La integracié en ’eq. (1) es fa en tot 'espai on esta continguda la distribucié
de carrega el camp eléctric de la qual es vol calcular.
El camp eléctric degut a un element diferencial de longitud, d?, sera
1 dqg
-1 da, 2
4meg T2 )
on dg és la carrega que hi ha en I'element de longitud d¢ (fig. 1). Si l’anell té la carrega
repartida homogeniament i A és la densitat lineal de carrega, escriurem

dg = Ad¢ (3)

eix Y

eix X

eix Z
dg=Xdl’

Fie. 1
El camp electric degut a 'element de longitud d¢ representat en la fig. 1 té dos com-
ponents, l'un segons l'eix X: d€, = d€ cos v, i 'altre segons 'eix Y: d€, = —dEsina. Si

calculem el camp eléctric originat per I'element diferencial de longitud d¢', simetric a d¢,
observem que els components del camp eléctric en la direccié Y es cancel-len miituament.
Aixo és valid per a totes les parelles simétriques (que estan situades una enfront de I’altra
sobre qualsevol diametre) d’elements diferencials de longitud. Els components del camp
electric al llarg de 'eix Z s’anul-len per consideracions similars a les esmentades per a
leix Y, ja que ambdds eixos sén perpendiculars a I'eix X. En conseqiiéncia, el camp
eleéctric total en un punt qualsevol de ’eix de ’'anell només té una contribucié deguda a
els components segons P'eix X

5.—:/d£mz'=/d€cosai (4)

Si considerem la relacié 72 = z% + R? (fig. 1), segons les eqs. (2) i (3) obtenim

1 Ade
_ \ac . 5
£ 4mep (2% + R?) (5)
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Per la geometria de la fig. 1 es verifica que cosa = z/r = z/(2% + R2)/2, i el mddul del
camp electric s’obtindra a partir de les egs. (4) i (5),

1 A T 1 Az
£ = { =
€] 4reg /c (z2 + R?) (22 4+ R%)1/2 d dmeg (x? + R2)3/2 Ldé ©)

La integral anterior s’ha de fer sobre I'espai on esta distribuida la carrega, és a dir, sobre
el contorn de ’anell; per aixd hem escrit fc per a indicar que la integracié es fa sobre la
circamferéncia de l'anell. Després de reescriure convenientment Pexpressié anterior, ens
queda per fer la integral fo dZ, el valor de la qual és el perimetre de ’anell,

/ d¢ = 27R (7
C

Com que sabem que la direccié del camp eléctric coincideix amb l'eix X, escriurem

1 qz .
€= dreg (z2 + R2)3/2 : (8)

on hem usat que la carrega de ’anell és el producte del seu perimetre per la densitat
lineal de carrega, ¢ = 2w RA.

(b) Ara calcularem el punt sobre ’eix X on el camp eléctric £ és maxim. Hi haura un
maxim o un minim en els punts = que verifiquen d€(z)/dz = 0, és a dir

q |(=*+ R2)3/2 — 322 (zc2 + R2)1/2 -0 0
4deg (mz + R2)3 - 9)
D’aci alllem z i obtenim
T = :!:£ (10)

V2
que seran els punts on el modul del camp eléctric és maxim!®. Encara que el camp

electric tindra sentit contrari en cadascun dels punts donats per l'eq. (10). En la fig. 2 es
representa el camp en aquests dos punts, suposant que la carrega de V’anell és positiva.

- €

X:-R/\/?— ‘ X:R/\/Z—

Fia. 2

19pot, comprovar-se que és maxim fent una senzilla substitucié de valors en I’eq. (8) o calculant-ne la
derivada segona.
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(c¢) Podem calcular el potencial V' en un punt de I'eix de dues formes: (i) A partir de la
relacié entre el camp eléctric € i el potencial V

E(z)=-VV (11)

Com que el camp electric només depén de la coordenada z i sols t€ un component al llarg
de l'eix X, a partir del component z del gradient, podem escriure

= — r
Viz) = /g(z)dx— Tree / (m2+R2)3/zdm (12)
que déna
q
Viz) = Treo@ + ) + constant (13)

Si prenem 'origen dels potencials, V = 0, en £ — o0, obtenim que la constant val zero.

(ii) També es pot calcular directament a partir de la definicié de potencial eléctric. Aixi,
si procedim de forma similar al cas del cilcul del camp eléctric que hem fet anteriorment,
tenim

1 [dg 1 Adl
174 = —— i
(@) 4dmeg Jo v Ameg /c (22 + R2)1/2

_ q
"~ dmeg(z? + R?)1/2

-+ constant (14)

La constant d’integracié val zero amb la mateixa eleccié que hem fet en el cas (i) per a
Porigen de potencials.

Com era d’esperar, amb els dos métodes s'obté el mateix resultat per al potencial.
A més a més, aixo pot servir de comprovacié, ja que s’arriba al mateix resultat per dos
procediments diferents.

8.7 Calculeu el camp electric creat per una distribucié lineal i homogenia de carrega de
longitud infinita.

densitat lineal de carrega = A
£?7

Calcularem el camp eléctric aplicant-hi la llei de Gauss. A causa de la simetria del prob-
lema, el camp electric creat per una linia d’extensié infinita carregada homogéniament
sera perpendicular a aquesta linia i dependra només de la distancia a aquesta. Els tres
camps eléectrics que hem dibuixat en la fig. 1 tindran el mateix valor en modul, ja que
es troben a la mateixa distancia de la linia carregada. La direccié de cada camp sera la
radial en cada cas, dirigida des de la linia carregada fins al punt en qiiestié o viceversa,
segons que la distribucié de carregues de la linia siga positiva o negativa, respectivament.
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My
my

my

Fic. 1
Per a calcular el camp eléctric £ a una distancia r de la linia mitjangant ’aplicacié de
la llei de Gauss, utilitzarem com a superficie gaussiana un cilindre de radi r i de longitud
2, Teix del qual coincidira amb la linia carregada i les seues bases seran perpendiculars a
la linia carregada (fig. 2).

TP

Il ,'/
1
m / \ distribucié
i lineal
y / de carrega

Fia. 2
La superficie tancada sobre la qual aplicarem la llei de Gauss

fsds = Jneta (1)
€

estara constituida per la superficie lateral del cilindre i la superficie corresponent a les
bases del cilindre, de forma que I'eq. (1) es descompondra en

/ £dS+/ £48 = Incta @)
bases lateral €0

Tanmateix, per la geometria del problema hem vist que el camp electric £ és radial,
per tant é perpendicular a les bases del cilindre. Cal recordar que una superficie es
representa vectorialment per un vector el modul del qual correspon al valor de l'area i
que té una orientacié perpendicular a la superficie i va dirigit cap a fora si la superficie és
tancada, com en aquest cas. Aixi, sobre les bases del cilindre, es compleix que f £4dS =0,
perque el producte escalar de dos vectors és nul si aquests sén perpendiculars (€ L dS,
fig. 3).
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Fic. 3

7 / ’
’/ , r /
! ! / \ \ :
N—— - !
- | /' N
vy oy \\

\ ‘}/ 4 \

Fic. 4
Sobre la superficie lateral del cilindre que hem elegit, el valor del camp eléctric £
és constant, ja que només depén de la distancia . A més, € és parallel a dS sobre la
superficie lateral (£ || dS, fig. 4).
Aix{, doncs,

/ E£dS = / EdS=¢& ds = SSla.teral (3)
lateral lateral lateral

La integracié sobre els elements de superficie laterals ens donara la superficie lateral total
que correspon al cilindre de radi 7 i longitud 4, Sjatera; = 277€. Ja hem calculat la part
esquerra de la llei de Gauss, eq. (1),

£omrt = Tncta (4)
€0

Vegem ara quant val la carrega neta tancada en el cilindre de radi r i de longitud 2.
Aquesta sera la carrega que hi ha en la porcié de longitud £ de la linia de carrega, que,
per tractar-se d’una distribucié de carrega homogeénia, podem escriure

Oneta = ;\E (5)
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De les egs. (4) 1 (5), 1 per ser radial el camp electric, escriurem

A
E=——u 6
2weor (6)
on u%, és un vector unitari perpendicular a la distribucié lineal de carrega i dirigit cap a
fora. Com podem veure, aquest resultat no depén del valor que utilitzem per a la longitud
arbitraria del cilindre que hem emprat com a superficie gaussiana per a aplicar-hi la llei
de Gauss.

Fic. 5
Per a comprovar que €l resultat és correcte, tornarem a calcular £, pero ara a partir
de la definicié de camp eléctric. En un punt que es troba a una distancia D de la lnia
carregada, el camp eléctric creat per la carrega dq que es troba en un element de linia d¢
val (fig. 5)

dg
£ =
47T60D2 v (7)

on ara u representa el vector unitari que va des de 'element infinitesimal de carrega fins
al punt on es calcula el camp electric (el sentit que li hem assignat en la figura correspon
a una densitat de carrega positiva; si aquesta f6ra negativa, caldria canviar-li el signe).
A partir de 'eq. (5) i per ser la distribucié de carrega homogeénia, podem escriure

dg=\d¢ (8)

Aixi, doncs, el camp eléctric creat en el punt en giiestié per la carrege que es troba en
'element infinitesimal de linia val
Adé
=y 9)
deg D?
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‘-
dg“ ; \\\\D
ri ~ o

E ~

1| ~

- S =

dg=Ad/
Fic. 6

Si descomponem aquest camp infinitesimal en els components paral-lel (d€y) i perpen-
dicular (d€.) a la linia carregada, escriurem (fig. 6)

Adl
d& =| d€ | cos(m — a) = ~TmeoD? ° (10)
A&, =| d£]sina=-—’l§e—-sina (11)

47 €0 D2

El camp electric total sobre el punt en qiiestié sera la suma, o, per tractar-se en aquest
cas d'una distribucié continua de carrega, la integral dels camps infinitesimals creats per
la distribucié de carrega en aquest punt

AL
8:/ dé& :—-/—————cosa 2
U™ Jdistetbucis de carrega I 4meg D? (12)

i analogament per a £, . La integracié anterior ha de fer-se per a tota la distribucié de
carrega, que g'estén homogéniament sobre una linia infinita. Per a fer aixd hem d’escriure
la integral en termes d’una tnica variable d’integracié, que pot ser qualsevol de les tres
segiients: la distancia des de ’element de carrega fins al punt on es calcula el camp (D),
la projecci6 de la distancia anterior sobre la linia carregada (¢), o I'angle que va des de la
linia carregada fins a la linia que uneix la carrega infinitesimal amb el punt, on es calcula
el camp (o). Nosaltres prendrem com a variable d’integracié 'angle «. La relaci6 entre
a, D i ¢ és facil de deduir per trigonometria a partir de la fig. 5,

r
D=
sina (13)

rda
= dl =
tan o sin? o (14)

tan(w—a):% = tana:—% = f=—

Si fem la integracié des del costat esquerre fins al costat dret de la distribucié infinita de
carrega, aixo correspon a prendre com a limits d’integracié els valors a = 0ia = T,
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respectivament. Després de substituir les expressions (13) i (14) dins leq. (12) i la
corresponent a £ , tenim les integrals

A g A T
I =~ e 7‘/ cos ada = ~dre sinaj =0 (15)
o7 Jo or )
A T . A ki3 A
= 47reor/0 sinada = " dmegr cose o 2meor (16)

Com es pot comprovar, el camp eléctric només té component perpendicular a la linia
carregada, és a dir, és radial, i el seu valor és el donat per l'eq. (16), que, com calia
esperar, coincideix amb el resultat calculat per 'altre metode, eq. (6), cosa que serveix
com a comprovaci6é que el calcul esta ben fet. Ara bé, amb aquest exercici es posa de
manifest que el calcul directe del camp electric a partir de la seua definicié és, moltes
vegades, una tasca més feixuga que el calcul a partir del teorema de Gauss quan la
geometria del problema ho permet.







9

Conductors 1 dielectrics
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9.1 Les carregues de dues esferes conductores de radis 0.10 cm i 0.15 cm s6n 107 C
i 2-1077 C, respectivament. Mantenint-les molt allunyades entre elles, es posen en
contacte eléctric mitjangant un fil conductor de capacitat negligible i després es trenca
aquest contacte electric. Calculeu la carrega que té finalment cada esfera.

R =010cm=10"3m, ¢ =10"7C
Ry=0.15cm=15-10"3m, g =2-10"7C
carregues ¢; 1 ¢4 de cada esfera després de posar-se en contacte i de separar-se?

El fet que les dues esferes es troben molt allunyades és important per a evitar que arriben
a influir-se. Aixi, en la resolucié6 del problema no tindrem en compte els efectes d’induccié.

Abans de posar-se en contacte, cada esfera té un potencial diferent, V7 1 V5, respec-
tivament. Si situem en I'infinit I'origen de potencials, en les esferes conductores de radis
R; i Ry, respectivament, els potencials sén

q1 . q2
= Vo =
' dmeo Ry ! 2= e Ry (1)

Com que es tracta d’esferes conductores, les dues esferes tindran el mateix potencial
després de posar-se en contacte, Vi = Vi, perd distint del que tenien anteriorment.
Aquest canvi de potencial de cada esfera respecte del seu potencial anterior haura estat
possible gracies a una variacié de les seues carregues, ja que el potencial de cada esfera
conductora de radi R i amb carrega @) és, genéricament, de la forma V = Q/(4meR) i
R no ha canviat per a cada esfera, per tant ha d’haver canviat la carrega Q) perque ara
el potencial siga diferent del d’abans. Aixi, ara tindrem

Y7 Ameg Ry 2™ dweoRy

on ¢ i g sén les carregues que té cada esfera després de posar-se en contacte. De les
egs. (2), i considerant que V{ = Vj perque s’han posat en contacte, s’obté

d_o o
R, R

D’altra banda, haurem de tenir en compte la conservacié de la carrega eléctrica total
del sistema. Es a dir, la carrega total del sistema d’esferes conductores ha de continuar
sent la mateixa abans, ¢ + gg, 1 després, ¢} + g5, de posar les esferes en contacte,

Qt=q+a @)

Les egs. (3) i (4) constitueixen un sistema de dues equacions amb dues incognites, ¢; i
g5. Si resolem aquest sistema obtenim
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! g1 + 492 7 . ’ g1+ q2 7
T2 49,1077 C _aTd 4. C
h=7% ro/T1 ! =17 r1/7o 1.8-10 (5)

Notem que ¢} i gj verifiquen la llei de conservacié de la carrega eléctrica en sistemes
alllats. Recordeu que en els conductors les carregues es troben distribuides sobre la
superficie.

9.2 Una esfera conductora buida, de radi a = 1 cm i amb una carrega ¢ = 2 C, es troba
envoltada per una altra esfera conductora buida concéntrica amb la primera, deradi b = 2
cm i descarregada. Mitjancant un fil conductor es posen en contacte ambdues esferes.
(a) Calculeu el camp i el potencial electrics en tots els punts de 'espai. (b) Representeu
graficament, €l potencial i el camp electrics en funcié de la distancia al centre comi de
les dues esferes.

esfares
conductores
buides

g=2C,06=001m,b=002m

després de posar-se en contacte les esferes i trencar-se aquest contacte:
(a) E(), V(r)?

(b) representacié grafica de £(r) 1 V(r).

(a) En posar-se en contacte ambdues esferes conductores mitjancant un fil conductor
tota la carrega de ’esfera interior passa a la superficie de 'esfera exterior, ja que en un
sistema conductor tota la carrega lliure o neta esta sobre la superficie d’aquest. Aixd és
equivalent a dir que, en condicions d’equilibri electrostatic, el camp eléctric és nul i el
potencial electric és constant en l'interior del sistema conductor. Aixi, doncs, després de
posar-se en contacte tindrem

E(r)=0 quan 0<r<b (1)

per tractar-se d'un conductor.
Per a calcular el camp eléctric £(r) en punts r > b, utilitzarem la llei de Gauss,

£4s = Toeta (2)
€0
ON ¢peta 65 la carrega neta tancada dins la superficie gaussiana sobre la qual es fa la
integracio.
Com a superficie gaussiana per a calcular el flux del camp eléctric, eq. (2), prenem una
superficie gaussiana esferica de radi r > b concentrica amb les dues esferes conductores
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(fig. 1). Per simetria, el camp electric £(r) només té component radial i té el mateix
valor sobre tots els punts de 'esfera gaussiana de radi r, per aixd podem escriure

fsdszyfgdszgy{d5=g4m2 (3)

on hem tingut en compte que £ és parallel a dS i que I'area d’una esfera de radi r val
47r?. La cirrega neta tancada dins d’aquesta superficie esferica és ¢, per tant, de les
egs. (2) i (3), el camp electric val

E(r) = quan 7 > b (4)

4dmegr?

Fic. 1
Una vegada conegut el valor del camp eléctric en tot 'espai, calcularem el potencial
electric V(r), segouns la relaci6 segiient, valida per a camps radials,

£y = -2 (%)

Vir) = —/8(7‘) dr (6)

A més d’aquesta relacié hem d’utilitzar el fet que V(r — oo) = 0 i la condicié de
continuitat del potencial.

Calcul de V(r) per a 7 > b: Si substituim dins 'eq. (6) l'expressié que apareix en
l'eq. (4) obtenim

q q
Vi{r)=— dr = tant 7
r) / 47regre " 47egr + constan @)

i si tenim en compte la condici6 de contorn per al potencial electric, V(r — oo0) = 0,
obtenim que la constant d’integracié val zero. Per tant, ens queda

q

> : 8
Treor quan r > b (8)

V(r)=
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Caleul de V() quan 0 < r < b: Si substituim el valor del camp electric, eq. (1), dins
'expressi6 (6), obtenim

V(r)=- / 0dr = 0+ constant (9)
Com que el potencial ha de ser continu, i, segons I'eq. (8), sobre la superficie r = b val
T
V=t =4 (10)

De les eqgs. (9) i (10) obtenim que ara la constant val

q
47F€0b

constant =

(11)

i, en fer les substitucions corresponents dins 'expressié del potencial en la regié 0 < r < b,
eq. (9), tenim

V(r) = quan 0 <r < b (12)

q
4meph
Les representacions grafiques del modul del camp electric 1 del potencial eléctric
apareixen en la fig. 2. Cal que remarquem que el camp electric és discontinu en la
superficie r = b i, en canvi, el potencial eléctric no ho és.

Fic. 2




CONDUCTORS I DIELECTRICS 189

9.3 En la xarxa de condensadors representada en l’esquema, les xifres indiquen la
capacitat d’aquests en nF. La carrega del condensador de 5 nF és de 2 pC. Calculeu: (a)
la capacitat equivalent a la de tot el sistema entre els punts A i B, i (b) la diferéncia de
potencial entre els mateixos punts d’abans. (1 nF = 1079 F).

H -

Ae—— 28 B

j—
—
——

5

coneixem totes les capacitats dels condensadors de la xarxa i, a més a més, la carrega
que correspon al condensador de 5 nF, Q5 = 2 uC.

(a) Cag?

(b) Vag?

(a) Calcularem per trams la capacitat equivalent del circuit AB. Per fer aixd considerarem
que si Passociacié de dos condensadors qualssevol, C, i Cy, és en série, la capacitat
equivalent Cgq verificara

1 1 1
—— e — 1
Cqq G G (1)
i si aquests condensadors estan associats en paral-lel, es complira que
Ceq =C,+C, (2)
F‘I“l '_i_ LK | L
o
Ae—— I

PR
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Segons I'eq. (1), la capacitat equivalent del tram JK (fig. 1), compost per conden-
sadors en paral-lel, serd Cjg = 7+ 8 = 15 nF. En el tram 1L, després de calcular el con-
densador equivalent entre els punts J i K, els condensadors estan associats en serie, i de
l'eq. (2) obtindrem que 1/Cyy, = 1/64+1/Cyx+1/9, que déna Cyp, = 2.9 nF. Analogament,
per a la capacitat equivalent del tram EF (associaci6 en série) tenim 1/Cgp = 1/3 +1/4,
que déna Cgr = 1.7 nF. La capacitat equivalent del tram DG (associaci6 en paral-lel)
ve donada per Cpg = 2 + Cgr + 5 = 8.7 nF. Finalment, per al tram CH, en qué els
condensadors estan associats en serie, obtenim que 1/Cop = 1/1 +1/Cpg + 1/1, i, en
conseqiiéncia, Coy = 0.47 nF.

Com a resultat de tot aix0, la capacitat equivalent del circuit, és a dir, la capacitat
en el tram AB, pot calcular-se com si {6éra la capacitat equivalent de dos condensadors
en parallel, Ci, i Cony. Aixo déna

Cap =Ci. +Ce = Cpag =3.37 nF 3)

Com podem apreciar, procedint per parts hem calculat la capacitat equivalent d’un
sistema de condensadors aparentment complex. Hem calculat les capacitats equivalents
d’estructures simples de condensadors, agrupats de dins cap a fora de 'estructura, i hem
aprofitat en cada pas les capacitats equivalents obtingudes en els passos anteriors.

(b) La diferéncia de potencial entre els dos punts A i B ve donada per
Vap = Q/Can (4)

on @ és la carrega que hi hauria en cada placa del condensador que equival a tota la
xarxa de condensadors.

Comengarem calculant la diferéncia de potencial entre els punts D i G, Vpg. Si con-
siderem que entre aquests punts els condensadors es troben en paral-lel, podem obtenir la
mateixa diferéncia de potencial calculant-la per les branques (i), (ii) o (iii) representades
en la fig. 2.

() 2nF

—

(/./.) —e
| 5nF
i
(111 Q.
Fic. 2
A partir de la branca (iii), podem escriure: Vpg = Q5/Cs, i d’aci tenim que Vpg =

(2:107¢ C)/(5-107° F) = 400 V. Com que coneixem la capacitat equivalent Chq, calculem
la carrega Qpg segons l'eq. (4), Qpg = VpaCbg =400 V-8.7-1079 F = 3.48- 1078 C.
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cammse—

La diferéncia de potencial entre els dos punts A i B serd Vayg = Ve = Vi, ja que els
trams IL 1 CH estan en paral-lel. Com que Ve = Vop + Vbg + Van, ja que tenim tres
condensadors en série, aixd déna

Qcp . Qoc |, Qcr
. 1 5
Cep  Cpe  Cgu (5)

Ver =

Si ara considerem que quan els condensadors estan en série tots tenen la mateixa
carrega, Qep = Qpg = Qan = 3.48- 1078 C, i si, a més, coneixem totes les capacitats
que hi ha dins el sistema de condensadors, obtindrem finalment la diferéncia de potencial
entre els punts A i B

1 1 1
Vas = Von = Qpa (CCD + O + ) = 7360 V (6)

Ccu

9.4 Un condensador C, de capacitat 1 uF, es carrega inicialment connectant-ne les
armadures a un generador que estableix entre aquestes una diferéncia de potencial de 500
V. Una vegada estd carregat, es desconnecta C; del generador i s’uneix, com s’indica en
Pesquema, a altres dos condensadors, Cs i C3, de capacitats 2 uF i 3 uF, respectivament.
Calculeu: (a) la carrega de cada condensador, (b) la diferéncia de potencial entre les
plaques de cada condensador, i (¢) la capacitat equivalent entre els punts A i B.

IL[1

A L B

ik

2 3

Cr=1-108F,Co=2-10%F,C3=3-10"6F, , =500 V

(a) carrega de cada condensador?

(b) diferéncia de potencial entre les plaques de cada condensador?
(¢) capacitat equivalent entre A i B?

(a) Si apliquem la diferéncia de potencial inicial V; al condensador C, aquest es carrega
segons la relacié

Q:=CVi=1-10"%-500=5-10"* C (1)

D’ara endavant, ens referirem a la carrega d’un condensador com la carrega d’una de
les seues plaques, ja que I'altra placa tindra una carrega igual, perd de signe contrari.

Una vegada carregat el condensador (1, el connectem amb els condensadors Cs i Cs.
La carrega Q; que tenia inicialment el condensador C} es repartira amb Cj per mitja de
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les plaques de C; i (3, que estan unides entre si (fig. 1). Pel principi de conservacié de
la carrega, es verificard que

h=q+g (2)

| g 9y
| !
(; L, (s (;

Fic. 1 Fic. 2
Analogament, la carrega que tenia el condensador C; també es repartira amb el
condensador (', ja que estan units (fig. 2),

i =q+ag 3)
A partir de les relacions (2) i (3), resulta que
92 = g3 4)

L’esquema del circuit, especificant les carregues de cada condensador, quedara tal
com representa la fig. 3.

C,

Gy (%
[

plols A

Fie. 3 Fic. 4
Si substituim P'eq. (1) dins eq. (2) obtenim:

CiVi=qi+q (5)

De moment tenim dues equacions, l'eq. (3) i l'eq. (4), perd tres incognites: g1, o i
73. Ens fa {alta una tercera equacié per a obtenir les carregues de cada condensador.
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Si considerem que el condensador C esta en paral-el amb els condensadors Cy i Cs
(els quals estan en serie entre si), la diferéncia de potencial en la branca superior (V1)
sera igual a la diferéncia de potencial en la branca inferior (V3 + V3):

Vi=VWe+V3 (6)

i com que el potencial esta relacionat amb la carrega i la capacitat d’un condensador
mitjangant V' = ¢/C, podem reescriure 'eq. (6) com:

a_%@,
Cl - 02 + 03 ’ (7)

Aquesta és la tercera equacié que ens faltava i ja tenim complet el sistema de tres
equacions [les egs. (4), (5) 1 (7)] amb les tres incdgnites (g1, g2 i g3). La solucié d’aquest
sistema dona:

_ 10 +CiCy 4
W=V G T 0G s Gy 0T C ®
C2C3 —4
= ViC =273-100*C
R=VEET oG s T )
_ CyCs _ L
6=V saroaTan =2 107 C (10)

(b) A partir dels valors obtinguts per a les carregues de cada condensador, podem obtenir-
ne les corresponents diferéncies de potencial:

@

Vi=8 o797V

1= =212 (11)

V=22 ~136.36 V (12)
Co

Va=L —9g001 v (13)
C3

Si ens hagueren preguntat directament pel valor de les diferéncies de potencial en
cada condensador, sense preguntar-nos préviament pel valor de les carregues, haurfem
procedit de forma semblant a la de 'apartat (a), perd tractant d’escriure les equacious
corresponents en termes de diferéncies de potencial i no de carregues. Aixi, eq. (5) es
convertiria en

CVi = 1V 4+ GV (14)
L’eq. (4) seria ara:
CoVo = C3Va (15)

i la tercera equacié del sistema d’equacions seria 'eq. (6). La resolucié d’aquest sistema
donaria:

01(02 + ()

Vi =
LT 010, + CCs + CaCy

= 22727V (186)
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C]_Cg
~ = 136.36 V 17
Ve = GG 5 CiCs = 0ol (17)
C1Cy
Va = = 0091 V 18
37 C1C + C1Cs + CoCs A (18)

Com és logic, hem obtingut el mateix resultat que abans.

(c) Per a calcular la capacitat equivalent entre els punts A i B, hem de calcular primer la
capacitat equivalent Co3 entre Cs i C3 que, per estar associades en série (fig. 4), verifiquen
1 1 1
=+ = Cp3=12-10%F
Cn GG OB 1)
i la capacitat equivalent entre A i B ve donada per 'associaci6 en paral-lel (fig. 4) de Cy
iCys

Cap=C1+Cp3 =22 10°¢F (20)

9.5 Una esfera de vidre de radi R estd carregada homogéniament amb una densitat
volimica de carrega p. Quin és el radi Ry que divideix 'esfera en dues parts que con-
tinguen la mateixa energia eléctrica?

p = constant; € permitivitat del vidre
Ry?, de forma que Uepet (0 < 7 < Rg) = Ueppet(Ro < 7 < R)

Calcularem I'energia electrica a partir de la densitat d’energia eléctrica, Eqjpet (7), la qual
val

Eeléct ('f‘) = 6_(1)%&_) (1)

on €(r) és la permitivitat del material i £(r) és el modul del camp eléctric en la regié de
I’espai determinada pel vector posicié r.
L’energia eléctrica dins 'esfera de radi Ry valdra:

Ro
Vet (0 < 7 < Ro) = / Euor (r) d°r @
0
i en la closca esferica compresa entre Ry i R valdra:
R
Ueléct(RO <r< R) = Eeléct(‘l") d37' (3)
Ro

Fig. 1 Fic. 2
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Les regions en que s’han d’avaluar les integrals donades per les egs. (2) i (3) estan
representades en les figs. 1 1 2, respectivament.

Com que la permitivitat € és la materixa en tota 'esfera, només ens fa falta conéixer
el camp electric en les diferents regions de I'espai. Aixi, en substituir € 1 £ en l'eq. (1),
podrem fer les integrals que apareixen en les egs. (2) i (3).

El camp electric creat per una esfera que té una densitat volimica de carrega p
homogenia es pot obtenir a partir de la llei de Gauss generalitzada per a qualsevol medi,
caracteritzat per la seua permitivitat €. Aixi, doncs, si apliquem aquesta llei a 'esfera
gaussiana de radi r, representada en la fig. 3, tindrem:

r<R: fEdS:ﬂh;ﬁ (4)

on Qiiure s la carrega lliure tancada dins la superficie gaussiana (en aquest cas, Pesfera
de radi r) i € és la permitivitat del medi en qu& calculem el camp eléctric.

Fic. 3
A partir de la simetria esferica del problema, podem deduir que el camp eléctric és
radial i, per tant, paral-lel a I'element infinitesimal de superficie: £ || dS. Aixd implica
que la integral de la part esquerra de Veq. (4) s'escriu

?{8dS::}{8dS’ (5)

A més, de nou per la simetria esferica del problema, sabem que £ és constant sobre
la superficie de radi r, i per aix0d pot eixir fora de la integral, la qual ara s’escriu

fsdszgfds (6)

Si tenim en compte que ¢ dS = 4772 obtenim finalment que la part esquerra de l'eq.
(4) val

f £4S = 4mr’E ‘ (7)
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D’altra banda, com que la densitat de carrega és homogenia, tenim que la carrega
lliure tancada dins l'esfera de radi » val

4
Qlliure =~ "é 7”"3/’ (8)

Ara l'eq. (4) queda

43 4mrp
2t = 9
47r 3 (9)
d’on obtenim que el camp eléctric a una distancia r del centre de esfera val
p
E(r) = — 10
()=Lr (10

El camp electric fora de Pesfera de radi R no ens fa falta calcular-lo. De totes maneres,
si hi apliquem de nou la llei de Gauss, obtindriem:
7R3  R3p

= —— 11
dregr?  3egr? (1)

r>R: E=

on ¢ és la permitivitat del buit.
A partir de les egs. (1) i (10}, i usant que I’element infinitesimal de volum en coor-
denades esferiques val d°r = r2sin§df dy dr, l'eq. (2) déna:

Ro € 2
er 2
2 <r< = — | =
Uelect(O_?“_Ro) /o 2 (36) r* sin § d# dvy dr (12)

Com que ¢ i p sén constants, poden eixir fora de la integral. A més, les integrals en
les variables angulars donen 47, i 'equacié anterior déna

4rrp? 4
st (0<r< = —

Uaizat (0 < 7 < Ry) 8¢ r*dr
2np? (75 Ro 2mp® .

T 9% (5)0 ~45€R (18)

Procedint de forma analoga amb leq. (3), obtenim
arp® (% 27T/’ 5 _ ps

Uaaet (Rg Sr<R) = ... = —— rtdr = (R — Rp) (14)

18¢ Ro

Ara imposem la igualtat d’energies eléctriques dins i fora de Vesfera de radi Ry,
Uetot (0 £ 7 € Ro) = Uepzet (Bo < 7 < R), de la qual equacié s’obté:

2mp? 27rp

o Bo= o (B - Ry) (15)
i, en aillar Ry, obtenim

Ro=— —087R (16)

21/5
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Com veiem, per a fer els calculs no ens ha fet falta conéixer la permitivitat del vidre

que és el material amb que esta feta Pesfera).

L'eq. (16) ens mostra que una esfera relativament gran té la mateixa energia electrica
que una capa esférica prima (fig. 4). Aixd és degut al fet que el camp eléctric dins esfera
és proporcional a la distancia radial, i en les capes més externes, el camp eléctric val més
que prop del centre.

%

Fic. 4

9.6 Un condensador de cares planoparal-leles té una area A = 20 cm? i una separacié
entre les plaques d = 4 mm. (a) Quan hi ha aire entre les plaques, calculeu la capacitat
del condensador, i també el voltatge i la carrega maxims que pot suportar el condensador.
(b) Si inserim una lamina de teflé que ompli completament el volum entre les plaques del
condensador, calculeu-ne la nova capacitat, la carrega i el voltatge maxims. (c) Abans
d’inserir el tefl6, apliquem un voltatge de 24 V a les plaques del condensador mitjancant
una bateria i després es desconnecta. Quant val 'energia en el condensador abans i
després d’inserir el tefl6? Quin treball s’ha fet en inserir-hi el tefl6?

La permitivitat relativa i el camp eléctric maxim per a la ruptura dieléctrica de 'aire
valen 1.00054 i 3-108 V/m, respectivament. En el cas del teflé, aquests valors sén 2.1

i 60 - 10° V/m, respectivament.
A/ A

A

1
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A=20em?=2-10%m,d=4mm=4-10"3m
aire: €, rel = 1.00064, £ max =3 10 V/m

tefls: € re1 = 2.1, & max = 60-10° V/m

(a) Ca?, Vamax?, Qamax?

(b) Ct?) ‘ft,m&x?y Qt,mé.x?

(o) aire tefld
C‘b CE} Ua?, Ut?, Winserir teﬂé?
Vo=24V

(a) Per al condensador de cares plano-paral-les ple d’aire fem servir la segiient expressié:
Cp= -2 =28 00 —443. 10712 F (1)

on hem usat que €, 6 = €,/€0 1 que la permitivitat del buit val ¢y = 8.85 - 10°2F /m.
El camp electric en l'interior del condensador estad relacionat amb la diferéncia de
potencial entre les plaques, V; — V5 = V, 1 amb la separacié d que hi ha entre aquestes

(fig. 1)

5___1/_1_:“_}_/2 v

d d @

<>

d

Fia. 1
A partir de I'eq. (2) podem obtenir la maxima diferéncia de potencial que pot suportar
el condensador ple d’aire

Vamax = d Eamax = 12-10° V (3)

on &y max €s el camp eléctric maxim que pot haver-hi en laire abans de produir-se la
ruptura dieléectrica.

A partir de la relacié entre la capacitat, la carrega i la diferencia de potencial d’un
condensador, C' = @Q/V, obtenim que la carrega maxima del condensador ple d’aire val

Qamix = CaVamax = 5.32-1078 C (4)

En escriure aquesta equacié hem tingut present que la capacitat d’un condensador
només depén de la sena geometria, i no del voltage que hi apliquem.
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e m———

(b) Ara que hi ha tefl6, en comptes d’aire, dins el condensador, podem procedir de forma
analoga a P'apartat anterior i obtenim

EtA €¢,rel EOA ~12
== ———=1929-10
Cy p 7 1 F (5)
W,mé.x =d gt,méx =24- 105 Vv (6)
Qumix = Ci Vi max = 2.23-107¢ C %)

Com podem apreciar, quan introduim teflé entre les plaques, la carrega maxima, i
el voltatge maxim que pot suportar el condensador han augmentat considerablement
respecte de quan esta ple d’aire.

(c) Per a calcular I’energia en el condensador emprem la relacié

cv?

que, en el cas en que hi ha aire entre les plaques del condensador, ens déna

_CR

U, >

=1.28-107°1J (9)

Per a calcular el voltatge V' en el condensador després de desconnectar la bateria,
farem el raonament segiient. (i) Una bateria carrega un condensador a una carrega Qp
ia un potencial Vy (fig. 2). (i) En desconnectar la bateria, la carrega del condensador
roman fixa, Q9. A partir de les expressions C, = @Qo/Vp i C, = €,A/d, podem establir
la segiient relacié entre les propietats del condensador que no varien €,, A,d i Qg i el
voltatge aplicat Vp:

Qo d
€. A

Vo = (10)

Quan hi ha tefl6 entre les plaques del condensador, les expressions que fem servir sén
Ce = Qo/Vy 1 Cy =eA/d. Com que Qp és fixa 1 ha variat C; (perque € # €,), €l
voltatge Vj entre les plaques del condensador serd distint de Vg, segons es desprén de la
relacié seglient

on hem usat 'eq. (10). Com veiem, quan inserim el teflé després de desconnectar la
bateria, el voltatge entre les plaques del condensador disminueix respecte de quan hi
havia aire, Vy < Vp, 1 aixi ho detectarfem si usem un voltimetre per a mesurar-lo (fig. 3).



200 PROBLEMES DE Fisica

Qo - Qo

+ + + + +

voltimetre

Fra. 2 Fic. 3 Fic. 4
Aixi, doncs, ara l'energia en el condensador valdra

_G v? _G (eaVb/et)”

Ve 2 2

=6.07-10710 7 (12)

Com que ’energia enmagatzemada en el condensador ha disminuit de 1.28-107% J a
6.07-10719 J en inserir-hi el tefl, aixo indica que el condensador ha alliberat una energia
de 6.73- 10710 J, Es a dir, el treball que s’ha de fer per a inserir-hi el teflé val

I/Vinserir teflé = —6.73- 107 10 J (13)

Notem que si, en comptes de desconnectar la bateria, la mantenim connectada mentre
s’introdueix el tefl6, ara no canviara el voltatge del condensador (perque esta proporcio-
nant-lo la bateria) i el que hi haura de canviar sera la carrega de les plaques (fig. 4).

Si se segueix un raonament similar al que hem fet en el cas anterior, ara com que Vg
és fix, tindriem C, = Qo/Vo 1 C, = €,A/d, que ens condueix a

€. VoA
Qo = —70— (14)
i, per una altra part, C; = Q(/Vo 1 C; = ¢ A/d, que déna:
€ VoA
Q) =~ (15)

De les egs. (14) i (15) s’obté que
€
U= > Q> (16)

Es a dir, en aquest cas, les plaques del condensador adquireixen més carrega quan hi
ha tefl6 que quan hi ha aire.
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9.7 Una esfera metal-lica de radi R = 0.2 m esta carregada de forma que el seu potencial
val V = 1000 V. Mitjangant un llarg fil conductor, de capacitat negligible, aquesta esfera
es connecta a una altra esfera metal-lica que estava descarregada i allunyada de la primera.
Després d’aixd, el potencial de cada esfera val V' = 300 V. Quin és el radi de la segona
esfera?

abans després

V=1000 V V=0V V=300 V =300 V

R=2m
r?

No hi tindrem en compte els efectes d’induccié entre les dues esferes perqueé considerem
que estan molt allunyades l'una de altra.
Sabem que el potencial d’una esfera metal-lica de radi R i carrega Q val:

1 Q

d’on s’obté la carrega @ en funci6 del radi R i el potencial V de l'esfera
Q =4negVR (2)

Després de posar en contacte ambdues esferes meta-liques, la carrega inicial Q (que
és la que tenia la primera esfera) es distribueix entre les dues (fig. 1):

Q=0+ (3)

on ¢; i gg sén les carregues que hi ha en cadascuna de les dues esferes després de posar-se
en contacte. La carrega no es distribueix sobre el fil conductor, perqué hem considerat
que la seua capacitat és practicament nul-la.
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q, 9,

V p

Fic. 1
En un sistema de conductors en contacte, el potencial val el mateix en tots els punts.
Aixi, el potencial en cadascuna de les esferes tindra el mateix valor V'

: I o
. !
esfera de radi R: V'= e B (4)
: L ¢
: ! 5
esfera de radi r Vi= I B (5)

A partir de I'eq. (3) obtenim
R=0Q-q (6)
i en fer servir les egs. (2) i (4), es converteix en
g2 = 4n6gVR — AmegV'R = 4wy (V — V)R (7)
A partir de Peq. (5) escrivim
ge = dweV'r (8)
Finalment, de les egs. (7) i (8) obtenim la relacié segiient
(V-V)R=V'r (9)
que ens permet aillar r

- V—-V’R__ 1000 — 300
v - 300

02=047 m (10)

Com veiem, la segona esfera és més gran que la primera.
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10.1 En Ia regi6 de la figura limitada pels plans y = 0 cm 1 y = yo = 10 cm, hi ha un
camp eléctric £ = —1000 j V/m . En la regié que hi ha entre el pla y = yp i I'infinit hi
ha un camp magnetic uniforme B = 10744 T. Si situem un electré sense velocitat inicial
en Porigen de coordenades: (a) calculeu la velocitat de I'electré en el punt P = (0,y0,0),
(b) comproveu que Velectré fa un moviment periodic, i (c) quant val el seu periode?
(Dades: carrega de l'electré = ~1.6 - 1071 C, massa de l'electré = 9.11 - 1073 kg),

Qo

X -

regi 0 <y <yo: £€=-1000 § V/m ,B=0T
regi6y >yo: £€=0V/m,B=10"% {T
yYo=10cm = 0.1 m, vo =0 m/s, P = (0,4,0)
g=—-16-10""% C, m = 9.11- 1073 kg

(a) ’UP?

(b) moviment periddic?

(¢) periode?

En la fig. 1 apareix una representacié espacial dels camps eléctric i magnétic que inter-
venen en el problema, i també les coordenades dels punts d’interés.
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(a) Si coneixem la velocitat inicial de Ielectrd, vo, és facil calcular-ne la velocitat final,
vp, després de recérrer una distancia yg, si coneixem quina és 'acceleraci6é de Pelectrd.
Com que el camp £ no varia amb el temps ni amb la posicié (en la regié 0 < y < yo),
produeix una forga sobre Pelectré que és constant i, per tant, I’acceleracié d’aquest també
ho és. Per la cinematica d’un moviment uniformement accelerat, escriurem

vE =2 + 20 (1)

La forga a queé Pelectré estd sotmés dins la zona 0 < y < yp és la deguda al camp
electric £ que hi ha, F = ¢€ (recordeu que en aquesta zona no hi ha camp magnetic).
A més a més, segons la segona llei de Newton, tenim que F = ma. Aixd ens permet
calcular Pacceleracié a que esta sotmés Velectro,

g€  (—1.6-10719). (-1000)

. 2 . 2
™o 9.11.10-31 j m/s* =176-10"j m/s (2)

a =

Si substituim els valors de vg, Yo 1 @ en I'eq. (1), obtenim que la velocitat de I'electré
en el punt P és vp = | /joa = 5.93- 10® m/s. En forma vectorial, la velocitat en P s’escriu
vp = 5.93-10 j m/s, ja que inicialment V’electré no té velocitat i I'acceleracié es dirigeix
cap a les y positives. Es a dir, la velocitat de ’electrd és en el sentit de Veix Y.

(b) Per a comprovar si el moviment de V'electré és periddic, haurem d’estudiar-ne la
trajectoria. Per l’apartat anterior sabem que Uelectré descriu una recta horitzontal entre
els punts O = (0,0,0) i P = (0,40,0), i arriba al punt P amb velocitat vp = 5.93- 10¢ j
m/s. Quan sobrepasse el punt P, el camp magnétic comencara a actuar i el camp electric
deixard de fer-ho. Aixo provocara un canvi en la direcci6 (encara que no en el modul) de
la velocitat de D'electrd. El canvi de direcci6 es reflectira en la curvatura de la trajectoria.
El radi de curvatura es calculara a partir del fet que 'inica forga que obliga a desviar-se
'electré de la trajectoria rectilinia (F centripeta) €8 la forga magnética

Fmagnética =qU X B (3)

per aixd escriurem en aquest cas
vg
Fcentrfpeta = I'magnética = m_r— :l q l ’UPB (4)

Zq\ :
A

magnetica o

/ - - <
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Noteu que en la zona y > yp el camp magnetic és perpendicular a la velocitat de
I'electré vp, de forma que | vp X B |= vpB. En 'eq. (4) hem considerat la igualtat de
forces en modul perque la forga magnética té la direccié6 i el sentit d’una forga centripeta.
També hem tingut en compte que la carrega de Pelectré & negativa, per aixo la forca
actua cap amunt (en el sentit positiu de I'eix Z). El radi de curvatura sera, doncs,

m vUp

r=——=034m 5
41 B 5)

Zy

i
=<
\
o
—~

Fic. 3

La curvatura de la trajectoria de I'electré continuard mentre el camp B actue sobre
aquest; formara una semicircumferéncia, fins que incidesca en el punt Q (fig. 3), amb la
mateixa velocitat en modul (ja que vp no ha canviat), perd en sentit contrari a I'inicial:
vq = —vp = —5.93- 10°5 m/s. Una vegada l’electré ha traspassat el punt Q cap a
Pesquerra, ja no hi ha camp magnétic i el camp eléctric comenga a actuar. Aixd frena
P’electrd, ja que l'acceleracié, a = 1.76-10'* j m/ s2, va en contra del moviment. L’electrd
seguird en linia recta horitzontal fins a arribar al punt R (fig. 3) amb velocitat final nul-la
(és suficient la substitucié de valors en ’eq. (1) per a comprovar-ho). Una vegada arribe
Ielectré al punt R = (0,0,2r) = (0,0,0.68) m, tornara a iniciar-se el moviment que hem
descrit al principi de 'apartat (b), perd ara partint d'un punt que es troba a 0.68 m per
damunt de l'anterior. Per tant, aquest moviment és periddic (encara que no tinga per
que ser harmonic simple).

Cal notar que el sentit de la forga esta relacionat amb el fet que la carrega de Velectré
és negativa. Si s’haguera tractat d’una carrega positiva, la forga hauria estat dirigida en
sentit contrari.

(c) El perfode del moviment, T', sera el temps utilitzat per a anar del punt O al punt R
(fig. 3), que podrem descompondre com segueix

T =top +tpq + tqQr (6)

on top representa el temps per a anar del punt O al P (analogament per a tpq i tqr)-
A partir d’ara treballem amb escalars perqué les iniques velocitats i acceleracions

involucrades es produeixen al llarg de 1'eix Y. Per cinematica del moviment uniformement

accelerat sabem que la relacié entre la velocitat en un punt inicial, v;, la velocitat en un
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punt final, v¢, Vacceleracié a del moviment 1 el temps ¢ del viatge entre ambddés punts és
ve = v; + at, la qual cosa implica que

_le—vo) _ (wo—v)
top = 2 1 lgr = (__a) (7)
és a dir, que
top =tqr =3.34-107% s (8)

Durant el trajecte PQ la velocitat en moddul és constant i podem considerar que

espal recorregut  semicircumferéncia P Tr
=22 R Q=T=1.80~10“7s 9)
P

velocitat - velocitat

A partir d’aquests resultats i de I’eq. (6), el periode sera T = 2.47- 107 s. El moviment
descrit, per l'electré apareix representat en la fig. 4.
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Fic. 4

10.2 El camp elctric entre les plaques P i P/ de la figura és de 3- 10* V/m i els camps
magnétics B 1 B’ s6n, els dos, de 0.25 T. L’orientacié dels camps també apareix en la figura
adjunta. Si la font F emet els tres isotops del magnesi: 2*Mg, Mg i 2®Mg, i aquests
s'ionitzen perdent un electrd, calculeu la distancia entre les marques dels tres isdtops
sobre la placa fotografica. Considereu que les masses atdmiques dels isotops, expressades
en uma —unitats de massa atomica—, sén iguals als seus nombres massics, indicats a
Pesquerra del simbol quimic. (1 uma = m(*2C)/12 = 1.66- 10727 kg, ¢ = 1.6 - 10~%° C).
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aommm—

-
placa fotogréﬂca\ ®B

B=02T,B =025T,£=3-10* V/m,q=e=16-10"1° C
distancia en la placa fotografica entre 2*Mg™, Mgt i 26Mg™?

El dispositiu de la figura superior constitueix un espectrometre de masses de Bainbridge.
Estudiarem els components de ’espectrometre per parts.

v placa fotografica \
g
P+ j_) _Pl
B
®
X
Z/
Fic. 1a Fic. 1B

El selector de velocitats (fig. la) consta d’un camp eléctric £ i un camp magnétic
B que fan que els ions que ixen de la font F travessen aquesta regié sense desviar-se’n
i entren en una regié en qué hi ha un segon camp magnetic B’ (fig. 1b), on descriuen
orbites semicirculars. Una placa fotografica enregistrara 1'arribada dels ions.

El camp eléctric entre les plaques del selector de velocitats és £ = 3+ 10* V/m i esta
dirigit cap a la dreta de la fig. la (com es desprén de la polaritat de P i P’). Com que
els ions de magnesi estan carregats positivament, sobre aquests actuara una forga cap a
la dreta a causa de la preséncia del camp electric €,

Feléctrica = qs = qg i (1)

on ¢ és la carrega corresponent a cada i6 de magnesi, i val ¢ = 1.6-10~1° C, perqueé cada
i6 només ha perdut un electroé.
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El camp magnetic B produira una forga magnética F pagnetica = ¢ 7 X B que, a causa
de Dorientacié del vector velocitat v i del camp magnetic B (sén perpendiculars), estara
dirigida cap a lesquerra (fig. 2)

Fmagnética = ’—Q’UBZ' (2)
—
F, magnética +q
<
>
B
@
—
v
Fic. 2

Només entraran en la zona del camp magnétic B’ aquells ions que no es desvien quan
ixen de la font F, la qual es troba davant Pescletxa d’entrada a la regié on el camp
magnetic val B'. Perque océrrega aixd és necessari que dins el selector de velocitats no
actue cap forga que desvie els ions (o, de la mateixa manera, que la forca que suporten
els ions cap a Vesquerra siga igual a la for¢a cap a la dreta). Per tant, es verificara que
els moduls de les dues forces han de ser iguals,

Fjectrica = magnética = qg = qu (3)

i obtindrem que la velocitat

&
V= = 4
B (4)
sera la dels ions quan entren en la regié on actua el camp magnetic B’. D’aquesta forma,
els ions no es desvien de la trajectoria rectilinia d’eixida de la font; velocitats diferents
de la donada per ’eq. (4) farien que els ions es desviaren de la trajectoria recta i no
passarien a través de Pescletxa d’entrada a la regié on actua el camp B’.
Una vegada que I'i6 es troba sota l'accié del camp magnetic B, experimenta una
for¢a magneética
F;nagn“etica =qu X B, (5)
Aquesta forga és perpendicular a la velocitat de 1'i6 i al camp magnetic B, perd no
produeix treball, ja que la forga F és perpendicular al desplagament 7, i dW = F dr = 0,
aixo0 ens indica que l’energia, que d’entrada era tota cinética,
[
= =MV 6
- ©)
no canvia i, per tant, el modul de la velocitat de I'i6 no canviara, encara que si que variara
la seua direccié. Com que un canvi de direccié, perd no de velocitat, estd relacionat amb
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una forga centripeta, per a calcular el radi de curvatura de I'i6 (la desviacid), a partir de
la igualtat entre la Fientripeta {denominacié geneérica d’una forga que canvia la direccié de
la velocitat perd no el seu valor absolut) ila Fy . .o, (que és la que hi actua fisicament)
s’obté que
2
v
T =B )

De les relacions (4) i (7) s’obté el radi de curvatura

m &
"=4 BB ®)

Si introduim les dades del problema en la relacié (8) i considerem que la carrega dels
ions de magnesi és la mateixa que la d’un electrd, perd positiva (¢ = 1.6-107'° C), tenim
els radis de curvatura dels diferents ions de magnesi:

Moy E

7’24:—‘(}-—3—8120.121'1'1 (9)

ros = ln;—*sg% =0.125m (10)
mMee b

= — - =(.129 11

726 q BB m (11)

on g4 i Moy fan referéncia al radi de curvatura i a la massa del 2Mg™, etc. Com veiem, el
radi de curvatura varia proporcionalment amb la massa de I'id, ja que les altres quantitats
(&, g, B1B') que hi ha en les egs. (9)-(11) no varien.

En conclusié, la distancia sobre la placa fotografica entre 2 Mg™ i #Mg™ val 2(rg5 —
724) = 1072 m, la distancia entre Mg™ i 2Mg™ val 2(rgs — 794) = 1.8-10"2 m i la
distancia entre 2Mg™* i 26Mg* val 2(rgg — 795) = 8- 1073 m, com es pot comprovar en

la fig. 3. -
26

Vs @ ionsde

o 1 magnesi
o
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Un bon exercici de comprovaci6 consisteix a calcular les dimensions de I'eq. (8), que
s6n les corresponents a longitud,

m e ) [ g _MMITQ )
g BB'| [ BB] " Q M’T-2Q2
En Pexpressié anterior |[. ..} simbolitza les dimensions de la magnitud que hi ha entre els

claudators i M, L, T i () representen, respectivament les dimensions de les magnituds
fonamentals massa, longitud, temps i carrega.

10.3 Les caracteristiques d'un ciclotré sén les segiients: camp magnetic B = 2 T, tensié
alterna V = 60000 V i radi maxim R = 43.4 cm. Calculeu: (a) la velocitat d’un deuterd,
d, quan ix del ciclotrd; (b) I'energia cinetica (expressada en MeV) d’aquesta particula,
i (¢) el nombre de voltes que ha fet el deuteré. (d = proté + neutrd; m = 1875.63
MeV/c? = 3.34-107% kg; ¢ = 1.6 - 10719 C).

B=2T,V =60000V, R=434cm = 0434 m
m=my+my, =334-107%" kg, q=1.6-10"1° C
(a) v?

(b) Ex (MeV)?

(c¢) nombre de voltes?

El deuteré esta format per un proté més un neutrd, per aixo la seua carrega és la del
proté, ¢ = 1.6 - 1071° C. El deuteré es posa en moviment en el centre d*un ciclotré, amb
una velocitat perpendicular al camp magneétic que hi actua, tal com representa la fig. 1.

i< pol sud d'un imant

| «—diferéncia de potencial (),
que varia alfernament
amb una freqliéncia ©

Fic. 1

(a) La velocitat v que té una particula amb carrega q i massa m, que descriu una tra-
jectoria amb un radi de curvatura R dins d’un camp magnétic B (tal que v L B), es
pot deduir de ’expressié (7) del problema 10.2. En aquest cas, el deuteré ix del ciclotré
quan fa la trajectoria de radi maxim (fig. 1), 1 la velocitat d’eixida sera

1.6.1071°
BR= o2 0434 = 4.16 - 10" m/s (1)

-4
v=m 3.34.10-27
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(b) Una vegada coneguda la velocitat maxima, v, és facil calcular Penergia cinética
d’eixida (que també sera maxima). Si considerem que la velocitat anterior no és rel-
ativista (NR), escriurem

q2 82 R2

ENR = i =

=g -;- =288-10712 ] (2)

i si tractem aquesta velocitat com a relativista (R), I'energia cinetica sera

EE = mc? (——-—-1-—) =292-10712 ] (3)

V1= (v/e)?

on ¢ representa el valor de la velocitat de la llum en el buit (¢ = 3-10% m/s). Si utilitzem
I'equivaléncia segiient 1 MeV = 1.6 - 10-13 J, obtenim ESR = 18 MeV i EE = 18.25
MeV.

Noteu que ’energia cinética Fy, com també la velocitat maxima v, no depén del
potencial electric V aplicat entre les plaques del ciclotré (aquest no apareix en els calculs
de Ex i v), tinicament de les caracteristiques de la particula (g i m), de la intensitat del
camp magnéetic (B) i del radi del ciclotré (R). Quan el potencial és menut, la particula
ha de fer moltes voltes fins a assolir I'energia final. Quan el potencial és gran, la particula
fard poques voltes fins a adquirir la mateixa energia final.

(c) L’energia que adquireix una carrega g quan hi apliquem una diferéncia de potencial
V és E;, = qV. En el nostre cas, 'energia que adquireix el deuteré quan hi apliquem
una diferéncia de potencial V' (cada vegada que el deuteré passa pel buit entre les D del
ciclotr6?) és

E,=qV =16-10".60000=6-10* eV =9.6-10"'% J (4)

La diferéncia de potencial entre les D canvia de signe en invertir-se la polaritat
d’aquestes (fig. 1). Aixo ha de tenir lloc amb una fregiléncia que ha de coincidir amb
la velocitat angular de la particula, que és w = ¢gB8/m per a una particula de carrega
¢ 1 massa m sotmesa a un camp magnétic B perpendicular al seu moviment. Per tant,
cada vegada que la particula passe entre les D, la diferéencia de potencial accelerara la
particula sempre en el mateix sentit (fig. 2).

+V -V +V
> < —>
v v
Vi
instant; ¢ instant: t+772=t+ w'w instant; -+ T=t+277®
Fiac. 2

2085] anomenar-se D cadascuna de les meitats del ciclotré per la seua semblanga amb aquesta lletra.
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Aixi, doncs, com que el deuterd ha adquirit tota la seua energia mitjangant I'aplicaci
de la diferéncia de potencial V, el nombre de vegades que el deuteré passa pel buit de leg
D serd l'energia total final del deuteré (que és tota cinética) dividida per I'energia que
adquireix en cada pas, eq. (4):

(vegades que el deuteré passa pel buit entre les D) = Ey/FE,

_ f 300  (calcul NR) 5
71 304.2 (cdleul R) )

Cada volta completa del deuterd, el potencial V' hi actua dues vegades. Aixi, doncs,
el nombre de voltes sera

vegades que passa entre les D

2

nombre de voltes =

_f 150 voltes  (calcul NR) 6
= 152.1 voltes (calcul R) (6)

10.4 Un electré amb velocitat 5- 107 m/s es troba a 3 cm d'un filferro recte, pel qual
circula un corrent de 75 A. Quina forca actua sobre D’electré si la seua velocitat esta
dirigida: (a) cap al filferro, (b) paral-lela al filferro, i (¢) perpendicular a les direccions
donades pels apartats (a) 1 (b)?7

v=|v|=5-10"m/s,d=3cm=003m, I=75A, g=—1.6-10"1° C

(a) »]4?
forca sobre Pelectré si: ¢ (b) v || k7
(¢} w7

La forga que un camp magnetic B produeix sobre una carrega g que viatja amb velocitat
v és

Fmagnética =qvxB (1)
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El modul del camp magneétic creat pel corrent I a una distancia d (on es troba
Jelectrd), val

pol
B= ord (2)

Aquest camp magnetic és tangent en cada punt a les circumferéncies que tenen el pla
normal al filferro, tal com representa la fig. 1.

Z

W,

Fic. 1
Si usem com a referéncia el sistema de coordenades que hem dibuixat en Penunciat
del problema, aquest camp magnétic en el punt en que es troba 'electré (fig. 1) val

~pol
B=rd 3)

ja que estaria dirigit cap a les X negatives.

En el cas (a), la velocitat de I'electré (fig. 2a) s'expressa en forma vectorial com
v, = —v j. En l'apartat (b), la velocitat seria vy, = v k (fig. 2b). En el cas (¢) tindriem
que v, = v 1 (fig. 2¢).

Z Z Z
v,
€ ¢

4

Fie. 2
D’aquesta manera, podem obtenir en cada cas la forga que actua sobre l’electré. A partir
de les egs. (1) i (3), i després de substituir els valors corresponents de la velocitat, la
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forga val en cada cas

, ﬂol v;ugl , ~15
(e =4. EN
Fb.—q(vk)x( Hol , ),4 107155 N (5)

vz)x( ):ON (6)

En els casos (a) i (b) la forga és la mateixa en modul pero canvia la direccié. En el cas
(¢) no hi ha forga, ja que el camp magnétic B i la velocitat de I'electré v sén paral-lels.

10.5 Un conductor horitzontal i llarg, AB, es troba fix sobre la superficie horitzontal
d’una taula. Un altre conductor, CD, que esta situat sobre el primer, té 1 m de longitud i
pot relliscar cap amunt i cap avall liurement mitjancant dues guies metal-liques situades
en els punts C i D, respectivament, tal com s’indica en la figura. Pel circuit representat
en la figura circula una intensitat de corrent de 100 A. Si la densitat lineal de massa dels
conductors és de 1072 kg/m, a quina altura sobre el conductor AB es trobara en equilibri
el conductor CD? J

—— <

p

C¢'—?——¢

lop=1m,I=100A, A=10"? kg/m
valor de h perqueé el conductor CD estiga en equilibri?

Estudiarem les condicions d'equilibri del conductor CD. Les forces que actuen sobre CD
s6n el pes,

P = mgpg = fcpAg (1)

aplicat al centre de massa del conductor CD i dirigit cap avall (fig. 1), i la forga F
que apareix entre dos corrents paral-lels quan per cadascun circula una intensitat I i I/,
respectivament; com que els corrents circulen en sentits oposats, la forga resultant entre
aquests sera repulsiva (fig. 2) 1 val

oIl
21h

F= lop (2)
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F
C D
C I D
—<€
P h
>—
Fic. 1 Fic. 2

Segons la segona llei de Newton, la condicié d'equilibri és

Y f=P+F=0 (3)

De manera que, en aquest cas, les dues forces que actuen sobre el conductor CD han de
ser iguals en modul i de sentits oposats. Com que el sentit ja és oposat, segons es desprén
de les figs. 1 i 2, només haura d’acomplir-se la igualtat entre moduls

P=F 4)
Si substituim les egs. (1) i (2) dins P'eq. (4), tenim

pol*lop 5)

fopdg = =55

on hem considerat que I i I' s6n iguals en moduls —el sentit d’aquests corrents ja s’ha
tingut en compte en assignar el sentit de la for¢a F. Aillant h de l'eq. (5), obtenim

2
=l _500m (6)

2mgA

Com podem comprovar, el resultat és independent de la longitud del conductor, £cp.
Aixd és facil d’entendre perque si el conductor CD féra més llarg (curt) experimentaria
més (menys) forga repulsiva creada per l'altre conductor, perd el seu pes també seria
major (menor).

Noteu que, pel principi d’accié i reaccié, també actua la mateixa forga F, eq. (2),
sobre el conductor AB perd amb sentit contrari. Ara bé, no la tenim en compte per a
resoldre aquest problema perqué només busquem la condicié d’equilibri del conductor
CD i, per tant, sols considerem les forces que actuen sobre aquest.
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10.6 Un filferro corbat, com mostra la figura, duu un corrent 7 i esta col-locat en un
camp magunetic uniforme B, que ix del pla de la figura. Calculeu la forga que actua sobre
el filferro.

s

<-—-—l~-——-> <————l—-->

B = camp magnétic uniforme, perpendicular al pla del paper
7 = intensitat del corrent
forga sobre el filferro?

En aquest cas aplicarem les relacions referides a les forces que actuen sobre conductors
situats en preséncia de camps magnétics. La forga que actua sobre un filament, pel qual
circula un corrent 7 i que es troba en preséncia d'un camp magnétic B, val

F:I/MXB (1)

on la integral s’estén al llarg de tot el filament conductor, ’element infinitesimal del qual
denotem per d¥, que té el mateix sentit que el del corrent que hi circula.

Si situem el conductor sobre un sistema de coordenades, tal com es veu en la fig. 1,
el camp magneétic, en forma vectorial, serd

B=Bi (2)

i la integral que ens permet calcular la forga, eq. (1), haura de fer-se al llarg d’un cami
de la forma s/ "\ . Aquesta integral pot descompondre’s en tres integrals, en les regions
I, I1 i III, respectivament (vegeu la fig. 1).

Z
(11) ° B

03! (1) Y

<-—--[—---> 4-———-1-—-»

Fic. 1
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cnmpm—

Calculem en primer lloc, la integral sobre la regié I del filferro: En aquest cas hem
considerat que la direcci6 del corrent és la de I'eix ¥ en tot el cam{ d’integraci6, és a dir,
d€ = d€j. Si tenim present que el camp magnetic B és constant, eq. (2), obtenim

m:z/axs=zfasuxa=zajxq/az—ﬂmk (3)
I I I

on la integral de l'element de linia d¢ al llarg de tota la regié I & la longitud ¢; del
conductor en aquesta regio.

Calcularem seguidament la integral sobre la regié II del filferro: En aquest cas
orientacié de l'element de linia df no és constant al llarg del tros de filament en la
regi6 II, quan abans si que ho era al llarg del tros de filament en la regié I.

Fia. 2
A partir de la fig. 2, expressarem I’element de linia d¢ com

d¢ = Rdo (4)

ja que el radi de la semicircumferéncia del filferro corbat, R, és constant al llarg de tot
el cam{ d’integracié. L’angle 4 varia entre O i 7.

dZ.cos9

Fia. 3
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De la fig. 3 s’obté que

d€ = (d¢;,dl,,de,) = (0,dsind,dlcos?) = (0, Rsin ¥ dd, Rcosd dvf) (5)
per tant,
d€ x B = (0, Rsin¥d?, Rcos?d¥) x (B,0,0) = RB(cos? j — sind k) d¥ (6)

i la forga en la regié II vindra expressada per
FH=I/ d£xB=IRB/(cos19j-—sim9k)d19 )
1l 4

Com que Yangle ¥ varia entre 0 i 7, aquests valors seran els limits de la integral, de
manera que

Fp= IRB/ (cos?j —sind k)dd = —2ZRBk (8)
0

Si considerem que el caleul de la forga en la regié 111 del filferro és analeg al calcul de
la forca en la regié I, eq. (3), obtindrem finalment que la forca total que actua sobre el
circuit conductor de forma ./ \, sera

F=F +Fu+F=-IBLGk—-2IBRE-IBU1 k= ~—2IB(£+ R) k (9)

on hem usat que 4 = {7 = 4.

Fic. 4
Aquest resultat, que hem obtingut per a una geometria particular del conductor, esta
d’acord amb el resultat més general segons el qual “la for¢a que actua sobre una part PQ
d’un filferro conductor que transporta un corrent Z, el qual estd col-locat en un camp
magnétic B uniforme, é Z(PQ) x B, i é& independent de la forma del conductor”, on

(P—*Q) representa la longitud del tram PQ, en el sentit del corrent que hi circula (fig. 4).
En el cas que ens ocupa, les parts del conductor eren les representades en la fig. 5.
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m——

(a) (b) (c)

<~—--—-’Z————_ —————ZR-————- R Al Y 2R
- - - -

F=-ItBk F=-12RBk F=_I4Bk

Fic. 5

Amb aquest, resultat, podem traure immediatament la conclusié que la forga que
actua sobre un corrent tancat situat en preséncia d’un camp magneétic uniforme és nul-la.

El sentit que hem obtingut per a la forga és logic, ja que si considerem el corrent 7
com un conjunt de carregues que es mouen amb velocitat constant, la for¢ca magnética,
F = gv x B, que actua sobre aquestes carregues en moviment (el corrent electric, en
definitiva) és perpendicular a la direccié de moviment i al camp magnétic, tal com hem
obtingut.

10.7 L’espira rectangular rigida de la figura pot girar sobre I'eix Y i duu un corrent de
10 A en el sentit que s'indica en el dibuix. (a) Si I’espira estd en preséncia d’un camp
magneétic uniforme de 0.2 T que és paral-lel a P'eix X, calculeu la forga sobre cada costat
de Pespira i el moment de les forces necessari per a mantenir 'espira en la posicié que es
mostra. (b) Repetiu l'apartat (a) perd considerant ara que el camp magnétic és paral-lel
aleix Z. (c) Quin moment seria necessari si 'espira poguera girar sobre un eix que passe
pel seu centre i que siga paral-lel a l'eix Y7

Y
I

I=10A,B=02 iT,a=6cm=006m,b=8cm = 0.08m,J=30°
(a) F sobre cada costat de lespira?, Tap1 respecte de l'eix Y per tal que ¥ = 30°7
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(b) el mateix que a Vapartat (a) perd amb B =02k T?
(¢) Tapt respecte de I'eix que passe pel centre de I'espira per tal que ¥ = 30°7

(2) Per a trobar la forca sobre cada costat de 1’espira caldra calcular la forca que actua
sobre un corrent I en preséncia d’un camp magnétic B. Aquesta forga ve donada per

F:I/dexs (1)

Sabem que en €l nostre cas el camp magnétic és B = 0.2 T 1 que:
- per al costat b de Pespira (fig. 1a), I'element diferencial de longitud és d€ = d¢j
- per al costat o de Vespira (fig. 1b), df = —dlcos ¥ i — dlsind k
- per al costat b’ de Vespira (fig. 1c), d€ = —dfj
- i, per 1ltim, per al costat a’ de ’espira conductora (fig. 1d), d€ = d€cos? i +dlsin? k.
Després d’usar en I'eq. (1) les expressions anteriors per a d¥, la forga sobre cadascun
dels costats de 'espira serd

Fb=1/dex73=1/des(jxz'):ns(—k)/de:—wbk @)
b b b
FQ=I/(—d€cos19i—d£sin19k)x(Bz'):-—IBasinﬁj (3)
Y Y
dede] L
d/%— > dZ=-d/cose i
-d/sing k
/ ......... X
dZ=d/cose i
—> X

FiGc. 1c Fic. 1o
¥n les expressions anteriors hem tingut en compte que el camp magneétic és constant.
“er a Fy 1 F, obtenim, andlogament,

Fy = IBb (4)
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F, = IBasindj (5)

En les egs. (2)-(5) hem considerat que la integracié de I'element de longitud al llarg d’un
costat de ’espira val la longitud d’aquest costat i que els costats que hem anomenat a' i

b tenen la mateixa longitud que els costats a i b, respectivament.
Les forces F, i F (fig. 2) sobre els costats a i a’, respectivament, de I’espira tendeixen
a deformar-la, perd si suposem que Pespira és rigida, el resultat net d’aquestes dues forces

és nul.

a -
LA

Fic. 2
Les forces Fy, i Fy sobre els costats b i &’ de l'espira produeixen un moment degut
a un parell de forces, T, sobre 'espira. En la fig. 3 apareixen representades Fj i Fy
vistes des de dalt de 'eix Y. Després de substituir els valors en les egs. (2)-(5), tenim

| Fo |=| Fo |=0.06 Ni|Fy |=| Fp |=0.16 N.

-
Fb
(N X
b;
i b’
Z: —
i F,
Fie. 3
El moment de les forces és la suma dels moments deguts a cada forga,
T=Zri><F,- (i =a,a',b,b) (6)
i

Les forces F; i F, no donen lloc a cap moment net. Els moments que si que hi con-
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tribueixen sén
Ty=Tp X Fy (7)
Ty = Ppr X be (8)

Els vectors posicié dels punts d’aplicacié de F', i de F'pr respecte del punt que prenem com
Porigen de moments (fig. 4) sén r, = (0,0,0) i ry = (acos¥,0, asin?), respectivament.
I com que, segons les egs. (2)-(5), F» = (0,0,—IBb) i Fy = (0,0, IBb), tindrem que el
moment total respecte de l'eix Y degut a les forces aplicades a Vespira, 7 = 75 + T,
valdra

T=—IbBacos9j=-83-10"3j Nm (9)

Aquest moment tendeix a fer girar Uespira. Per a mantenir 1'espira en la posicié en queé es
troba és suficient aplicar-hi un moment de forces contrari a 1'anterior; és a dir, el moment
del parell de forces que hem d’aplicar-hi perqué ’espira no gire val 7,5 = 8.3 10735 N m.

asing

Fic. 4

(b) Ara el camp magnetic és parallel a l'eix Z, B = 0.2k T, i seguint un procediment
similar al que hem usat en I'apartat (a) el resultat per a les forces és

F,=1IBbi=0.16%N (10)
Fy = —IBbi=—0.16iN (11)
F,=1IBacos¥j=0.10j N (12)
Fo = —IBocos?®j = —0.105 N (13)

Les forces F', i F', sobre els costats a 1 o' de Vespira estan dirigides al llarg de Peix
Y, per tant, novament, deformarien 'espira (fig. 5) si aquesta no f6ra rigida. Perd com
que ho és, la forca neta al llarg de Veix Y és nul-la.
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al
VE
b b
17
a
Fic. 5

Les forces F i Fyy sobre els costats b i ' de Despira apareixen representades en la
fig. 6, vistes des de dalt de I'eix Y. Els moments de les forces respecte de 'eix Y sén

Tb‘—”f'bXFb:O (14)

Ty = 1y X Fy = (acos¥,0,asind) x (—IBb,0,0) = —IBbasin? j (15)

—>

Fic. 6
En conseqiiéncia, el moment total de les forces sera

T=Ty+Ty =-48-107°j Nm (16)

En aquest cas, el moment contrari al que el camp magnétic B exerceix sobre ’espira
(que és el que hem d’aplicar-hi) serd Top =4.8-1072j N m.

(¢) El moment que haurfem d’aplicar-hi en aquest apartat seria el mateix que el que hem
obtingut en els apartats anteriors (segons estiga orientat el camp magnétic B), ja que el
moment d’un parell de forces és independent de l'origen dels moments, i depén només
del valor de la forga i del brag, o distancia entre les forces.

Noten que en els casos considerats anteriorment, les forces F, i F,: no donen lloc a
cap moment de forces.




226 PROBLEMES DE Fisica

———

10.8 Per una espira de filferro, amb forma de quadrat de 0.2 m de costat 1 que esty
disposada sobre el pla XY, circula un corrent de 15 A en el sentit que s’indica en Ia
figura. Si apliquem un camp magnétic paral-lel a Veix X i d'intensitat B = 0.3z T (on la
coordenada z estd expressada en metres), calculeu: (a) la forga resultant sobre l'espira,
i (b) el moment de les forces respecte del punt O.

I=15A,L=02m B=03z¢T
(a) F sobre espira?
(b) moment degut a les forces sobre V'espira, T, respecte del punt O?

(a) La forga total sobre I'espira sera la suma de les forces que actuen sobre cadascun dels
quatre costats que apareixen enumerats en la figura de I'enunciat,

F=ZFz‘ : (1

Per a calcular la forga sobre cada costat, utilitzem 1’expressié que déna la forca sobre un
corrent en preséncia d’un camp magnétic,

F:I/dexs (2)

Fic. 1
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Calcul de les forces sobre els costats 1 1 3 de ’espira: Si considerem el sentit del
corrent en aquests casos (fig. 1), els elements infinitesimals de longitud d€ sén

costat 1: dé; =dfyi=dz 1 (3)
costat 3: déy = —dl3i = —dxi (4)
En ambdds casos, els elements de longitud i el camp magneétic sén paral-lels, per tant
déxB=0 (5)

la qual cosa indica que les forces sobre els costats de ’espira parallels a 'eix X sén
nul-les, és a dir,

F,=F3=0N (6)

Fia. 2
Calcul de les forces sobre els costats 2 i 4 de 'espira: Els elements infinitesimals de
longitud d€ seran ara (fig. 2)

costat 2: A€y = dlyj = dyj (7
costat 4: d€y = —dlyj = ~dy ] (8)

Hem de tenir present que el camp magnetic B és nul sobre el costat 4, ja que la
coordenada x del costat 4 és x4 = 0; per tant, el camp magnetic serda By =0.3z44 T =
0 T. Utilitzant V'eq. (2) obtenim que la forga sobre el costat 4 de P'espira és Fy = 0 N.
Sobre el costat 2 de ’espira el camp magnétic B també és constant i val By = 0.3z9 ¢ T =
0.341 T, ja que z2 = L. Si apliquem l'eq. (2) a aquest costat de V’espira, obtenim

Fy= 1/ 46 x By = IBy(j x i)/ dy=—IByLk=—0.18kN  (9)
costat 2 c

ostat 2

Segons l'eq. (1), la forca total sobre I'espira valdra

F=-018kN ' (10)
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(b) El moment d’una forca respecte de l'origen de coordenades (punt O en la figura de
Venunciat), ve donat per

T=rxF (11)

on 7 és el vector de posicid, respecte de 'origen de moments, corresponent al punt
d’aplicaci6 de la forga F. En el cas que ens ocupa, ’inica forga que hi actua és F'y sobre
el costat 2 de V'espira.

Fl moment T degut a les forces que actuen sobre 'espira serd la suma dels moments,
T, de cadascuna de les forces, F;,

4
T= Zn =Ty (12)
i=1

jaque Fy=F3=F,=0N.

Y
dF,
7
y
O - X
L -
Fiac. 3

Si observem !'espira des de la part superior de l'eix Z, ens adonem que el vector
posicio, 7, dels elements de linia del costat 2 de I'espira, on s’aplica cada forca infinitesimal
dF g, és variable (fig. 3). Per tant, cada element de linia donara una contribucié diferent
al moment degut a F'g i haurem d’escriure

Ty = / r X dF2 (13)
costat 2

Aquesta integral s’estén a tots els elements de linia del costat 2 de V'espira; segons la fig. 3,
el vector de posicié de cada element de linia sobre el qual actua la for¢a infinitesimal dFy

.

r=(Ly,0) (9

i, atesa la geometria del problema, la forga infinitesimal que actua sobre cada element de
linia df; = dy és, a partir de l'eq. (2),

ng = (O, 0, ‘—IBQ dy) (15)
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egons les expressions anteriors, el moment 79 s’obtindra com a
g s

L L yg L
Tz:IBzLJ'/ dy—IBzi/ ydy = IB, (Lyj-—?)i
0 0

0
= [ByL*(j - 0.54) = (—0.018140.036j) N m (16)

Segons l'eq. (12) aquest valor és també el moment total, respecte del punt O, degut a
les forces que actuen sobre l'espira.
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11.1 La figura mostra les seccions frontals de sengles conductors paral-lels, molt llargs i

erpendiculars al pla del paper. Cadascun transporta un corrent I, perd en sentit oposat
al de l'altre. (a) Expresseu el camp magnétic en qualsevol punt de I'eix X en funcié de
Ja coordenada z. (b) Per a quin valor de z és maxim el modul del camp magnetic? (c)
Repetiu l'estudi anterior per als punts de l'eix Y.

Y
5 [

’“‘—_“_"‘X —————— —-

% !
intensitat dels corrents, 2¢ = distancia entre els conductors

() B(z)?
(b) = on B(z) és maxim?
(c) B(y)?, y on B(y) és maxim?

-« -5 Bl LR ta R
>

I

(a) Pel principi de superposicié, el camp magnetic B en un punt P sobre l'eix X sera la
suma dels camps magnetics creats en el punt P pels corrents ixent (®) i entrant (®),

B =8, +Bg (1)

Calcul del camp magngtic creat pel corrent que ix del paper, Bg: Lorientacié de By,
s’obté aplicant-hi la regla de la ma dreta (fig. 1) i el mddul s’obté a partir de 1'expressié
que déna el camp magnetic creat per un corrent rectilini

Lol @)

Fia. 1
on [ és la intensitat del corrent ixent i d és la distancia des del conductor per on discorre
el corrent I fins al punt P. Segons la fig. 2, els components de Bg sén Bgy = Bgcos? i
B, = Bgsin¥, per tant,

pol pol - : 3
By = o ds1 192-}—2 dcosﬁj (3)
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Fia. 2 Fic. 3

Calcul del camp magnetic creat pel corrent que entra al pla del paper, Bg: Pel mateix
raonament d’abans, ara obtindrem (fig. 3).

_ Bl g Bl ,
B®-2 -5 ind ¢ - dcos%?g (4)

El component horitzontal de By estd dirigida cap a les z positives, perd el component
vertical de Bg es dirigeix cap a les ¥ negatives, per aixd hi ha el signe menys en l'eq. (4).
La distancia d a la qual es troba el punt P del corrent ixent i de Ventrant és la mateixa,
per tant, si substituim les egs. (3) i (4) en Veq. (1), tenim que el camp magnetic en el
punt P val

ol
B= 7rd ~—sin?¥ 4 (5)

3

X

Fic. 4
Del triangle representat en la fig. 4 obtenim les relacions segiients d = (a,2 + xz)l/ 2
sin® = a/d. Si substituim aquests resultats en l'eq. (5), tenim

Be) = i i ©)

Com veiem, el camp magnétic resultant en el punt P de 'eix OX només té component
horitzontal (fig. 5a). Si repetim el calcul del camp magnetic resultant en la part esquerra
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de la figura de P’enunciat (z negatives), el resultat és el mateix que el que hem obtingut
en l'eq. (6), (fig. 5b), ja que la variable = apareix elevada al quadrat i el sentit del camp
no canvia, com es pot comprovar immediatament.

(a) (b)

Fia. 5

(b) Per a calcular el valor de z que done un valor maxim per al modul del camp
magnétic, B(z), hi aplicarem la teoria general de representacié de funcions. Es a dir,
quan dB(z)/dz = 0 hi ha un maxim o un minim relatius en els punts = que verifiquen
Pequaci6 anterior. En aquest cas, perd, és més facil veure que el valor maxim de B(z) es
produira quan el denominador de I'eq. (6) siga minim. Aixo té lloc en el punt z = 0, és
a dir, quan d = q, i tenim

Bt = Bl = 0) = L2 g

En la fig. 6 apareix la representacié grafica del modul del camp magnétic.

ml o, B (x)

Tda

X
FiG. 6

(c) A partir de la fig. 7 repetim l'estudi per al camp magnétic sobre I'eix Y. L’orientaci6
dels camps magnétics Bg i Bg en els punts de ’eix Y que hem representat s’obtenen si
hi apliquem de nou la regla de la ma dreta. La distancia des del centre de la linia de
corrent fins al punt de coordenada y, on es calcula el camp magnetic B, és el modul de la
diferencia de posicions del punt y i del corrent,ivald =|y—a|siy >0 o d=|y+a]
siy < Q. '
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/ \ ® d
v (\ ® )
— \\ ,//
B, €
Fic. 7

Calcul de Bg: Ara, el modul del camp magnetic creat en un punt y pel corrent
rectilini I que ix del paper és

uol

o= 2 ly—a]

(8)
perd lorientacié de B sera cap a les z positives o les = negatives segons siga y < a

o y > a, respectivament (vegeu la fig. 7). Per tant, el camp magnétic ixent By pot
escriure’s vectorialment com

ol —pol

o= ma—w ' mly-a) Y

Calcul de Bg: Analogament al calcul anterior, obtenim

tol

By = ————— 10
® T or|y+al (10)
Un raonament analeg a I'anterior ens permet d’escriure
ol
Bg=———1i 11
® 7~ 2n(y +a) (11)

Fent ts de nou del principi de superposicid, el camp magnétic B(y) resultant sobre
leix Y val

| —mol pol | . pola .
Bly) = 2n(y — a) + 2n(y + a) ¢= (a2 —y?) ¢ (12)

Aquest camp magneétic serd maxim en aquells punts y que facen minim el denominador
de I'eq. (12). En els punts y = %a el mddul del camp magnétic, pres en valor absolut,
¢és infinit:

| B(y = a) |— oo (13)
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En la fig. 8 apareix la representacié grafica del valor absolut del mddul del camp

magneétic.
[BO)

A
Ta
' ' Y

y=-a ' 0 y=ta
Fic. 8

11.2 Un cable coaxial es forma envoltant un conductor cilindric solid, de radi R;, amb
un cilindre conductor, de radi intern R iradi extern Rz, 1’eix del qual coincideix amb el
del primer cilindre. En la practica s’envia un corrent pel cilindre interior, que torna pel
cilindre exterior, segons apareix representat en la figura adjunta. Determineu, mitjancant
I'is de la llei d’Ampére, el camp magneétic en punts de les diferents regions de ’espai.
Suposarem que la densitat de corrent és uniforme.

els corrents sén iguals i de sentits oposats, I; = —I3
camp magnetic B en un punt qualsevol P, a una distancia genérica r del centre del cable?

La llei d’Ampere,

%Bd‘e = ,U'OIneta, ‘ (1)

relaciona la circulacié del camp magnétic al llarg d’un cami tancat, amb la intensitat neta
del corrent, Iqta, que travessa la superficie delimitada pel camf{ tancat. Basant-nos en el
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fet que el problema té simetria cilindrica i, com que ja és conegut que les linies del camp
magnétic d'un corrent rectilini s6n circumferéncies perpendiculars i concentriques al cor-
rent, per a calcular la circulacié del camp magnétic elegirem circumferéncies conceéntriques
al cable coaxial. Aixi, doncs, el cami d’integracié en l'eq. (1) serd una circumferéncia de
radi 7, tal com representa la fig. 1. El corrent que travessa per dins el cami d’integracié es
considera positiu (negatiu) si en resseguir el cami d’integracié amb els dits index-menovell
de la ma dreta, el dit polze assenyala en el mateix (distint) sentit que el corrent electric.

S SR VY
-

Fic. 1
El camp magnétic B creat a una distancia r per un corrent I és tangent a la cir-
cumferéncia de radi r i, per tant, B és paral-lel a 'element de circumferencia d€ (fig. 1).
Segons la llei que déna el camp magneétic produit per un corrent rectilini, el modul del
camp magnétic en aquest cas només depén de la distancia radial 7, per aixd el modul de
B és constant al llarg de tot el camf d’integracio,

deﬁ:deé:dethw @)

En l'eq. (2) hem considerat que la integral tancada de ’element de linia d en una
circumferéncia de radi » val la longitud d’aquesta circumferéncia, és a dir 27r. D’ara
endavant, aquest valor de r dependra de la regié de P’espai que considerem.

vista frontal
del cable coaxial

Fic. 2 Fic. 3
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Regié 7 > Rz En aquest cas (fig. 2) la intensitat neta del corrent que travessa
Pinterior de la superficie tancada pel cami d’integracié (linia discontinua en la fig. 2) és
Leta = I1+12 =0, ja que I; = —I5. Per aplicaci6 de la llei d’Ampere, eq. (1), obtindrem
que, en aquest cas,

B=0 quan 7 > Rs (3)

Regié Ry < r < Ry: Ara prenem el cami d’integracié representat en la fig. 3. La
intensitat neta del corrent que travessa 'interior de la circumferéncia de radi r és Inetn =
I + I}, on I} és la intensitat del corrent que passa entre les circumfergncies de radis Ry
i7. Si considerem que la densitat de corrent és uniforme, podem escriure

I; = joS = jom(r® — B}) (4)

on j és la densitat de corrent que passa pel cable exterior, i S = 7r(7‘2 - Rg) és la
superficie de I'anell circular delimitat per 7 i Ry, per on circula el corrent 1. La densitat
del corrent en 'anell exterior, jq, és

i Iy I3
2= G

Sps m(R3- R3)
on I és el corrent total que circula pel cable exterior, i Sg3 = m(R% — R2) és la superficie

de l'anell circular delimitat per les circumferéncies de radis Rs i Rs, per la qual circula
el corrent I3. A partir del que hem fet abans, en la regié Ry < r < R3 obtenim

2_R2 ,,.2__R% R?_,,.2
Ineta = I1 + 1 I(l ):I——-?’-— 6
12 1 2R2 R2 R% R2 1R§_Rg ()

on hem substituit Iy per —I;, segons consta en I'enunciat del problema. Si hi apliquem
la llei d’Ampere i I’eq. (2), obtindrem per al modul del camp magnétic

(5)

poly [ R% —r? )
B(r)="— (——-——-— quan Ry <r < Rj (7)
R

2mr

Fic. 4 FiG. 5
Regié R; < r < Ry: FEl cam{ d’integracié apareix representat en la fig. 4 mitjangant
la linia discontinua (per claredat, en el dibuix no hem representat els radis Ry i Rs
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———————,

del cilindre exterior). En aquest cas, la intensitat neta que travessa per 'interior de la
circumferéncia de radi 7 és inicament I;. Per tant, B27r = gy, 1 obtenim per al modul
del camp magnétic

B(r) = -———g(;rl: quan Ry <r < Ry ®)

Regi6 0 < 7 < Ry: Fl cam{ d’integraci6 apareix en la fig. 5 (on només hem representat
ampliada, la regi6 central del cable coaxial). La intensitat neta que travessa per l'interior
de la circumferencia de radi r serd I, = I = 715, on ara j; és la densitat de corrent
que circula pel cable intern i S és la superficie compresa entre el centre del cable i la
circumferéncia de radi r, S = 72, Com que la densitat de corrent és uniforme, j; valdra
j1 = I/(mR%), on TR? és la superficie total per on travessa el corrent I;. Per tant,

72

Inetain =I1§? (9)

Si hi apliquern de nou les egs. (1) i (2), obtenim

B(”') - /J’OIIT

= o quan 0<r < Ry (10)
1

Fic. 6a Fic. 6B

La fig. 6a representa esquematicament el modul del camp magnetic, B, en funcié de
la distancia, 7, a 1’eix del cable coaxial. Com pot apreciar-se, B3 és continu en tot espai
(encara que la seua derivada no ho és en els punts Ry, Ry i Rs).

El sentit del camp magnétic es pot calcular per aplicacié de la regla de la ma dreta.

En la regié6 interior del cable (0 < r < R3) la intensitat neta de corrent és cap a dins
de la fig. 6b, perque sempre és més gran el corrent que entra pel cable central que el
corrent que ix pel cable exterior (excepte quan r = Rg, cas en qué ambdés sén iguals).
Per aixo, en el cable coaxial les linies del camp magnétic (representades en la fig. 6b amb
trag gruix) serien circumfer&ncies concéntriques, amb el camp tangent a aquestes linies i
orientat en sentit horari. El camp magneétic és nul fora del cable coaxial.
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En els calculs anteriors sempre hem considerat que les propietats magnétiques de les
regions on calculavem el camp magnetic estaven descrites per la permeabilitat del buit,
ji0, encara que algunes regions on calculem B (i, per tant, hi apliquem la llei d’Ampére)
corresponen a medis materials (per exemple, els mateixos cables conductors). La raé
Jd'usar sempre po en comptes d’'usar la permeabilitat ¢ que correspon al material que hi
ha en cada regié on calculem B, esta justificada pel fet que en la majoria de medis la seua
permeabilitat no difereix gran cosa de la del buit, ¢ =~ po; encara que en els materials
que presenten propietats magnetiques notables s que és ben diferent 1 de po.

11.3 L’electré d’un atom d’hidrogen descriu una orbita (suposada circular) de radi

= 528107 m amb una velocitat v = 2.19 - 10° m/s. Calculeu el camp magnetic
produit en el centre de I’atom per aquest electré6 en moviment. (La permeabilitat del
buit val o = 47 - 107" m kg/C2).

r=25.28- 107" m = GBohr, ¥V = 2.19 - 108 m/s = UBohr
B en el centre de Vatom?

Si suposem una descripci6 classica del moviment de 'electré al voltant del nucli atdomic,
la trajectoria de Pelectrd seria una circumferéncia de radi ago,n, amb centre en el nucli
d'hidrogen (un protd).

La intensitat de corrent correspon a la cdrrega per unitat de temps. L’electrdé passa
pel mateix lloc cada periode de temps; per tant, la intensitat I associada a 1’electré en la
seua drbita serd I = q/t, on ¢ = 1.6-107° C és el valor absolut de la cirrega de electré
it és el temps necessari per a descriure una Orbita (circuamferéncia) completa. Com que
la velocitat v de l'electré és constant,

espai
= 1
velocitat (1)
i com que l'espai recorregut en una oOrbita completa és 27apen: 1 la velocitat és la de
Bohr, obtenim

t=2nBohr 1 59.1071 )
UBohr .

Aixi, doncs, la intensitat de corrent serd
I= % =1.05-1073 A (3)

El corrent I té el mateix sentit que la velocitat de la carrega, o l'oposat, segons que
la carrega en moviment siga positiva o negativa. En el cas de I'electré, la carrega és
negativa; per tant el corrent sera de sentit contrari al de la velocitat de I'electrd, tal com
es pot veure en la fig. 1.

El camp magnetic B creat per un corrent I en un punt P esta donat per la llei de
Biat i Savart:

/,LQI déx R '
B=Sr | & )

on R és el vector que va des de I’element de corrent d€ fins al punt on es calcula el camp.




242 PROBLEMES DE Fisica
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ds

Fic. 1
En el cas de I'electrd en ’atom d’hidrogen, ’element diferencial de longitud d£ és
perpendicular al vector R (fig. 1), ja que R coincideix en direccié amb el radi de U'drbita
i el seu sentit esta dirigit cap al centre d’aquesta. El modul del camp magneétic val
pol [déR Hol d/

— — _— 5
41 R3 Ar | R? )

i té direccié perpendicular al pla del paper. Segons la regla de la ma dreta per al producte
vectorial, el camp magneétic estaria dirigit cap a fora del paper. Com que la distancia
des de P'element, de linia d£ fins al centre de I’atom, que és el modul de R, és constant i
val R = 0gohr, Obtenim finalment

" S (FYS- T BT (6)

amad . 20Bohr

on ens servim del fet que la integral de 'element de linia al llarg del recorregut que fa
el corrent que causa el camp magnetic val f df = 2wapenr, ja que és el perimetre de la
circumferéncia de P'orbita de Bohr.

El valor de B que hem obtingut és molt més gran que el del camp magnétic terrestre,
que, en mitjana, val 7- 1075 T.

11.4 Calculeu el camp magnetic B en el centre d’una espira rectangular, de costats a i
b, recorreguda per un corrent I.

B?

El camp magnétic B produit per un corrent I es pot calcular mitjancant 'expressié

/J,()I dx R

B=% | R g

on d£ és element diferencial de linia recorregut pel corrent I, i R és el vector que va
des de I'element‘de linia d£ fins al punt P on volem calcular el camp magnetic. Segons
la regla de la ma dreta per al producte vectorial, veiem que el camp magnétic creat per
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una espira rectangular recorreguda per un corrent I en el sentit que s’indica en la fig. 1
té 1a direccié perpendicular al pla de I'espira i el sentit cap a l'interior del paper. Per
tant, com que la direcci6 i el sentit ja estan determinats, només calcularem el modul B
del camp magnétic B. Segons I’eq. (1), escriurem

_pol [deRsind _ ﬂ)_{/de sin
B="4m RS T 4m R? (2)
on ¥ és langle que formen d€ i R (fig. 1).

|
|
T
> I
ds o . !

A R | 3
IS . A B
—*——1- ——— ——— o — -t — | ——————————

! Y

a/2-§ :

|

‘ &

b2

Fie. 1

A continuacié obtindrem el modul del camp magnétic produit en el centre de I'espira
per cada tram rectilini d’aquesta. El camp total sera la suma d’aquests camps. Segons
Peq. (2), hi ha 3 variables dins la integral que no sén independents: ¢, R i ¥, segons es
desprén de la fig. 1. Com que hem de triar una variable en funcié de la qual resoldre la
integral, nosaltres escollim ¥ i, per aix0, expressarem ¢ i R a partir de Pangle 9.

Segons es pot observar en la fig. 1, per al tram 1 de I'espira podem emprar les segiients
relacions trigonometriques

_®2) o5 _ (b/2)
cos(9 —m/2) = = sin ¢ = R= = (3)
14 cos ¥ bcos ¢

tan(0—=7/2) =y = "sms T Zemd )

Si diferenciem I'eq. (4), obtenim Y'element diferencial de linia d¢ en funcié de l'angle 9,

b

A = ———d? 5
2sin? (5)

Si, per dltim, substituim les expressions anteriors dins l’eq. (2), obtenim el camp
magnetic produit pel tram 1 de P'espira en el centre d’aquesta,

P
_ ol . _ ol _ 9 6
By = o . sin?dd = 5p L co8 Y9 + cos ¥y ) (6)

Com observem en la fig. 2, els angles ¥ i ¥z vénen donats en funcié dels valors dels
costats de 'espira mitjangant les expressions:
a/2
[(a/2)? + (b/2)2]*/2

Y

costy =
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—a/2
[@/2)7 + (5/2)172 ®)

cosg = —sin(dy — 7/2) =

Finalment, el camp magnétic B; que actua sobre el centre de V'espira i que és degut
al tram 1 de l’espira sera

_ pola
By = Tb(a? + b2)1/2 (9)

Ao

2

b2

Fic. 2
Per simetria, és facil comprovar que el modul del camp magnétic creat pel tram 3 de
Pespira és igual al modul del camp magngtic creat pel tram 1,

tola

B’.} = 81 -l -———_—7(-1)((12 + b2)1/2

(10)

- —fF——————————

al2

<
X e e e e

b2

Fic. 3
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A continuacié calcularem el camp magnetic creat pel tram 2 en el centre de 1’espira.
De la mateixa manera que hem fet en el tram 1, després de relacionar les variables 9, R
i £ (fig. 3), obtenim que
told (1)

Hol

B = désind
27 4n R? 7 ma(a? + b2)1/2

Per simetria, el modul del camp magneétic creat pel tram 4 de 1’espira sera igual al
creat pel tram 2,
olb
= By = 12
Be="5a ma(a? + b2)1/2 (12)
En definitiva, el modul del camp magnétic total en el centre de P'espira rectangular

sera,
pola pold (13)

4
B= ; Bi = mb(a? 4 b2)1/2 * a(a? 4 b2)1/2

que, després d’operar algebraicament, escriurem
(14)

2p0l (a% 4 %)1/2
B =
T ab

11.5 Un corrent de 10 A circula per l'interior d’un conductor de seccié cilindrica de
radi 4- 10~ 2 m, rectilini i molt llarg. Calculeu el(s) punt(s) en qué el camp magnétic val

1072 vegades el valor que té sobre la superficie del cilindre conductor.

EETEE

i=10A, R=4-10"2m
valor(s) d’r en qué es compleix que B(r) = 1072B(R)?
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Com que hem de calcular el camp magnétic en funcié de la distancia r al centre del
cilindre conductor, aprofitarem la simetria cilindrica del sistema per a aplicar-hi la ll¢
d’Ampere. Cal recordar que, encara que equesta llei sempre és valida, la seua aplicacig
practica només és possible quan hi ha fortes simetries en el problema que s’estudia.

La llei d’Ampere estableix que la circulacié del camp magnetic B al llarg d’una lnia
tancada és pp vegades la intensitat del corrent que travessa la superficie limitada per
I'esmentada linia tancada

f Bdl = uol (1)

En els calculs que segueixen necessitem conéixer la densitat de corrent: j = intensi-
tat/superficie. En el nostre cas, la intensitat ¢ travessa la secci6 A del cilindre conductor,
on A= wR? (fig. 1). Per tant,

I=T @

Fic. 1
Calcul de B dins el conductor: Elegim com a cami{ d’integracié per a aplicar-hi la llei
d’Ampére una circumferéncia, conceéntrica al cilindre conductor i de radi » > R (fig. 2).
Per Pinterior d’aquesta seccié de radi r circula un corrent I = jnr?2. En substituir-hi el
valor j, eq. (2), obtenim que la part dreta de la llei d’Ampeére s’escriurd en aquest cas
r2
pol = Yk (3)

S=7r?

Fig. 2
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Per a calcular la part esquerra de la llei d’Ampere, eq. (1), tenim en compte que
les linies del camp magneétic creat per un corrent rectilini sén circumferéncies centrades
en l’eix del corrent, per aixd B és paral-lel a d£ al llarg del cami d’integracié que hem
escollit, amb la qual cosa podem escriure que

fsa:fsa (4)

La simetria cilindrica del problema ens permet veure que el modul del camp magnétic
és constant al llarg del cami d’integracio, per aixd

fsu:gfw (5)

i com que ¢ d¢ = 277?, finalment podem reescriure I'eq. (1) com

r?
Pogz ¢ = B2nr (6)

D’aci obtenim el camp magunétic

ot
B=27rR2T r< R (7)

Calcul de B fora del conductor: Ara prenem una circumferéncia de radi r > R com a
cami d’integracié (fig. 3) per a aplicar-hi la llei d’Ampere. Seguint el mateix raonament
que abans, obtenim que

fBM:fBM:B%M:B%r (8)

Fic. 3

El corrent que circula per Pinterior del cami tancat per la circumferéncia de radi r és
tinicament el corrent que passa pel cilindre conductor, per aixd ara

tol = poi \ 9)

A partir de les egs. (8) i (9) obtenim que

B= Kot r>R ' (10)
2mr
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Podem observar que aquest camp magnétic és continu en la superficie del conductor,
r=R,1ival

B(R) = 2—’;"—1% (11)

Si hi apliquem ara la condicié requerida en el problema, B(r) = 10~2B(R), obtenim
que dins el cilindre conductor

Mot . g Mol

, = = =10"2R
r<Ri E" ok " 12
i fora del cilindre
Mot _o Hot 2
R: —=W0""— = =10
e S R =108 (13)

Les expressions (12) i (13) ens donen els dos punts en queé el camp magnétic compleix
que val la centésima part del valor que té en la superficie del cilindre.

11.6 Per Pinferior d’un cilindre conductor de radi R circula un corrent eléctric, la
densitat de corrent del qual val j(r) = 7, on 7 és la distancia mesurada des de 1’eix de
simetria del cilindre. Calculeu el camp magnétic que produeix aquest corrent dins i fora

del cilindre conductor. Totes les magnituds del problema estan expressades en unitats
del SL

J(r)

i{r)=r
B(r)?

A causa de la simefria cilindrica del problema sera operatiu aplicar-hi la llei d’Ampere

(fig. 1)

]{Bde = pol (1)

per a calcular el camp magnétic.
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intensitat que travessa per
linterior del i i i0
7 (/ cami de circulacio

™~ cami de circulacié

Fiec. 1
Com que la densitat de corrent és axial [j{r) només depén de la distancia a P'eix de
simetria del cilindre|, les linies del camp magnétic creat per aquest corrent, electric sén
circumferéncies concéntriques centrades en l'eix de simetria del corrent. L’orientacié del
camp magnétic ve especificada per la regla de la ma dreta, il-lustrada en la fig. 2.

—~
M
=1

Fic. 2
Per a avaluar I'eq. (1) prenem com a cami d’integracié una circumferéncia de radi r
que coincidesca amb una linia de camp magnétic. En aquest cas el camp B é&s paral-lel
al cami d’integracié (B || d€) i el seu valor és constant al llarg de tot aquest cami (com
que, a causa de la simetria axial, el camp magnétic només depén de la distancia r a l'eix
de simetria, 1 com que el valor de 7 és el mateix per a tot el cami d’integracié, el mddul

del camp magneétic sera constant al llarg del cami d’integracié). Aix{, doncs, pel fet que
B || d¢, tenim

fsu:fsw 2

i com que B és constant
fBM:Bf&:BmT 3)

on § d¢ =277 i r és el radi de la circumferéncia que hem pres com a cami d’integracio.
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Calcul de B en punts interiors al cilindre conductor, 7 < R: La intensitat del corrent
que passa per I'interior de] cami d’integracid, que es la circumferéncia de radi r (fig. 3),
és

T
I:/ j(?") ds (4)
0
on dS = 2ar'dr’ és element de superficie,
" 1 3.t " 2 3./ 2 3
I=27r/ J(r')rdr=27r/7' dr=—3-r (5)
0 0

cami d'integracié

Fic. 3
De les egs. (1), (3) i (5) obtenim que

3

BQ?TTI‘—/Logg—rT = B=%9r2 r<R (6)

Calcul de B en punts exteriors al cilindre conductor, 7 > R: Ara prenem com a cami
d’integracié la circumferéncia de radi r > R representada en la fig. 4.

ami d'integraci¢

Fic. 4
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Si procedim de forma analoga al cas anterior, obtenim que el corrent que circula per
Pinterior del cami de circulaci6 val

R. R’ 2 2 3
I= A j(r)dS =27 A r dr=?R (7)

Notem que ara hem posat R com a limit superior en la integral, ja que no hi ha
densitat de corrent fora del cilindre (j = 0,r > R).
De les egs. (1), (8) i (7) obtenim que

2 R?
827rr==,uo—7rR3 B=HE

3 3, R 8)

El resultat que obtenim en P'exterior del cilindre conductor té el comportament tipic
(~1/r) del camp magnétic creat per un corrent rectilini infinit. De fet, si multipliquem
i dividim per 27 I'eq. (8) i usem l'eq. (7), I = %ERS, obtenim

Ho 27['R3 ,uoI
= ———————— m —— 9
B 2rr 3 2nr ®)

com correspon al camp magnétic creat per un corrent rectilini infinit de valor I.
La fig. 5 il-lustra el comportament del camp magneétic que acabem de calcular.

B

B~1/r

Fic. 5
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11.7 Tenim un cable rectilini llarg que transporta un corrent Iy = 30 A, i una espira
rectangular de dimensions b = 8 cm i ¢ = 30 cm, situada a 1 cm del cable, tal con
representa la figura. Si per l'espira circula un corrent I = 20 A, calculeu la for¢a
resultant que actua sobre aquesta.

Z
.
X ra
1 > 2 v
4 < 3 Y
< = >

I;=30A,I;=20A,¢=00lm,6=008m,c=03m
F sobre espira?

La forga que actua sobre 'espira serd la suma de les forces que actuen sobre els seus
quatre costats.
La forga produida per un camp magnétic B sobre un corrent I és

F=I/de><s (1)

on d€ és element diferencial de linia pel qual circula el corrent i la integracié es fa per
a tota la linia de corrent. Per tant, ens interessa conéixer B, és a dir, el camp magnétic
creat pel corrent I;, i calcular la for¢a sobre cada costat de l’espira, recorreguda pel
corrent Iy

El modul del camp magneétic B creat pel corrent rectilini I3 a la distancia 2z és

_ toly
B= 2rz

2

Només ens interessa conéixer el camp magneétic que actua sobre l'espira, i aquesta es
troba sobre ¢l pla YZ. Si considerem el sentit del corrent Iy i els eixos de coordenades
elegits, el camp magnetic en els punts del pla Y'Z s’escriu en notacié vectorial com

toly |
B = —2-7-1—_; 3 (3)

Cal assenyalar que per a z > 0 el camp magnétic esta dirigit segons el sentit positiu
de ’eix X, mentre que quan 2 < 0, el camp magnétic esta dirigit en sentit negatiu de
l’eix X. Per a valors de z negatius, com correspon a la figura de l'enunciat, €l camp
magnetic B esta orientat cap als valors de les = negatives.
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D’ara endavant denominarem F';; la forga que actua sobre el costat ¢j (on 4,j =
1.2,3,4) de I'espira i farem servir la fig. 1 per a referir-nos als limits de les integrals que
apareixeran a continuaciod.

y min y max

Fic. 1
Calcul de la forga F'12 sobre el costat 12 de I'espira: Segons les egs. (1) i (3), escrivim

Ymax
F12=12/d£><3=128k/m 4y = IpB (Ymix — Yentn) b =
Ymin
polilzc

LLBck =
b e 2ma

k (4)
on hem tingut en compte que el corrent sobre el qual actua el camp magneétic és I, que
en aquest tram el corrent estd dirigit cap a les y positives i per aixdo d€ = dy j, que
(Ymax — Ymm) = ¢, i que el camp magnetic és constant al larg de tot el costat 12 de
I'espira i val

—poly |
B=——i 5
2ma )
ja que aquest costat es troba a una distancia a del corrent I, i en la regié z < 0.
Calcul de la forca F34 sobre el costat 34 de I'espira: Analogament al cas anterior, el
camp magnétic és constant al llarg de tot el costat 34 de 'espira i val

__—koly
" 2m(a+b) ¢ (6)

ja que la distancia entre aquest costat i el corrent I; és ara (a + b) i es troba en la regié
2 < 0. També podem escriure que d€ = —dy j, ja que el sentit del corrent I en aquest
tram és contrari a I'eix Y. Per un raonament semblant al cas anterior, a partir de 1’eq.
(1) obtenim ‘

—poly Ymax —pplilyc
Fau=1 [dxB=—"" k[ dy=-12"p 7
uma / 27(a+0) /,,mfn Y= 2n(a ) ")
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Calcul de de la for¢a Fy4;: En aquest cas tenim que d€ = dz k, pero ara el camp
magnetic no és constant i val

_ poli
B—-El-r—z-i (8)

segons la distancia 2 a la qual es calcule el camp B. Per V'eq. (1), tenim que la forca F 4
val

F41=12/d£x3=£9§1—1—1—2-j/ _qf:uoh]zln( a >j=

m (at+b) 2 27 a+b
—poli Iy AW
o In (1 + a) J (9)

Els limits que hem usat en la integracié corresponen a la coordenada z del punt 4,
z = —{a+0b), 1 a la coordenada 2 del punt 1, 2 = —a. Aquesta for¢a F4; esta orientada
cap a les y negatives, ja que (1 + %) > 11, per tant, In (1 + (—2) > 0.

Calcul de la forga Fg3: De forma similar al cas anterior, ara tenim

Foza=1o dle:Mj _(_13:#0[112111 ath ji=
27 2
—(a+b) ¥4 T a

polils AW
2 (1 + a) j (10)

Hem procedit de forma analoga al cas de la forga F'4y, perd ara d€ = —dz k i el sentit
d’integracié és el mateix que abans, amb limit inferior 2z = —(a 4 b) i limit superior
z = —a; també podriem haver canviat el sentit d'integracié i agafar d€ = dz k. Ara bé,
no podem canviar el sentit del corrent dues vegades: en els limits d’integracié i en la
definicié de ’element de linia. Per un raonament analeg al que hem fet després de l'eqg.
(9), trobem que aquesta forga esta dirigida cap a les y positives.

La forga total Fyua que actua sobre 'espira val

woliIz c (1 1

Fiotaj = Fi9+Fo3+Fay+Fy = el G

) k=32103kN  (11)

Noteu que les forces Fuy i Fa3 tendeixen a deformar V'espira, és a dir, a eixamplar-la
lateralment, pero com que l’espira és rigida, no es deformara. Com que aquestes forces
actuen en sentits contraris i sén iguals, si considerem que Uespira és rigida, és a dir,
indeformable, la seua contribucié a la forca total és nul'la.
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12.1 Una espira rectangular, de costats h = 0.5 m i £ = 0.2 m, es mou a través d'una
regi6 en qué el camp magnétic ve donat per By = B, =0T iB, = (6—-y) T, ony
vindria expressat en metres. Si ¢ = 0 quan l'espira estd en la posicié mostrada en la
figura, calculeu la forga electromotriu induida en V’espira en funcié del temps: (a) si la
velocitat de l'espira és constant i val v = 25 m/s, i (b) si 'espira parteix del repos i
té una acceleracié constant @ = 2j m/ s?. (c) Repetiu els calculs quan el moviment és
paral-lel a I'eix OZ en comptes de ser paral-lel a U'eix OY. (d) Calculeu el corrent induit
en l'espira si la seua resisténcia és R = 2 (1 i el seu coeficient d’autoinduccié és negligible.

V4

|

By=(6-y)T,By=B,=0T
v=(0,,0) m/s,h=05m,£=02m, R=20Q
quan el costat dret de l'espira estaeny=0m, t =0s
V7 si { (a) v=2jm/s,a=0 m/522

(by vo=0m/s,a=2j m/s
(c) repetiu (a) i (b) quan v = (0,0,v) m/s
(d) I induida?

Segons la llei de Faraday-Henry, la forga electromotriu Vg esta relacionada amb la variacié
amb el temps del flux del camp magnétic g a través de la superficie tancada per l’espira,

ddg
Ve = ——= 1
¢ dt (1)
i el flux magnetic ®p esta relacionat amb el camp magnetic B per la integral a través de
la superficie delimitada per 'espira,

Bp = / Bds : (2)
espira

Calcul del flux magnétic ®5: Segons la figura de 'enunciat, els components del camp
magneétic sén B = (B,,0,0), i 'element diferencial de superficie dS es troba sobre el pla

Y Z, per tant hi correspon un vector | erpendiculor a aquest pla, és a dir, amb direccio
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X, dS = (dS,0,0). D’aixd obtenim que BdS = B,dS.?! Aixi, doncs, de eq. (2) ide
les expressions anteriors, tenim

@3-—/ B,dS = // (6~ ydydz—/ dz/(G y) dy
esplra espu'a. espu‘a

Ye

=h (6 yydy=h (63/ - %—)

Y

(3)

Yi

on hem expressat I'element de superficie en coordenades cartesianes, dS = dydz, i on
dz és igual a la longitud del costat que es troba sobre V'eix Z, f dz = h. Els limits de
la integracié en y de I'eq. (3) corresponen a la posicié del costat esquerre (limit inferior,
¥;) 1 a la posicié del costat dret (limit superior, ys). Perd la posicié d'aquests costats
no és fixa, ja que (segons la descripcié del problema) depén del temps en la forma que
correspon a un moviment uniformement accelerat,

1
Y =Yg + vot + -2-at2 (4)

(a) Per al calcul del limit inferior, y;, en funci6 del temps, tindrem en compte que:
Yo = 0,90 = v,a =0, i aplicant-hi I'eq. (4), tenim

Yy =ut ®)
Per al limit superior, ¥s, tenim que: yg = £,v9 =v,a = 0, i de 'eq. (4) obtenim
ys =L +vt (6)

Si substituim aquests Hmits d’integracié en Peq. (3), obtindrem el flux del camp magnetic
a través de la superficie delimitada per 'espira

2
@Bzh(sy—%-)

£+t

2
(68 - g—; - m) @)

Una vegada coneixem la dependeéncia del flux magnétic amb el temps, podem aplicar-hi
l’eq. (1) i obtindrem la forga electromotriu induida, Vg,
ddg

Vg:-——(-i'%—:he’l)=0.2v (8)

vt

=h [GE +6vt— & +27’t) _ o4 ]

(b) El procediment en aquest cas és igual al de l’apartat (a), pero els limits superior i
inferior de la integral en y en I'eq. (3) variaran de forma diferent. Per a calcular el limit
inferior, y;, sabem que yo =0, vg =0, a = 2 m/s?, i, segons l'eq. (4), tindrem que

1 2
C = —qt
vi=3 9)

21A1 final del problema es discuteix Peleccié del signe de ds.
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Per al limit superior, ¥, tenim que yo =4, vo =0, a =2 m/s?, i, de nou per Deq. (4),

Ys = {4 -%at2 (10)

En aquest cas, després de substituir les egs. (9) i (10) en l'eq. (3), el flux del camp
magnétic sera

g~ (e+at®/2 2 2
y 14 Lot
@3=h<6y——) =h(6€——-——> (11)
2 /a2 2 2
i la for¢a electromotriu induida sera
Ve = —%ﬁ = hlat = 0.2t V (12)

Noteu que en el cas (a) la forga electromotriu induida era constant amb el temps, eq.
(8), mentre que ara depén del temps, eq. (12).

(¢) Calcul del flux del camp magnétic ®p per al cas en que la velocitat de ’espira estiga
dirigida al llarg de l’eix Z, v = (0,0,v): No ha canviat res pel que fa al camp magnétic
B i a 'element diferencial de superficie dS. Només hi ha hagut canvi en el moviment
de l'espira, és a dir, en els limits superior i inferior de la integral en ¥ que apareix en
'expressi6 (3). La coordenada inicial, y;, del costat esquerre es manté constant durant
el moviment, ja que aquest moviment és cap amunt (eix Z) i val y = 0. El mateix
raonament val per a la coordenada del costat dret de l'espira, per tant, el limit superior
de la integral que apareix en 'expressié (3) valdra y, = €. Si fem les substitucions
corresponents en ’eq. (3), i després d’operar, el flux magnétic sera

e2
P =h (66— 3) = 0.59 Wb (13)

Com podem veure, el flux del camp magnetic ®5 no depén del temps en aquest cas i,
per tant, la forga electromotriu induida és nul-la, Vg = —d®p/dt = 0. Aixd és cert, tant
en el cas en qué la velocitat siga constant com quan hi ha acceleracié vertical, ja que en
els dos casos les coordenades y de Pespira no canvien.

(d) Per a calcular el corrent I induit en I'espira utilitzarem la relacié
Vi
Ve=IR = I=-% (14)

on R és la resisténcia de 'espira i V¢ és la forga electromotrin induida, i no hem con-
siderar la forca electromotriu que s’hi ha induit. En l'eq. (14) només hem inclos la
forga electromotriu induida i no hem considerat la forca electromotriu que s’autoinduiria
I'espira quan per aquesta circula un corrent variable amb el temps, perqué en I'enunciat
del problema hem dit que el coeficient d’autoinduccié de 1'espira, L, és negligible.
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En els diferents casos en qué coneixem la forga electromotriu Vg, tindrem?2

(a) In = V—;’f‘- =01A (18)
V.
(b) I =22 =01t A (19)
17
(c) Ie = ;éc =0A (20)
Z
—_ A\Iindui't
Bindu‘itk .
Y
X
Fic. 1

Per a determinar el sentit del corrent induit en els casos (a) i (b) farem servir el
raonament segilent. Segons la llei de Leng, la forga electromotrin induida s’oposa a
la variacié del flux del camp magnetic &5 i com que Py disminueix en moure l'espira
cap a la dreta, el camp magnétic induit Bi,quie —associat al corrent induit I, eq. (14)-
ha d’augmentar en anar I'espira cap a la dreta (perqueé el flux total degut als camps
magnetics B i Biyquit N0 canvie). Aixd correspon a un corrent que circula per I’espira en
sentit antiborari, tal com representa la fig. 1.

També podriem haver obtingut el sentit del corrent induit si tenim en compte que
per haver elegit com a element de superficie dS = dS i, aixd implica que hem triat un
sentit de referéncia per a recérrer el perimetre de la superficie (és a dir, per a recérrer el

22De fet, en incloure-hi la forga electromotriu induida, — L dI/d¢t, ’eq. (14) es convertiria en
dJ
Vg -~ L— =1IR 15
£ M (15)
El nou terme afegit només tindria efecte en el cas (b), en qué el corrent és funcié del temps i P’equacié

diferencial en aquest cas seria

0.2t — L% =1IR (16)

la solucié de la qual que satisfa la condicié inicial I(t = 0) = 0 s’escriu

_ 02t 02L —Rt/L
I-—E——RT(I—e ) (1
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circuit). Aquest sentit de referéncia s’obté amb la regla de la ma dreta quan fem coincidir
el dit polze amb el sentit del vector superficie, i, en aquest cas, els altres dits assenyalen
el sentit de referéncia per al corrent induit. En el nostre cas seria un sentit de referéncia
antihorari. En aplicar-hi la llei de Faraday-Henry s’obtenen els resultats (18) i (19), per
als casos (a) i (b), respectivament. Com que aquestes forces electromotrius tenen signe
positiu, aixo significa que el corrent induit és en el mateix sentit que el que hem pres com
a sentit de referéncia per a recérrer l'espira. Si el signe final de la forga electromotriu
féra negatiu, aixo significaria que el corrent induit recorre I'espira en sentit contrari al
que haviem proposat com a sentit de referéncia.

12.2 Una vareta conductora (massa m = 20 g, longitud C = ‘50 cm i resisténcia
R = 25 1) baixa relliscant per uns carrils conductors paral-lels, els quals formen un an-
gle de 20° amb I'horitzontal. Els carrils estan units per la seua part inferior mitjancant
un fil conductor, tal com indica la figura. En aquesta regié hi ha un camp magnetic uni-
forme, B = 5 T, que és perpendicular al pla horitzontal sobre el qual recolzen els carrils.
El moviment de la vareta sobre els carrils és, primerament, accelerat i es converteix, pos-
teriorment, en uniforme. (a) Expliqueu raonadament per qué el moviment de la vareta és
tal com s’ha descrit. (b) Calculeu la velocitat de la vareta, la forga electromotriu induida
en el seu extrem i el corrent que passa pel circuit durant l'interval de temps en que el
moviment és uniforme. Suposeu que el circuit format per la vareta i els fils conductors
té un coeficient d’autoinduccié negligible.

B=5T,m=20g=002kg, C=50cm=05m, R=25, o =20°
(2) moviment de la vareta?
(b) quan la velocitat és constant: v, Vg, I?

Farem la descripcié del moviment de la vareta des del sistema de referéncia del pla
horitzontal sobre el qual recolzen els carrils.

(a) Les forces que actuen sobre la vareta sén: el seu pes, P; la forga F produida pel
camp magnetic B sobre aquesta (considerada com una linia de corrent) i la forga exercida
entre corrents (més endavant veurem que és negligible davant les forces anteriors).
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Inicialment no circula cap corrent pel circuit, ja que el camp magnétic B és uniforme
i aixd implica que el flux magnétic que travessa la superficie tancada per 'espira no varia
amb el temps (ja que la superficie també es manté constant),

og = /BdS = constant (1)

Segons la llei d’induccié de Faraday-Henry, no hi ha forga electromotriu induida (ni
corrent induit) en Vespira. Per tant, inicialment iinica for¢a que actua sobre la vareta
conductora de longitud C és el seu pes.

La forca produida per un camp magnetic uniforme B sobre un segment rectilini de
corrent, £, ve donada per F' = I[€x B, iés nul-la inicialment, ja que la intensitat de corrent
és zero, com hem dit abans. Com que el moviment de la vareta C transcorre al llarg d’un
pla inclinat (I'angle del qual és a), el component de la for¢a (pes) que actua a través
del pla és Psina (fig. 1). Inicialment, el moviment de la vareta C sera uniformement
accelerat, i Vacceleracié al llarg del pla de caiguda val @ = gsina i 1a forga és

F =ma =mgsina 2

vista lateral del sistema
de varetes conductores

Fic. 1

En el moment en qué comenga a caure la vareta pels carrils conductors, la superficie
tancada per I'espira canvia (es redueix) amb el temps, i per aixo el flux del camp magnétic
que travessa aquesta superficie també canviara amb el temps (recordeu que el camp
magnétic B és constant), cosa que donara lloc a la induccié d’una forga electromotriu,
Ve. Segons la llei de Faraday-Henry, aquesta ve donada per

d®g
Ve=—"g ®)

Aixd vol dir que hi haurd un corrent induit I en 'espira.?® En aparéixer aquest corrent

23No tindrem en compte els efectes de Vautoinduccié en el corrent induit perque, com hem dit en
Penunciat, el coeficient d’autoinduccié del circuit és molt petit.
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comengard a actuar la forga creada pel camp magnétic B sobre les linies £ per les quals
circula el corrent I,

F=ItxB “

Fic. 2

El sentit del corrent induit ve determinat per la llei de Lenz. En baixar la varets C,
disminueix el flux del camp magneétic, ja que I’area envoltada per l'espira disminueix. Per
tant, el corrent induit ha de ser tal que el camp magnétic que genera (Binquit) s’opose a
aquesta disminucié del flux del camp magnétic. Aquesta situacié correspon al sentit del
corrent representat en la fig. 2. Segons hem dibuixat els eixos, el camp magnétic exterior
serd B = Bk, i la linia de corrent corresponent a la vareta per £ = —C'j (fig. 3). Segons
'eq. (4), la forga deguda al camp magnetic valdra,

F=-ICBi o
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La fig. 4 representa una vista lateral del sistema des de I'eix Y. I en la fig. 5 apareixep
les forces que actuen sobre el pla de lliscament. Segons podem observar clarament ey
la fig. 5, al llarg del pla de caiguda apareix una for¢a ICBcosa, oposada a la caiguda
accelerada de la vareta C i, com a conseqiiencia, la vareta es frenara.

Fic. 4 Fic. 5

FEl moviment que resulta verificara la segona llei de Newton,

ZF:ma (6)

Descriurem el moviment de la vareta C al llarg del pla de caiguda, aix{ emprarem 'eq.
(6) en forma escalar, Y F' = ma, on a és el component de Pacceleracié al llarg d’aquest
pla i la suma de forces que hi actuen sén el component del pes més el component de la
forca magnetica projectats sobre el pla de lliscament. Per tant, el moviment que descriu
la vareta ve donat per 'equacié

mgsina ~ ICBcosa = ma (7)

En un principi, la vareta comenga a lliscar a causa de el component del pes en la
direccié del pla inclinat, eq. (2). Una vegada en moviment, el camp magneétic B indueix
un forga electromotrin, i per tant, una intensitat de corrent en l'espira, aix6 produeix una
forga magnética sobre la vareta conductora, la qual cosa s’oposa al moviment accelerat
inicial, eq. (7). El terme que s’oposa a la caiguda va augmentant amb la velocitat (ja que
I'area envoltada per P'espira disminueix a mesura que augmenta la velocitat), fins que el
terme de caiguda s’iguala al terme oposat a la caiguda. A partir d’ara el moviment de
la vareta és uniforme.

(b) A continuaci6 calculem el valor de la intensitat de corrent I. Per a fer aixd, ens basem
en la llei d’induccié de Faraday-Henry, Vg = —d®g/dt, i en la llei d’Ohm, Vg = IR.%4

24En la part esquerra de la llei d’Ohm només hem tingut en compte la forga electromotriu induida, Vg,
i no hi hem afegit la diferéncia de potencial autoinduida per la variacié de corrent en Pespira. Aixo esta
Jjustificat perqué hem establert en 'enunciat que el coeficient d’autoinduccié del circuit és molt petit.
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Fic. 6 Fic. 7

Calcul del flux del camp magnétic: &g = fespira BdS = fespiraB cos adS segons la
fig. 6. En aquest cas el camp magnetic B i el cosa s6n constants, per tant, el flux del
camp magnetic és $p = Beosa [ dS = Beosas, i S és la superficie tancada per I’espira,
la qual no és constant. Si expressem la superficie com S = Ce, on C és la longitud de la
vareta i la longitud e és variable amb el temps (fig. 7), la for¢a electromotriu induida en

’espira sera

d(I’B d de ’
Ve = -5 = —d—t(BCe coso) = —BC g cos o= —BCvcos o (8)
hem considerat que de/dt = v és la velocitat de caiguda de la vareta. A paf’cir de la llei
d’Ohm, i de P'expressié (8), obtenim el mddul del corrent 7,

_ BCvcosa

! R

(9)

que depén de la velocitat v amb la qual es mou la vareta. Si substitulm aquest valor de
la intensitat de corrent I en ’expressié (7), obtenim I'equacié del moviment que descriu
la vareta

mgsin o — (BC cos a)z% =ma (10)

El moviment sera uniforme quan I'acceleracié a siga nulla; aixo ens permet calcular la
velocitat uniforme de la vareta,

Rmgsina
=— = 11
U= Bl ey = 30 m/s (11)

Si substituim aquest valor uniforme de la velocitat v de la vareta en leq. (9), obtenim
la intensitat de corrent I durant el moviment uniforme de la vareta

=9 = -2 12
I — < -_— . . i
I=z5tana = 28510 A (12)
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I si substituim la velocitat v en I'eq. (8), obtenim la forga electromotriu, que, en mady;
val

Rmg
BC

Ve = tana =0.713 V (13)

Logicament, aquest resultat coincideix amb el que s’obté a partir de la llei ¢’Ohm, V; =
IR.

Fia. 8

En aquest problema no hem considerat la forga exercida entre les dues linies de
corrent, representades en la fig. 8. Seguidament demostrarem que aquesta suposicié és
raonable, ja que aquesta forga, en modul, valdra

_ ml?

F= 2re

C (14)
(on e és la separaci6 entre les linies de corrent) i sera repulsiva, perqué les linies de corrent

sén antiparal-leles. Per a les dades del problema, tenim

10-11
_ 1.3-10 N
e

F (15)
on e seria expressat en metres. Si comparem aquest valor amb la forca gravitatoria,
la qual val F = mgsina = 6.70 - 1072 N en la direccié que uneix les linies de corrent
superior i inferior, apreciarem que la forca exercida entre els corrents superior i inferior,
eq. (15), és insignificant davant la resta de totes les forces del problema. Aquesta forga
només deixara de ser insignificant, quan e — 0, és a dir, quan la separaci6 entre les linies
de corrent siga molt menuda.

12.83 Un fil conductor, ABCD, constitueix una espira de forma quadrada, que esta
situada en un pla vertical de tal manera que el costat inferior, CD, es troba a la vora
d’una regié on hi ha un camp magnetic uniforme, tal com representa la figura. La secci6
del fil conductor és 5 = 1 mm?, el costat de Vespira és £ = 2.5 cm i el valor del camp
magnetic és B = 10* G; la densitat massica i la resistivitat del fil sén, respectivament,
8 =89 g/cm3 ip=16-10"% Q cm. Deixem caure I'espira, sense velocitat inicial,
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de manera que la caiguda és una translaci6 vertical. Si suposem que l'autoinduccié és
negligible, (a) calculeu l'equaci6 del moviment, la velocitat de ’espira i la intensitat de
corrent que la recorre, en funcié del temps, fins a I'instant en que el costat AB penetra
també en la regi6 on hi ha camp magnetic. (b) Quines caracteristiques tindra el moviment
de lespira quan estiga totalment immersa en la zona on hi ha el camp magnetic B?

/
A BT
|
W4
]
I
:
X X XY
C D
X - X X X X
B
X X X X X X X X

(=25ecm=002m s=1mm?=10%m? B=10*G=1T
B=2809 g/cm® = 8900 kg/m?, p=1.6-10Qem =1.6-10"3Qm
equaci6 del moviment?
(a) abans que AB penetre en el camp B: { v(t)?
I(t)?

(b) caracterfstiques del moviment quan tota I'espira es troba dins de B?

(a) L’espira comenca a caure pel seu propi pes. A mesura que va penetrant en el camp
magnetic, va augmentant 'area de P'espira que és travessada per aquest camp magneétic
B Esa dir, a mesura que passa el temps va augmentant el valor del flux del camp
magnétic, . Per tant, hi haurd un corrent induit I, que, a partir de la llei d’Ohm

Vv
I=— 1
= (1)
i de la llei de Faraday-Henry
dPg
~ 2B 2
= (2)

podem escriure com

1 d®g (3)

[=—-—-—8

R dt

En les expressions anteriors R és la resisténcia de I'espira.®

25En la diferéucia de potencial no hem inclds el terme degut a autoinducci6, perqué hem considerada
negligible, segons ’enunciat del problema.
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Fic. 1

Fl flux infinitesimal del camp magnétic, d®g, ve donat per {fig. 1)
d¥g = BdS = — BdS = - B¢dy (4)

Per a obtenir el resultat anterior hem tingut en compte que el camp magnetic B és
antiparal-lel a Pelement diferencial de superficie dS, i que també podem escriure dS =
£dy. Si substituim l'eq. (4) en Peq. (3), tindrem

Loty _ B,

I'=%7B% R (5)

on el modul de la velocitat val v = dy/dt, i com que aquesta és de caiguda, s’afegeix el
signe menys en P'expressié anterior. Com veiem, la intensitat que circula per Vespira és
una funcié de la velocitat de caiguda (la qual calcularem més endavant).

Pel fet que hi ha un corrent I pel circuit, el camp magnetic hi produird una forga.
Sobre els dos costats verticals de l'espira (AC i BD) actua la mateixa forga magnéetica,
perd de sentit contrari (ja que els corrents en ambdés costats sén iguals perd tenen sentits
oposats). Per tant, si suposem que ’espira és indeformable, les forces magneétiques que
actuen sobre els costats verticals no produeixen cap forga magnética neta. L’dnica forga
magnetica que hi actuara serd sobre el costat CD de I'espira, immers en el camp magnétic
B, i, com que la direccié del corrent i del camp magnétic sén perpendiculars, la forca en
modul val

F=1I/B (6)

El sentit d’aquesta for¢a serd a favor de la caiguda o contrari a la caiguda vertical,
depenent del sentit del corrent I. Aixi, segnidament calcularem el sentit de la intensitat
del corrent I.

El flux magnetic Pz que penetra en I'espira augmenta a mesura que aquesta entra
en la regié on hi ha camp magnétic B. La intensitat del corrent I induit produird un
camp magnetic induit Bi,q que s’oposara a aquest augment del flux magnétic g (amb
el camp magnétic B dirigit cap a dins del paper), per tant, Bing ha d’eixir del paper dins
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|'area de I’espira i, segons la regla de la ma dreta, el sentit de la intensitat de corrent que
produeix aix0 sera el que representa la fig. 2.

A B

L ooud

T~ fBind
C > D

Fia. 2

La forga magnética sobre el costat CD de P'espira serd cap amunt, segons la relacié
F = I€ x B, on cal recordar que B és el camp magneétic aplicat, no I'induit. Aixi, doncs,
les forces que actuen sobre I’espira s6n el pes, P (cap avall) i la forca magnetica F' sobre
el costat CD (cap amunt). El pes és

P =mg = 44s8qg (7)

on hem considerat que massa = volum - densitat. De la fig. 3 es desprén que el volum de
Pespira és 44s (on s és la seccié del fil que forma Despira), i B n’és la densitat. Després
de substituir el valor de I, eq. (5), dins l'eq. (6), la forga magnética és

202

S hi ha quatre costats
' com aquest

Fia. 3
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La resultant de les forces verificara la segona llei de Newton, > F' = ma, escrita en forma
escalar, perqué tot el moviment té lloc en una sola direccié. Si usem les expressions
anteriors i que 'acceleracié val @ = dv/dt, escriurem

B2¢? dv
48Bgs — TV 4£sﬂ-(—i—t- 9)

El signe menys entre les dues forces indica clarament que aquestes sén de sentits oposats,
L’equacié diferencial que descriu la velocitat de ’espira és

dv B2

———p—g =0 10

a 165" Y 10)
on hem utilitzat la relacié R = p-longitud/secci6; és a dir, R = p4{/s, ja que la longitud
total del fil d’aram és 4¢. En I’eq. (10) esta continguda la descripcié del moviment. Per
a obtenir explicitament la velocitat v de espira en funcié del temps, £, procedirem de la
seglient manera. Escriurem P'eq. (10) en la forma

—dv B?
= - dt 11
T6789/B" —v 169 )
i integrarem els dos costats de la igualtat. Aix{i obtenim
16p8g B?
In{———-v})=————t+C
n( I ’U) 1678 + (12)

on C és la constant d’integracié. Si utilitzem la relacié que hi ha entre el logaritme
neperia i 'exponencial, obtenim

16p8g B2 B2
— = ——t+C)=A - t 13
B2 P\~ Top8° P\~ Topg (13)
amb A = exp(—C). Per tant,
16p8g B?
= A - t 14
v B2 + A exp ( 1608 (14)
Si suposem que inicialment 'espira estd en repos, podem fer la substitucié t = 0 i
v = 0 en l'eq. (14) i aix{ tindrem que la constant d’integracié val A = —16p3g/B%.
Finalment, la solucié per a la velocitat com a funcié del temps, és

v(t) = 16;;59 [1 ~ exp (-— Té-g—:-ﬁt)J = 2.23- 10721 — exp(—439t)] m/s (15)

Si volem calcular la posici6 del costat CD de 'espira com a funcié del temps, integrem
I’expressi6 (15):

Wty = w0=[owa =

16 16
v = e+ ()

2 32
g exp (—— m) +K (16)
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on ara K és una nova constant d’integracié. Si assignem a la posicié inicial el valor zero
(t=0,y = 0), després de substituir dins I'eq. (16), tindrem que

()’ o

Segons les condicions inicials que hem pres, la posicié del costat CD de I'espira en funcié
del temps és

y(o) = =% {t - [1 o (“ 1§:ﬁt>] }

=2.23-1072 {t —2.28 - 1072 [1 — exp(—439t)]} m (18)

El calcul de la intensitat de corrent I en funcié del temps és immediat a partir de les
egs. (5) 1 (15),

2
[ = 4.%2‘3 [1 — exp (-— %t)] =0.35 [1 — exp(~439%)] A (19)

(b) Quan tota l'espira penetra en el camp magnétic B, el flux magneétic g sera con-
stant, ja que el camp magnétic B és constant i la superficie de ’espira travessada per B
sera sempre la mateixa, una vegada estiga aquesta dins el camp magnétic B. Aixo és,
d®g/dt = 0, i no hi haura forga electromotriu induida, és a dir, no hi ha corrent I induit.
Segons 1’eq. (6), no hi actuara la forga magnetica; I'inica for¢a que continua actuant-hi
és la gravitatoria. En conseqiiéncia, en entrar tota ’espira en el camp magnetic B, el
moviment serd uniformement accelerat (amb acceleracié g) i amb velocitat inicial igual
a la corresponent a la velocitat amb qué arriba ’espira al final de la fase anterior.
En les figs. 4 apareixen les representacions grafiques de v(t), y(t) i I(t).

A ,

Fic. 4
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12.4 Una vareta metal-lica, de longitud ¢, gira en un pla horitzontal amb velocitat
angular constant w al voltant d’un dels seus extrems, el qual es manté fix. La vareta eg
troba en una regié de I'espai en qué hi ha un camp magnétic vertical B. Calculeu: (a)
la forga magneética sobre un electré situat a una distancia r de Pextrem fix de la vareta;
(b) el camp eléctric induit al llarg de la vareta, i (c) la diferéncia de potencial entre els
extrems d’aquesta.

Wi

B = camp magnetic, £ = longitud de la vareta,

w = velocitat angular (= constant)

(a) F sobre un electré a una distancia r de I'extrem fix de la vareta?
(b) camp eléctric induit en la vareta, £?

(c) V entre els extrems de la vareta?

(a) La for¢a que actua sobre una carrega q en moviment, quan aquesta es troba en una
regié on hi ha un camp magnetic B, ve donada per

F=quxB (1)

on v és la velocitat de la carrega. Segons el sistema de coordenades elegit en la figura de
Penunciat, el camp magnétic és B = Bk i la velocitat de V'electré v és un vector que es
troba sempre en el pla XY i, per aix0, és perpendicular al camp magnéetic B. Per tant,
el modul de la forga magneética s’escriurd

F = quBsin 90° = quB (2)

on ¢ és la carrega de l’electrd en valor absolut (¢ = 1.6 - 107'% C). Si considerem que
’electrd es troba a una distancia r de I'eix de gir, la velocitat lineal d’aquest serd v = rw,
i el modul de la for¢a magnética sobre V'electré valdra

F = qrwB (3)

El sentit d’aquesta forca el determinarem emprant la regla de la ma dreta per al
producte vectorial representat en I'eq. (1). La velocitat v de [’electré és sempre per-
pendicular al camp magnétic B (vegeu la fig. 1), de forma que el seu producte vectorial
esta dirigit en la direccié radial allunyant-se del centre de gir; perd com que la carrega
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de l'electré és negativa, ¢ = —1.6 - 10719 C, I'eq. (1) déna una forga radial dirigida cap
al centre de gir, segons mostra la fig. 1.

Z
.
FeqixB_| A"
X > B
Fic. 1

(b) Si volem interpretar el moviment de la carrega com si féra degut a un camp electric que
déna lloc a una diferéncia de potencial (o forga electromotriu) induida, farem el segiient
raonament. A partir de la relacié6 F = g€ podem relacionar la forga que experimenta
la carrega, eq. (3), amb el camp eléctric que induiria la diferéncia de potencial. Aixi,
obtenim que el modul del camp electric induit en la vareta sera

F

E=—=rwB 4
- @

i la seua direcci6 és radial i dirigida allunyant-se del centre de gir de la vareta, perque
les carregues negatives (com és el cas de l'electrd) es mouen en sentit oposat al camp
electric.

(c) El potencial electric V' entre els extrems de la vareta esta relacionat amb el camp
electric, £, per mitja de la relacié

E=_VV (5)

‘Atesa la simetria del problema, treballarem en coordenades cilindriques. Si escrivim
I'eq. (5) per a I'dnica coordenada rellevant en aquest cas, que és la coordenada radial 7,
tenim

av
— (6)

Noteu que hem usat derivades totals, en comptes de derivades parcials, perqué segons es
desprén de l'eq. (4), només hi ha dependeéncia amb la coordenada r.
De I'eq. (6) calculariem el potencial tal com segueix

dV =-£&dr = /dV:-‘/Sdr' (7)
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Per a obtenir la diferéncia de potencial entre els extrems de la vareta, V(r = £)—V(r =
0) = V,—Vp, substituim els limits corresponents en les integrals que apareixen en la relacig

(7);
/‘;&dV:——/oeé‘dr ®)

i si emprem I'expressié (4) per al camp electric,

wBr2 ¢ w2
= Vi—-Vo=— 5 (9)

¢
V}g——Vb:—/ rwBdr = —
0 0

D’aquesta expressié concloem que el potencial és major en el centre de gir de la vareta
que en 'extrem

Ve-%<0 = Vi<W (10)

La forga sobre els electrons estava dirigida cap al centre de gir (fig. 1). L'eq. (10)
estd d’acord amb aquell resultat perqueé les carregues positives es mouen en el sentit
dels potencials decreixents i les carregues negatives (com els electrons) en el sentit dels
potencials creixents.

Aquest és un problema en que la induccié d’una diferéncia de potencial no s’ha degut
a un flux magnetic variable amb el temps (llei de Faraday-Henry), siné que s’ha produit
perqué un conductor es mou en una regié on hi ha camp magnétic i aixd provoca una
forga sobre els electrons del conductor.

12,5 Considerem la superficie torica engendrada per un quadrat, de costat 2a = 2
cm, que gira al voltant d’un eix contingut en el seu pla i que é paral-lel a un dels
seus costats. Sobre aquesta superficie es construeix una bobina enrotllant 600 espires
distribuides regularment. La distancia des de l'eix de gir fins al centre del quadrat és
£ =6 cm i la intensitat que circula per cada espira és I = 5 A. Calculeu: (a) el flux total
del camp magnétic a través de Venrotllament d’espires; (b) el coeficient d’autoinduccié
de la bobina, i (c) el flux i 'autoinduccié respectius quan el quocient a/¢ és molt petit.

eix de gir ! Z

e
o}
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2¢=2cm = a=10"%2 m, N = 600 espires, ] =5 A, {=6 cm = 0.06 m
(a) Qtotal?

(b) L?

(c) si o/ és molt menut: Piota) i L?

La superficie torica engendrada pel gir del quadrat té la forma representada en la fig. 1.

i eix de gir
!

Fic. 1

(a) Per a calcular el flux del camp magnetic, ®g, a través de totes les espires que estan
enrotllades, cal conéixer el camp magnetic en la regi6 interior de cada espira. Per a fer
aixo utilitzarem la llei d’Ampére, la qual ens diu que la integral del camp magnetic al
llarg d’una linia tancada és directament proporcional al corrent net que circula a través
de la superficie delimitada per aquesta linia tancada,

}( Bdl = polne (1)

la constant de proporcionalitat és la permeabilitat del medi on hi ha el camp magnétic,
que en aquest cas és el buit,*® i per aixd hem posat pg en 'eq. (1).

(costat exterior del tor)
corrent que ix pel pla del paper

sistema d'espires
vistes des de damunt
de I'six de gir

(costat interior del for)
corrent que entra pel pla del paper

M-

circuit d'integracid

Fic. 2 v

26Mentre no diguem el contrari, considerarem que tots els problemes transcorren en el buit,.
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Les operacions derivades d’aplicar aquesta llei es poden simplificar quan els sistemes
que s’estudien presenten algun tipus de simetria, ja que en aquest cas es pot elegir el
cami d’integracié amb la mateixa simetria que la del problema.

En el problema que ens ocupa, ens interessa el valor del camp magnetic en els punts in-
teriors a les espires. Per tal d’aprofitar la simetria cilindrica que presenta el tor d’espires,
utilitzarem com a cam{ d’integraci6é una circumferéncia de radi r centrada en 'eix de gir,
de manera que (£~ a) <7 < (€+ a), tal com representa la fig. 2.

Segons la llet de Biot 1 Savart, el camp magneétic B creat per cada espira en el sen
interior sera normal al pla d’aquesta (fig. 3). En conseqiiéncia, el camp magnétic en la
zona interior del tor serd tangent a la circumferéncia de radi r. Aixod implica que B i d#
sén paral-lels al llarg de tot el cami d’integracid, i podem escriure

deZ:deé:B%dé:ZvrrB @)

Després del segon signe igual hem emprat el fet que el modul del camp magnétic val el
mateix al llarg de tot el cam{ d’integracid, ja que per simetria B només depén de r i no
pot tenir valors diferents quan la distancia a qué es troba de 'eix de simetria no varia.
La integral § d¢ de I'element de linia al llarg de la circumferéncia de radi 7 que correspon
al camf{ d’integracié val 27r, és a dir, el perimetre d’aquesta.

Wi

Fic. 3 Fic. 4

La intensitat de corrent net que travessa la superficie delimitada pel circuit d’integracié
que estem considerant per a aplicar-hi la llei d’Ampére, eq. (1), val

Inet =NI (3)

ja que s6n N els costats de cada espira que es troben en la part interior del tor (fig. 2) i
cadascun d’aquests porta un corrent 1.

De les egs. (1)-(3) obtenim que el madul del camp magnétic en un punt qualsevol de
Pinterior del tor, creat per tot el corrent, val

1
B=toIN (4)

2r

1 el seu sentit és determinat pel sentit dels corrents en les espires i per la regla de la ma
dreta (fig. 4). Com podem apreciar per I'eq. (4), el camp magnétic no és uniforme, siné
que depén de la distancia r a I’eix de gir.



INpUCCIO ELECTROMAGNETICA 277
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Ara que ja coneixem el camp magnétic B, estem en condicions de calcular-ne el flux
a través d’una espira,

@:/Bds (5)

Com hem vist abans, el camp B és normal en la superficie delimitada per aquesta i aixd
vol dir que és paral-lel al vector que representa la superficie; és a dir, B || dS. Per aixo,
el flux a través d’una espira, eq. (5), es pot escriure

@:/Bds ' 6)

i com que, segons ’eq. (4), B només depén de la distancia radial, podem escriure dS en
la forma dS = 2a dr, segons il-lustra la fig. 5. Per tant,

l+a Z—i-ad
® =/ /LOINzadT _ ;LOINa/ dr _ mwlINa In (€+a) @
Vo 27T s tea T 7w £—a

El flux, a través de tota la bobina, del camp magnetic B creat per les N espires sera
la suma del flux a través de cadascuna de les N espires

2 £
Brom = N® = LIV 0}, ( a “) = 2.42- 1073 Wb (8)
s {—a

eix de gir;
!
I 4
T :
) i2a
i |
{ l
| [' a + a*
|
{
|

Fic. 5

(b) El coeficient d’autoinduccié, L, esta relacionat amb el flux del camp magnétic creat
pel mateix corrent que circula per la bobina,

. \
L= Dot _ poN7a, (L4aN _ o oty ©)
I g {—a

on hem fet {is de V'expressié (8). Aquest valor de L és una caracteristica del circuit.
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(c) En el cas en que o/ é& molt menut, podem intentar desenvolupar les expressions (8) i
(9) en series de poteéncies de a/£. Quan (a/€) — 0 el desenvolupament de In{(¢+-a)/(¢—a)]

és
C+a) 1+a/t\ 22 2 a\3
ln(e_a>—ln<l_a/e>~ Z+5(3) + (10)

on hem usat que, quan 22 < 1,

x4z
1n(1+:v)~a:——é—+§—... (11)
z? 28
ln(l——az)N—a:——z———é——... (12)
3
ln(g)=ln(1+:1:)~ln(1—:v)z2(:v+%—+...> (13)

Si en I'eq. (10) ens quedem fins a primer ordre en a/¢, ja que per ser a/¢ molt menut
podem negligir els termes d’ordre superior, en substituir dins les egs. (8) i (9), obtenim

21,2
Byt -2-”—0%—[—‘1— =2.40- 1073 Wb (14)
2,2
L~ -2-‘—“17]?\/% =4.80-10* H (15)

Com podem apreciar, aquests resultats sén molt similars als que hem obtingut quan
hem usat les férmules exactes, egs. (8) i (9). Aixd era de preveure, perque a/f = 0.17 és
un valor relativament menut, que justifica I'aproximacié feta en aquest darrer apartat.

Aquesta quasicoincidencia de resultats numerics, egs. (8) i (14), i egs. (9) i (15),
serveix com a comprovacio, ja que, tant pel metode exacte com pel metode aproximat
(quan aquest és possible), hem arribat practicament al mateix resultat.

12.6 Una linia de corrent esta formada per dos fils conductors cilindrics molt largs (els
quals suposarem que s6n infinits) i paral-lels, per cadasci dels quals circula un corrent 7,
en sentits oposats. Calculeu el coeficient d’autoinduccié per unitat de longitud d’aquesta
Iinia. El radi de cada fil és a i la separacié que hi ha entre els centres d'ambdés és £.
Suposen que a < £ i, per tant, es pot negligir el flux a través dels fils conductors. -

a = radi, £ = separacié dels fils conductors, ¢ < £ , I = constant
L = L/(unitat de longitud)?

Per a conéixer el coeficient d’autoinduccié, L, hem de calcular el camp magnétic B creat
pels corrents, i després el flux del camp magnetic ®5 a través de la superficie que hi ha
entre els dos fils conductors, ja que el coeficient d’autoinduccié esta definit com

bg

L=-F (1)
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on @ és el flux del camp magnétic creat pel corrent 7.
El modul del camp magnétic generat a una distancia radial r del fil conductor que
transporta un corrent I ve donat per l'expressié segiient

- kol
= 27 (2)

i la seua direccié és tangent en cada punt a una circumferéncia centrada en la linia del
corrent, amb el sentit determinat per la regla de la ma dreta.

PR
=

]
N

Fia. 1

Per tant, el camp magnétic By creat pel corrent de 'esquerra de la fig. 1, a una
distancia © de l'eix Y, el qual coincideix amb la disposicié del primer corrent, sera

- pol
B = 2rx @)

El camp magnétic By creat en el punt anterior pel corrent de la dreta de la fig. 1 ve
donat per

. bol
Be= i) " )

Notem que els sentits dels camps magnetics By i Bg s6n correctes, tal com explicarem
a continuacié. Per al cas en qué = < 0, el camp magneétic By en un punt de leix X val

pol —pol
=l =l R 3
! 27r:1:k 27 | z | (5)
iperaz >0 tenim

pol o _ Mol | ~(6)

Yo" or x|

Analogament, per al camp magnétic B, tindrem que, quan z < ¢,

_ /J“OI - #OI 7
32—27r(€——a:) _27r|€—a:|k ™
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iquan z > ¢,

_ kol __ —hol
82—'27r(€~-:17)k“27r|€—:1:|k (8)

Totes aquestes situacions apareixen representades en les figs. 2.

/ ______ x<0) 1. x>0

~~~~~

Z Z
Fic. 2
El camp magneétic total en un punt 2 qualsevol valdra
/L()I 1 1
B=B;+By=— |- 9
1+ 52 2r (:c+€-—m>k 9)

El flux 5 del camp magnetic a través d’una superficie de costat vertical £, compresa
entre els dos fils conductors (fig. 1), sera

¢B=/Bds=/5d5=ﬂ’ie'/dz LR (10)
2m z fL-z

ja que el camp magnétic B és paral-lel a la superficie dS. Hem utilizat Pexpressié (9) per

al camp magnétic i que I'element diferencial de superficie és dS = £/dz, segons es veu en
la fig. 3.

Y

Fic. 3
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Els limits d’integracié de 'eq. (10) seran la coordenada x del costat que hi ha sobre
el conductor esquerre, £ = a, i la coordenada z del costat que hi ha sobre el conductor
dret, z = £ — a. Per tant, tindrem que el flux ®5 del camp magnstic sera

{—a / £—a
ol 1 1 tolt x
= d - = 1
5 27 _/a m(m+f—x o \l—z N
2
uoff' {—a
= In ( . (11)
Segons eq. (1), el coeficient d’autoinduccié L sera
i) ¢ l—
p=28 ot ln( ) (12)

i per a calcular Pautoinduccié per unitat de longitud, £, hem de dividir el valor de
'autoinduccié L, que hem obtingut préviament, pel valor £’ (longitud del fil conductor
que hem utilitzat en el calculs). Aixi, doncs, 'autoinduccié per unitat de longitud serd

Ho {—a
£t (122)

Observeu que en els calculs d’aquest problema no utilitzem el flux magnetic a través
dels fils conductors. La superficie utilitzada per a calcular el flux ®x del camp magnetic
excloia els punts interiors als fils conductors. Aixd ha sigut possible perque la regié que
excloem en el calenl de ®5 té una grandaria horitzontal que val 4a (els dos diametres dels
fils conductors), i la seua contribucié seria negligible davant la contribucié a ®5 deguda
a la regié entre els fils, la grandaria horitzontal de la qual és £, i sabem, per 'enunciat
del problema, que a < £.

12.7 Tenim un cable llarg que transporta un corrent J; = 30 A i una espira rectangular
de dimensions 6 = 8 cm i ¢ = 30 cm, situada a 1 cm del cable, tal com representa
la figura. Si l'espira es mou amb velocitat uniforme v = 10 m/s després de partir de
la posicié inicial representada en la figura i s’allunya del corrent Iy, calculeu la forga
electromotriu induida al cap d’l s, en el cas que per U'espira no circule inicialment cap
corrent (I3 = 0). 7

> Y
X *a
L >- 2\
4 < 3@
< 5 >
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,=30A,0a=00lmb=008m,c=03m
silo=0Aiv=-10m/s k: Vg(t=15s)?

Quan no hi ha cap corrent inicial sobre el circuit, la for¢a electromotriu induida Ve que
hi apareix ve donada per la llei de Faraday-Henry:

b
Ve=— T (1)

on ®g és el flux del camp magnetic. Per a calcular @ hem de saber que el camp magnétic
B creat pel corrent I; en un punt de Uinterior de l'espira, que es troba a una distancia 2
del cable, val

_ Moly,
B= 27rz( ?)

(2)

Calcul del flux ®p del camp magnétic: La definici6 del flux del camp magnetic B a
través de la superficie delimitada per ’espira és

Bp = / BdS (3)
superficie

En la regié de 1’espai on es troba l'espira, el camp magnétic estd orientat cap a les z
negatives. El vector dS serd normal en la superficie de Vespira, perd el sentit que tinga
podra ser entrant cap al paper o eixint-ne. L’eleccié d’aquest sentit la fem proposant
un sentit per al corrent induit en ’espira. Si amb els dits de la ma dreta indiquem el
sentit d’aquest corrent, el dit polze d’aquesta ma assenyalara el sentit positiu del vector
superficie. D’entrada proposarem un corrent induit en sentit horari (fig. 1). Segons
acabem de comentar, el diferencial de superficie corresponent sera

dS =asi (4)
7z
Y -
I dS=-dS7
X / Lidua ]
) Zmax
dz, | 22

dS=c dz = <€ 2
y min y max
< c >

Fig. 1
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Si amb aquesta proposta del sentit del corrent induit, quan calculem la forga electro-
motriu ens apareix un signe negatiu, aixo voldria dir que el sentit del corrent induit és
el contrari del que hem proposat. Si la forga electromotriu resultara ser positiva, aixd
implicaria que el sentit proposat per al corrent induit ha sigut el correcte.

L’element de superficie val, en forma escalar,

dS = cdz (5)

tal com mostra la fig. 1. Hem utilizat aquesta expressié per a I'element de superficie dS
perqué el camp magnétic B en I'eq. (3) només varia segons l'eix Z. A partir de les egs.
(2), (3), (4) i (5) tenim que el flux del camp magnetic val

polyc [fméx dz  pelhc Zmin
e ——— —_— = e
5 2w /z 2 o Ziax (6)

On Zmin 1 Zmax T€presenten, respectivament, el minim i el maxim valor que pren la coor-
denada 2 que apareix en la integracio.

Com que ’espira t€ ara un moviment uniforme amb velocitat v cap avall, podrem
obtenir les coordenades 2y 1 2Znax en funcié del temps a partir de ’expressié

2= 25— vt (7)

que ens déna la coordenada z a partir de la coordenada inicial, 2, i del modul de la
velocitat v (el signe menys que la precedeix ja ens indica que esta dirigida cap a les Z
negatives). Les coordenades inicials dels valors minim i maxim de z sén, respectivament,,

2,mm = —(a +b) 1 20,max = —a, per tant els valors que hem d’usar en l'eq. (6) sén:
Zmin = —(a +b) — vt (8)
Zmax = —a — Ut (9)

Després de substituir aquests valors, obtenim

polic a+b+vt
= 0
(753 o ln( " ) (10)

Una vegada coneixem el flux del camp magnétic en funcié del temps, és immediat conéixer
la forga electromotriu induida, ja que en aplicar-hi 'eq. (1) obtenim

—uolic 1 1
- _ 11
Ve=—5r U<a+b+vt a+vt> (1)

Quan ha transcorregut un temps d’un segon des que es va iniciar el moviment de ’espira,
la forga electromotriu val

Ve(t=1s) =143-1078 Vv (12)

Com podem apreciar, Vg > 0, la qual cosa vol dir que era correcta la proposta inicial
per al sentit del corrent induit. També podem comprovar que aquest corrent induit esta
d’acord amb la llei de Lenz, ja que el camp magnétic que donaria lloc estaria dirigit, en la
regié dins l'espira, cap a l'interior del paper, i aixd vol dir que s’oposa a la disminucié del
flux magnetic que estd tenint lloc quan l'espira baixa, ja que en allunyar-se del corrent
I; es desplaga cap a regions on el camp magnétic disminueix.
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13.1 Connectem una bateria, de for¢a electromotriu Vg i resisténcia interna insigni-
ficant, en série amb una resisténcia R i un condensador descarregat, de capacitat C,
tal com apareix indicat en la figura. Demostreu que, després de tancar I'interruptor S,
(a) el corrent, en funcié del temps, é I = (Ve/R) exp(—t/RC), 1 (b) la carrega en el
condensador, en funcié del temps, és ¢ = VgC[l — exp(—t/RC)]. Representeu ¢ i I en
funcié del temps.

R

Ve

1o

(a) 1(t)?
(b) q(t)?

En tancar l'interruptor tenim un circuit format per una resisténcia i un condensador
associats en série, connectats a una bateria. La forca electromotriu de la bateria, Vg,
s’encarregard de mantenir la diferéncia de potencial entre els extrems del sistema. Com
que la resistencia i el condensador estan disposats en série, la diferéncia de potencial de
tot el sistema sera la suma de les difereéncies de potencial corresponents a cada element
del Circuita VResist i VCcndensa

Ve = VResist + VCondens (1)
Com Viondens = 4/C 1, segons la llei d’Ohm, Viesist = IR, tindrem

q
Ve=IR+ = 2
£ + C (2)
on I és el corrent instantani que circula pel circuit i és igual a la variacié de carrega per
unitat de temps, I = dg/dt. Ara podem derivar I’eq.(2) respecte del temps, o considerar
aquesta equaci6 com una equacié diferencial per a la carrega en funcié del temps, ¢ = ¢(%).

(a) Si seguim el primer camf{ (és a dir, derivar I'eq. (2) respecte del temps), obtindrem:

dr 7

0= Ra"{ + C (3)
on hem fet dV¢/dt = 0 perqué Vg és constant (aplicat per la bateria exteriorment al
circuit). No hem derivat R ni C respecte del temps, perque la resisténcia i la capacitat
sén caracteristiques dels elements resistiu i capacitiu, respectivament, que formen el
circuit i no varien amb el temps. També hem. usat que dg/dt = I. Aix{, 'eq. (3) apareix
escrita com una equacié diferencial per a la intensitat de corrent I. Reescrivim l'eq. (3)
en la forma

a__ e ﬁ__/i @)
I~ RC I~ RC
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1, després d’integrar-la, ens queda com
’ P s

-t 5
Inf RC+K (5)

on K és una constant d’integracié. Podem reescriure I'eq. (5) com

I= Aexp( 1-':0) (6)

on A és una constant, A = ¢¥. Per a determinar la constant A hem de notar que la
carrega total () acumulada en el condensador en estat estacionari ha de ser

Q=VeC (7)

ja que la diferencia de potencial entre els borns de la bateria ha de coincidir amb la
diferéncia de potencial entre les armadures (eq. (2) amb I =01i ¢ = Q quan t — 00).

La carrega () acumulada en el condensador é deguda a la circulacié de corrent des
de 'instant ¢ = 0 fins a ¢ = oo, per aixo

Q= /Idt—/ Aexp( RC)dt:ARC (8)

De les egs. (7) i (8) obtenim que A = Vi /R. Aleshores, quan substituim A en 'eq.
(6), la intensitat de corrent en funcié del temps serd

I(t) = ‘-’- exp ( th) 9)

tal com calia demostrar.

(b) Per a determinar la carrega en funci6 del temps, ¢(t), fem la integracié del corrent,
eq. (9), respecte del temps

ot) = /otI(t’)dt’ vgo[l-eXp( th)] (10)

i, de nou, obtenim el resultat que demanava ’enunciat.

Seguidament farem de nou aquest problema, perd ara seguirem el segon procediment
que hem indicat al principi. Es a dir, considerarem 'eq. (2) com una equacié diferencial
per a la carrega en funcié del temps. Si tenim en compte que I = dg/dt, 'eq. (2) es
converteix en una equacié diferencial per a la carrega

dq q
Ve=Ry +5 (11)

Per a obtenir ¢(t) a partir d’aquesta equacié diferencial, la reescriurem en la forma

dg dt
Visgio) = & (2
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Ara integrem ’eq. (12) i obtenim

~Cln (Ve - g—,) = —1’% +K (13)

on K és una constant d’integraci6. L’eq. (13) pot reescriure’s com

Ve —%:Aexp(—i—é) (14)

Fl valor de la constant A = eX el calcularem a partir del comportament conegut de
la carrega en I'instant inicial (¢ = 0 quan ¢ = 0), la qual cosa déna

A=Ve (15)

Fent ts de les egs. (14) i (15), la dependéncia de la carrega del condensador en funcié
del temps s’escriu

o(t) = VeC [1 — exp (— E%)] (16)

Aquesta expressi6 coincideix amb ’eq. (10), tal com volfem comprovar.

Una vegada coneixem com varia amb el temps la carrega del condensador, podrem
calcular el corrent en funcié del temps a partir de la relacié I = dg/df i de V'eq. (16).
Aixd déna

I(t) = ?t% exp (“R%) (17)

que de nou coincideix amb el resultat obtingut pel primer metode de calcul, eq. (9), fent
tan sols el canvi Q = VgC.

Hem obtingut els mateixos resultats usant dos procediments diferents, la qual cosa
serveix per a comprovar que els resultats sén correctes. En les figs. 1 1 2 podem apreciar
les representacions grafiques de la intensitat de corrent i de la carrega, respectivament,
en funcié del temps. Podem observar que la intensitat decreix gradualment fins que
s'anul-la quan ¢ — oo, 1 que la carrega del condensador creix des de zero, quan es
connecta el circuit, fins a arribar al valor estacionari ¢ = @ = VzC quan t — o0.

{ q
VSC“'* ----------------------------
VIR —

Fic. 1 ‘ Fic. 2
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13.2 En el circuit de la figura A (a) quina és la diferéncia de potencial V., quan
linterruptor S esta obert? i (b) quin és el corrent que travessa l'interruptor quan aquest
es tanca? En el circuit de la figura B, (¢) quina és la diferéncia de potencial V,y, quan
'interruptor S esta obert? i (d) jquin és el corrent que travessa l'interruptor S quan
aquest és tancant? Quina és la resisténcia equivalent de cada circuit: (e) quan S &s
obert, i (f) quan S és tancat?

36V 936V

...+ J (a) interruptor obert: Vo7
circuit A: { (b) I através de I'interruptor tancat?
... [ (¢) interruptor obert: V,,?
cireuit B: { (d) I através de linterruptor tancat?
(e) Vinterruptor obert?

resisténcia equivalent per a cada circuit amb: { (f) Tinterruptor tancat?

(a) La diferéncia de potencial entre els punts a i b del circuit A sera
Vab =W =V, (1)

on V,, és el potencial respecte a terra en el punt a i 14, és el potencial respecte a terra en
el punt b del circuit.

Tot seguit, calcularem els potencials V, i V4. El potencial en el punt a (b) és igual a
la diferéncia de potencial respecte a terra, 36 V, menys la caiguda de potencial a través
de la resistencia esquerra de 6 {2 (resisténcia dreta de 3 ).

Ie I [d

-
>

o
-

6 Q 30

o
o

3Q 6Q

Fia. 1
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Segons la fig. 1, I, és el corrent que circula per tota la branca esquerra i I; és el
corrent que circula per tota la branca dreta. Per a cada branca del circuit es verificara
]a llei ’Ohm

V =I.R. V =I4Ryq ' (2)

on V=36V, R, =9Q, Ry =91, ja que les resisténcies de cada branca estan en serie
i, per tant, se sumen.

I
4 ve
V-V=ILR, V-Vy=I,R; =3Q
- b
60

V=0V V=0V

Fic. 2
Les intensitats de corrent per cada branca del circuit, que obtenim quan substituim
aquests valors en les egs. (2),s6n [, =4 A 1 Ij=4 A. També coneixem (fig. 2) que

Vo=V -IR;=3-4.-6=12V

VL:V-—IdR3=36—4-3=24V} = Va=h-la=12V (3)

En les expressions anteriors, el subindex que acompanya la resisténcia indica el valor
d’aquesta expressat en ohms. També hem usat que V — V5 =36 V, i com que V5 =0V,
tenfem que V =36 V.

(b) Per a calcular la intensitat de corrent que circula entre els punts a i b del circuit A
quan linterruptor és tancat, hi aplicarem les lleis de Kirchhoff, que diuen que per als
nusos es verifica

. o nusa: I1+Ig—-I3=0
nusos: ZL =0 = { nus br Iy — Js — Iy = 0 (4)
1

i per a les malles del circuit es verifica

malla superior: L1 Rg—Is-0—I3R3 =0
. o . 5
malles: ZRJ’ Z Ve.i { malla superior: I3R3 — I;Rg +1Is-0=0 ()
] 2

Els corrents que entren i ixen en cada nus i el sentit proposat per a la circulaci6 en cada
malla apareixen representats en la fig. 3. Notem que no considerem el nus d’on ixen les
intensitats I; i I3, ni el nus on conflueixen les intensitats I3 i I, perqué no sabem la
intensitat que entra al primer nus o que ix de I"iltim.
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Fig. 3 Fia. 4

Ara tenim quatre equacions i cinc incdgnites (les intensitats de corrent Iy, Ip, ..., I5);
ens fa falta, per tant, una altra equacié. Si ens fixem en la branca esquerra de la fig. 3,
per exemple, es verificard que la diferéncia de potencial entre els extrems (36 V) serd
la suma de la diferéncia de potencial que hi ha entre els extrems de cadascuna de les
resisténcies que estan disposades en serie, i, per la llei d’Ohm, tindrem que

36 = I Rg + I3 Ry (6)

El mateix raonament es podria haver aplicat a la branca dreta del circuit de la fig. 3.
Les egs. (3) - (5) formen un sistema de cinc equacions amb cinc incognites, la solucié del
qual és

I, =3A, I, =6 A, I3 =6 A, I,=3A, Is=3A (7)

on la intensitat Is = 3 A és la intensitat de corrent que circula a través de Dinterruptor
del circuit A, on hem suposat que no hi ha cap resisténcia.

(o) Es facil adonar-se que si interruptor del circuit B no és tancat, la resisténcia horit-
zontal de 3 ) (vegeu la figura B de P'enunciat) no intervé de cap manera en el problema i
el circuit B amb I'interruptor obert es comporta igual que el circuit A amb Uinterruptor
obert. Per tant, la diferéncia de potencial entre els punts a i b és V3, = 12 V, tal com
haviem calculat en el cas (a).

(d) Quan Pinterruptor és tancat aplicarem de nou les lleis de Kirchhoff per als nusos i
les malles, perd aquesta vegada en €] circuit B (fig. 4):

nus a: L+Is—13=0 (8)
nus b: Ib—-Iz;—I4,=0 9)
malla superior: I1Rg —~ IsRy — I3R3 =0 (10)
malla inferior: I3R3 — I4Rg + IsR3 =0 (11)

En aquesta ocasié tampoc no hem considerat els nusos que no consideravem abans.
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Igual que abans, sabem que la diferéncia de potencial entre I’extrem superior del
circuit B i la terra és de 36 V. Si seguim el cami del corrent pel costat dret (també
podriem fer-ho pel costat esquerre) entre 'extrem superior i la terra, per un raonament
similar al del cas anterior, tindrem que la diferéncia de potencial val

36 = IoR3 + 14 Hg (12)

Si resolem les cinc egs. (8)-(12), obtindrem el valor de les intensitats de corrent en el
circuit B tancat

24 36 36 24 12
L=%A L=%2A L=7TA L=%2A L=—A (13

La intensitat Is és la intensitat de corrent que travessa Uinterruptor del circuit B.

(e) Per a calcular la resisténcia equivalent al circuit A obert tindrem present 1’associacié
de resisténcies en série i en parallel que hi ha representades en la fig. 5. Les dues
resisténcies de cada branca estan associades en série, per aixd la resisténcia total de
cada branca és de 9 {), com hem dit abans. La resisténcia que resulta de 'associacié en
paral-lel de les dues branques (després de fer I’associacié de resisténcies en serie dins de
cada branca) és R.q i verifica que

2
9

1
Req

+

= Ryy=450 (14)

©f—
O -

6 Q 30

R =450
%3(2 6Q = ’ = )

Fic. 5
En el cas de tenir el circuit A tancat, hem de considerar que els punts a i b estan
al mateix potencial (fig. 6), perqué entre aquests no hi ha cap resisténcia. En la fig. 6
apareix representada la seqiiéncia d’associacions de resisténcies que cal fer en cada pas.
Aix{, les resisténcies equivalents a les malles superior (Req,1) 1 inferior (Req,2) del segon
circuit de la fig. 6 verifiquen

1
Req, 1

1 1 1 1 1
=—4= =< 4= 15
673 Roy 673 (15)

amb la qual cosa Req = Req,1 + Req,2 =4 .
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6Q 30 6Q 30 R =2Q
> BN > ZFr 4o
eq
%39 6Q 30 6Q R 72 Q
T
Fia. 6

(f) El calcul de la resisténcia equivalent al circuit B obert és identic al que hem fet en
la primera part de V'apartat anterior; per aixo la resisténcia equivalent al circuit B obert
val 4.5 €}, igual que per al circuit A obert.

302 30 %6Q::>

3Q 6 Q

Fic. 7

Donat el cas que el circuit B estiga tancat (fig. 7), tenim una situacié que pot
esquematitzar-se tal com representa la fig. 8, on un corrent I; + I circula a través d’un
element de resisténcia desconeguda R.,. Si considerem el corrent I3 + Iy, en comptes de
I + I, veurem que arribem al mateix resultat, ja que I3+ 1y = I; + I5, segons es dedueix
de Vapartat (d). Per tant, si coneixem la intensitat que circula pel sistema de resisténcies
(el qual hem anomenat R.,) i la diferéncia de potencial entre els extrems, podrem calcu-
lar Req per aplicacié de la llei d’Ohm, Roq = V/I. Dels resultats de Papartat (d) sabem
que [} + Is = I3 + Iy = 60/7 A, per tant, ja coneixem la intensitat I. La diferencia de
potencial entre els extrems del cireunit és de 36 V, per tant

36

eq=’5377=4-29 (16) .
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Fic. 8

13.3 Una bateria, la resisténcia interna de la qual és r = 2 ), forma un circuit amb una
certa resisténcia R 1 amb un amperimetre de resisténcia interna r4 = 8 Q. Calculeu el
valor de R si 'amperimetre mesura el mateix corrent I tant si posem la resisténcia R en
série amb aquest (figura A) o com si ho fem en derivacié sobre els extrems (figura B).

LI”

| |
bi i
V.

r
A AW

A

R
1 N
figura A figura B

r=2Q,ra =80
valor de R perque el corrent [ siga el mateix en els dos casos: série (figura A) i paral-lel
(figura B)?

Si apliquem la llei d’Ohm a la figura A, on tenim tots els elements en série, la diferéncia
de potencial Vz s’escriura

Vg:I(r+rA+R) V (1)

on [ és el corrent que passa per 'amperimetre. 7, 7o i R sén les tres resisténcies del
circuit en serie. '
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Fic. 1
El circuit de la figura B pot reduir-se al circuit representat en la fig. 1, tal com
s'hi indica, on I’ és el corrent que passa per la resisténcia R del circuit. La resisténcia
equivalent del circuit en paral-lel format per les resisténcies R i rp verificara

111 raR
— = R A= —=_ 2
Ry ra R T rA+R @)

D’altra banda, si apliquem la llei ’Ohm al circuit equivalent en série, representat en la
part dreta de la fig. 1, podem escriure

Ve = I(’I‘ + Req) (3)
on T és el corrent que circula per la resisténcia equivalent. També coneixem, segons es
desprén de la part esquerra de la fig. 1, que les intensitats de corrent estan relacionades
per

I=I+TI (4)

i que els extrems de la resisténcia R i Pamperimetre estan a la mateixa diferéncia de
potencial, ja que estan connectats en paral-lel, i per la llei ’Ohm s’obté que

I'R=1Iry (5)
Si substituim el valor del corrent I’ deduit de 'eq. (5) en 'eq. (4) i aquesta en l'eq.

(3), obtenim que la diferéncia de potencial del circuit, en funcié de les resisténcies i del
corrent que passa per 'amperimetre, és

Vg=I(l+%) (r + Reg) (6)

i si substituim el valor de la resisténcia equivalent R.q, segons I'eq. (2), obtenim

A ’I’AR
Ve=1{14+—=
G I( +R)(T+1‘A+R) (7).




CIRCUITS ELECTRICS. CORRENT CONTINU 297

——

Finalment, si igualem l'eq. (7) i eq. (1), obtenim una expressié que relaciona les
resistencies del circuit entre si

r+'rA+R=(1+T—A-) (’I’+ raRt ) (8)

R ra+ R

de la qual obtenim el valor de la resisténcia £ que ens demanen

R:m::llﬂ 9

13.4 (a) Determineu la diferéncia de potencial entre els punts A i B de la figura. (b) Si
suposem que A i B estan connectats, calculeu el corrent que passa per la pila de 12 V.

12V|L1Q
11
-j c
20 10Vi1Q , 0
I
svihi o

els valors de les dades apareixen representats sobre la figura de 'enunciat
(a) difergncia de potencial entre A i B?
(b) si A i B estan connectats: I que circula per la pila de 12 V?

(2) La diferéncia de potencial entre els punts A i B del circuit és Vg — Vi, que podem
escriure com

Vap =V = Vo+ Vo —Va =Vac+ Ve (1)

Per tant, caldra calcular Vpic = Vo — Vi i Ve = Vg — V.

“mvibars <!
20 Vi1 o 12V Q

; ez () 2

- L__X_V.H..I_Q__J\ SVJllrlQ

associacio en série associacié en série

Fic. 1
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Quan esta desconnectat el punt A del punt B podem considerar el circuit anterior com
es representa simplificat en la part dreta de la fig. 1. Notem que les dues resisténcies de
2  en serie en la branca esquerra del circuit, les hem agrupades en una tinica resistéencia
de valor 4 € i, de forma semblant, hem agrupat les dues resisténcies en série de la branca
dreta (Vuna 4’1 Qi Paltra de 2 ) en una resisténcia de valor 3 Q.

La forga electromotriu subministrada per les piles esta relacionada amb la caiguda de
potencial a través dels elements passius del sistema, de la forma

12-8=I4+1+3+1) = 1=‘-;A @

on 12 V és la forga electromotriu de la pila superior i 1i assignem el signe positiu perque
el corrent I que hem representat en la fig. 1 circula en sentit positin respecte d’aquesta.
En canvi, 8 V, que és la forga electromotriu de la pila inferior, té signe negatiu perque
el corrent I la travessa en sentit negatiu respecte a la seua disposicié d’electrodes. La
suma (4 4+ 143+ 1) en Y'eq. (2) correspon a les quatre resisténcies, disposades en série,
del circuit de la part dreta de la fig. 1.

12V1Q

w27 2o Wi L

svilia
() (b)

Fic. 2
Si ens fixem en la part superior del circuit, a partir de la fig. 2a és facil deduir que la
diferéncia de potencial entre els punts C i A, Voa = Va — Vi (en el sentit del corrent),
sera la forga electromotriu de la pila de 12 V menys la caiguda de potencial deguda a les
resisténcies:

Voa=12—-T(1+1+472) (3)

La for¢a electromotriu apareix amb signe positiu, 12, perque la disposicié d’electrodes
de la bateria de 12 V coincideix amb el sentit assignat al corrent. Les tres resistencies
que travessa el corrent I entre els punts C i A estan disposades en serie, per aixo escrivim
(14+142) en I'eq. (3). Després de substituir el valor del corrent, eq. (2), obtenim que

9
Vo=V @)

També podriem haver fet un raonament semblant a partir de la fig. 2b, on apareix
representada la part inferior del circuit. Ara, la diferéncia de potencial entre els punts A’
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i C, Vac = Vo — Vi (en el sentit del corrent), sera la forga electromotriu de la pila de 8
V menys la caiguda de potencial provocada per les resisténcies, disposades en série:

Vac=—-8—I(24+1+2) (5)

on, ara, la forca electromotriu apareix amb signe negatiu, —8, perqué la pila esta dis-
posada de manera que s’oposa al sentit del corrent I. En substituir el valor de I, eq. (2),
obtenim

92
VAC = - ? Vv (6)
Com que Voa = —Vjc, obviament, les dues soluciones donades per les egs. (4) 1 (6)

coincideixen.

Per a calcular Vip ens fixem en la fig. 3. Pel tram BC del circuit no passa corrent,
ja que no és tancat. Aixi, doncs, no inclourem la caiguda de potencial deguda a les
resisténcies, ja que I = 0 per aquest tram.

La part esquerra de la pila de 10 V té un potencial major que la part dreta (el corrent
que aquesta pila provocaria, en un circuit tancat, aniria des de -4-] - - - fins a - -| ),
per aix0 podem escriure

Vop=Vs— Vo =10V )

Si substituim els valors de Vac, eq. (6), i VoB, eq. (7), en T'eq. (1) obtenim la
diferencia de potencial entre els punts A i B del circuit, tal com demana ’enunciat del
problema,

92 2

VAB=VAC+VCB=—'§+10=%V (8)

w,
@

Fic. 3

(b) En aquest cas el circuit pot representar-se tal com il-lustra la fig. 4. Ara els corrents
que circulen per cada malla (I, I3 i I3) seran diferents del corrent que passava pel circuit
en el cas (a) i els calcularem seguidament. Per a calcular la intensitat de corrent I; que
circula a través de la pila de 12 V, utilitzarem les lleis de Kirchhoff per als nusos i les
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malles del circuit. Encara que hi ha dos nusos, la suma de les intensitats val el mateix
en cada nus, de manera que només utilitzarem ’equacié per a un nus i, com que només
hi ha dues malles, tindrem, de manera semblant al problema anterior,

nus: L+, ~1I3=0 9
malla superior: 12-10=0L(1+1+2)+I3(1+3) (10)
malla inferior: 8 —10 = I3(2+ 1+ 2) + I3(1 + 3) (11)

En la malla superior del circuit el recorregut és en el sentit antihorari i en la malla
inferior el sentit elegit és 'horari. Els signes de les diferéncies de potencial de les piles
que apareixen en cada malla han estat assignats d’acord amb el criteri esmentat abans,
que relaciona el sentit de recorregut del corrent i la disposici6 d’electrodes de la pila (si
tenim _.._‘ -— , la diferéncia de potencial es considera positiva respecte del sentit del
corrent, i si tenim jw—  la diferéncia de potencial de la pila es considera negativa
respecte del sentit del corrent). En l'equacié corresponent al nus hem assignat signe
positiu als dos corrents (I; i I3) que entren al nus (punt A) i signe negatiu al corrent (Is)
que n’ix. Per tant, tenim tres equacions i tres incognites, i podem calcular les intensitats
de corrent, el resultat de les quals és

13 3 1
L=3%A R=-3A L=ZA (12)

Finalment tenim que la intensitat de corrent que circula a través de la pila de 12 V és I;
ival 13/28 A.

20 10V1Q 20

L, svi'ig

Fic. 4
Cal recordar que per a plantejar les equacions corresponents a les lleis de Kirchhoff
hem seleccionat a priori uns recorreguts i uns sentits per als corrents. Si obtenim cap
intensitat canviada de signe, com és el cas de la intensitat de corrent Iy, aixo significa
que el sentit d’aquesta intensitat I és oposat al que hem proposat inicialment.
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13.5 Calculeu el valor del potencial en els punts A, B, C i D del circuit representat en la
figura adjunta. Els valors de les magnituds indicades sén: 7 =10, R3 =3 Q, By =7 Q,
V€’2=2ViV5,3=3V.

e

R3=3Q,R7=7Q,7'=1Q, V5,2=2V,V5,3=3V
Va, Vs, Vo, Vo7

Primerament hem d’indicar que el potencial en el punt A del circuit és V34 = 0, ja
que esta connectat a terra. Segons els corrents que hem disposat sobre el circuit (fig. 1),
relacionarem les diferéncies de potencial entre els punts que ens interessa amb els corrents
fent ds de la llei d’Ohm

Vea=I3Ry  Voa=IgRr  Vpa=Ves—Iir (1)

Acf hem considerat els sentits relatius entre els corrents I i les forces electromotrius V¢
que apareixen en cada branca del circuit de la fig. 1. Com que V) = 0, també sabem que

Vea=Ve—Va=Vg (2)
Voa=Vo - Va=V¢ 3)
Voa=Wp -Va=W (4)

Per tant, per a calcular les diferéncies del potencial Vg,V 1 Vp en els punts B, C i D,
respectivament, de la figura de l'enunciat, cal conéixer els corrents (segons les relacions
(1)), i per a fer aixd apliquem les lleis de Kirchhoff als nusos i a les malles del circuit.

LB

R, R,
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En els nusos, s’ha de verificar que ) . I; = 0, i aplicarem aquesta relacié a tots
els nusos excepte un. Elegim un sentit arbitrari de recorregut dels corrents, tal com
representa la fig. 1.

per al nus en el punt A tenim: I3+ I —I; =0 (5)
per al nus en el punt B tenim: Ip — I3 - I, =0 (6)
per al nus en el punt C tenim: Iy +I5 — Ig =0 (7

En les expressions anteriors hem considerat que els corrents que entren en un nus tenen
sentit contrari al dels que n’ixen.

Fia. 2

En les malles s’ha de verificar que Y, Vg; = Y., IiR;. Considerant el sentit del
recorregut proposat en cada malla (fig. 2) i els sentits de les forces electromotrius i dels
corrents (fig. 1), tenim

malla 1: Vg,g — Vg,g = IRy — Isr + Ior (8)
malla 2: Vea+Veo=IgRr+ Lir+ Iyr (9)
malla 3: Vgo+ Veg = Ior+ 3Ry + I1r (10)

Les egs. (5)-(10) formen un sistema de 6 equacions amb 6 incdgnites, el qual ens
permet calcular les intensitats de corrent que circulen pel circuit: Iy,I5,...,I5. Una
vegada calculades les intensitats, podem obtenir de seguida els potencials Vg,V i Vb,
substituint només els seus valors en les expressions (1), i s’obté finalment:

Vea=Ve =35V (11)
Vea=Vo =35V (12)

Voa=Vp=2V (13)
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13.6 Calculeu la carrega dels condensadors del circuit de la figura si suposem que
inicialment estaven descarregats.

4Q 10\ﬂ 10

Q) de cada condensador?

Per a calcular la carrega en cada condensador, préviament calcularem la diferéncia de
potencial entre els extrems de la resisténcia central de 6 Q. A partir d’aquest, valor de la
diferéncia de potencial podrem conéixer la carrega en el condensador equivalent superior

(fig. 1a),

Qsup = VCeq sup (1)
i en el condensador equivalent inferior (fig. 1b),
Qint = VOeq inf (2)

on els condensadors en la part superior del dibuix de ’enunciat estan associats en série.
Per tant, la capacitat del condensador equivalent superior verifica

1 1 1 2
= =>  Ceqeap=310"°F 3
Ceq sup 1-10-8 + 2.10-8 a sup 3 ( )
i, analogament, per al condensador equivalent de la part inferior,
1 1 1 12

Ceq inf = 3.10-6 + 4.10-8 = Ceq inf = "7“10 F (4)
1 uF \/» uF I&F_I 2 uF Ceqsup”

=S

A
=
<

4 pF 3

I'——l I
R it

Bl
H)

Ceq inf

Fic. 1a » Fic. 1B
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També coneixem que la carrega d'un sistema de condensadors en serie és la mateixq
en cadascun d’aquests, i igual a la carrega del condensador equivalent; aixi, doncs,

Ql = QZ = qup (5)
Q3 =0Q4= Qint (6)
on Q; representa la carrega del condensador de i uF.
6V, 1Q 8Q
|F AN
I, 6Q
a >V b
I |
1
10 oviio
Fia. 2

Calcul de la diferéncia de potencial V entre els extrems de la resisténcia de 6 : Com
que, per la llei d’Ohm, V' = IR, hem de calcular la intensitat que circula per la resistencia
de 6 Q. Aplicant les lleis de Kirchhoff a les malles i els nusos representats en la fig. 2,
tenim per al nus a

I —I~I3=0 (7)

(Pequaci6 corresponent al nus b seria idéntica a la que acabem d’escriure i no aportaria
res de nou).

Per a les malles, segous la disposicié de les bateries i el sentit elegit per a recérrer
cada malla, tenim

~Is(1+8) + 6 =6 (8)
L6+ I(4+1) = 10 (9)

Les egs. (7)-(9) formen un sistema de tres equacions amb tres incognites, i podem
calcular les intensitats, que sén

38 40 -2
Il—ZéA I2—?4—3'A Ig—ng (]_0)

La intensitat de corrent que ens interessa és Iy; per tant, la diferéncia de potencial entre
els extrems de la resisténcia de 6  és

40
V=6L=65V (11):
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Si substituim en les egs. (1) i (2) i utilitzem les egs. (3) i (4), obtenim

160 160

=107 C ==
Quup = 5107 C= = 4C (12)
2880 2880
Qunt = 557 107 O =g #C (13)

Portant aquests resultats a les egs. (5) i (6) obtindrem finalment les carregues dels
condensadors

Q=Q2= 1539 uC (14)

2880
Qs =Qu= -5 #C (15)
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Circuits electrics.
Corrent altern
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14.1 Una bobina, l'autoinduccié i la resisténcia de la qual sén L = 1.5 Hi R = 0.5 0,
respectivament, es connecta en serie, mitjancant un fil conductor i una resistéencia R =
0.5 ), a una bateria de forga electromotriu 4.5 V i resisténcia interna r = 0.5 Q. Calculeu,
al cap de 0.5 s (a) la diferéncia de potencial entre els borns de la bateria, (b) la diferencia
de potencial entre els extrems de la resistencia, (c) la diferéncia de potencial entre els
terminals de la bobina, i (d) la forga electromotriu d’induccié.

L=15H,R=050,R=05Q,r=05Q, Vg =45V
(a) diferéncia de potencial entre els borns de la bateria?
(b} diferencia de potencial al larg de la resisténcia? f— 05 s
(c) diferéncia de potencial entre els terminals de la bobina? o
(d) forga electromotriu d’induccié?

Calcularem totes les quantitats que se’ns demanen en funcié del temps, i després substi-
tuirem per al cas en qué £ = 0.5 s comptat des del moment en queé tanquem el circuit.

L R

1wl o, R
Alc B
Fia. 1

(a) En I’esquema representat en la fig. 1 apareix explicitament la resisténcia interna de
la bateria, disposada en seérie amb tot el circuit, com també el sentit del corrent que hi
circula. La diferéncia de potencial (V) entre els terminals de la bateria correspon a la
diferencia de potencial entre els punts A i B assenyalats en la fig. 1, que, si considerem
el sentit del corrent, podem escriure:

(1)

Woateria = Va — Vi
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Adquesta expressid la podem reescriure com
Voateria =Va — Vo + Vo — Vg (2)
A partir de la fig. 1, tenim que
Va—Ve=V (3)

Si considerem que el corrent arriba pel punt B i després de passar per la resisténcia r
arriba al punt C, s’haura produit una disminucié de potencial i per aixd és negatiu e]
terme que resulta d'aplicar-hi la llei ¢’Ohm,

Voe—Vg = ——I(t) T (4)
Finalment, tenim que
‘/bateria. =Veg — I(t) r (5)

Com podem notar, en I'eq. (5) coneixem tots els termes excepte I(t), de manera que
seguidament calcularem el corrent com a funcié del temps.

Aquest corrent com a funcié del temps es pot obtenir seguint un procediment analeg
al que hem usat en el problema 13.1, pero ara considerant que en el circuit no hi ha un
condensador, com abans, siné una autoinduccié.

Tenint en compte que entre els extrems de ’autoinducci6 es genera una forca electro-
motriu induida V7, segons la llei d’Ohm per a cada instant de temps 'equacié de partida
ara és

IRyt = Ve + VL (6)
i com que V, = —L dI/dt, perqué Vy, s’oposa a la variacié de corrent, tindrem que
df
VE:'IRtot+LE£ (7)

la qual és similar a Yeq. (2) del problema 13.1, perd on el terme degut al condensador
d’abans, (g/C) ha estat substituit per un terme degut a autoinduccié d’ara (~LdI/dt),
i en aquest cas Ry és la resistencia total del circuit (Riot = R+ 7+ R).

Per a resoldre aquesta equacié diferencial farem s del segon metode que hem esmentat
en el problema 13.1. Escriurem 'eq. (7) com

df Rt

I“VE/Rtot— L

dat (8)

Ara integrem entre l'instant inicial (I = 0 quan ¢ = 0) i un instant qualsevol (I(t) per a
un temps t)

I(t) 1 i
/ dI - Rtot / dtl (9)
o 1'—Ve/R L Jo
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(en Jintegrant de Veq. (9) hem posat I' i t' per a evitar la confusi6 amb els limits
d'integracié I i, respectivament). El resultat de la integracié és

VS 1@ Rtot t
I'- = -t 10
tn ( Rtot) 0 L 0 ( )
és a dir,
VE _VS) Rtot
! ( ( ) Rtot) (Rtot L ( )
que podem reescriure com
I(t) - VS /Rtot ) Rtot
o\ —*5p— | =——F—¢ 12
! ( _VE/Rtot L ( )

D’aquesta darrera expressié, obtenim qpe la intensitat de corrent, mesurada des del
moment en qué tanquem el circuit, val

I(t) = I;/tit [1 — exp <— R]Ejt t)} (13)

D’aquesta equacié es dedueix que quan apliquem una forga electromotriu Vg a un circuit

com el de ’enunciat, el corrent electric augmenta gradualment fins a arribar a un estat

estacionari en que es verifica la llei d’Ohm per al corrent continu, I(t — 00) = Vg /Ry.
De les egs. (5) i (13) obtenim

Vostrn®) = Ve {1 = 7= [1-exp (- Tzt o) | (19)

ot

Després d’haver substituit els valors de les dades inicials i transcorreguts 0.5 s des del
moment de tancar el circuit, tenim que la diferéncia de potencial entre els borns de la
bateria val

Vbateria(t = 0.58) =3.91 V (15) '

(i,

R

Fia. 2
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(b) Segons el sentit del corrent en el circuit, la diferéncia de potencial entre els extremg
de la resisténcia és

I/resisténcia(t) =V, — ‘/y = I(t) R (16)

on, a partir de la fig. 2, V; > V,,. Si emprem les eqs. (13) i (16) tindrem que

RV o
‘/resisténcia(t) = Rtj; [1 — €xXp ("" th;t t):l (17)

que, al cap de 0.5 s, val

V;esist‘encia(t =0.5 S) =059V (18)

o,
i

Fic. 3

(c) Tenint en compte el sentit del corrent i segons el detall representat en la fig. 3, la
diferéncia de potencial entre els terminals M i O de la bobina sera

Vbobina = VM = Vo = Vu — W+ W — Vo (19)
i com que Vi — Vi és la diferéncia de potencial de 'autoinduccié pura,
VWw—-—W"Ww=Vs (20)

i VW — Vo correspon a la diferéncia de potencial que apareix entre la resisténcia de la
bobina que, per la llei d’Ohm, val

Va—Vo=I{t)R (21)
tenim que

Voobina = Vi, + I(t) R (22)
Com que Vi, = —LdI/dt, després de substituir I'expressié (13) corresponent a I(t),

finalment obtenim que

R
Rtot

Vbobina(t) = Ve { - [1 + R’i J exp (—- Rz)t t) } (23)
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i, al cap de 0.5 s,
Vbobina(t =0.58) =—2.14 V (24)

Com podem apreciar, aquesta diferéncia de potencial té sentit contrari a la forca
electromotriu de la bateria.

(d) La forga electromotriu d’induccié és el que hem anomenat abans diferéncia de poten-
cial de 'autoinduccié pura

dI(t)
Vi =—-L ——=+ 25
y= -1 (29)
que, després de substituir I(t) donat per 'eq. (13), queda
Vi(t) = — Veexp (~ Rz"t t) (26)
Al cap de 0.5 s, 11, val
Vi(t=055)=~273V (27)

Notem que els resultats donats per les egs. (24) i (27) corresponen a l'eq. (22) quan
tots els termes d’aquesta els calculem en l'instant £ = 0.5 s.

~
>
S’
g5,
24
8
N
3
2 2
I 1
0 N
0 1 2 3 4 5

Vbobina (V)

Fic. 4
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En les figs. 4 apareixen representades en funcié del temps les diferéncies de potencia]
entre els extrems de la bateria (fig. 4a), entre els extrems de la resisténcia (fig. 4b), entre
els extrems de la bobina (fig. 4c) i la forga electromotriu d’induccié (fig. 4d). La intensitat
que circula pel circuit apareix representada en funcié del temps en la fig. 5. Si ens fixem ep
aquestes representacions grafiques, observarem clarament 'existéncia del régim transitori
i que, al cap d’un cert temps, les magnituds representades tendeixen a valors constants,
que corresponen aproximadament al valor que prenen en ’estat estacionari.

1(A)

Fic. 5

14.2 Un circuit en série estd format per una resisténcia de 1200 §2, una autoinduccié
de 0.3 H i una capacitat de 0.5 yF. Es connecta a una linia de 150 V de tensié maxima
i 7500 rad/s de freqiléncia angular. Calculeu (a) la impedancia del circuit per a la
freqiiéncia esmentada i la intensitat maxima del corrent que hi circula, (b) la diferéncia
de fase entre el corrent i la tensié subministrada, (c) el factor de poténcia, i (d) la
poténcia mitjana absorbida pel circuit. (e) Aprofitant els resultats obtinguts, dibuixeu
el diagrama, vectorial del circuit.
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R=1200Q,L=03H,C=5-10""TF, Vg = 150 V, w = 7500 rad/s
(a) Z, 1?7

(b) desfasament entre I i Vg7

(c) factor de poténcia?

(d) poténcia mitjana absorbida?

(e) diagrama vectorial?

(2) La impedancia del circuit RCL de la figura de I'enunciat (on els elements estan
disposats en série) val

1
=R+j{wl — - 1
Z +J (w - C) (1)
En I'expressi6 anterior hem representat per j el nombre imaginari v/—1 (no hem usat la

lletra habitual, ¢, per a evitar confusions amb el simbol del corrent electric).
El modul d’aquesta impedancia, per tractar-se d’una quantitat complexa, s’escriu

L\2 1/2

| Z |= [RQ + (wL— w_C) } = 2318.11 O (2)
L’argument de la impedancia val

= arctan WL = 1/wo) = 58.82° = 1.03 rad (3)

R

En les expressions (2) i (3) hem tingut en compte que donat un nombre complex, ¢ =
a+ jb, el seu modul és |c| = (a® + b?)'/2 i el seu argument és ¢ = arctan(b/c).

La intensitat méaxima de corrent que circula pel circuit esta relacionada, per la llei
d’0Ohm, amb la impedancia i amb la tensié maxima que produeix la forga electromotriu
mitjangant la relacio

Vi
Ip= Tﬂ =0.065 A (4)
(b) En els circuits de corrent altern, la diferéncia de fase entre el corrent I i la tensié Ve
ve donada per 'argument de la impedancia, és a dir,

¢ = diferéncia de fase = 1.03 rad (5)

(¢) La potencia en un circuit de corrent altern es defineix per mitja de la relacié Veo-Ie-
(factor de poténcia)/2 = Vg - (Ip/2) cos ¢, on Ve g i Ip sén els valors maxims de la tensié
1la intensitat de corrent, ¢ és la diferencia de fase entre la tensi6 i la intensitat. Per tant

factor de poténcia = cos¢ = 0.52 (6)
(d) La potencia mitjana absorbida en el circuit valdra

_ Veolpcosy
B 2

Noteu que, com que totes les dades inicials estaven expressades en unitats del SI, els
resultats que hem obtingut també vénen expressats en les corresponents unitats del SI.

P =254 W ‘ (7)
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(e) Representarem en ['eix horitzontal les magnituds reals i en P'eix vertical les magnituds
imaginaries de la impedancia del circuit. Aixi, podem escriure Z = R+ jX, on Z és 1
impedancia, X = X — X¢ és la reactancia del circuit, B = 1200  és la resisténcia,
X1 = wL = 2250 Q és la reactancia inductiva, i X¢ = 1/(wC) = 266.67 (2 és la reactancia
capacitiva. En la fig. 1 apareixen representades detalladament totes aquestes magnituds,

ImZ

r A
X9 x |
ol
A Re Z
Fia. 1

14.3 Un circuit esta format per una autoinduccié de 0.2 H, un condensador de 7 uF i
una resisténcia de 200 Q disposats en série. Si la intensitat eficag del corrent que circula
pel circuit és de 3 A i la freqiiéncia del generador és de 50 Hz, calculeu el valor de la
forca electromotiu instantania quan el corrent és nul.

‘@V_,

€

L C R

D

L=02H,C=7-10F, R=200Q,v=50Hz, I+ =3 A
Ve quan I =07

Per a calcular la forca electromotriu instantania Vg que correspon a un circuit de corrent
altern, utilitzarem P'expressié segiient, que ens déna la seua variacié respecte del temps,

Ve = Vg o cos(wt) 1)
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on Vg0 é la forga electromotriu maxima i w la fregiiéncia angular amb que canvia el
sentit del corrent que circula pel circuit. Com veiem, ens cal conéixer Vg o i (wt).
Calcul de Vg o: A partir de la llei d’Ohm, obtenim que

Veo=l|Z]| )

on Io és el corrent maxim i | Z | és el mddul de la impedancia del circuit. Si considerem
que el circuit esta format per una autoinducci6 L, un condensador C i una resisténcia R
en serie, tenim que

1/2
| Z |= [32 + (Lw - %)2] = 439.98 2 (3)

ja que la freqiiencia angular és w = 27 = 314.16 rad/s. De manera analoga al problema
anterior, en aquest cas les reactancies inductiva i capacitiva valen, respectivament, Xy, =
wL=6283 0 i Xc=1/(wC)=454.73 Q.

La intensitat maxima de corrent esta relacionada amb la intensitat eficag per Iy =
LivV/2 =424 A. De l'eq. (2), obtenim que el valor de la forga electromotriu maxima, del
circuit és Vg o = 1865.52 V.

Calcul de (wt): Sabem que per al circuit de corrent altern la intensitat instantania
de corrent és

I = Iy cos(wt + ) (4)

on ¢ és el desfasament entre la forga electromotriu i el corrent, i val

@ = arctan -[—“—)L—_lﬁ/—(fﬂ = —62.96° = —1.10 rad (5)

En el moment en qué ens demanen la forga electromotriu, Vg, s’ha de verificar que la
intensitat de corrent siga nul-la, I = 0. Per tant, de 'eq. (4) obtenim

0 = I cos(wt + ¢) (6)
i com que el corrent maxim no és nul, tindrem que

cos(wt +¢) =0 (7)
la qual cosa implica que

wt 4 ¢ = 90°,270°,... = (2n + 1) 90° on n=0,1,2,... (8)
Com que el desfasament ¢ és conegut, eq. (5), podem obtenir wt

wt = (2n + 1) 90° + 62.96° on n=0,1,2,... 9)
1a partir de 'eq. (1) podrem conéixer la forga electromotriu en el moment demanat

Ve = 1865.52cos [ (2n + 1) 90° + 62.96° ] (10)
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En el primer dels casos, quan n = 0, tenim que la forga electromotriu instantania quan
I=0,val

Ve(n=0) = —1661.60 V (11)

Pot comprovar-se que la forma general del resultat per a la forca electromotriu in-
stantdnia quan I =0 és

Ve=(-1)"*'166160V on n=0,1,2,... (12)

14.4 En el circuit de la figura hi ha representades diverses resisténcies i reactancies
(totes expressades en ohms) connectades tal com s’indica. Calculeu la impedancia total
del circuit.

—TD—W—

5Q 2Q
1Q 20
YW——TDN p—
10 2Q

Wi}

les dades del problema apareixen representades en la figura de ’enunciat
impedancia total del circuit?

Les tiniques unitats que han d’apareixer en aquest problema sén ohms, ja que, en defini-
tiva, només es tracta d’associar resisténcies i reactancies. De manera que per a simplificar
I'escriptura no escriurem les unitats en les expressions segiients.

Fig. 1
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El procediment de resolucié d’aquest problema és analeg al cas d'un circuit de corrent
continu, pero ara hem de tenir en compte que treballem amb impedancies (que sén
quantitats complexes), ja que en el circuit de la figura de I'enunciat hi ha resistencies,
autoinduccions i capacitats.

Per a facilitar 'agrupacié d’impedancies en serie i en paral-lel, tornarem a dibuixar
el circuit de 'enunciat segons representa la fig. 1, on hem agrupat les resisténcies, les
impedancies i les capacitats del circuit original en les impedancies Zy, Z2 i Z3, tal com
s’esquematitza en la fig. 2.

5Q 2Q

\NV\ /@\ = Z,
1Q 2Q
——W— = —%
10

W—AF= - %

Fic. 2
Aixi, doncs, la primera associacié que hem fet és la segiient:

Z1=5+2 Zy=2+4+] Zz=1-12j (1)

on hem tingut present el cardcter de resisténcia, reactancia inductiva i/o reactancia
capacitiva de cada element del circuit. En la fig. 1 observem que les impedancies Zs i
Z3 estan en paral-lel entre si i en série amb la impedancia Z;. En conseqgiiéncia, el pas
segiient és calcular la impedancia equivalent Zos a les impedancies en parallel Z3 i Z3.
El procediment que hi cal seguir és identic al que es fa servir en el cas de circuits de
corrent continu, on només hi ha resisténcies, perd ara les resisténcies (quantitats reals)
s’han de reemplagar per les impedancies (quantitats complexes)

1 1 1 ZoZs _4-35

b > Zp= =T
Zo3 Zo Zg 2 Zg + Z3 3—3

J (2)

3_1
272

Ara, el circuit original (fig. 1) s’ha quedat reduit a dues impedancies, Z; i Zz3,

associades en série (fig. 3). Per tant, la impedancia equivalent, o impedancia total del
circuit original, sera la suma de les dues impedancies en série Z; i Zag

3 1

. . 13 3
Zeq =21+ Zo3 = (5+2j) + (5——J>

=5 +5i (3)

2 2 2
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Fig. 3

Com podem apreciar, aquest problema es redueix, basicament, a un exercici amb
nombres complexos.

14.5 Un circuit estd format per una autoinduccié (L == 0.1 H), una resisténcia (R =
1000 ) i una capacitat determinada, totes connectades en série. Si hi apliquem una
tensié eficag Vor = 1000 V, amb v = 2000 Hz, calculeu: (a) el valor de la capacitat per
tal que el corrent eficag siga maxim, (b) la poténcia mitjana consumida pel circuit, i ()
el valor de la capacitat quan la poténcia mitjana siga 3/4 de l'anterior.

v~y

L R C
— @D

L=01H, R=1000 £, Vo = 1000 V, v = 2000 Hz
(a) C per a Ief max?

(b) poténcia mitjana, (P)?

(c) si (P') = (3/4)(P): C"?

(a) La intensitat eficag Iy que circula per un circuit de corrent altern val

Vet
I = TZ] (1).
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anmma—

Per a un valor donat del potencial eficag Vet, aquesta I serd maxima quan el modul de
la impedancia, | Z |, siga minim, ja que es troba en el denominador,

Vet

Tef max = ]—Z‘l'— (2)

La impedancia Z corresponent a una resisténcia R, una autoinduccié L i una capacitat
C associades en série és

= R jwl — -
Z =R+ jwL = 3)

El modul d’aquesta impedancia val

12 |= \/R2+<wL—w—1-C)2 | @)

Per a R i L fixos, de 'eq. (4) es dedueix que | Z | serd minim quan

1
wL = m (5)

D’aquesta expressié podem aillar C, i, si tenim en compte que w = 27V, escriurem la
capacitat en termes de magnituds que sén dades conegudes del problema
1
T An?RL
Aquest valor de la capacitat fa que siga maxim el corrent eficag que passa pel circuit,
el qual, segons les egs. (1), (4) i (5), val Jef max = 1 A.

=6.33-107° F (6)

(b) L’expressi6é que proporciona la poténcia mitjana és
(P) = Let Vet cos (7)

i quan el corrent és maxim, lof max, €l desfasament ¢ entre el corrent i la tensié és nul
(Ja que @ és 'argument de la impedancia, la qual, segons les egs. (4) i (5), és real en
aquest cas). Aix{, doncs,

(P) = It max Vet = 1 A- 1000 V = 1000 W (8)
(¢) Per a una altra potencia mitjana (P’), escriurem
(P'y = I Vi cos ¢/ (9

Si canvia el valor de la capacitat, C’', també variara el valor del modul de la impedancia
segons la relacié

e (o) 10

La tensié aplicada exteriorment sobre el circuit és la mateixa d’abans, per tant

X'ef -
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En canvi, el corrent i el desfasament ja no sén els mateixos que teniem anteriorment, ja
que
V! R
— f [

éf—‘zeli COS(p—-lZ’l (12)
Encara que els valors de la tensi6 i de la resisténcia no hagen variat, Vi =V i B = R,
si que s’ha modificat el valor de la impedancia. Aixi, tenim

Vet R
[ € I=
=Tz CYTT7 19
En substituir les egs. (13) dins de l'eq. (9) obtenim
NV
(P) = '27 2 (14)

i, segons I'enunciat, sabem que aquesta poténcia ha de ser 3/4 de la poténcia calculada
en Vapartat anterior

3
Py =) (19
Igualant les eqs. (14) i (15) i substituint 1'expressi6 de | Z' |, eq. (10), tenim
1% 3
oo B=gP) (16)
R? 4 [wL — 1/(wC")] 4

En I'eq. (16) sén coneguts els valors de totes les magnituds que hi apareixen, excepte
el de €, que és el que volem calcular. Si fem un poc d’algebra en ’eq. (16), obtenim
una equaci6 de segon grau per a 1/C",

51,5 - 2w2L% +wtL? +w? (R2 ~ %%5) =0 (17)
En aillar 1/C’ de P'eq. (17), s’obté

%:w(w[/:l: 4—:)}%;2%;—2—1%2) (18)
Els dos valors que resulten per a C' sén

C'=117-107"F (19)
i

C'=434-10%F (20)

Si substituim aquests valors en la segona de les egs. (13), obtindrem que el desfasa-
ment val ¢/ = £0.52 rad. Si el desfasament és positiu, el corrent electric va darrere de
la tensié i si el desfasament és negatiu, el corrent electric precedeix la tensis.

Com que el desfasament també pot calcular-se a partir de

tanp’ = -(iL———llé-(w—CQ (21)

és senzill comprovar que el cas ¢/ = 0.52 rad correspon a C' = 1.17-1077 F i el cas
@' = —0.52 rad correspon a C' = 4.34 - 1078 F, tal com representen les fig. la i 1b,
respectivament.
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15.1 L’equacié d’una ona és ¥ = 10sin[27(22 — 100t)], on ¥ i  es mesuren en metres
i t en segons. Calculeu: (a) 'amplitud, (b) la longitud d’ona, (c) la freqiiencia, (d) la
velocitat de propagacié, i (e) la direcci6 i el sentit de la propagaci6 de 'ona. (f) Dibuixeu
l'ona i indiqueu l'amplitud i la longitud d’ona. (g) Escriviu I'expressié corresponent a
una ona. que siga idéntica a 'anterior perd que es propague en sentit oposat.

¥ = 10sin[27(2z — 100t))
a) Wo?

b) X’

o) V7
d) v?
e) 1)7

f) dibuix de I'ona?

g) ona en sentit oposat?

(a
(
(
(
(
(
(

La descripcié matematica del desplacament ¥ d’una ona que viatja al llarg d'un eix
qualsevol, per exemple, 'eix X, és de la forma

t

¥ = Wy sin [%f (z —Ut)] = Wy sin [27r G - T)} (1)

quan el sentit de la propagaci6 és cap a les = positives. Si el sentit de propagacié de 1'ona
féra cap a les x negatives, I’expressié matematica de ’ona seria

¥ = Wpsin [2,\3 (z + vt)] = Wy sin [27r (f + %)] 2)

Els parametres que apareixen en les expressions (1) i (2) sén:

— Wy, amplitud de 'ona: representa el valor maxim de la pertorbacié del desplacament
associat a 'ona.

~ A, longitud d’ona: per a un instant donat, és la distancia entre les crestes consecu-
tives de I'ona (o entre qualsevol parell de valors successius de la coordenada z, de manera
que els valors corresponents de I'ona siguen identics, i que també tinguen els mateixos
valors els pendents de I'ona en aquests punts).

— v, velocitat de I'ona: és a dir, 'ona, com un tot es mou amb una velocitat v.

— T, periode de 'ona: en un punt fix, representa linterval de temps necessari
perque ona repetesca les mateixes caracteristiques de desplagament i de pendent del
desplagament.

Seguidament justificarem el que acabem de dir sobre el sentit de propagacié de les
ones representades per les expressions (1) i (2).

Si ens fixem en un valor determinat del desplagament ¥, el qual té lloc en certs valors
de z 1 de ¢, podem preguntar-nos on trobarem el mateix valor de ¥ en un instant un poc
posterior, t + At Si anomenem z + Az aquesta nova posici6, haura de complir-se que

V(z,t) = U(z + Az, t + Af) 3)

Per tant, de I'eq. (1) obtindriem que

sin [3;- ( — ut)] = sin {27" [(z+ Az) — v (t + At)]} (4)
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En conseqiiéncia, per tal que es verifique equaci6é anterior, els valors de Az i de At
estaran relacionats per l'equacié

Az —vAt =0 (5)
és a dir,
Azx
=L (6)

i el que indica aixo és que l'ona estd viatjant en la direccié positiva de V'eix X amb
velocitat v, tal com representa la fig. 1. De la mateixa manera, a partir de les egs. (2) i
(3) obtenim que

V= — — (7)

la qual cosa vol dir que aquesta ona es propagaria cap a les T negatives.

N AxitiAt

/

\en 'instant Az

Fic. 1
Si Vona viatjara al llarg d’un altre eix que no féra 1’eix X, caldria canviar la coorde-
nada z per la coordenada corresponent a la direccié de propagacio.
De tot el que hem dit abans i per comparacié de l'expressié ¥ = 10sin[27(2z — 100¢)]
amb 'eq. (1), tenim que:

en l'instant ¢

(a) L’amplitud d’ona val ¥y = 10 m.
(b) La longitud de I'ona és A = 1/2 m.
(c) La freqiiencia és la inversa del periode, per tant, v = T~! = (1/100)~* s~ = 100 Hz.

(d) La velocitat de propagaci6 de l'ona esta relacionada amb la longitud d’ona i amb la
freqiiéncia per 'expressié

v=M=50m/s (8)

tal com pot deduir-se a partir de les dues expressions (1) i dels resultats previs.
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o) A partir de la discussié feta al principi del problema és facil adonar-se que 'ona
¥ = 10sin[27(2x — 100t)] es propaga segons el sentit positiu de P'eix X.

R g
r=0s

Fic. 2

(f) En la fig. 2 apareix representada ’ona en un instant determinat, corresponent a ¢t =0
s. Sobre la figura s’ha indicat la longitud d’ona, A, i 'amplitud de 'ona, ¥y.

(g) A partir de P’expressié (2), 'ona idéntica a la de I’enunciat del problema, perd que es
propaga cap a les = negatives, és

¥ = 10sin[27(2x + 100t)] (9)

15,2 Un tub d’acer massis transmet ones longitudinals mitjangant un oscil-lador acoblat
a un dels extrems. El diametre del tub és de 4 mm. L’amplitud de les oscil-lacions és
de 0.1 mm i la freqiiencia és de 10 oscil-lacions per segon. Calculeu: (a) la forma de
les ones que es propaguen al llarg del tub; (b) U'energia total mitjana per unitat de
volum; (c) el flux mitja d’energia, i (d) la poténcia mitjana requerida perque 'oscil-lador
produesca les ones. El modul de Young i la densitat de ’acer sén, respectivament,
Yacer = 2.0 10" N/m? i pager = 7.8 - 103 kg/m”>.

D T
AN
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Wo=01mm=10"*m,v=10Hz, d=4 mm =4-10" m, Yoeer = 2.0 101 N/p?
Pacer = 7.8 - 10° kg/m3

(a) expressié matematica de 'ona?

(b) energia/volum?

(c) energia mitjana/(temps-seccis)?

(d) poténcia mitjana?

Farem tots el calculs en el sistema internacional (SI) d’unitats.

(a) L’equaci6 d’ones per al camp de deformacions longitudinals, ¥, que es propaguen a}
llarg de 'eix X en una barra de modul de Young Y i densitat p, és

52w 0 02
7 = V5 1
ot 0%z
La velocitat v de propagacié de 'ona esta relacionada amb les caracteristiques Y i p del
material que constitueix la barra mitjangant 1'expressié

Y

V=4~ 2
- (2)
La forma explicita de 1'ona serd una solucié de 'eq. (1) i vindra donada per
. |2m ) r
W = ¥y sin [-—/\— (x — vt)] = ¥y sin [27r (3\- — Er—)} (3)

on Wy, A, v i T tenen el mateix significat que en el problema anterior.

El signe menys de 'argument del sinus que apareix a l'eq. (3) ha estat triat (en
comptes d’'un signe més) perqué considerarem que 'ona es propaga en el sentit de les z
positives.

Els parametres que apareixen en qualsevol de les dues expressions de l'ona, eq. (3),
s6n facils de calcular a partir de les dades de 'enunciat:

Vo =10"*m 4
1 1
= =15 O0.1ls (5)

V= /% = 5063.70 m/s (6)
v

A= = 50637 m (7)

L’expressi6 de I'ona sera (en unitats del SI)
W = 10"*sin [27 (1.97 - 1073z — 10¢) (8)
(b) Les densitats d’energia cingtica i d’energia potencial sén funcions periddiques, com
correspon a un moviment periodic; pero el valor mitja de la densitat d’energia total (suma

de les dues anteriors) d’una ona sinusoidal és proporcional al quadrat de Pamplitud de
P'oscil-lacié i al quadrat de la freqiiencia,

E =2r?p w2 9)

i, després de substituir valors numerics, obtenim que E=0.1541 / m®.
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c) El flux mitja representa I'energia mitjana que, en la unitat de temps, travessa la
unitat d’area perpendicular a la direccié de propagacié de 'ona,
dW
=t (10)

A\ 4

A

v

1%

Fia. 1
Considerarem un element infinitesimal de volum, de forma cilindrica, paral-lel a la
direccié de propagacié de 'ona (fig. 1). Tota 'energia mitjana continguda dins d’aquest
travessa perpendicularment l'area dA en un temps dt = dz/v. A partir de la densitat
d’energia i del volum del petit cilindre, dV' = dz dA, P'energia mitjana que el travessa
durant Pinterval de temps dt sera

dW =EdV = EdzdA = EvdtdA (11)

Per tant, després de substituir les egs. (9) i (11) en l'eq. (10), obtenim que el flux
d’energia mitjana és

I=Ev =220 (12)

i, després de substituir els valors numeérics de les dades, val I = 779.64 J s™! m~2,

El flux d’energia mitjana també s’anomena intensitat de 'ona. Com que la poténcia
mitjana és dVV—/ dt, el flux d’energia o (la intensitat) representa la potencia mitjana que
'ona transporta a través de la unitat de superficie, tal com es pot deduir a partir de l'eq.
(10).

(d) La poténcia mitjana que l'oscil-lador ha de proporcionar per a mantenir les ones lon-
gitudinals del tub sera aquella que subministre la poteéncia que I'ona transporta. Segons
el que hem dit adés, la poténcia mitjana esta relacionada amb la intensitat de Pona i la
superficie a través de la qual circula aquesta,

o (13)
1 com que la superficie del cercle que forma la base del tub val § = mr? = 7(d/2)?, on d
és el didmetre del tub, després de substituir 'expressi6 (12), obtenim
dw -
— = Fvr @

- =080-103Jg} i4
= " 80-1073J s (14)
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15.3 Tenim dos focus sonors Oy i Oy que emeten ones de la mateixa freqiiencia (v = 10
Hz), les amplituds de les quals sén 4 cm i 6 cm, respectivament. Determineu la llei de
vibracié en un punt P separat dels dos focus 100 m i 103.3 m, respectivament, tal com
representa la figura adjunta. Suposeu que ambdés focus s6n sincrons (aixd és, que la
diferéncia de fase és nulla). La velocitat del so val 330 m/s.

o——————— . — -
D L Fi ememomemececenens >
( """"""""""""""""""" 7'2 """""""""""""""""" >

focus sonor Oj: r, = 100 m, v; = 100 Hz, ¥y; = 0.04 m
focus sonor Oy: 7y = 103.3 m, v = 100 Hz, ¥y = 0.06 m
diferéncia de fase: @1 — 2 =0, v = 330 m/s

ona que resulta en P?

Per tractar-se d’ones sonores en un medi isotrop, tindrem ones esferiques, la descripcié
matematica de les quals ve donada per 'equacié

¥ = _\Ir?o_ cos [27r (;\- - ?I-t;)] (1)

on r és la distancia des del focus sonor fins al punt on es fa el calcul, ¢ és el temps en que
es fa el calcul, ¥y és Pamplitud de l'ona, A és la longitud d’ona i T és el periode de I'ona.
Seguidament calcularem en el punt P el valor de cadascuna de les ones sonores emeses
pels focus O i Oy, respectivament.

L’ona que va ser emesa pel focus sonor O, té el segilent valor en el punt P

¥, (P) = E::%l- cos [27r (-% - -;—,1-)} = -\?7% cos {27ru1 (% - t)] (2)

on la longitud d’ona estd relacionada amb la freqgiiéncia i la velocitat de 'ona, A\; =
v/v1 = 3.3 m, i el periode és T = 1/v4 = 0.01 s; v és la velocitat de 'ona, que en aquest
cas és el so.

Analogament, per al focus sonor Oz tindrem

¥
Uy (P) = —Ti; cos [27r (% - -;—2)} = _‘%_2_ cos [271'1/2 (% — t)] (3)

on ara la longitud d’ona é Ay = v/1p = 3.3 m i el periode és To = 1 /vy = 0.01 s. Cal
notar que en les egs. (2) i (3) hem emprat el mateix temps, t, perque els calculs en el
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punt P es faran en el mateix instant, tant per a 'ona que prové del focus O; com per a
Jona que prové del focus Oz. En canvi, les distancies r, i r2 que hi apareixen sf que sé6n
diferents, perqué el punt P es troba a diferents distancies dels punts Oy i Os.

En el punt P la vibracié que resulta és descrita per la superposici6 de les dues ones
sonores

v T W r
T(P) = T, (P)+ s (P) = —2 cos [27r1/ (2 - t)] +=2 o5 [27w (Z- t)] (4)
1 v T2 v
En aquest resultat hem considerat que la freqiiéncia i la velocitat sén les mateixes per a
les dues ones sonores. Notem que les distancies entre els focus sonors i el punt P estan
relacionades per 5 = r; + 3.3 m, per tant

™

3.
L R L SR (5)
v v v

Ty

Aixd ens permet escriure el segon terme de leq. (4) tal com segueix

cos [27”/ (%2- - t)] = cos [2007r (:}—1 - t) + 27r] = cos {20071' (%1- - t)} (6)
En I"iltima igualtat hem tingut en compte la periodicitat de la funcié cosinus: cos(a +
21) = cos .
Si tornem a l'expressié de 1'ona en el punt P, eq. (4), tenim que

Yoy 1 Yoo T
= — —_ 1 Pt —_
(P)= -2 con [200w ( : )]+ 2 cos [200m ( L ¢)] (7)
i si substituim valors, obtenim finalment
10
U(P) = 9.8-10"* cos [200% (ﬁ - t)] (8)

en unitats del SI.

15.4 (a) Dues ones sonores, I'una en P'aire i I'altra en I’aigua, tenen la mateixa intensitat.
Quin és el quocient entre les amplituds de ’ona en I'aigua i en Daire, respectivament?
(b) Quin seria el quocient de les seues intensitats si les amplituds de les ones de pressié
foren les mateixes? (c) Quin és el nivell d’intensitat de 'ona en l'aire si la intensitat
és5-1075 W m™2? (Dades: velocitat del so en aire: v = 330 m/s; densitat de Laire:
Paire = 1.29 kg/ms; velocitat del so en laigua: V = 1500 m/s; densitat de l'aigua:

Paigua = 103 kg/mB)

aire: v = 330 m/s, paire = 1.29 kg/m>

one;
S sonores { aigua: V = 1500 m/s, paigus = 10° kg/m>

(a) si Taire = Iaigua: \IIO,aire/‘IIO,aigua?
(b) si PO,aire = Pﬂ,aigua: Iaire/Iaigua?
(0) 8i Ljre = 5- 1075 W/m?: B(dB)?
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(a) Per a determinar la relacié entre la intensitat I de I'ona sonora i 'amplitud de}
desplagament de 'ona, hem d’utilitzar la relacié segiient

on By é 'amplitud de 'ona de pressi6 associada a 'ona sonora i val Fy = 2mvpr ¥y, ¥,
és I'amplitud de les ones de desplagament, v és la velocitat de propagacié de l'ona, v és
la freqiiencia de 'ona i p és la densitat del medi on es propaga 'ona. De les expressions
anteriors podem aillar ¥y i obtenir que el quocient entre les amplituds de I'ona en Paigua
i en laire val

\IIO,aigua _ \/2Vpa.igua Ia.igua/ (27eraigua Vaigua) _ ( Paire ¥ ) 1/2 (Ia.i ua.) 1/2 (2)

\IIO,aire h V 2Upaire Iaire/ (zﬂ-vpaire Vaire) Paigua Vv

En expressié anterior hem tingut en compte que la freqiiénca d’una ona no canvia en
passar d’un medi a un altre, per aixo hem considerat que Vajzua = Vaire. Si utilitzem el
fet que, tal com diu ’enunciat, la intensitat de les dues ones és la mateixa, Jaire = Laigua,
tindrem finalment

IIIO aigua ( PaireV ) 12 -2
: = =1.68-10 3
\I’O,aire paiguaV ( )

1, aire

Es a dir, Pamplitud de les oscil-lacions sonores és menor en ’aigua que en 'aire.
(b) Si fem servir la relacié (1) per a calcular el quocient de les intensitats de les ones en
I’aigua i en laire, tindrem
2 2
Iaigua — PO,aigua/(ZVpaisU&) - U Paire (PO,aigua)
Laire Pg’aire/(zvpaire) Vpaigua

Segons P'enunciat, ara les amplituds de les ones de pressié sén les mateixes, Fp sire =
P aigua, Per aixd podem simplificar expressié anterior i tindrem

(4)

P, 0,aire

I aigua __ UPaire

=2.84-107* 5
Iaire Vpaigua 28410 ( )

(¢) Com que en aciistica hi ha un rang molt ampli de valors de la intensitat sonora (pot
arribar a abastar diverses poténcies de 10), en la practica es fa servir una magnitud
logariftmica associada a la intensitat. D’aquesta manera, es defineix el nivell d’intensitat
(mesurat en decibels, dB) d’una ona com

B=10log~ (6)
Iy

on I és la intensitat de 'ona i Jy és una intensitat de referéncia. Per al so, es pren el
nivell de referéncia de la intensitat de 'ona com Iy = 10712 W m™2 que és de l'ordre de
magnitud de la intensitat minima audible. Si substituim valors en el nostre cas, obtenim
que el nivell d’intensitat de 'ona en laire és

5-1075

B =10log (W) = 76.99 dB (7)
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15.5 Dues ones de les mateixes amplitud i velocitat, pero de freqiiencies 1100 Hz i 1000
Hz, respectivament, viatgen en la mateixa direcci6 amb una velocitat de 10 m/s. (a)
Escriviu les expressions corresponents a cada ona i I'expressié de la suma d’ambdues.
Feu un dibuix de 'ona resultant. (b) Repetiu els calculs anteriors quan una de les ones
6 una amplitud doble que l'altra.

v = vz = 10 m/s, vy = 1100 Hz, v = 1000 Hz

les dues ones viatgen en la mateixa direccié

(a) W1 = Wog: expressié de cada ona i expressié de la suma d’ones?
(b) Yo1 = 2Wgo: expressié de cada ona i expressi6 de la suma d’ones?

Suposarem que les ones viatgen en el sentit positiu de ’eix X. En aquest cas, 'expressié
genérica d’una ona ve donada per
U = ¥y sin(kz — wt) (1)

on ¥y és 'amplitud, & el nombre d'ona i w la freqiiéncia angular de 'ona. A partir de les
relacions entre la freqiiéncia angular w i la freqiiencia de l’ona v (w = 27v), el nombre
d’ona k 1 la longitud d’ona A (k = 27/)), la longitud d’ona A, la velocitat de propagacié
v i la freqiiéncia de 'ona v (A = v/v), i les dades del problema, calcularem la longitud
d’ona ), el nombre d’ona k i la fregiiéncia angular w de cada ona.

M =9.00-10"°m k1 =220 m™' Wy =22007 rad 57! (2)
Ae=10"2m ke =200m m™!  wp=20007 rad s} (3)

(a) Per a dues ones amb amplituds iguals, ¥o; = Wy = ¥y, 'expressié de les ones,
segons l'eq. {1), sera

¥y = Yo sin(k;z — wit) = Vo sin(220mz — 22007t) (4)

¥y = g sin(koz — wat) = Vo sin(200mz — 20007t) (5)

En la fig. 1 apareixen les representacions grafiques de les dues ones, ¥; i ¥y, Per

comoditat, hem suposat que 'amplitud ¥, val 1 m i hem representat les ones en l'instant
t=0s.
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L’expressié corresponent a la suma de les dues ones Wy i Wy sera, pel principi de
superposicio,

¥ =¥, + ¥y = ¥y sin(kyz — wit) + Yo sin(kez — wat) (6)

Si tenim en compte la relacié trigonometrica

sina+sinﬂ=25in(a;ﬂ>-cos(a;ﬁ) (M

obtenim que 'ona resultant és

U = 2Wg cos {% {(kl - kg)m — (w1 — (.dz) t]}-sin {-;' [(k)l +k2)a: — (w1 +LJ2) t]} (8)

que és l'expressié d’una ona (compareu-la amb 'eq. (1)) amb freqii¢ncia angular (w; +
w2)/2 i nombre d’ona (k; + k)/2. L’amplitud d’aquesta ona composta sera tot alldo que
precedeix la funcié sinus, en analogia amb l'eq. (1). Aquesta amplitud la representarem
per A ival

A =2Tjcos { (ks ; kz)z - (@ ;wz)t} (9)

que és una amplitud oscil-lant, dependent dels valors de V’espai z i del temps ¢ en que
es calcula; en aquest cas se’n diu que 'amplitud del moviment estd modulada. Aquesta
situacié és més notable quan els nombres d’ona de les dues ones sén molt semblants,
ki = kg, i les freqiiéncies angulars també, w; o wq, com passa en el nostre cas. Aixo fa
que observem unes fluctuacions en la intensitat de l’ona resultant, anomenades pulsacions,
que s6n degudes al canvi en amplitud del moviment oscil-latori resultant.

Com que el nombre d’ona de Penvolupant (la pulsacié) val K = (k; — kg)/2 = 107
m™!, la longitud d’ona de la pulsacié serda A = 27/K = 0.2 m, la seua fregiizncia
angular és (0 = (w) — we)/2 = 1007 rad/s = 314.16 rad/s i la velocitat de grup valdra
Vgrup = Aw/Ak = (wy — wa)/(ky — k2) = 10 m/s.

N A

2+

14
ST

0.1 ' 0.0 ' 0.1
Fic. 2
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En la fig. 2 representem, segons l'eq. (8), la suma de les ones ¥ = ¥, + V5, d’igual
amplitud, per a Vinstant £ = 0 s i prenent o = 1 m per simplificar.

(b) Ara, VPamplitud d'una ona és doble que l'altra, és a dir, Wg; = 2¥Wyy = 2Wy. Les
expressions de les ones, a partir de les egs. (1), (2) i (3), seran

¥, = 2Wp sin(kyz — wit) = 2 sin(220mz — 2200t) (10)
Yy = Yy sin(kex — wat) = Wosin(200mz ~ 20007t) (11)

De nou, pel principi de superposicid, la suma de les dues ones, ¥, sera

U =, 4 ¥y = 2¥g sin(k12 — wyt) + Yo sin(kex — wat)

= Wy [sin (k1 — wit) + sin (k1@ — wqt) + sin (koz — wot)] (12)
Si en els dos tiltims termes d’aquesta equacié apliquem la relacié trigonometrica repre-
sentada per l'eq. (7), tindrem

¥ = {sin (kyz — wyit) +

+2cos {% (b = k) @ — (w1 —-wz)t]} - sin {é— ((ky + ko) @ — (w1 +w2)t}}} (13)

Si considerem que, igual que abans, els nombres d’ona i les freqiiéncies angulars de les
dues ones sén molt semblants (k1 2 kp 1 wy ~ wa), farem 'aproximacié ky + kg =~ 2k; i
w1 + wa ~ 2wy, Aix{, obtindrem que la suma de les dues ones val

¥ =¥, Isin (kyz — wit) +2cos {% [(kr — ko) z — (w1 — wa) t]} -sin (k1 — wlt)}

L
— Wy sin (k12 — wit) - {1 +2cos {% (k1 = k2 @ — (wy — wz)t]}} (14)

Representant graficament 'eq. (14), és a dir, la suma de les dues ones de diferent
amplitud, obtenim pulsacions, que, igual que en el cas anterior, sén degudes a la modu-~
lacié de l'amplitud. En la fig. 3 apareix representada la suma ¥ per a l'instant t =0s 1
en €] cas en qué Wy = 1 m.
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15.6 Dos moviments ondulatoris de la mateixa longitud d'ona, A = 35 c¢m, i de la
mateixa amplitud, es propaguen en la mateixa direccié i amb identica velocitat, pero
amb una diferéncia de marxa de 15 cm. (a) Quant val 'amplitud de 'ona resultant? (b)
Qua