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Capitulo 1. I[dentificacién del Problema Samuel David Bodi Pascual

Capitulo 1. Identificacion del Problema

El presente trabajo trata de la comprension de los alumnos de Educacion Secundaria
sobre la divisibilidad en el conjunto de los nimeros naturales. El estudio se centra en las
formas de conocer y de construir el conocimiento de los conceptos de divisibilidad en
el conjunto de los numeros naturales, en un rango de edad de 12 a 17 afios- 1° de
Ensefianza Secundaria Obligatoria (ESO), 4° de ESO, tanto en la modalidad de la
opcion A como B, y de 1° de Bachillerato, opciones Cientifico-Técnica y de
Humanidades y Ciencias Sociales- (D.0.G.V de 8 de marzo de 2002 y D.O.G.V de 5 de
abril de 2002). El campo en que se ubica el trabajo realizado es el de Pensamiento

Numérico, dentro de la investigacion en Didactica de la Matematica.

En este primer capitulo realizaremos una breve reflexion sobre la divisibilidad en el
conjunto de los ntmeros naturales tanto en el curriculo de la educacion primaria como
en el de educacion secundaria, y su tratamiento en los libros de texto de la educacion
secundaria ubicados en este momento en el primer ciclo. Finalizamos este capitulo
exponiendo distintas aportaciones de diferentes investigadores sobre la comprension de

la divisibilidad en N.
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La reflexion sobre la importancia del pensamiento, del razonamiento, de la
resolucién de problemas y de la comunicacién centran los actuales esfuerzos de las
matematicas escolares (Silver et al., 1997). Sefialan estos autores que no es suficiente
que los alumnos conozcan los procedimientos aritméticos basicos, si no que ademas es
necesario que sepan aplicarlos cuando corresponda y dar sentido a las situaciones que
aparezcan desarrollando estrategias que les permitan formular y resolver problemas.
Por ello, se espera que los alumnos sean capaces de dar una estructura a las nuevas
situaciones, que generen hipotesis y analicen criticamente las estrategias mas adecuadas
en cada situacion, de modo que estos estudiantes lleguen a ser ciudadanos mas

capacitados y estén preparados para afrontar los desafios del nuevo siglo.

Los Decretos Curriculares de Educacion Secundaria (Decretos 1007/1991,
831/2003, 47/1992 y 39/2002) y Bachillerato (1178/1992, 832/2003, 174/1994 y
50/2002) destacan la importancia de la aplicacion de las matematicas, mds alla de la
especializacion cientifica, de su relacion con las demas ciencias, y de su caracter
instrumental, que ayude al alumno a comprender la realidad que le rodea. En Educacion
Secundaria cabe considerar la etapa obligatoria donde se han de cubrir las necesidades
matematicas bdsicas y proporcionar los instrumentos necesarios para posteriores
estudios. Todos los alumnos deben adquirir los conocimientos necesarios para
desenvolverse como ciudadanos capaces de ejercer sus derechos y sus deberes en una
sociedad que incorpora cada vez mds a su funcionamiento, a sus actividades y a su

lenguaje ciertos aspectos matematicos.

Para encuadrar nuestra investigacion sobre la comprension de la Divisibilidad
hemos realizado un analisis historico de contenidos de la divisibilidad a partir del
desarrollo del curriculo y del que realizan los proyectos editoriales. El andlisis historico
y el estudio de significados institucionales (Godino, 1996) permiten concebir el
funcionamiento mental y los contextos sociales y culturales como entidades que actiian
conjuntamente, constituyendo aspectos de la accion humana. Ademas, es necesario
destacar que los individuos se desarrollan en diferentes contextos culturales e
institucionales, encontrandose los objetos matematicos mediatizados por los

significados institucionales.
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1.1. La Divisibilidad en N.
En este apartado vamos a ofrecer un breve desarrollo historico de la Divisibilidad.

Presentaremos ¢l por qué de su nacimiento y su formalizacion a lo largo de los siglos.

1.1.1. Desarrollo histérico de la Divisibilidad.

La organizacion de las relaciones existentes entre los nmameros constituye el origen
de la teoria de la divisibilidad (Sierra et al., 1989). Entre los hechos en los que
intervenian los conceptos de divisibilidad en [a Antigliedad se pueden situar las
necesidades de la agricultura y de la ganaderia, y su dependencia y relacion con las
estaciones climaticas y ciclos lunares que hizo que se desarrollaran distintos tipos de

calendarios.

Desde la Antigiiedad hasta principios del siglo XIX los objetos principales de las
matematicas estaban constituidos por los numeros, las magnitudes y las figuras. Existia
la creencia generalizada de que los objetos matematicos nos son dados y no se tiene el
poder de asignarles propiedades arbitrarias (Bourbaki, 1972). En la matematica de la
Grecia cldsica destacan las obras de Euclides, Arquimedes, Apolonio, Ptolomeo y
Diofanto. Estas jugaron un papel relevante en la matemética de los siglos XVI, XVII y
XVHI (Bochner, 1991; Kline 1992; Boyer, 1999). La matematica griega poseia
limitaciones que impedian modelar el pensamiento cientifico como nosotros lo

entendemos en estos momentos.

El estudio de los multiplos, de los divisores y de la descomposicién factorial de los
numeros naturales ha constituido un capitulo fundamental de la Aritmética desde el
comienzo de la Matematica. Entre los matematicos mas prominentes de la Antigiiedad
se encuentra Euclides de Alejandria (afio 300 a.C.), cuyos “Elementos”, conjunto de
trece volimenes, recoge de manera axiomatizada el saber matematico de su tiempo. Los
libros VII, VIl y IX, en particular, retinen los tratados de Aritmética, y ofrecen una
descripcién de la Teoria de Numeros, es decir, de las propiedades de los nimeros

enteros y de las razones entre los mismos.
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Euclides en el libro VII, mediante 22 definiciones, establece los conceptos de:

o “Nimero”- “Un numero es una pluralidad compuesta de unidades” (Definicion 2)
“Una unidad es aquello en virtud de la cual cada una de las cosas que hay, se llama
una” (Definicion 1). El “numero” para Euclides es una magnitud.

o “Parte” (Divisor)- “Un numero es parte de un nimero, el menor del mayor, cuando
mide al mayor”- “Partes” (no divisor) - “cuando no lo mide”. “Miiltiplo”- Y el
mayor es multiplo del menor cuando es medido por el menor”- (Definiciones 3, 4 y
5, respectivamente).

¢ Clasifica los niimeros en pares e impares; parmente par ¢ impar; imparmente (desde
las definiciones 6 a 10). Numero “primo”- “el medido por la sola unidad”-
Numeros “primos entre si” —los medidos por la sola unidad como medida comun”
(Definicion 11 y 12, respectivamente). Ntimero “compuesto” —“es el medido por
algun numero”™- Numeros “compuestos entre si” —son los medidos por algiin
niimero como medida comun”- (Definiciones 13 y 14, respectivamente). Por ultimo,
tras establecer que “un numero multiplica a un nitmero cuando el multiplicado se
afiade a si mismo tantas veces como unidades hay en el otro y resulta un nimero”,
completa la categorizacion de los nimeros definiendo ntmero plano, sélido,

cuadrado, cubo y perfecto, y estableciendo algunas relaciones entre estos numeros.

Las definiciones de niimero, divisor, multiplo y de las distintas clases de nimeros
fueron realizadas en términos de magnitudes. Los griegos no concibieron los nimeros
tal como hoy los concebimos. Consideraron razones (P : Q) entre magnitudes o
proporciones, pero conceptualmente no pudieron formar el producto P x L entre
magnitudes gendricas, nocién que nunca definieron. Generalmente, entendieron el
“producto” de dos longitudes como un drea o un volumen, si uno de los factores era una
longitud y el otro un drea, si bien estos “productos” nunca constituyeron actos reflexivos

y conscientes (Bochner, 1991).
El libro VII se completa con 22 proposiciones que junto con las 27 del libro VIII y

las 36 del libro IX constituyeron investigaciones tedricas con, entre otros, los siguientes

objetivos:
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» Establecer un procedimiento, lamado “antenaresis™ y conocido actualmente como
«Algoritmo de Euclides”, para calcular el maximo comdn divisor de dos o mas
numeros desarrollado a través de las proposiciones VII-1 a VII-3:
“Dados dos numeros desiguales y restando sucesivamente el menor del mayor,
si el que queda no mide nunca al anterior hasta que quede una unidad, los
numeros iniciales seran primos entre s’ (Proposicion 1)
“Dados dos niumeros no primos entre si, hallar su medida comun mdxima”
(Proposicion 2) Corolario: “Si un niimero mide a dos nimeros, entonces también
mide a su medida comun mdxima”
“Dados tres numeros no primos entre si, hallar su medida comin maxima”
(Proposicion 3).

» Proponer distintas propiedades de la divisibilidad desde la proposicién VII-4 a la
proposicion VII-11. Por ejemplo: “Todo nimero es parte de todo niimero, el menor
del mayor” (Proposicion 4) “Si un numero es parte de un numero, y otro es la
misma parte de otro, la suma serd también la misma parte de la suma que el uno del
otro” (Proposicion 5).

o Desarrollar la teorfa de las proporciones para niimeros mediante las proposiciones
VI-12 a VII-20.

o Definir y establecer propiedades de los numeros primos entre si a partir de las
proposiciones VII-21 a VII-29.

» Clasificar los nimeros en compuestos y primos (Proposicion VII-31 y VI-32
respectivamente).

+ Establecer un procedimiento para calcular el minimo coman miltiplo de dos o mas
numeros desarrollado a través de las proposiciones VII-33 a VII-39. Por ejemplo:

“Dados tanfos mimeros como se quiera, hallar los menores de aquellos que
guardan la misma razon que ellos” (Proposicién 33).

“Dados dos nimeros, hallar el menor niimero al que miden” (Proposicion 34).
“Si dos numeros miden a algin niumero, el numero menor medido por ellos
también medira al mismo niimero” (Proposicion 35).

“Dados tres numeros, hallar el numero menor al que miden” (Proposicion 36).
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Por ultimo, en el libro IX de Euclides encontramos, entre las 36 proposiciones que
lo conforman, las proposiciones IX-1 a IX-11, donde se establecen propiedades de los
“productos” entre numeros solidos, cubos, cuadrados; a partir de las proposiciones IX-
21 a IX-34, propiedades de los nimeros pares ¢ impares, de los parmente pares e
impares y de los imparmente pares e impares. Ademas se incluye la proposicion IX-
20- “Hay mds niimeros primos que cualquier cantidad propuesta de niimeros primos”-
que establece que el conjunto de numeros primos es infinito, junto con proposiciones

proximas al Teorema Fundamental de la Aritmética.

Las proposiciones IX-12, 13 y 14 - “Si tantos niimeros como se quiera a partir de
una unidad son continuamente proporcionales, por cuantos ntimeros primos sea medido
el ultimo, por los mismos serd medido también el siguiente a la unidad” (Proposicion
12); “Si tantos numeros como se quiera a partir de una unidad son continuamente
proporcionadles y el siguiente a la unidad es un niimero primo, el mayor no serd medido
por ningtin otro fuera de los que se encuentran entre los numeros proporcionales”
(Proposicion 13) y “Si un numero es el menor medido por niimeros primos, no serd
medido por ningun otro niimero primo fuera de los que le median desde un principio”
(Proposicion 14), constituyen teoremas silogisticamente cercanos al Teorema
Fundamental de la Aritmética, pero este teorema, segiin Bochner (1991), no pudo ser
concebido por los griegos, ya que éstos

e 1o llegaron a concebir el producto de nimeros reales, y

e nunca llegaron a darse cuenta de que en matematicas se puede concebir una

“existencia” totalmente independiente de la “constructibilidad”.

Estos dos aspectos son necesarios para idear el Teorema Fundamental de la
Aritmética. Este teorema es un teorema de existencia que asegura una representacion
dnica de cualquier niimero en producto de factores primos para cuya construccién no

existen formulas especificas.
A vpartir del siglo XVI, y debido a las necesidades tecnologicas, cientificas y

mercantiles, se mejoraron y extendieron los métodos operativos. La extension de la

teoria de la divisibilidad a otros conjuntos tiene su referente histérico en Stevin, quien

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat dAlacant. 2006.



Anélisis de la comprensién de divisibilidad en el conjunto de los numeros naturales. Samuel David Bodi Pascual.

Capitulo 1. Identificacién del Problema Samuel David Bodi Pascual

en un libro publicado en 1634, extiende el algoritmo de Euclides al cdlculo del maximo

comtn divisor de dos polinomios,

En el siglo XVII Fermat consideraba la aritmética como un dominio propio y sus
trabajos determinaron la direccion de la Teoria de Numeros hasta Gauss. Destaca en su
obra sobre Teoria de Numeros la teoria de la divisibilidad, los niimeros primos, el

. . . . 2 . .
tratamiento de los nimeros perfectos’, niimeros amigos” y cuadrados magicos.

Euler en 1770 trato de ampliar el concepto de divisor mas alla de los conjuntos de
Jos niimeros enteros y de los polinomios, encontrandose con el problema de que no es
posible conservar todas las propiedades en esa extension, en especial, las de la
existencia del maximo comuin divisor y de la unicidad de la descomposicion en factores

primos.

Hasta el siglo XIX con Gauss, la teoria de la divisibilidad se desarroll6 en el campo
de los numeros enteros. En las obras de Gauss “Disquisiciones arithmeticae” se
encuentra por primera vez el concepto de nimero congruente y se desarrollan las
propiedades de la teoria de congruencias. En el trabajo de Gauss se incluia el Teorema
Fundamental de la Aritmética para el dominio de integridad de los nimeros enteros, que
indica que todo niimero entero puede expresarse como un producto finito de niimero
primos, en el que algunos factores pueden repetirse, y tal que su representacion es
unica. Gauss también introdujo la nocién de grupo abeliano y demostré que en los
grupos abelianos finitos existe un elemento del grupo cuyo orden es m.c.m de los

ordenes de todos los elementos.

Uno de los corolarios al teorema de Euclides sobre la existencia de infinitos
nimeros primos, lo enuncié Dirichlet en este mismo siglo. En el siglo XIX, autores
como Kummer, Dedekind y Kronecker generalizan la Teoria de Numeros, en particular

la teoria de la divisibilidad, mediante la creacién de la estructura de ideal.

1 } - ,
Un nmero a es perfecto cuando puede ser expresado como suma de todos sus divisores (excepto él

misme).

2 Dos niuneros a y b son amigos si la suma de todos los divisores de a, distintos de a, da como resultado b.
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El algebra conmutativa moderna empezo6 a formalizarse hacia 1910 y en esta década
aparece la nocién general de anillo debido a Fraenkel. La Teoria de Numeros (Rey,
1941) ocupa a partir del siglo XX una posicion prominente respecto de la Aritmética,
del Algebra y de la Geometria. La Teoria Elemental de Numeros abarca desde este siglo
un amplio espectro en el ambito de las Matemadticas, y en ella, en particular, podemos
destacar el estudio de la estructura multiplicativa y de la divisibilidad en el conjunto de
los nimeros naturales. Entre aquellos aspectos que cabe mencionar en el estudio de la
divisibilidad en N, se encuentran los conceptos de multiplo, divisor, factor, ser divisible
y criterios de divisibilidad; divisores y multiplos comunes: el mdximo comun divisor y
el minimo comin multiplo; nimero primo y nimero compuesto, o el Teorema

Fundamental de la Aritmética, tratdndose de un tema de gran potencialidad.

Esta breve revision histdrica nos permite conformar la Divisibilidad en N, en
particular, y la Teoria de Numeros, en general, en tres grandes fases:

e 1°Fase o de conceptualizacion.

e 2%Fase o de las propiedades y procedimientos.

e 3?Fase o de generalizacion.

Las dos primeras debidas a Euclides y la tltima a matematicos posteriores.

e 1° Fase o de conceptualizacion

La nocion de nimero entendida como una magnitud (magnitud de un segmento)
forz6 a describir los conceptos de miiltiplo, divisor, niimero primos y compuesto... en
términos de “medida”, de medida de una magnitud. Esta forma de pensar estos
conceptos impidid que los griegos concibieran el “producto” entre magnitudes

gengéricas. No llegaron a imaginar el producto de numeros reales.

e 2% Fase o de las propiedades y procedimientos
Euclides formul6é propiedades y procedimientos fundamentales para la Teoria de
Numeros. Entre las propiedades destacamos las relativas a
¢ “la infinitud de los nimeros primos”
¢ los teoremas silogisticamente proximos al Teorema Fundamental de la Aritmética.

Este teorema no pudo ser enunciado por los matematicos griegos en los términos
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actuales al (a) no concebir el producto entre numeros reales; (b) no admitir una

“existenicia” independientemente de la “construccion”.

En cuanto a los procedimientos, Euclides establecio las bases de los procedimientos
de calculo del minimo comun multiplo de dos o mas numeros y del maximo comin

multiplo de dos numeros, el hoy conocido como “Algoritmo de Euclides™.

¢ 3% Fase o de generalizacion
La estructura del conocimiento sobre divisibilidad en los tres ultimos siglos ha
permitido integrar dicho conocimiento en una configuracion mas amplia de estructuras

algebraicas y consolidar a la Teoria de Niimeros como un campo de investigacion.

1.2. Curriculo de Divisibilidad en Educacién Primaria y Secundaria en el siglo

XX.

En los siguientes apartados realizamos un resumen de las adaptaciones curriculares
de la Divisibilidad en N en la Ensefianza Primaria y Secundaria en nuestro pais desde
principios del siglo XX hasta la actualidad. Los manuales escolares son un instrumento
transmisor de los contenidos aceptados socialmente resultando interesante su
contribucion en la historia de la educacién matematica (Sierra et al., 1999). La
descripcion de las caracteristicas mas importantes del tratamiento de la divisibilidad,
cjemplificadas a través de distintos proyectos editoriales, la hemos dividido en seis
periodos marcados por las reformas educativas y acontecimientos politicos:

I. Periodo anterior a 1931
Periodo comprendido entre 1931y 1936
Periodo comprendido entre 1939y 1950
Periodo 1950 a 1970
Periodo de 1970 a 1990
VI Periodo de 1990 hasta la actualidad.

< 2 B P

Las principales caracteristicas del tratamiento curricular de la divisibilidad en estos
periodos hacen referencia a (a) las acepciones léxicas- divisor, ser divisible, mdltiplo,

factor- con las que se inicia el estudio de la divisibilidad; (b) las operaciones a las que se
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asocian los conceptos de mulitiplo y divisor; (c) como es considerada la divisibilidad:
propiedad entre mimeros y/o vinculada con la magnitud; (d) el caracter procedimental o

representacional del Teorema Fundamental de la Aritmética.

I Periodo anterior a 1931.

En el ditimo tercio del siglo XIX se iniciaron las discusiones sobre educacion, en
asuntos tales como la libertad de catedra, la libertad de creacion de centros, examenes,
o titulaciones. La ensefianza primaria se convirtié en un asunto principal desde el punto
de vista pedagogico aunque no politico, destacando las aportaciones de la Institucion
Libre de Ensefianza (Prellezco, 1994). 1.a Ley de Instruccion Pidblica del ministro
Claudio Moyano de 1857, fue la que marco las lineas principales de la Instruccion
Publica en Espafia hasta practicamente la Segunda Repdblica, con pequeiios retoques a
lo largo de su vigencia. Esta Ley de Instruccion Piblica constaba de cuatro secciones.
En la Seccidn I se estructuraba la ensefianza en tres niveles: primera ensefianza, segunda
enseflanza y superior, componiéndose la segunda enseflanza de seis afios de estudios

generales y estudios de aplicacion a profesiones industriales.

En 1900, con Garcia Alix, se creo el Ministerio de Instruccion Publica y Bellas
Artes y la educacion dejo de depender del Ministerio de Fomento. Se instituyeron
diversos organismos en su estructura funcional y se tomo6 como punto principal de
referencia la lucha contra el analfabetismo (Samaniego, 1994a). La presencia de un alto
indice de analfabetismo entre la poblacion espafiola, del 64% a comienzos del siglo XX,

refleja unas fuertes carencias de la ensefianza primaria (Del Valle, 1994).

Hasta 1931 la Ensefianza Primaria y su organizacion fueron reguladas por diversos
decretos - 1901, 1905, 1913-. En 1901 se fijo el programa de la enseiianza primaria,
integrado por diversas materias entre las que se encontraba la Aritmética. La
metodologia era decision del maestro y el aprendizaje solia ser eminentemente

memoristico.

En esta época, una concrecion curricular de los contenidos de divisibilidad en

educacion primaria y profesional la podemos obtener en el libro del profesor Dalmau
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(1899) “Soluciones andliticas de los ejercicios y problemas de aritmética”, que
presentaba como “un conjunto, ordenado, metodico, gradual y completo de problemas y
ejercicios prdcticos” y que se enmarcaba en un movimiento de renovacion pedagégica
del momento. Para el tema de divisibilidad plantea ejercicios sobre (a) la obtencion de
numeros divisibles por otro dado, (b) formacion de muitiplos de un numero natural
expresandolos como la multiplicacién del nimero por otros numeros naturales, (c)
obtencidn de todos los divisores de un niimero a través de la representacion factorial y
(d) obtencién del mdximo comun divisor y del minimo comin multipio por dos

métodos.

Estos ejercicios se plantean desde una perspectiva eminentemente procedimental.
Este hecho puede observarse en la manera en que Dalmau (1899) usa, por ejemplo, el
Teorema Fundamental de la Aritmética en el calculo del minimo comin multiplo y en la
obtencion de los divisores de un niimero. E! problema 22 presenta dos procedimientos
de obtencién del minimo comun mdaltiplo de dos ntmeros, diferenciandolos
explicitamente como el “del método ordinario y el de los factores primos™. Por el
método ordinario entiende utilizar el “algoritmo de Euclides” y por el de factores

primos el “Teorema Fundamental de la Aritmética”.

22,  Operando por el mélodo wdinqrio 4 por el de factores prisnos, hd-
dese el m. oo m. de los sigusentes nimeras: 1.9, 490 » 625 20, 710 ¢ 8,701
&, 2,000 ¢ 970,
Rolucidn por o mbtedo evdinarior
400 3¢ 635

10 Bl oo oo do de 480 v 825 os § sy o0 ML 68, pOSd, o 2 G150,

b
22 Booooodo de 719 ¥ 3,701 es 1, pues son privos enbre si; su m. e, m, es,
pucs, 719 x,701==2.08081,014,
. = : - 2,060 3 07
30 Blm, oo do de 3,000 ¢ 970 ex 107 30 1m0 €. 1. 24, DUes, »MM.{. ormironmn w25 L O 1
8
Solueidn por el mftods de factorve prdmes:
L bSy AB0=aZ B T BN BE su o o B B, pues, B30TEN B 080,
2o, T8 oy 3705 Ambos sou prinos entre sl au w. o o es TEH B, T0L s
4,661,010,

Qooy  B000Dw B4 BP0 0 R 8 WY su . o. 1. 08, Dues, B 5 R 07w 104,000

Cilculo del minimo comin multiple

(Soluciones analiticas. Libro del profesor. Dalmau, J.1899. p. 85)

Por otra parte, los problemas 12 y 13 nuevamente evidencian el uso procedim

del Teorema Fundamental de la Aritmética en la obtencion de divisores de un nim

11
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divisores comunes de dos numeros, respectivamente. La resolucién del problema
nimero 13 esta basada en la propiedad “/os divisores comunes a dos mimeros son todos
los divisores de su maximo comin divisor y sélo estos” y en el Teorema Fundamental de

la Aritmética.

= 12, Hallenas {cdos Tns divissres de las siguientes witmeros: 080 — 1998
¥ 8,308, '

4, 12, 245

4, 4%, 96,

4, 851, 445, 10,

S OHDBUNes
L 5, 10, Wi,

Calculo de divisores

(Soluciones analiticas. Libro del profesor. Dalmau, J. 1899. p. 85)

En relacion a la ensefianza secundaria cabe destacar que a partir de 1901 y hasta
1914 se iniciaron distintas reformas para reorientarla (Diaz de la Guardia, 1988). Los
contenidos de divisibilidad formaban parte de la Aritmética y se desarrollaban en tercer
curso: “Divisibilidad. Numeros primos. Madximo comun divisor. Minimo comin
multiplo”. Estos contenidos se mantuvieron hasta 1934, con mayor o menor extension

(Bruno y Martinén, 2000, pp. 23 y 29).

Un ejemplo del desarrollio curricular de estos contenidos se encuentra en el capitulo
“Propiedades de los niimeros™ del libro “Elementos de Aritmética con algunas nociones
de algebra” (Brufio, 1900), donde se ofrecen como definiciones independientes las
acepciones léxicas del concepto de divisibilidad:

(a) ser divisible- “Un niimero es divisible por otro cuando al partir el primero por

el segundo resulta un cuociente entero, sin quedar ningin residuo-;

(b) multiplo- “Lldmese multiplo el nimero que contiene a otro dos 6 mds veces

exactamente’ -,
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(c) submultiplo, factor o divisor- “Lldmese submudtiplo, factor o divisor de un
niimero entero, otro niimero entero contenido exactamente en el primero dos 6
mas veces -

junto con las definiciones de numero par, nimero primo, maximo comim divisor y
minimo comun multiplo y teoremas y corolarios referentes a las propiedades de los
divisores y multiplos (divisor de una suma o de una diferencia, maltiplo de una suma o
de una diferencia; divisores de los multiplos de un niimero) y de los ntimeros primos;
distintos criterios de divisibilidad (por 10, 100 6 100; por 2, 4, 8 y 2% por 5,25, 125y
5% por 3 y por 9; por 11).

Todas las definiciones y propiedades se presentan a través de numeros concretos
expresados en su representacion decimal. El calculo del maximo comun divisor de dos
niomeros se realiza a través del algoritmo de Euclides (sin citarlo) y éste se generaliza a
mas de dos numeros en virtud de la propiedad asociativa. Se utilizan las propiedades de

los nimeros primos para expresar un numero natural como producto de factores primos.

La representacion factorial se usa para:
(a) buscar todos los divisores de un nimero;
(b) para obtener maximo comun divisor y el minimo comtin multiplo de dos

numeros.
Esta representacién factorial, como en educacion primaria, tiene un marcado
caracter procedimental como evidencia el hecho que el autor presenta, desde el epigrafe
“Aplicacion de la teoria de los nimeros primos™, la obtencion procedimental de los

divisores de un nlimero a través de dos reglas.

A continuacion mostramos una de ellas basada en la multiplicacion de factores y

en la representacion factorial del niimero.
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Obtencién de todos los divisores de un niimero

(Elementos de Aritmética. Bruio, G.M.; 1900. p. 82)

En educacidn secundaria la representacion factorial de los nimeros naturales, y su
tratamiento procedimental y mecanico, se realiza a través de reglas muy estructuradas
(obtencion de divisores de un ntimero, del maximo comun divisor y del minimo comun
multiplo). La divisibilidad se entendia conio una propiedad entre los niimeros, partiendo
de la divisién entre los dos numeros y de la observacion del resto que se producia al
dividir, o bien si un numero se encuentra contenido un niimero de veces en otro,
formando “parte” del mismo. Estas definiciones a nuestro juicio solo permitian

establecer relaciones logicas de equivalencia entre multiplo y divisor.

En esta €poca, tanto en Primaria como en Secundaria, el papel que desempefa la
representacion factorial es eminentemente procedimental y la divisibilidad se entiende
como una propiedad entre nimeros expresados en su representacion decimal. Su estudio
se inicia a través de la acepcion Iéxica “ser divisible” seguida de las acepciones

“multiplo y divisor™.
IL Periodo comprendido entre 1931 y 1936.
En 1931, con la llegada de la Repiblica, se reorganizd el Consejo de Instruccién

Pliblica y se estableci6 la libertad de catedra y la escuela laica, poniéndose en marcha

una nueva politica educativa articulada a través de innovaciones pedagogicas, de la
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Cap

ensefianza popular, de la lucha contra el analfabetismo o de la instruccion elemental,
incentivando ademds las construcciones escolares (Samaniego, 1994b). En este periodo
se sucedieron distintos gobiernos lo que origind una serie de programas donde primaron
las ideas de la pedagogia institucionista, pero sin conseguir un plan que estructurara

definitivamente la ensefianza.

La ensefianza primaria durante este periodo constaba de tres grados, el
preparatorio, el elemental y el medio. La ejemplificacién de los desarrollos curriculares
de los contenidos de divisibilidad en los distintos grados los encontramos en la

Enciclopedia de Dalmau (1932) y en los libros del alumno de Porcel (1932, 1934).

En la Enciclopedia de Dalmau (1932), correspondiente al grado preparatorio,
aparecen, formando parte de la Aritmética, contenidos sobre divisibilidad en un
apartado titulado “muiltiplos y divisores de las unidades de longitud, peso y capacidad”.

En este grado, la divisibilidad se muestra vinculada a la magnitud.

En los libros del alumno de Porcel (1932, 1934) se incluyen, en los grados elemental
y medio, distintos contenidos de la divisibilidad formando parte de la Aritmética. En el
grado elemental, la divisibilidad se desarrolla en diferentes lecciones. En la primera
leccion, después de la operacion division y de sus propiedades, se presenta Ia
divisibilidad, entendida como una propiedad de los ntimeros, a través de las
definiciones:

(a) “ser divisible”- “cuando el nimero es miltiplo del otro” -;

(b) multiplo de un numero- “cuando lo contiene un nimero de veces™-;

(c) divisor de un niimero o factor- “cuando esti contenido en éste un numero exacto

de veces” -

y las reglas de divisibilidad por 2, por 3 y por 5. No hay ninguna mencion a la
representacion factorial de los nGmeros naturales, resefiandose unicamente la

representacion decimal de los numeros y la relacion entre ellos a través de las

operaciones de multiplicacion o division.
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Ejemplos y programa de divisibilidad
(Enciclopedia Grado Elemental, Porcel, M. 1932, p.23)

En lecciones posteriores, se muestra la divisibilidad vinculada a la magnitud
desarrollandose los conceptos de “multiplos y divisores referidos al sistema métrico
decimal” ¢ incidiendo en “los divisores y multiplos de unidades de medida de longitud,

superficie, volumen y capacidad” de eminente uso practico.

Por lo que respecta al grado medio, la divisibilidad nuevamente aparece vinculada a
la magnitud, se habla de “multiplos y divisores de unidades de longitud, de superficie”.
Los multiplos se formaban con los prefijos miria, kilo, hecto, deca, y los divisores con

los prefijos deci, centi o mili.

En esta etapa escolar la divisibilidad se presenta con un cardcter eminentemente
practico como lo demuestra el hecho que en dos de los tres grados que conforman la

ensefianza primaria se vincula la divisibilidad a 1a magnitud.

En la ensefianza secundaria la divisibilidad se presenta como una propiedad entre
los numeros, como podemos ver en el capitulo “Propiedades de los niimeros” del libro
“Tratado tedrico-prdctico de Aritmética razonada. Curso Superior” de Ediciones
Brufio, de los afios cuarenta y cuya primera edicion es de 1932. En este capitulo el

concepto de divisibilidad se expone a través de las acepciones léxicas:
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(a) multiplo Multiplo de un numero es el producto de este numero por otro
niimero entero cualquiera”-

(b) divisor o submultiplo - “un niimero es divisor o submilltiplo de otro si lo divide
exactamente”-:

completandose cada una de ellas con las definiciones de

(c) mdltiplo comin -“Miiltiplo comiin de varios nimeros es todo nimero divisible
por cada uno de ellos™-;

(d) divisor comun -“Un mimero es divisor comin de otros varios cuando los divide

exactamente a cada uno de ellos™-.

Se tratan las propiedades de los multiplos y divisores, enunciadas como teoremas
sobre la suma o diferencia de multiplos y divisores a través de nimeros concretos;
distintos criterios de divisibilidad (del 2, del 4, del 5, del 8, del 25, del 125, del 9, del 3,
del 11 y del 7), demostrados a través de numeros concretos; las definiciones de maximo
comun divisor de dos numeros, sus propiedades y el algoritmo de Euclides (sin citar el

nombre) para su obtencion.

Por ultimo, el Teorema Fundamental de la Aritmética, aunque no se le denomine
explicitamente en el texto, se presenta como un teorema de representacion de un numero
en producto de factores primos. No obstante, la representacion de los nameros que se

utiliza a lo largo de estos capitulos es preferentemente decimal.

Sélo en el altimo capitulo, bajo el epigrafe “Aplicacion de la teoria de los niimeros
primos” se hace mencién expresa de la representacion factorial de un numero en la
obtencion de todos los divisores de un numero, del maximo comun divisor y del minimo
comun multiplo de diversos numeros, como ejemplificamos en la siguiente figura,
donde se expone el procedimiento de obtencion del minimo comin multiplo de dos

numeros.
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F BO0 == 2 w 3 x &
3780 = 22 x 3 x5 x 7
3.960 = 2" ¥ 3 x5 x il
El m. c. m. se compone del producto de tedos los fac-
tores primos de los nitmeros dados con su mayoer cxponen-
te ; serd, por lo tanto:

P ox F o F x T w1l

En efecto: 1.2 Este nlimero ¢ maliiplo covmin, puess
to que contienc todos los factores de los ntimeres dados,
con el mayor exponente.

2 TBs ol menor madtiplo comdin, pues dejaria de ser
miltiplo comin si se le disminuyese, va suprintendo un
factor, va disminuyendo un exponente; luego 2° % 37 =
® 5 x T % 11 es el m. . m. gue se busea.

Regla.—Para hallar el m. ¢, m. de varios nibmeros des-
compuestos en sus fectores primos, se wmulliplicon entye st
todos los factores primos diferenies, tomados con su na-
yor exponente. i

Nota.~Si wvarios nhmeros son privios enlrve si, su

om. . m. es igual al producto de dichos ninieros.

Procedimiento de obtencion del minimo comin multiplo

(Tratado tedrico-practico de Aritmética razonada. Curso Superior. Bruiio G.M. 1932. p. 121)

En este periodo, el concepto de la divisibilidad, en las dos etapas escolares, muestra
diferencias significativas tanto en cuanto a las acepciones léxicas presentadas como a la
manera de entender la divisibilidad. En Primaria se inicia el concepto de divisibilidad a
través de la definicion de “ser divisible” y en secundaria de “multiplo”. La divisibilidad
en Primaria se manifiesta como una propiedad de los nimeros y vinculada a la
magnitud, en Secundaria solo como una relaciéon entre nimeros. En ambas etapas
escolares la representacion factorial tiene caracter procedimental y el desarrollo
curricular de los contenidos no favorece que los alumnos establezcan relaciones entre

las distintas acepciones léxicas del concepto de divisibilidad.

IIL. Periodo comprendido entre 1939 y 1950.

Una vez terminada la guerra civil, el régimen del general Franco suprimio los planes
de la Republica y defini6 una educacion de caracter catdlico y nacional. La Ley de
Educacién Primaria estaba preparada desde 1939 y se aprobo en 1945. La falta de
legislacion origind que los cuestionarios de educacion primaria no estuviesen
organizados por cursos, que no fuera posible obtener el Certificado de Estudios

Primarios, ni que existiera un reglamento para la Inspeccion educativa. Habia mucho
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por hacer. ¥ la situacion internacional, en plena Segunda Guerra Mundial, agravaba la

delicada situacion del régimen del general Franco (Navarro, 1990).

En la Ley de Educacion Primaria de 1945 (B.O.E de 18 de julio) se establecia la
educacion obligatoria hasta los doce afios, graduada en cuatro etapas, siendo
obligatorias las dos etapas que comprendian las edades de 6 a 12 afios. En esta Ley de
Educacion Primaria se daban normas precisas sobre los cuestionarios y sobre la practica
metodologica. Se situaba la escuela al servicio de la doctrina catolica y de la patria,
como preparacion del escolar en el camino del servicio de la cultura o del trabajo. Valga
como ejemplo el siguiente parrafo que aparece en el Preambulo de la Ley, referente a
los ejercicios que se tenian que realizar en la escuela: “prdctica de ejercicios adecuados,
que permite iniciar ya en la misma escuela al futuro agricultor, al pequerio industrial,

al obrero del taller o al comerciante.”

En los manuales del alumno del primer grado y segundo grado de ensefianza
primaria, usados en afios inminentemente posteriores a 1939, podemos observar que
los topicos de matematicas continuaban versando sobre Aritmética y Geometria. No
obstante en el capitulo de “Detalles practicos de la division”, del libro “Aritmética de
segundo grado” de la Editorial Edelvives (1945) se hace mencion al concepto de
divisibilidad a través de las definiciones de:

(a) multiplo -“Cuando la division de un nimero por otro es exacta, se dice que el

primero es divisible por el segundo o multiplo del segundo™-;

(b) divisor - “Cuando la division de un nitmero por otro es exacta, se dice que el

primero es divisible por el segundo o multiplo del segundo, y a éste se le

denomina factor o divisor”.

A continuacidn se ofrecen las reglas de divisibilidad por 2, por 3, por 4, por 6, por 8
por 9y por 11. Los siguientes apartados se dedican a la descomposicion factorial de un
numero en sus factores primos, a las definiciones y procedimientos de obtencion del
minimo comin multiplo y del méaximo comun divisor a partir del “producto de los
factores comunes elevados al menor exponente” como podemos ver en la siguiente

figura.
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Procedimiento de obtenciéon del maximo comun divisor

(Aritmética de segundo grado. Edelvives, 1945. p. 81)

En esta etapa es importante resefiar que, a nuestro juicio:

(a) las definiciones dadas a multiplo y divisor podrian favorecer el establecimiento
por parte del alumno de las equivalencias entre “a es multiplo de b si, y sélo si, b
es divisor de a si, y solo si, b es factor de a si, y s6lo si a es divisible por b”;

(b) los desarrollos curriculares realizados, tal como podemos observar en la figura
anterior, permiten diferenciar los contenidos conceptuales y procedimentales de

maximo comuin divisor.

La ensefianza secundaria fue regulada por la Ley de 20 de septiembre de 1938
(B.O.E de 23 de septiembre). Al Bachillerato se accedia mediante un examen de ingreso
a los 10 afios de edad. La distribucion de los contenidos de matematicas se estructuraba
a lo largo de los siete cursos académicos que duraba el bachillerato. En los tres primeros
cursos se desarrollaban los contenidos de Aritmética y Geometria y en el resto los de
Geometria, Algebra y Trigonometrfa. Indican Bruno y Martinén (2000) que los
contenidos matemdticos en el Bachillerato se correspondian con los de la reforma de

1934.
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Capi

Un ejemplo de la concrecion curricular de la divisibilidad en N en la etapa de
secundaria es el libro de Brufio “Tratado teorico-practico de Aritmética razonada. Curso
Superior”, con diferentes ediciones en los afios 1932, 1940 y 1957, por lo que
deducimos la vigencia del libro en la practica de la educacion secundaria durante estas
tres décadas. Queremos, no obstante, hacer mencion al caricter practico de los

problemas de Aritmética y Geometria que se solicitaba en la reforma de 1938 (Bruno y

Martinén, 2000).

En el desarrollo curricular de la divisibilidad, como en épocas anteriores, se observa
un marcado cardcter procedimental de la representacion factorial de un ntmero natural,
como evidencia su utilizacion en la determinacion de las “reglas” (procedimientos) de
obtencion del maximo comun divisor y del minimo comiin miltiplo. En este periodo, la
divisibilidad se introduce como una propiedad entre dos nimeros y asociada a la

division de ambos.

IV. Periodo de 1950 a 1970.
En la década de los 50 el Banco Mundial emitio un informe sobre Espafia en el que,
entre ofras indicaciones, se sugeria la necesidad de aumentar cualitativamente y

cuantitativamente la educacion primaria en Espaiia.

En el afio 1951, es nombrado ministro Joaquin Ruiz Giménez que aport6 un caracter
mas liberal y aperturista para la época, con una vision distinta de los problemas que
incumbian a la educacion. El analfabetismo cuando Ruiz Giménez llego al cargo

rondaba el 17 % (Navarro, 1990).

Las manifestaciones y protestas universitarias causaron el cambio de Ruiz Giménez
por Rubio Garcia~-Mina al frente del Ministerio de Educacion Nacional en 1956, En esta
nueva etapa, se abordé una politica escolar donde se priorizd la construccion de
unidades escolares, se elabord el primer mapa escolar espafiol y se marcé como

objetivo aumentar la calidad de la ensefianza.
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En estos afios Espafia dejé de lado la autarquia y se embarcd en la época del
desarrollismo econémico. En el ambito educativo, en 1962 se produjo el primer trabajo
sobre planeamiento del desarrollo educativo bajo los auspicios de la UNESCO y de la
OCDE. En 1963 se obligd a que las escuelas comprobasen el rendimiento escolar del
alumnado y organizasen la enseflanza por cursos, aspecto abandonado hasta el

momento.

En los 20 afios que abarca este periodo se promulgaron distintos programas
ministeriales que regularon las actividades didacticas de educacion primaria y
secundaria. En educaciéon primaria se promulgaron los Cuestionarios Nacionales de
1953 y de 1965 y en educacion secundaria la Ley de Ordenacion de la Ensefianza Media

(1953 y 1957).

En los Cuestionarios Nacionales de Ensefianza Primaria de 1953 los contenidos de
divisibilidad, se desarrollaron a lo largo de tres periodos y en cinco de los nueve cursos
en los que se organizé la ensefiaza, el tercer curso de ensefianza elemental, el segundo
de perfeccionamiento y en los tres de iniciacion profesional. Por su parte, los contenidos
de divisibilidad en los Cuestionarios de 1965, clasificados en ejercicios y adquisiciones,
se distribuyeron en tres de los ocho cursos en que se organizé la ensefianza primaria,

sexto, séptimo y octavo.

En los Cuestionarios de 1953 se postulaba “la repeticion, los ejercicios mecanicos,
el aprendizaje escalonado y la adecuacion a las diferencias individuales” (Sierra et al.,
1989; p.44), mientras que en los de 1965 se aconsejaba una ensefianza activa, con
egjercicios de caracter operativo, soluciones de problemas de la vida diaria y coincidian

con el Cuestionario de 1953 “en llegar al concepto a través de ejercicios” (p.47).

En la Tabla 1.1 mostramos los contenidos de divisibilidad que presentaban los

Cuestionarios Nacionales de 1953 y de 1965:
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Contenidos
—
A0S Cuestionario de 1953 Cuestionario de 1965

T . - .
e RBuscar numeros y divisores de niimeros
89 dados (de dos cifras, buscando su mitad,

tercio, cuarto, duplo, triplo, cuddrupio).

S

|
® [dea general de divisibilidad. Condiciones | ® Ejercicios elementales sobre divisibilidad

generales de divisibilidad de los nimeros de los mimeros, ejercicios de
) o Lo divisibilidad por 2, 5 y 10. Ejercicios y descomposicion factorial de los ntmeros.
i-12 problemas. ®  Adquisiciones: Divisibilidad, reglas
o Divisibilidad por 4, 3,9, 25 y 125. Jundamentales.
FEjercicios y problemas.
T e Repaso y ampliacion de la teoria de la ®  Descomposicion factorial de los numeros.
divisibilidad. Ejercicios y problemas. ® Adguisiciones: Divisibilidad: mdximo
12-13 | Multiplos y divisores de un niimero. comiin divisor y minimo comum multiplo.
Repaso y ampliacion de la divisibilidad.
Ejercicios y problemas.
® Divisibilidad de los niimeros y niimeros ® Adquisiciones: Estudio de la divisibilidad
13-14 primos. Propiedades mds importantes. en todos sus casos.

®  Descomposicion factorial de los numeros,

aplicaciones. Ejercicios y problemas.

® Repaso de divisibilidad.
&  Mdximo comun divisor y minimo comun
14-15 muiitiplo. Modos de determinarlios, por

divisiones sucesivas y por descomposicion

Jactorial.

Tabla 1.1. Contenidos de Divisibilidad en los Cuestionarios Nacionales de 1953 y 1965

La concrecion curricular de los cuestionarios de 1953 se efectuaba mediante un
texto genérico, la enciclopedia, donde se trataba de todas las materias que formaban
parte del curriculo del alumno. Las enciclopedias estaban organizadas por ciclos y en
un conjunto de textos de distintos grados. Los tépicos matematicos se ofrecian mediante
definiciones y reglas elementales que permitian al alumno alcanzar s6lo conocimientos

basicos.
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La Enciclopedia de Alvarez (1962, 1962, 1964) de primer, segundo y tercer grado
es un ejemplo de concrecion curricular y metodologica de los Cuestionarios de 1953 en
educacion primaria. La divisibilidad en primer grado y en segundo grado se presenta
vinculada a la magnitud: “multiplos y divisores del sistema métrico”. Por el contrario,
en el tercer grado la divisibilidad se presenta de manera sucinta como una propiedad de
los numeros a través de las acepciones Iéxicas: multiplo - “cuando lo contiene un
niimero exacto de veces. Por ejemplo 72 es multiplo de 8, porque 72 : 8§ = 97-;
submultiplo, factor o divisor entre niimeros - “se llama asi el niimero que estd contenido
en otro un nimero exacto de veces. Por ejemplo, 8 es submultiplo, factor o divisor de
72, porque estd contenido 9 veces exactamente en dicho 727; junto con distintas reglas
de divisibilidad- “ por 2, por 3, por 4 6 25, por 5, por 6, por 8 6 125, por 9, por 10, por

100 ¢ por 10007- presentadas a través de ejemplos concretos.

La divisibilidad es entendida como una propiedad de los nimeros y vinculada a la
magnitud sdlo se desarrolla entre niimeros con representacion decimal sin mencion
alguna a la representacion factorial de éstos. Los contenidos de divisibilidad tienen un

cardcter memoristico y procedimental.

La concrecion curricular de los Cuestionarios Nacionales para la Ensefianza
Primaria de 1965 se realiza a través de distintos libros de texto, uno por materia y curso.
Esto contribuye a que se ahonde mucho mds en los contenidos y que los alumnos
profundicen mas en ellos. Una ejemplificacién de estas concreciones la encontramos en
el libro de 6° curso de la editorial Prima Luce (1967). El concepto de divisibilidad en
esta editorial se presenta a través de:

(a) miltiplo- “ 7, 7x 1, 7x 2, 7x 3 ..., son los multiplos de 7- ,

(b) divisor- “si un mimero natural es miltiplo de otro, decimos también que éste es

divisor del primero”-,
junto con las propiedades de los multiplos (la suma de dos multiplos de un mismo
numero, la diferencia de dos miltiplos de un mismo numero); criterios de divisibilidad

por 10, por 2, por 5y por 3 y la definicién de ntimeros primos y compuestos.
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La representacion factorial de un numero se presenta bajo el epigrafe
«Descomposicion factorial”. Esta se obtiene a través de distintos productos de diferentes
numeros de factores que se van descomponiendo en otros hasta obtener la
representacion factorial del numero en producto de factores primos, sin citar el Teorema
Fundamental de la Aritmética, tal como se muestra en la figura. La representacion

factorial de un nimero tiene caracter procedimental y no se realiza ninguna aplicacion

posterior.

6. Cescomposicidn factorial

Si partimos de un nimecro compuesto podremos obtener, como su
mismo nombre nos recuerda, una descomposicién en factores menores
que el mismo namero. Estos factores pueden scr, a su vez, numeros
compuestos o primos. Si son compuestos, descompongamoslos en sus
factores y asi sucesivamente, hasta conseguir una descomposicion del
niimero de partida con todos los {actores PRIMOS.

Ejemplo

En definitiva
420 = 2 X 3 X 7T x 2 x5
y ordenando los factores y agrupando los iguales
420 = 2° X 3 X 5 x 7
En todos los ejemplos podrds comprobar que partiendo de un mis-
mo niimero, aunque sigas ordenes distintos en las operaciones, sicmpre

lNegards, para cada namero, a una misma descomposicidn en factores
primos.

1
Descomposicion factorial. (Matematicas 6° curso. Prima Luce, 1967. p.15)

Esta editorial presenta la divisibilidad como una propiedad de los ntmeros. Las
definiciones dadas a multiplo y a divisor ayudan al establecimiento de relaciones de
equivalencia logica entre ambos conceptos. El tratamiento dado a la descomposicion
factorial de un namero, de un numero compuesto- “los numeros que tienern otros
divisores”- podria favorecer, a nuestro juicio, el estudio de los divisores de un nimero

representado como un producto de factores.

La Ley de Ordenacion de la Ensefianza Media de 1953 estructurd la ensefianzz

secundaria en 7 cursos y tres ciclos: Bachillerato Elemental (10-14 afios), Bachillerat
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Superior (14-16 afios) y Curso Preuniversitario (Ciencias y Letras) (17 afios). En 1957
este plan sufrié una pequefia modificacion (Decreto de 31 de mayo de 1957). Esta ley
fue un primer intento de ensefianza obligatoria hasta los 14 arios. Una vez finalizada
cada etapa se procedia a realizar una prueba de revalida para obtener el correspondiente

titulo (Bruno y Martinén, 2000).

Una ejemplificacion de la concrecion de los contenidos de divisibilidad impartidos
en educacion secundaria, la podemos encontrar en dos libros de texto de 2° curso de

Bachiller, Gironza (1960) y Segura (1966).

En los dos libros de 2° curso de Bachiller se desarrollan los mismos contenidos de

divisibilidad organizados de forma similar:

(a) Multiplos y divisores. Propiedades.

(b) Criterios de divisibilidad.

(c) Numeros primos y compuestos. Obtencion de ntimeros primos. Descomposicion
de un nuamero en factores primos. Divisibilidad de nimeros descompuestos en
factores primos.

(d) Divisores comunes de dos o mas niimeros. Maximo comun divisor. Calculo del
maximo comun divisor de dos 0 mds numeros. Propiedades obtencion de todos
los divisores. Minimo comtn multiplo. Calculo del minimo comin multiplo de

dos o mas nimeros. Propiedades del minimo comin muitiplo.

No obstante, presentan diferencias significativas en (a) la definicion de multiplo y

divisor; (b) la forma de “entender” el Teorema Fundamental de la Aritmética.

En el libro de Gironza (1960), los conceptos de multiplo y divisor se presentan
asociados a la operacion de multiplicacion- “un nitmero es multiplo de otro si es igual al
producto de éste por otro cualquiera. También se dice que el primero es divisible por el
segundo, y que éste es un divisor o factor de aquel” -. En Segura (1966), estos
conceptos se asocian a la operacion de division- “Un numero es divisible por otro
cuando es exacta la division del primero por el segundo. El primero de los niimeros

también se llama multiplo del segundo. Y el segundo, divisor, factor o submiitiplo del
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primero™=- En ambas definiciones se favorece el establecimiento de las relaciones de
equivalencia légica:

4 es miiltiplo de b<> b es divisor de a< a esdivisible por b= b es un factor de a.

El Teorema Fundamental de la Aritmética, sin mencién explicita, se presenta en los
libros de Segura (1966) y de Gironza (1960), después de la definicion de ntimero primo
y nimero compuesto 'y sus propiedades. Posteriormente, Gironza (1960) desde el
epigrafe “Divisibilidad de nimeros descompuestos en factores primos” muestra la
“Condicién de divisibilidad de un niimero” mientras que Segura (1966) lo hace
directamente desde el epigrafe “Condicion de divisibilidad de un niimero por otro,

descompuestos ambos en sus factores primos”.

Como podemos observar en la figura siguiente también existen diferencias en la
forma de definir y ejemplificar el concepto “ser divisible”. Gironza (1960) ejemplifica
el concepto “ser divisible” mediante numeros representados factorialmente. Por el
contrario, Segura (1966) presenta los nimeros en su representacion decimal, utilizando
posteriormente la  representacion factorial con un cardcter eminentemente

procedimental.

27, Diisbiidad de mimesos descom Condicita de dnialbibdad de wn wamre por sty descany
puestos n facoes s s s e s Fstors primas. - Faca ot ¢
shig it ! :

Condicidn de Divisibilidad de un namero

(Matematicas 1° de Bachiller . Gironza, 1960. p. 30 ; Ecir, 1966. p. 50)
Los autores no llegan a darle un caracter representativo al Teorema Fundamental de

la Aritmética. Gironza (1960), también bajo el epigrafe “Divisibilidad de ntimeros

descompuestos en factores primos”, utiliza la representacion de los niimeros, como €l
p s
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mismo dice, para “calcular mucho mds facil y rapido los productos de dos nimeros y la
division de ambos”, para “reconocer mas fdcil si un mimero es divisible por otro
cuando este se compone de factores primos sencillos”. Segura (1966), por su parte,
presenta las mismas ideas que Gironza (1960) con un caracter més procedimental y bajo
los epigrafes “Division de nitmeros descompuestos en factores primos”™y “Aplicacion de
la divisibilidad de un niimero por un producto de factores™, respectivamente. La figura

adjunta nos muestra las ideas descritas en este parrafo.

7, Diisibifidad de nimeres descon- i
- guestos en factores primos,

visien do niomerns diteomplaeitey on |

€ i e g

Aeiores pranes.
s

Apficzcitn de fa &
factores primos,—1/n 1

ey chivisible por Iy

ibilided de us ndmero por en producie 4¢

cuande

P

Eiruelos

(Gegars, 1986, 5

La representacion factorial

(Matematicas 1° de Bachiller . Gironza, 1960. p. 30 ; Ecir, 1966. p. 50)

El estudio del maximo comtin divisor y del minimo comin multiplo desde los
divisores y multiplos comunes, respectivamente, permite establecer una diferenciacion
entre el contenido conceptual y procedimental de estos conceptos. Para el calculo del
maximo comun divisor y del minimo comuin multiplo los autores proponen una regla

basada en el Teorema Fundamental de la Aritmética. El caracter procedimental de la
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representacion factorial de los numeros naturales también es utilizado para obtener

todos los divisores de un numero.

En este amplio periodo la divisibilidad en la ensefianza se mostraba como una
relacién entre los numeros, evidenciando un cambio progresivo a lo largo de las dos
décadas hacia una ensefianza activa con el empleo de situaciones mas proximas a los
estudiantes a través el tratamiento de problemas de aplicacion real. Cabe mencionar el
uso procedimental que se hacia del Teorema Fundamental de la Aritmética para la
obtencion de los divisores de un namero o para el calculo del minimo comun multiplo y

del méaximo comuin divisor de dos numeros.

V. Periodo de 1970 a 1990.

En este periodo, Espaifla pasa de ser un pais agricola a ser un pais industrial y de
servicios. La demanda de profesionales mas especializados requeria una mejor
instruccion. Las ultimas reformas educativas si bien consiguieron la alfabetizacion de un
amplio sector de la sociedad no formaron profesionales especializados. La Ley General
de Educacion y Financiamiento de la Reforma Educativa, 14/1970 de 4 de agosto,
promulgada siendo ministro de educacion Villar Palasi, desarrollo el sistema educativo
en distintos niveles, desde el preescolar hasta el universitario. Villar Palasi aprobd una
nueva ley de educacion cuyo objetivo fue adaptar el sistema educativo a las necesidades

de una sociedad capitalista (Navarro, 1990).

Esta Ley determindé un cambio en los contenidos, en la metodologia y en la
evaluacion. Las Orientaciones Pedagogicas de 1970 defendian una ensefianza activa y
establecian como objetivos la adquisicion de vocabularic matematico, el logro de
mecanismos de célculo operatorio elemental, demostraciones matematicas, agilidad de

cdlculo mental y creacion de simbolos y estructuras matemadticas.
La falta de concrecion de las orientaciones pedagogicas de la Ley de 1970 cred la
necesidad de elaborar unos nuevos programas, los llamados Programas Renovados

publicados en 1981 (ciclo inicial) v en 1982 (ciclo medio y superior). Entre la Ley

General de Educacion y los Programas Renovados se implanté en Espafia la
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democracia. En la Constitucion de 1978 se establecieron principios generales de

educacion que supusieron la regulacion de nuevas leyes educativas.

La educacién primaria en la Ley General de Educacidon de 1970 y en los
Programas Renovados de 1981 y 1982 recibid el nombre de Educacion General Basica
(E.G.B). Era obligatoria desde los 6 afios hasta los 14 afios y se dividio en dos etapas
organizadas en ocho cursos. Como indican Sierra et al. (1989) en los Programas
Renovados de principios de los ochenta se estructuré la E.G.B. en tres ciclos, inicial
superior y medio, organizados en ocho cursos escolares. El aprendizaje matematico
debia realizarse desde dos aspectos, el formativo y el instrumental. El formativo debia
capacitar a los alumnos a pensar, a discurrir, permitiendo el desarrollo interdisciplinar.
El instrumental por su parte prepararia a los estudiantes para desenvolverse en la vida, a
utilizar la matematica como herramienta para otras dreas. En estos programas se
sefialaba que el paso de lo concreto a lo abstracto se debia realizar pasando de la etapa

experimental hasta la simbolica, a través de la figurativa.

En las orientaciones pedagogicas de la E.G.B, publicadas con posterioridad a la Ley
General de Educacion, la divisibilidad se programa en la primera etapa, en 5° nivel, y de
ésta solo se especifican los conceptos de “multiplo y divisor” aunque se sefiala la
posibilidad de ampliar y adaptar los contenidos y la metodologia a la evolucion de los
alumnos. En los Programas Renovados el estudio de la divisibilidad se pasa al Ciclo
Superior con “el objeto de llegar al estudio del m.c.d y m.cm. que permitira la
operatividad en Q y a la resolucion de problemas” y se especifican los siguientes
objetivos a conseguir: “Adquirir el concepto de multiplo y divisor y saber reconocer
maultiplos y divisores”; “Reconocer y definir nitmeros primos y compuestos”; “Conocer
y memorizar los criterios de divisibilidad por 2, 3, 5, 9y 117, “Adquirir el concepto de
mdximo comun divisor y minimo comun multiplo”; “Calcular el mdaximo comiin divisor
y el minimo comin miltiplo”; “Plantear y vesolver problemas con mdximo comin

divisor y minimo comin multiplo®.

Los diferentes proyectos editoriales concebidos para desarrollar los contenidos de

matematicas en general y la divisibilidad en particular, segun Ley General de Educacion
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Reno ad()s es“]\]‘e[’{)]] "[]]])]eg]]a(l()s” (le una lllatemética modema que
P I OgraﬂlaS v ’ 1 ‘ 1
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isti i ion- di enn.
icio el uso de distintos sistemas de representacion diagramas de Venn,
preP’ i - el

rrespondencias recta numgérica, configuraciones puntuales, escaleras...- con
co ’

bjetivo de favorecer la comprension de los distintos contenidos del curriculo.

0

En el libro de texto de 5° curso de la editorial Anaya (1981) el concepto de multiplo-
«Multiplo de un niimero es el resultado de multiplicar este mimero por otro cualquierd
y el de divisor - Cuando la divisién de un niimero por olro €s exacta, decimos que el
Segundo nimero es divisor del primero”, se presentan, como nos muestra la figura

adjunta, @ través de dibujos, diagramas de Venn y representaciones simbélicas. La

. . . as
relacion de equivalencia logica entre ambos conceptos se muestra mediante diagram:

de flechas.
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Las representaciones en el aprendizaje de Multiplo y Divisor de un namero y sus relac

(Matematicas basicas. 5° Primaria. Anaya, 1981. pp-174-176)
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Por su parte, el proyecto editorial “Matematicas. Orbe 57 de la editorial Vicens-
Vives (1980) introduce, por ejemplo, mediante la recta numérica y la representacion
simbélica de los nimeros los conceptos de multiplo- “un nimero a es miiltiplo de otro b
si se puede encontrar un numero natural n tal que a = n.b” y el concepto de divisor-
“Si un niimero a es multiplo de otro b, entonces b es divisor de a”-. Los autores, a
través de la recta numérica como se muestra en la figura, definen “multiplo de un
numero” asociado a la operacidén multiplicacion entendida como una suma reiterada de
un nimero del que son multiplos los niimeros obtenidos en la suma. Al mimero de
sumandos se le llama divisor. También obtienen el “divisor de un numero” mediante el

reparto a través de diagramas de Venn.

Miltiplos v divisores
i

OMULTIFLON BE LN

o ) ) Y
En gl conjunte N de los ndmeros paturales establzzesmos Ja relaoion Spn® (RETIF cll
wfvd v otra wer, fal comn mics 21 geatfion:

2 2 EN

Wi‘ S

0 1 2 3 5 6 7 8 9 10 1 12

LOs relmerps gue SO origen v extremo de las fechas
Y02, 4, 6,8 10, 12, e

recitien ef aumbre de maltinlos de 2

En ¢l compunte M de ios nimmeroy oaiurales,

s ngmets a os miltiplo de otro b st ye pusde encontrar un sdmern natursl n E

ral g am=n.h

Las representaciones y el aprendizaje de Multiplo de un nimero

(Matematicas Orbe 5° EGB. Vicens-Vives, 1980. pp. 78-79)

En este periodo destacamos la presencia de multiples representaciones de los
numeros- diagramas, configuraciones puntuales...- y sus conversiones junto a la
representacion decimal de éstos con el objetivo de favorecer la comprension de los

diferentes conceptos de divisibilidad. No obstante, el uso de este tipo de
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representaciones no favorecio el estudio de la divisibilidad entre numeros con
representaci()n factorial. En esta época, el Teorema Fundamental de la Aritmética sigue
teniendo el mismo cardcter procedimental que en épocas anteriores. La figura adjunta
muestra como el proyecto editorial “Matematicas. Linea 6. EGB” de Vicens-Vives
(1984), bajo el epigrafe “Determinacion grdfica del m.c.m. de dos niimeros”, utiliza
con catdcter procedimental la representacion factorial y los Diagramas de escalera o

redes cuadriculares para obtener la regla de obtencién del minimo comun miiltiplo de

dos numeros.

2. DETERMINACION GRAFICA DEL M.CM. DE DOS NUMERCS

C
Supangsiens, por ojtege. los wimerss 24y 80, Redleings hallyr s mban. wizands o
Wi du s po 5 e aud facturss pranes:

imimb comiin madltiple e doe nameros (sheevindarante, evemd. &l menar
iniog cnsunas, dist 5 g

¥ 3 6= .35

SRICIG A% fRs eRy0res dotensias db IOt priacs QuE asTEN
e

oo 124,600 = £33 w190

£ e (34, 80) as
en viguns O iy @98

Cilculo del minimo coman multiplo

( Matematicas Linea 6 EGB. Vicens Vives. 1984. p. 59)

La Ley General de Educacién de 1970 también produjo un cambio sustancial en la
ensefianza secundaria. Esta se iniciaba después de la ensefianza primaria, periodo
obligatorio hasta los 14 afios. Posibilitando estudios de Bachillerarlo Unificado
Polivalente (B.U.P) o de Formacion Profesional. El B.U.P constaba de tres cursos, entre
los catorce y los dieciséis afios. La accion docente en el Bachillerato debia basarse en el
aprendizaje del alumno y no en una ensefianza centrada exclusivamente en la

explicacién de la materia (Rodriguez, 1977). El Curso de Orientacion Universitaria
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(C.0.U) era un curso mas de la ensefianza secundaria y se cursaba a los diecisiete afios
una vez finalizado el B.U.P o la Formacidon Profesional de segundo grado. La
divisibilidad s6lo form¢ parte de los programas de B.U.P, especificamente en primer
curso y centrada en el anillo de polinomios: “Anillo de polinomios. Binomio de Newton.

Divisibilidad de polinomios. Divisibilidad”

En este periodo se postula una enseflanza activa, determinandose un cambio
orientativo en los contenidos, en la metodologia y en la evaluacion, proponiendo un
muestrario de propuestas pedagogicas que en las primeras décadas no se encontraba en
la realidad de los centros. La divisibilidad aparece vinculada a las representaciones de
caracter grafica que ayudan a introducir los conceptos de multiplo y divisor, aunque el
Teorema Fundamental continua utilizdndose de forma procedimental para mostrar la
descomposicion de un nimero natural en producto de factores primos y usarlo en el

calculo del maximo comun divisor y del minimo comuin multiplo.

VL. Periodo de 1990 hasta la actualidad.

En los afios ochenta se establecio un amplio debate sobre el sistema educativo. En
1988 se presento el Libro Blanco para la Reforma del Sistema Educativo y en 1990 se
aprobo la reforma educativa mediante la Ley General de Ordenacion del sistema
educativo (L.O.G.S.E) (1/1990, de 3 de octubre). Esta Ley establecié un cambio
significativo en el sistema educativo de nuestro pais. La educacion obligatoria se amplid
hasta los 16 afios; el sistema educativo se reordeno estableciendo las etapas de
educacion infantil, educacion primaria, educacion secundaria obligatoria, bachillerato y

formacion profesional de grado medio y de grado superior.

La Ley fijo los objetivos, expresados en términos de capacidades, los contenidos y
los criterios de evaluacion del curriculo asi como los aspectos basicos que constituyeron
las enseflanzas minimas para la Educacion Primaria y Secundaria (Reales Decretos
1006/1991 y 1007/91, respectivamente). En virtud de las transferencias autonomicas las
Comunidades Autonomas establecieron los Decretos 20/1992 y 47/1992 fijando los
principios esenciales de la propuesta educativa: objetivos generales, objetivos de area y
criterios de evaluacion de la ensefianza primaria y secundaria, respectivamente. Optaron

por un curriculo abierto y flexible que requeria una posterior concrecion en los centros
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educativos a traveés de los proyectos curriculares de las distintas dreas, la secuenciacion

fe los mismos, la metodologia adecuada a cada tipo de contenido y los objetivos a

lcanzar.

La Educacién Primaria- de 6 a 12 afios- se dividid en tres ciclos de dos cursos
cadémicos cada uno, organizada en areas obligatorias de caracter global ¢ integrador,
jonsiderando importante que los nifios y las niflas de Primaria encontraran sentido a lo
que hacian. Las matematicas deberfan presentarse en distintos contextos, tanto de
resolucion de problemas, como de juegos e investigaciones. Atendiendo a las
transferencias autonomicas, los contenidos de divisibilidad del curriculo de la
Educacion Primaria en la Comunidad Valenciana (Decreto 20/1992) se englobaban
dentro del bloque de Numeros, en el apartado 6, bajo el epigrafe “Relaciones entre los
numeros” con  los siguientes contenidos: “Multiplos y divisores”. “Divisibilidad”.
“Numeros primos y compuestos”. “Composicion y descomposicion”. No se especificaba,

por tratarse de un curriculo abierto, el ciclo o curso en que se debia impartir.

En este periodo, las editoriales mayoritariamente presentan los contenidos a través
de distintos contextos: de resolucion de problemas, de juegos, etc. Por ejemplo, la
editorial Santillana, en su libro de 6° curso de Primaria (1997) muestra los divisores de

un numero a partir de un contexto de reparto tal como muestra la figura adjunta.

5. Divisores de un namero natural

Jarge ha comprado 8 sellas para sy caleccion
¥ los quiere colocar en partes iguales en liminas
de forma que no le sobse ningdn sello.

¢Cuantos sellos puede colocar en cada lamina?

TUmitas | Udmings Giweas Liminas o Liminas | Liminas . Umnas - Liminas
. de 1 sella de 2 sellos ; de 3 selfos * de 4 sellos | de Ssellos  de 6 sellos de 7 sellos da 8 seflos

<ada una cada una cadauna . cadauma cada una cada una xada una <ada una

8:1=8 B:2=4 8|3 8:4=2 8|5 816 8|7 8:8=1
22 31 2 f 11

Jorge puede colocar en cada lamina 1 sello. 2 sellos, 4 sellos y 8 sellos

Los niimeros 1, 2, 4 y 8 son los divisores de 8, porque al dividir 8 entre cada una
de estos nimeros el resto de la dlvision es cera.

Los niimeros 3, 5, 6 y 7 no son divisores de 8, porque al dividir 8 entre cada uno
de estos numeros ef resto de la division es distinte de cero.

Divisores de un niumero natural

(Matematicas 6° Primaria. Santillana. 1997. p. 41)
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La relacion entre “divisor y miltiplo de un numero”, la presenta la editorial Marjal
(1995), en su libro de Matematicas de 6°, a partir de la relacion inversa de la division y
multiplicaciéon. Una situacion problematica perteneciente a un contexto de reparto sirve

de referente para mostrar como sinénimos los conceptos de “divisor y ser divisible™.

R R
¢ [visores de un namero natural )
% s w dones que contisnen (3 8. Observa:
HrE CUERIGS BIYVASAS o e
g
3
5% e 15 L
15 os moitipio s 153
de By de 3 D% 3 gu divisor

de 15

i san pderiero £F mulinpls de olro. d8te
o3 divisar det primers

#. Caloula cusintos envases de 21 podran e-
mgrse oo iy leche de un biddn, s la o
pevided det bidon es da 1005
— gCudl Bs 8l resto Ui esta dvision?

Come gl dieitir 100 entre 7 el r2s1o o5 ceto,

desimas que 2 es divisor de 100 ¢ gue WO

¢s divisibie por 2.

Relaciones de equivalencia légica entre Milltiplo, divisor y ser divisible.

{(Matematicas 6° Primaria. Marjal, 1995. pp. 38 )

Los distintos proyectos editoriales generalmente han situado el estudio de la
divisibilidad en el ultimo ciclo de la Educacion Primaria. La concrecion curricular de
los contenidos en las distintas editoriales presentan ciertas diferencias, unos textos solo
desarrollan la divisibilidad a partir de los conceptos “multiplos y divisores”, otros
también incluyen los de maximo comun divisor y minimo comiin multiplo de dos
nimeros naturales o incluso estudian los numeros primos y compuestos. La
divisibilidad en todos ellos se entiende como una propiedad entre nimeros con
representacion decimal. Establecen, explicita o implicitamente, relaciones entre las
distintas acepciones de la divisibilidad. El Teorema Fundamental de la Aritmética no

forma parte del curriculo de la mayoria de los proyectos editoriales.
La educacion obligatoria establecida por la L.O.G.S.E configuré una etapa de
educacién secundaria con identidad propia, estructurada en dos ciclos de dos afios

cada uno, entre los doce y los dieciséis aflos, cuyo objetivo principal fue preparar a los

adolescentes para ser ciudadanos en una sociedad democratica, plural y
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tecnologicamente avanzada. En la Ensefianza Secundaria Obligatoria (ESO) se
establecio un aprendizaje activo de las matematicas, buscando la comprension antes que
la formalizacion, planteando los conceptos y procedimientos en contextos variados y
proximos al entorno de relaciones y experiencias de los estudiantes. La actividad
matematica debia desarrollarse resolviendo problemas, analizando juegos, consolidando
destrezas con la conviccion de que tal actividad despliega cualidades y propicia
actitudes intrinsecamente interesantes y permite crear conocimientos y ampliar

destrezas ttiles para el individuo y para la sociedad.

En virtud de las transferencias autondmicas, la Generalitat Valenciana establecio el
curriculo de Educacion Secundaria de las diferentes areas (Decreto 1007/91),
presentando la temporalizacion de sus contenidos de manera abierta, sin asignarios a un
curso concreto. Los contenidos de divisibilidad del curriculo de la Educacion
Secundaria en la Comunidad Valenciana se engloban dentro del bloque de Numeros,
bajo el epigrafe “Relaciones entre los mumeros” con los siguientes contenidos:

“multiplos y divisores, mdaximo comun divisor y minimo comun multiplo”.

En el desarrollo curricular de la Educacion Secundaria Obligatoria que ofrecen
diferentes editoriales, sitian a la divisibilidad en el primer ciclo y s6lo en algunas de
ellas aparecen referencias explicitas de la divisibilidad en el tercer curso, como repaso

de los conceptos de cursos anteriores.

En esta etapa, al igual que en educacion primaria, los contenidos se desarrollan a
través de distintos contextos. La divisibilidad en la mayoria de Jas editoriales
consultadas es entendida como una propiedad entre numeros con representacion
decimal. Las conexiones entre las diferentes acepciones de 1éxicas de la divisibilidad se
muestran explicitamente. La descomposicion factorial de los nimeros naturales, tal
como vemos en la figura adjunta, se vincula a los procedimientos de calculo del

maximo comun divisor y del minimo comun miltiplo de dos 0 mas mimeros.
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Cariacter procedimental de la descomposicién factorial

(Matematicas 1° ESO. Casals, 2000. p.13)

No obstante, nos parece importante seflalar que la editorial Anaya (1998), bajo el
epigrafe “Revision de los conceptos de miiltiplo y divisor” y como un apartado de la
“Descomposicion factorial de un niimero en sus factores primos”, estudia, define y
propone actividades sobre multiplos y divisores entre numeros con representacion

factorial tal como muestra la figura. adjunta:
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Divisibilidad entre numeros con representacion factorial

(Matematicas 2° ESO. Anaya, 1998. p.27)
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Los autores de este proyecto editorial utilizan los modos de representacion de tos
pameros como organizadores de la unidad didactica “Numeros. Divisibilidad”. Los
conceptos de multiplo, divisor, multiplos comunes (maximo comun divisor y minimo
comun multiplo) son definidos entre numeros con representacion decimal y factorial,
psando como nexo de unién entre ambos desarrollos el Teorema Fundamental de la
Aritmética. Consideramos que este desarrolio curricular podria favorecer que los
alumnos pensaran el Teorema Fundamental de la Aritmética como otra forma de
representar los nimeros y, en consecuencia, los llamados procedimientos de obtencion
de divisores de un ntmero, del maximo comun divisor y minimo comun multiplo de dos
o mas ndmeros como una forma de entender y aplicar las definiciones de estos

conceptos desde la representacion factorial.

El estudio realizado sobre el curriculo de divisibilidad en la ensefianza obligatoria
nos proporciona una visiéon esquematizada del desarrollo de la divisibilidad en a
ensefianza obligatoria en Espafia durante el siglo XX y principios del XXI. En los
sucesivos planes de estudio que han regulado la ensefianza obligatoria en estos afios, los
contenidos de matematicas en general y de divisibilidad, en particular, han sufrido
importantes cambios. Hasta mediados de los aflos setenta, en los curriculos de
educacién primaria, como evidencian los proyectos editoriales con los que hemos
trabajado, se enfatiza la divisibilidad como “una relacion entre numeros con
representacion decimal”. En algunos libros de texto de educacion primaria, anteriores a
1960 la divisibilidad se vinculé a Ia magnitud. Las distintas acepciones léxicas de
divisibilidad se presentaron sin ningun tipo de conexion entre ellas y los conceptos de
multiplo y divisor se asociaron a las operaciones de multiplicacion y de division. El
Teorema Fundamental de la Aritmética tuvo un cardcter procedimental. La
descomposicion factorial de los nimeros naturales siempre estuvo vinculada a los
procedimientos de calculo del maximo comun divisor y del minimo comtin multiplo de
dos o mas numeros. En educacion secundaria ademas de consolidarse, con mayor
profundidad, los contenidos de divisibilidad de los curriculos de Primaria, se
establecieron relaciones de equivalencia l6gica entre las distintas acepciones Iéxicas de
la divisibilidad:

a es multiplo de b<=> b es divisor de a<> a es divisible por b<> b es un factor de a
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y en algunos de los proyectos editoriales analizados se estudié la divisibilidad entre

nimeros con representacion factorial.

A finales del siglo XX y principios del siglo XXI, la concrecion curricular de los
contenidos de divisibilidad ha experimentando cambios en cuanto a la metodologia.
Hasta los afios 90, la ensefianza de los distintos contenidos se articulé a través de
multiples representaciones de los nimeros- diagramas, configuraciones puntuales.....
No obstante, el uso de este tipo de recursos no favorecié que el estudio de la
divisibilidad entre nimeros con representacion factorial se generalizara. Desde los afios
90 hasta la actualidad, se ha pasado de una ensefianza de la matematica centrada en “e/
proceso de matematizacion de problemas, creacion de sistemas formales, utilizacion de
las leyes de estos sistemas para obtener unos resultados e interpretacion de los
mismos” a una ensefianza de la matemadtica “mds prdctica donde la pretension de rigor
no es una parte prioritaria”. En este periodo, el desarrollo de los contenidos de
matematicas en general, y de divisibilidad en particular, se presenta a través de
situaciones problematicas. Desde estas situaciones se establecen los conceptos y
relaciones entre los conceptos de divisibilidad entre nGmeros naturales con
representacion decimal. La divisibilidad entre numeros con representacion factorial no

forma parte del curriculo de 1a mayoria de los proyectos editoriales.

1.3. La Divisibilidad en la Educacién Secundaria actual en los libros de texto.

En el afio 2002, en el Boletin Oficial del estado de 24 de diciembre de 2002, se
publicéd la Ley Organica 10/2002 de Calidad de la Educacion (L.O.C.E.). Esta nueva
reforma del sistema educativo tiene como objetivo adaptar la enseflanza a las
caracteristicas de los alumnos, favoreciendo su capacidad para aprender por si mismos y
para trabajar en equipo, integrando los recursos de las tecnologias de la informacién y
de las comunicaciones en ¢l aprendizaje. El Decreto 39/2002 establecio el curriculo de
la Educacion Secundaria Obligatoria en la Comunidad Valenciana. Este decreto fijé los
contenidos minimos del tema de divisibilidad en el primer ciclo- primer y segundo
curso-, enmarcados en el bloque de Aritmética y Algebra. Estos en primer curso se

presentan bajo el epigrafe de “Divisibilidad”, y en segundo curso, “Relacion de
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divisibilidad. Mdximo comiin divisor y minimo comin miltiplo de dos niimeros

naturales”.

Al establecer las ensefianzas comunes de la Ensefianza Secundaria Obligatoria
(ESO) para toda la Comunidad Valenciana se opt6 por un curriculo abierto y flexible.
Ello implicé que los curriculos aprobados requiriesen posteriores niveles de concrecion
por parte del profesorado y de los proyectos editoriales. Para obtener una aproximacion
de la concrecion curricular sobre los contenidos de divisibilidad que se viene
desarrollando en las aulas de ESO hemos analizado distintas editoriales por ser los
libros el referente fundamental de los docentes. Se examinaron diez libros de texto,
elegidos entre editoriales de gran difusion y otras de menor difusién en la Comunidad

Valenciana. Los libros de texto consultados se adaptan al nuevo curriculo de ESO.

Los textos examinados fratan la divisibilidad en el conjunto de los ntmeros
naturales, reforzando y ampliando, en primer curso de ESO, contenidos que los
estudiantes han trabajado en educacién primaria: multiplo y divisor de un numero,
criterios de divisibilidad (por 2 y por 3), numero primo y compuesto, factorizacion de
un numero. En segundo curso y en algunos casos también en primer curso, desarrollan
los conceptos de maximo comun divisor y minimo comun multiplo de dos nimeros, los
algoritmos correspondientes para su obtencién y la aplicacion de los conceptos y
algoritmos estudiados en la resolucion de situacion problematicas reales y préximas a
los estudiantes. En nueve de los diez textos seleccionados se encontrd un elevado nivel
de coincidencia en los contenidos de divisibilidad y en el desarrollo de los mismos,
concretamente en los siguientes contenidos: mulitiplos de un ntimero natural, divisores
de un nimero natural, criterios de divisibilidad (por 2, por 3 y por 5), nimeros primos
y compuestos, factorizacién de un nimero, maximo comun divisor y minimo comtin
multiplo, célculo de todos los divisores de un numero. Las propiedades de los multiplos

y divisores sélo son estudiadas por dos de los libros de texto examinados.

En funcion del desarrollo curricular que realizan y las actividades que proponen
hemos clasificados los libros de texto recopilados en dos tipos. Un primer tipo, que lo

integran nueve de los diez libros, cuya caracteristica principal es introducir los

41

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat dAlacant. 2006.



Anélisis de la comprensién de divisibilidad en el conjunto de los numeros naturales. Samuel David Bodi Pascual.

Capitulo 1. Identificacion del Problema Samuel David Bodi Pascual

conceptos y procedimientos y posteriormente proponer ejemplos y actividades de
complemento para cada uno de ellos. Al finalizar cada unidad didactica se plantean
actividades y ejercicios de aplicacion tedrica y procedimental, y problemas de
aplicacion practica en contextos cercanos (baldosas, ordenacion de libros, distancias,
coincidencias de dias, coincidencias horarias, numero de grupos escolares, etc.).
Algunos de estos libros también proponen actividades de autoevaluacion, otros juegos y
curiosidades relacionados con la divisibilidad. La Tabla 1.2 presenta el desarrollo

curricular de un texto de 1° de ESO de la editorial S.M. (2002) como ejemplo

representativo de esta primera categoria.

Contenidos de Divisibilidad correspondientes a 1° de ESO. Comunidad Valenciana ]
Editorial Titulo Autores Ciudad | Aifo
Matematicas 1° Secundaria - | Bujanda, M* Paz .
SM. Nameros Mansilla, Serafin Madrid 2002
Contenidos

e Se define el concepto de maltiplo de un namero natural.

Muiltiplos de un nilmero natural L ;
plos g e Cdmo obtener los miltiplos de un nmero natural.

Divisores de un numero natural o Se define el concepto de divisor de un namero.

Propiedades de los miltiplos y
divisores

Criterios de divisibilidad e Por 2, por 3, por 4, por 5, por 9, por 10, por 11, por 25, por 100.

Niimeros primos y compuestos e Definicion de numero primo y nimero compuesto

Construccion de tabla de nimeros
primos

Factorizacién de un niumero e Cdlculo de la descomposicién de un namero en factores primos.

Calculo de los divisores de un

, e (Como averiguar los divisores de un niimero natural.
namero

o Definicion de maximo comun divisor de 2 6 mas nimeros

Maximo comun divisor L ,
Procedimiento para ¢l célculo del m.c.d

Definicién de minimo comun multiplo

Minimo comun miltiplo . X o
P Procedimiento para el calculo del m.c.m de 2 6 mas numeros

Cada apartado tiene ejercicios de complemento.

Al finalizar 1a wnidad didactica se propone una coleccion de 65
gjercicios de aplicacion tedrica y procedimental, y 16 problemas
de aplicacion practica en contextos cercanos (agrupaciones,
distribucion de arboles, construcciones con baldosas,
coincidencias de dias, distribuciones de piezas, distribuciones de
objetos, numero primo, colocacion de cromos, distribucion de
personas, volimenes, coincidencia horaria)

e Completa la unidad didactica con una seccién sobre divisores de
un niimero, cuadrados mdgicos, potencias en la calculadora.

Ejercicios

Tabla 1.2. Contenidos, desarrollo curricular y actividades sobre divisibilidad. Editorial S.M.
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A la segunda categoria establecida solo pertenece un libro de texto de 1° de ESO de
la editorial Marfil (2002). Este libro de texto se caracteriza por presentar un desarrotlo
curricular con un marcado caracter constructivista, utilizando las actividades como eje
vertebrador de los distintos contenidos de divisibilidad. El desarrollo curricular de este

texto se muestra en la Tabia 1.3

Contenidos de Divisibilidad correspondientes a 1° de ESO. Comunidad Valenciana J
T Editorial Titulo Autores Ciudad | Ao
ﬂ Botella, Luis M.
Marfil Matematicas 1r Curso ESO | Millan, Luis M. Alcoy 2002
| Pérez, Pascual
| Contenidos |

¢ Definicion de multiplo de un numero

o Calculo de multiplos de un nimero

o Definicion de divisor de un niimero.

» Relacion inversa entre miltiplo y divisor

Multiplos de un nimero natural

Divisores de un numero natural

Propiedades de los multiplos y divisores

Criterios de divisibilidad * Por 2, por 3, por 5.

Ninneros primos y compuestos e Definicion de nimero primo y niimero compuesto
| Construccidén de tabla de numeros primos

Factorizacion de un nimero ¢ Descomposicion de un piimero en factores primos

Célculo de los divisores de un numero

s Definicion del maximo comin divisor de des 6 mas
Maximo comun divisor: m.c.d. nimeros.
Procedimiento para el calcule del m.c.d.
Definicion del minimo comun multiplo de dos 6 mas
Minimo comin multiplo: m.c.m. numeros
Procedimiento para ¢l célculo del m.c.d.
El desarrollo curricular de la unidad didactica se realiza |
reflexionando sobre distintas situaciones problematicas,
juegos: operacién necesaria en un juego, busqueda del
resto en un reparto, lados en un terreno rectangular,
nimero de tres cifras miltiplo de otros, juego de los
divisores, numeros primos distribuidos en un hexagono, el
panal de los divisores, distribuciones de objetos.

» Al finalizar la unidad didéctica se proponen 7 ejercicios de
aplicacion tedrica o procedimental, y 4 problemas de
aplicacién proxima {construcciones con baldosas, longitud
de elementos, distribuciones de grupos y pagos con
billetes)

Tabla 1.3. Contenidos, desarrollo curricular y actividades sobre divisibilidad. Editorial Marfil

Ejercicios

Estos proyectos editoriales acreditados por el Decreto 39/2002 del Gobierno
Valenciano no presentan diferencias curriculares significativas con respecto a los
proyectos curriculares homologados por el Decreto 47/1992 y descritos en el apartado
anterior (pp. 33-39). Los desarrollos curriculares llevados a cabo por la editorial S.M.

(2002) y Marfil (2002) aunque se conciben desde perspectivas distintas como ya hemos
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reseflado, establecen explicitamente desde la definicion operativa de Divisor — “a es
divisor de b si la division b : a es exacta. Diremos que b es multiplo de a”- relaciones
logicas entre divisor y multiplo. El proceso de céalculo de todos los divisores de un
nimero planteado por la editorial S.M. (2002) y descrito en la figura adjunta podria
favorecer (a) el establecimiento de relaciones entre divisor y factor y (b) el uso de la

representacion factorial. No ocurre lo mismo con la editorial Marfil (2002).

3. CALCULO:DE: TODOS-LOS DIVISORES DE UN N(MERD
Pare. hallar todos log divisores de 18, se divde 18 por 1
dvisibn & excta, blentras un divisor del normarn " o
Shisibn eact . | Muttplesci
— plkzcién LFACTORES
0B s 18=1:18 | 1y 18 son divisores de 18 0 DIVISORES?
1812 | Whbdn o
0T s 18=2-9 | 2y son divisores de 18 P(zn Y
[ B.2=3
3 =13
3‘5— § | 18=3-6 | 3ySsondikomsdets | I
§i o [ B
4 10 e divisor de 18 1 3 fjnon en s dbses
o™
18=5-2 | 5noesdhisor de 18 A 0@ oencs hatlar
ditntanert de fores 5 6o
- disos de 11 nimeny e g
msmg.
M €y 3 son divisores de 18
Estos Ultimos divisores y2 se habizn encortrado. A parfr de aqui se repi
divsores. Luego los dvisares de 18 son: 1, 2, 3, 6, l; v 18 R
Para calcular todos los divisores de un nomero:
+ Se escribe orderadamente el nimero como
Aoy producto de des factores
+ S termina cuando se repiten los factores.
*+ Los factores aparecidos son todus los divisores del nlimerc.
- Marfil, 2002

Procedimiento de calculo de los divisores de un nimero

(Matematicas 1° ESO. S.M. 2002. p. 9; Marfil, 2002. p. 89 )

La representacion factorial no es tratada explicitamente en la editorial Marfil (2002)
y en la editorial S.M. (2002) se presenta desde el epigrafe “Descomposicion de un

nimero en factores primos™ tal como muestra la figura adjunta.
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8. DESCOMPOSICIGN. DE-UN.NUMERO EN EACTORES

PRIMOS

Comprueba que 360 = 21 - 32 . 5
i nOmeros Z, 3y S son los factores primos de 360,
3. 5 es la descomposicidn de 360 en factores primas,

Se dice que 27 -
§ La descompesidda de un namero en factores primos es la expresié
§ def rdmero came un products de factores primos.

Descomposicién de un nimero en factores primos

(Matematicas 1° ESO. S.M. 2002. p. 13)

posteriormente, la descomposicion factorial de un namero en la editorial S.M.
1002) es utilizada como procedimiento de célculo del maximo comun divisor y el

yinimo comun miltiplo de dos niimeros tal y como se describe en la figura adjunta.

9. EL MAXIMIO COMUN DIVISOR DE VARIOS NUMEROS
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- Bl maximo coman divisor es igual sl producto de fos factores primos
Tomunes alevados al manor exponents con gue apatezcan en la des-

R R R

composicidn de cads . ndmero,
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Miximo comun divisor de dos niimeros: definicién y cilculo

(Matematicas 1° ESO. S.M. 2002. p. 14)
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La editorial Marfil (2002) por su parte define y calcula el méximo comun divisor y
el minimo comin miltiplo de dos ntmeros desde la representacion decimal y

posteriormente con un caracter procedimental utiliza la descomposicion factorial.

log fodiores comunes o todos elmeados 0! mansr ax

Feteg

COmenes ¥y ns comones, elovades of sgGr

mom il s 2. Feg.-fe z4

Miximo comin divisor y minimo comin multiplo de dos numeros

(Matematicas 1° ESO. Marfil: 2002. pp. 90-91)

La divisibilidad es entendida mayoritariamente como una propiedad entre niimeros
con representacion decimal. Las definiciones de las acepciones 1éxicas de divisibilidad
multiplo-divisor favorecen explicitamente el establecimiento por parte de los alumnos
de relaciones 16gicas entre estas acepciones. El Teorema Fundamental de la Aritmética

sigue teniendo un marcado caracter procedimental.

El estudio de los contenidos sobre divisibilidad que presentan los distintos libros de
textos examinados, el desarrollo curricular que realizan y las actividades planteadas nos
ha permitido fijar los topicos- miltiplos y divisores de un numero natural, criterios de
divisibilidad, numeros primos y compuestos, factorizacion de un niimero (Teorema

Fundamental de la Aritmética), maximo comun divisor y minimo comiin multiplo- que

46

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat dAlacant. 2006.



Anélisis de la comprensién de divisibilidad en el conjunto de los numeros naturales. Samuel David Bodi Pascual.

tulo 1. Identificacién del Problema Samuel David Bodi Pascual

Capi

van a formar parte de nuestra investigacion y seleccionar actividades y problemas sobre
Jos contenidos de divisibilidad que se desarrollan en la etapa, y su ampliacion y
comparacion con estudios como los de Zazkis y Campbell (1996a), y Brown et al.
(2002), con el objetivo de realizar un cuestionario, validarlo y evaluar el desarrollo de la
compresion de la divisibilidad en N de los alumnos de ensefianza secundaria, en sus

diversos ciclos, desde la perspectiva de la teoria APOS.

Podemos concluir sefialando que la enseflanza de la divisibilidad en el conjunto de
los numeros naturales en las etapas de educacién primaria y media se ha centrado
principalmente en los alumnos comprendidos entre 10y 14 afios a lo largo de los siglos
XX y XX1, dependiendo otras eventualidades de los planes de estudios establecidos por

las circunstancias politicas y sociales.

La evolucion de los tiempos y de la sociedad ha postulado el paso de una
metodologia principalmente memoristica, a excepcion del periodo de 1931 a 1936, hasta
la propuesta de una ensefianza mds activa a partir de la década de los 60, hasta la €poca
actnal donde la propuesta metodolégica establece un curriculo flexible con la
concrecién educativa en los diferentes centros educativos, desarrollando las capacidades

propias de los alumnos y atendiendo a la diversidad en el aula.

Hemos podido observar como la divisibilidad se ha vinculado en las primeras
décadas en los primeros afios de educacion primaria a la magnitud. Por lo general, la
divisibilidad se ha tratado tanto en educacién primaria como secundaria como una
propiedad entre niimeros, destacando que a partir de 1970 se utilizan representaciones
graficas para introducir los conceptos de divisibilidad, bien fueran diagramas o
representaciones puntuales, hasta la década de 1990, o representaciones de figuras de

contextos cercanos (flores, juguetes, trenes) a partir de la introduccién de 1a L.O.G.S.E.
A lo largo de los periodos estudiados se ha podido ver que la divisibilidad se
introduce en las primeras décadas del siglo XX, principalmente, a través de la acepcion

léxica de “ser divisible” (formando parte del nimero) y a partir de la cual se definen

multiplo y divisor de un nimero. Por otra parte también encontramos la definicion de
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multiplo asociado a la operacion de multiplicar o bien a la de dividir (si la division es
exacta) y la definicion de divisor asociada a la operacion de dividir. Estas tltimas
definiciones favorecen el establecimiento por parte del alumno de las equivalencias
logicas “a es multiplo de b <>, b es divisor de a < b es factor de a < a es divisible
por b”. A partir de la década de los 60, la mayor variedad editorial, muestra que los
autores utilizan unas u otras acepciones para introducir la divisibilidad. Queremos
resefiar que después de la puesta en funcionamiento de la Ley de 1970, v bajo la
influencia de las “matematica modernas”, algtn libro de texto presenta la definicién de
multiplo a través de los puntos de una recta graduada y después de haber introducido la

“relacion de ser divisor” como una relacion de equivalencia.

Por ultimo, los libros de texto no suelen introducir el Teorema Fundamental de la
Aritmética para los cursos cuyos alumnos no alcanzan los 12 afios. En las épocas
estudiadas, cuando las editoriales tratan este Teorema Fundamental no especifican su
nombre y lo introducen, generalmente, como la descomposicion en factores primos de
un namero natural. El modo de representacion factorial es utilizado en los libros de
texto de manera procedimental para calcular el maximo comun divisor y el minimo
comun miltiplo, y algunas editoriales lo emplean también para la obtencion de todos los

divisores de un niimero.

1.4. La “comprension de la divisibilidad” como ambito de investigacion.

Las investigaciones sobre la comprension de los topicos de la Teoria Elemental de
Numeros revelan la existencia de dificultades en el aprendizaje y comprension de estos
conceptos y la necesidad de una mayor indagacién en este campo. La gran mayoria de
las investigaciones realizadas con estos tdpicos se han planteado inicialmente con
estudiantes para maestros y desde la perspectiva del analisis de la comprension de los

contenidos matematicos que se deben ensefiar.

Sin embargo, estas investigaciones nos aportan una informacion inicial para
plantearnos nuestras cuestiones de investigacion sobre la comprension de la

divisibilidad en alumnos de secundaria.
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Dos han sido los criterios de organizacidn de esta investigacion:

o las centradas basicamente en el andlisis de la comprension de las relaciones entre
las diferentes acepciones léxicas, y

e ¢l papel que desempefian las diferentes representaciones de los ntmeros

(decimal y factorial) en la comprension de los contenidos de la divisibilidad.

Zazkis y Campbell (1996a) en su estudio con estudiantes para maestros de
ensefianza primaria indican que si bien los conceptos elementales de la Teoria de
Nuameros tienen una gran importancia, no han recibido la atencién que requieren en las
distintas investigaciones de Educacion Matematica. Campbell (2000) sefiala la
influencia de la investigacion en Educacion Matematica en la practica docente, en
particular, en la Teoria Elemental de Ntumeros aplicada a futuros maestros de ensefianza
primaria. Este autor subraya que las investigaciones en el aula pueden ayudar a superar
determinadas dificultades de la comprension de las nociones de la aritmética elemental
y, en particular, de la divisibilidad. Ademas toma como referencia fundamental la
necesidad de corregir las dificultades que se muestran en la comprension de la

aritmética basica y la manera en que se ensefia a los nifios.

En relacidn a la comprensién de la divisibilidad en el conjunto de los numeros
naturales, Zazkis (2000) analiza las conexiones que efectian los estudiantes para
maestros entre los conceptos de factor, divisor y mulitiplo, y entre otros conceptos de la
teoria elemental del nimero, tales como factores primos, descomposicién en factores

primos, minimo comun multiplo, maximo comun divisor o reglas de divisibilidad.

Zazkis considera la equivalencia de las siguientes relaciones entre dos ndmeros
naturales cualesquiera:

e besunfactordea

s besundivisordea

e aesmiultiplodeb
con la existencia de dos formas adicionales para expresar la misma relacion entre dos
nmimeros:

e bdivideaa
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a es divisible por b

Para analizar qué equivalencias establecian los estudiantes para profesores de

enseflanza primaria, realizé 19 entrevistas donde las preguntas que formul6 eran del

estilo:
a)
b)
o
d)
e)
v

Enumera los factores primos de 117 = 3 x 13.

Indica los factores de 117 = 3" x 13.

Indica los divisores de 117 = 3" x 13.

¢ De qué nitmeros es multiplo 117?

¢ Existen factores que no sean divisores de un mimero?

¢ Existen mimeros que son multiplos y divisores de 1177

El andlisis de los datos resultantes de las entrevistas realizadas a estudiantes para

profesores de ensefianza primaria, efectuado desde la perspectiva de considerar el

conocimiento como una red en la que los conceptos matematicos se estudian

relacionandose con otros, aportd los siguientes resultados:

a)

b)

d)

la comprension del concepto de “factor” parecia ser el menos problematico de
los tres estudiados. No obstante, los estudiantes tenian una comprension
incompleta del mismo. La mayoria de ellos lo asociaban con la operacion de
multiplicacién y no lo entendian como una relacion entre los niimeros,

el concepto de “divisor” resulté mas problematico que el de factor. Existia una
gran tendencia entre los alumnos a asociarlo con el papel que puede desempeifiar
un numero en la division,

el concepto de “multiplo” fue el méas problematico de los tres conceptos. Este
fue asociado a la operacion de multiplicacion.

la mayoria de estudiantes solo establecian equivalencia logicas entre factor y
divisor. El resto de conexiones, por ejemplo entre factor y multiplo, se
realizaban de forma errénea. Las conexiones entre los conceptos de factor,

multiplo y divisor no fueron establecidas por ningin estudiante.

Esta investigacion aporta como resultado relevante que los estudiantes a menudo

asignan a los conceptos significados diferentes a los asignados por los matematicos en
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ol contexto de la Teoria de Numeros, y que las conexiones que establecen entre estos

conceptos son la mayoria de las veces débiles o incompletas.

La divisibilidad es uno de los conceptos en la Teoria de Numeros que presenta una
amplia gama de descripciones 1éxicas, pudiéndose establecer, como ya se ha indicado,
equivalencia logicas entre las siguientes expresiones: a es divisible por b; b divide aa; b
es un factor de a; b es un divisor de a; a es multiplo de b. Zazkis (2002) desarrollo, a lo
largo de cuatro afios, una investigacion sobre el uso del lenguaje en la Teoria Elemental
de Numeros (divisibilidad, descomposicion en factores primos, factores, divisores y

multiplos) con estudiantes para maestros realizando entrevistas clinicas individuales.

La autora en sus conclusiones pone de manifiesto el intercambio constante e
incoherente que realizan los estudiantes entre el lenguaje formal y no formal. El
concepto “ser divisible”, entendido como relacién entre miimeros, es sustituido por “ser
dividido”, entendido como un niimero que puede ser dividido por otro con resto cero,
considerando gue un nimero puede ser dividido por otro aunque el cociente no sea
entero. Los conceptos de divisibilidad también son aprehendidos a través de imagenes
mentales de reparto de objetos como es el caso del concepto “ser divisible” que los
estudiantes representan mentalmente como conjuntos de objetos de igual nimero. A
través de este estudio, Zazkis (2002) demanda metodologias de enseflanza que
promuevan y ayuden al uso formal y riguroso del lenguaje matemadtico a fin de dar

sentido al significade de los conceptos.

Bolte (1999), por su parte, expone las pautas que se pueden seguir para la
formalizacién, de forma individual o colectiva, de mapas conceptuales sobre temas de
matematicas en general, y de divisibilidad en particular. La realizacion por parte de los
estudiantes para maestros de los mapas conceptuales puso de manifiesto su comprension
de los conceptos implicados y las conexiones que establecen entre éstos. El autor
plantedé la elaboracion de un mapa conceptual de los conceptos de factor, factorizacion,
descomposicion factorial, primo, multiplo, divisible, compuesto, divisor, producto,
minimo comun multiplo, division por nimeros primos, algoritmo de Euclides o maximo

comun divisor. Los estudiantes debian establecer y organizar las relaciones existentes
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entre los conceptos a través de nudos y lineas, ofreciendo al final de la actividad un

informe sobre las relaciones establecidas entre los conceptos por ellos.

El mapa conceptual que se muestra a continuacién fue calificado como débil, 6

puntos sobre 10, debido a su organizacién y a la explicitacion de algunas relaciones

superficiales.
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La combinacion de elementos visuales y narrativos de los mapas conceptuales es
considerada por el autor como beneficiosa para la construccion de conocimiento
matemdtico. Los mapas conceptuales aportan a los estudiantes representaciones mas
completas al integrarse en ellos la representacion visual y narrativa. Igualmente,

proporcionan a los profesores la oportunidad de descubrir los errores de sus alumnos y

Mapa conceptual de la divisibilidad. (Bolte, 1999. p 170)

evaluar el progreso de la comprension de los conceptos matematicos.
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Este grupo de investigaciones pone de manifiesto que un aspecto a considerar en el
andalisis del desarrollo de la comprension de la divisibilidad en N puede venir dado por

el establecimiento de relaciones entre las distintas acepciones Iéxicas de la divisibilidad.

Entre las investigaciones relativas al papel de las distintas representaciones de los
numeros y las dificultades que éstas generan en la comprension de determinados
conceptos de la Teoria de Numeros, Zazkis y Gadowsky (2001), en sus trabajos con
estudiantes para profesores y con alumnos de enseftanzas medias, destacan las diferentes
caracteristicas de las representaciones de los nimeros naturales en las tareas que sobre

Teoria de Nuumeros fueron planteadas.

El tipo de tareas planteadas en los cuestionarios y entrevistas permitieron analizar el
papel de diferentes representaciones y la dificultad que éstas suponfan para los alumnos.
En este sentido cabe destacar la tendencia de los estudiantes a obtener la representacion
decimal de los nGmeros naturales para resolver las tareas planteadas, sin observar las

caracteristicas de las representaciones utilizadas. Por ejemplo:

a) Representaciones factoriales:

Entre las distintas respuestas dada a la pregunta “Dado el nimero
M=3x5x7 ;Mes divisible por 77" se destaca que la estrategia mayoritaria es la
de obtencion de la representacion decimal de M para efectuar la division, al no
considerar que 7 es un factor de M. Esta estrategia pone de manifiesto que (a) para
algunos alumnos era mas facil discutir la divisibilidad por 7 del niimero 675 x 7 que
del maimero M; (b) para otros era mas facil discutir la divisibilidad por 7 de M
(factor que aparece en la representacion factorial) que la indivisibilidad por 11
(factor que no aparece en la representacion factorial), e incidiendo en el papel
primordial que juega la unicidad de la descomposicion factorial de un ntmero

(Teorema Fundamental de la Aritmética).

Para analizar el uso que los estudiantes hacian de las representaciones factoriales
en la identificacion de cuadrados perfectos, los autores plantearon tareas del tipo:

«“,Es 71° un cuadrado perfecto? ;Es 71° un cuadrado perfecto?” En el primer caso,
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dada la evidencia de la representacion, la respuesta mayoritariamente fue correcta,
en el segundo caso, los estudiantes obtuvieron el valor de 71° y calcularon la raiz

cuadrada, sin observar que la representacion dada se puede transformar en (71

b) Representaciones fundamentadas en el algoritmo de la division.

De nuevo, para resolver la tarea “Dado el nimero K = 6 x 147 + 1. ;jCudles son
el cociente y el resto en la division de K por 6?7, la preferencia de los estudiantes
fue obtener la representacion decimal de K y hacer la division por 6. Algunos
estudiantes contestaron que K es multiplo de 6 porque 6 estd contenido en la
representacion del nimero mostrado, aunque este tipo de contestaciéon no fue la

mayoritaria.

¢) Representaciones basadas en la propiedad distributiva.

La mayor parte de los estudiantes para resolver la tarea “Considere el numero
A =15 x 5623 + 60. ;Se puede expresar como multiplo de 157" obtenian la
representacion decimal de A y dividian por 15. No eran capaces de aplicar la
propiedad distributiva para discernir que A es multiplo de 15:

“I5x5623+60=15x5623+15x4=15x(5623 + 4)".

La resolucion de otras tareas ofrecié pobres respuestas por la dificultad que supuso

para los estudiantes el tipo de representacion utilizada. Por ejemplo:

a) La dificultad de la tarea “El niimero 1215, representado en base 6, ;es impar?”
radica en que los alumnos estan acostumbrados a representar los niimeros en el
sistema de numeracion decimal.

b) La tarea “El mimero 36°. ;Es un cuadrado perfecto?” presenta dificultad a los
alumnos porque la representacion decimal del niimero no permite observar otra

representacion alternativa y consideran que el niimero es un cubo perfecto.
Zazkis y Gadowsky (2001) creen que estos resultados son debidos a las experiencias
previas de los alumnos en la escuela. En la escuela se da mayor preponderancia a los

calculos, en detrimento del estudio de la estructura y de las caracteristicas de las

representaciones de los nimeros. La importancia de las representaciones de los niimeros
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debe destacarse mediante la presentacidon de diferentes expresiones y situaciones,
estimulando 2 los alumnos con representaciones que excedan a las capacidades de
calculo de las calculadoras. La eleccion de actividades con estas caracteristicas puede
ayudar a los estudiantes en la comprension de las peculiaridades de los ntGmeros

naturales, en especial de su estructura multiplicativa.

Brown (2002), en su investigacion sobre divisibilidad, también estudia las
dificultades que tienen los estudiantes para maestros en encontrar multiplos comunes
entre numeros descompuestos en factores primos. Las actividades desarrolladas se
basaron en la secnencia: 27 x 34; 2°x 34; 2%x 35; 2'x 3% 2%x 34; 2’x 35..., a partir de
la cual se pidio a los estudiantes que buscardn los seis términos siguientes y que
expresaran, en producto de factores primos, el término que ocupaba la posicion 200,
describiendo a través de la representacion factorial el método de obtencion del término

n-¢simo.

Las distintas estrategias empleadas por parte de los estudiantes en la resolucion de la

actividad propuesta fueron:

a) Simbolizar los términos de la secuencia numérica mediante su representacion
decimal: 324, 648, 972, 1296, 1620, 1944.. A vpartir de esta nueva
representacion se obtuvo la diferencia entre términos consecutivos, 324 y el
término n-¢simo, 324 x n, que posteriormente fue representado factorialmente,
2°x 3%n.

b) Conservar la representacion factorial de los mimeros: (a) expresando los
términos siguientes de la sucesion en su representacion decimal, 2268, 2592 y
asi sucesivamente, simbolizdndolos posteriormente mediante su representacion
factorial; (b) realizando las diferencias sucesivas entre dos términos de la
sucesion a partir de su representacion factorial y expresando la diferencia en

producto de factores primos 2°x 3%,

f(n)

n—

c) Obtener los cocientes entre términos sucesivos , con n>1, que produce
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n

una sucesion recurrente de la forma x f(n-1) , con f(1) = 2% x 34 y

n—1

observando la relacion existente f(n) =nx f(1), o bien f(n)= f(n-1)+ 324.

Brown (2002) observé que mayoritariamente los estudiantes optaban por obtener la
representacion decimal de los niimeros y, posteriormente, buscaban la representacién

factorial para ofrecer la respuesta.

Por su parte, Zazkis y Liljedahl (2004) estudian el papel de la representacion en la
comprension de los niimeros primos por parte de los estudiantes para maestro de escuela
elemental. Los autores indican que la representacion de las propiedades de los niimeros
sirve como “lente” para el analisis de las respuestas dadas por los participantes.
Sugiriendo que la falta de una representacion transparente para un nimero primo puede

ser un obstaculo para la comprension del concepto de primalidad de los numeros.

El punto de partida de esta investigacion fue entender los nimeros primos como
ideas bdsicas, o “elementos constructivos”, de la Teoria de Numeros. Los nimeros
primos son descritos como “elementos constructivos” de los niimeros naturales. El
término “elementos constructivos” podria ser visto como “una interpretacion
metaforica del Teorema Fundamental de la Aritmética”. La propiedad de existencia que
esta detras de la metafora “elementos constructivos™ es la que crea una imagen de los
nlimeros compuestos como construcciones multiplicativas de nimeros primos. La
unicidad de la descomposicion en factores primos presenta un desafio para muchos
alumnos, su existencia es una propiedad que a menudo estd dada por sentada (Zazkis y
Campbell, 1996b). No obstante, sefialan los autores que el hecho de que los numeros
primos sean una idea basica no significa que deban ser presentados y estudiados en
solitario porque la comprensién de los conceptos matemdticos presenta una compleja
red de relaciones y conexiones con otros conceptos. La comprension de los estudiantes
de los niimeros primos esta conectada a la comprension de las relaciones multiplicativas
entre nimeros naturales, factores, multiplos, nimeros compuestos, y divisibilidad. La
importancia de la comprension de los numeros primos, segun los autores, estd en la

comprension de los numeros, los modos de representar los nimeros y las relaciones
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entre NUMETos, aspectos que han sido identificadas por el Nacional Council of Teachers
of Mathematics como fundamentales en los estandares de Ntmeros y Operaciones para

todos los niveles (NCTM, 2000).

De las preguntas que se formularon en el estudio de Zazkis y Liljedahl (2004)
destacamos las que tuvieron como objetivo establecer la influencia que ejerceria la

representacion factorial en las respuestas de los participantes:

2) Sea el numero F = 151 x 157. ;F es un numero primo? Conteste si 6 no y
razone Si respuesta.
3) Sea m(2k+1), con m y k numeros enteros. ;Este mimero es primo? ;Puede ser

siempre un numero primo?

De los 116 estudiantes que participaron en la investigacion, 74 contestaron
correctamente la pregunta 2, indicando que F es un nimero compuesto. De ellos, 52,
justificaron su respuesta a partir de la definicién de ntimero primo o compuesto. Las
respuestas incorrectas correspondieron a 42 estudiantes, que para dar su respuesta
utilizaron la representacion decimal de F y las reglas de divisibilidad. Las respuestas a
la Pregunta 3 estuvieron condicionadas por la notacién algebraica utilizada para
representar el ntimero. Esta notacién impidio el uso de cualesquiera de los métodos
algoritmicos mas familiares para los participantes. Sin la opcion de utilizar algoritmos
los estudiantes centraron so atencién en:

a) La definicion (o0 una interpretaciéon de la definicion) de nimero primo y

compuesto.

Los alumnos que entendian los ntmeros primos como “aquellos que solo son
divisibles por 1 y por si mismo” tuvieron dificultades para generar una
respuesta. Esta definicion les llevd a pensar que “los nimeros primos no pueden
ser representados como un producto” ignorando la posibilidad de la
factorizacion trivial,

b) El poder de conviccion de los ejemplos.

Cuando el numero primo fue entendido como “aquel que tiene dos factores”,

los alumnos fueron capaces de reconocer la factorizacién trivial y utilizarla
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como guia para generar ¢jemplos que les permitieron dar una respuesta.

Zazkis y Liljedahl (2004) consideran que (a) conocer las definiciones de numero
primo no significa que los alumnos sean capaces de utilizar este conocimiento en una
situacién problematica; (b) una forma de construir una comprension adecuada del
concepto de niimero primo esta relacionada con la descomposicion factorial de los
nimeros como demuestra las limitaciones vy obstaculos que tenian los estudiantes para
maestros para resolver tareas cuando los nimeros estaban representados factorialmente;
{c) la existencia de una “representacion transparente” para una propiedad especifica de
los numeros puede ayudar a la abstraccion y generalizacion de esta propiedad. La falta
de “representaciones transparentes” para la primalidad es un obstaculo en la
construccion de este concepto; (d) es necesario involucrar a los estudiantes en la
consideracion de grandes numeros. Entienden por grandes numeros aquellos que van
mas alla de la capacidad de una calculadora de bolsillo. Plantean una posible variacion
de la cuestion 2 que impida a los estudiantes determinar la expresion decimal del
namero, por ejemplo, el numero /51", para establecer la primalidad o no de éste. Esta
sugerencia pedagogica, sin demostrar empiricamente, les hace suponer que la
incapacidad de realizar célculos forzarad a mas estudiantes a atender a la representacion

que hace la “conclusion transparente”.

Este segundo grupo de investigaciones pone de manifiesto que un nuevo aspecto a
considerar en el andlisis del desarrollo de la comprension de la divisibilidad en N por
parte de los alumnos de educacién secundaria podria estar centrado en la manera en qué
las representaciones decimal y factorial de los numeros afecta a la compresion de la

divisibilidad en N.

En resumen, las investigaciones anteriores subrayan la importancia de la
comprension de la Teoria Elemental de Numeros, en particular de la divisibilidad,
sefialando la trascendencia de las relaciones entre los diferentes conceptos y de los
modos de representacidn. Dado que los alumnos adquieren sus concepciones acerca de
los conceptos de divisibilidad en los tltimos afios de la educacion primaria y en el

primer ciclo de la educacién secundaria, y las usan a lo largo de sus estudios como
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herramienta complementaria de otros temas de matematicas, es importante profundizar
en la comprension que tienen los alumnos de la divisibilidad en el conjunto de los
aumeros naturales en los tres niveles educativos (1° de Educacion Secundaria
Obligatoria, 4° de Ensefianza Secundaria Obligatoria y 1° de Bachillerato) desde (a) el
tipo de relaciones logicas que establecen los alumnos entre los distintos conceptos de
divisibilidad y (b) la influencia que tienen los sistemas de representacion de los numeros

en la comprension de la divisibilidad en N por parte de los estudiantes en estos niveles.
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La investigacion en Educacion Matematica se consolida y fortalece cuando se basa
en un marco teorico. Una teoria de aprendizaje de las matematicas puede proporcionar
explicaciones de los fenémenos de construccion por parte de los alumnos de los
conocimientos sobre los conceptos matematicos, (a) sugiriendo orientaciones
pedagogicas que favorezcan este proceso, (b) apoyando el prondstico desde un cardcter
explicativo, (c) aplicandola a un amplio espectro de fenémenos, (d) interrelacionando
fendmenos, (e) sirviendo como herramienta de analisis de los datos, 6 (f) proveyendo de

un lenguaje para la comunicacion de las ideas (Dubinsky y McDonald, 2001).

La forma en que se produce por parte de un alumno la construccién mental de Ia
comprension de un determinado concepto matematico puede ser propuesta desde un
marco tedrico concreto, y a través de él dar una explicacion de aquello que los
estudiantes pueden haber aprendido (Dubinsky, 2000b). Una teoria debe ayudar a
resolver problemas, a demostrar nuevos teoremas, a realizar aplicaciones dentro las
matematicas y a propouer las construcciones mentales que puede realizar un estudiante

para la comprensién de un concepto.

Piaget v Garcia (1982) sefialan que la construccion del conocimiento puec
depender de las preguntas que se formulen en la investigacion y de la epistemologia ¢

los conceptos, y “cémo el estudio de las normas cognoscitivas del sujeto permite lleg
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a los procesos propios de la construccion del saber, estd claro que no habrd que
recurrir a declaraciones verbales, ni aun a un andlisis de la toma de conciencia, sino
esencialmente a un andlisis de lo que “hace” el sujeto (por oposicion a lo que piensa
que hace) para adquirir y utilizar un conocimiento o un “saber hacer”, o para
considerarlo como bien fundado” (p.13). Por tanto podemos preguntarnos ;como
construyen los estudiantes el conocimiento de los conceptos matematicos, qué

mecanismos utilizan y qué construcciones realizan?

2.1. La construccion de objetos matematicos.

Sfard (1991) subraya que los conceptos matematicos abstractos pueden ser
concebidos desde dos perspectivas. Una como concepciones operacionales (procesos,
algoritmos y acciones) y otra como concepciones estructurales (conceptos matematicos
considerados objetos abstractos), siendo las concepciones operacionales previas a las
estructurales. El paso de las concepciones operacionales a las estructurales se realiza a

través de tres fases de evolucion: interiorizacion, condensacion y reificacion.

El grado de interiorizacion es una fase de familiarizacion con los procesos que daran
Iugar al nuevo concepto. Estos procesos son operaciones con objetos matematicos de
nivel mas elemental y que se van adquiriendo de forma gradual. La condensacion es un
periodo de cambio en el que se concentran largas secuencias de operaciones en unidades
mas manejables. El individuo piensa en el proceso como un todo, en términos de
entrada y salida, sin necesidad de considerar todos los detalles que lo componen. En esta
fase se puede dar nombre al concepto que nace. La reificacion es el momento en el
individuo es capaz de pensar en la nueva nocion como un objeto en si mismo con sus

propias caracteristicas.

En este modelo tedrico una concepcion matemdtica, para constituir constructos
matematicos mas avanzados, se transforma de proceso a objeto abstracto desarrollado
éste en un nivel superior. La diferencia entre condensacion y reificacion radica en que
la condensacioén es un cambio técnico de aproximacion que se traduce en la habilidad
para trabajar con un proceso sin considerar todos los pasos, constituyendo un cambio
gradual y cuantitativo. La reificacion sin embargo debe ser entendida como un salto
cualitativo e instantineo. Aunque un concepto haya sido bien interiorizado y

condensado en una entidad propia, no significa que se haya adquirido la capacidad de
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pensar sobre €l como una concepcion estructural. En este sentido, sin la reificacion el
concepto no deja de ser puramente operacional (Sfard, 1992). La concepcion estructural
supone considerar la idea como una estructura estatica, reconociendo la idea para poder
manipularia pero sin especificar detalles. Por el contrario, la concepcién como proceso
implica tomarla de forma potencial desarrollandose en cada momento mediante una

secuencia de acciones.

Sfard y Thompson (1994) consideran que el modelo de reificacion es util para la
descripcion de la comprension de los conceptos matematicos. La reificacion resulta
dificil para los estudiantes. Pensar en el proceso como un objeto requiere la
manipulacion previa del concepto en cuestion, a la vez que el estudiante necesita
conocer el concepto que se quiere comprender para poder determinar los procesos
matematicos necesarios para lograr esta comprension. Todo ello puede ocasionar la
desmotivacion det estudiante para la construccidn de objetos intangibles. Sfard (2000)
sefiala que es importante comunicar eficazmente los significados que han sido reificados
en objetos, destacando en esta comunicacion los comportamientos del individuo y los

objetos que ha utilizado.

Desde esta perspectiva, Dorfler (2002) subraya que los estudiantes construyen
objetos matematicos combinando el objeto en si mismo con las propiedades y relaciones
que lo constituyen, configurando un todo diferente de los elementos que lo constituyen.
Se forman como una decision individual sobre la manera de describir y pensar en una
parte de la propia experiencia del individuo. La construccion de objetos matematicos es
interpretada como una decision del estudiante por fratar algo como una entidad
reificada, y por tanto las construcciones matematicas tienen que ser aceptadas por los
estudiantes para que puedan construirse. Por ello, es fundamental en la formacion de
objetos matematicos que la actividad matematica que realicen los estudiantes sea
admitida y los motive, por lo que la comprension resulta una actividad consciente de los

estudiantes.

Otro punto de vista en la construccion de objetos matematicos es el expuesto por
Tall (1991) y Gray y Tall (1994). Estos autores proponen determinar los procedimientos
o procesos de las nociones matematicas mediante un simbolismo de naturaleza dual que

sirva para referirse tanto al procedimiento como al concepto. Gray y Tall (1994) indican
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que la ambigiiedad simbdlica permite la flexibilidad entre el proceso para llevar a cabo
una tarea matematica y el concepto que se ha de manipular intelectualmente como parte
del esquema mental del individuo. Gray y Tall (1994) denominan “procepto” a la
ambigiiedad representada por la amalgama del proceso, del concepto producido por ese
proceso y el simbolo que se utiliza para representar a ambos. Estos autores distinguen
entre proceso y procedimiento. El término proceso lo usan de manera general para
significar un conocimiento o un proceso matematico. El término procedimiento para
referirse a un algoritmico especifico empleado en la realizacion de un proceso. Los
simbolos suelen usarse de forma idéntica para representar a un proceso O para
especificar el resultado de ese proceso. Esta dualidad del simbolismo requiere la
combinacion de la comprension del proceso y del concepto. El término “procepto” lo
definen para referirse a la combinacion de proceso y de objeto utilizando el mismo
simbolo. El “procepto” estd formado por un conjunto de “proceptos elementales” que
tiene el mismo objeto. Por ejemplo, el “procepto 6” incluye el proceso de contar 6, y
una coleccion de representaciones: 3 + 3,4 + 2,2+ 4,2 x 3, 8§ — 2, etc. Todos estos
simbolos se consideran representaciones del mismo objeto, obtenido a través de

procesos diferentes.

Tall (1995a) clasifica los “proceptos™ en tres categorias:

1) Proceptos operacionales: como los aritméticos, que disponen de algoritmos
explicitos para la obtencion del resultado.

2) Proceptos potenciales: como las expresiones algebraicas, que contienen
variables donde pueden evaluarse los “proceptos” asignando valores a las
variables, o bien ser manipulado simbdlicamente como conceptos matematicos.

3) Proceptos estructurales: como los limites, que tienen un proceso asociado para

obtener el resultado pero no tienen un procedimiento invariable para calcularlos.

Los “proceptos” se encuentran en la base de la capacidad humana para utilizar las
ideas matematicas que requieren simbolos manipulables (Tall et al., 2001), empezando
el desarrollo matematico en las percepciones de, y en las acciones en, objetos del
entorno del individuo (Tall, 1995b; Tall et al. 2000). Las acciones finalizan en éxito
cuando se utilizan representaciones simbolicas flexibles como “proceptos” (los procesos
para hacer y los conceptos para pensar en). La sucesion de percepcion de objetos

externos, realizacion de acciones en ellos y la reflexion sobre los mismos, es
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considerada por Gray et al. (1999) como la actividad cognitiva fundamental que puede
conducir a la comprension, o no, de los conceptos matematicos, influenciados por la
actividad desarrollada por el individuo. Por ejemplo, en la construccion de conceptos
geometricos s fundamental la percepcion de las figuras y su forma, basando su
comprension principalmente en la accién y en la reflexion, mientras que para construir
el concepto de niimero y el proceso de contar la aritmética se apoya en la accion y en la

manipulacion simbdlica.

En este mismo sentido, Barnard y Tall (1997) consideran que la capacidad de los
sujetos para concebir y manipular partes de la estructura del conocimiento es
fundamental para facilitar el pensamiento matematico. A estas porciones de la estructura
cognitiva que se reducen a niveles manejables que contienen la informacion esencial sin
detalles superfluos la denominan “unidad de cognitiva”. Por ello, la construccion del
pensamiento matematico se fundamenta en dos factores: la capacidad de condensar la
informacién de las estructuras cognitivas y la habilidad para realizar conexiones entre
las “unidades cognitivas™. Cuando se establecen conexiones entre los procedimientos
que generan el mismo proceso, se desarrolla el “procepto” y se forman “unidades
cognitivas” mas complejas. Barnard y Tall (1997) y Dérfler (2003) consideran que la
dualidad proceso-objeto constituye €] germen de teorias sobre la comprension de los

conceptos matematicos como las de Dubinsky (1991) y Sfard (1991).

2.2. Una aproximacion piagetiana de la construccion del conocimiento.

Tzur y Simon (2004), desde la nocion de abstraccion reflexiva de Piaget, asumen
que los procesos mentales son elementos constituyentes de la comprension de un objeto,
postulando que la transicion del proceso a objeto involucra dos fases de transformacion
conceptual: la fase participativa y la fase anticipadora. En la fase participativa los
estudiantes aprenden a adelantarse a los resultados de una actividad, pudiendo explicar
porqué los resultados proceden de la actividad. El conocimiento en esta fase sélo esta
disponible en el contexto de la actividad. En contraste, en la segunda fase, la
anticipadora, el estudiante usa los resultados de la actividad. La relacion ya no se limita

al momento en que se desarrolla y puede ser utilizada en otras situaciones.

La distincion entre las dos fases surge de la observacion del fracaso de los

estudiantes en el uso de concepciones matemadticas que habian utilizado con éxito en
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ocasiones anteriores. Los estudiantes que se encuentran en la fase participativa no
pueden construir el nuevo concepto como un objeto al ser incapaces de usarlos en
ocasiones posteriores. S6lo cuando se encuentran en la fase anticipadora pueden
establecer el nuevo concepto como objeto, utilizandolo para realizar inferencias en las

diferentes situaciones en que pueda ser requerido.

Dubinsky (1991) propone la “abstraccion reflexiva” de Piaget como base teorica
para el analisis de la comprensién de los conceptos matemadticos. Para Dubinsky
(2000a) el origen de la teoria APOS se encuentra en la reformulacion de la teoria
piagetiana de la abstraccion reflexiva para ser aplicada al Pensamiento Matematico

Avanzado.

2.2.1. Teoria APOS.

La Teoria APOS, desarrollada por Dubinsky (1991) y un grupo de investigadores
Research in Undergraduate Mathematics Educaction Community (RUMEC), esta
basada en una interpretacion del constructivismo a partir de la adaptacion de algunas
ideas desarrolladas por Piaget al Pensamiento Matematico Avanzado. Una de estas ideas
es la de “abstraccion reflexiva” introducida por Piaget para describir como construyen
los individuos las estructuras ldgico-matematicas. Dubinsky (1991) considera que el
concepto de “abstraccion reflexiva” constituye una poderosa herramienta que dota a los
investigadores de una base tedrica para la comprension del desarrollo del Pensamiento

Matematico Avanzado.

Dubinsky y colaboradores basan su trabajo en el analisis tedrico de un determinado
concepto matemadtico, el desarrollo de unas determinadas estrategias de ensefianza y
aprendizaje, y el analisis de los datos para probar y perfeccionar el analisis tedrico
inicial y la instruccion. La perspectiva pedagogica correspondiente considera que la
comprension conceptual debe converger hacia una comprension del formalismo
matematico. En esta perspectiva teorica del conocimiento matematico Dubinsky
(1991, 2000a), Zazkis y Campbell (1996a) y Asiala et al. (1996) consideran que los
individuos realizan construcciones mentales para obtener significados de los problemas
y situaciones matematicas. Estas construcciones mentales las denominan acciones,
procesos, objetos y esquemas. Los mecanismos que utilizan para dichas construcciones

son la interiorizacion, la coordinacion, la inversion, la encapsulacion, la
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desencapsulacion y la tematizacion, entre otros.

2.2.1.1. Las construcciones mentales
Segun la Teoria APOS, las construcciones mentales que realizan los individuos
para obtener significado de los problemas y de las situaciones matematicas son: las
acciones, los procesos, los objetos v los esquemas. En la realizacion de una tarea los
estudiantes constituyen y usan sus consfrucciones mentales. En el desarrollo del
conocimiento matematico, las construcciones mentales pueden ser reconstrucciones
exactas (correspondientes a la memoria y a la repeticion de métodos previamente
conocidos) o adaptaciones de algo previamente aprendido. La ultima de los dos es
esencial en el progreso y desarrollo de conocimiento matematico. Se caracterizan las
construcciones mentales como sigue (DeViies, 2001):
e Accion
Es la transformacion de un objeto percibida por el individuo como externa.
Un ejemplo de accion es cuando para determinar si un numero es divisible por

otro se realiza una division.

¢ Proceso
Es la interiorizacion de una accion. Es una construccion interna, no
necesariamente dirigida por un estimulo externo.
Un ejemplo de proceso es cuando la actividad de division puede ser interiorizada

como un proceso en el que la accion se piensa pero no se realiza.

¢ Objeto
Un individuo reflexiona sobre acciones aplicadas a un proceso concreto, siendo
consciente del proceso como una totalidad, aprecia que la transformacion
(accion o proceso) puede actuar sobre él y es capaz de construir la
transformacion. Entonces el individuo ha reconstruido este proceso en un objeto

cognitivo. El proceso se ha “encapsulado” en un objeto.

¢ ESquema
Es una coleccion de acciones, procesos, objetos y otros esquemas que estan

relacionados, consciente o inconscientemente, en una estructura coherente en la
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mente del individuo y que puede ser evocada para tratar una situacion

problematica de esa area de la matematica.

Reflexionando sobre un esquema, el individuo puede transformarlo en un objeto
para ejecutar nuevas acciones (Baker et al., 2000). Un esquema se desarrolla de forma
dindmica y cambiante. Los objetos se pueden transformar en un nivel superior, lo que
hace que aparezcan nuevas acciones, procesos, objetos y esquemas que permitan

construir nuevos conceptos.

La conexién consciente o no de las diversas construcciones que en la mente del
individuo pueden considerarse en un problema que implique tanto al concepto como a
su coherencia puede permitir al individuo observar qué es lo que se encuentra en el

esquema (Barbosa, 2003).

Otra forma de construir un objeto se da cuando el individuo reflexiona sobre un
esquema, observando el esquema como una totalidad y realizando acciones sobre él.
Entonces se dice que el individuo ha “tematizado™ el esquema en un objeto. Un gjemplo
de objeto es cuando un alumno es capaz de establecer que un numero representado en

factores primos es divisible por cualquiera de sus factores.

Sefialan Dubinsky y MacDonald (2001), que aunque la sucesion accidn, proceso,
objeto y esquema se describe de manera lineal, en la realidad, cuando un individuo esta
desarrollando la construcciéon de un concepto, no sucede necesariamente asi. Este

aspecto también es resefiado en la investigacion de Asiala et al. (1996).

2.2.1.2. Los mecanismos
Los mecanismos para realizar las construcciones mentales se llaman abstracciones
reflexivas y son la interiorizacion, la coordinacion, la inversion, la encapsulacion, la
desencapsulacién y la tematizacion, entre otros. Estos mecanismos han sido
caracterizados por el grupo de investigadores RUMEC de la siguiente manera:
e Interiorizacién
Es la construccidn mental de un proceso relativa a una serie de acciones sobre

objetos cognitivos. La accion se interioriza en un proceso.
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o Coordinacion
Dubinsky (1991) explica la coordinacion volviendo a los procesos, considerando
el acto cognitivo de coger dos o mas procesos y usarlos para construir un nuevo
proceso. Piaget usa “coordinaciones de acciones” para referirse a todas las

formas de usar una 0 mas acciones para construir nuevas acciones u objetos.

e Inversion
Una vez que el proceso existe internamente, al sujeto le es posible pensarlo
invertido, en el sentido de deshacer, como un medio de construir un nuevo
proceso que consiste en el inverso del proceso original. Piaget no lo trata en el
contexto de abstraccion reflexiva. Dubinsky (1991) lo incluye como una forma

adicional de construccion,

¢ Encapsulacion-Desencapsulacion.
Es la transformacion mental de un proceso en un objeto cognitivo. Este objeto
puede ser visto como una entidad total y puede ser transformado por acciones o
procesos. En este caso decimos que un proceso ha sido encapsulado en un objeto.
Al proceso mental de retroceder desde un objeto al proceso desde el cual fue

encapsulado el objeto se le llama desencapsulacion.

¢ Tematizacion
Cuando un individuo reflexiona sobre la comprensién misma de un esquema,
viéndolo como un “todo” y es capaz de realizar acciones sobre el esquema,

entonces se dice que el esquema se ha tematizado en un objeto.

Interiorization

et X Processes
a;)t_ltglt: Coordination
e & nversion

Encapsulation
De-encapsulation

Esquema 2.1. Esquema del marco teérico APOS. Dubinsky, E.
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2.2.1.3. La descomposicién genética

Desde la teoria APOS, el desarrollo de la comprension de un concepto puede
explicarse desde las acciones, procesos, objetos y esquemas que desarrollan los
estudiantes. Las descomposiciones genéticas son una manera de plantear las hipotesis de
como se construyen los conceptos matematicos. El analisis tedrico desde APOS, en
forma de descomposicion genética, ofrece un conjunto de construcciones mentales que
puede realizar un estudiante para comprender el concepto matemdtico que estd

estudiando.

Asiala et al. (1996, p.7) definen la descomposicion genética del concepto como
“conjunto de estructuras mentales que pueden describir como se desarrolla el concepto
en la mente del individuo”. Para el grupo RUMEC (DeVries, 2001, p.4) la
descomposicion genética “es el primer paso del andlisis tedrico de un concepto
matemdtico en términos de las construcciones mentales que un aprendiz puede hacer en
orden a desarrollar la comprension del concepto”. Se trata de una via para aprender un
determinado concepto, considerando ademas que la descomposicion genética de un

concepto no es tinica.

Zazkis y Campbell (1996a) plantean una descomposicion genética del concepto de
divisibilidad a través de un analisis hipotético de la manera en que la divisibilidad,
entendida como una propiedad de los nimeros, podria ser construido por un alumno:

1. La construccion de la divisibilidad como un objeto conceptual comienza con
ejemplos especificos de divisores. Los primeros ejemplos de divisores son
numeros pequefios tales como 2, 3,4y 5.

2. Inicialmente, por ejemplo, la divisibilidad por 3 es una accion. Un alumno
tiene que realizar la divisiéon y obtener el cociente de un niimero entero (sin
resto) para concluir a posteriori que el nimero es divisible por 3. Es decir, se
realiza la division y se discute la divisibilidad o no en funcion del resultado.

3. Posteriormente, la accion de dividir puede ser interiorizada como un proceso,
en que la accion se piensa pero realmente no se realiza. El estudiante ha
comprendido la idea de que es el propio procedimiento de la division el que
determina si un nimero entero satisface o no el criterio de divisibilidad, pero no

tiene necesidad de realizarlo.
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4. Pueden coordinarse o invertirse procesos de divisibilidad de ntmeros
particulares para crear nuevos procesos de divisibilidad. Por ejemplo, cuando la
divisibilidad por 2 y 3 se usa para inferir la divisibilidad por 6 se coordinan dos
procesos. O bien, sabiendo que la suma de los digitos de un nitmero entero es
divisible por 3 implica que el propio niimero también es divisible por 3 puede
invertirse y construir nimeros divisibles por 3.

5. La encapsulacion de la divisibilidad como un objeto podria llevar a entender el
concepto de divisibilidad como una propiedad esencial de los numeros enteros,
independiente de los procedimientos de la divisién. El concepto de divisibilidad
es visto como propiedad de los nimeros enteros, en términos de dicotomia, " si 0
no".

6. Cuando la divisibilidad se relaciona con otras estructuras cognoscitivas tales
como la factorizacion y la descomposicion en factores primos, se ha tematizado

el esquema de divisibilidad para formar un objeto.

El analisis de los datos de una investigacién puede ratificar una primera
descomposicion genética de un concepto o bien conllevar la realizacion de la revision y
cambios en esa descomposicion genética (Clark et al., 1997). En palabras de Dubinsky
(2000a, p.68) “los resultados proporcionaron un fuerte apoyo a nuestro paradigma de
investigacion, a nuestra perspectiva tedrica y a nuestro acercamiento pedagogico. En
muchos casos, la teoria APOS se probaba como una herramienta eficaz para describir
y explicar el desarrollo de un concepto en la mente de los estudiantes. En varios casos
el andlisis de los datos nos condujo a revisar nuestra descripcion tedrica de dicho
desarrollo. Incluso hubo, al menos, un ejemplo de esquemas en nuestras
investigaciones, que nos condujo a revisar la teoria APOS al relacionarlo con la idea
de la triada de Piaget y Garcia (Clark et al., 1997). Ademds, como resultado de muchos
andlisis especificos, obtuvimos las definiciones operativas de las acciones, de los
procesos y de los esquemas que se han incluido en los articulos que reportan los

resultados”.

Los investigadores pueden desarrollar una evolucion de la descomposicion genética
para ofrecer una nueva descomposicion genética mas avanzada y un conveniente
tratamiento del proceso de aprendizaje. Como sefiala Meel (2003, pp.247-248) “la

descomposicién genética no refleja necesariamente la manera en que un matemdatico en
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particular analizaria el concepto para formular un método y enseiiar dicho concepto.
Por tanto, una descomposicion genética es una descripcion idealizada de las
representaciones, vinculos, procesos y acciones esperadas matemdticamente, que casi

siempre se atribuyen al concepto™.

En nuestra investigacion planteamos como primera descomposicién genética la
propuesta por Zazkis y Campbell (1996a) que ha sido descrita en los parrafos anteriores,
afiadiendo en la misma otros conceptos como el minimo comun multiplo y el maximo
comun divisor. Brown et al. (2002) subrayan la facilidad con que suelen aplicar los
estudiantes el algoritmo de obtencion del minimo comun multiplo de dos niimeros
naturales mediante la descomposicion factorial en producto de numeros primos, y la
importancia de que los alumnos puedan explicar por qué este procedimiento genera el

minimo comtin multiplo.

Brown et al. (2002) formulan la hipétesis de que se han de coordinar los conceptos
de multiplicacion con el de descomposicion en factores primos para construir el proceso
de generacion de un multiplo del niimero en su forma de descomposicién factorial. Con
ello el estudiante puede inferir que la descomposicion factorial de un multiplo de un

determinado niimero ha de contener la descomposicion factorial del ndmero.

2.2.1.4. Desarrollo de un esquema.

Reforzar la teoria APOS con la incorporacion de las tres fases de desarrollo del
esquema propuesta por Piaget y Garcia (1982) ha conllevado el perfeccionamiento de la
comprension del desarrollo de los esquemas. Los tres niveles de desarrollo del esquema
para categorizar la comprensién de los estudiantes, propuesta por la teoria APOS,
permitio entender algunos comportamientos de los alumnos basados en la interaccion de
los esquemas (Baker et al., 2000). La terna de los niveles Intra, inter y Trans permite
una comprension mas profunda del desarrollo de los esquemas y una mejor explicacion

de los datos (Dubinsky y MacDonalds, 2001).

El paso de un nivel al siguiente no se caracteriza por el aumento de los
conocimientos respecto al nivel anterior, sino por una reinterpretacion total de los
fundamentos conceptuales. En Piaget y Garcia (1982, p.7) se indica que “los

mecanismos del progreso del conocimiento pueden ser aprehendidos en las transiciones
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que conducen de un nivel de organizacion de menor adaptacion del sujeto al medio (en
tanto medio por conocer), a los niveles secundarios ulteriores. Piaget ha intentado dar
cuenta de esta superacion o aumento de conocimiento a través de un modelo basado en
mecanismos biologicos: la equilibracion. Este mecanismo, que obedece a una guia de
origen enddgeno, permite neutralizar las perturbaciones productoras de desequilibrios.
Las reequilibraciones pueden ser fuentes de novedades en [ugar de conducir
necesariamente a una homeostasis'”. Sefialan Piaget v Garcia (1982, p.246) que la
asimilacion es “la fuente general de los instrumentos de adquisicion™ la cual se
encuentra en todos los temas y en todos los niveles. La asimilacion consiste en (a)
incorporar los objetos a los esquemas de comportamiento como una estructura de
acciones que puede realizar el individuo en la realidad; (b) considerar el conocimiento
como una relacion entre el objeto y el individuo. El objeto es un contenido al que el
individuo da forma, extrayéndola ésta de las estructuras previas y ajustandolas al
contenido, modificando el esquema asimilador a través de la acomodaciéon mediante
diferenciaciones en funcion del objeto que el individuo tiene que asimilar; y (¢)
modificar la organizacién existente como respuesta a las demandas del medio y

mediante las que el individuo se ajusta a las condiciones externas.

Cada vez que el individuo aborda un dominio nuevo de cognicidn, implica una
equilibracion entre la asimilacidn de los propios esquemas y la acomodacion de estos a
las propiedades dadas. Piaget y Garcia (1982) indican que la sucesién: Intra, Inter y
Trans, se da en todas las disciplinas, con el mismo orden establecido, no tratandose de
un proceso especifico del pensamiento cientifico, y donde cada nivel repite en su seno

las propias fases al igual que el proceso total.

En el trabajo de Piaget y Garcia (1982) se detallan los niveles de desarrollo de un

esquema para distintos campos, cuyos aspectos generales son:

Intra: se identifica por conducir al descubrimiento de un conjunto de propiedades en los
objetos, pero sin otras explicaciones que no sean locales o particulares. Las razones que
se establecen pueden encontrase en las relaciones entre objetos, lo que es equivalente a

decir que se encuentran en transformaciones de segundo nivel. Los individuos cuando

1 . IS e I N
Conjunto de fendmenos de autorregulacion que conducen al mantenimiento de la constancia en la
composicion y propiedades del medio interno de un organismo.
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abordan nuevos dominios de conocimiento tiene que asimilar los datos a sus propios
esquemas (de accion o conceptuales). Estos datos son objetos, figuras, relaciones, etc,
que implican en su analisis la equilibracién entre su asimilacion a los esquemas y la

acomodacion de €stos a las propiedades dadas.

inter: se caracteriza por transformaciones que, una vez descubiertas, requieren el
establecimiento de vinculos entre ellas. Los nuevos esquemas construidos en la fase
intra no pueden permanecer aislados y el proceso de asimilacion conducira a ciertas
asimilaciones de caracter reciproco, y la necesidad de equilibracion requerird a los
esquemas asi vinculados formas mas o menos estables de coordinacion y

transformacion.

Trans: se caracteriza por la necesidad de un nuevo equilibrio debido a la diversidad de
subesquemas que dificultan la unidad del todo. Las diferenciaciones seran
contrarrestadas por las tendencias integradoras. El equilibrio que se impone entre las
diferenciaciones y la integracion no podra alcanzarse sin lograr sistemas de
interacciones que produzcan que se engendren las diferenciaciones, en lugar de que sean

sometidas, armonizdndolas internamente y sin que entren en conflicto entre si.

Las estructuras logradas en este nivel dan lugar a nuevos analisis intra que conducen

a nuevos inter y a nuevas estructuras trans.

Esta descripcion ha sido utilizada en distintas investigaciones apoyadas en la teoria
APOS (Sanchez-Matamoros, 2004). DeVries (2001) adapta los niveles de desarrollo de
un esquema de la siguiente manera:

Intra: se identifica por centrarse en los aspectos individuales aislados de otras acciones,
procesos y objetos de naturaleza similar. El individuo no ha construido ninguna relacion

entre ellos.

Inter: se caracteriza por la construccion de relaciones entre acciones, procesos y

objetos. En este nivel se empiezan a agrupar las informaciones de similar naturaleza.

Trans: se tiene construida una estructura subyacente completa en la que las relaciones

descubiertas en el nivel Inter son comprendidas dandose coherencia al esquema. La
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coherencia del esquema permite decidir qué se encuentra dentro del ambito del esquema

y qué no.

En opinién de Baker et al. (2000), el uso de estos tres niveles para analizar el
conocimiento de los estudiantes ayuda a los investigadores a considerar Ia riqueza de las
situaciones y de los problemas. Sefialan que “en cada nivel de la terna, el estudiante
reorganiza el conocimiento adquirido durante el nivel anteriov. La progresion es
gradual y no necesariamente lineal. En el proceso de aprendizaje se desarrollan
diferentes esquemas y el desarrollo y cambio de cada esquema puede describirse
usando la terna. Mientras el conocimiento se desarrolla, los sujetos construyen
esquemas coexistentes, los cuales cambian constantemente variando sus niveles de
evolucion. Por lo tanto, en algunas situaciones problemdticas una persona puede
necesitar coordinar varios esquemas. Cada esquema, en si mismo, se compone de
acciones, procesos, objetos, otros esquemas y sus transformaciones. En particular, un
esquema puede depender mucho del desarrollo de uno o mds esquemas. En tales casos,
se ha de estar preparado para identificar esos esquemas componentes y su
multidimensionalidad. Por consiguiente, en la comprension del desarrollo de un
esquema global, se deben identificar no sdlo los esquemas componentes del desarrollo
sino también su coordinacion. Dentro del esquema global, su coordinacion nos conduce
a nuevas estructuras que se construyen sobre las propiedades de los esquemas

componentes.” (Baker et al., 2000, p. 59).

2.2.2. Potencialidad de la Teoria APOS.

Distintos trabajos de investigacion han asumido la teoria APOS (Accion-Proceso-
Objeto-Esquema) como marco tedrico para analizar la comprension que tienen los
estudiantes de diferentes conceptos matematicos. La descripcion de las formas de
conocer y los mecanismos utilizados en la comprension de los conceptos matematicos
constituyen el eje fundamental de estas investigaciones en el marco tedrico APOS.
Desde este marco se han llevado a cabo investigaciones sobre el concepto de limite
(Cottrill et al., 1996), de derivada (Asiala et al., 1997; Sanchez-Matamoros, 2004;
Sanchez-Matamoros et al. 2006), de integral definida (Czarnocha et al., 2001), clases
laterales y grupos cocientes (Asiala et al. 1997), grupos y subgrupos (Brown et al.,

1997) o inecuaciones (Barbosa, 2003), entre otras.
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Cottrill et al. (1996) en su estudio sobre la comprension del esquema de limite se
plantearon los siguientes objetivos: reinterpretar la literatura referente al concepto de
limite, describir el desarrollo de las descomposiciones genéticas planteadas y hacer
propuestas pedagogicas para el aprendizaje del concepto de limite. El estudio se llevé a
cabo con 25 estudiantes universitarios que cursaban la asignatura de Calculo. La
instruccion que recibieron los alumnos consistié en practicas con ordenador, debates y
trabajos de clase en grupos de 3 0 4 alumnos. Posteriormente, se realizaron entrevistas
clinicas. El concepto de limite se reviso a lo largo del proceso de ensefianza utilizando

derivadas, integrales y sucesiones.

Los resultados obtenidos indicaron que (a) existia una fuerte tendencia por parte de
los estudiantes a identificar el limite de la funcion en un punto con el valor de la funcion
en dicho punto. Esta identificacion planteé problemas de comprension cuando el limite
no existia; (b) la comprensién estdtica del limite en un punto podia evolucionar a la
evaluacion de los limites laterales o a la obtencion de valores cercanos en el dominio
estudiado. Cuando los estudiantes pueden dar valores en varios puntos, mas o menos
proximos al punto, se interioriza en un proceso el concepto de limite determinando que

si x—a entonces f(x) - L.

Cottrill et al. (1996) consideran fundamental para la comprensiéon del concepto de

limite en un punto la coordinacion de los procesos x »a y f (x) — L para la
determinacion del proceso que permita describir que 0 < ’x—a] <= ’f(x) -Lj< €.

No obstante, los estudiantes tienen dificultades con el concepto formal de limite por dos
razones, una es la propia coordinacion de los procesos y no todos los estudiantes pueden
determinarla con inmediatez, y la otra se refiere al conocimiento necesario de la

cuantificacion para comprender el concepto de limite.

Seifialan los autores que se puede interiorizar en un proceso el concepto de limite si
los estudiantes son capaces de evaluar el concepto de limite en varios puntos mas o
menos proximos antes de dar el valor del limite. Una conceptualizacion objeto del limite
requiere pensar, por ejemplo, en el limite de la combinaciéon de dos funciones como
proceso y coordinar la suma de ambas para encapsular en objeto el limite en la funcion

suma.
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Los resultados de esta investigaciéon subrayaron la dificultad mostrada por los
estudiantes en la comprension del concepto de limite ya que solo algunos estudiantes
construyeron el dominio y el conjunto imagen de la funcion como proceso, sugiriendo la
importancia de coordinar los procesos construidos tanto en el dominio como en la

imagen de la funcién.

Cottrill et al. (1996) destacan que la concepcion dinamica del concepto de limite es
mas complicada que un mero proceso. Para los autores el concepto de limite no es
estatico y constifuye un esquema muy complejo que es producto de aspectos dinamicos
y subrayan el insuficiente tratamiento instruccional de la concepcion dindmica del
concepto de limite. La construccion del esquema de limite requiere la coordinacién de
procesos que impliquen fuertes concepciones asi como la cuantificacion del limite, en
lugar de los ¢ y 6 de la definicion formal de limite que resulta inaccesible para gran

nimero de los estudiantes.

Asiala et al. (1997) en su investigacion sobre la comprension grafica de una funcién
v su derivada propusieron una descomposicion genética inicial basada en dos modos de
representacion, el grafico y el analitico. La encapsulacion como objeto del concepto
derivada se produciria cuando la recta tangente a una funciéon en un punto se
comprendiese como (a) el limite de las rectas secantes (modo grifico) y (b) el limite de

los cocientes incrementales de una funcién en un punto (modo analitico).

En el estudio participaron 41 estudiantes de Ingenieria y Matematicas distribuidos
en dos grupos, el grupo que siguid una ensefianza tradicional (24 estudiantes) y el grupo
C*L que recibi6 una instruccién experimental (17 estudiantes). La investigacion también
pretendia realizar un estudio comparativo entre la forma de comprension que sobre los
topicos estudiados mostraban ambos grupos de alumnos. Para recoger los datos se
realizaron entrevistas cuyas preguntas versaron sobre la grafica y la recta tangente a una
funcion en el punto (5, 4) y sobre la construccion de funciones que cumplieran

determinadas propiedades de la funcién y de sus dos primeras derivadas.
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y=1{x}

Grafica y recta tangente en el punto (5,4) (Asiala et al.; 1997, p.404)

El objetivo de las preguntas de las entrevistas fue inferir informacion sobre como los
estudiantes

a) comprenden “la notacion y = f(x)”; “una recta tangente horizontal”; “la
monotonia de una funcion a través de su derivada” y “que f°(x) es la pendiente
de la recta tangente a f(x) en (x, {(x))”;

b) pueden “trabajar con la representacion grafica de la funcion sin disponer de la
expresion analitica f(x)”; “deducir informacion sobre f y f a partir de la
representacion grafica”; “ser capaces de tratar f° solo con la grafica de la

funcién”

Los resultados mostraron que cuando los estudiantes trabajaban con graficas la
funcién era conocida como proceso. Muchos alumnos necesitaban tener una expresion
analitica de f(x) que se adaptase a la representacion grafica. La comprension de la
derivada como la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto presentd
dificultades cuando los alumnos no comprendian el concepto de funcion como proceso,
es decir, no entendian £ como una funcién. Los estudiantes que siguieron el curso C'L
alcanzaron una comprension proceso de la funcién y pocos requirieron una expresion
analitica de f(x) que se correspondiera con la grafica. Ademas, estos estudiantes
mostraban una comprension mas completa de f y £ que los alumnos que seguian la

instruccion tradicional.
A partir de los resultados de la investigacion, Asiala et al. (1997) sefialan que debia
reforzarse la comprension del concepto de (x, f(x)) enfatizando la comprension de la

derivada como una funcion e invirtiendo el concepto de derivada de una funcion para
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construir la funcién original. La descomposicion genética inicial debfa modificarse en
tanto a fin de dar mayor énfasis a la concepcion de funcién que poseen los estudiantes, y

a la creacion de conexiones entre las interpretaciones analiticas y graficas.

La coordinacion de esquemas también fue utilizada por Czarnocha et al. (2001) en
su investigacion sobre la comprension del concepto de integral definida. Segin los
autores, el desarrollo del esquema de integral definida comporta la coordinacion del
esquema visual de suma de Riemann y el del esquema del concepto de limite de la
sucesion numérica. La integral definida comprende la composicion de construcciones de

tipo geoméirico y de construcciones de tipo numérico (sucesiones infinitas y limites).

La descomposicion genética inicial planteada por Czamocha et al. (2001)
contemplaba el concepto de funcion y suma de Riemann como objeto, la coordinacién
del proceso de funcién y de suma de Riemann, y la aplicacién del esquema de limite a

las sumas de Riemann para obtener un niimero (integral definida).

En la investigacion participaron 32 estudiantes de Ingenieria, Ciencias y
Matematicas. Se formularon diez preguntas sobre el concepto de integral definida en las
entrevistas individuales que se realizaron. Estas preguntas tuvieron como objetivos
investigar:

a) (Cual es la relacion que existe entre la descomposicion genética inicial y las

construcciones mentales que sobre la integral definida tienen los estudiantes?

b) (Qué construcciones mentales no realizan los estudiantes?

c) (Qué debe modificarse en la descomposicion genética inicial para que los

alumnos puedan realizar construcciones mentales adecuadas?

El analisis de los datos de las entrevistas puso de manifiesto que (a) los alumnos que
tenjan una concepcion objeto de la suma de Riemann eran capaces de obtener las sumas
a partir de particiones de distinto tamafio (2, 3, 4, 5,..., n,...); (b) la dificultad de la
comprension como objeto del esquema de la suma de Riemann estaba vinculada a las
dificultades que los alumnos tenian con el esquema de limite. El limite de la suma de
Riemann era visto como una suma infinita de rectangulos de pequefia amplitud, o bien
como suma de “lineas”, es decir, como suma de infinitos rectdngulos de amplitud 0-

suma del limite de las areas de los rectangulos- y no como el limite de la suma de las
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areas de los rectangulos; (¢) la dificultad en la comprension del limite de una sucesign
creé problemas en la comprension del esquema de integral definida, resultando
fundamental la comprension del concepto de limite de una sucesion para que log
estudiantes comprendan el concepto de integral definida como el limite de sumag

parciales.

En funcion de los resultados obtenidos Czarnocha et al. (2001) describieron las
construcciones mentales realizadas por los alumnos sobre la comprension del concepto
de integral definida. Propusieron una modificacién de la descomposicién gendtica
inicial que incluyese el concepto de medida de la distancia y la forma de conocer como
objeto del concepto de limite de una sucesion. El esquema del concepto de la suma de
Riemann y la coordinacion de este esquema y el de limite no sufrio ningiin cambio. En
el ambito de instruccion, se sugirid que se enfatizase en los planes de estudios la
comprension de los conceptos necesarios para mejorar ¢l conocimiento de la integral

definida como el limite de la suma de Riemann.

Desde el campo algebraico también fue investigada por Brown et al. (1997) y por
Asila et al. (1997) la coordinacién de varios esquemas. En estas investigaciones se
estudié la comprension de los estudiantes sobre operaciones binarias, grupos y
subgrupos y sobre clases laterales, normalidad y grupos cocientes, respectivamente. En
ambos estudios se utilizé la teoria APOS para describir las formas de conocer y los
mecanismos de construccion de los conceptos de algebra que utilizaban los estudiantes.
En estos estudios participaron 51 estudiantes nuevamente distribuidos en dos grupos, el
que siguid una ensefianza experimental (31 estudiantes) y el que recibié una ensefianza
tradicional (20 estudiantes). La metodologia del grupo experimental se apoyo6 en el uso
del programa informatico Interative SET Language (ISETL). Los datos se recogieron
mediante la realizacion de tres pruebas escritas y dos entrevistas individuales a lo largo

del curso.

En el estudio de Brown et al. (1997) resultd de especial interés el conjunto de
construcciones mentales, denominadas esquema, que los estudiantes pueden desarrollar
para la comprension del concepto de grupo y subgrupo. La descomposicion genética
inicial planteada por los autores incluyo las operaciones binarias entendidas como

funciones lo que supuso la inclusion del esquema de funcién previamente construido. El
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esquema de grupo que a su vez comprendia otros esquemas como el de conjunto,
operaciones binarias y axiomas que podian coordinarse entre si. Por ejemplo, el
esquema de axioma incluia una operacion binaria que podia cumplir o no una
geterminada propiedad o el esquema de subgrupo que contenia los esquemas de grupo,
subconjunto y funcién. Las actividades que se plantearon incluian relaciones de

COngruencias ((x + y) mod.6), permutaciones, clases modulares y grupos de simetrias.

Los resultados mostraron las distintas formas de comprension de los alumnos. Por
ejemplo, las operaciones binarias eran comprendidas como accién cuando los alumnos
no eran capaces de comprender el concepto de relacion binaria con ejemplos
especificos. La composicion de dos simetrias especificas era comprendida como
proceso cuando los alumnos podian usar ejemplos concretos y generalizarlos. La
compresion de la relacion binaria se encontraba en un nivel superior si los alumnos la

entendian como una funcion de dos variables.

Por otra parte, el trabajo de Asila et al. (1997) estudiaba la epistemologia de los
grupos laterales, de la normalidad y de los grupos cocientes. En la descomposicion
genética propuesta por estos autores el concepto de grupo lateral se comprende como
una accion cuando el estudiante lo observa y lo trabaja como una situacién proxima,
como si estuviera descrito mediante la aplicacion de una férmula. La concepcion como
proceso del grupo lateral permite al estudiante pensar en clases a la izquierda o en los
subgrupos (p.e. en el producto de los elementos del subgrupo) sin realizar los calculos.
Por tltimo, las clases laterales seran conocidas como objeto cuando el alumno pueda
pensar en como se forman éstas o realizar acciones sobre las mismas o bien hacer
comparaciones sobre los cardinales o utilizar el teorema de Lagrange. De iguai modo
propusieron la descomposicion genética de los conceptos de normalidad y grupos
cocientes. El esquema de grupo cociente lo integraban los esquemas de grupo lateral, de
operacion binaria y de grupo, pudiéndose coordinar entre si para realizar construcciones

mentales especificas que puedan ser aplicadas en el grupo cociente.

Los resultados del estudio de Asiala et al. (1997) mostraron que la comprension de
los conceptos de algebra era mayor en el grupo que recibié instruccion experimental.
Los alumnos de este grupo alcanzaron concepciones objeto de los esquemas de clase

lateral y de normalidad. La normalidad en este grupo fue observada mayoritariamente
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como una propiedad de un subgrupo que esta contenido en un grupo y la comprension

de la idea de grupo fue asociada a un conjunto con ley de composicion interna.

Otra investigacion que usa el marco tedrico de Accidn-Proceso-Objeto-Esquema es
la que desarrolld Barbosa (2003) sobre la comprension del concepto de inecuacién que
tienen los estudiantes universitarios. El esquema de inecuacién planteado por Barbosa
debia ser comprendido desde dos construcciones mentales diferentes: interpretacion de

inecnacion y resolucion de inecuacion.

El esquema de inferpretacion es entendido como un ente matematico que se necesita
describir y que se puede manipular mediante propiedades tales como operar, analizar,
observar equivalencias o verificar conjuntos de numeros reales que cumplen la
inecuacion. Por otra parte, el esquema de resolucion consiste en indicar las
transformaciones que estan permitidas, las modificaciones que sufre el conjunto
solucion después de las transformaciones o el procedimiento de resolucion especifico
que permite resolver una determinada inecuacion con el menor nimero de operaciones.
Ademas, desde el punto de vista grafico, este esquema de resolucion comprende las
funciones que pueden ser utilizadas para representar la inecuaciéon o cuando se han de

comparar dos graficas para analizar los signos de las imagenes.

El autor indica que para entender el esquema de inecuacién es necesario conocer los
significados dados a los términos interpretar’ y resolver’ una inecuacion. Para
Barbosa (2003, p.201) “Interpretar una inecuacion implica, asimilar el significado de
variable real y del conjunto solucion, por otro, si se presenta como una relacion entre
expresiones algebraicas, puede ser interpretada como una relacion entre funciones y su
conjunto solucion puede eventualmente ser determinado mediante grdficos”. Por otra
parte, para el autor (p.202) “Resolver una inecuacion consiste en hallar su conjunto

solucion o su descripcion mds simple posible”.

La investigacion se llevo a cabo con 136 estudiantes universitarios de informatica y
matematicas. Se compar6 la comprension del concepto de inecuacion que tenian los

estudiantes que recibian una ensefianza tradicional con la del grupo de alumnos que

? En negrita en el texto original.
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segufan una metodologia experimental basada en el uso de ordenadores y el lenguaje de

programacién ISETL.

Las preguntas de la investigacion que se planted Barbosa (2003) fueron:

a) (Cudles son los conceptos previos que se requieren para la comprension de
inecuaciones?

b) (Como construye o comprende el alumno el concepto de inecuacion?

¢) ¢(Cuales son las estructuras mentales y las conexiones con oiros conceptos
matematicos necesarios para la comprension del concepto de inecuacion?

d) ¢(Como influye la interpretacion de inecuacion en la resolucion de problemas que

implican el concepto?

La concepcion accion del esquema de inecuacion consistio en resolver una
inecuacion siguiendo los pasos de resolucion de otra inecuacion o sustituyendo valores
especificos de la incégnita comprobando si dstos satisfacen o no la inecuacion.
Interiorizar una inecuacion en un proceso requeria que el estudiante resolviese la
inecuacion sin imitar necesariamente un modelo de resolucién, pudiendo describir los
pasos necesarios para resolver una inecuacion sin ejecutarla realmente, es decir, cuando
era capaz de pensar en una inecuacion de manera generalizada y dinamica. Si el
estudiante reflexiona sobre las acciones aplicadas a un proceso especifico, percibe sus
transformaciones, las puede construir y actuar en el proceso, habra encapsulado en un
objeto el concepto de inecuacion. Por ejemplo, cuando es capaz de analizar

equivalencias entre inecuaciones utilizando propiedades de los numeros reales.

En las conclusiones de su investigacion, Barbosa (2003) indica que es necesario que
los estudiantes (a) utilicen transformaciones adecuadas para hallar la solucion de la
inecuacion; (b) conozcan las condiciones y las razones de porqué se utilizan esas
transformaciones, porqué funcionan y son adecuadas para alcanzar la solucién de la
inecuacién. Destaca que un “fuerte esquema de resolucion, tanto en el contexto
algebraico como en el grdfico, debe tener un esquema fuerte de interpretacion”.
Sugiere que es necesario proponer actividades basadas en el esquema de inecuaciéon que

involucren la interpretacion y la resolucion tanto algebraica como grafica.
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Cuando la perspectiva Accidn-Proceso-Objeto-ESquema precisé de nuevog
elementos de interpretacion del desarrollo del esquema, se incorpord para la
caracterizacion de la construccion y desarrollo de los esquemas de conceptos
matematicos la triada de niveles de desarrollo del esquema propuesta por Piaget y
Garcia (1982) (Intra, Inter y Trans). Clark et al. (1997) fueron los primeros que
analizaron la comprension de los estudiantes de la regla de la cadena a través de los tres
niveles de desarrollo de un esquema. A este estudio le siguio el de Cottrill (1999),
también sobre la regla de la cadena, el de Baker et al. (2000) y el de Cooley et al.,
(2003) sobre calculo grafico, y los trabajos de Sanchez-Matamoros (2004) y Sanchez-

Matamoros et al. (2006) sobre el concepto de derivada, entre otros.

Clark et al. (1997) analizaron la comprension de los estudiantes de la regla de la
cadena y sus aplicaciones, estableciendo el desarrollo del esquema de la regla de la
cadena a través de la terna -Intra, Inter y Trans- lo que les faculté para clasificar las
respuestas dadas por los 41 alumnos que participaron en la investigacion. Estos alumnos
pertenecian a un grupo experimental C*L y a un grupo de ensefianza tradicional. El
estudio se llevo a cabo mediante entrevistas realizadas al total de participantes. En la
entrevistas se les hicieron preguntas sobre la derivacion de una funcidén por métodos

distintos, sobre la funcion integral o sobre la regla de la cadena y su comprension.

Las preguntas de investigacion que se plantearon fueron:

a) (Como comprende los estudiantes la regla de la cadena?

b) (Cudles son los conceptos matematicos necesarios para la comprension de la
regla de la cadena?

c) (Como reconocen y aplican los estudiantes la regla de la cadena en diferentes

situaciones matematicas?

Clark et al. (1997) plantearon una descomposicion genética inicial que describia la
forma en que los estudiantes pueden llegar a comprender como objeto el esquema de
funcion, el esquema de composicion de funciones y el esquema de diferenciacion.
También describieron como debian coordinarse los esquemas de composicion de
funciones y de diferenciacién para desarrollar el esquema de la regla de la cadena y

cdmo podian aplicar la regla de la cadena en situaciones especificas.
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El andlisis de las entrevistas evidencié la existencia de estudiantes que podian
generalizar la regla de la cadena desde una funcidén concreta realizando acciones
externas y poseyendo tinicamente una concepcion accion de la regla de la cadena. Estas
evidencias impulsaron a los investigadores a utilizar nuevos elementos de interpretacion
basados en la caracterizacién de los niveles Intra, inter y Trans. La redefinicién de la
descomposicion genética inicial del esquema de la regla de la cadena usando la
caracterizacion de los tres niveles de desarrollo se plasmo en los siguientes términos.
En ¢l nivel Intra el estudiante posee una coleccion de reglas de derivacion para
encontrar todo tipo de derivadas incluidas la de algunos casos dificiles, sin que ello
suponga que establecen relaciones entre ellas. El nivel Inter estd caracterizado por la
habilidad del alumno para discriminar entre todos los tipos de derivadas y establecer
algiin tipo de relaciones entre ellos. Por ultimo, en el nivel Trans el estudiante construye
el esquema subyacente de la regla de la cadena vinculando la composicion de funciones

y la diferenciacion, pudiendo generalizar la regla de la cadena.

El estudio realizado por Clark et al. (1997) fue complementado por Cottrill (1999).
En este nuevo estudio sobre la comprension de la regla de la cadena Cottrill planteé la
hipotesis de que la regla de la cadena no era dificil en si misma sino que lo que

dificultaba su comprension por parte de los estudiantes era la composicion de funciones.

La investigacion se realizoé en dos fases, la primera fase se centré en el analisis
cuantitativo de los cuestionarios que se pasaron a 34 estudiantes de la asignatura de
Calculo distribuidos en dos grupos que recibian ensefianza a través de metodologias
diferentes. En la segunda fase se realizé un analisis cualitative de las 6 entrevistas
realizadas. Las preguntas que se realizaron en las entrevistas pretendian responder a las
siguientes cuestiones:

a) (Como comprenden los estudiantes la regla de la cadena?

b) ¢(Como entienden los estudiantes la composicion de funciones en la regla de la

cadena?

c) (El concepto de la regla de la cadena es descrito correctamente mediante un

esquema?, ¢los resultados que se obtienen describen el esquema? (basadas en los

resultados del estudio de Clark et al. (1997))
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Los resultados cuantitativos mostraron que aquellos estudiantes que habian recibido
una ensefianza tradicional obtuvieron mejores resultados en diferenciacion y en la regla
de la cadena que los estudiantes que siguieron el curso C'L. Por su parte, el andlisis
cualitativo de los datos mostro que (a) el tipo de instruccién era importante en la forma
en que los alumnos realizaban las tareas. Los alumnos que siguieron el curso
experimental mostraron mejor comprension del concepto de la regla de la cadena que
los que recibieron la metodologia estandar; (b) la descomposicion genética inicial
formulada para el concepto de la regla de la cadena a través de los niveles de desarrollo
de esquema era consistente; (c) era imprescindible que los alumnos entendiesen el
concepto de composicion de funciones para lograr un nivel adecuado de comprension

del concepto de regla de la cadena.

Otra investigacion que desde el marco tedrico APOS se centra en el desarrolio del
esquema a través de los niveles Intra, Inter y Trans es la que realizaron Baker et al.
(2000) sobre la comprension de los estudiantes acerca de los conceptos de calculo
utilizados en la resolucion de un problema atipico de calculo grafico (esbozar la grafica
de una funcién en intervalos especificos de su dominio conocidas distintas propiedades

de la misma).

En esta investigacion participaron 41 estudiantes de Ingenieria, Ciencias y
Matematicas. Estos alumnos habian realizado previamente un curso de calculo de una
variable. El objetivo era estudiar la conceptualizacion de los estudiantes sobre la
primera y segunda derivada, la continuidad y los limites de la funcion y analizar la
coordinacion que establecian los estudiantes de los elementos anteriores cuando
esbozaban la grafica de la funcion correspondiente. Para ello se formularon preguntas
tales como:

a) (Los estudiantes pueden trabajar con la representacion grafica de la funcién sin

disponer de la expresion analitica f(x)?

b) (Pueden los estudiantes visualizar las caracteristicas graficas de monotonia y

concavidad de una funcion sin que les sean mostradas éstas?

c¢) (Paralos alumnos es igual de relevante la primera derivada que la segunda?

d) ¢Coémo coordinan los alumnos diferentes caracteristicas de una grafica en un

mismo intervalo?
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Segun los autores, el esquema de cdlculo grafico, tal como se podia esperar que lo
desarrollaran los estudiantes que habian realizado el curso de calculo con una variable,
esta caracterizado por una combinacion de los niveles de desarrolio en la comprension
de los conceptos de derivada, de limite, de continuidad ¢ ideas de precdiculo que
pudieran tener los estudiantes. La descomposicion genética inicial del esquema de
calculo grafico se utilizé para analizar tres de las 41 entrevistas realizadas. Los
resultados de estos analisis se plasmaron en una nueva descomposicion genética a partir
de la cual se analizaron las 38 entrevistas restantes. Este ultimo analisis mostré que los
alumnos tenian dificultades para coordinar las propiedades de la primera y segunda
derivada a través de los intervalos, para establecer conexiones entre dos graficas
concavas, para interpretar el limite infinito de la funcién derivada en x = 0, para
relacionar la derivabilidad y la continuidad, etc. Por tanto, segun los investigadores el
esquema de “célculo gréfico” requeria la comprension y coordinacion de dos esquemas,
el ltamado *de las propiedades™ de las funciones y el llamado “de intervalo” de dominio

especifico de éstas.

El esquema “de las propiedades” implicaba entender cémo los estudiantes coordinan
las condiciones analiticas de una funcion (primera y segunda derivada, limites de la
funcién y de su derivada y continnidad de la funcién) y las relacionan con una
propiedad grafica de ésta. El desarrollo del esquema “de intervalo” involucraba
comprender la notacién de los intervalos, la unién de intervalos contiguos y la
coordinacion de intervalos superpuestos. Los autores describieron los niveles Intra, Inter
y Trans de ambos esquemas por separado. A continuacion, mediante las
combinaciones duales correspondientes a los niveles de desarrollo de los esquemas
“propiedad” ¢ “intervalo”, determinaron los tres niveles de desarrollo Intra, Inter y
Trans del esquema global de “calculo grafico™. La utilizacion de este esquema global de
“calculo grafico” y el analisis a través del desarrollo del esquema en los tres niveles
permitio a los investigadores analizar y comprender el comportamiento de algunos

estudiantes.

Posteriormente, este estudio fue ampliado por Cooley et al. (2003) con el objetivo
de observar si el analisis desde la perspectiva dual del esquema -“propiedad” e
“intervalo”- resultaba util en otras situaciones. Asi como para observar si los estudiantes

eran capaces de “tematizar” el esquema de “calculo grafico”.
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El nuevo estudio se realizo a partir de los datos que proporcionaron las entrevistas
realizadas a 27 estudiantes universitarios que habian seguido un curso de calculo. En lag
entrevistas se les propusieron cuestiones sobre funcion, primera y segunda derivada,
continuidad, limites y sus relaciones. Las cuestiones se presentaron en diferentes
sistemas de representacion. Resultd especialmente interesante, como indicador de la
tematizacion del esquema de “calculo grafico™, el analisis realizado a las respuestas
sobre la construccion de la grafica de una funcion a partir de determinadas
caracteristicas de su primera y segunda derivada. Sélo dos alumnos alcanzaron la

tematizacion del esquema.

Los resultados mostraron que la comprension de los estudiantes que participaron en
esta investigacion fue similar a la de los estudiantes que participaron en el estudio que
realizaron los autores el afio 2000 sobre “la comprension de los conceptos de caleulo
utilizados en la resolucion de un problema atipico de calculo grafico”. Los estudiantes
tuvieron dificultades para establecer relaciones entre los distintos conceptos implicados.
Su comprensién no era estable, pudiendo manifestar dificultades en un momento dado
ain cvuando no las hubiesen mostrado en sus respuestas iniciales. El esquema de
“calculo grafico” fue una herramienta eficaz para estudiar la coordinacion de los
diferentes conceptos implicados en los problemas de calculo grafico en diferentes
contextos de representacion. No obstante, segun los autores, el esquema de “calculo
grafico” requiere de técnicas que ayuden a los alumnos a la construccion de este
esquema y necesita del disefio de metodologias didacticas que permitan un adecuado

desarrollo del esquema.

Por ultimo, Sanchez-Matamoros (2004) y Sanchez-Matamoros et al. (2006) se
centran en el desarrollo de la comprension del concepto de Derivada en estudiantes de
Bachillerato y primer curso de la Licenciatura de Matemadticas desde el desarrollo de un

esquema a través de las fases Intra, Inter y Trans.

En el este estudio de Sanchez-Matamoros et al. (2006) participaron un total de 150
estudiantes de 1° de Bachillerato (50), 2° de Bachillerato (50) y 1° de la Licenciatura de
Matematicas (50). Los participantes de cada uno de los cursos considerados
respondieron a los cuestionarios escritos que habian sido expresamente disefiados para

ellos. Se seleccionaron 69 de los alumnos participantes a los que se les realizo la

88

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat dAlacant. 2006.



Anélisis de la comprensién de divisibilidad en el conjunto de los numeros naturales. Samuel David Bodi Pascual.

itulo 2. Marco Tedrico Samuel David Bodi Pascual
Capitilo 2. )

entrevista sobre la nocion de derivada, a fin de obtener mayor informacion sobre la
resolucion de los problemas propuestos. El andlisis de la nocion de derivada se realizé
estudiando Jos elementos matematicos y la relaciones que la conforman. Las relaciones
se entendieron como “coordinacion entre operaciones”, relaciones logicas (conjuncién
jogica, contrarreciproco y equivalencia logica) que se establecen entre los elementos

matematicos cuando se resuelve un problema.

Los resultados obtenidos permitieron subrayar que habia una construccion
progresiva del esquema de derivada y que el desarrollo de éste no estaba necesariamente
vinculado a conocer muchos elementos constitutivos del concepto de derivada sino al
establecimiento de relaciones logicas entre los elementos. Los estudiantes de 1° de
Licenciatura de Matematicas podian conocer mas elementos matematicos del concepto
de derivada que los de Bachillerato. Sin embargo, un numero importante de ellos sélo
eran capaces de usar los elementos de manera aislada o de relacionarlos con un namero
limitado de éstos para obtener informacién relevante del problema que tenian que
resolver. Los elementos matematicos que mayoritariamente e¢ran recordados hacian
referencia a la primera derivada. La relacion que presentd mayor dificultad a los
estudiantes fue la equivalencia logica. A la hora de establecer relaciones logicas o de
hacer uso de los elementos matematicos necesarios en determinadas situaciones existia
cierta influencia de los modos de representacion. El tipo de relaciones logicas que eran
posibles establecer en cada momento fueren utilizadas como indicadores para describir
el comportamiento de los estudiantes en cada nivel de desarrollo asi como para el paso
de un nivel al siguiente. Para los autores “un estudiante pasa de un nivel de desarrollo
del esquema a otro por la manera que redliza la sintesis’ de los modos de

representacion’.

Las investigaciones presentadas acreditan la potencialidad del marco tedrico APOS.
La asuncién de este marco permite a los investigadores obtener informacion sobre las
caracteristicas de los significados de los conceptos investigados y sobre las
caracteristicas de la evolucion de los mismos (desarrollo de la comprensién). Por otra
parte, la descomposicion genética de un concepto permite identificar los mecanismos y

formas de conocer que presentan los estudiantes del desarrollo del esquema del

3 Sintesis entendida como una actividad mental del estudiante. “Ser capaces de generar informacion”

89

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat dAlacant. 2006.



Anélisis de la comprensién de divisibilidad en el conjunto de los numeros naturales. Samuel David Bodi Pascual.

Capitulo 2. Marco Teorico Samuel David Bodi Pascua]

concepto matematico. La identificacién de los elementos matemdticos y el tipo de
relaciones establecidas entre ellos permite determinar los diferentes niveles de

desarrollo del esquema del concepto.

Tall (1999) sefiala que la teoria APOS presenta muchas aplicaciones en aritmética,
algebra y célculo siendo de menor relevancia en el estudio del espacio y de la forma.
Contreras y Font (2002) subrayan que la teoria APOS permite observar con claridad, en
el desarrollo de un esquema, el papel de las transformaciones entre los distintos sistemas
de representacion, elementos fundamentales en la construccion del conocimiento
matematico. No obstante, estos mismos autores indican que seria importante reflexionar
sobre la conveniencia de trasladar al Pensamiento Matematico Avanzado las
investigaciones de Piaget sobre la abstraccion reflexiva realizadas con nifios pequeiios.
Por su parte, Godino (2001) argumenta que el modelo teérico APOS se centra en el
sujeto. Describe la construccion del conocimiento de un concepto matematico por parte
del sujeto pero no da respuesta a las deficiencias de la comprension lograda, clasifica a
los individuos en niveles de compresion de los conceptos sin asignar un papel explicito
a las situaciones problemadticas que motivan la accion del sujeto y tampoco es capaz de

modelizar el lenguaje (simbolico, grafico, etc.).

2.2.3. La comprensién de la divisibilidad en N desde la Teoria APOS

En el Capitulo 1 hemos revisado los estudios centrados en caracterizar la
compresion de la divisibilidad. En este apartado completamos la revisiéon anterior con
investigaciones sobre la comprension de la divisibilidad que asumieron como marco

tedrico la teoria APOS.

Zazkis y Campbell (1996a) basaron su estudio en las entrevistas clinicas realizadas a
21 estudiantes para maestros de primaria sobre los conocimientos de divisibilidad y la
estructura multiplicativa en el conjunto de los nimeros naturales, tales como la
factorizacion, descomposicion en factores primos, el Teorema Fundamental de la
Aritmética 6 las reglas de divisibilidad por 2, 3, 5 y 9. Para ello formularon a los
estudiantes preguntas de distintos tipos:
1) Dado el mimero M =3’ x 5% x 7.
a) ¢M es divisible por 72 Justifica.
b) ;M es divisible por 5, 2, 9, 63, 11, 15? Explica.
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2) (391 es divisible por 232, ;391 es divisible por 467

3) Dados los mimeros 12358 y 12368. ;Hay un mimero entre estos dos que sea divisible

por 7? ;Y por 12?7

4) @ El nimero 15 tiene exactamente cuatro divisores. j Puedes hacer un listado de todos

ellos? ;Puedes pensar en algunos otros nimeros que tengan exactamente cuatro

divisores?

b) El niimero 45 tiene exactamente seis divisores. ;Puedes hacer un listado de todos

ellos? ; Puedes pensar ew varios niimeros que tengan exactamente seis divisores?

Zazkis y Campbell (1996a) observaron que:

(a) un gran numero de estudiantes discutieron de forma consistente la divisibilidad

como una propiedad sin tener necesidad de realizar la divisién, pero la

coordinacion e inversion de dos 0 mds procesos para construir un nUEVo proceso

resulto dificil para los participantes;

(b) la encapsulacion de la divisibilidad involucraba la coordinacion e inversion de

ejemplos especificos de divisibilidad por nimeros especificos. La encapsulacion

de la divisibilidad como un objeto tiene que empezar discerniendo entre la

divisibilidad como una propiedad y la divisién como un procedimiento. La

divisibilidad siempre puede determinarse realizando la division pero las reglas

de divisibilidad dan la posibilidad de deducir la divisibilidad sin realizar la

division y pueden ayudar a la comprension y a la encapsulacion de la

divisibilidad por un numero especifico como un objeto;

(c) la divisibilidad se encapsula como un objeto antes que la indivisibilidad. La

indivisibilidad requiere la comprension conceptual de la unicidad de la

descomposicion en factores primos; y

(d) la tematizacién de la divisibilidad como un esquema requiere, para los autores,

la construccion de conexiones con ofras acciones, procesos y objetos que

involucren a la multiplicacién, la division, la factorizacion, la descomposicion

en factores primos, etc. La construccion de la conexion entre la divisibilidad y la

descomposicion en factores primos parece contribuir enormemente a la

tematizacion de la divisibilidad como un esquema.

Zazkis y Campbell (1996a) sefialaron que “existen fuertes evidencias de que los

estudiantes para prafesor concebian la divisibilidad en términos de multiplicacion y
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division. Es decir, por lo que se refiere a la divisién, a / b (a divide b) si, y sélo si
b: a =d, donde d es un mimero natural; y por lo que se refiere a la multiplicacion, a | b
si, y sdlo si, existe un numero natural d tal que a x d = b. Parece que conexiones
insuficientes entre estas dos definiciones son una fuente de discordia cognoscitiva parq
muchos de los participantes en este estudio. Un acercamiento pedagogico progresivo
con respecto a esta relacion inversa pareceria ser muy viable, resaltaria la
equivalencia de factores y divisores y, como consecuencia, la descomposicion en
Sfactores primos” (p.562). En este sentido, parece que la encapsulacion de la
“divisibilidad por n”, donde n es un numero natural, necesita de un conocimiento

profundo de la relacion inversa entre las operaciones de multiplicacion y division.

Por su parte, Brown et al. (2002) analizaron como los estudiantes para maestro
comprendian los conceptos de divisibilidad aplicando sus concepciones a situaciones
problematicas. La investigacion se realizo desde la caracterizacion de la construccion

del conocimiento y desde el desarrollo de los esquemas de conceptos matematicos.

El estudio se llevo a cabo mediante entrevistas clinicas en la que participaron de
forma voluntaria 10 estudiantes para maestros de primaria. Las entrevistas constaban de

un protocolo con preguntas del siguiente estilo:

1) Considere el siguiente listado de niimeros:
1,3,6,7,8 12, 15,18, 24, 39, 42, 48, 69, 96, 2400, 2401, 2412, ...
a) Los mimeros del listado que son divisores de 24 son:
b) Los numeros del listado que son multiplos de 24 son:
¢) Los numeros del listado que son divisibles por 24 son:
d) Los numeros del listado por los que 24 es divisible son:
2)  Defina con sus palabras el significado de:
a) divisor de un numero
b) multiplo de un numero.
3) Defina en sus propias palabras el significado de " M es divisible por N.”
4) Dado el mimeroM =3 x5 x 7.
a) ;M es divisible por 7? Justifique.
b) ;M es divisible por 5?7 ;Por 2? ;Por 9?7 ;Por 637 ;Por 11?7 ;jPor 15? Justifique.
¢) ¢3 x5x 7 es un miiltiplo de M? Justifique.
d) ;3" x5 x 7’x 13" es miiltiplo de M? Justifique.
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5} Obienga el numero mds pequeiio que es multiplo de 72 v 378. Justifique.

6 Un cientifico empieza dos experimentos al mismo tiempo. En el primer experimento las
mediciones tienen que tomarse cada 168 segundos mientras que para el segundo tienen
que hacerse cada 108 segundos. ;Después de cudntos segundos tiene el cientifico que
realizar la medicion en el mismo momento? Justifique.

7) Obtenga un par de nimeros, mds pequerios que 200, cuyo minimo comiin multiplo sea

200. Explique su respuesta. Encuentre otro par de niimeros, distinto del primer par.

Los objetivos de las cuestiones planteadas fueron (a) analizar la comprension de las
acepciones léxicas de la divisibilidad en general y su aplicacion entre numeros con
representacion decimal (preguntas 2, 3 y 1); (b) observar hasta qué punto la
representacion factorial de los numeros influfa en la comprension de la estructura
multiplicativa de los nimeros naturales. Para conseguir este objetivo se hicieron las
preguntas 4a y 4b (Zazkis y Campbell, 1996a) sobre los conceptos “ser divisible” entre
~imeros con representacion factorial y decimal, y las preguntas 4¢ y 4d (disefiadas por

own et al., 2002) sobre “multiplo™ entre numeros con representacion factorial; (c)
mdagar las estrategias de obtencion del minimo comun multiplo, especialmente en
situaciones reales (cuestiones 5 y 6) v (d) examinar en qué medida los estudiantes
“invertian” los procesos de obtencion del minimo comun multiplo para obtener numeros

con un minimo comun multiplo predeterminado (item 7).

Del analisis de las respuestas ofrecidas por los estudiantes se desprende “la fuerte
tendencia a asociar los conceptos de divisor con la accion de dividir” (p.51) asi como la
asociacion del concepto de miltiplo con la operacion de multiplicar. Brown et al. (2002)
subrayan que la comprension de los conceptos de la estructura multiplicativa requiere la
comprension de la descomposicion unica de los niimeros naturales como producto de
factores primos. Esto contribuird a que la obtencion de los divisores y multiplos de un
nimero natural no se desarrolle inicamente procedimentalmente (acciones para obtener
la representacion decimal de los nimeros y comprobacion de resultados a través de la

wltiplicacién o division). Para determinar la divisibilidad de un ntmero por otros
{ados, sin necesidad de obtener la representacion decimal del numero, sugirieron
obtener otros mimeros a través de la multiplicacién y la descomposicion factorial de un
numero natural, aplicando las propiedades asociativa y conmutativa de la

multiplicacion. En semejantes términos, los autores plantean la comprension del
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concepto de minimo comun multiplo. La comprension del concepto de multiplo y de syg
propiedades debe permitir a los alumnos realizar inferencias sobre la estructura de g
descomposicion factorial y del minimo comun multiplo. Las distintas formas
alternativas de obtencion del minimo comun multiplo de dos nimeros deben posibilitar
que los alumnos comprendan el procedimiento de la descomposicion factorial como
generador del minimo comun multiplo de esos dos niimeros. La estructura del esquema
de Divisibilidad para Brown et al. (2002) requiere la comprension de como se
construyen los conceptos fundamentales y como se relacionan para formar la estructura
coherente y subyacente de un esquema. Para los autores el esquema de la estructura
multiplicativa “podria incluir los esquemas para las operaciones aritméticas, los
esquemas para sus propiedades y un esquema para la factorizacion de nimeros

naturales como producto unico de factores primos.” (Brown et al., 2002, p.76).

La coordinacion de la teoria APOS y de la triada de niveles utilizada en esta
investigacion facilito el analisis de los datos, a la vez que permitio a los investigadores
realizar diferentes sugerencias de caracter pedagdgico tales como (a) la necesidad de
enfatizar el papel prioritario de la operacion de multiplicar sobre el de la operacion de
dividir al introducir los conceptos de divisibilidad; (b) el papel fundamental de la
relacion inversa existente entre la multiplicacion y la division en la comprension de la
divisibilidad como proceso; (c) la necesidad de establecer la equivalencia logica de las
acepciones " a es divisible por b "; " a es un multiplode b "; " b es un factorde a ", y
"b es un divisor de a" al considerar que éstas forman parte de la concepcion de la idea

de divisibilidad como un proceso.

Ferrari (2002), por su parte, estudio la comprension de la divisibilidad desde el
marco tedrico APOS y desde una aproximacion semiotica entendida como “/a habilidad
para interpretar y tratar las expresiones simbolicas y las relaciones que aparecen en
las tareas matemdticas y en los enunciados” (p.101), asumida como instrumento para

analizar y descubrir las dificultades que ocasiona un dominio insuficiente del lenguaje.

En este estudio participaron 39 estudiantes de primer curso de Informatica. Los
datos se obtuvieron a partir de las respuestas dadas a un cuestionario, que se paso
después de que los alumnos hubieran recibido un curso de introduccion al algebra, y de

las entrevistas realizadas a la mayoria de los participantes. Las preguntas que se
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realizaron en la enirevista presentaron caracteristicas similares a las utilizadas por
7azkis y Campbell (1996a) en su estudio. Por ejemplo, las preguntas que se exponen a

continuacion (p.109).

Dado el mimero M = 3 x 57 x 7.Conteste a las siguientes preguntas y justifique sus
respuestas.

a) (M es divisible por 637

p) ¢Mesdivisible por18?

c) M+ 35 esdivisible porl0?

d) ¢ Existe un mimero enterox tal que M < x < M+ 10y § es divisor de x?

En los dos primeros items se esperaba que los estudiantes relacionaran la
divisibilidad con la descomposicion factorial de un ntmero. Debian expresar 63 ¢ 18 en
su descomposicion factorial y discutir la divisibilidad de M por estos nimeros buscando
sus factores en la expresion de M. Esta actuacién podria suponer la tematizacion de “ser
divisible” en un objeto. La resolucion de este item no implicaba ningun grado de
aproximacion semidtica. En la cuestion c) se esperaba que los alumnos fueran capaces
de interpretar y trabajar con la expresion M + 5. Este item para su resolucién necesitaba
de la coordinacion de acciones y procesos. Desde la perspectiva semiotica la
representacion de M + 5 debia interpretarse usando la informacion sobre M. De la
cuarta cuestion se esperaba que el estudiante fuese capaz de construir un elemento con
unas determinadas caracteristicas. Para esta construccion el estudiante necesitaba ser
consciente de que el nimero existe y que en consecuencia puede determinarse o

construirse.

El analisis de los resultados desde la perspectiva semidtica mostré que algunos
estudiantes tenian un pobre dominio del lenguaje. Esta deficiencia lingiiistica fue un
obstaculo para la interiorizacion y tratamiento de las operaciones elementales asi como
para las interpretaciones simboélicas que formaban parte de las tareas. Por ejemplo,
algunos estudiantes contestaron que M + 5 no era divisible por 10 al no ser 2 un factor
de M + 5. Ofros realizaron operaciones incorrectas. Desde la teoria APOS estas
respuestas evidenciaron que la comprension de la divisibilidad y de la descomposicion
factorial que mostraban estos alumnos era accién. Desde la perspectiva semittica podria
significar que estos estudiantes no comprendian la distinciéon entre un nimero y sus

representaciones. Igualmente desde el andlisis realizado a partir de la teoria APOS se
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observd que la division euclidea y la simplificacion de las descomposiciones factoriales
se tematizaban como procedimientos y no como objetos al carecer los alumnos de la

necesaria comprension conceptual.

En las tres investigaciones presentadas hay consideraciones que deberemos tener en
cuenta en nuestra investigacion:
e Tos conceptos matematicos de divisibilidad objeto de investigacion y los modos
de representacion utilizados.

e Ias caracteristicas de la comprension de los conceptos de divisibilidad utilizados.

En relacion a los elementos matematicos que han sido objeto de investigacion,
Zazkis y Campbell (1996a) y Ferrari (2002) estudiaron los conceptos de multiplo,
divisor, factores primos, descomposicion factorial, Teorema Fundamental de la
Aritmética y reglas de divisibilidad por 2, 3, 5 y 9. Junto con estos conceptos Brown et
al. (2002) estudio el concepto de minimo comuin multiplo. Los modos de representacion
que utilizaron para analizar la influencia que estos ejercian sobre la construccion de los
significados por parte de los estudiantes fueron el decimal y el factorial. Ferrari (2002)

también utilizo el modo de representacion algebraico.

Respecto a las caracteristicas de la comprension de los conceptos de divisibilidad
estudiados en todas estas investigaciones se subraya que la comprension de los
conceptos de divisibilidad requiere la comprension de la descomposicion tnica de los
numeros naturales como producto de factores primos y la conexion entre los modos de
representacion decimal y factorial de los nimeros naturales. Zazkis y Campbell (1996a)
sefialan la dificultad que manifiestan los estudiantes en la coordinacion e inversion de
los procesos de divisibilidad. Para estos autores el concepto de divisibilidad se
encapsula como un objeto antes que el concepto de indivisibilidad. La indivisibilidad
requiere de la comprension conceptual de la unicidad de la descomposicion en factores
primos de los niimeros. Segun estos autores la tematizacion de divisibilidad demanda
realizar conexiones entre los divisores (factores) y la representacion decimal de los
nimeros naturales, resultando fundamental para la encapsulaciéon de la divisibilidad
como un objeto la diferenciacion entre la divisibilidad como una propiedad y la division
como un procedimiento. De igual modo Brown et al. (2002) y Ferrari (2002) destacan la

importancia de la representacion factorial y del Teorema Fundamental de la Aritmética
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en la comprension de los conceptos del esquema de Divisibilidad.

Entre los investigadores también existen discrepancias en cuanto a las caracteristicas
de la comprension de los conceptos de divisibilidad estudiados. Zazkis y Campbell
(1996a) sefialan la importancia de las operaciones de multiplicar y de dividir para la
tematizacion de la divisibilidad. Brown et al. (2002) por su parte priorizan la operaciéon
de multiplicar sobre la de dividir al introducir los conceptos de divisibilidad, destacando
el papel fundamental de la relacién inversa existente entre la multiplicacion y Ia division

en la comprension de la divisibilidad como proceso.

Desde estas orientaciones nuestra investigacion se va a centrar en el estudio de la
comprension por parte de los estudiantes de secundaria de los conceptos de divisibilidad
tratados en las anteriores investigaciones junto con el concepto de mdximo comiin
divisor, las relaciones entre los mismos y los modos de representacion (decimal y
factorial), atendiendo a las formas de conocer que manifiestan los alumnos y al nivel de

desarrotlo del esquema de Divisibilidad.
2.3. Objetivos de la Investigacién

Los objetivos planteados en esta investigacion van dirigidos a profundizar en la
comprension de los alumnos de Educacion Secundaria del concepto de divisibilidad en
el conjunto de los nimeros naturales.

Asi, los objetivos de la investigacion quedan concretados en los siguientes puntos:

1. Estudiar las formas de conocer la divisibilidad en el conjunto de los nitmeros

naturales y los mecanismos que utilizan los alumnos de 12 a 17 afios, usando el

marco teorico constructivista APOS.

2. Caracterizar los niveles de desarrollo del esquema de divisibilidad en el

conjunto de los nimeros naturales en alumnos de 12 a 17 afios.
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Capitulo 3. Disefio de la Investigacién

En este capitulo se presenta el disefio y desarrollo de la investigacion llevada a cabo.
En primer lugar, mostramos como se disefiaron, se aplicaron y analizaron los
instrumentos de recogida de datos del estudio piloto con el objetivo de construir los
instrumentos de recogida de datos definitivos. El disefio correccional (no hay
manipulacion intencional de las variables) del cuestionario piloto nos ha permitido
ajustar todos los items del cuestionario a las caracteristicas correlacionales bdsicas:
indice de dificultad de los items, congruencia de cada uno de éstos con la prueba,
conveniencia o no de descartar algunos de ellos, grado de covarianza de los items entre
si, validez del contenido del cuestionario, analisis de la coincidencia o no entre las

hipétesis teoricas y los resultados obtenidos y analisis factorial.
En segundo lugar, analizamos las caracteristicas de los participantes en la
investigacion, el por qué de los instrumentos de recogida de datos definitivos

(cuestionario y entrevista) y, en ultimo lugar, presentaremos el proceso de analisis de

los datos.
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3.1. Disefio, aplicacién y analisis cuantitativo del cuestionario piloto
En este apartado describiremos en primer lugar las caracteristicas de los
participantes en la prueba piloto. Después presentaremos como se identificaron y
seleccionaron los contenidos del cuestionario piloto. Concluimos el apartado con la

aplicacion, analisis cuantitativo y resultados del cuestionario piloto.

3.1.1. Sujetos.

Los participantes en el cuestionario piloto fueron 94 alumnos de 1° de ESO, 4° de
ESO y 1° de Bachillerato. De los 94 alumnos, 32 correspondian a dos grupos de 1° de
ESO, 31 a dos grupos de 4° de ESO y los 31 restantes a dos grupos de 1° de
Bachillerato. Todos los alumnos estaban cursando, en los momentos de la realizacion de

la prueba, la asignatura de Matematicas en sus distintas opciones.

La muestra elegida para realizar el cuestionario piloto es sesgada, en tanto en cuanto
no se ha efectuado una eleccion aleatoria de los centros por la necesaria disponibilidad
del investigador para pasar el cuestionario. No obstante, su representatividad esta
garantizada pues se escogieron alumnos de las diversas opciones de Matematicas que se
imparten en los niveles de 4° de ESO y 1° de Bachillerato, y por el numero y tipo de
alumnado seleccionado, en unos casos eligiendo todos los alumnos del centro que se
encontraban en un nivel determinado, y en los que no, se aseguraba que participaran
mas del 50 %. La muestra elegida, al tratarse de grupos ya formados, fue disponible e

intencional (Cardona, 2002).

3.1.2. Identificacién de los contenidos del cuestionario piloto.

Para identificar los contenidos matematicos que debian formar parte de la prueba
piloto se analizaron, en primer lugar, todos los aspectos curriculares referentes a
divisibilidad en los niimeros naturales del curriculo oficial de la ensefianza secundaria
en la Comunidad Valenciana. En el curriculo de Bachillerato no aparecen contenidos de
divisibilidad en N, y en el curriculo de ESO los contenidos de divisibilidad,
escasamente desarrollados, se resefian en el bloque de Aritmética y Algebra desde los
epigrafes “Divisibilidad” y “Relacion de divisibilidad. Mdaximo comun denominador y
minimo comun multiplo de dos nimeros naturales” situados en primer curso y segundo
curso de ESO, respectivamente. En segundo lugar, dada la importancia que se da al

libro de texto como recurso diddctico en la ensefianza (Cobo y Batanero, 2004), se
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seleccionaron y analizaron los desarrollos curriculares que sobre divisibilidad hacian 10
editoriates. Los libros de 1° de ESO analizados corresponden tanto a editoriales de gran
difusion como de menor difusion. una resefia de este andlisis ha sido presentado en el
Capitulo 1. Del analisis realizado, que presentamos en la Tabla 3.1, obtuvimos los
contenidos sobre divisibilidad cuya comprension por parte de los alumnos participantes
podria ser objeto de analisis en nuestra investigacion:

e Miultiplos y divisores de un nimero.

e Criterios de divisibilidad por 2, por 3, por 5 y por 9.

e Numeros primos y compuestos.

e Factorizacion de un niimero.

s Maximo comun divisor y minimo comim multiplo.

[ Contenidos sobre divisibilidad en libros de texto correspondientes a 1° de Ensefianza Secundaria
Obligatoria de la Comunidad Valenciana
EDITORIAL
w2 %] £
Qi s < 18 |8 gl =
o ) =3 g @
2B 2 <
Z = 3
= »
CONTENIDOS A B C D E ¥ G | H 1 J
Miiltiplos de un nimero natural X X X X X X X X X X
Divisores de un nimero natural X X X X X X X X X X
Propiedades de los muitiplos y divisores X X
Criterios de divisibilidad
* Por 2 X X X X X X X X X X
* Por 3 X X X X X X X X X X
* Por 4 X X
* Por 5 X X X X X X X X
* Por 6 X
* Por 7 X
* Por 8 X
* Por 9 X X X X X X
* Por 10 X X X X X
*Porll X X X X X X
* Por 25 X X X
e Por 100
/o 1000, etc x X
Nimeros primos y compuestos X X X X X X X X X X
Coustruccion de tabla de nimeros
rimos X * X X
Factorizacion de un niimero X X X X X X X X X X
Calculo de todos los divisores de un
nGmero X X X X X X X
Miaximo comin divisor: m.c.d. X X X X X X X X X
Minimo comin multiplo: m,.c.m. X X X X X X X X X

Tabla 3.1. Desarrollo Curricular de la Divisibilidad en N
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3.1.3. Elaboracién del cuestionario piloto.

Para la elaboracion del cuestionario piloto se confecciono una coleccion de 100
problemas tomando como referentes (a) el desarrollo curricular identificado en los
libros de texto, (b) las actividades planteadas en los mismos, (¢) la coleccion de
problemas Olimpicos de la Sociedad de Profesores de Matematicas de la Comunidad
Valenciana, (d) los Cuadernillos de Materiales Curriculares de Matematicas de la
Conselleria d’Educacio y (e) los problemas utilizados en las investigaciones sobre

divisibilidad de Zazkis y Campbell (1996a) y de Brown et al. (2002).

Los problemas seleccionados se clasificaron, en funcion de los contenidos a los que
hacian referencia, en cinco grandes bloques: Multiplos y divisores; Criterios de
divisibilidad; Numeros primos y compuestos; Descomposicion factorial; Maximo
comun divisor y minimo comin multiplo. Los problemas seleccionados podian aparecer

en mds de un bloque.

Para elaborar el cuestionario se consideré qué problemas y por qué debian ser
seleccionados, atendiendo a:

e qué dificultades podrian plantear en los distintos niveles, y

* ¢l numero maximo de cuestiones que debia contener para que pudieran ser

contestadas en el transcurso de una clase habitual de un Instituto.

La seleccion se llevo a cabo entre el autor de la investigacion y diversos miembros
del Departamento de Innovacion y Formacion Didéctica de la Universidad de Alicante.
Una vez elaborado un primer borrador del cuestionario piloto, éste fue analizado por
tres profesores de Ensefianza Secundaria. Tras los debates e intervenciones, se convino

elaborar una misma prueba para los tres grados de alumnos participantes.

En un principio se seleccionaron 10 problemas con varios items. El total de items
del cuestionario fue 46. Para aquellos alumnos que contestaran las 10 cuestiones con
suficiente tiempo se propusieron 4 problemas de reserva. Fueron muy pocos alumnos

los que resolvieron mas de 10 problemas.

El formato de presentacion del cuestionario en los distintos cursos fue diferente si

bien, como ya hemos indicado, las cuestiones planteadas fueron las mismas. En la etapa
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de Educacion Secundaria Obligatoria se presentd la prueba con espacios enfre las
cuestiones donde los alumnos debian contestar y justificar sus respuestas. En
Bachillerato las cuestiones se enunciaron sin espacios en blanco. Los alumnos de este
curso debian contestar a las distintas cuestiones en hojas aparte. En todos los niveles se
permiti() el uso de calculadora cientifica. En cada una de las cuestiones se pedia
informacion sobre (a) el uso o no de calculadora por parte del alumno, (b) el grado de
dificultad de la cuestion percibido por el alumno. La valoracion la debian hacer de 1
(muy facil) a 5 (muy dificil). Las pruebas con los formatos correspondientes pueden

consultarse en el Anexo II.

3.1.4. Aplicacién y analisis cuantitativo del cuestionario piloto.

Del total de alumnos de Ensefianza Secundaria que habian servido de base para el
analisis de la prueba piloto se descartaron, dado su nivel de competencia y dificultades
con las matemdticas, ailumnos de 1° de ESO y 4° de ESO previa consulta con los
servicios de orientacion del Instituto, quedando la muestra definitiva conformada por 94
alumnos de los tres cursos estudiados. La prueba durd 55 minutos. Se realizé en horario
escolar durante los meses de marzo y de abril de 2003. Los profesores de los grupos
participantes conocieron de antemano la hora y el proceso de realizacion de las pruebas.

Los alumnos no fueron informados sobre los contenidos de éstas.

Para realizar el andlisis cuantitativo del cuestionario se acorddé una valoracion
dicotomica, 0 6 1, de las respuestas dadas por los estudiantes:

a) Valoracion 0: Respuesta incorrecta. El alumno da un resultado incorrecto o no

contesta al item del cuestionario.

b) Valoracion 1: Respuesta correcta. El alumno responde desde alguna de las

siguientes peculiaridades:
e utiliza un procedimiento adecuado o parcialmente adecuado que produce
una respuesta correcta,
e operay alcanza la respuesta correcta,
¢ da una justificacion y resultado correcto,
« obtiene un resultado correcto sin justificar,
» utiliza un procedimiento adecuado, justifica la respuesta o da respuestas

correctas en funcion de lo que “esperamos” como profesores.
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La toma de datos se realizo mediante plantillas. Una para cada uno de los 46 items
del cuestionario y una para cada uno de los grupos. En estas plantillas se recogieron los
valores correspondientes a las siguientes variables: el codigo de identificacion del
alumno- una letra que representa al grupo de pertenencia y un nimero aleatorio entre
los posibles de la clase-; el grado de dificultad atribuido a la cuestion por el estudiante;
la utilizacién o no de calculadora; la fecha de realizacion de la prueba; la valoracién
otorgada y una linea para efectuar si se consideraba oportuno cualquier comentario

sobre la respuesta dada.

Para seleccionar las cuestiones que debian formar parte del cuestionario definitivo y
con el objetivo de que todos los items del cuestionario se ajustaran a las caracteristicas
correlacionales basicas (Garcia y Pérez, 1989; Alvaro, 1993; Castejon, 1997, Muiliz,
2001; Garcia et al.,, 2002; Cobo, 2003), se realizé un estudio psicométrico del
cuestionario piloto en el que se analizaron:

1. Indice de dificultad.

2. Homogeneidad.

3. Indice de discriminacion (correlacién biserial puntual).
4. Coeficiente de fiabilidad (Alpha de Cronbach).

5. Validez.

6. Analisis factorial.

7

Generalizabilidad.

El analisis de los datos estadisticos del cuestionario piloto fue realizado con el
programa informatico SPSS 11.5 y completado con la hoja de cdlculo Microsoft Excel.

Los datos obtenidos se comentan a continuacion:

1. indice de Dificultad.

Considerando el indice de dificultad como “el cociente entre el nimero de
respuestas correctas del item, A, y el numero de sujetos que han contestado, N” (Garcia
y Péreez, 1989, p.461), podemos establecer, dado el caracter dicotomico otorgado a cada
una de las respuestas, que el indice de dificultad de los items “es equivalente a la media

aritmética de cada uno de éstos”.

El valor mas alto de las medias de los items es de 0,8298. Este valor corresponde al
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ftem 4a - “iEs M= 3 x 5 x 7, divisible por 777~ Por su parte, el valor menor es de
0.1809 y en este caso es el del ftem 4d -“(Es 3¥x 5 x 7 x 13" divisible por M?”-
(véase Tabla III 1.1 del Anexo ). Por tanto, el mayor rango de variacion de las
medias eatre dos items corresponde a dos items de la pregunta 4. Buena parte de los
alumnos utilizaron la calculadora cientifica. En consecuencia, los cilculos de la cuestion
4d, dada la magnitud de los numeros implicados, presentaron dificultades. La prueba
podria calificarse de dificultad media en funcién de los valores obtenidos. La media
global de la prueba se situé en 0,5204 con varianza de esas medias de 0.0374 y

desviacion tipica de 0,1934 (véase Tabla I11.1.3 del Anexo HI).

La Tabla 3.2 muestra las medias globales de todo el grupo y de los 46 items, en cada
uno de los cursos estudiados. Se observa que los estudiantes de 1° de Bachillerato y 4°
de ESO contestaron correctamente mas del 55 % de los items. En 1° de ESO sélo se

alcanza un 35%.

MUESTRA
Nivel ESO 1 ESO 4 BACH 1
GLOBAL
Indice de Dificultad 0,3533 0,5596 0,6529 0,5204

Tabla 3.2. Indice de Dificultad en cada uno de los cursos estudiados

La categorizacion establecida por Garcia y Pérez (1989) para el indice de dificuitad
- medias globales por grupo- podemos observar en la Tabla 3.3. cémo se categorizan los

46 items considerados en el total del cuestionario para cada uno de los cursos y en la

muestra global:
Tipo de prueba Valores que los limitan Grupo segin resultado
Muy dificil <025 1 e
Dificil 0,252 0,44 ESO 1 (0,3533)
Dificuttad media 0,45a0,54 MUESTRA GLOBAL (0,5204)
ESO 4 (0,5596)
Facil 0,55a0,74
BACHILLERATO 1 (0,6529)
Muy facil >0,74 | s

Tabla 3.3. Categorizacion de los Indices de Dificultad

Segun los datos presentados el cuestionario piloto se considera aceptable dado que

se obtiene un resultado global del indice de dificultad de 0,5204. En funcién del indice
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de dificultad no es necesario variar el planteamiento inicial de los items propuestos en 1a

prueba definitiva.

2. Homogeneidad.

El indice de homogeneidad', es decir, “la correlacién pregunta-puntuacion total
del cuestionario (coeficiente “v° de Pearson)” (Molina, 1999, p.104) alcanza sy
maximo valor, 0,6084, para el item 4b2- “;Es M = 3’ x 5% x 7, divisible por 227
mientras que el valor minimo, 0,0479, se obtiene para el item 1b2- “Dados los nimeros:
0,2 4, 6,8 10y 16. ;Alguno es divisor de 48? ;Cudl? Justifica tu respuesta”. El
estudio completo de la homogeneidad de los items se puede ver en la Tabla IT1.1.4 del

Anexo 1.

Son 8 los items (17,4 %) que presentan una correlacion superior a 0,5; entre 0,40 y
0,50 tenemos 17 items (37 %); 15 los situados entre 0,20 y 0,40 (32,6 %). Por tltimo, 6
items (13%) estan por debajo de 0,20 y podrian ser eliminados de la prueba definitiva si

asi lo confirma el analisis psicométrico global. Estos items son:

1b2 -*Dados los nimeros: 0, 2, 4, 6, 8, 10y 16. ;Alguno es divisor de 48? ;Cudil?
Justifica tu respuesta”-;

1cl- “Considere la siguiente coleccion de numeros: 1, 3, 6, 8, 15, 24, 39, 42, 48, 69,
2400, 2412. Los numeros del listado que son multiplos de 24 son...”-;

3b —; Por qué cifras hay que sustituir las letras a y b, para que el niimero 19a9b sea
divisible por 3? Justifica tu respuesta’-,

4c—“;3x5x 7 es un multiplo de M = Fx5%x7? Explica tu respuesta™;

Te —;Qué quiere decir que m.c.d (60,50) =1077-,y

7d —;Qué quiere decir que m.c.m (60,50) = 3007,

3. Indice de Discriminacion (correlacién biserial puntual).
El indice de discriminacion de un item permite “diferenciar claramente a los sujetos
que poseen en mayor grado el rasgo o caracteristica que se estd midiendo de los que lo
poseen en menor grado” (Alvaro, 1993; p. 23). Los individuos que poseen un nivel alto

de desarrollo del rasgo medido alcanzan puntuaciones mas altas que aquellos que lo

! Entendido por otros autores como “la congruencia de cada item con toda la prueba” o “la correlacion
entre la puntuacion de un item y la suma de puntuaciones de los items restantes” (Garcia et al. 2002)
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sienen bajo. Una forma de medir el indice de discriminacion es el “coeficiente de
correlacion biserial puntual” basado en la comparacién de medias entre los sujetos que
responden correctamente el item y los que lo hacen incorrectamente (Alvaro, 1993). En
el analisis del cuestionario piloto hemos obtenido un valor maximo de la correlacion
biserial puntual de 0,7451 correspondiente al item 8b2 - “Tenemos fres cuerdas que
miden 1980 cm, 990 cm y 756 cm, y queremos cortarlas en trozos de igual longitud.
;Cudntos trozos se han conseguido? Explica como has obtenido el resultado™-. El valor
inferior de este coeficiente es de 0,0856 y es el del item d4¢ - “Consideremos el niimero:
M=3Fx5x7 ;3 x5x7 es un miltiplo de M? Explica tu respuesta” —. La relacion
de valores de los indices de discriminacion de cada uno de los items la podemos

encontrar en la Tabla II1.1.5 del Anexo IIL

La regla de Ebel y Frisbie (1986)* sobre mterprefacion de los valores del indice de
discriminacion nos indica que 28 items del cuestionario piloto (60’9 %) se pueden
considerar como excelentes, como buenos 6 iftems (13 %) y como regulares 5 items
(10,9 %). Los items 1b2, 1c1, 3a3, 3b, 4¢c, 7c y 7d, que suponen un 15,2% del total de
items del cuestionario, deberian ser descartados por tener indices de discriminacion
menores que 0,20. Todos estos items excepto el item 3a3 - “Indica, justificando tu
respuesta, el valor de b, para que el nimero 2b45 sea divisible por 57- ya fueron

discriminados por el indice de homogeneidad.

4. Indice de Fiabilidad.

Se dice que un test es fiable “cuando aplicado a una misma muestra diversas veces
se obtienen resultados idénticos™ (Alvaro, 1993). Cobo (2003) define la fiabitidad como
“la extension por la que en ensayos repetidos una prueba o test produce los mismos
resultados”. La fiabilidad hace referencia a la consistencia de la medida. Para analizar la
fiabilidad de nuestro cuestionario piloto hemos calcnlado el indice Alpha de Cronbach.
Para Garcia et al. (2002) el indice Alpha de Cronbach es un indice de consistencia

interna. Se relaciona con el grado en que los ftems covarian entre si. A través de este

?Regla de Ebel y Frisbie (1986)

Valor del indice de discriminaciéon | Calidad item | Recomendacién
p=040 Excelente Mantener
0,305 p< 0,40 Bueno Poca o ninguna revision
0,20< p<0,30 Reguiar Posibilidad de revision
p <020 Malo Descartar
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indice pretendemos analizar cada uno de los items con respecto al total del cuestionarig

piloto.

El coeficiente de consistencia interna Alpha de Cronbach es de 0,8999, lo que indica
que la fiabilidad del cuestionario piloto es buena, es decir, que el grado o precision con
que el cuestionario piloto mide la competencia del alumno en divisibilidad es alto. Este
cuestionario mediria con mayor precision la competencia del alumno en divisibilidad si
eliminasemos cualquiera de los items con indice de homogeneidad inferior a 0,20. La
eliminacion de cualquiera de estos items conllevaria un aumento del indice Alpha de
Cronbach, éste pasaria de 0,8999 a 0,90, como podemos observar en los datos que se

ofrecen en la Tabla IT1.1.6 del Anexo 1.

5. Validez.

La validez se refiere a “la correlacion del test con otro test o con cualquier otro
criterio externo” (Alvaro, 1993, p.37). El criterio externo indica si el test es vélido para
los fines propuestos, es decir, si cumple con los fines para los que fue creado. Un test
puede ser muy fiable pero no valide en tanto en cuanto no lo sea para la meta planteada.
No es igual saber que los items del test miden lo mismo, que saber qué es lo que esta
midiendo. Respecto a la validez consideraremos dos tipos:

a. de contenido.

b. de constructo.

a. Validez de contenido.
Creemos que el cuestionario piloto es representativo del rasgo que se intenta medir
dado que:

¢ los elementos matematicos implicados cubren suficientemente el curriculo de los
niveles escolares objeto de estudio tal como hemos comentado y justificado en
el apartado de identificacion de los elementos de la prueba (Pérez y Garcia,
1989, p. 444; Muiiiz, 2001, p.151; Alvaro, 1993, p.38).

e en el proceso de seleccion, valoracion y revision légica del cuestionario piloto
ha participado el investigador, investigadores de Didactica de la Matematica y
tres profesores de Ensefianza Secundaria, uno con docencia en primer ciclo y

dos con docencia en toda la etapa (Molina, 1999, p.95; Castejon, 1997, p.317).
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p. Validez de constructo.

A través de la validez de constructo tratamos de analizar la coincidencia entre las
hipdtesis tedricas y los resultados obtenidos en la prueba. Utilizaremos una técnica de
reduccion de dimensionalidad de los datos, el andlisis factorial. El objetivo de esta
técnica es encontrar grupos homogéneos a través de un nutrido grupo de variables, es
decir, encontrar ¢l niimero minimo de factores que pueda explicar el méximo de

informacion contenida en los datos (Alvaro, 1993; Muiiz, 2001).

Para alcanzar el objetivo de este procedimiento- obtener las dimensiones comunes
de forma que el numero de dimensiones globales sea menor que el nimero de variables
(Garcia et al., 2002)- nos hemos visto obligados a comprobar si es oportuno aplicar el
andlisis factorial, es decir, si la correlacion entre las variables es suficientemente grande

para que sea justificable la factorizacion de la matriz de los coeficientes de correlacion.

Los resultados obtenidos superan los criterios de significacion estadistica dado que
la medida de adecuacion muestral de Kaiser-Meyer-Olkin es igual a 0,713 y la prueba
de esfericidad de Bartlett presenta un Chi-cuadrado aproximado de 3321,435 con 1035
grados de libertad y una significacion p < 0,001.

También ha sido necesario obtener la matriz factorial por el método de las
componentes principales 'y la comunalidad para cada variable original. Las
Comunalidades presentan coeficientes positivos. Por tanto, pensamos que las variables
miden elementos en comin. Mas del 50 % de la variabilidad en cada uno de los items es
explicada en todos los casos por todos los factores comunes. Los factores resultantes

fueron 13 y explican el 78,17 % de la varianza total.

El factor 1 explica aproximadamente el 21 % de la varianza total mientras que el
factor 2 lo hace en torno al 10%, el factor 3 un 9% y el resto de factores explican cada
uno entre el 2 % y el 6 % de la varianza total. Para facilitar la interpretacion de los
factores retenidos se han rotado los ejes por el método Varimax, obteniéndose la matriz

de componentes rotados que se adjunta en la Tabla 3.4,
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Componente

7

8 9

10

11

12

ItemtAl
ftem1A2
ftem1A3
ftem1A4
Item1B1
Item1B2
ftem1C1
ftem1C2
ftem1C3
Item1C4
Ttem?2

ftem3A1
ftem3A2
ftem3A3
ftem3A4

tem3B
Item4 A

ftem4B1
ftem4B2
{tem4B3
[tem4B4
ftemaB5
ftemaC
{tem4D
ftemsA
ftemsB
ftem5C
Item5D
Item6
Item7A
ftem7B
ftem7C
ftem7D
Item7E
item7F
Item8A
ftem8B1
ftem8B2
Item9A
Item9B
ftem9C
ftem10A
ftem10B
ftem10C
ftem10D
ftem10E

924
,926
,886
918
,901

,653
,890
,848
857
,866
812
307

901
943
041
873

,809
,882
,879
,835
,430

826

,885
,798
,489

399

627
717
,741

,761
,740
512
657

,307

,783
,805

,698
,681
,674

844
774

,796

—

,869

,407

Y
[ 15

,870

-,362

Meétodo de extraccion: Analisis de componentes principales. Método de rotacion: Normalizacion Varimax con Kaiser. a La

rotacion ha convergido en 19 iteraciones.
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Dado que los tres primeros factores explican conjuntamente un 40 % de la varianza
total y tos 10 restantes solo explican el 38 %, Gnicamente analizaremos y nombraremos
4 los tres primeros factores. Tendremos en cuenta exclusivamente los items de mayor
peso que los configuran. Los items que saturan a mas de un factor sélo los hemos
considerado en aquellos factores donde presentaban mayor saturacion. Tampoco se han

tenido en cuenta los items discriminados por el indice de homogeneidad.

Primer Factor.
Este factor explica aproximadamente el 21 % de la varianza total. En él saturan,
con un peso aproximado de 0,9, todos los items de la cuestion 10:
10a — “Indica razonadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas,
Justificando tu respuesta: El mimero K = 2°x 3x 5x 11 + 3 es divisible por 57-.
10b ~“Divisible por 2 y por 47 ~.
10¢ - “Divisible por 37-.
10d —“Divisible por 67~
10e - “Divisible por 157-.

Para la resolucion de los ftems anteriores, gran parte de los alumnos ha necesitado
obtener la representacion decimal del nimero K, recurriendo a la calculadora para
realizar esta conversion. Solo algunos alumnos discuten la divisibilidad o indivisibilidad

sin realizar una conversion entre las dos representaciones.

A este factor lo hemos nombrado:
“Comprension del concepto ser divisible y aplicacion de la propiedad si p divide a q y

p divide a k entonces p divide a g+k”.

Segundo Factor.
Este factor explica aproximadamente el 10% de la varianza total y lo saturan con

pesos superiores a 0,65 los items:

4a — “Consideremos el mimero: M = 3° x 5° x 7 a) ;M es divisible por 7? Explica tu
respuesta”.

4bl- “; M es divisible por 52 Explica tu respuesta’™-.

4b2 — “; M es divisible por 27 Explica tu respuesta”-.

4b3 - “; M es divisible por 97 Explica tu respuesta”.
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4dbd — “; M es divisible por 11? Explica tu respuesta’-.
4b5 — ;M es divisible por 15? Explica tu respuesta’-.

Estos items provienen del trabajo de Zazkis y Campbell (1996a). Los estudiantes
presentaron una fuerte tendencia a discutir la divisibilidad del nimero M a partir de sn
representacion decimal al igual que lo hicieran en los items que saturan el primer factor.
En este caso el tamafio de los exponentes permitid, en gran parte de los casos, la

operatividad con la calculadora.

Este factor lo hemos denominado como:
“Comprension del concepto de ser divisible de un nimero natural expresado mediante

factores y exponentes pequerios”

Tercer Factor.
Este factor explica el 8’7 % de la varianza y lo forman los items:

1al- “Completa con las palabras: divisor 6 multiplo. Razona tu respuesta.

Ses de 27
1a2 —“4 es de 16” .
1a3 ~ “2] es de 77-.
la4 —“25es de 6257-,

Todos estos items tienen un peso cercano o superior a 0,9. Una de las caracteristicas
observadas en los items que determinan este factor es que mayoritariamente los
estudiantes asocian el concepto divisor con la operacion de dividir y el concepto de

multiplo con la operacion de multiplicar desde un caracter operativo.

Este tercer factor lo hemos designado

“Comprension de los conceptos de divisor y multiplo y la velacion existente entre ellos”

Podemos observar que los factores que explican la mayor varianza del total del
cuestionario piloto estdn formados principalmente por items que hacen referencia a las
acepciones léxicas “ser divisible”, “multiplo” y “divisor” entre nimeros con
representacion factorial. Esta representacion factorial estd formada por “factores

sencillos y exponentes pequefios”. El tamafio de los exponentes de la descomposicion
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factorial ha permitido en gran parte de los casos ta operatividad de la calculadora y

discernir la divisibilidad entre niimeros con representacion decimal.

6. Generalizabilidad.

La teoria de la generalizabilidad (Cronbanch et al., 1972) permite estudiar los
diversos factores de error en un proceso de medida, que pueden ser modificadas y hacer
variar los posibles resultados que se obtengan. El error se puede dar en la observacion,
en el momento, en las condiciones o en las preguntas que se formulen. Esta teoria
pretende mejorar el disefio de medida. Se puede inferir sobre el grado de generalizacién
a otros grupos de poblacién con las necesidades que se puedan tener sobre la medida, la

evaluacion, etc.

En esta teoria el coeficiente de generalizabilidad permite estimar la posibilidad de
generalizar {a medida realizada a las diversas observaciones que se pudieran realizar,
evalia la posibilidad de generalizar cualquier instrumento de medida a otros ftems o a
otras muestras. Como podemos ver en Cobo (2003) y Batanero (2003), el coeficiente de
generalizabilidad queda definido como cociente entre la varianza de las verdaderas
puntuaciones de la prueba y de la varianza observada (varianza verdadera mas varianza

2
O

debida al error): G= ———
o, +0,

En el cuestionario piloto, la generalizabilidad obtenida, que puede ser en funcion de

los items o de los alumnos, permite concluir que:

e Se podria generalizar a otros items la aplicacion de la prueba ya que el

coeficiente de generalizabilidad respecto a otros items es 0,8999.

» Existe una probabilidad alta de generalizar los resultados obtenidos si se pasa la
misma prueba a otros alumnos, ya que el coeficiente de generalizabilidad

respecto a otros alumnos es de 0,9488.
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3.1.5.

Conclusiones del analisis del cuestionario piloto.

El estudio psicométrico realizado a la prueba piloto permite concluir que:

(a) El cuestionario piloto se puede considerar aceptable segtn el indice de dificultad

del total de la muestra. Este indice es de 0,5204 sobre 1, es decir, la prueba tiene

dificultad media;

(b) un 72 % de los 46 items estdn clasificados en una zona intermedia de dificultad,

un 9 % son muy dificiles v el 19 % muy faciles;

(c) el cuestionario piloto puede ser considerada fiable a tenor del coeficiente Alpha

de Cronbach cuyo valor es igual a 0,8999. Si eliminamos los 7 items (15,2%)
cuyo coeficiente de homogeneidad se encuentra por debajo de 0,2, el valor del

coeficiente Alpha de Cronbach aumenta a 0,9;

(d) deberiamos eliminar de la prueba los items:

1b2 “Dados los nimeros: 0, 2, 4, 6, 8 10 y 16. ;Alguno es divisor de 48?
¢ Cudl? Justifica tu respuesta”,

1cl “Considere la siguiente coleccion de niimeros: 1, 3, 6, 8, 15, 24, 39, 42, 48,
69, 2400, 2412. Los numeros del listado que son miltiplos de 24

son: . Justifica tu respuesta”,

3a3 “Indica, justificando tu respuesta, el valor de b para que el numero 2b45
sea divisible por 57,

3b “; Por qué cifras hay que sustituir las letras a y b para que el numero 19a9b
sea divisible por 3? Justifica tu respuesta’”,

4c ;3" x 5x 7° es un miiltiplo de M = Fxs5x7? Explica tu respuesta™-.

T “; Qué quiere decir que m.c.d (60,50) =102,

7d “; Qué quiere decir que m.c.m (60,50) = 30077,

cuyo coeficiente r de Pearson 0 coeficiente de correlacion biserial puntual se
encuentran por debajo de 0,20. Si se eliminan estos items, la dimensionalidad de

la prueba se reduciria al desaparecer los factores 13y 9;

(e) la generalizabilidad del cuestionario piloto respecto a otros items y respecto a

otros sujetos alcanza valores muy elevados, 0,8999 y 0,9488, respectivamente.

Esto supone una alta generalizabilidad de la prueba que hemos realizado.
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E} andlisis cuantitativo realizado al cuestionario piloto nos ha permitido disefiar el

cuestionario definitivo que sera presentado y analizado en Ia siguiente seccion.

Ademas de la realizacion del cuestionario de la prueba piloto, se realizaron seis
entrevistas clinicas para obtener informacién detallada (Goldin, 2000; Clement, 2000).
Con estas entrevistas se pretendia obtener mds informacién que la proporcionada a
través de los cuestionarios que ofrecieron los estudiantes, a la vez que elaborar un guién
que sirviera de modelo previo para el que posteriormente se utilizé en la prueba

definitiva.

El guién de la entrevista se elaboro siguiendo las tareas del cuestionario piloto, para
buscar justificaciones de las respuestas dadas y que los alumnos pudieran aclarar y
ampliar las respuestas que habian dado en el cuestionario. Se llevaron a cabo seis
semanas después de haber realizado el cuestionario piloto, siendo su duracion de

cuarenta minutos aproximadamente.

3.2. Prueba definitiva.
En esta seccion vamos a describir, en primer lugar, las caracteristicas de los
participantes en la investigacion definitiva. En segundo lugar analizaremos el como y el
por qué de los instrumentos de recogida de datos definitivos. Por tltimo, presentaremos

los procedimientos de analisis utilizados.

3.2.1. Sujetos.

Los participantes en la investigacion fueron 371 alummos distribuidos en los tres
ciclos de la enseflanza secundaria, 1° de ESO (120), 4° de ESO (137) y 1° de
Bachillerato (114) de centros publicos de la provincia de Alicante y Valencia. Los
estudiantes pertenecian a tres Institutos de Ensefianza Secundaria y a un Colegio
Publico. Dos de los Institutos de Educacion Secundaria estan ubicados en la provincia
de Alicante. En ellos se imparten los ciclos completos de ESO y Bachillerato. El tercer
Instituto se ubica en la provincia de Valencia y s6lo imparte el Segundo Ciclo de
Ensefianza Secundaria y Bachillerato. Por su parte, el Colegio Publico pertenece a la
provincia de Alicante e imparte Educacion Primaria y Primer Ciclo de Enseflanza

Secundaria Obligatoria.
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Los 120 alumnos de 1° de ESO pertenecian a dos Institutos de Secundaria, 39 y 38,
respectivamente, y a un Colegio Publico al que pertenecian los 43 alumnos restantes. F]
total de alumnos se distribuian en un total de seis grupos. Estos alumnos habian recibido
ensefianza sobre la divisibilidad en el conjunto de los nimeros naturales en el mismo

curso académico que se ha realizado la investigacion.

Por su parte, los 137 alumnos de 4° de ESO correspondian a tres Institutos de
Secundaria. Estos alumnos distribuidos en un total de nueve grupos cursaban las
opciones A y B. La divisibilidad en N no formaba parte de los curriculos de estas
opciones. La distribuciéon por optativas fue de 59 alumnos en la opcion A y 78 en la
opcion B. Estos alumnos participaron en la prueba con los conocimientos sobre

divisibilidad adquiridos en 1°y 2° de ESO.

Los 114 estudiantes de 1° de Bachillerato pertenecian a tres Institutos, 39 en dos de
ellos y 38 en el tercero. De los 114 alumnos, 51 cursaban la asignatura de Matematicas
1, y 62 la asignatura de Matematicas 1 aplicada a las Ciencias Sociales. La divisibilidad
en el conjunto de los numeros naturales tampoco formaba parte explicitamente de los
curriculos de las asignaturas de matematicas cursadas por estos alumnos. Los
conocimientos sobre divisibilidad que tenian estos estudiantes fueron adquiridos en 1°y

2° de ESO.

La muestra elegida para realizar este cuestionario cumple las mismas condiciones
que la del cuestionario piloto, es decir, es sesgada, disponible e intencional al tratarse de

grupos ya formados.

3.2.2. Instrumentos de recogida de datos

El primer instrumento de recogida de datos fue el cuestionario. El cuestionario
definitivo fue planteado a partir del disefio del cuestionario piloto que hemos descrito y
analizado cuantitativamente en el apartado anterior. El segundo instrumento fueron las
entrevistas. Las entrevistas fueron disefiadas para hacer emerger aquello conocimientos

que pudieran quedar ocultos en las respuestas dadas en los cuestionarios.
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3.2.2.1. El Cuestionario

El analisis psicométrico global realizado al cuestionario pilote nos permitié:
(a) Seleccionar los problemas que debian formar parte del cuestionario definitivo.

(b) Identificar los elementos matematicos que configuran la divisibilidad en N y las

relaciones que se establecen entre ellos.

A. Los problemas del cuestionario

Los valores obtenidos en las distintas caracteristicas correlacidnales basicas
estudiadas (indice de dificultad, de consistencia interna, coeficiente de correlacion
biseral y de generalizabilidad) determiné cuales y cuantos items debian formar parte del

cuestionario definitivo.

Se acordo que este cuestionario estuviese compuesto por los 10 primeros problemas
del cuestionario piloto, eliminando de la misma seis items de los siete propuestos por
los indices de homogeneidad y discriminacién (1b2, 1cl, 3a3, 3b, 7c y 7d). El item 4¢
no se suprimio dado el interés que se consideré podria presentar para los objetivos de la
investigacion y para el analisis cualitativo de las respuestas de los alumnos. Los
problemas definitivos del cuestionario, su procedencia y objetivos del cuestionario

definitivo los mostramos a continuacion.
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Cuestionario 3.5. (d) Cuestionario Definitivo: Problemas, items, procedencia y objetivos
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B. Elementos y representaciones de las nociones de divisibilidad.

La caracterizacion de los items del cuestionario piloto, segiin los niveles de
dificultad, realizado por Bodi et al. (2005) permitié conocer distintas particularidades de
algunos elementos como que “los items donde hay que utilizar los conceptos de divisor
o miltiplo resultan “faciles” al establecer asociaciones firmes entre divisor y g
operacion de dividir y multiplo con la operacion aritmética de multiplicar. Sin
embargo, en los items en los que se debe usar la equivalencia y relaciones entre
“multiplo”, “divisor”, “ser divisible por” aumentan la dificultad”. Asi como la
influencia de las representaciones ya que “los alumnos sienten necesidad de operar
para obtener la representacion en el sistema de numeracién decimal de los niimeros
descompuestos en factores primos”. Por su parte el andlisis factorial realizado a la
prueba piloto corroboré la influencia de las representaciones de los numeros en el uso
de la divisibilidad. Estas observaciones han permitido vincular la comprension de la
divisibilidad a tres dimensiones:

¢ los elementos matematicos del esquema de Divisibilidad,

e los modos de representacion, y

e las relaciones entre los elementos matematicos.

o Los elementos matematicos

Los elementos matemdaticos los entendemos como “el producto de una disociacion o
de una segregacion del concepto de divisibilidad, vinculada al concepto y a sus
propiedades”. Esta definicion es una adaptacion de la definicién de “elemento” de
Piaget hecha por Sinchez-Matamoros et al. (2006). La Tabla 3.6 nos muestra los
elementos matematicos del concepto de divisibilidad vinculados a las representaciones
decimales y factoriales de los nimeros. El elemento matematico “ser divisible” lo
hemos entendido desde dos acepciones: operativa y criterios de divisibilidad. Distintos
autores (Brown, 2002; Zazkis y Gadowsky, 2001; Zazkis y Liljedahl, 2004) sefialan la
importancia de la manera en la que los estudiantes usan las representaciones de los
nimeros para utilizar los elementos matematicos y determinar sus relaciones en el

esquema de Divisibilidad.
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Los tipos de relaciones logicas consideradas entre los elementos matematicog
podrian ser:
= bicondicional,
= conjuncion,
= condicional,

= confrarreciproca.

= Bicondicionales [A < B ]
Estas relaciones se manifiestan cuando
(a) el estudiante usa indistintamente las diferentes acepciones léxicas del concepto
de divisibilidad.
aes divisor deb < bes multiplo de a < b es divisible por a <> a es un factor deb
(b) asocia el elemento divisor a la operacion de dividir.

aes divisordeb < b:a=c

= Conjuncion logica [A N B]

Esta relacion logica vamos a entenderla en los mismos términos que Sanchez-
Matamoros et al. (2006). Un estudiante establece la conjuncion 1dgica cuando relaciona
dos 0 mas elementos para hacer inferencias. Por ejemplo, al hacer uso del elemento “ser

divisible” desde los criterios de divisibilidad usa dos o mas criterios para inferir la

divisibilidad.

= Condicionales [A = B]

Las relaciones condicionales se establecen cuando los estudiantes relacionan los
elementos con las operaciones aritméticas o bien utilizan ciertas propiedades de éstas
para resolver las tareas. Por ejemplo, establecen este tipo de relaciones si son capaces
de utilizar la propiedad

“Si d es divisor de ay b, entonces d es divisor de a * b”

O bien, cuando utilizan las propiedades conmutativa y asociativa para determinar
los divisores de un numero natural con representacion factorial:

“Si a es producto de dos 6 mdas factores primos de b (con exponentes menores o
iguales), entonces el orden de los factores de b no influye en la determinacion de b

como divisor de a”.
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Contrarreciproca [(A =B) (—B :>—ﬂA)]

Esta relacion logica se establece cuando los estudiantes desde la propiedad “a divide

a b, entonces a es un factor de b” son capaces de determinar la indivisibilidad, es decir,

wg no es factor de b, entonces a no divide a b”.

Fl esquema 3.1. muestra el proceso seguido para la elaboracién del cuestionario y

para la determinacion de los elementos matematicos y sus relaciones.

Analisis de los

referentes a
Divisibilidad en N

Listado inicial de

» w .
aspectos curricufares [V ™ contenidos sobre
Divisibilidad en N*

Analisis libros de Articulos
texto, diversos
materiales

curriculares

publicados en
revistas de
investigacion

Bateria de
Problemas

Diseiio del
cuestionario piloto

Analisis
cuantitativo de los
resultados

A
Cuestionario

Definitivo

Elementos
Matematicos,
Relaciones logicas
Representaciones

Esquema 3.1. Proceso de elaboracidn definitiva de los instrumentos de recogida de datos

del Cuestionario
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3.2.2.2. Las entrevistas.

Las entrevistas clinicas de caracter individual son un elemento necesario para la
interpretacion e investigacion de los procesos de construccion mental de los estudianteg
(Zazkis y Campbell, 1996a; Cobb y Whitenack, 1996: Hunting, 1997; Goldin, 2000;
Clement, 2000; Brown et al.,, 2002; Cobb et al., 2003). Las entrevistas permiten
determinar modelos de construccion del conocimiento generados a partir de las
interpretaciones de las manifestaciones que hacen los estudiantes de sus estructuras
cognitivas. Permiten “indagar y determinar diferentes caracteristicas cualitativas de la

estructura cognitiva mostrada frecuentemente” (Zazkis y Campbell, 1996a, p.542).

En nuestra investigacion hemos realizado entrevistas clinicas con el objetivo de
obtener informacion adicional sobre la forma en que los estudiantes comprenden los
distintos elementos matematicos de divisibilidad y las relaciones logicas que establecen
entre ellos. Las entrevistas se llevaron a cabo en los meses de febrero, marzo y abril de

2004, despues de haber realizado los cuestionarios y haber codificado las respuestas.

A. Seleccion de los estudiantes para las entrevistas clinicas.

Para seleccionar a los alumnos objeto de las entrevistas individuales, una vez
codificadas sus respuestas, realizamos un muestreo en cada uno de los cursos estudiados
(1° de ESO, 4° de ESO y 1° de Bachillerato). Este muestreo tuvo las siguientes
caracteristicas (Cardona, 2002):

¢ Intencional. En opinion de McMillan (1996) es rauy importante incluir en la
muestra individuos que sean “informativos” respecto al proposito de la
investigacion.

e Estratificada por cursos y deciles, a fin de que el espectro de resultados
estuviese presente por igual en la seleccion realizada.

e Proporcional a cada decil y curso para intentar obtener muestras de tamafio
similar que permitieran comparar en los diferentes cursos estudiados el
conocimiento sobre la divisibilidad que tienen los estudiantes.

¢ Disponible por la posibilidad y conveniencia del investigador y de los grupos ya

formados en los centros de las distintas poblaciones.

126

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat dAlacant. 2006.



Anélisis de la comprensién de divisibilidad en el conjunto de los numeros naturales. Samuel David Bodi Pascual.

Capitulo 3. Disefio de la Investigacion Samuel David Bodi Pascual

Sigulendo estos criterios se eligieron 21 alumnos por curso. En opinion de
McMillan (1996) cuando se trata de estudios experimentales es necesario un minimo de
15 sujetos en cada grupo de estudio. La Tabla 3.7 nos muestra la distribucion de los 21
alumnos seleccionados para las entrevistas en cada nivel -decil-. Cuando el total de
alumnos asignados proporcionalmente superaba el nimero de entrevistas establecidas,
eran descartados los estudiantes pertenecientes a la categoria de menor respuesta al ser

éstos los que aportaban menor informacion al cuestionario.

 1°ESO 4° ESO 1° BACHILLERATO
[ Deciles | N° Alumnos | Entrevist. | Deciles | N° Alumnos | Entrevist. | Deciles | N° Alumnos | Entrevist.
[0, 0.10[ 2 0,35 0] [0,0.10] 0 0 [0, 0.10f 0 0
{0.10, 0.20] 9 (1,58) 1 | 10.10, 0.20[ 5 (0.77) 1 [[0.10, 0.20( 3 (0,37) 0
[0.20,0.30 15 (2.63) 3 | 10.20,0.30 8 (1,.23) 1 |10.20, 0.30 g (1.66) 1
[0.30, 0.40[ 24 (420) 4 | [0.30, 0.40] 20 (3.07) 3 | [0.30, 0.40] 13 2.39) 2
[0.20, 0.50[ 2 (3.85) 4 ][0.40, 0.50] 2 (337) 3 |10.40,0.50] 11 202 2
L['0,?07).60[ 17 (2,98) 3 [[0.50, 0.60[ 30 (4,60) 5 1[0.50, 0.60] 23 @24 4
11060, 0.70[ 18 (3.15) 3 | [0.60, 0.70[ 26 (3.99) 4 1[0.60,0.70] 19 (3.50) 4
[0.70, 0.80] 9 (1,58)2 | [0.70, 0.80] 22 (3.37) 3 | [0.70, 0.80] 20 (3.68) 4
[0.80, 0.90] 4 (0,70) 1 |10.80, 0.90] 4 (0, 61) 1 1[0.80, 0.90] i3 (2,39) 2
[0.90, 1] 0 0 090, 1] 0 0 [0.90, 1] 4 (©,74) 2
TOTAL 120 21 TOTAL 137 21 TOTAL 114 21

Tabla 3.7. Distribucion del niimero de alumnos, por niveles y deciles, que se han

seleccionado para la entrevista clinica

B. Sobre el diseiio de Ia entrevista.

Las entrevistas realizadas a 63 alumnos de un total de 371 estudiantes que
participaron en la investigacion cumplieron los principios metodologicos establecidos
por Goldin (2000):

(c) las preguntas fueron disefiadas previamente,

(d) las actividades elegidas fueron accesibles a los estudiantes y permitieron buenas

y diversas representaciones de sus estructuras matematicas,
(e) durante la entrevista se estimulé la resolucion de problemas,
() se hizo una prevision de las nuevas posibilidades que pudiesen aparecer,

(g) el entrevistador fue flexible cuando la situacion lo requirio.
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A las condiciones anteriores hemos de afiadir que el investigador establecio en cadg
una de las entrevistas un clima de confianza y observé las contestaciones de log
alumnos de manera flexible, ayudandoles tanto a dar sus propias respuestas de formga
natural como a superar las dificultades que se les presentaban con el objetivo de que log
estudiantes no se sintieran cuestionados en relacion a sus conocimientos y mostrardn

desinterés por la pregunta planteada (Goldin, 2000; Moreno y Azcérate, 2003).

Las preguntas de las entrevistas versaron sobre el cuestionario que los alumnos
habian contestado previamente y se realizaron en el mismo orden de éste. Estas
preguntas tuvieron como referentes los trabajos de Zazkis y Campbell (1996a), de
Brown et al. (2002) asi como las preguntas formuladas en las entrevistas realizadas en la
prueba piloto. El nimero y el tipo de preguntas realizadas se determinaron en funcion
de los alumnos y de sus respuestas. En cualquier caso, los alumnos fueron estimulados
en la reflexion y superacion de las dificultades que se les presentaban. El entrevistador
cuando lo considero necesario reformulo o afiadié informacion adicional, especialmente

a través de nuevas preguntas y de diferentes orientaciones.

Las entrevistas se iniciaron una vez revisados por los estudiantes los cuestionarios,
después de facilitarles calculadora, lapiz y papel para que pudieran razonar sus
respuestas y adquiriesen confianza en la realizacion de los célculos. Las entrevistas
fueron grabadas en audio y tuvieron una duracidon aproximada de 45 minutos. La
transcripcion de las entrevistas se realizo utilizando un nombre figurado para cada
alumno con objeto de preservar su identidad. Este nombre figurado es con el que se
identifican los ejemplos que se muestran a lo largo de la investigacion. A continuacion,
mostramos el guion que se elabord para realizar las entrevistas. Como ya hemos

indicado este guion se caracterizo por su flexibilidad:
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a) Completa con las palabras: divisor 6 multiplo. Razona tu respuesta

g es de2; 4es de 16 ; 2les de7; 25es de 625

b) Dados los numeros: 0, 2, 4, 6, 8, 10 y 16, determina si 64 es multiplo de alguno de ellos Justifica tu
respuesta

c) Considere la siguiente coleccion de numeros: 1, 3, 6, 8, 15, 24, 39,42, 48, 69, 2400, 2412.

1. Losnumeros del listado que son multiplos de 24 son:

1. Losntmeros del listado que son divisibles por 24 son:

1. Los nimeros del listado por los que 24 es divisible son:

Justifica tu respuesta

Preguntas Objetivos

¢ ;/Qué es un milltiplo de un mimero?, ; y un divisor de un | Explicitar la comprension de los
ntimero? elementos matematicos “divisor”

o Observe el apartado ¢) y dé un divisor de 24. y “multiplo”.

o Dé un numero divisible por 24. e Determinar el tipo de relacién

o Ahora dé niimeros por los que 24 es divisible. logica que establecen entre los

o ;Ha confundido los dos anteriores apartados? elementos matematicos “divisor”

« Por favor, dé la equivalencia entre ser divisible por un y “multiplo”.

mimero y ser divisor o multiplo de ese mimero.

Cuestion 2

Los multiplos de un nimero comprendidos entre 460 y 560 son: 464, 493, 522 y 551.
¢De qué nimero se trata? Explica tu respuesta

Preguntas Objetivos
s ;Puede explicar su respuesta (o por qué no la e Explicitar la comprension de los
respondio)? elementos matematicos “divisor”,
s ;De qué manera intenta buscar el divisor de un mimero? “miltiplo” y “mualtiplo y divisor
o (Por qué no prueba a buscar la diferencia entre los comin”.
términos sucesivos de la sucesion? « Establecer los modos de
* Ha obtenido gue la diferencia es 29, pero ;puede afirmar|  Tepresentacion que consideran
que los niimeros de la serie son multiplos de 29? mas transparentes para resolver la
« ;Podria utilizar otro método? tarea y por qué.
* Si realiza la descomposicion factorial de los términos de
la sucesion, jpodria obtener la respuesta? ; Por qué?
¢ ;Existe algun niimero mas que cumpla las condiciones
del enunciado?
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Cuestion 3

Indica, justificando tu respuesta, el valor de b para que el numero 2b45 sea:

1. divisible por 2; II. divisible por 3; I[I. divisible por 6

Preguntas

Objetivos

* Diga como justifica las respuestas.

o ;Habria mds mimeros que lo cumplan?

¢ Recuerda los criterios de divisibilidad?

/Cudl es el valor de b para que sea divisible por 67

¢ Observa alguna relacion del tercer apartado con los

apartados anteriores?

» Explicitar la comprension de los
elementos matematicos “ ser
divisible” desde los criterios de
divisibilidad.

o Identificar el tipo de relacién o
mecanismo que utilizan para
discutir la divisibilidad por 6 o

para construir su criterio.

Cuestion 4

Consideremos el nimero: M=3"x 5°x 7
a) (M es divisible por 7?7 Explica tu respuesta

b) (M es divisible por 57 ;Por 2?7 ;Por 97 ;Por 117 ;Por 157. Explica tu respuesta.

c) (‘,34 X 5 x 7° es un multiplo de M? Explica tu respuesta
d) ¢3*x 5 x 7° x 13'% es un miltiplo de M? Explica tu respuesta

Preguntas

Objetivos

o En el primer apartado obtuvo el valor de M y dividio.
¢Podria responder la pregunta sin necesidad de obtener
el valor de M?

o ;M es divisible por 57 ;Y por 2?

o ;Ypor9? ;Yporl1i?

o ;M es divisible por 15?

o Si el nimero aparece como factor del nimero M, ;puede
afirmar que ese niimero es divisor de M? ;Por qué?

o Si el nitmero no aparece en la descomposicion factorial,
Jpuede indicar alguna respuesta sobre si serd o no
divisor del niimero M?

o Mire el numero del apartado c), ;es multiplo de M?

o ;Podria justificar su respuesta sin utilizar la calculadora
v sin averiguar el producto de los niimeros?

e ;Es multiplo de M el niimero del ultimo apartado?

o ;Piensa que la forma de expresion de los ntimeros influye

de alguna manera?

e Explicitar la comprensién de los
elementos matematicos “ser
divisible” y “mnultiplo”

e Determinar los modos de
representacion que consideran
mas transparentes para resolver la
tarea y por qué.

* Analizar en qué medida el tipo de
representacion de los nimeros
influye en la resolucion de la

tarea.
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Cuestion 5
Descompdn el nimero 100: (Justifica tu respuesta )

a) En dos factores. b) En tres factores. ¢) En el maximo numero de factores. d) En factores primos.

Preguntas Objetivos
T@es un factor de un niimero natural? ¢ Explicitar la comprension del

e ;Un factor de un ntimero se refiere ala operacion de elemento matematico divisor
sumar o de multiplicar? (acepcion factor).

¢ ¢ Un factor de un mimero es un divisor de ese mimero? ¢ Determinar el tipo de relacion que
;Por qué? establecen entre “factor” y

o ;Qué es un numero primo? “divisor”

o ;Los mimeros primos tienen divisores? ¢ Identificar el nivel de sintesis

e ;La descomposicion en factores primos garantiza la entre la representacion decimal y
descomposicion del ntimero en el mayor niumero de la representacion factorial:
Jactores? descomposicion en factores

o ;Entonces los dos nltimos apartados son iguales? primos.

o ;Existe alguna relacion entre los dos ultimos apartados?

Cuestion 6

Una madre y una hija son guias turisticas. La madre vuelve a casa cada 15 dias y 1a hija cada 12 dias. E1 6
de diciembre (Dia de 1a Constitucién) coinciden las dos en casa. ;Cuanto tiempo ha de transcurrir para que

se encuentren de nuevo? Explica como lo has hecho

Preguntas Objetivos
e Paradar la respuesta ha hallado el minimo connin ¢ Investigar el nivel de comprension
multiplo mediante la descomposicion factorial, ;podria de los elementos milltiplo,
hacerlo de otra forma? multiplo comiin y minimo comin
» El mimero que ha obtenido, ;es el minimo tiempo que ha multiplo
de transcurrir para que coincidan? ¢ Determinar la habilidad para
o ;Podria ser otro nimero de dias en el que coincidieran? utilizar distintos procedimientos

e El mimero que obtiene ;es un miltiplo o un divisor de los |~ de obtencion del minimo comin

otros? multiplo.
* Si dispone de al menos dos métodos para la resolucion, ¢ Evidenciar en qué medida los
(eomo relaciona la forma de obtencion en ambos casos? estudiantes son capaces de

razonar sobre la resolucién de la
tarea en funcion de los valores

obtenidos.
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Cuestion 7

a) (Qué es el minimo comin muitiplo de dos nimeros?
b) ;Qué es el maximo comun divisor de dos numeros?

¢) Obtén el m.c.d (30,50) d) Obtén el m.c.m (30,50)

Preguntas Objetivos

o ;Qué es el minimo comun multiplo y el mdximo comin e Averiguar el nivel de Comprensigy
divisor de dos mimeros? de los elementos miltiplo, multipi,

e Si ha dado el procedimiento, ;podria dar la definicion? comin y minimo comin miltiplo;

o Enlos dos dltimos ha realizado la descomposicion divisor, divisor comin y méaxime
Jactorial, ¢podria resolverlo de otro modo? comin divisor.

o En los dos iiltimos apartados ha buscado los divisores o los | ® Determinar la habilidad para

mitltiplos comunes, ¢podria resolverlo de otro modo? utilizar distintos procedimientos de

o La busqueda del maximo comun divisor mediante el obtencion del minimo comin
procedimiento de la descomposicion factorial, ;garantiza miltiplo y maximo comun divisor
que el mimero obtenido sea el mayor divisor comun? de dos numeros.

e La obtencion del minimo comuin multiplo mediante la o Identificar si los estudiantes
descomposicion factorial de los mimeros, ;asegura que el relacionan el contenido conceptual
valor obtenido es el multiplo comin mds pequerio? de minimo comun multiplo y

e ;Qué le han resultado mds faciles, los dos primeros mdximo comun divisor con el
apartados o los dos tiltimos? procedimental de estos elementos.

Cuestion 8

a) Se dispone de dos cuerdas de 12 m y 18 m de longitud, y se quieren obtener trozos iguales de la mayor
longitud posible, de forma que su medida sea un numero entero. ;Cual tiene que ser la longitud de cada trozo?

Explica como has obtenido el resultado.

b) Tenemos tres cuerdas que miden 1980 cm , 990 cm y 756 cm, y queremos cortarlas en trozos de igual
longitud.; Cudl sera la mayor longitud en que podemos cortarlas, de forma que no sobre cuerda?;Cuantos trozos

se han conseguido? Explica como has obtenido el resultade.

Preguntas Objetivos

o Justifique su respuesta, por favor. o Investigar el nivel de comprension

e Ha obtenido el resultado utilizando en ambos casos el de los elementos divisor, divisor
mdximo comun divisor, ;por qué? comun y maximo comuan divisor.

s Para la obtencion de la respuesta ha calculado el mdximo | * Determinar 1a habilidad para

comun divisor mediante la descomposicion factorial, utilizar distintos procedimientos de
;podria contestario de otra forma? obtencion del maximo comtn
o £l mimero que ha obtenido, ;es la mdxima longitud que divisor de dos niimeros.

pueden tener las cuerdas?
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Cuestion 8 (continnacion)

Preguntas

Qbjetivos

L:mque ha obtenido, ;es la maxima longitud que
pueden tener las cuerdas?

o jPodria ser otra la longitud?

o El numero que obtiene, ;es un multiplo o un divisor de los
otros?

e Si dispone de al menos dos métodos para la resolucion,
scomo relaciona la forma de obtencion en ambos casos?

e ;Le avuda el primero apartado en la resolucion del

segtindo?

Evidenciar en qué medida los
estudiantes son capaces de
razonar sobre la resolucién de la
tarea en funcion de los valores

obtenidos.

Cuestion 9

Sabiendo que: 1001 =7x11x13 y 91=7x 13, ;son correctas las siguientes afirmaciones?:

a) 91 no es divisor de 1001. b) 77 es divisor de 1001. ¢) 2002 no es mltiplo de 13. Justifica la respuesta

Preguntas

Objetivos

» Observe el enunciado, jes 77 divisor de 1001?

o ;Y91 es divisor de 10017

s Escriba 1001 = 7x13x11, ;es el mismo producto de
antes? ;Es 91 divisor de 10017

o ;Podria contestar a las cuestiones anteriores, sin hacer
operaciones?

s Veamos, ;2002 es multiplo de 10012

s ;2002 es multiplo de 137

s ;Queé significa entonces?

o Veamos, ;2002 es multiplo de 10012, ;1001 es nuiltiplo
de 13?

* ;Qué significa entonces?

* Sinla calculadora, ;podria contestarlo?

Evidenciar si establecen
relaciones entre las propiedades
de la estructura multiplicativa y
los elementos miltiplo y divisor.
Determinar los modos de
representacion que consideran
mas transparentes para resolver la
tarea y por qué.

Analizar en qué medida el tipo de
representacion de los ndmeros
influye en la resolucion de la

tarea.
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Cuestion 10 T
Indica razonadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justificando tu respuesta:

El ndmero K=2"x3x5x 11+ 3es:

a) Divisible por 5. b) Divisible por 2 y por 4. ¢) Divisible por 3. d) Divisible por 6. ) Divisible por 15
Preguntas Objetivos

o Digame si K es divisible por 5. s Investigar la correspondencia

o ;Qué significa eso? entre la forma de presentacion del
o ;Tiene claro que hay dos sumandos? numero y la habilidad de

o ;K seria miltiplo de 2? renunciar a realizar cilculos.

e ;Por qué dice que la primera parte es par? o Inferir si los estudiantes aplican

o Ysile suma 3, jserd par? las propiedades de la

e ;K es divisible por 37 ;Por qué? divisibilidad.

» Digame si K es divisible por 6. ® Determinar los modos de

o ;Si fuera divisible por 6 seria divisible por 2? representacion que consideran

o ;Yporl5? mas transparentes para resolver la
e ;Sabria contestar sin buscar el valor de K? tarea y por qué.
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3.3 Procedimientos de analisis.

Las entrevistas han sido analizadas cualitativamente. El analisis interpretativo se ha
realizado desde la teorfa APOS y siguiendo el orden de las preguntas formuladas sobre
las tareas del cuestionario (Brown et al., 2002). El andlisis llevado a cabo ha permitido:

(a) identificar modelos y regularidades,

(b) observar los significados matematicos sobre la divisibilidad en N que los
alumnes proporcionan y las reorganizaciones conceptuales que €stos podrian
haber plasmado,

(c) identificar evidencias de las construcciones mentales de los estudiantes sobre las
nociones de divisibilidad en N y los mecanismos que utilizan para su
construccion,

(d) averiguar cudl es la incidencia de los tipos de representacion usada en las formas
de conocer los distintos elementos,

(e) realizar inferencias sobre la construccion del conocimiento de los alumnos, es
decir, de las formas de conocer en general y de los niveles del esquema en

particular.

{a manera en que usan los elementos matematicos en las distintas situaciones, el
modo que manejan los sistemas de representacion asi como las relaciones que
establecen los estudiantes entre los elementos matemadticos que conforman la
divisibilidad tanto en los cuestionarios como en las entrevistas han sido nuestros focos
de atencion para identificar desde el marco tedrico APOS las formas de conocer y las

caracteristicas de los niveles de desarrollo.

En esta seccion identificamos las formas de conocer y las caracteristicas de los
niveles de desarrollo y las fases de analisis llevadas a cabo para analizar de forma

conjunta las respuestas dadas por los estudiantes a los cuestionarios y a las entrevistas.

3.3.1. Caracterizacion de las formas de conocer la divisibilidad

Para la caracterizacion de las formas de conocer la divisibilidad nos apoyamos en un
primer momento, en las investigaciones previas, en el analisis teérico y en la prueba
piloto. En las primeras inferencias sobre la forma de conocer de los distintos elementos

matematicos del esquema de Divisibilidad nos basamos en las siguientes caracteristicas:
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Caracterizacion

Accion

Recordar de manera inconexa los elementos matematicos.

Necesitar la representacion decimal y el apoyo de nimeros concretos,
vinculados a las operaciones de la estructura multiplicativa y/o desde
algunas de sus acepciones.

Utilizar alguno de los procedimientos de obtencién de determinados

elementos y aplicarlos solo a contextos formales.

Proceso

Recordar y utilizar en general los elementos matematicos entre
numeros con representacion decimal y/o parcialmente desde todas sus
acepciones.

Reconocer y utilizar parcialmente los elementos matematicos desde la
representacion factorial.

Utilizar, al menos, uno de los procedimientos de obtencioén de
determinados elementos y aplicarlos con dificultades a contextos

formales y/o reales.

Objeto

Recordar y utilizar en general los elementos matematicos entre
numeros con representacion decimal y factorial y desde todas sus
acepciones.

Utilizar varios procedimientos de obtencion de determinados elementos
y aplicarlos a contextos formales y reales estableciendo inferencias

correctas sobre los valores obtenidos.

Tabla 3.8. Caracterizacion de las Formas de Conocer la Divisibilidad en N

A continuacion pasamos a describir las distintas formas de conocer:

— La Forma de conocer ACCION est4 caracterizada por:

1. Recordar de manera inconexa los elementos matematicos.

Esto sucede cuando el estudiante en algunas ocasiones confunde las distintas

acepciones léxicas de la divisibilidad, utiliza incorrectamente nimeros concretos para

referirse a los elementos “multiplo y divisor” o recuerda el elemento “ser divisible”

desde falsos criterios de divisibilidad. También desconoce o recuerda de manera

inconexa el significado de “minimo comin miltiplo de dos numeros naturales” 'y

“maximo comun divisor de dos nameros”.
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3. Necesitar la representacion decimal y el apoyo de numeros concretos,
vinculados a las operaciones de la estructura multiplicativa y/o desde algunas
de sus acepciones.

Esta caracteristica se manifiesta cuando los estudiantes solo son capaces de recordar
los elementos matematicos “multiplo y divisor de un niimero” desde nimeros concretos
y vinculandolos a la operacion de dividir y multiplicar, respectivamente. El elemento
“ser divisible” también puede ser recordado desde la modalidad operativa “a es

divisible por b < la division a : b es exacta”, o bien desde algun criterio de

divisibilidad

3. Utilizar alguno de los procedimientos de obtencién de determinados elementos
y aplicarlos a contextos formales.
Los estudiantes solo son capaces de obtener el minimo comun multiplo (maximo
comun divisor) de dos numeros a través de un solo procedimiento y Unicamente aplican
con dificultad la idea de minimo comin multiplo (maximo comun divisor) de dos

numeros en contextos formales.
~— La Forma de conocer PROCESO se caracteriza por:

1. Recordar y utilizar en general los elementos matematicos entre nimeros con
representacion decimal y/o parcialmente desde todas sus acepciones,

Una manifestacion de la forma de conocer PROCESO la encontramos cuando los
alumnos recuerdan y utilizan en general los elementos *“miltiplo, divisor, ser divisible y
maximo comun divisor y minimo comtn multiplo” de niimeros con representacion
decimal. El elemento “ser divisible” desde la acepcidn “operativa” y desde algunos
criterios de divisibilidad, coordinando parcialmente algunos de estos criterios. Por

ejemplo, coordinando el criterio del 2 y del 3 para obtener el criterio del 6.

2. Reconocer y utilizar parcialmente los elementos matematicos desde la
representacion factorial.
Cuando los nlimeros estan expresados con representacion factorial los estudiantes
solo pueden determinar los miltiplos y divisores de ntimeros primos y parcialmente su
divisibilidad. Pueden por ejemplo, discutir la divisibilidad entre nimeros con

exponentes pequefios.
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3. Utilizar, al menos, uno de los procedimientos de obtencién de determinadog
elementos y aplicarlos con dificultades a contextos reales.
Esta caracteristica hace referencia al uso de uno de los procedimientos de obtencign
del maximo comun divisor (minimo comun multiplo) y a las dificultades que tienen log

estudiantes a aplicarlo en contextos reales.

— La forma de conocer OBJETO se caracteriza por:

1. Recordar y utilizar en general los elementos matematicos entre niimeros con
representacion decimal y factorial y desde todas sus acepciones.
Cuando un estudiante conoce como objeto los distintos elementos matematicos que
conforman la divisibilidad es capaz de recordarlos y utilizarlos en general,

independientemente del sistema de representacion utilizado.

Por ejemplo, es capaz de (a) reconocer los multiplos (divisores) primos y
compuestos de un numero natural independientemente de la representacion adoptada
(decimal o factorial); (b) establecer que un nimero primo o compuesto es multiplo
(divisor) o no de un numero primo ¢ compuesto; (¢) determinar que los divisores
compuestos de un mumeros se generan combinando los factores primos que forman
parte de la representacion factorial del numero; (d) explicar la divisibilidad o
indivisibilidad de un nimero desde la representacion decimal y factorial; (e¢) discernir
que la indivisibilidad por un numero implica la indivisibilidad por un multiplo del
mismo; (f) coordinar dos criterios de divisibilidad para indicar la divisibilidad de un

ntmero compuesto.

2. Utilizar varios procedimientos de obtencion de determinados elementos y
aplicarlos a contextos formales y reales estableciendo inferencias correctas
sobre los valores obtenidos.

Desde esta forma de conocer OBJETO los estudiantes usan varios procedimientos

de obtencion del minimo comin multiplo (maximo comin divisor) de dos niimeros y

establecen vinculos entre estos. Generalizan estos conceptos a tres 0 mas nimeros.

Aplican la idea de minimo comun multiplo (maximo comun divisor) de dos nimeros y

lo hallan en contextos formales y reales realizando inferencias correctas sobre los

valores obtenidos.
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3.3.2. Caracterizacion de los niveles de desarrollo del esquema de Divisibilidad.

El andlisis tedrico desde la perspectiva teorica APOS y la revision de
investigaciones previas ha posibilitado la caracterizacion de los diferentes niveles- Intra,
fnter y Trans- de desarrollo del esquema de Divisibilidad en N. La particularizacion de
las caracteristicas generales de los niveles de desatrollo del esquema de Divisibilidad en
N seran identificadas mediante el estudio y analisis conjunto de las respuestas que
ofrecen los estudiantes en los cuestionarios y en las entrevistas. Asumimos que existe
una construccion progresiva de este esquema hasta alcanzar la tematizacion de éste.
Tnicialmente el analisis de los cuestionarios y de las entrevistas considerd la siguiente

caracterizacion de los niveles de desarrollo del esquema de Divisibilidad:

Nivel Caracterizacion

e Desconocer o utilizar con dificultades los elementos matematicos entre numeros
con representacion decimal (incluso con errores).

e Recordar de forma aislada algunos de los elementos matematicos y/o utilizarlos

Intra mecanicamente sin manifestacion de relaciones logicas entre ellos.

e  Establecer parcialmente algunas relaciones logicas bicondicionales entre los
elementos matematicos (incluso erroneas) siempre que los nimeros estén

expresados mediante representacion decimal.

e Recordar y utilizar los elementos matematicos entre nimeros con representacion
decimal en un contexto formal o real.

int e  Manifestar limitaciones para utilizar los elementos matematicos entre nimeros con

ner representacion factorial.

e [Establecer con restricciones (modos de representacién) algunas relaciones logicas

bicondicionales y conjuncion ldgica entre los elementos matematicos.

s

e Recordar y utilizar con coherencia los elementos matematicos en cualquier contexto
(formal o real) con independencia de los modos de representacion (decimal y
factorial).

Trans . . . .

e [Establecer relaciones l6gicas bicondicionales, conjuncion logica, condicional y

contrarreciproca entre los elementos matematicos con independencia del modo de

representacion adoptado.

Tabla 3.9, Caracterizacién de los niveles del desarrollo del esquema de Divisibilidad
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Los distintos niveles del esquema han sido caracterizados como sigue:

— EINIVEL INTRA:

1. Desconocer o utilizar con dificultades los elementos matematicos entre niimerog
con representaciéon decimal (incluso con errores)

Esto sucede cuando el alumno desconoce o recuerda con dificultades algunos
elementos matemadticos como “divisor” o “multiplo” usando numeros concretos e
incluso usandolos con errores. Para referirse a estos elementos en general hacen uso de
las operaciones de la estructura multiplicativa en los siguientes términos: “Un mailtiplo

de un niimero es el que tiene que multiplicar al nimero, y un divisor dividirlo”.

2. Recordar de forma aislada algunos de los elementos matematicos y/o utilizarlos
mecanicamente sin manifestacion de relaciones légicas entre ellos.

Algunos elementos matematicos son recordados por los estudiantes como
pseudoobjetos matematicos. Los elementos son recuperados de la memoria productos de
una instruccion previa. En consecuencia, no son capaces de determinar cuando los han
de usar o en su caso los obtienen de manera erronea. Por ejemplo, los estudiantes
obtienen las series de divisores (multiplos) comunes de dos nimeros relativamente
pequefios para obtener el maximo (minimo) comun divisor (mdltiplo) de éstos pero
tienen dificultades para razonar por qué se ha de elegir el mayor (menor) de ellos. O
bien, si usan los procedimientos de obtencion del maximo comun divisor o del minimo
comun multiplo mediante la descomposicion factorial, lo hacen mecénicamente y

asocian la definicion al procedimiento

3. Utilizar algunos de los elementos matemadticos y establecer parcialmente
algunas relaciones bicondicionales entre ellos siempre que los nimeros estin
expresados en su representaciéon decimal.

Los estudiantes suelen usar correctamente las ideas de mltiplo, divisor y ser
divisible. Establecen relaciones entre estos elementos si los numeros estan expresados
mediante su representacion decimal. Sin embargo, no son capaces de usar los mismos
elementos ni establecer relaciones entre ellos cuando los nimeros presentan

representacion factorial. Necesitan recurrir a la representacion decimal de los nimeros.
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__ EINIVEL INTER:
1. Recordar y utilizar los elementos matematicos entre ntimeros con
representacién decimal en un contexto formal o real.

En este nivel, los alumnos utilizan las definiciones de “multiplo de un ndmero
patural” entre niimeros con representacion decimal- “a es multiplo de b si, y solo si,
existe un numero natural k, tal que a =k x b” - y “divisor de un ntmero natural™ “b
(no nulo) es divisor de a st, y sdlo si, existe un numero natural k, tal que a: b =k
o a: k= b"- También usan correctamente la acepcion “operativa” del elemento ser
divisible- “a es divisible por b si, y sdlo si, b divide a a”. Estos estudiantes conocen y
aplica cotrectamente, en un contexto real, al menos uno de los procedimientos de
obtencion del maximo comun divisor y minimo comtn multiplo de dos o mas nimeros,

pero no establecen relaciones entre ellos.

2. Manifestar limitaciones para utilizar los elementos matematicos entre nimeros
cou representacion factorial.

Los estudiantes de este nivel determinan que los factores primos “pequefios” de la
descomposicion factorial de un ntimero son divisores de ese numero. Pueden utilizar las
propiedades conmutativa y asociativa de la multiplicacion para obtener algunos
divisores o multiplos de numeros expresados mediante su representacién factorial-
“Sean a y b (no nulo) dos nimeros naturales. Si b es producto de dos ¢ mds factores
primos de a, con exponentes menores o iguales (mayores o iguales), entonces el orden
de los factores de a no influye en la determinacion de b como divisor de a (como

muidtiplo de a)”.

3. Establecer con restricciones (modos de representacion) algunas relaciones
légicas bicondicionales y conjuncién légica entre los elementos matematicos.
Estos alumnos establecen relaciones logicas bicondicionales entre multiplo y

divisor, -“a es multiplo de b <> b es divisor de a”- y alguna de las relaciones

condicionales que conforman la relacion general de divisibilidad. Sélo en algunos casos
son capaces de usar la conjuncion légica para establecer la divisibilidad: “c y d dividen
ab = cxddivide a b”. Por ejemplo, a partir de la divisibilidad del 2 y del 3, pueden

establecer la divisibilidad por 6.
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— EINIVEL TRANS:

1. Recordar y utilizar con coherencia los elementos matematicos en cualquier
contexto (formal o real) con independencia de los modos de representacion
(decimal y factorial).

Los alumnos utilizan correctamente la mayor parte de los elementos matematicos,
miiltiplo, divisor, ser divisible- en sus dos acepciones-, maximo comun divisor y
minimo comun multiplo de dos 0 mas numeros, con independencia:

(a) del modo de representacion adoptado- decimal , factorial o ambos- y realizando

las conversiones necesarias entre estas representaciones;

(b) del tamaifio de los nimeros; y

(c) del tipo de numeros que intervengan: primos o compuestos.

Los alumnos de este nivel usan el maximo comun divisor y minimo comun multiplo
de dos numeros en contextos reales, identifican cudl de ellos deben usar en cada una de
las tareas propuestas y puede utilizar indistintamente cualquiera de los dos
procedimientos de obtencion del maximo comun divisor y minimo comun miltiplo de

dos numeros.

2. Establecer relaciones logicas bicondicionales, conjuncion lagica, condicional y
contrarreciproca entre los elementos matematicos con independencia del modo
de representacion adoptado.

En este nivel los estudiantes establecen relaciones bicondicionales, condicionales y
contrarreciprocas entre los elementos tales como la relacién general de divisibilidad
para determinar divisores y multiplos de numeros expresados mediante la
representacion decimal o factorial, la relacion conjuncion légica para coordinar criterios
de divisibilidad, la relacion condicional para determinar que si : “d es divisor de a y b,
entonces d es divisor de ax b”, o la relacion logica contrarreciproca para determinar

que un nuimero que no es factor de otro, no puede dividirlo.

Al igual que Zazkis y Campbell (1996a), asumimos en nuestra investigacion que la
tematizacion de la divisibilidad como un esquema demanda tareas que involucren a la
multiplicacion, la division, la factorizacion o la representacion factorial de los nimeros

naturales. Un instrumento que ayuda al estudiante en la comprension del esquema de
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Divisibilidad es la obtencién de multiplos de un numero expresado mediante su
representaci()n factorial y la obtencién de multiplos comunes, minimo comtin multiplo
de dos numeros mediante el procedimiento del exponente mds alto, como indican
Brown et al. (2002). En nuestra opinion, otro componente para establecer la
rematizacion de la divisibilidad es interrelacionar los distintos procedimientos de
calculo del maximo comun divisor de dos ntmeros, asi como las relaciones que

establecen los estudiantes entre los elementos matematicos.

3.3.3. Fases de Analisis.

Lalectura y estudio de diferentes trabajos junto con un andlisis previo realizado a la
prueba piloto (cuestionario y entrevistas) permitieron determinar un procedimiento de
analisis de los cuestionarios-entrevistas de los alumnos entrevistados. El estudio de las
diferentes tareas permitio inferir la posibilidad de que el alumno, dependiendo de la
cuestion analizada, mostrara distintas formas de conocer por lo que se necesitaba una
segunda fase de analisis en la que se consideraran conjuntamente todas las cuestiones e
items. Los analisis conjuntos posibilitaron observar que el estudio global de todas las
cuestiones de cada individuo ofrecia informacion mas completa sobre la comprension
de los alumnos, de sus formas de conocer y del nivel de desarrollo det esquema. El
procedimiento de analisis llevado a cabo para establecer las formas de conocer y los
niveles de desarrollo del esquema se realizé en tres fases que describimos a

continuacién.

¢ FASE L
La primera fase del andlisis llevado a cabo para la caracterizacion de las formas de
conocer y los niveles de desarrollo se lleva a cabo a través de la:
o Tectura detenida de las transcripciones de las entrevistas-cuestionarios e
identificacién de las unidades de analisis o expresiones, es decir, el conjunto de
frases que a lo largo de la entrevista y cuestionario ha usado el estudiante y
vinculado a los distintos conceptos matematicos en distintas situaciones.
e Caracterizacion de las unidades de analisis.
e Generacion de las primeras inferencias sobre las formas de conocer de los
estudiantes y caracteristicas de los niveles de desarrollo. Estas primeras

inferencias desempefian el papel de hipétesis de trabajo.
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Esta primera fase de analisis la sintetizamos en el esquema 3.2,

Respuesta
Alumno

Cuestion se realiza Entrevista
< —

através de los instrumentos tedricos

Lectura conjunta

genera

Primeros comentarios
pre-analiticos

sobre

Caracteristicas
de los Niveles de
desarrollo del
esquema

Caracteristicas de las
Formas de conocer

Esquema 3.2. Fase 1 del procedimiento de analisis

e FASE2.

Generacion Hipétesis de trabajo
Primeras Inferencias

En esta fase se caracterizan las formas de conocer y el desarrollo del esquema a

partir de la informacion obtenida del analisis conjunto de los cuestionarios y de las

entrevistas a fin de:

(a) dar respuesta a las hipdtesis de trabajo planteadas y

(b) explicar y resolver las discrepancias que hayan podido surgir a través de las

interpretaciones realizadas.

Se trata de armonizar la informacion desde el punto de vista de las formas de

conocer y del desarrollo del esquema. Los primeros comentarios pre-analiticos se miran
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conjuntamente, buscando proporcionar respuesta a algunas cuestiones planteadas en las
hipotesis de trabajo a la luz de todo el cuestionario y de Ia entrevista y, en particular,
mirando el comportamiento del alumno en aquellas tareas que exigen el uso de los
mismos elementos. En el caso de que las notas en la Fase 1 no sean suficientes se
vuelve a mirar los datos (respuestas al cuestionario y trascripcion de la entrevista).
Igualmente, s¢ intentan resolver posibles discrepancias en las interpretaciones realizadas
en diferentes momentos de la ejecucion del cuestionario y del transcurso de la entrevista
(por ejemplo cuando el comportamiento del alumno al resolver distintas cuestiones nos
lleve a inferencias diferentes sobre su comprension de la misma idea matematica). En

esta fase del analisis se intenta buscar una explicacion a dicha discrepancia. El esquema

3.3 sintetiza el proceso descrito en esta Fase 2.

Primeros comentarios

Hipotesis de Trabajo

Pre-analiticos

Se observan desde TODO

La Entrevista

El Cuestionario

nara
Proporcionar respuesta Resolver y explicar posibles
cuestiones planteadas discrepancias en las
Hipotesis de Trabajo Interpretaciones realizadas
a fin de

Generar ideas generales
sobre

Formas Conocer / Desarrollo Esquema

Esquema 3.3. Fase 2 del procedimiento de analisis
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e FASE3.

Tras realizar la segunda fase del andlisis podemos observar mas caracteristicas de
las formas de conocer y del nivel de desarrollo del esquema de Divisibilidad (Intra,
Inter, Trans). En la Fase 3 se consideran conjuntamente las hipétesis de trabajo
aceptadas y las ideas generales obtenidas en la fase anterior, con lo que se establece ¢]
nivel de desarrollo del esquema que presenta cada alumno, observando e]

comportamiento global en todas las tareas del cuestionario y de la entrevista.

Las fases de analisis concluyen con la observacion e identificacion de grandes ideas
sobre las formas de conocer y el desarrollo del esquema de Divisibilidad que

manifiestan los alumnos y que ayudaran a configurar el capitulo de conclusiones.

A continuacién, ejemplificamos las fases de analisis descritas. Veamos como se¢
llevd a cabo este proceso analitico en el analisis del cuestionario y de la entrevista
realizada a Valeriano (C7-E4) y Elsa (C1-El), alumnos de 4° y 1° de ESO,

respectivamente.

En la Fase 1, al estudiar independientemente como Valeriano habia utilizado el
elemento matematico maximo comun divisor de dos niimeros en diferentes cuestiones,

se establecieron las siguientes hipdtesis de trabajo:

(a) Hipétesis de trabajo 1:
“podria manifestar una forma de conocer accion del elemento mdximo comun
divisor de dos numeros al no definir conceptualmente este elemento y sélo ser capaz

de utilizar un unico procedimiento de obtencion del mismo™.
Esta hipotesis se genero tras el analisis de las respuestas dadas por Valeriano en el
cuestionario a los items 7b y 7c

- “b) ;Qué es el maximo comiin divisor de dos niimeros? -

- “c) Obtén el m.c.d (30,50)-:
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Cuesgdnn®7

T2y 2Qué es el minime comuan miltipio de dos nlimeras?

Qb Todosllon murcnon ipalts ¢ Lipnanles ooyl of,
0o ixpomenle

by Qud es el méximo comin divisor de dog nluneros?

ﬁo&b&é%&% ot meean wfva

(C7-E4, tarea 7, items 7ay 7b)

En el cuestionario, Valeriano no diferencia entre el contenido conceptual y
procedimental de méximo comun divisor. Identifica ambos contenidos y los define
como “todos los numeros (factores) iguales al menor exponente”. En la entrevista, al

preguntatle por un método alternativo indica que los desconoce:

E: En los dos dltimos ha rvealizado la descomposicion factorial,
cpodria resolverlo de otro modo?

Valeriano: Si, dividiendo entre S el 50, y entre 3 el 30.

E: ¢Pero si fueran otfros ntimeros?

Valeriano: Pues igualmente, ..., no sabria.

{b) Hipdtesis de trabajo 2:
“podria mostrar una forma de conocer proceso del elemento matemdtico mdximo
comin divisor de dos o mds numeros. Es capaz de identificar qué elemento
matemdtico debe aplicar para resolver la situacion problemdtica planteada, utilizar
un procedimiento de célculo y tomar decisiones sobre el resultado obtenido desde la

definicion implicita de mdximo comun divisor”.

Esta hipétesis es fruto del analisis llevadeo a cabo a las respuestas dadas por
Valeriano en el cuestionario a la tarea 8

- a) Se dispone de dos cuerdas de 12 my 18 m de longitud, y se quieren obtener trozos
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iguales de la mayor longitud posible, de forma que su medida sea un niimero entero,
¢ Cudl tiene que ser la longitud de cada trozo? Explica como has obtenido el resultado,
b) Tenemos tres cuerdas que miden 1980 cm , 990 cm y 756 cm, y queremos cortarlgs
en trozos de igual longitud. ; Cudl serd la mayor longitud en que podemos cortarlas, de
Jorma que no sobre cuerda?;Cudntos trozos se han conseguido? Explica como has

obtenido el resultado”. -

Valeriano identifica situaciones contextuales de aplicacion del maximo comun divisor:

Cuestion n® 8

ar Sed

Jou

e de dos cuerdas do 12 1y 18 1 de lo

givad poaible, de forma gue su medida sea un ol uil tiene que ser la long

wozo? Exolica stmo bas ohtenido gh rasuliade
2 sz L Corce o) 6o of iz (2
¢ 4 L. C . e
slg 913 e oo e
3132 3
&,
£ 5 ;r
b)) Teneraos was cuetdad que miden 1980 om, 990 em i3 cortarias e trozos de
longited ; Cuadl seri |

& mayor longilud e gue podemos sutar

Je Forma que no sobre suerda?y

trozos se han conseguldo? Explica cdmo has obtepide ¢l re

1828017 9902 Fs¢ 7 M,Cﬁé:? ‘3°:Mr».(,om3.
GI?B 2 995 1 3#sfe (D YA - FLE :’)’#25‘:13;’8@*"?E

?7,5 3 fesf 3 [9? 2
!§$3 355 {{l)’}? @zx‘?ﬂ'}f)bo{@w&
> 84 “ef g 2z

i Y l/ .
Wosy Z1 st e

(C7-E4, tarea 8, items 8a 'y 8b)

Valeriano determina que para resolver la situacion planteada debe hallar el
m.c.d (12,18). Emplea el algoritmo “c es el maximo comun divisor de dos numeros, ay
b, si, y sdlo si, ¢ es el producto de los factores primos comunes a ambos, tomados cada
uno con su menor exponente” ¢ interpreta ¢l valor obtenido como la longitud de cada
uno de los trozos. De idéntica manera responde al item 8b. De la entrevista realizada
podria inferirse que usa la definicion de maximo comun divisor de manera implicita al

indicar que ha de obtener un divisor de ambos y ademas el mayor.

E: Contesto en el cuestionario que serian trozos de 6 m en el primer
apartado. Justifique su respuesta, por favor.
Valeriano: Porque, el mayor que puede dividir a 12y 18 es 6, tiene que ser

divisores y cuerdas de igual longitud.
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Valeriano también es consciente de que existen otras posibilidades para cortar las
cuerdas en trozos de igual longitud (divisores). Indica que ofras longitudes de las

cuerdas podrian dos divisores comunes de longitud 2 6 3.

E: JPodria ser otra la longitud, si no fuera mdaxima.?
Valeriano: Si, de 3 m.
E: ;Otra?

Valeriono: Si, de 2.

Sin embargo, Valeriano muestra dudas sobre la conveniencia de elegir el maximo

comun divisor para resolver la situacion planteada en el item 8b:

E: El segundo apartado es similar, pero no podrad utilizar el
mismo método de antes. ; Por qué utilizé el mdaximo comin
divisor?

Valeriano: Mmm, tendria que hacer el minimo comun multiplo.

E: ¢ Busca un multiplo o un divisor?

Valeriano: Un divisor.

En la Fase 2, el analisis conjunto de los items 7b, 7¢, 8a y 8b nos ayuda a inferir que
Valeriano podria estar manifestando una forma de conocer proceso del elemento

matematico maximo comun divisor ya que:

o Utiliza el elemento matematico maximo comun divisor de dos numeros para
interpretar el valor de este elemento en una situacion real.

e Usa un procedimiento de calculo del maximo comtin divisor de dos o mds
numeros naturales y establece relaciones inconexas entre el contenido
conceptual y procedimental.

¢ Aplica el elemento maximo comun divisor en una situacion real.

En la Fase 3 se determina el nivel de desarrollo del esquema de Divisibilidad que
presenta un alumno. Se considera conjuntamente en el cuestionario y en la entrevista las

formas de conocer de los distintos elementos matematicos (multiplo, divisor, ser
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divisible, minimo comin multiplo y méaximo comun divisor), los modos de
representacion (decimal o factorial) utilizados en la resolucion de las diferentes tareas y
las relaciones logicas que los estudiantes establecen entre los diferentes elementos

matematicos de divisibilidad.

Consideradas conjuntamente las respuestas a los items de las tareas 1, 2, 4, 9y 10
observamos que Valeriano usa, en determinadas ocasiones, de manera inconexa la idea

de mdltiplo y divisor como podemos ver en el siguiente protocolo de la tarea 1:

E: (Qué es un miltiplo de un mimero?, ;y un divisor de un niimero?

Valeriano: Un multiplo es..., ahora en estos momentos no recuerdo. Y divisor
tampoco.

E: ¢ Por qué dijo en el cuestionario que 8 es divisor de 2?

Valeriano: Porque lo divide.

Por otra parte, Valeriano no establece las relaciones entre factor y las ideas de
multiplo y divisor, vinculando la divisibilidad a la representacion decimal de los
nimeros. Por ejemplo en los items de la tarea 9
- “Sabiendo que: 1001 =7 x 11 x 13 y 91 =7 x 13, ;son correctas las siguientes
afirmaciones? a) 91 no es divisor de 1001. b) 77 es divisor de 100. ¢) 2002 no es
multiplo de 13. Justifica la respuesta”-

Valeriano indica en el cuestionario Valeriano que 91y 77 son divisores de 1001, sin

justificar la respuesta.

Posteriormente en la entrevista, al ser preguntado utiliza la operacion de dividir para

determinar si 1001 es divisible por 91 o por 77:

E: Observe el enunciado, ;jes 77 divisor de 10017
Valeriano.: (Divide) Si.
E: ¢Y 91 es divisor de 1001?

Valeriano: (Divide) ST.
E: JPodria contestar a las cuestiones anteriores, sin hacer operaciones?

Valeriano: Tendria que operar.
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Valeriano observa que la division de 1001 entre 77 da exacta, al igual que la
division de 1001 entre 77, sin vincular la divisibilidad con la descomposicion en

factores primos.

De igual modo, responde en el cuestionario a la cuestion de “2002 no es multiplo de

137, sin justificar su respuesta, que justifica posteriormente en la entrevista

E: (2002 es multiplo de 137

Valeriano: (Divide) ST,

E: ¢ Y sin operar?

Valeriano: No le podria decir.

E: (2002 es multiplo de 10017

Valeriano. ST.

£ ;1001 es multiplo de 137

Valeriano: Si, porque al multiplicar 7 por 11 es 77 y 1001 tiene el por 13.
E: £2002 es multiplo de 137

Valeriano. Yo creo que si. St que es, si.

Valeriano responde utilizando la operacion de dividir, y a pesar de las indicaciones

del entrevistador, no vincula la idea de multiplo a la representacion factorial.

Por otra parte, Valeriano usa el criterio de divisibilidad por 2, pero no recuerda el
criterio de divisibilidad por 3. Por ejemplo en los items de la tarea 3
-““Indica, justificando tu respuesta, el valor de b para que el nimero 2b45, I Sea
divisible por 2. Il. Sea divisible por 3. Ill. Sea divisible por 6.”-
Valeriano no contesta a estas preguntas en el cuestionario. En la entrevista, conoce y
aplica el criterio de divisibilidad por 2 un nmimero es divisible por 2 si acaba en cifra

par:

E: ¢Qué valdra b para que 2b45 sea divisible por 27
Valeriano: A ver, ;con cualquiera mimero? A ver, divisible entre 2 no seria

porque 5 no lo es.
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La divisibilidad del mimero 2b45 entre 3 la discute Valeriano aplicando un fa)g,
criterio de divisibilidad que se refiere a las dos Gltimas cifras del nimero (45), buscando
un criterio similar al de 2, en el que utiliza que el nimero serd divisible por 3 si lag dos

ultimas cifras constituyen un nimero divisible por 3:

E: Y para que 2b45 sea divisible entre 3?
Valeriano: Cualquiera.

E: (22457

Valeriano: Creo que si (divide). No, no es.

E: ¢ Por qué dijo cualquiera?

Valeriano: Porque habia calculado sobre 45, y 45 entre 3 es 135.

Cuando el entrevistador le pide si conoce el criterio de divisibilidad por 3, Valeriano

manifiesta que no lo conoce:

E: ¢ Recuerda el criterio de divisibilidad por 3?7

Valeriano: No.

Valeriano contesta que el numero 2b45 tampoco puede ser divisible por 6, mediante

la realizacion de pruebas de ensayo y error, usando la operacion de dividir:

E: Diga qué ha de valer b para que 2b45 seq divisible por 6.

Valeriano: (Prueba con 2145, 2245,...) No sale.

E: ¢Era divisible por 2?

Valeriano: No.

E: ¢Si no es divisible por 2, es divisible por 62

Valeriano: Tampoco, porque 2 es ..., 6 es 2 por 3.

E: ¢Para que sea divisible por 6 qué ha de ocurvir?, ;qué sea divisible
por2?

Valeriano: §i, divisible por 2, y también por 3.

Ante las indicaciones del entrevistador, Valeriano parece que empieza a coordinar la

divisibilidad, en este caso por 2 y por 3 para discutir la divisibilidad por 6. Pero
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posteriormente en los items de la cuestion 4b

~Consideremos el nimero: M = 3 x 5 x 7. b) ¢ M es divisible por 57 ;Por 2? ;Por 9?
jPor 117 ¢ Por 15? Explica tu respuesta’-,

yaleriano recurre a la representacion decimal de M (4725) y a la operacion de dividir
para discernir si M es divisible por alguno de los nimeros, en particular para determinar

i 4725 es divisible por 13, sin coordinar la divisibilidad por 3 y por 5:

E: ¢ M es divisible por 37

Valeriano: (Divide) S1.

E: ¢ M es divisible por 57

Valeriano: (Divide) Si.

E: ¢ M es divisible por 157

Valeriano: (Divide) 5.

E: (Podria justificar su respuesta sin utilizar la calculadora y sin
averiguar el producto de los nimeros?

Valeriano: No.

Pensamos que la coordinacion de la divisibilidad que Valeriano ha realizado en la
tarea 3¢ se debia a las indicaciones del entrevistador, porque posteriormente no ha usado
estas indicaciones para determinar la divisibilidad por 15, ha recurrido a la operacién

de dividir.

Finalmente, hemos visto anteriormente que Valeriano aplica el méximo comin
divisor en situaciones reales, pero cuando es inferido sobre el minimo comtin multiplo,
por ejemplo en el item 6
- “Una madre y una hija son guias turisticas. La madre vuelve a casa cada 15 dias y la
hija cada 12 dias. El 6 de diciembre (Dia de la Constitucion) coinciden las dos en casa.
¢ Cudnto tiempo ha de transcurriv para que se encuentren de nuevo? Explica como lo
has hecho’-

Valeriano no lo sabe aplicar y responde en el cuestionario que el tiempo que tardardn en
encontrarse sera un afio, sin ofrecer mds justificaciones. En la entrevista responde del

siguiente modo:

153

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat dAlacant. 2006.



Anélisis de la comprensién de divisibilidad en el conjunto de los numeros naturales. Samuel David Bodi Pascual.

Capitulo 3. Disefio de la Investigacion Samuel David Bodi Pascya)

E: Su respuesta fue que se encuentran en un ario, pero eso 1o es cierto.
Piénselo por favor.

Valeriano: Mmm, (piensa y opera). Cada 60 dias, he buscado la diferencia de 3
dias, y de 3 a 12 hay que multiplicar por 4, y por tanto cada periodo
de 4 se encuentran, es decir 15 por 4 son 60.

E: El niimero que obtiene, jes un multiplo o un divisor de los otros?

Valeriano: Mmm, 60 se puede dividir, por tanto es un multiplo.

E: JPodria ser otro numero de dias en el que coincidieran con
anterioridad?

Valeriano: Mmm, no.

Valeriano identifica la situacion para obtener un multiplo de ambos ndmeros, y
obtiene que es 60 aunque sigue un razonamiento basado en obtener la diferencia de dias,
realizando pruebas de ensayo y no deduce que tiene que obtener el minimo comun
multiplo de ambos, y cuando el entrevistador le pide que realice la descomposicion
factorial de 12 y 15, actia mecanicamente aplicando el algoritmo y obtiene que es 60,
pero no sabe determinar que el valor que ha obtenido es el minimo comin multiplo de

los dos numeros:

E: Realice la descomposicion factorial de 12 y de 15. Obtenga su minimo
comun multiplo.

Valeriano: (Descompone en factores) Es 2°x3x3, que es,.., 60.

E: (Es el minimo?

Valeriano: Mmm, no., porque..., no sé.

Desconoce el significado del elemento minimo comun multiplo, y es capaz de usar
el algoritmo de buscar en la descomposicion factorial los factores comunes y no
comunes de mayor exponente, pero sin la capacidad de discutir que el valor obtenido
por este método es el minimo de los miltiplos comunes, por lo que pensamos que lo usa

de modo mecénico.
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Este hecho es ratificado en las respuestas que ofrece en los items 7a —definicion de
m.c.m- y 7d -obtencion de m.c.m (30, 50)- ya que en el cuestionario Valeriano define el
minimo comin multiplo mediante el procedimiento de “niimeros (factores) iguales y

diferentes al mayor exponente”, al igual que en la entrevista:

E: JQué es el minimo comun multiplo de dos niimeros?
Valeriano: Los numeros que coinciden elevados a mayor exponente
E: Pero, ;puede definirlo?

Valeriano: No, sé como se obtiene pero no sabria definirlo.

Para calcular el m.c.m (30,50), Valeriano lo obtiene en el cuestionario mediante el
procedimiento de la descomposicion factorial (30 =2x3x5,50=2x 5%) diciendo que
m.c.m (30, 50) = 2 x 3x 5°= 60. Cuando en la entrevista se le pregunta si conoce un

método alternativo de obtencion del minimo comun multiplo, contesta que no:

E: (Y para obtener el minimo comim multiplo de otro modo que no
utilizase la descomposicion factorial?

Valeriano: No sabria decirle.

Observadas las respuestas de Valeriano a lo largo de todas las tareas podemos ver
que vincula las relaciones de divisibilidad a la representacion factorial de los nimeros,
que usa parcialmente los criterios elementales de divisibilidad sin coordinarlos, y
aunque aplica el maximo comun divisor en una situacion real, no lo hace para el minimo
comun multiplo, empleando en ambos casos un unico procedimiento de obtencion
mediante el algoritmo de la descomposicion factorial, y asociando la definiciéon al

procedimiento de calculo.

El comportamiento global de Valeriano en el cuestionario y en la entrevista nos
permite decir que Valeriano se encuentra en el nivel Intra del desarrollo del esquema de

Divisibilidad.
En los protocolos de respuesta de la alumna de 1° de ESO Elsa (C1-E1) podemos
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nuevamente poner de manifiesto la importancia de la Fase 2. En esta fase def
procedimiento de analisis se pueden observar, entre otras, las dificultades que parecep
mostrar los estudiantes cuando las tareas exigen tomar decisiones sobre nimerog

expresados en modo de representacion factorial.

En la Fase 1, el andlisis correspondiente al uso que hace Flsa del elemento “ser

divisible” en distintas tareas dio lugar a las siguientes hipétesis de trabajo:

(a) Hipotesis de trabajo 1:
“es capaz de tomar decisiones sobre la divisibilidad de un numero representado

Sfactorialmente y tiene dificultades para establecer su indivisibilidad”.

Esta hipdtesis se genera al analizar las respuestas dadas por Elsa en el cuestionario y
en la entrevista a los items 4a y 4b de la cuestion 4
- “Consideremos el nimero M = 3’ x 5 x 7. a) ;M es divisible por 7? Explica tu
respuesta. b) ;M es divisible por 5?7 jPor 2? ;Por 97 ;Por 11?7 ;Por 157 Explica tu

respuesta”.-

En el cuestionario Elsa determina la divisibilidad por 7, por 5, por 2, por 9 y por 11
usando M en su representacion decimal, y a partir de esta representacion tomar
decisiones sobre su divisibilidad realizando la operacion de dividir o aplicando los

criterios de divisibilidad.

Elsa, a partir de la representacion decimal de M, argumenta su divisibilidad por 7
dividiendo M (1575, valor erréneo) entre este valor. La divisibilidad de M por 5y por 2
la discute a través de los criterios de divisibilidad del 5 y del 2. Se observa que Elsa
contesta correctamente sobre la divisibilidad del nimero M por 9, por 11 6 por 15, pero
no ofrece ninguna justificacion a su respuesta. Las respuestas de Elsa en el cuestionario
pueden observarse a continuacion. Por ejemplo la divisibilidad por 7 la justifica

diciendo que M es divisible por 7 “porque da de resto 0. Da 1575 : 7 = 2257,
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Cuestién n®4
- ) ;
Cousideremos el nimero: M=3"x5"x7

a) (M es divisible por 72 Explica tu respuesta  §' ¢ Fa(qg-e & ((’Q'TO Stﬂe 0 . Do.

W 1575 -7+ 725

b) ;M es divisible par 57 (Por 27 ¢Por 97 jPor 117 ;Por 137 Explica tu respucsta.
5 S . Pﬁ(qw f(’fm{nz m S
’z NG PO\/QH(’ ho fWM:nA in 0; /‘Y‘c. Pf*(
Qs 3 ¢
14 No

{ss

(C1-E1, tarea 4, items 4a y 4b)

En la primera parte de la entrevista procede de modo idéntico. Las respuestas dadas
parecen evidenciar que la forma de conocer ¢l elemento matematico ser divisible por 7,
por 9 y por 11 podria ser aceion. Obtiene la representacion decimal de M, divide y
comprueba que el resultado es exacto. Por el contrario, la forma de conocer el elemento
matematico ser divisible por 5 podria ser proceso. Desde la representacion decimal de
M la alumna dilucida su divisibilidad por 5 aplicando su criterio de divisibilidad y la

indivisibilidad de M por 2 haciendo uso del criterio de divisibilidad por 2.

E: (M=3 x5 x7 Mes divisible por 7?

Elsa: Tengo que obtener M. (Opera) Es 4723, que dividido por 7 es exacto, si es
divisible por 7.

E: ¢ M es divisible por 57

Eisa: Si, porque acaba en 5.

E: ¢M es divisible por 2?7

Elsa: No, porque es impar.

E: ¢ M es divisible por 3?

Elsa: (Suma mentalmente las cifras de 7425) No, porque es 19, mmm, no, no, es 18,
st es divisible por 3.

E: ¢M es divisible por 9?

Elsa: (Divide) Si.

E: ¢ M es divisible por 117

Elsa: (Divide) No.
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Cuando el entrevistador le solicita un método alternativo de justificacion de gyg

respuestas, Elsa vincula la idea de “se divisible” a la representacion factorial de M:

E: ¢Podria justificar su respuesta sin utilizar la calculadora y sin averiguar el
producto de los nitmeros?

Eisa: Por 9 si, porque esii 27 (sefiala el producto).

E: M es divisible por 5?

Elsa: Si, porque esta ahi, tiene 25.

E: ¢ M es divisible por 77

Elsa: Si, porque estd en el producto de M.

E: ¢ M es divisible por 157

Elsa: No, buero, multiplicando 5 por 3 si.

Esta nueva forma de argumentar sobre la divisibilidad de M, parece indicar que Elsa
(a) encapsula como objeto el elemento matematico ser divisible por 9, por 5y por 7.
Es capaz de tomar decisiones desde la representacion factorial de M. Establece la
relacion logica bicondicional “P es un factor de M <> M es divisible entre P>,
(b) conoce como proceso ¢l elemento matematico ser divisible por 15, ya que coordina

la divisibilidad por 3 y por 5 para establecer la divisibilidad por 15.

Mencion aparte merece el estudio de las respuestas de Elsa cuando se le pregunta
por la divisibiiidad por 2 y por 11 (nimeros que no aparecen en la descomposicion

factorial de M):

E: (M es divisible por 27
Elsa: Si, estd en la potencia (sefiala el exporente de 5°)
E: ;M es divisible por 117

Elsa: S7, si se hace 3 por 3 mds 2.

En estas respuestas, utiliza argumentos erroneos y los adapta a sus necesidades.
Parece no existir, en el caso del 2 y de 11, conexion entre la idea “ser divisible” y el
hecho de que estos numeros formen parte o no de la descomposicién en factores primos
de M. La alumna no establece la relacion idgica contrarreciproca “P no es factor de

M, entonces P no divide a M.
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Por tanto, Elsa para resolver la tarea planteada en los items 4a y 4b necesita, en un
primer momento, expresar M en su representacion decimal para poder discutir la
divisibilidad, o bien aplicando los criterios de divisibilidad (por 2, por & y por 5) o
realizando la division (por 7, por 11, por 15). Posteriormente, lo que hace es utilizar la
representacion factorial de My actuar del siguiente modo:

e sip esun factor primo 6 compuesto de la descomposicion (caso de 7, 5, 9 y 15)

reconoce rapidamente que M es divisible por p;

s sipesun numero primo que no aparece en la descomposicion factorial de M, no es
capaz de decidir sobre la indivisibilidad de M. Contesta erroneamente si utiliza la
representacion factorial de M y correctamente a través de la representacion decimal

de M.

(b) Hipé6tesis de trabajo 2:
149 s 2 . >
no es capaz de tomar decisiones sobre si un numero expresado como suma de dos

sumando es divisible por nimeros primos o compuestos”.

Evidencias de esta hipotesis de trabajo las encontramos en las respuestas dadas por
Elsa a la cuestion 10
-“Indica razonadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas,
Jjustificando tu respuesta: El mimero K = 2"x 3x 5x 11 + 3 es: a) Divisible por 5.
b) Divisible por 2y por 4. ¢) Divisible por 3. d) Divisible por 6. e) Divisible por 157-.
Para resolver la tarea, Elsa en el cuestionario obtiene la representacion decimal de K

(663).

Desde la representacion decimal, Elsa estudia la divisibilidad de K por 5, por 2 y por
3 aplicando los respectivos criterios de divisibilidad e indica que no es divisible ni por

6, ni por 15 sin ningtn tipo de justificacion.
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o Galoutadors
Cuesticn n® 10 o S i NG

Indica razonadamente, si las siguientes aflrmaciones son verdaderas o falsas, ustificando 1 respuesta

Eindmero K=2'x3x3x1i+3 652663
a)  Divisible por 3 NO Pomv{ ne fffm"nq en 5 ne G B

b} Divisiiepor 2ypord  No  [F0Fqv€ vo B g e <Fra pac

9 Divisblepors SV POfqR SU suma da 45 w 45 & ileph
4 3.

dy Divisible por 6 NO

ey Divisible por 13 NO

(C3-El, tarea 10, items 10a, 10b, 10d y 10e)

En la primera parte de la entrevista discute la divisibilidad por 5, por 2, por 4 por 3
de la misma forma que en el cuestionario. Ante las preguntas del investigador sobre si
podria resolver la tarea sin establecer la representacion decimal responde que no,

confirmando de este modo la hipotesis de trabajo:

E: El miimero K = 2°x 3x 5x 11 + 3, ;es divisible por 5?7

Elsa: (Opera) 663 no es divisible por 5, porque no acaba ni en 0 ni en 5.
E: ¢K es divisible por 2?

Elsa: Tampoco, porque 663 es impar.

E: (K es divisible por 47

Elsa: No, porque la uiltima cifra no es par.

E: K es divisible por 37

Elsa: Si, porque la suma de sus cifras es mudtiplo de 3.

E: ¢ Podria responder sin hallar el valor de K?

Eisa: No.

Posteriormente, en el transcurso de la entrevista, a diferencia de lo manifestado en el
cuestionario, justifica erroneamente la indivisibilidad por 6. Divide 66 y 3, en referencia
a la representacion decimal de K (663), entre 6. La divisibilidad por 15 la realiza desde
la representacion decimal de K sin usar que “ser divisible por 3 y por 5 implica ser

divisible por 15”.

E: K es divisible entre 67

Elsa: No, porque 66 entre 6 es 11, y 3 no.
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E: (K es divisible por 157
Elsa: Mmm,.,, (divide) no.

En la Fase 2, el analisis conjunto de los items 4a y 4b y los correspondientes a la

cuestion 10 permite (a) identificar las dificultades que parecen mostrar los estudiantes

cuando las tareas exigen tomar decisiones sobre nimeros representados factorialmente,

y hacer uso de relaciones condicionales como “Si &/ by a /c = a/ (b+c¢)” y

contrarreciprocas como “a no es factor de b —>a no divide a b”, (b) resolver las

discrepancias y replantarse el como conoce los elementos los alumnos estudiados, en

este caso particular, cdmo conoce Elsa ¢l elemento “ser divisible”.

Consideramos que Elsa manifiesta una concepcién proceso de la idea de

13

ser

divisible” ya que:

conoce y aplica los criterios de divisibilidad del 2, del 3 y del 5,

no estable relaciones de conjuncion para establecer la divisibilidad “ser divisible
2 y por 3 implica ser divisible por 6” y “ser divisible por 3 y por 5 implicar ser
divisible por 157,

discute la divisibilidad de un numero representado factorialmente,
independientemente que los divisores sean primos o compuestos, no siendo
capaz de discernir la indivisibilidad en todos los casos,

establece la relacion contrarreciproca “K no es divisible por 2 = K no es
divisible por 47,

no hay manifestaciones de uso de Ia propiedad (o alguna de sus modificaciones):

“Sia/bya/c = a/(btc)”.

Observamos que el desarrollo del esquema y las manifestaciones de las formas de

conocer de los diferentes elementos matematicos requieren una construccion progresiva,

en las que ademas juega un papel fundamental la representacion del niimero natural.
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En la Fase 3 determinamos el nivel de desarrollo del esquema de Divisibilidad que

muestra Elsa.

En esta fase observamos que las ideas de multiplo, divisor y ser divisible sop
vinculadas por Elsa, en gran parte de las ocasiones, a la representacion factorial de}

nimero. Ya se ha podido ver en las respuestas que ofrece a los items de las tareas 4a y
4b.

Por otra parte, Elsa establece relaciones entre los elementos de divisibilidad, como
hace por ejemplo en el item 2
- “Los multiplos de un numero comprendidos entre 460 y 560 son; 464, 493, 522 y 55].
/ De qué ntimero se trata? Explica tu respuesta.”-
ya que observa que la diferencia entre términos sucesivos de la serie de niimeros es 29,
Cuando el entrevistador propone que realice la descomposicion factorial de los numeros
de la serie Elsa indica que 29 es el nimero buscado, ya que se trata de un divisor comun

de todos los numeros (464, 493, 522 y 551):

E: ¢Podria utilizar otro método?
Elsa: No sé.
E: Si realiza la descomposicion factorial de los términos de la sucesion,

Jpodria obtener la respuesta? ;Por qué?
Elsa: Voy a realizar la descomposicion factorial (la realiza). En todos aparece

29, 29 es divisor de todos ellos.

Elsa ve que 29 aparece en la descomposicion en factores primos de todos los
nimeros de la serie, por los que 29 es divisor de todos ellos, ademas contestando que no

habra otro comun a todos ellos:

E: ¢ Existe algiin numero mds que cumpla las condiciones del enunciado?
Elsa: No, porque no hay ningun niumero mds que se repita en la

descomposicion factorial de todos.
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Elsa esta relacionando las ideas de factor y divisor, y de divisor y multiplo, cuando
aparece el nimero expresado por su representacion factorial. Sin embargo al insistirle st
podria haber otro nimero, lo que hace es indicar que deberia aparecer en las
descomposiciones factoriales, por lo que parece que estd descartando los posibles

divisores compuestos de los mimeros de la serie.

Lo que puede estar indicando este comportamiento es que la concepcion de multiplo
vinculada a la representacion factorial: descomposicion en factores primos esta en su
“inicio”. Elsa utiliza la descomposicion en factores primos para buscar un divisor
comun. Una vez encontrado “un factor primo” comun en las diferentes
descomposiciones, este factor es visto como un divisor comun. No sabemos en estos
momentos si también hubiera identificado como divisor comin a un producto de
factores primos. Suponemos que esta entendiendo que si un nimero no aparece en la
descomposicién factorial, no es divisor (aunque sabemos que las negaciones no son

conceptualmente idénticas a las afirmaciones).

Mostramos dudas por la forma de encontrar soluciones alternativas a la mera
division, lo que nos hace pensar que no considera de igual modo las representaciones

decimal y factorial de los numeros para utilizarlas en las relaciones de divisibilidad.

Por otra parte, cuando los dos numeros aparecen expresados mediante la
descomposicion en factores primos, Elsa pno vincula la idea de multiplo a la
representacion factorial. Por ¢jemplo en los items 4¢ y 4d
- “Consideremos el nimero M = 3 x 5 x 7: ¢) ;3 x 5x 7> es un mudtiplo de M?
Explica tu respuesta. d) ;3% x 5° x 7 x 13" es un miiltiplo de M? Explica tu respuesta”.
En el cuestionario contesta correctamente obteniendo las representaciones decimales de

Ky M, efectuando las divisiones y comprobando si el resultado es exacto.

Posteriormente en la entrevista actua de idéntico modo, obtiene la representacion

decimal de M y de K, divide y comprueba si el resultado es exacto:

E: 03" x 5x 7 es un miltiplo de M?
Eisa: Siserd, porque..., (divide), ah no es.

B ;3 x5 x 7 x 13" es un mitiplo de M?
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Elsa: (Opera y divide) Pero aparece un exponente, no es.

Elsa obtiene las expresiones en el sistema decimal de los dos nimeros y efectia |3
operacion de dividir, comprobando el resultado, aunque en el segundo caso el resultade

aparece en notacion cientifica y no es capaz de determinar si es multiplo o no.

Los criterios elementales de divisibilidad puede usarlo, por ejemplo en la tarea 3
- “Indica, justificando tu respuesta, el valor de b para que el numero 2b45 sea:
I divisible por 2; Il divisible por 3; Ill. Divisible por 6”- .
Elsa aplica en el cuestionario los criterios de divisibilidad por 2 (un nimero es divisible
por 2 si la cifra de las unidades es par) y por 3 (la suma de las cifras debe ser 3 o
multiplo de 3), e indica que no es posible que 2b435 sea divisible por 2 y que 2145 si es
divisible por 3, al sumar su cifras 12. En la respuesta al valor de b para que sea divisible

por 6, indica que no es posible, pero sin justificar su respuesta.

En la entrevista procede de idéntico modo, pero tenemos que observar la

Jjustificacion que realiza de que 2b45 no es divisible por 6:

E:  Diga cémo justifica las respuestas.

Elsa: Divisible por 2 no puede ser porque acaba en cifra impar.

E: ¢ Y para que sea divisible por 3?

Elsa: A ver,.., voy a sumar los nimeros y saber si la suma es multiplo de 3.
Por ejemplo el 1, 2145 es divisible por 3.

E: (JOro?

Elsa: Mmm,..., 4, 2445.

E: ¢Y para que sea divisible por 6?

Elsa: Lo mismo, que sea divisible por 3, a ver 2145 entre 6 no es exacto.,

Esta utiliza erroneamente el hecho de que 2b45 es divisible por 3 entonces 2b45 es
divisible por 6. Cuando el entrevistador le propone distintas posibilidades para la

determinacion de la coordinacion de la divisibilidad:
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E: cObserva alguna relacion del tercer apartado con los apartados
anteriores?

Elsa: Si, porque se multiplican.

E: ¢ Para que sea divisible por 6, tendra que ser divisible por 2?

Elsa: Si, porque todos los divisibles por 6 seran divisibles por 2.

E: ;O es al contravio?

Elsa: Al revés, mmm,.. para que sean divisibles por 6 tendran que ser
divisibles por....

E: (Si no es divisible por 2, puede ser divisible por 6?7

Elsa: No

Aunque Elsa parece observar las implicaciones: Q es divisible por 3 = Q es
divisible por 6, y Q no es divisible por 2= Q no es divisible por 6, no consideramos
que en este caso es capaz de coordinar la divisibilidad, ya que al ser preguntada
posteriormente por la divisibilidad de 2b45 por 6, vuelve a utilizar erroneamente la

relacion:

E: Oué valor puede tomar b para que ese nimero sea divisible por 67

Elsa: 2145 para que sea entre 3 (divide), pero no es divisible por 6.

Elsa no asevera sus respuestas y necesita realizar la operacion de dividir para
comprobar si el numero es divisible por 6. No realiza la coordinacion de ser divisible

por 2 y ser divisible por 3, para ser divisible por 6.

En cambio, en los items de la tarea 4b, hemos observado que si coordina la

divisibilidad por 3 y por 5 para determinar la divisibilidad por 15:
E: ¢(M=3x5"x7) Mes divisible por 157?

Elsa: No, bueno, multiplicando 5 por 3 si.

En esta caso, Elsa observa que 15 se obtiene de multiplicar 3 por 5, y por tanto
como aparece en la descomposicion en factores primos de M, el nimero M es divisible

por 15.
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Por tanto, Elsa es capaz de usar los criterios elementales de divisibilidad (por 2, por
3 y por 3), y en algunos casos pueden coordinar dos criterios.

Finalmente, Elsa puede usar alguno de los algoritmos de obtencion de los elementog
matematicos minimo comun multiplo y mdximo comun divisor y aplicarlos epn
contextos de situaciones reales. Por ejemplo, en el item 6
-“Una madre y una hija son guias turisticas. La madre vuelve a casa cada 15 dias y Iq
hija cada 12 dias. El 6 de diciembre (Dia de la Constitucion) coinciden las dos en casa,
¢ Cudnto tiempo ha de transcurriv para que se encuentren de nuevo? Explica cémo lo
has hecho™-.

En el cuestionario Elsa parece identificar la situacion como la obtencion de miltiplos
comunes en un problema concreto en un contexto real. Confecciona una lista de
multiplos de 15 (15, 30, 45, 60, 75, ...) y otra lista de multiplos de 12 (12, 24, 36, 48,

60, 72, ...) para buscar el primer multiplo comun que aparece en ambas sucesiones (60).

Cuando en la entrevista se le pide un método alternativo, cita el de obtencion del
minimo comun multiplo mediante la representacion factorial de ambos pero no sabe

obtenerlo:

E: Obtuvo los multiplos de 12 y de 15, y su respuesta fue 60 dias. ;Podria
buscarlo de otra forma?

Elsa: Haciendo la descomposicion factorial. (Descompone en factores 12 y 15)
St multiplico todo sale.

E: El ntimero que obtiene ;es un multiplo o un divisor de los otros?

Elsa: Un multiplo.

E: Al multiplicar todo sale 180. ;Por qué no prueba con el minimo comun
multiplo?

Elsa: Mmm,.., tomaré los .., no recuerdo.

Elsa aplica la idea de minimo comin multiplo, vinculandola a las series de multiplos

comunes de ambos numeros, pero no a la descomposicion factorial de ambos.

Para calcular el m.c.d (30, 50) -item 7c- usa en el cuestionario la descomposicién

factorial de ambos numeros, indicando que m.c.d (30, 50 ) = 2 x 5. Ademas Elsa no
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sabe dar la definicion de maximo comun divisor. Asi, cuando se¢ le pregunta en la

entrevista responde del siguiente modo:

E: ([ Qué es el mdximo comun divisor de dos ntimeros?

Elsa: Dije el mavor nitmero de los divisores,..., cuando ..., no recuerdo bien.

Por ultimo, cuando Elsa tiene que aplicar el maximo comun divisor en una situacion
de contexto real muestra dificultades en su aplicacion. Por ejemplo, en los items de la
tarea 8
- a) Se dispone de dos cuerdas de 12 m y 18 m de longitud, y se quieren obtener trozos
iguales de la mayor longitud posible, de forma que su medida sea un niimero entero.
¢ Cudl tiene que ser la longitud de cada trozo? Explica como has obtenido el resultado.
b) Tenemos tres cuerdas que miden 1980 cm , 990 cm y 756 cm, y queremos cortarlas
en trozos de igual longitud. ; Cudl serd Ia mayor longitud en que podemos cortarlas, de

forma que no sobre cuerda? ;Cudntos trozos se han conseguido? Explica como has
obtenido el resultado”.
En el primer apartado, Elsa contesta en el cuestionario que “de 6 m. Buscando los

divisores”, sin realizar otra justificacion. Y el segundo apartado no lo responde.

Posteriormente en la entrevista justifica su respuesta diciendo que 6 es el mayor

ntmero por el que se pueden dividir :

E: Justifigue su respuesta, por favor. Dio 6 m como resultado.

FEisa: EI mayor niimero por el que se pueden partir es el 6, por ejemplo al
dividirio salen de 6.

E: ;Y 10 podria ser?

Elsa: No, no se pueden dividir por 10.

E: (Y en trazos mds pequeiio podria partirlos?

Elsa: Si de3m, ode2m.

Parece que Elsa sélo puede calcular el maximo comun divisor cuando se trata de
nimeros pequefios, ya que en el segundo apartado solo realiza pruebas de ensayo y

error.
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E: Para el apartado b), no lo hizo, ;por qué?
Elsa: Mmm.,.., puede salir dividiendo por 3.

E: ¢Podria ser de mayor longitud que 3?
Elsa: Lo estoy pensando, podria ser 6.

E: ¢ Y mas grande que 6?

Eilsa: ;Entre 12?

E: Compruébelo.

Elsa: Mm, no sé qué podria hacer.

Después de haber analizado las respuestas de Elsa en todo el cuestionario y en la
entrevista, podemos ver que puede vincular las relaciones de divisibilidad a la
representacion decimal de los ndmeros naturales, usa los criterios elementales de
divisibilidad y, en determinadas ocasiones, puede coordinarlos. También puede calcular
el minimo comun miltiplo y el maximo comun divisor de dos nimeros, aunque en
algunas ocasiones de aplicacion real manifiesta dificultades en su obtencién. Por todo
ello, determinamos que el nivel de desarrollo del esquema de Divisibilidad que tiene

Elsa es Inter.
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Capitulo 4. Resultados

Comenzamos este capitulo realizando un andlisis psicométrico, por niveles y
globalmente, de los datos obtenidos en los cuestionarios. Este analisis cuantitativo nos .
ha permitido determinar y comparar la dificultad, fiabilidad, validez del constructo y
generalizabilidad del cuestionario desde las caracteristicas correlacionales y teodricas de
la investigacion. Posteriormente, se ha hecho un andlisis cualitativo de las respuestas de
los cuestionarios y de las entrevistas realizadas. Con este analisis hemos tratado de
establecer las formas de conocer la divisibilidad en N y caracterizar los niveles de

desarrollo del esquema de Divisibilidad en N en las distintas poblaciones estudiadas.

4.1. Analisis cuantitativo.

Los alumnos que han participado en esta investigacion fueron 371, 120 alummnos de
1° de ESO, 137 de 4° de ESO y 114 de 1° de Bachillerato. Los contenidos matematicos
que han formado parte del cuestionario han sido los seleccionados tras el analisis
psicométrico realizado en el cuestionario piloto. Las respuestas han sido codificadas de
forma dicotémica (0 6 1). El analisis cuantitativo de la prueba nos ha permitido
determinar (a) el grado de correlacién que presentaba el cuestionario en cada uno de los

niveles y (b} analizar desde el punto de vista tedrico el por qué de los resultados.

169

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat dAlacant. 2006.



Anélisis de la comprensién de divisibilidad en el conjunto de los numeros naturales. Samuel David Bodi Pascual.

Capitulo 4. Resultados Samuel David Bodi Pascyg)

Las referencias tomadas para realizar el andlisis estadistico corresponden a Garcjy y
Pérez (1989), Alvaro (1993), Castejon (1997), Mufliz (2001), Garcia et al. (2002), Cobg
(2003) y Batanero (2003). El proceso estadistico se ha efectuado con el programa
informatico SPSS 12.0, complementado con la hoja de calculo Microsoft Excel. Up

informe detallado de los resultados del mismo se puede observar en el Anexo I11.2,

1. indice de Dificultad.

En funcién de los resultados estadisticos del indice de dificultad (I1.D.) obtenidos en
la prueba definitiva, el cuestionario puede ser considerado aceptable ya que el indice de
dificultad de la muestra total es de 0,5150. Estudiando la calificacién global de los 40
items del cuestionario a partir de las medias en cada uno de los cursos investigados, se
han obtenido los siguientes resultados en los diferentes cursos, donde la variabilidad de

esta puntuacion varia entre el valor minimo de 0 y el valor méaximo de 1:

Curso ESO 1 ESO 4 BACH 1

Indice de Dificultad 0,4483 0,5257 0.5721

Tabla 4.1. Indices de Dificultad por cursos

Segun las categorias establecidas por Garcia y Pérez (1989) para el indice de
dificultad- medias globales por grupo- podemos observar en la Tabla 4.2 el grado de
dificultad del cuestionario para los distintos cursos. Esta dificultad ha sido calculada en

funcién de ese indice y para los 40 items considerados en el total del cuestionario:

Tipo de prueba Valores que los limitan Grupo segiin resultado
Muy Dificil S S e —
Dificil 0252044 ] e
Dificultad Media 0,4520,54 528 }1 Eg;‘gg;i
Facil 0,5520,74 BACHILLERATO 1 (0.5721)
Muy Ficil SN D —

Tabla 4.2. Categorizacion de los Indices de Dificultad por cursos

La categorizacion realizada por Garcia y Pérez (1989) en intervalos de dificultad

en funcion del LD, permite clasificar los items de menor a mayor dificultad en cada uno
de los cursos estudiados (Tabla 4.3.). En la Tabla 4.4 se indican los elementos

matematicos y el tipo de representacion en cada item asignado a un determinado nivel

de dificultad.
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Valores Niimiero de items en Numero de items
Tipo de qie los la prueba Porcentajes (por orden de dificultad)
item A
pan * v r & r© 1° ESO 4°ESO 1° Bach
ESO | ESO | Bach. | ESO | ESO | Bach. &R
v 8b2, 8bl, 7a, 7b, | 7a, 8b2, 7b, 3¢, | 8b2,4d
Muy <025 10 6 2 25% | 15% 3% 3¢, 44,2, 1c2, 8b1, 4d
Dificiles 5S¢, 3a
0254 1¢3, 5b, 6, 8a, 2, 3a,3b,1c2, 7a,8b1, 7D, 2,
Dificiles 04 8 9 11 20% |22.5% | 27,5% | 3b,1cl,5d,5a | 5d,6,1cl,1c3, |3c,6,3a,3b, 5d,
i 8a 7c, lcl
L"._’———. 4 ; 5
Dlﬂgul.[ad 045a 4 i 4 10% 2.5% 10% 9¢, 7¢, 104, 4¢ 7c 1¢3, 5¢, 1¢2, 8a
Media 0,54
9a, 10b, 10a, Sb, 5¢, 9¢, 10b, | Sb, 9c, 10a, 10b,
4b2,7d, 10e, 4c, 10a, 122, 10d, 10e, 7d,
L. 0,55a 5 5 5o <0, o 4b3, 9b, 4b4, 1a3, 104, 10e, 10c, 9a, 4c¢, Sa,
Ficiles 0,74 17017 12 1425% ) 425% | 30% 4y ups, tal, | la4, lal, 7d, 9a, | 9b
183, 1a4, 10c, | b, 5a, 10¢
4b1,4a
b 4b5,4b3,4b4, | 1a2, 1a3, lad,
Muy o o | 27 5o 4b2, 1b, 4b1, 4a | 4b4, 1al, 4b3,
Facites >0,74 1 7 11| 25% | 17.5% | 27,5% b, 4b5, 4b2,
4b1, 4a
Tabla 4.3. Categorizacion de los niveles de Dificultad por items
1°de 4° de 1°de Muestra
ESO ESO Bachillerato Total
. Numniero Nimniero Nimero Namero
Tipo de de items de items de items de items
item EM | TP EM | TR EM | T.P EM | T.P
(por orden (por orden (por orden (por orden
de de de de
dificultad) dificultad) dificultad) dificultad)
Muy | 0% EL [ 7a, 8b2 82, 7a
Dificiles | 227034 1y, [DF |73e, | TV |pr fsb2aa juv (F o fsenm [T e
<025 el A 8b1, 4d 4d, 3¢
5¢, 3a
1c3,5b,6, 1, 11 2, 3a, 7a, 8b1, 7b, f;i*‘;g’ -
Dificiles | 8a, 3b, i 3b,1c2, 1,101, 2,3¢,6,3a, LI, e —_
0.25a0.44 | 1cl, 54, Ur, v, | D-F 5d,6, lcl, [ IV, V D-F 3b,5d,7¢, {IV,V D-F I5d 163, |1V, | D-F
lcl, 5S¢, v
Sa 1¢3, 8a lcl
8a
Dificultad
Media fg’;f; LILV |[DF |7 v F ;:3’ 3¢, 1ez, f\’,m’ Foo[sb7c9 [LILIVIE
0.4520.54 > oC
9a, 10, 100, 10d,
10a, 4b2, f‘o’;asf(c %, 10a, 4c,
7d, 10e, 105 1a2 5b, 9¢, 10a, 10e, 9a,
- 4b3, 9b, Py 10b, 10d, 5a,7d, 9b,
Facdes {4 1wa (v [DF 18519 (LI n5 Lo 7a 10c, | 22 |DE [10c,122, (2 |DE
0.5520.74 10e, 1a4, |OLV m, Vv m, v
4b5, 1al, lal 7d 9a, 4c, Sa, 1a3, 1a4,
1a3, 1a4, 9: b, 3 9% 1al, 4b3,
10c, 4b1, 0. 0 4b4, 4b5,
4a ° 462
4b5, 403, La2, 1a3,
Muy 4bd, 4b2 1ad, abd, 1b, 4b1
Ficiles (1b I D [ioap |LIT |D-F flal4p3,1b |LILM |D-F ,~7" (LA |DF
>0.74 o 4b5, 4b2, a
2 4b1, 4a

Tabla 4.4. Categorias de dificultad de los items en los distintos cursos

(Elementos Matematicos (E.M): I. Miltiplo de un niimero natural. II. Divisor de un niimero natural. TIL.
Ser divisible (desde la definicion operativa, los criterios de divisibilidad y la representacion factorial).
V. Maximo Comun Divisor de numeros naturales. V. Minimo Comin Multiplo de niimeros naturales.
Tipo de Representacion (T.P.): Decimal (D). Factorial (F))
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En funcidén de los resultados por cursos, que muestran las Tablas 4.2, 4.3 y 4.4, e
tiene que:
(a) mas del 52 % de respuestas son correctas en los cursos de 4° de ESO y 10 g
Bachillerato, mientras que en 1° de ESO se encuentra en torno al 45 %,
(b) los items clasificados como “Faciles” o “Muy Fdciles” superan el 57 % en 4° g
ESO y 1° de Bachillerato, mientras que sélo alcanzan el 45 % en 1° de ESQ;
(c) los items clasificados como “Dificiles” o “Muy Dificiles” representan el 32’5y,

en 1° de Bachillerato, el 37,5 % en 4° de ESO y el 45 % en 1° de ESO.

Por otra parte, cada uno de los niveles de dificultad establecidos permite hacer
inferencias sobre los elementos matematicos y el tipo de representacion de los numeros

implicados en los items en cada uno de los distintos cursos.

Estas inferencias se detallan en los siguientes parrafos, organizadas atendiendo a las
relaciones entre los elementos matemadticos y los modos de representacion que
empiezan a mostrar las caracteristicas de la comprension del esquema de Divisibilidad

que manifiestan los estudiantes.

El item 4d
3 x 52 x 7 x 13" es un muiltiplo de M? Explica tu respuesta. (M =3’ x Sx7)-,
ha sido catalogado como “Muy Dificil” en todos los cursos. Creemos que la dificultad
radica en que el tamafio de los exponentes no ha permitido, a la mayoria de los alumnos,
la “operatividad con la calculadora”, lo que les obliga a tener que hacer uso de su
comprension de la idea de multiplo vinculada a la descomposicion factorial, y que se ha

manifestado como una idea dificil para los alumnos.

El 32 % de los alumnos de la muestra total sélo son capaces de discernir si un
numero es multiplo de otro si ambos numeros estan simbolizados mediante la
representacion decimal como lo confirma el hecho de que la tercera parte de las
respuestas correctas del item 4c
-%:3"x5x 7 es un milltiplo de 3’ x 5 x 77"-
correspondan a aquellos alumnos que han utilizado la calculadora para expresar ambos
numeros en su representacion decimal y, a continuacion, han dividido para comprobar si

la division generaba un nimero entero. So6lo el 7% de los alumnos han utilizado la
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lrepresemaci()n factorial de ambos niimeros para contestar correctamente. Este item ha
sido catalogado como “Facil” en 4° de ESO y 1° de Bachillerato y de “Dificultad
Media” en 1° de ESO.

Los items de las tareas lay 1b

. “Completa con las palabras: divisor 6 miltiplo. Razona tu respuesta. 8 es de
2 des de 16; 21 es de7; 25es de 6257-.

- “Dados los numeros: 0, 2, 4, 6, 8, 10 y 16, determina si 64 es miultiplo de alguno de
ellos. Justifica tu respuesta™

donde se usa las ideas de “multiplo y divisor entre mimeros con representacion
decimal”, han sido catalogados con un nivel de dificultad “Muy Facil” y “Facil” dado
que el tamafio de los niimeros y la representacion decimal de los mismos ha permitido
discernir, en torno al 40 % de los estudiantes, si un numero es multiplo o divisor de otro
mediante la operacion de multiplicar o dividir, respectivamente, y en torno al 15 % a

través de las operaciones de dividir o multiplicar, respectivamente.

Sin embargo, el item lcl
- “Considere la siguiente coleccion de nimeros: 1, 3, 6, 8, 15, 24, 39, 42, 48, 69, 2400,
2412, Los niimeros del listado que son miiltiplos de 24 son: -
que moviliza la idea de “multiplo” ha sido catalogado de “Dificil” en los tres cursos.
Creemos que el mayor grado de dificultad esta motivado por el tamafio de los nimeros
implicados. Esta idea parece venir apoyada por las respuestas a la tarea 2
- “Los multiplos de un ntimero comprendidos entre 460 y 560 son: 464, 493, 52y 551.
¢De qué niimero se trata? Explica tu respuesta”™ .
Esta tarea ha resultado psicométricamente clasificada como “Muy Dificil” en 1° de ESO
y como “Dificil” en 4° de ESO y 1° de Bachillerato, dado que exige la “inversion de la
idea de miltiplo”. En este item, 207 alumnos (55’8 %) distribuidos uniformemente en

los tres cursos no ofrecen ninguna respuesta.

Entre los 99 estudiantes que ofrecen una respuesta cotrecta a esta tarea, 69 de ellos
(18,6 %) observan las diferencias entre los términos consecutivos de la serie, pero la
mayoria no realizan la operacién de dividir para observar que el niimero obtenido (29)
es divisor de todos ellos. Solo 14 estudiantes de 4° de ESO y 1° de Bachillerato (3,8 %),

utilizan la representacién factorial de los elementos de la serie para buscar un multiplo

173

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat dAlacant. 2006.



Anélisis de la comprensién de divisibilidad en el conjunto de los numeros naturales. Samuel David Bodi Pascual.

Capitulo 4. Resultados Samuel David Bodi Pascyg)

comin. Pensamos que el grado de dificultad de este ftem es debido en parte g
enunciado del mismo. Ademas, los alumnos que responden utilizan la estrategia de
ensayo y error, para buscar un niimero por €l que todos los elementos de la serie sop
divisibles, sin constatar la necesidad de representar factorialmente los nimeros para

determinar un divisor comun a todos ellos.

Estos resultados indican que la comprension de la idea de multiplo esta vinculada a]
modo de representacion utilizado y que incluso el aspecto procedimental del uso de I
descomposicion en factores primos para identificar multiplos (mirando la existencia de
factores elevados a un mayor exponente) deja de ser efectiva cuando se invierte el orden

de la pregunta (de construir multiplos a identificar maltiplos).

Una caracteristica similar puede observarse en relacion a la comprension y uso de la
acepcion “ser divisible entre nuimeros con representacion factorial”. Esta acepcién ha
sido categorizada como “Facil” en 1° de ESO, “Muy Ficil” en 4° de ESO y en 1° de
Bachillerato. Cuando los numeros ecstaban representados en su forma decimal o
descompuestos en factores primos con exponentes pequefios, items 4a, 4b1, 4b2, 4b3,
4b4
~“Consideremos el niimero: M = 3° x 5 x 7. a) ;M es divisible por 7?; b) ;M es
divisible por 57 ;M es divisible por 5? ;Por 2? ;Por 9? ;Por 11? ;Por 1577-,
los estudiantes (el 38 % y el 49 %) han podido discutir la divisibilidad entre los
nameros desde su representacion decimal. Un porcentaje inferior al 15 %,
principalmente alumnos de 4° de ESO y de 1° de Bachillerato, han discutido la

divisibilidad entre los nameros usando la representacion factorial.

El estudio de la divisibilidad e indivisibilidad entre niimeros planteada por los items
9ay 9%
- “Sabiendo que: 1001 =7 x 11 x 13 y 91 =7 x 13, ;son correctas las siguientes
afirmaciones? a) 91 no es divisor de 1001 b} 77 es divisor de 10017-,
se lleva a cabo mayoritariamente, en torno al 33 %, desde la representacion decimal de
los ntimeros. Sélo entre 5 % y 11 % aproximadamente de los alumnos estudian la

divisibilidad a través de la representacion en factores dada en las dos cuestiones.
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Por otra parte, ¢l uso de la idea “ser divisible desde los criterios de divisibilidad”, ha
sido categorizado como “Dificil” y “Muy Dificil” en todos los cursos. Por ejemplo, el
origen de la dificultad de la cuestion 3
- “Indica, justificando tu respuesta, el valor de b, para que el numero 2b45: [ Sea
divisible por 2; 1l Sea divisible por 3, 11l. Sea divisible por 6”-
creemos que se podria encontrar en:

(a) la representacion del mimero, ya que los alumnos no interpretan 2b45 como un

numero,

(b) en el desconocimiento de los criterios de divisibilidad de 2 y de 3 o en su

aplicacion por la existencia de una cifra desconocida, y
(¢) en la dificultad en el uso de la conjuncién légica para coordinar criterios de

divisibilidad para obtener otro criterio.

Por ejemplo, el item 3c ha sido calificado de “Muy Dificil” en 1°y 4° de de 1a ESO
y de “Dificil” en 1° de Bachillerato. No ha sido contestado por 168 alumnos (45,3 %),
23 estudiantes (6,2 %) aplican mal los criterios de divisibilidad, 27 alumnos (7,3 %)
confunden el enunciado como un producto de cifras y, por Gltimo, 5 estudiantes (1,3 %)
realizan operaciones erroneas. De los que contestan correctamente, cabe destacar que 38
estudiantes aplican la coordinacion de los criterios de divisibilidad (10,2 %), mientras
que otros 10 realizan pruebas de ensayo y error, dividiendo para comprobar el resultado

(2.7 %).

La utilizacion de la idea “ser divisible en su forma operativa” ha recibido una
categorizacion muy heterogénea. El grado de dificultad de los items 1c2 y 1¢3
- “Considere la siguiente coleccion de numeros: 1, 3, 6, 8, 15, 24, 39, 42, 48, 69, 2400,
2412 Il Los numeros del listado que son divisibles por 24 son:
II. Los numeros del listado por los que 24 es divisible son: . Justifica tu
respuesta’-
pasa de “Dificultad Media” en 1° de Bachillerato a “Muy Dificil” en 1° de ESO. El
origen de la dificultad podria estar motivado por el tamafio de los niimeros implicados y
en la confusion respecto a su significado puesto que un total de 156 alumnos en 1° de
Bachillerato (42 %) y 128 alumnos en 1° de ESO (34,5 %) han respondido
intercambiando los resultados en ambos items. Los estudiantes justifican sus respuestas

(correctas o no) principaimente mediante la operacion de dividir, y también mediante la
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de multiplicar. Estos resultados indican que el uso de la relacion “Q es divisible por p»

y de sus diferentes acepciones lingiiisticas plantea dificultades a los estudiantes.

La “traslacion entre las representaciones decimal y factorial” que exige la cuestign
5 (items Sa, 5b, Scy 5d)
- “Descompon el nimero 100 (Justifica tu respuesta): a) En dos factores. b) En tres
factores. ¢) En el maximo numero de factores. d) En factores primos.”-
Hace que aparezcan clasificadas en 4 niveles de dificultad, dependiendo del item y del
curso. Por ejemplo, el item Sc aparece como “Muy Dificil” en 1° de ESO, de “Dificultad
Media” en 1° de Bachillerato y de “Facil” en 4° de ESO. Un 12,7 % de los alumnos
utilizan la suma para obtener una descomposicion errénea y 95 alumnos no contestan.
Por el contrario, el item 5d resulta “Dificil” en los tres cursos, y no lo contestan 144
estudiantes (38,8%). Por su parte, los items 5a y 5b aparecen como “Dificiles” en 1° de
ESO y como “Faciles” en los otros dos cursos, y en ambos casos la mitad de todos los
alumnos utilizan el producto o la representacion factorial de 100 para ofrecer una
respuesta correcta, especialmente en 4° de ESO y 1° de Bachillerato. Estos resultados
parecen poner de manifiesto una progresion en el significado dado a la idea de factor a

lo largo de los cursos de escolaridad.

Los significados de “Minimo Comun Multiplo y Mdximo Comun Divisor de dos
numeros naturales” implicados en la resolucion de la cuestion 7
- “a) ;Qué es el minimo comun multiplo de dos numeros?; b) ;Qué es el maximo
comun divisor de dos nimeros?; ¢) Obtén el m.c.d (30,50); d) Obtén el m.c.m (30,50).”-
presentan distintos niveles de dificultad. Los items 7a y 7b que demandan una
caracterizacion de las ideas de minimo comin multiplo y maximo comun divisor,
aparecen clasificados como “Muy Dificiles” en 1° de ESO y 4° de ESO, y como
“Dificiles” en 1° de Bachillerato. Esta dificultad podria estar motivada por el caracter
procedimental que se le da en las aulas a estos conceptos. Los items 7a y 7b, no son
contestados por 48 estudiantes (13 %), de los que 32 estudiantes son de 1° de ESO; 137
alumnos (37 %) responden mal porque utilizan el procedimiento de la descomposicion
factorial, 63 de los cuales son de 4° de ESO. La respuesta correcta la ofrecen

unicamente 68 estudiantes (18,3 %), 29 de ellos de 1° de Bachillerato.
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Los items 7c y 7d, por el contrario, han sido catalogados con niveles de menor
dificultad. Asi, el item 7c aparece como “Dificil” en 1° de Bachillerato y de “Dificultad
Media” en los dos cursos de ESO, y el ftem 7d queda categorizado como “Facil” en
todos los cursos. El 50 % aproximadamente de los alumnos de 1° de ESO responden
correctamente el item 7¢ y un 56,3 % el item 7d. Mayoritariamente los alumnos utilizan
el procedimiento de descomposicion en factores primos poniéndose de manifiesto
nuevamente el caracter procedimental que se da en las aulas a la representacion factorial
de los numeros. Por dltimo, 28 alumnos utilizan las series de multiplos comunes para

obtener el m.c.m. (30, 50).

La aplicacion de la idea de “multiplos comunes” en situaciones de contexto real,
vinculada a la capacidad de modelizar situaciones reales a través de la idea de minimo
comun multiplo parece ser dificil. Por ejemplo, en el item 6
- “Una madre y una hija son guias turisticas. La madre vuelve a casa cada 15 dias y la
hija cada 12 dias. El 6 de diciembre (Dia de la Constitucion) coinciden las dos en casa.
(Cuanto tiempo ha de transcurrir para que se encuentren de nuevo? Explica como lo
has hecho’-,
mas de un tercio de los alumnos (137) no contestan; 15 estudiantes (4 %) contestan
erréneamente mediante la obtencién del maximo comun divisor. De los alumnos que
contestan correctamente, 64 (17,3 %) obtienen el minimo comun miltiplo mediante el
procedimiento de descomposicion en factores primos y 56 alumnos (15,1 %) utilizan la

serie de multiplos comunes.

La aplicacion de la idea de “divisores comunes™ en situaciones reales, vinculada a la
capacidad de modelizar situaciones reales por parte de los estudiantes, a través de la
idea de maximo comun divisor, correspondiente a los items de la cuestion 8
~ “a) Se dispone de dos cuerdas de 12 m y 18 m de longitud, y se quieren obtener trozos
iguales de la mayor longitud posible, de forma que su medida sea un niimero entero.
¢ Cudl tiene que ser la longitud de cada trozo? Explica cémo has obtenido el resultado.
b) Tenemos tres cuerdas que miden 1980 cm, 990 cm y 756 em, y queremos cortarlas en
trozos de igual Iongitud. ;Cudl serd la mayor Iongitud en que podemos cortarlas, de
Jforma que no sobre cuerda?;Cudntos trozos se han conseguido? Explica c¢omo has

obtenido el resultado.” —
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ha sido clasificada en distintas categorifas en funcidn de los cursos. El item 8a aparece
en la categoria de “Dificil” en 1° y 4° de ESO, y de “Dificultad Media” en 1° de
Bachillerato. El grado de dificultad de este {tem es menor que el de los ftems 8b1 y 8b2
que han sido clasificados como “Muy Dificil” en 1°y 4° de ESO y “Dificil” y “Muy
Dificil”, en 1° de Bachillerato, respectivamente. Esta diferencia posiblemente se
encuentre en el tamafio de los mimeros del item 8b2 lo que dificulta la operatividad con
los mismos, y en la necesidad de generalizacion de la idea de maximo comun divisor a
tres numeros del {tem 8b2. Un total de 134 alumnos (36,1%) utilizan el procedimiento
de obtencion del maximo comun divisor mediante la descomposicion en factores
primos, 17 alumnos (4, 6%) los resuelven por las series de divisores comunes y, por

ultimo, un total de 82 no contestan a la cuestion.

Globalmente considerados, los resultados del analisis psicométrico indican que los
items que aparecen psicométricamente como “Faciles” o “Muy Faciles” son los que
permiten la operatividad, bien para que los alumnos obtengan la representacion decimal
de los numeros, o bien para que efectien las operaciones de dividir o de multiplicar para

establecer si un nimero es multiplo o divisor de otro.

Por otra parte los items clasificados como “Dificiles” o “Muy Dificiles™ requieren
la aplicacion de las nociones de divisibilidad en situaciones contextuales, la
determinacion de la equivalencia entre factor y divisor, o bien la coordinacion de
criterios de divisibilidad, interviniendo el modo de representacion decimal o la
descomposicion en factores primos como indicador de la comprension de los distintos

elementos matematicos que configuran el esquema de Divisibilidad en N.

2. indice de Fiabilidad.

La consistencia interna del cuestionario presentado en la investigacion es alta. Los
resuitados en 1° de ESO ofrecen un coeficiente Alpha de 0,8788, lo que indica que el
cuestionario es bueno en este nivel. Si eliminamos cualquier item del cuestionario, el
indice Alpha seria superior a 0,87, en todos los casos. Por el contrario, en 4° de ESO el
coeficiente Alpha es 0,8386, algo inferior al de 1° de ESO. En funcién de los resultados
estadisticos obtenidos, si se eliminase cualquiera de los items se tendria un coeficiente

que superaria en casi todos los casos a 0,83. En el caso de 1° de Bachillerato, se obtiene
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un indice Alpha de 0,8875, superior a de 1° y 4° de ESO. En este nivel, si eliminamos

cualquier item se superaria el valor 0,88 pero sin llegar a 0,90.

3. Generalizabilidad.

Segiin los coeficientes de generalizabilidad' obtenidos en cada curso y en la muestra

global (Tabla 4.5) podemos concluir que:

e Los resultados se podrian generalizar si se aplicara una prueba a los mismos
alumnos con igual niimero de items en el que se modificara el enunciado, ya que
el coeficiente de generalizabilidad respecto a otros items, en cada uno de los
cursos y en la muestra global, es superior a 0,8385.

e Existe una probabilidad alta de generalizar los resultados obtenidos si se pasa la
misma prueba a otros alumnos, ya que el coeficiente de generalizabilidad

respecto a otros alumnos, en cada uno de los cursos y en la muestra global, es

superior a 0,9635.
1°* ESO 4° ESO 1° Bachillerato Muestra Global
CURSO N =120 alumnos | N =137 alumnos | N =114 alumnos | N =371 alumnos
40 items 40 items 40 items 40 items
Generalizabilidad
respecto a otros 0,8738 0,8386 0,8875 0,8767
items
Generalizabilidad
respecto a otros 0,9658 0,9679 0,9636 0,9879
alumnos

Tabla 4.5. Coeficientes de Generalizabilidad

4. Validez del Constructo.

El analisis factorial tiene como objetivo encontrar el nimero minimo de factores que
pueda explicar el maximo de informacién contenida en los datos (Alvaro, 1993; Muiiz,
2001). Este analisis nos ha permitido analizar la validez del constructo, es decir, analizar
la coincidencia entre las hipotesis tedricas- la comprension de la divisibilidad en N por
parte de la poblacion objeto de estudio estd vinculada a unos determinados elementos

matemdticos, a la relacion existente entre los mismos y los modos de representacion- 'y

L Bl coeficiente de generalizabilidad queda definido como cociente entre la varianza de las

verdaderas puntuaciones de la prueba y de la varianza observada (varianza verdadera mas varianza debida

2

o)
al error): G = S
o, +0o,
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los resultados obtenidos en la prueba. Los resultados de la prueba de esfericidad de
Bartlett® nos indican que la medida de adecuacion muestral de Kaiser-Meyer-Olkin® eg
igual a 0,738 en 1° de ESO, 0,732 en 4° de ESO y 0,727 en 1° de Bachillerato. Presenta
una Chi-cuadrado aproximado de 3833,948, de 3061,927 y de 8525,742 en cada uno de
los cursos, con 780 grados de libertad y una significacién, p < 0,001, resultados que
superan los criterios de significacion estadistica y, en consecuencia, es oportuno utilizar

esta técnica.

El método de analisis factorial empleado es el de las componentes principales, que
se ha aplicado a cada curso y a la muestra global, cuyos resultados aparecen
explicitados en el Anexo III. Los factores resultantes son 12 en 1°y 4°de ESO y 11 en
1° de Bachillerato. Estos factores explican el 73.4 % de la varianza en 1° de ESO y 1°
de Bachillerato. Mientras en 4° de ESO los 12 factores explican el 75,8 % de la

varianza.

Para facilitar la interpretacion de los factores retenidos se han rotado los ejes por el
método Varimax, obteniéndose en cada curso la matriz de componentes rotados
formada por 11 factores. En la Tabla 4.6 presentamos los resultados de los items que
saturan los distintos factores, los intervalos a los que pertenecen sus pesos especificos y

el nombre, que a nuestro juicio los caracteriza.

Los resultados del analisis factorial en cada uno de los cursos y en la muestra global
ponen de manifiesto que existe un alto grado de coincidencia de los items que

componen los cinco primeros factores, que son practicamente idénticos. En 1° de ESO,

? La prueba de esfericidad de Bartlett se usa para contrastar la hipétesis nula que dice que las variables no
estan correlacionadas en la poblacion a la que pertenece la muestra. Comprueba si la matriz de
correlaciones es una matriz identidad y que los coeficientes observados no son 0 por azar. Se rechaza la
hipétesis nula si la fiabilidad es menor que 0,05, y se puede hacer el analisis factorial porque las variables

de la poblacion estan correlacionadas y no son independientes.

3 La adecuacién muestral de Kaiser-Meyer-Olkin indica lo apropiado de aplicar el andlisis factorial, pues
contrasta si las correlaciones parciales entre las variables son suficientemente pequefias. El estadistico

KMO varia entre 0 y 1y los valores mayores que 0,5 indican que es apropiado utilizar el analisis factorial.
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en 4° de ESO y en la muestra global coinciden en el orden fos cinco primeros, mientras
que en 1° de Bachillerato permutan el primer y el segundo factor respecto a los
anteriores, coincidiendo el tercero, el cuarto y el quinto factor. El resto de factores
muestran un elevado grado de coincidencia en los items que los componen y en el orden

gque ocupan.

Podemos observar en la Tabla 4.6 que el andlisis factorial realizado en la prueba,
considerando la muestra global, presenta un alto grado de coincidencia en la agrupacion
de items con el andlisis factorial realizado a la prueba piloto. Cabe resefiar que respecto
al cuestionario piloto también existe elevado grado de coincidencia en los cinco
primeros factores, permutando en el orden los factores primero y segundo, y los factores
cuatto y quinto, coincidiendo el tercer factor. La composicion de los factores en la
prucba piloto y en la prueba tiene una composicion idéntica en los componentes

principales.

Los resultados obtenidos en el andlisis factorial ponen de manifiesto que el elemento
matematico que muestra una mayor influencia en la determinacion de los principales
factores en todos los cursos estudiados es la acepcion “Q es divisible por P”. Ademas, el
modo de representacion factorial es un indicador fundamental para la determinacion de
los principales factores explicativos del esquema de Divisibilidad. De esta forma los dos
principales factores se refieren a la comprension de la relacion de ser divisible cuando

uno de los niimeros aparece expresado mediante su representacion factorial.

El analisis psicométrico del cuestionario de la prueba nos ha permitido observar un
nivel decreciente del coeficiente de dificultad en las respuestas ofrecidas por los
alumnos en los diferentes cursos, siendo 1° de Bachillerato el curso donde se obtiene
mejores resultados. Considerando la muestra global, la prueba obtiene la catalogacion
de aceptable. El cuestionario tiene una consistencia interna alta en todos los cursos y en
la muestra global. Los coeficientes de generalizabilidad también han alcanzado valores

muy altos.
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El cuestionario, segin los valores de la consistencia interna y los coeficientes de
generalizabilidad, es bueno y se puede generalizar a otros alumnos. Por otra parte, el
analisis factorial muestra que son cinco los factores que explican la mayor parte de la
varianza de los resultados del cuestionario, resultando practicamente coincidentes en

todos los cursos y en 1a muestra global.

Los resultados obtenidos en el estudio psicométrico de la prueba indican que la
comprension que manifiestan los estudiantes de los conceptos de divisibilidad en N
requiere €l uso operativo de las relaciones entre los numeros, recurriendo a la
representacion decimal de los mismos. Los estudiantes que hacen uso del modo de
representacion factorial de los numeros revelan una mejor comprension de los
elementos de divisibilidad y pueden establecer un mayor niimero de relaciones entre los
elementos matematicos que constituyen el esquema de Divisibilidad. El elemento
matemdatico “Q es divisible por P constituye uno de los principales indicadores para
determinar el indice de dificultad de los diferentes items y para construir los principales

pilares sobre el esquema de Divisibilidad.

4.2. Analisis cualitativo

En esta seccién en primer lugar caracterizaremos las formas de conocer los
elementos matematicos. En segundo lugar estableceremos las caracteristicas de los
niveles de desarrollo del esquema. Terminamos la seccion determinando la tematizacion

del esquema de Divisibilidad.

4.2.1. Caracteristicas de las formas de conocer de los elementos matematicos.

Los alumnos de 1° de Educacion Secundaria Obligatoria (ESO) han trabajado en el
curso anterior y en las semanas previas a la realizacion del cuestionario los elementos
matematicos multiplo, divisor, ser divisible, maximo comin divisor y minimo comun
multiplo, con unumeros presentados mediante representacion decimal y con
representacion factorial con exponentes pequefios. Por ello manifiestan limitaciones en
el uso de los elementos matematicos en los items 4c y 4d que exigen usar nimeros
expresados mediante representaciones factoriales donde los exponentes de los factores

son nimeros cualesquiera.
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Los alumnos que cursan 4° de Ensefianza Secundaria Obligatoria han tenidg
contacto con los contenidos de divisibilidad en los dos cursos del primer ciclo. En 3° y
4° de ESO ya no se especifican los contenidos de divisibilidad, aunque suponen ung

herramienta complementaria en el tratamiento de diferentes temas.

Los alumnos de 1° de Bachillerato que han participado en la investigacion proceden
de las opciones de Matemdticas de Bachillerato Cientifico (Matematicas 1) y del
Bachillerato Humanistico y de Ciencias Sociales (Matematicas aplicadas a las Ciencias
Sociales 1). Tienen 17 afios y cursaron especificamente los tdpicos de divisibilidad en el

conjunto de los numeros naturales en los dos primeros cursos de ESO (12-13 afios).

4.2.1.1. Forma de conocer Accion.

Conocer como accion los elementos “multiplo”, “divisor” y “ser divisible” se
caracteriza por que los estudiantes manifiestan una tendencia operativa de las
definiciones de multiplo y divisor (Q es multiplode P < i ke N/Q=kxP oPes
divisor de Q < 3 ke N/Q :P =k o Q :k=DP) necesitando tener los numeros
representados en su forma decimal para realizar la operacion de multiplicar o dividir.
Los estudiantes piensan principalmente en el procedimiento y, en ocasiones, confunden
la idea de multiplo con la idea de divisor. Observamos que cuando se conoce como
accion los alumnos pueden mostrar dificultades en la definicion de las ideas de maltiplo

o de divisor, aunque si obtienen multiplos o divisores de niimeros concretos.

Una evidencia de este hecho la encontramos en la entrevista realizada a Fina (C19-
E4). La alumna muestra dificultades en dar la definicién- del elemento mdltiplo (en

general), si bien es capaz de utilizarla a partir de nimeros concretos:

E: (Qué es un multiplo de un niimero?, ;y un divisor de un niimero?
Fina: Mmm, ahora me cuesta explicarlo. S¢é lo que es pero ...

E: Dé un multiplo de 20.

Fina: 40, porque 20 por 2 son 40.
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Conocer como accion las ideas de multiplo y divisor esta asociado a realizar las

operaciones de multiplicar o dividir respectivamente. Por ejemplo, Alicia (C14-E1),

responde en el cuestionario del siguiente modo:

R A

g o1 2E i
‘i;%;««‘uw
o

(C14-E1, cuestion 1, item 1a)

Alicia menciona en la entrevista las operaciones de multiplicar y dividir, y ademas

comprueba que un ndmero es divisor de otro utilizando la operacion de multiplicar,

como se muestra en el siguiente protocolo:

E'.
Alicia:

E:

Alicia:

(Oné es un multiplo de un mimero?

Es un numero que se obtiene multiplicando otro. Por ejemplo un
multiplo de 10 es 20, porque 10 por 2 es 20.

(Qué es un divisor de un niimero?

Es un miimero por el que se divide otro. Por ejemplo un divisor de 30 es

15, porque 15 por 2 es 30.

Cuando la idea de multiplo o de divisor se vincula a la operacion de dividir obliga a

los alumnos a realizar traslaciones entre las representaciones decimales y factoriales de

los nimeros. Este comportamiento pone de manifiesto que la representacion del niimero

como producto de factores primos no tiene un caracter operativo para los alumnos que

conocen las ideas de multiplo o divisor como accion. Por ejemplo, Marta (C7-E1) para

contestar a los items de la tarea 9

-“Sabiendo que: 1001 = 7 x 11 x 13 y 91 =7 x 13, ;son correctas las siguientes
afirmaciones? a) 91 no es divisor de 1001, b) 77 es divisor de 1001, ¢) 2002 no es

multiplo de 13. Justifica la respuesta™-

trabaja con la representacion decimal de los niimeros tanto ¢n el cuestionario como en la

entrevista.

185

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat dAlacant. 2006.



Anélisis de la comprensién de divisibilidad en el conjunto de los numeros naturales. Samuel David Bodi Pascual.

Capitulo 4. Resultados Samuel David Bodi Pascual

Marta: (Divide) St es divisible, el resultado da 13.
E: ¢ Y 91 es divisor de 10017
Marta: Mmm, (divide) si es. Da 11, el resultado de la division es un nimero

entero.

Marta realiza la division de 1001 entre 91 6 entre 77 para establecer la divisibilidad
entre los numeros. No vincula la idea de divisor a la representacion como producto de

factores primos del numero, y asi lo manifiesta en la entrevista:

E: ¢ Podia contestario sin dividir?
Marta: Mmm, pues no lo sé, es que ..., tengo que dividirio, es que de cdlculo

mental ...

De idéntico modo procede Marta para contestar a la pregunta de si 2002 es multiplo
de 13, realizando la operacion de dividir de 2002 entre 13, tanto en el cuestionario como

en la entrevista:

E: 2002 es mudtiplo de 13?7

Marta: (Divide) ST.

E: ¢ Y sin dividir, podia contestar?

Marta: Tengo que calcularlo, aunque sea mentalmente, pues simplemente

observando no veo cémo resolverlo.

Para resolver estos ftems, los alumnos que conocen como accion las ideas de
multiplo y de divisor tienen que recurrir a la representacion decimal de los niimeros para
dividir y comprobar si el resultado es exacto, sin utilizar la descomposicion en factores

primos.
La expresion “Q es divisible por P” es una acepcion lingiiistica que esta vinculada a
“Q es miltiplo de P y a “P divide a Q”. De esta manera, conocer como accion esta

acepcidn estd ligada a las relaciones que se pueden establecer entre “ser miltiplo de” y

“dividir a”, que segun hemos visto en las ideas de miltiplo y divisor estin asociadas a la
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necesidad de tener los nimeros representados en su forma decimal para poder dividir o

multiplicar y establecer esta relacion entre los nimeros.

Podemos encontrar evidencias de este hecho en la resolucion de los items 4a 'y 4b
~“Consideremos el mimero: M = 3 x 5 x 7. a) ;M es divisible por 7? Explica tu
respuesta. b) ;M es divisible por 57 ;Por 2?7 ;Por 97 ;Por 117 ;Por 152 Explica tu
respuesta’-.

Por ejemplo, Gisela (C16-E1) no ha desarrollado la idea de “ser divisible” vinculada a
la representacion factorial ya que recurre a la representacion decimal del niimero M
(4725) para dividir y comprobar posteriormente si la division es exacta con el objetivo

de establecer si M es divisible o no por cada uno de los numeros:

E: JEl mimero M = 3 x 5°x7 esdivisible por 7?
Gisela: Tengo que obtener el numero M.

E: Sin obtener el valor de M, ;podria contestar?
Gisela: No. (Opera y divide) ST que es divisible por 7.
E: ¢ M es divisible por 57

Gisela: Creo que no.

E: (Recuerda la regla de divisibilidad por 5?7

Gisela: No. (Operay divide) Si es divisible por 5.

Por otra parte, el significado de la idea “Q es divisible por P” también esta vinculado
a la comprension que los estudiantes tienen de los criterios de divisibilidad (Q es
divisible por 2 cuando su dltima cifra es un nimero par, Q es divisible por 3 cuando la
suma de sus cifras es multiplo de 3 6 Q es divisible por 5 cuando su ultima cifra es 0 ¢
5). Por esta raz6n la manera en que los alumnos manejan los criterios de divisibilidad
nos proporciona informacion sobre su conceptualizacion de las acepciones de “multiplo
de” y “divide a” (divisor). Por ejemplo, Teresa (C10-E1) responde a los items 3a y 3b
- “Indica, justificando tu respuesta, el valor de b para que el mimero 2b45 sea divisible:
a) por 2, b) por 37-

realizando pruebas de ensayo y observando si la division es exacta:

E: Dé un valor de b para que 2b45 sea divisible por 2.

Teresa: Mmm, ir dividiendo 2145, 2245, 2345, y a ver cudl puede ser. Pero
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Jtiene que ser divisible por 2?
E: ST
Teresa: ¢Todo el numero?
E: Si.

Teresa: (Divide 2145, 2245,..) No sale con estos.

La manera de actuar de Teresa muestra la necesidad que tiene de realizar la
operacion de dividir para determinar si un nimero es divisible por otro. El hecho de ir
probando sucesivos valores de b para poder “construir” el numero y realizar la division,
pone de manifiesto que la idea de “Q es divisible por P” estd vinculada a la operacién de

dividir mediante la relacion “P divide a Q”:

E: ¢Recuerda el criterio de divisibilidad por 37

Teresa: Ir sumando 3y 3, y ast, multiplicar por 3.

E: ¢ Puede ser 2b45 divisible por 37

Teresa: (Divide 2345 entre 3) No es. Tiene que ser impar. (Divide entre 3 otros
numeros que va probando.: 2545, 2645) No es ninguno de ellos. A ver,

ahora, 2145 es divisible por 3.

Teresa necesita realizar la divisién por 3 y comprobar si el resultado es exacto para

determinar si el niimero es divisible por 3.

Los alumnos que conocen como accion la idea “Q es divisible por P” pueden
inventarse criterios de divisibilidad o realizar adaptaciones no correctas de los criterios.
Este hecho se evidencia en el protocolo anterior de Teresa cuando contesta si el nimero
2b45 puede ser divisible por 3 indicando que “fiene que ser impar” en referencia a que 3
también es un nimero impar, adaptando incorrectamente del criterio de divisibilidad por
2 (paridad). Otra muestra la podemos apreciar en el protocolo de Carola (C13-E4) que

aplica un falso criterio de divisibilidad para 2, similar al criterio de divisibilidad por 3:

E: Dé un valor de b para que 2b45 sea divisible por 2
Carola: Mmm, ;2 puede ser? A ver, 2245 entre 2 no da exacto.
E: (Qué estd pensando?

Carola: Siempre hago lo mismo, sumo los niimeros y tiene que dar un
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E:

numero divisible por 2, asi suman 11, ah, no tiene que ser 2145, a
ver (divide), no da tampoco. Mmm ...

Dé un valor de b para gue 2b45 sea divisible por 3.

Carola: 4, 2445, sumando las cifras es multiplo de 3.

Sin embargo, aunque puede haber ocasiones en que los estudiantes recuerden

algunos criterios de divisibilidad (posiblemente porque los hayan memorizado) tienen

dificultades para coordinar estas relaciones, y suelen recwrir a la realizacion de la

operacién de dividir para tomar una decision. Por ejemplo, Sonia (C11-E4) cuando

responde a los items de la cuestion 4b

~“Consideremos el nimero: M =3’ x 5° x 7. b) ;M es divisible por 52 ;Por 2? ;Por 9?

JPor 117 ;Por 157 Explica tu respuesta”-,

aplica correctamente los criterios de divisibilidad despuds de obtener la representacién

decimal del namero, como se pone de manifiesto en el siguiente protocolo de la

entrevista:

Sonia:

Sonia:

Sonia:

Sonia:

Sonia:

(M es divisible por 57

Si, porque acaba en 5 y hay una regla que dice que todo mimero que
acaba en 0 0 en 5 es divisible por 5.

(M es divisible por 2?

No, porque no acaba ni en 0 ni en cifra par.

¢ M es divisible por 9?

Si, porque cveo que al sumarlas..., no eso es la regla para el 3.

Qué sumas sus cifras?

18.

¢ Entonces?

De 3 si que serta, y de 9 no lo sé. (Divide) Ah, st que es.

Sonia ha obtenido la representacion decimal de M y ha aplicado correctamente los

criterios de divisibilidad por 2, por 3 y por 5. Sin embargo, recurre a la operacion de

dividir para comprobar si M es divisible por 9 por desconocer este criterio de

divisibilidad.
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Otra de las caracteristicas de la forma de conocer accion el elemento “Q es divisible
por P” es la dificultad que tienen los estudiantes para coordinar algunas propiedadeg
como “Si d es divisor de ay b = d es divisor de a = b” para establecer la divisibilidag
entre nlimeros con representacion factorial. Por ejemplo, Josep (C6-B1) para resolver e}
item 10d
- “Indica razonadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas,
Justificando tu respuesta. d) El mimero K = 2°x3x5x 11 + 3 es divisible por 6”-,
en el cuestionario obtiene la representaciéon decimal de K (663) y contesta que “K rno es
divisible porque la operacion (division de 663 entre 6) no da exacto”. En la entrevista

contesta del siguiente modo:

E: JEs K multiplo de 3?

Josep. Creo que si, mm,..., el mas 3, 3 mas 3 son 6y 6 es multiplo de 3.
E: ¢St quitamos + 3, es multiplo de 37

Josep: St sinel + 3 st

E: (K es multiplo de 6?

Josep: No, porque no acaba en ntimero par.

Josep ha utilizado la representacion decimal del nimero K (663) y aplica un falso
criterio similar al criterio de divisibilidad por 3. En este tipo de comportamientos los
alumnos recurren a la representacion decimal del numero para discutir la divisibilidad o

indivisibilidad del namero.

Algunos alumnos que conocen como accion el elemento “ser divisible” también
pueden hacer uso de la representacion factorial de manera operativa. Por ejemplo, Lucas
(C14-E4) al estudiar la divisibilidad de M = 3* x 5*x 7 por 7 en los items de la cuestion
4, justifica que es divisible por 7 puesto que “si M lo ha multiplicado por 7, es divisible
por 7”. Ve la descomposicion en factores primos de manera “operativa”. Transmite la
idea de que si M sale de multiplicar por 7 entonces el 7 debe dividir a M, aunque
previamente ha necesitado la representacion decimal de M (4725) como se pone de

manifiesto en el siguiente protocolo:

E: (Elnimero M = 3 x 5% x 7 es divisible por 77

Lucas: A ver 27 por 25, ..., (opera) 4725 entre 7 no .
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E: Compruébelo entonces.

Lucas: (Divide} St es. Claro, si lo ha muitipiicado por 7, es divisible por 7.

No obstante, para discutir la divisibilidad por 2, y por 11, factores que no aparecen
en la representacion factorial, vuelve a utilizar la representacion decimal de M y a

realizar la division comprobando posteriormente el resultado:

E: ¢M es divisible por 27

Lucas: No, porque ... (divide mentalmente) no da exacto.

E: ¢ M es divisible por 117

Lucas: Mmm, pues ... no, porque ..., no sé qué regla correspondia para la
tabla del 11.

E: Compruébelo.

Lucas: (Divide) No es divisible por 11.

Lucas para responder si M es divisible por 2, o por 11, recurre a la representacion
decimal de M, efectia la division y comprueba si el resultado es exacto. Al no usar la
idea de que el 2 (el 11) no esta en la descomposicion en factores primos del niimero M
para determinar la divisibilidad Lucas necesita realizar la operacion de dividir para

comprobarlo.

Los elementos matematicos “multiplo”, “divisor” y “ser divisible” de un numero
natural son conocidos en 1° de ESO y 4° de ESO principalmente como accién. La
mayoria de los alumnos que conoce como accidn ¢l elemento multiplo conoce como

accién el elemento divisor.

Conocer el minimo comun multiplo o el maximo comun divisor como accion
implica que los alumnos vinculan estos elementos con algun procedimiento/algoritmo
de obtencion y manifiestan dificultades en interpretarlo o usarlo en contextos reales. Un
ejemplo caracteristico de la forma de conocer accidn del minimo comun mdltiplo la
constituye Raul (C20-E1). En el cuestionario, a la pregunta: ;Qué es el m.cm (a,b)?
responde que el minimo comin multiplo de dos nimeros es “cuando dos numeros
coincidan” sin especificar con mayor detalle su respuesta. No obstante, parece asociar la

definicién de minimo comun multiplo con el procedimiento de buscar series de
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multiplos de ambos nimeros y tomar el primero que es comun a ambos (coinciden
ambas series) como pone de manifiesto en el cuestionario al calcular el minimo comuy

multiplo de 30 y 50 por este procedimiento.

En la entrevista Raul vuelve a hacer uso de este procedimiento de obtencién de]
minimo comun multiplo de dos niimeros a partir de las series de multiplos de ambos

nameros:

E: (Qué es el minimo comun multiplo de dos nimeros?

Raul: ;Qué?,.., pone los dos ntimeros y al lado pone m.c.m y...

E: Ponga el ejemplo con 12y 15.

Raul: Pone 15 y suma 15 mds, son 30, y luego 43, y seguiria 60y 75, y luego

el del 12, a ver si alguno coincide, 12, 24, 36, 48, 60. Ya estd, es 60.

Radl estd vinculando la definicién de minimo comun multiplo con un procedimiento
de obtencion aprendido en la instruccion escolar, pero no sabe definir el minimo comun

multiplo.

De igual modo, un ejemplo de forma de conocer accion del elemento maximo
comun divisor lo constituye Sonia (C11-E4), quien en el cuestionario dice que “m.c.d de
dos niumeros es: comunes elevados al menor exponente”. Vincula la definicién de
maximo comun divisor al algoritmo de la descomposicion factorial. De idéntico modo

actiia en la entrevista:

E: ;Qué es el maximo comun divisor de dos niimeros?
Sonia: Comunes elevados al menor exponente.
E: Pero le pedia la definicion.

Sonia: Bueno, pues eso es lo que pienso yo.

Los estudiantes que conocen como accion el minimo comun multiplo o el maximo
comun divisor s6lo son capaces de utilizar correctamente, a lo sumo, uno de los
diferentes procedimientos (descomposicion factorial, series de maultiplos,...) de

obtencion del elemento minimo comun multiplo o del maximo comun divisor. Carola
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(C13-E4) obtiene en el cuestionario escrito el minimo comin muliiplo de 30 y 50
-item7d- mediante la descomposicion factorial de los nimeros. Cuando en la entrevista
se le solicita la obtencion del m.c.m (30,50) por un método alternativo contesta que no

sabe obtenerlo:

E: (Qué es el minimo comimn mudtiplo de dos nitmeros?
Carola: Comunes y no comunes al mayor, .., no, al menor exponente.
E: Le pedia la definicion, no el procedimiento.

Carola: Mmm, no sabria decirle.

E: Obtenga el minimo comun multipio de 30 y 50.

Carola: (Observa la descomposicion factorial de 30y 50) Es 150.

E: ¢ Podria obtenerlo de otro modo?

Carola: No.

Otra de las caracteristicas de conocer como accion los elementos minimo comun
multiplo 0 maximo comun divisor de dos nimeros es la dificultad que tienen los
alumnos en aplicar estos elementos en situaciones de contexto real. Por ejemplo, Carola
(C13-E4) no resuelve en el cuestionario el item 6
- “Una madre y una hija son guias turisticas. La madre vuelve a casa cada 15 dias y la
hija cada 12 dias. El 6 de diciembre (Dia de la Constitucion) coinciden las dos en casa.
(Cudnto tiempo ha de transcurrir para que se encuentren de nuevo? Explica como lo
has hecho”- .

Sin embargo, aunque en la entrevista responde correctamente que la madre y la hija se
encontraran a los 60 dias, parece actuar de forma mecanica al usar el procedimiento de

descomposicion factorial y no es capaz de justificarlo:

E: (Tiene que obtener un multiplo o un divisor?

Carola: Un multiplo, porque hay que multiplicar 12 y 15. A ver, (realiza la
descomposicion factorial de 12y de 15 y obtiene el m.c.m.) Es 60 dias.

E: (Podran encontrarse con anterioridad a los 60 dias?

Carola: Mmm, no lo sé, dividiré 60 entre 15y 60 entre 12. Son 4y 5. No pueden

encontrarse con anterioridad porque, porque ...
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Otra evidencia de las dificultades que supone aplicar el elemento maximo comyy
divisor en situaciones contextuales la encontramos en las respuestas de Gisela (C16-E1)
a los items 8a, 8bl y 8b2. Gisela suma las longitudes dadas y mediante pruebas de
ensayo y etror busca un divisor de manera incoherente, dado que lo que hace es dividir

por 10 o por 100 sin justificar el por qué de esas divisiones:

Crestion n° 8 o Calenladory
i3t SN

&) Sedispone de doy cuerdas de 12 moy 18 mode longitud, v se quieren obtener wozns iguales de o maver

tongited posible, de forma que su med

A sed un pimern entern, (Cudl teoe gque ser la longiud de eada

wrozo? Fxphics vdme has ehienido of resuiado,
1 ot e cblenido ede resllode acmondo 14
+ 18 M {7 Ten vy el e RS I S I e
= / a0 (‘if Y st resullace o 3 10 Lo
P Aaedds  epice [0 ¢4 el ¢ evlicde i’mi{)k
w3 Ay redt O
|
by Tene ey cuerdas que miden 1980 em , 990 e y 736 em,y queremos cortarlas en trozos de igual

tongitad. Cidl serd fa mavor longitd en que podemas cortartes, de forma que no sobre cuerda?; Cudntos

o has obtenido ¢ resuliade. .
e ehizaide {»ﬁg ';“@_;5&,;3:{)(}.{3 »S{;zxa«(’mdﬁ
e BEEE R0 VOG0 s TBE 4, of T

e 2126 . 2026 {0 hp cibopdiclo

:M?“; .\ - g . :‘ .
f:ﬁ% \‘g:&‘«( el c£:5uﬁc¢){§ s 4308,

trivzens se han conseguide

(C16-E1, cuestién 8, items 8a, 8b1 y 8b2)

Gisela pone de manifiesto que no puede identificar la idea de maximo comin
divisor en una situacion real. En la entrevista Gisela busca divisores de 12 y 18, pero no

es capaz de dilucidar que ha de aplicar el méximo comun divisor en esta situacion:

E: ¢Cudl serd la longitud para el primer apartado?
Gisela: Mmm, hay que cortarlas por la mitad.

E: Han de ser los trozos iguales, y ast no puede ser.
Gisela: Pues una entre 3y la otra entre 2, y sale 6.

E: /6 es el maximo?

Gisela: Creo que si. 12 entre 2 son 6y 18 entre 3 son 6.

Gisela va probando diferentes posibilidades para obtener divisores de una y otra
longitud aunque no sean iguales y concluye que las cuerdas tendran que ser cortadas en

trozos de 6 m. Gisela no hace mencion al elemento maximo comun divisor. Del item 8b
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no ofrece respuesta dado que las longitudes implicadas en este caso son mayores y
resulta mas dificil encontrar un divisor comun realizando pruebas de ensayo y error.
El minimo comun multiplo y el maximo comun divisor son conocidos como forma

de conocer accion por mds de la mitad de los alumnos entrevistados en 1°y 4° de ESO.

Podemos observar que, de manera general, los alumnos que muestran forma de
conocer accion de los elementos matemdticos de divisibilidad:

(a) asocian las nociones de multiplo y divisor a las operaciones de multiplicar y dividir,

(b) utilizan parcialmente los criterios de divisibilidad sin hacer uso de la relacion
conjuncion logica para coordinarlos,

(c) la divisibilidad aparece vinculada a la representacién decimal de los numeros
naturales sin establecer las relaciones bicondicionales entre factor y divisor (P es
divisor de Q <> P es un factor de Q) o entre factor y multiplo (Q es multiplo de P
< P esun factor de Q), y

(d) asocian el minimo comun multiplo y el maximo comun divisor con los
procedimientos de obtencion, usando a lo sumo un dnico procedimiento de calculo

y teniendo dificultades en identificar la idea en contextos reales.

4.2.1.2. Forma de conocer Proceso.

Conocer como proceso los elementos “multiplo”, “divisor” y “ser divisible” viene
caracterizado porque los alumnos son capaces de establecer de manera explicita las
relaciones entre “Q es multiplo de P, “P es divisor de Q” y “Q es divisible por P”. La
diferencia con la forma de conocer accion se establece en que se conoce como proceso
cuando estas relaciones se empiezan a utilizar entre numeros con representacion
factorial y, en consecuencia, no se tiene que recurrir a la realizacion de las operaciones

de muitiplicar o dividir.

En este caso una caracteristica de conocer como proceso estas acepciones y sus
relaciones se pone de manifiesto cuando se identifica un factor de la descomposicion en
factores primos de un niimero como un divisor del niimero, y al mismo tiempo se ve ese
nimero como un multiplo del factor. Este hecho queda reflejado en la manera en que
Elsa (C3-E1) responde al ftem 2
- “Los multiplos de un niimero comprendidos entre 460y 560 son: 464, 493, 522y 551.

¢ De qué miimero se trata? Explica tu respuesta”-.
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Elsa aunque no responde en el cuestionario, en la entrevista empieza a establecer que el

numero buscado ha de ser divisor comun de los niimeros de la serie:

E: ¢ Puede explicar por qué no la respondio?

Elsa: Tiene que ser divisor de todos,...mmm,...

Posteriormente, y tras las sugerencias del entrevistador, Elsa observa que los
numeros que aparecen en la descomposicion factorial son divisores de un nimero y, por

tanto, son multiplos del nimero buscado:

E: Si realiza la descomposicion factorial de los términos de la sucesion,
¢podria obtener la respuesta? ;Por qué?
Elsa: Voy a realizar la descomposicion factorial (la realiza). En todos

aparece 29, 29 es divisor de todos ellos.

La alumna después de hacer la descomposicién factorial de cada nimero (464, 493,
522y 551) contesta que el nimero buscado es 29. Vincula la idea de multiplo con los
factores de la representacion factorial al sefialar como multiplo comun al tnico factor
comun, 29, que aparece en las descomposiciones factoriales de los numeros dados. Elsa
empieza a establecer la relacion “Q es miltiplo de P < P es un factor de Q, cuando P
€S un numero primo”. Durante la entrevista pone de manifiesto que los factores primos
no se pueden descomponer mas, por lo que el 29 es el menor que cumple la condicién
de ser “divisor”. Elsa usa la descomposicion en factores primos para buscar un divisor
comiun. Una vez encontrado “un factor primo” comun en las diferentes

descomposiciones, este factor es visto como un divisor comun.

E: (Existe algiun numero mas que cumpla las condiciones del
enunciado?
Elsa:  No, porque no hay ningiin nimero mds que se repita en la

descomposicion factorial de todos.

En estos momentos, no sabemos si también hubicra identificado como multiplos
comunes de la serie de niimeros un producto de factores primos. Al indagar en la

entrevista sobre esa posibilidad Elsa sefiala que deberia aparecer ese otro nimero en la
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descomposicion factorial de la serie. Pensamos que considera que si ese otro mimero no
aparece, entonces los numeros de la serie (464, 493, 522 y 551) no son multiplos de ese
aumero. Para los nameros compuestos no estd claro si Elsa establece la equivalencia

entre factor y multiplo.

Cuando se conocen como proceso las ideas de “multiplo”, “divisor” y “ser divisible”
las relaciones entre ellos (Q es divisible por P, P divide a Q, P es divisor de Q) se
establecen entre factores del nimero y el propio nimero. Los alumnos que conocen
como proceso estas ideas tienen dificultades en generalizarlas entre niimeros

cualesquiera que estdn expresados como descomposicion en factores primos.

Sin embargo, en algunos casos cuando las relaciones de divisibilidad se conocen
como proceso los estudiantes empiezan a identificar multiplo y divisor cuando el divisor
esta formado como producto de varios factores primos. Por ejemplo, Vicente (C12-E1)
conoce la idea de divisor como proceso, y en su respuesta a los items 9a 'y 9b
- “Sabiendo que: 1001 =7 x 11 x [3 y 91 =7 x 13, ;son correctas las siguientes
afirmaciones? a) 91 no es divisor de 1001. b) 77 es divisor de 1001,
establece que 91 =7 x 13 es un divisor de 1001 =7 x 11 x 13 haciendo inicialmente la
division, si bien posteriortmente reconoce que al estar 7 y 13 en la descomposicion de

1001 es suficiente justificacion, como se puede ver en el siguiente protocolo:

E: Observe el enunciado, jes 91 divisor de 1001?
Vicente: (Divide) Si, porque es exacta.

E: ¢Sin dividir puede contestar?

Vicente: Si, porque 7 por 13 es 91.

E: ¢Y 77 es divisor de 1001?

Vicente: 57, por lo mismo.

Aunque en un principio Vicente recurre a la operacion de dividir, el hecho de
reconocer que 91 es divisor de 1001 porque 7 x 13 =91, y los factores 7y 13 estdnen la
descomposicion de 1001, hace que consideremos que Vicente conoce la idea de “ser
divisor® como proceso cuando los numeros estdn expresados mediante su

representacion factorial. Sin embargo, Vicente para responder al item 2
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- “Los multiplos de un niimero comprendidos entre 460 y 560 son: 464, 493, 522 551
De qué niimero se trata? Explica tu respuesta.”-
realiza la descomposicion factorial de cada uno de los nimeros y no identifica a 29,

factor comun de todos ellos, como divisor:

E: (Podria utilizar otro método?
Vicente: No.
E: Si realiza la descomposicion factorial de los términos de la

sucesion, ;podria obtener la respuesta?
Vicente: Es descomponer en factores (vealiza la descomposicion factorial).
E: ;Qué observa?

Vicente: Mmm, estdn descompuestos esos ntmeros,...., no sabria decirle.

El comportamiento de Vicente en la respuesta a este item nos hace pensar que no da
la respuesta correcta porque se estd hablando de multiplos de un nimero y tiene
dificultades para ver que si un numero es factor de otro nimero, este numero es

multiplo suyo.

La dificultad que se tiene en considerar un nitmero como maltiplo de otro niimero
cuando ambos estan representados mediante el producto de sus factores primos, es una

caracteristica de la forma de conocer como proceso la idea de maltiplo.

Esta dificultad se pone de manifiesto cuando, por ejemplo, Elsa (C3-E1) para
responder al item 4¢
- “Consideremos el nimero: M =3 x 5°x 7, ;3" x 5x 77 es un miultiplo de M? Explica
tu respuesta’-.
obtiene la representacion decimal de los dos numeros y posteriormente comprueba si la

division es exacta.

< \
)b AR

c) 2,3“ X5x% 73‘)65 un multiplo de M? Explica tu respuesta
No porie de  vestomsae ecacto
A3FAALS - 15725 = 7%.2

(C3-E1, cuestion 4, item 4¢)
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En la entrevista procede de idéntico modo. En un principio parece observar los
factores primos de ambos niimeros puesto que indica “si serd porqgue...”. Sin embargo,
Elsa necesita comprobar su indicacion, y para ello divide ambos numeros expresados

mediante su representacion decimal y comprueba si el resultado es exacto:

E: &34 x 5 x 7° es un milltiplo de M?

Elsa: Si serd, porque..., (divide), ah no es.

E: 03" x 5% x 72 x 13" es un miiltiplo de M?

Elsa: (Opera y divide) Pero aparece un exponente, no es.

La forma de proceder de Elsa pone de manifiesto que tiene dificultades en
determinar si un namero es multiplo de otro si ambos se estan expresados en su
representacion factorial. Tiene que recurrir a la representacion decimal de ambos y a la

operacion de dividir para determinar si los dos niimeros son o no multiplos.

Este es un comportamiento tipico de los estudiantes que conocen como proceso las
ideas de “ser multiplo de”, “ser divisor de”, “divide a”, “ser divisible por”. Esta
dificultad en manejar las ideas de divisibilidad cuando los alumnos las conocen como
proceso también se manifiesta en el proceso inverso. Es decir, cuando tienen una serie
de multiplos de un niimero y hay que determinar dicho ntimero. El comportamiento de
Elena (C1-B1) en la resolucion de la tarea 2
- “Los multiplos de un niimero comprendidos entre 460y 560 son: 464, 493, 522 y 551.
¢ De qué nimero se trata? Explica tu respuesta.”-
es una clara evidencia de esta caracteristica. Elena puede determinar multiplos de sus
factores primos, pero manifiesta dificultades si los factores son compuestos. Identifica
los cuatro niimeros proporcionados con la idea de multiplos comunes de un determinado
numero. A continuacion, obtiene la representacion factorial de cada ntiimero y luego

compara dichas descomposiciones para encontrar factores comunes.
Esta forma de actuar parece indicar que Elena es capaz de aplicar la nocién de

multiplo entre nimeros con la representacion factorial. Sin embargo, al descomponer el

493, dice que es primo, lo que parece indicar que ha probado a hacer la descomposicion
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solo con algunos primos “pequefios™ y no ha llegado al 17 (493 = 17 x 29). Igual parg ¢
551 ya que no llega a 551 = 19 x 29. Parece no conocer la idea de que, en |y

descomposicion en factores primos, hay que probar hasta que P*> Q.

Posteriormente, en la entrevista corrige las descomposiciones en factores primog ¢
identifica el 29 como “el wunico factor comun a las cuatro descomposiciones”, poniendg
de manifiesto que los factores primos no se pueden descomponer mas, por lo que el 29
es el menor que cumple la condicion de ser “divisor”. Sin embargo, al insistirle si podria
haber un numero mayor del 29 prueba con el 29 x 2 haciendo la divisién y

comprobando que no es exacta.

E: (Quiere comprobar si solamente tienen en comun el 17

Elena: (Realiza la descomposicion factorial) No, es el 29, porque aparece en
todos.

E: ¢ Existe algim niimera mas que cumpla las condiciones del enunciado?

Elena: Mmm,.., mayor si, pero menor no.

E: Yo le preguntaba por otro distinto de 29.

Elena: No, creo que no, pero no hay mas, menor no, porque no se puede
Sfactorizar mds.

E: ;Y mayor?

Elena: Puede que si. Probaré (prueba con 29 por 2), mmm, no, la division no

sale exacta.

Lo que puede estar indicando este comportamiento es que la concepcion de multiplo
vinculada a la representacion factorial estd en su “inicio”. Elena recurre a la
descomposicion en factores primos, y una vez encontrado “un factor primo” comun en
las diferentes descomposiciones, los niimeros son vistos como miltiplos de este factor
primo. No sabemos en estos momentos si también hubiera identificado la situacion de

multiplos de un producto de factores primos.

E: ¢ Existira algun otro numero que lo cumpla?

Elena: Creo que no, eh,...

E: ¢S multiplica 29 por otro niimero para probar si es divisor de los de la
serie, deberia aparecer ese otro numero en la descomposicion factorial
de los de la serie?

Elena: Ah, claro, claro, si fuera divisor deberia aparecer.
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Por otra parte, los estudiantes que conocen como proceso las relaciones de
divisibilidad tienen dificultad para usar la propiedad “sia/bya/c = a/ (b + ¢)”. Sdle
algunos alumnos que conocen como proceso el elemento “ser divisible” muestran
evidencias de utilizar esta propiedad. Un caso caracteristico lo encontramos en Lara
(C4-B1) que utiliza esta propiedad para responder a alguno de los {tems de la cuestion
10
“Indica razonadamente, si las siguientes afirmaciones som verdaderas o falsas,
Jjustificando tu respuesta: El nimero K = 2x3x5x 11+ 3 es: a) Divisible por S.
b) Divisible por 2y por 4. ¢) Divisible por 3. d) Divisible por 6. e} Divisible por 157-.
Lara en el cuestionario determina que K no es divisible por 5, puesto que “contiene al 5,
pero al sumar 3 no se cumple”. Razona desde la descomposicion factorial del primer
sumando, por eso indica que 5 “estd contenido”, pero al sumar 3 ya no podra ser

divisible por 5. En la entrevista, procede de igual modo:

Lara: Mmm, si, no, no, porque se le suman 3, entonces al sumar 3,
posiblemente no de exacta, si fuera multiplicacion si seria, pero al ser

suma, puede no ser.

Lara no es capaz de aplicar la propiedad para determinar la divisibilidad o
indivisibilidad de K por 2 y por 4. En estos casos recurre a la representacion decimal del
primer sumando (660) de K, indicando que al sumar 3 es 663 y no puede ser miltiplo de

2 ni de 4 como podemos observar en la entrevista:

E: Diga 5i K es divisible por 2.

Lara: La primera parte si, pero al sumarle 3, ;lo opero?
E: Como quiera.

Lara: (Opera) No es, porque es 663 que no es par.

E: K es divisible por 4?

Lara: No, porque si no es divisible por 2, no puede ser de 4.

De manera general, los alumnos que conocen como proceso el elemento “ser

divisible” s6lo pueden aplicar en algunas ocasiones las propiedades de la divisibilidad.
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Finalmente, cuando los estudiantes conocen como proceso la relacign de
divisibilidad les permite aplicar los criterios de divisibilidad por 2, por 3 6 por 5 cuandy
los recuerdan o bien recurren a la operacion de dividir cuando no los recuerdan cop
seguridad. Por ejemplo, Enrique (C17-E4) para establecer la divisibilidad ¢
indivisibilidad por 2 del nimero 2b45 aplica el criterio de divisibilidad por 2, al indicar

que 2b45 no puede ser divisible por 2 puesto que acaba en 5 (ntimero impar):

E: Dé un valor de b para que 2b45 sea divisible por 2.

Enrique:  Espere a ver, mmm, ..., no existe porque el niimero acaba en 5.

En cambio para contestar si el nimero 2b45 puede ser divisible por 3, sustituye b
por 1 y responde que es divisible porque la division es exacta. Enrique manifiesta

desconocer el criterio de divisibilidad por 3:

E: Y para que sea divisible por 3?

Enrique: (Divide) 2145, porque dividido entre 3 es exacta la division.
E: Otro.

Enriqgue:  Mmmm, (Prueba con varios) 2245 no es.

E: ¢Cudl es la regla de divisibilidad por 3?

Enrique:  Uf, no la recuerdo.

Sin embargo, algunos estudiantes que conocen como proceso las ideas de
divisibilidad pueden empezar a coordinar algunos criterios. Por ejemplo, Ramiro (C13-
B1), en el cuestionario utiliza los criterios de divisibilidad por 2 y por 3 para estudiar
qué valores debe tomar b para que el numero 2b45 sea divisible por 2 y 3, pero no
coordina estos criterios para estudiar la divisibilidad por 6. Sin embargo, en la entrevista
parece observar que “un numero es divisible por otro nimero si y sélo si lo es por cada
uno de los factores de éste nltimo™ aunque no es capaz de asegurarlo cuando se lo

pregunta el entrevistador:

E: Dé un valor de b para que 2b45 sea divisible por 6.
Ramiro: Mm, igual que antes, no puede ser porque 6 es multiplo de 2,

tendria que ser divisible par.
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E: ¢Si un nmimero es divisible por 6, es divisible por 2?
Ramiro: Si, como no es divisible por 2, no puede ser divisible por 2.
E: ¢Y por alguno mdas?
Ramiro: Por 3, supongo.
E: ¢Lo puede asegurar?
Ramiro: Uf, mmm..

En cambio, en otras ocasiones Ramiro si coordina la divisibilidad por 3 y por 5
cuando el nimero estd expresado en su representacion factorial como ocurre en el item
4b5
~“Consideremos el nimero: M = 3° x 5 x 7. M es divisible por 15?7 Explica tu
respuesta.”-,

y se muestra en el siguiente protocolo de la entrevista:

E: (M es divisible por 157

Ramiro: Si, esta 5y 3 multiplicando.

Los protocolos anteriores evidencian que existen estudiantes que pueden utilizar en
determinadas ocasiones la coordinacion de criterios de divisibilidad. No obstante, cabe
sefialar que a los estudiantes les es mds facil coordinar criterios para establecer la
divisibilidad de un numero- “M es divisible por 15 porque es divisible por 3 y por 5"-
que coordinarlos para estudiar la indivisibilidad- “2b45 no es divisible por 6 porgue no
es divisible por 2”-. Este comportamiento es una caracteristica de conocer como

proceso la idea de “ser divisible”.

La forma de conocer proceso del minimo comun multiplo y del maximo comun
divisor de dos nimeros se caracteriza porque los alumnos empiezan a dar significado al
minimo comin multiplo o al madximo comin divisor sin asociarlo a ningln
procedimiento de calcuio de los mismos. La diferencia con la forma de conocer accion
de estos elementos radica en que los estudiantes empiezan a dotar de significado al
minimo comin multiplo o al maximo comun divisor. Utilizan correctamente por lo
menos uno de los métodos de obtencion y comienzan a interpretarlos en contextos

reales, aunque en ocasiones pueden mostrar algunas dificultades en su aplicacion. Por

203

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat dAlacant. 2006.



Anélisis de la comprensién de divisibilidad en el conjunto de los numeros naturales. Samuel David Bodi Pascual.

Capitulo 4. Resultados Samuel David Bodi Pascyy

ejemplo, Marisa (C1-E1). en el cuestionario define el maximo comun divisor comg “ol
divisor mas grande que tienen los dos niimeros en comun™ y el minimo comin miltiplo
como “el nimero mds pequeiio que dos numeros tienen en comun” sin menciongr
explicitamente que ha de ser multiplo. Sin embargo, en la entrevista da la definicigp

correcta:

E: Qué es el minimo comun multiplo de dos nimeros?

Marisa: El multiplo mds pequeiio que tienen en comun.

Para calcular el méximo comun divisor y el minimo comun multiplo de 30 y 50
Marisa utiliza en el cuestionario la descomposicion factorial de 30 (2 x 3 x 5) y de 50
2x 5%), contestando que m.c.d (30,50)=2x 5=10y m.c.m (30, 50) =2 x 5%x 3 =150,
En la entrevista, Marisa manifiesta desconocer otro procedimiento de obtencion de estos

elementos:

E: En los dos ultimos has realizado la descomposicion factorial, ;podria
resolverlo de otro modo?

Marisa: No sé, posiblemente pensdindola,..., no sé.

Marisa vincula la determinacién del mdximo comin divisor y del minimo comiin
multiplo a la representacion factorial de los numeros. No obstante, Marisa empieza a
observar por qué el procedimiento de la descomposicion factorial (factores comunes con
menor exponente) genera el maximo comun divisor como demuestra el hecho de que la
alumna subraye, a instancias del entrevistador, “porque es el divisor comin que tienen

los dos™:

E: (Por qué 10 es el maximo comiin divisor de 30 y 50?

Marisa: Porque es el divisor comiin que tiene los dos.

E: ¢ Por qué no podria ser 157

Marisa: Porque no puede ser, porque 3 no lo tiene en comun en su

descomposicion factorial.
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Sin embargo, en la forma de conocer proceso solo algunos alumnos son capaces de
usar dos procedimientos de obtencion del minimo comin multiplo o del maximo comin
divisor. Por ejemplo, Angel (C6-E1) si bien en el cuestionario calcula el m.c.d (30,50) a
través de la descomposicion factorial de 30 y 50, en Ia entrevista cuando se le pide un
método alternativo, obtiene el maximo comuin divisor a partir de los divisores comunes

de ambos numeros:

E: El maximo comun divisor de 30 y 50 respondié mediante
descomposicion factorial que es 2 por 5, es decir, 10. ;Puede
obtenerlo de otra forma?

Ange]: St, poniendo los divisores de todos ellos. Por ejemplo, los divisores de
30son, 1, 2,35,610,15y 30, yde50sonl, 2, 5 10,25y 50. Asi, el

mdaximo comun divisor de los dos es 10, que es el mayor.

Angel constituye un ejemplo puntual de que determinados estudiantes que conocen
como proceso el minimo comiin multiplo o el méximo comin divisor pueden obtenertos

mediante dos procedimientos diferentes.

Otra de las caracteristicas de la forma de conocer proceso los elementos minimo
comun multiplo y méaximo comin divisor de dos numeros es su aplicacion e
interpretacion en contextos reales desde un solo procedimiento de calculo. Por ejemplo,
Lara (C4-B1) para responder a la pregunta planteada en el item 6
-“Una madre y una hija son guias turisticas. La madre vuelve a casa cada 15 dias y la
hija cada 12 dias. El 6 de diciembre (Dia de la Constitucién) coinciden las dos en casa.
¢Cuadnto tiempo ha de transcurrir para que se encuentren de nuevo? Explica cémo lo
has hecho™-,
calcula el minimo comln maltiplo de 15 y 12 a partir del procedimiento de la
descomposicion factorial. Obtenido este valor contesta que “han de transcurrir 60 dias
para que se vuelvan a encontrar. Lo he hecho hallando el minimo comun multiplo”.
Ademas, aunque no es capaz de obtener el minimo comin multiplo por otro
procedimiento, observa que ha de obtener un multiplo comun de ambos, sefialando que
cualquier niimero de dias en que pudieran coincidir madre e hija “deberia contener al

12y al 15

205

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat dAlacant. 2006.



Anélisis de la comprensién de divisibilidad en el conjunto de los numeros naturales. Samuel David Bodi Pascual.

Capitulo 4. Resultados Samuel David Bodi Pascyg

E: Para dar la respuesta ha hallado el minimo comun multiplo mediante I
descomposicion factorial, ;podria hacerlo de otra forma?

Lara: No, mmm,..., multiplicando 15 por 12, pero no es, mmm, no sé de otra
forma.

E: ¢ Por qué no podian coincidir a los 30 6 40 dias?

Lara: Porque el minimo multiplo entre 12 y 15 es 60, coincide para los dos, 30
entre 12 no podria ser, por ejemplo, se multiplican los factores comunes
y no comunes elevados al mayor exponente.

E: ¢ Y su fuera otro?

Lara: Deberia conteneral 12y al 15.

Lara reconoce que los multiplos comunes son los momentos en los que coinciden
madre ¢ hija y que el mas pequefio de esos miultiplos es de hecho el minimo. También
es capaz de ver los multiplos de 60 como los otros momentos en los que madre e hija

coincidiran.

Las dificultades que aparecen en la interpretacion en contexto del minimo comun
multiplo en la forma de conocer proceso podemos observarlos en el ejemplo de Elsa
(C3-El) que cita en la entrevista el procedimiento de la descomposicion factorial,

aunque sin obtener correctamente el minimo comun multiplo de 12 y 15:

Elsa: Haciendo la descomposicion factorial (descompone en factores 12y 15)
Si multiplico todo sale.

E: EI nitmero que obtiene ;es un multiplo o un divisor de los otros?

FElsa: Un multiplo.

E: Al multiplicar todo sale 180. ;Por qué no prueba con el minimo comun
multiplo?

Elsa: Mmm,.., tomaré los ..., no recuerdo.

En cambio en su respuesta en el cuestionario Elsa confecciona una lista de multiplos

de 15 y otra lista de multiplos de 12, para buscar el primer multiplo comun (60):
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Cateuladora

Cuestivy 1’6

Uit prvasles v ut T Son gudas furisticas. La madre veelve a casa cads 15 dfas v 1o hijs cada 12 dlas B 6 de

diciewmt T3t dde 1a Copstitueion colnciden fus dos en casa

“udnte tempe ha de transeurris pars que se snoveatren de nueve? Faplios come o s bucho.
My lkiplos de A5 45-30-45-Co- P5~ 90403
ﬂ&{hgios" b AL 12-2 LJ‘36'4<?-60-} -84
Gada 60 dag
He sando s ey [iphos de 45 y12.Despres ok los
405 he vi';f‘o cualle Cé){,n;‘o‘lep, “ e ol néneo 60
d prinee mgitpls

(C3-E1, cuestién-item 6)

Elsa aplica ¢! minimo comin multiplo en una situacion real, pero en ocasiones
muestra dificultades en la obtencion del minimo comtn multiplo. En este caso cuando
aplica el algoritmo de la descomposicion factorial ya que lo que hace es buscar un
multiplo comin de ambos numeros (180) sin recabar en que se le solicita el menor de

los multiplos comunes.

En cuanto a la contextualizacion del elemento del maximo comin divisor en
situaciones reales, debemos resaltar que existen alumnos, como Angel (C6-E1), que
aunque parecen observar que es necesario encontrar un divisor comiin para resolver la
situacion planteada en el item 8a
- “Se dispone de dos cuerdas de 12 m y 18 m de longitud, y se quieren obtener trozos
iguales de la mayor longitud posible, de forma que su medida sea un numero entero.
(Cudl tiene que ser la longitud de cada trozo? Explica como has obtenido el
resultado.”-

y en el item 8b

-“Tenemos tres cuerdas que miden 1980 cm, 990 cm y 756 cm, y queremos cortarlas en
trozos de igual longitud. ;Cudl serd la mayor longitud en que podemos cortarlas, de
forma que no sobre cuerda? ;Cudntos trozos se han conseguido? Explica ¢cémo has
obtenido el resultado”-.

no son capaces de calcular el méximo comun divisor de tres nimeros. Angel obtiene
mentalmente el maximo comun divisor de 12 y 18 cuando es preguntado por el

entrevistador y no es capaz de obtener el maximo comun de tres nimeros:
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E: Dio como respuesta en el cuestionario que es 3. Justifique su respuesta.
Angel:  Obteniendo el minimo comin miltiplo.
E: cUn miltiplo es mayor 6 menor?
Aﬁgel: Mmm, no sé como lo hice.
E: ;Cudl es el maximo comun divisor?
/ingel: Mmm,..., 6.
E: ¢ Y para el segundo apartado, qué habria que hacer?

Angel: Mm, pues lo mismo que antes, el maximo comiin divisor.

En algunos casos la integracion del significado de maximo comun divisor y su uso

operativo en contextos reales resulta mas clara. Por ejemplo, Valeriano (C7-E4) en el

cuestionario resuelve la cuestion 8 obteniendo el maximo comun divisor de 12y 18 y el

maximo comun divisor de 1980, 990 y 756 mediante el procedimiento de

descomposicion factorial.

Cuestidn n° 8

by

trozo? Expliss cdmo bas obtenide el reeultad

Tenemos wes cusrdas que miden 1980 e, 9990 o
tongited jCud! secd fa mayor longitad e gae podenes corrlas, de forma gue no sulre cueerdal; Cufntes

trozos se han conseguido? Explica come kas obtenide el resuitade.

- g gqui et trozos iguales de i mayoer

onc de dis cusrday do 12 my 18 m de longd

pusibie, de forma que su medida sea un nlmero ensere. (Cudl tsne que sar ls longited de cada

é) fowjé'%ﬂm,c.oéduz;,lg

1z
913
33

o cortarles en trozos de igual

P M@).,[’.o .

t%?o 2 9qpfz Fsgip moed=27 !
a0 SR vmoeqye TIL mwRL <

BT qq 3 171& (YOG TTE =B AL .lle

‘!‘75 3 e J

16513 57 &3 (202 ongs e cusnole
S 15 CE Y

iy , 7

.Y 5
looisy TUEds 't r s

(C7-E4, cuestion 8, items 8b1 y 8b2)

En la entrevista justifica por qué el elemento maximo comun divisor resuelve la

situacion planteada en el item 8a:

Valeriano: Porque el mayor que puede dividir a 12 y 18 es 6, tiene que ser

divisor y cuerdas de igual longitud.
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La justificacion del uso del maximo comin divisor contestar las preguntas

planteadas en el item 8b la realiza Valeriano en el cuestionario. El alumno considera el
L. . . 2 .. . ey,

maximo comun divisor (2 x 37) como un divisor y el “resto” de la descomposicion como

otro divisor (nimero de trozos).

El uso de los procedimientos de calculo del maximo comun divisor y del minimo
comin multiplo en situaciones reales se interpreta como la interiorizacion de una accién
vista como el vinculo entre los significados de las situaciones y los efectos del

procedimiento de calculo.

Observamos que en la forma de conocer como proceso los alumnos

(a) empiezan a vincular, aunque con dificultades, las ideas de multiplo, de divisor y de
ser divisible a la representacion factorial de los ntimeros involucrados,

(b) utilizan alguno de los criterios de divisibilidad y muestran dificultades en la
coordinacion de dos criterios de divisibilidad, y

(c) usan al menos un procedimiento de obtencion del maximo comin divisor y del
minimo comin multiplo, mostrando dificultades en la aplicacion de estos elementos

en contextos de situacion real.

4.2.1. 3. Forma de conocer Objeto.

La encapsulacion en objeto de los diferentes elementos del esquema de Divisibilidad
se caracteriza, principalmente, porque los alumnos vinculan la divisibilidad a los
diferentes modos de representacion, pueden coordinar distintos criterios de divisibilidad
y usar diversos procedimientos de obtencion del minimo comun multiplo y del méximo
comun divisor, aplicando estos dos elementos en situaciones de contexto real.

LRI

Conocer como objeto 1as ideas de “multiplo”, “divisor” y sus diferentes acepciones
permite usar estos significados desde la representacion factorial. Por ejemplo,
Tono (C3-E4) en el cuestionario responde correctamente a los items de la tarea 9
-“Sabiendo que 1001 = 7 x 11 x 13y 91 = 7 x 13, ;son correctas las siguientes
afirmaciones? a) 91 no es divisor de 1001. Justifica tu respuesta. b} 77 es divisor de
1001. ¢) 2002 no es multiplo de 13. Justifica la respuesta’-,

realizando la simplificacion de factores de 1001 (7 x 11 x 13) entre los factores de 91

(7 x 13) y los de 77 (7 x 11) para responder que 91 y 77 son divisores de 1001. Por otra
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parte, también simplifica los factores de 2002 (2 x 7 x 11 x 13) entre 13 para indicar que

2002 es multiplo de 13.

Cuestion n” 9

o 002 5o ss mibliipta de 15 T:
23 AT B
A4

(C3-E4, cuestion 9, items 9a, 9b y 9c¢)

En la entrevista, Tono establece la divisibilidad de 1001 de idéntico modo. Sin
embargo para justificar que 13 es multiplo de 2002 lo hace observando que 2002 es

iguala 1001 x 2:

E: Observe el enunciado, ;es 77 divisor de 1001?

Tono: Si, porque 7 por 11 son 77 (sin realizar cdlculos con lapiz y papel), y por
tanto si es divisor de 1001.

E: (Y 91 es divisor de 10017

Tono: Mmm, no. Espere, si, si, porque estd el 7 y el 13 y su producto son 91. Por
tanio si es multiplo de 1001.

E: ¢2002 es multiplo de 13?

Tono: Si, porque 1001 por 2 son 2002 (calcula mentalmente), y 1001 contiene el
13, por tanto 2002 es multiplo de 13.

E: Por tanto, ;no necesita operar con la calculadora?

Tono: No, asi estd claro.

El uso de la descomposicion en factores primos para tomar decisiones sobre
multiplos y divisores es una caracteristica de conocer como objeto la relacion de
divisibilidad. Asi, por ejemplo Tono encapsula en un objeto la idea de multiplo y es
capaz de determinar la divisibilidad entre nimeros descompuestos en factores primos
elevados a distintos exponentes, como hace en el cuestionario al resolver los items 4¢c y

4d
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- “Consideremos el miimero: M = 3* x 5° x 7. ¢) j3" x 5 x 7 es un miltiplo de M?
Explica tu respuesta. dj ;3" x 5 x 7 x 13" es un miiltiplo de M? Explica tu respuesta.”-
desde la descomposicién factorial de ambos numeros. La forma de proceder indica que
Tono esta asumiendo que el multiplo de un niimero tiene que tener los mismos factores
elevados a mayores exponentes. En el ftem 4¢ contesta que no es multiplo dado que el
resuitado de la “simplificacion” realizada es una fraccion. En contraposicion a la

respuesta dada al item 4d donde el resultado es un producto de factores.

Cuaxtidn n* 4

S0 e mdiviply,

(C3-E4, cuestion 4, items 4c y 4d)

En la entrevista ratifica y justifica las respuestas dadas a los items 4c y 4d en el

cuestionario:

E: ;3'x 5% 7 es un miltiplo de M?

Tono: No, porque es un nimero similar a M, pero al simplificar (indica la
simplificacion de factores y potencias) queda un factor en el
denominador, y el 5 del numerador tiene menor exponente que el 5 del
denominador.

E: (3 x5 x 7 x 13 es un miltiplo de M?

Tono: S, porque si se simplifica la division por los factores de M, los
exponentes de los factores del numerador son mayores que los
correspondientes del denominador.

E: ¢Y el factor con base 13?

Tono: No importa, porque no se divide, simplemente se afiade un nimero

mas en el producto.
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Otra caracteristica de conocer como objeto la divisibilidad es que los alumnog son
capaces de establecer conversiones entre las representaciones decimales y factorialeg de
los nimeros para estudiar la divisibilidad entre los niimeros. Por ejemplo, Luig (C21-
B1) para resolver la tarea 2
- “Los multiplos de un nimero comprendidos entre 460y 560 son: 464, 493, 322y 551
¢ De qué niimero se trata? Explica tu respuesta™-,
asume que “si P es un factor primo de Q, entonces Q es un miltiplo de P”, ¢y
consecuencia, “si P es factor comin de Qy, Q2, Qs y Qu, entonces Q1, Qz, Q3 y Qqgon

multiplos comunes de P”, como se observa en la entrevista:

E: ¢ Puede responder utilizando otro método?
Luis: Mmm, si, si hacemos la descomposicion de 464, 493, 522 y 551. Los
Jactores que den serdn los divisores de 464, v asi con cada uno. En todos

debe aparecer 29.

En estos momentos, no disponemos de informacion sobre como actuaria Luis si el
factor fuera un nimero compuesto. Sin embargo, Luis a peticion del entrevistador

sefiala que cualquier otro factor deberia aparecer en las distintas descomposiciones:

E: Dé otro, ademas de 29.
Luis: Mmm, el 2 .., no, no, sélo el 29 porque no se repite ninguno mds en todas

las descompasiciones factoriales.

Otra rasgo que identifica la forma de conocer la divisibilidad como objeto es que la
acepcion “ser divisible” puede ser estudiada desde los criterios de divisibilidad
elementales (por 2, por 3 y por 5), y los estudiantes pueden coordinar varios de estos

criterios de divisibilidad.

Por ejemplo, Beltran (C18-E4) en el cuestionario utiliza los criterios de divisibilidad
del 2 y del tres para responder a los items 3ay 3b
-“Indica los valores de b para que 2b45 sea divisible I. Por 2, {I. Por 3-.
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Cuestion n®3 Sg&gmam ﬁ:ﬁ;&“
§ia%

a) Indica, justificande tu respuesta, ¢f valor de b para que el ndmero 2b45 sea:
I divisible por 2; 11 divisible por3; Il divisible por 6

T Ke QUSLRL Bex PO Q bt e 5 e ws pcA,\,X
)

AL- 4

2 sy

R Y A {“C( lo ola =

(C18-E4, cuestion 3, items 3a 'y 3b)

Posteriormente en la entrevista Beltran responde del siguiente modo:

E: Dé un valor de b para que 2b45 sea divisible por 2.

Beltran: No puede ser, porque acaba en 5, y tenia que ser impay.

E: ¢ Y para que sea divisible por 37

Beltran: Mmm, 2, porque tiene que ser la suma de las cifras miltiplo de 3 y 2,

4 v 5 son 11, espere, espere, no puede ser 2, ha de ser 1 porque asi

suman 12.

E. (Oro?

Belwran:  Si, el valor de b igual a 4, porque la suma de las cifras es multiplo de
3

Las respuestas de Beltran muestran que conoce y aplica los criterios de divisibilidad
elementales (por 2 y por 3) y no necesita realizar ninguna comprobacion de la
divisibilidad de 2b45 para establecer que es divisible por uno de esos numeros en

funcion del valor de b.

Evidencias de la coordinacién de los criterios de divisibilidad por 2 y por 3 las
encontramos en la respuesta que Beltran ofrece en la entrevista sobre el ftem 3¢c. En el
cuestionario estudia la divisibilidad por 6 de 2145 mediante criterios erréneos “es

divisible por 6 porque 2 + [ + 4 + 5 = 12 es multiplo de 6”.

En la entrevista Beltrdn primero intenta buscar los mismos valores de b que hacen
que sea divisible por 3 pero observa que si no es divisible por 2 no puede ser divisible

por 6 al no serlo por uno de sus factores:
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E: Dé un valor de b para que 2b45 sea divisible por 6.

Beltran: Mm, el 4, porque. .., 2445 es multiplo de 3 y.., no, no es multiplo de 6.

E: Compruébelo, por favor.

Belwran: (Divide 2445 entre 6) No es, no.

E: ¢Observa alguna relacion del tercer apartado con los apartados
anteriores?

Beltran: Si.

E: ¢ Por qué no puede ser divisible por 67

Beltran: Ah si, no puede ser mitltiplo de 6 porque no es par.

E: En su respuesta al cuestionario utilizo que la suma de cifras fuese
multiplo de 6 para que fuese divisible por 6.

Beltran: Si, pero asi no es, no puede ser, no seria multiplo de 2.

Finalmente, otra caracteristica de la forma de conocer objeto la divisibilidad es que
los alumnos pueden usar la idea de “ser divisible” entre numeros con representacién
factorial conjuntamente con la propiedad “sia/ by a/c =a/ (b + ¢)”. Por ejemplo,
Beltran discute la divisibilidad o la indivisibilidad planteada en la cuestion 10
-“Indica razonadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas,
Justificando tu respuesta. El mimero K = 2" x 3 x 5 x 11 + 3 es: a) Divisible por 5.
b) Divisible por 2 y por 4. ¢) Divisible por 3. d} Divisible por 6. e) Divisible por 157-,
desde la representacion factorial de los nimeros. En el cuestionario solo se fija en los
factores del primer sumando de la representacion de K y, en consecuencia, no resuelve

correctamente la tarea planteada.

Cuestion n° 19

Lo <

- A . ’
G e Varendd de Ui gicvid

by Divisiie par 2y por &

< Divigdl por X

Sx o % S P&y
e
—
FE UM T g e
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(C18-E4, cuestién 10, items 10a, 10b y 10c)
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Posteriormente, en la entrevista Beltran razona desde la representacion factorial en
conjuncion con la propiedad “sia/bya/c = a/ (b + ¢)” como podemos apreciar en

los siguientes protocolos:

E: (K es divisible por 27
Beltran: Si, esta el 2. Espere, espere, no es no. No, porque la primera parte st

es, pero luego al sumar 3 ya serd impar.

También puede discutir la divisibilidad K por otros niimeros primos 3 y 5 o por

compuestos 4, 6 o0 15:

E: (K es divisible por 57

Beltrdan: No, porque la primera parte si es, pero al sumar 3 no acabarden 5 6
en 0.

E: K es divisible por 4?

Beltran: No, porque la primera parte seria par, pero al sumarle 3 apareceria
un numero impar, por tanto, no puede ser multiplo de 4.

E: ¢ Tiene claro que hay dos sumandos?

Beltran: 81, si, tiene dos partes.

E: K es divisible por 37

Beltran: Mm, si, porque.., bueno, no lo sé, ..., si es, porque es multiplo de 5 y
de 2 la primera parte acaba en 0, y también es multiplo de 3, y la
segunda parte también es multiplo de 3 porque se suman 3, por tanto
el total es milltiplo de 3.

E: (K es divisible por 67

Beltran: Mmm, no, porque la primera parte si es, pero la segunda al sumar 3
no lo es, por tanto no es.

E: (K es divisible por 157

Beltran: Mmm,.., no, porque si es muitiplo de 5 y de 2 ha de acabar en 0, y

mdas 3 no serd.

La representacion factorial del nimero no impide a Beltran discernir si K es o no
divisible por otros numeros (primos o compuestos). Beltrdan vincula correctamente la
divisibilidad a la representacién del nimero K, con dos sumandos. Es capaz de

reflexionar sobre el elemento “ser divisible” desde el modo de representacion factorial y

215

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat dAlacant. 2006.



Anélisis de la comprensién de divisibilidad en el conjunto de los numeros naturales. Samuel David Bodi Pascual.

Capitulo 4. Resultados Samuel David Bodi Pascuyaj

establecer relaciones entre los distintos elementos, en términos de divisores y ngo

divisores, de multiplos y no multiplos.

Otra de las caracteristicas de la forma de conocer como objeto la divisibilidad es [
aplicacidn e interpretacion del minimo comun multiplo y del maximo comin divisor de
dos o mas niimeros en contextos reales y desde dos procedimientos de calculo distintos,
Por ejemplo, Juan (C5-E4) en el cuestionario resuelve a la tarea 6
-“Una madre y una hija son guias turisticas. La madre vuelve a casa cada 15 dias y la
hija cada 12 dias. El 6 de diciembre (Dia de la Constitucion) coinciden las dos en casa.
;Cudnto tiempo ha de transcurrir para que se encuentren de nuevo? Explica como lo
has hecho”-,
obteniendo el minimo comin multiplo mediante la representacion factorial de 15 (3 x 5)
y 12 (2* x 3). El alumno interpreta que los multiplos comunes son los momentos en los

que madre e hija coinciden.

Cuestidn w6 Lo Caleutaders

h - 7

b § N0

Una madre ¥ ana hijx son gules tarisdess. La wades vueive 4 casa cada 13 diasy la hije cada 12 dias. Bl 6 de
diciembre (Dia de la Constitucion) coinciden las dos en casa.

(Cudnmo tietmpe ba de transcarric para que s¢ encuentren de nueve? Explica como 1o has heche, /7447

; G 5 Do
Code T e

(C5-E4, cuestion -item 6)

En la entrevista, Juan manifiesta que puede obtener el minimo comiin malitiplo de
otro modo, a través de la determinacion de los elementos comunes de las series de

multiplos de 12 y de 15:

E: La respuesta que ha dado es correcta. Busco el minimo comun miltiplo
mediante la descomposicion factorial de 12 y 15, y dio como respuesta
que se encontraran en 60 dias. ;Podria hacerlo de otra forma que no
fuera mediante la descomposicion factorial?

Juan:  No se me ocurre. Mmm.,..ir contando, obteniendo los multiplos de 12 y de
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Sélo algunos estudiantes que conocen como objeto los elementos maximo comun
divisor y minimo comiin multiplo son capaces de establecer que el procedimiento de

caleulo de los elementos mediante la descomposicion factorial genera el menor de los

15, ast tendriamos 15, 30, 45, 60, etc. y de 12 seria 12, 24, 36, 48 y 60.

El primer dia en que coinciden es al cabo de 60 dias.

multiplos comunes o el mayor de los divisores comunes.

Un testimonio de esta caracteristica la encontramos en las respuestas dadas por Luis

(C21-B1) a las preguntas realizadas sobre la tarea 6:

Luis:

Luis:

Luis:

Luis evidencia que cualquier miltiplo comun debe contener todos los factores de

¢;Por qué el niimero obtenido, 60, mediante la descomposicion factorial
garantiza que se ha obtenido el minimo de los multiplos comunes? Diga
por qué no pueden ser 30 6 120.

Porque , mmm,..., porque se toman los factores comunes y no comunes,
por tanto no puede dar mayor que el obtenido.

¢Seguro? Por ejemplo, 3x 5 x 2 x2 x3 es mayor.

Ah si, mmm, estamos buscando el minimo, no el mayor. 4 ver, sélo se
toman los elementos que estan en los dos, pero no los tomamos dos veces,
unicamente tomamos los comunes y no comunes, solamente la mayor
potencia.

Diga entonces, porqué la respuesta no puede ser 30.

Porque 30 no es multiplo de 12, por ejemplo, no podemos alcanzar 30

conel 12.

cada uno de los nlimeros.

Por ultimo, los alumnos que conocen como objeto el elemento maximo comun

divisor de dos nimeros son capaces de generalizar esta idea, aplicarla e interpretarla en

contexto reales. Por ejemplo, Raquel (C21-E4) resuelve el item 8a

- “Se dispone de dos cuerdas de 12 m y 18 m de longitud, y se quieren obtener trozos

iguales de la mayor longitud posible, de forma que su medida sea un ntimero entero.
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(Cudl tiene que ser la longitud de cada trozo? Explica como has obtenido of

resultado.”-

obteniendo el maximo comun divisor de dos numeros.

Posteriormente, Raquel resuelve el item 8b
~“Tenemos tres cuerdas que miden 1980 cm, 990 cmy 756 cm, y queremos cortarlas en
trozos de igual longitud. ;Cudl serd la mayor longitud en que podemos cortarlas, de

forma que no sobre cuerda? ;Cudntos trozos se han conseguido? Explica cémo has

obtenido el resultado.”-

generalizando la idea de maximo comun divisor a tres niumeros, independientemente del

tamario de éstos.

Cuestidn n* 3

snido el remitade e W pEa AT Rk

et
Grey - code oo

Sme has obretido of sesul

tool? 33’?;_'; @to: 28 3hsqy e
w2 i “q0: 2383 =23} !L
Tq 3 lié; rgg 4&5:2?,3; 3 -«—L
;33‘3 T P-4 (quml s
u! @ 1 33 i"()‘ e Len ’k‘u&«:‘.}“’;YA«P
! asden  SEags ||
]Qoi&m@«\\——*
-,) Qlé’,CJJ\O/dQ"\
ZC) i o

(C21-E4, cuestién 8, items 8a, 8bl y 8b2)

Raquel obtiene el nimero de trozos en que se pueden dividir las cuerdas dividiendo
cada numero por el maximo comun divisor, 18. Considera el maximo comun divisor
como un divisor, los demas factores de la descomposicion factorial de los niimeros
como ofros divisores ¢ interpreta estos divisores-restos como el niimero de trozos. La

suma de estos tres divisores es considerada como la solucién buscada.

La forma de conocer objeto se caracteriza porque los estudiantes vinculan la
divisibilidad a:
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(a) los diferentes modos de representacion,

(b) pueden coordinar diferentes criterios de divisibilidad, y

(c) son capaces de aplicar y generalizar ¢l significado de minimo comin miltiplo y de
maximo comun divisor en situaciones de contexto real, usando métodos alternativos

de obtencion para ambos elementos.

En las siguientes tablas mostramos la distribucion de las formas de conocer los
estudiantes los distintos elementos matematicos que organizan la Divisibilidad en N en
los tres grupos que hemos considerado (1° de ESO, 4° de ESO y 1° de Bachillerato). Los
alumnos que no muestran ninguna evidencia de las caracteristicas de la forma de
conocer accién del elemento considerado han sido han sido incluidos en la categoria

“No muestra forma de conocer”.

Elemento Matemaitico
Minimo Maximo
Miiltiplo Divisor | Ser divisible niz;’t‘]‘l‘)‘l‘o g‘l’xs':)';
No muestra forma C8, C21 C7,C20,C21
de conocer
C4, Cé, C7, C3,C4,Cs, C4, Cs, C6, C2, C4, Cé, C3,C8, C9,
C8,C9,C10, { C6,C7,C8, C7, C8, C9, C10, C11, C10, C12,
C12, C13, C10, C13, C10, C11, C12, Ci15, C13, C15,
Cl4, C15, C14, C15, C12,C13, C16, C17, C16, C17,
= Accion
g C16, C17, C16, C17, Cl14, C15, C20 C18,C19
5 C19, C20 C19, C20 Cl16, C17,
5 C18 C19,
§ C20, C21
= C1,C2,C3, C1,C9,C11 | C1,C2,C3 C1,C3,C7, C1, C2, C4,
Proceso | CS5, C11, C12,C18 C9, Ci13, C6,C11, Ci14
C18,C21 C21 Cl14, C19
Objeto |  -—~-—---nm- c2 ] e C5,C18 Cs5

Tabla 4.7. Formas de conocer los elementos matematicos de Divisibilidad

de los estudiantes de 1° de ESO
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Elemento Matematico

Minimo Miiximo
Miiltiplo Divisor Ser divisible comun comiin
multiplo divisor
No muestra C17,C19 C10, C1e,
forma de conocer | [ T 77 | 777U C17,C19
Cl,C4,C7, [C1,C4,C8 [ CLC4C7, [C2,C4,C7, |C3,Ca,C8
C8,C9, C10, | C9,C10,C11, | C8,C9,Cil, | C9,C10,Cl1, | C11,C13,
Cl1, C13, C13, C16, C12,C13, C12, C13, C14,Cl15
Accion
Cl4, C16, C17,C19, C14, Cls, Cl4,C15,
i
g €17, C19, €20 C19, C20 C16, C20
=
S C20
35 C2,CI12,C15, | C7,C12,C14 | C2,C3,C5, | C1,C3.C6, | Cl,C2,C6,
<
g Proceso | C21 C6,C10,C15, | €18 C7,C9, Cl12,
=]
= C17 C18, C20
C3,C5,C6, | C2,C3,C5, | C18,,C21 C5,C8,C21 | C5,C21
Objeto | C18 C6, C15, C18,
c21

Tabla 4.8. Formas de conocer los elementos matematicos de Divisibilidad

de los estudiantes de 4° de ESO

Elemento Matematico

Minimo Miaximo
Miitiplo Divisor Ser divisible nﬁ:’ﬂ“t‘l‘;‘llo ;‘:\;‘I‘s"‘)';
No muestra C14, Cle, C9, C12,
forma de conocer | ~TTTTTL | TtTTTReTtem ) memmmmmeees C18, C20 Ci6, C18
C9, C10, 9, C11, Cs,C6,C9, | C5,C6C9, | C6, Cla,
ecidy | C12:C14 Cl4,C15, Cl1,Cl4, Cl12,Cls, Cl17,C19,
Cl16, C17, C16,C17, Ci6, C18, C17.C19 €20
C18, C20 C18, €20 19, C20
§ Cl1,C4,C5, | CI,C4,C5 |CLC2,C3, |Cl,C4CT7, |ClC4Cs5,
5 6, Cl1, C6,C12,C19 | C4,C7,C8, | Cl0,Cl1 7, C10,
§ Proceso | C15, C19 C10,C12, C11, C15
£ C13.C15,
= c17
C2,C3,C7, |C2.C3,C7, | C21 C2,C3,C8, | C2,C3,C8,
Objeto | C8,CI13,C21 | C8,C10, C13, C21 13, C21
C13, C21

Tabla 4.9. Formas de conocer los elementos matematicos de Divisibilidad
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Elemento Matematico

]7 Minimo Maximo

3 . comun comin
Multiplo Divisor Ser divisible

miultiplo divisor

I

g Z e g g
AR IR IEIE IR
H R AR AE A E &R R R R R
P O "R -V = P T I VI VO B -
No muestra forma
o,0(0{ototojo0of|lo0oflo}| 21243 |4]4

de conocer

Accion | 14113 8 14|11 s |12l 9olwoj2l 7]l 7]s

Proceso | 7 | 417 )6 |3]6|3 |7 |11l 74|5]6!8]7

Forma de
Conocer

Objeto | o | 4|6 (1|71 7012712351l 21ls35

Tabla 4.10. Distribucion de los estudiantes en los diferentes cursos segun las formas

de conocer los elementos matematicos de Divisibilidad

Observamos que la forma predominante de conocer los diferentes elementos
matematicos de divisibilidad que manifiestan los estudiantes entrevistados es accion. El
numero de alumnos que muestran forma de conocer proceso y objeto de los diferentes
elementos matematicos va creciendo progresivamente segin aumenta el curso en que se
encuentran. También se observa que en 1° de ESO y 4° de ESO los alumnos que no
muestran forma de conocer junto a los que conocen como accion los diferentes
elementos matematicos superan a los que conocen como proceso u objeto

conjuntamente.

4.2.2. Caracterizacion de los niveles de desarrollo del esquema de Divisibilidad.

En este apartado se describen los niveles del desarrollo del esquema de Divisibilidad
(Intra, Inter y Trans) de los 63 alumnos entrevistados, segiin el uso de los elementos
matematicos en las diferentes tareas, las relaciones logicas que se establecen entre los
elementos matemadticos y la influencia de los modos de representacion a la hora de usar

los elementos o establecer relaciones.

La Divisibilidad en N s6lo forma parte del curriculo de 1°y 2° de ESO, por lo que la
caracterizacion de los diferentes niveles del esquema de Divisibilidad se puede realizar
con las mismas garantias en las poblaciones estudiadas (1° de ESO, 4° de ESO y 1° de

Bachillerato). Asi, la muestra considerada esta formada por 21 alumnes de 1° de
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Educacién Secundaria Obligatoria, 21 de 4° de Educacion Secundaria Obligatoria y 21

estudiantes de 1° de Bachillerato.

En la caracterizacidn de los niveles de desarrollo del esquema de Divisibilidag
resultan fundamentales las relaciones de divisibilidad que indica la equivalencia de lag
acepciones:

o aesdivisor deb < b es miiltiplo de a < b es divisible por a <> a es un factor

de b.

e bxcdivideaa < bycdividenaa.

y la manera en que los estudiantes manejan la propiedad:

o Sidesdivisordeayb, entonces d es divisor de a T b.

El uso que hacen los estudiantes de los modos de representacién (decimal o
factorial) de los numeros naturales para determinar multiplos o divisores, la
coordinacion de los criterios de divisibilidad para discernir si un namero es divisible por
otro, o el calculo del minimo comun multiplo y del maximo comun divisor en distintas
situaciones contextuales, permiten caracterizar el grado de desarrollo del esquema de
Divisibilidad.

4.2.2.1. Nivel Intra.
En este nivel de desarrolio del esquema los alumnos suelen:

(a) desconocer o usar los elementos matematicos multiplo y divisor de manera
inconexa o errdnea sin establecer relaciones entre las diferentes acepciones,

(b) establecer relaciones condicionales entre las operaciones de multiplicar y dividir,

(¢) usar parcialmente lasrelaciones: a es divisor de b <> b es multiplo de a <> b es
divisible entre a <a es un factor de b, sélo cuando los nimeros estan
expresados en la representacion decimal,

(d) usar parcialmente, o desconocer, los criterios elementales de divisibilidad, sin
relacionarlos, y

(e) desconocer los elementos minimo comin miltiplo y maximo comun divisor de
dos nuimeros o usar de forma mecanica los algoritmos de calculo de estos

elementos.
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En este nivel los estudiantes vinculan los elementos multiplo, divisor y ser divisible
a las operaciones de multiplicar o dividir, necesitando que los niimeros estén expresados
en su forma decimal, reflejando formas de conocer accion. Si pueden calcular el minimo
comun multiplo o el maximo comun divisor de dos nimeros lo hacen mecanicamente.
Los alumnos de este nivel ademads tienen dificultades en establecer relaciones entre los

diferentes elementos y en coordinarlos, y en aplicar propiedades.

Los estudiantes del nivel Intra recurren a la operacion de dividir/multiplicar para
determinar multiplos o divisores, como hace Magda (C4-E4) en la entrevista diciendo
que “un multiplo de 8 es,.., mm, 16, y un multiplo de 25 es 125. Por ejemplo 16 dividido

entre 2 es 8.

Cuando el entrevistador solicita a Magda que ejemplifique muiltiplos y divisores de

un numero, la alumna lo hace correctamente utilizando nimeros concretos:

E: Ponga un ejemplo para aclarar esa definicion.

Magda: Un multiplo de 8 es 16, y un divisor de § es el 2.

Este nivel se caracteriza por la tendencia operativa de la idea de divisor (Q es
divisor de P < Q :P =%k 0 Q:k =P). Como podemos apreciar por ejemplo, en las
respuestas de Raul (C20-E1):

E: cQué es un divisor de un nitmero?
Raul: Divisor es... la division ... el ntimero que divide.
E: Dé un divisor de 10.

Raul: 5, porque al dividir 10 entre 2 sale 5.

Los estudiantes del nivel Intra actiian sin establecer la relacion inversa entre las
operaciones de multiplicar y dividir. Por ejemplo, Radl no establece la relacion inversa
entre las operaciones de multiplicar y dividir, como podemos ver en el siguiente

protocolo de la entrevista:
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E: (Existe relacion entre la multiplicacion v la division?

Raul: Si, multiplicando sale un niimero mayor, y al dividir sale la mitad de
ese niumero.

E: ¢La mitad?

Raul: Mmm, no tiene por qué.

Los alumnos de este nivel tienen dificultades para usar los elementos multiplo y
divisor cuando los niimeros estin representados mediante la descomposicion factorial, y
necesitan obtener la representacion decimal de los numeros. Por ejemplo Magda (C4-
E4) en la respuesta al item 4c
-%3*x5x 7 es miltiplo de M (M=3> x 5°x 7)?” -,
necesita obtener la representacion decimal de los dos numeros para poder realizar la
division y dar multiplos del nimero 3* x 5x 7°, que es una caracteristica de la forma de

conocer accion :

E: ¢3"x 5 x 7° es un miitiplo de M?
Magda: (Calcula el valor de M) El resultado de ese niimero es 138915, que
dividido por el valor de M que es 4725, el resultado es decimal y por

tanto no es miiltiplo de M

Observamos como comportamiento tipico de los alumnos encuadrados en este nivel
la necesidad de usar la representacion decimal de los niimeros naturales para obtener
multiplos y divisores, realizando la division y comprobando que es exacta. Este
comportamiento hace que cuando los nimeros expresados en su descomposicion
factorial son muy grandes los estudiantes de este nivel, al no poder utilizar la
calculadora o no saber interpretar la notacion cientifica ofrecida por la misma, no
pueden determinar sin un namero es miltiplo de otro. De esta manera conocer como
accion los elementos matematicos del esquema de Divisibilidad conlleva que los

estudiantes tengan dificultades en establecer relaciones entre ellos.
Las dificultades indicadas pueden observarse en el siguiente protocolo de Ana (C19-
B1) correspondiente a su respuesta al item 4d

-3 x 5% x 73 x 13" es un miltiplo de M (M = 3* x 5% x 7 )? Explica tu respuesta” -.
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Ana no contesta a la pregunta en el cuestionario, y en la entrevista obtiene las
expresiones decimales de M y 3 x 5 x 7 x 13" y efectaa la division. Como el
resultado aparece en notacion cientifica (al tratarse de un nimero grande) Ana no

proporciona la respuesta correcta:

E: ;3% 5 x 7 x 13 es un multiplo de M?

Ana: Mmm, (opera) Sale un nimero grande. Para ser multiplo... pero creo
que si que es multiplo, porque si M se va multiplicando por si mismo,
podriamos llegar al otro.

E:  jPorque no lo comprueba?

Ana: Si, ya, pero es que ..., uf, es muy grande.

La incapacidad de establecer relaciones entre los elementos matematicos del
esquema de Divisibilidad parece estar vinculada a que se conocen como accién estos

elementos y a la influencia que ejercen los modos de representacion.

Por otra parte, en ¢l nivel de desarrollo Intra los estudiantes tienen dificultades en
aplicar las propiedades de la divisibilidad. Por ejemplo, Ana necesita obtener la
expresion decimal del nimero K para resolver la cuestiéon 10
-“Indica razonadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas,
Jjustificando tu respuesta. El nimero K = 2x3x5x 11+ 3 es: a) Divisible por 5.
b) Divisible por 2 y por 4. ¢) Divisible por 3. d) Divisible por 6. e) Divisible por 157-,
En el cuestionario, Ana después de obtener la representacion decimal de K (663) divide
y comprueba si el resultado es exacto. En la entrevista, al intentar justificar su respuesta,
Ana no usa la propiedad: “Si a/ by a/c, entonces b + ¢ es divisible por a”, y pone de

manifiesto las dificultades que tiene en manejar las propiedades de la divisibilidad:

E: (Elnimero K=2"x3x5x 11+ 3 es divisible por 57
Ana: Si, porque 5 estd multiplicando.

E: (K es divisible por 27

Ana: Si, porque 2° estd dentro.

E: ;Tiene claro que hay dos sumandos?

Ana: S, la de la multiplicacion y la suma de mds 3.

E: Compruebe si K es divisible por 2.

Ana: (Operay divide) No es, no da exacto, mmm, ...
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Esta dificultad en aplicar las propiedades de la divisibilidad puede ser interpretady
en que la propiedad “Si a /by a/ ¢ entonces a / (b+c)” se apoyan en reconocer

relaciones que no pueden establecerse en el nivel Intra.

En el nivel Intra los estudiantes usan de forma asilada algunos criterios de
divisibilidad (por 2, por 3 y por 5) que no siempre recuerdan (en el sentido de tener
memorizados) de manera correcta. Una evidencia de este hecho la encontramos en la
respuesta dada por Carola (C13-E4) a la tarea 3
- “Indica, justificando tu respuesta, el valor de b para que el numero 2b45 seq:
I divisible por 2; 1. divisible por 3, III. divisible por 6-,
donde la divisibilidad por 3 la discute aplicando el criterio de divisibilidad (la suma de

las cifras es multiplo de 3) y generaliza el criterio de divisibilidad por 3 al caso del 2:

E: Dé un valor de b para que 2b435 sea divisible por 2

Carola: Mmm, ;2 puede ser?. A ver, 2245 entre 2 no da exacto.

E: ¢ Qué esta pensando?

Carola: Siempre hago lo mismo, sumo los numeros y tiene que dar un
numero divisible por 2, asi suman 11, ah, no tiene que ser 2145, a
ver (divide) no da tampoco. Mmm ...

E: Dé un valor de b para que 2b45 sea divisible por 3.

Carola: 4, 2445, sumando las cifras es multiplo de 3.

Este hecho evidencia que Carola recuerda el criterio de divisibilidad por 3 y lo
intenta generalizar como criterio de divisibilidad por 2 (la suma de cifras tendria que ser
divisible por 2), pero tiene que recurrir a la division del numero entre 2 para dar la

respuesta correcta.

Con este contexto previo, los estudiantes en el nivel Intra tienen dificultades en
coordinar los criterios de divisibilidad ya que implica establecer relaciones. Por ejemplo
Fabian (C4-E1), ayudado por el entrevistador, discute la divisibilidad por 6 en su
respuesta al item 3¢
- “Indica, justificando tu respuesta, el valor de b para que el nimero 2b45 sea

divisible por 6” -:
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E: (Cudl es el valor de b para que sea divisible por 67

Fabidn: Con la regla del 3, el 2145.

E: Compruebe si 2145 es divisible por 6, por favor.

Fabian: (Divide) Mmm, no es divisible por 6.

E: (Para que sea divisible por 6, tendra que ser divisible por3?, ;y por
algin otro?

Fabian: De 3, dos veces.

E: ¢Existia el valoy para que fuese divisible por 27
Fabian: No.
E: (Existivan valores de b para que 2b45 sea divisible por 67

Fabidn: No debe haber.

Fabian no coordina ser divisible por 3 y por 2 para ser divisible por 6, aunque tras
las indicaciones del entrevistador parece mostrar que el numero 2b45 no es divisible por

6.

Los alumnos del nivel Intra tienen dificultades en establecer relaciones entre los
clementos matematicos de divisibilidad de ahi que no sean capaces de determinar el
mayor de los divisores comunes, o el menor de los miltiplos comunes de dos mimeros
y, €n consecuencia, los elementos maximo comiin divisor y minimo comin miltiplo de
dos numeros no siempre son recordados, o son usados de forma aislada y calculados
mecanicamente mediante el uso de un procedimiento que genera dificultades en su
manejo dado que las ideas de minimo comin multiplo y de maximo comun divisor se
apoyan en reconocer relaciones comunes (de multiplo o divisor) entre parejas de

NUMEros.

En este nivel encontramos dos alumnos en 1° de ESO, dos en 4° de ESO y cuatro en
1° de Bachillerato que desconocen la definicién de minimo comun multiplo o lo
confunden con el maximo comun divisor. De igual modo tres alumnos de 1° de ESO,
cuatro de 4° de ESO y cuatro de 1° de Bachillerato no conoce la definicion del méximo
comtn divisor o lo confunden con el minimo comdn multiplo. Ademds todos estos
alumnos no son capaces de usar el minimo comin miltiplo o el maximo comin divisor

con caracter instrumental a lo largo de todo el cuestionario.
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Una caracteristica del nivel de desarrollo Intra es que los estudiantes usap
mecanicamente los algoritmos de obtenciéon del minimo comun multiplo o méaximeo
comun divisor. Por e¢jemplo, Enrique (C17-E4) cuando es preguntado por el maxime
comun divisor y el minimo comun multiplo de 30 y 50 -items 7c¢ y 7d- utiliza ¢]
procedimiento de la descomposicion factorial, pero muestra dificultades para determinar

correctamente ambos elementos:

E: ¢Cudl es el maximo comun divisor de 30y 50?, ;y el minimo comiin
multiplo de 30y 50?

Enrique: Voy a poner la descomposicion factorial. (Descompone
Jfactorialmente) El minimo comun multiplo es 2 x 5, es 10. El
maximo comun divisor .., no sé como se hace.

E: En el cuestionario respondio 150.

Enrique: Ahora no recuerdo.

E: ¢Podria buscar el minimo comun multiplo de una forma distinta a
la de realizar la de la descomposicion factorial?

Enrigue: No, no sé.

Observamos como Enrique, a pesar de realizar la descomposicion factorial de 30 y
50, obtiene ntimeros que no sabe asignar al maximo comun divisor o al minimo comun

multiplo.

Otros estudiantes encuadrados en el nivel Intra recuerdan la definicion operativa del
elemento minimo comin multiplo- “m es el minimo comin miltiplo de dos nimeros
naturales, a 'y b, si, y sélo si, m es el producto de los factores primos comunes y no
comunes a ambos, tomados cada uno con sus mayores exponentes™, o del maximo
comun divisor - “d es el mdximo comun divisor de dos nuimeros naturales, a y b, si, y
solo si, d es el producto de los factores primos comunes a ambos, tomados cada uno
con sus menores exponentes”-, o utilizan las series de multiplos o divisores comunes a

ambos numeros.
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Por ejemplo, Sonia (C11-E4) responde a las definiciones de minimo comin multiplo
y maximo comun divisor de dos niimeros- items 7a'y 7b- asociandolos al procedimiento
de obtencion mediante la descomposicion factorial, tanto en la entrevista como en el

cuestionario y desconoce cualquier otro procedimiento alternativo:

E: cQué es el minimo comun multiplo de dos nitmeros?
Sonia:  Los comunes y no comunes elevados al mayor exponente.
E: Eso es el procedimiento, pero pedia la definicion.

Sonia:  Mmm, el mimero, uf, no lo sé.

E: ;Qué es el mdximo comun divisor de dos numeros?

Sonia:  Comunes elevados al menor exponente.

E: Pero le pedia la definicion.
Sonia:  Bueno, pues eso es [0 que pienso yo.
E: En los dos #ltimos has realizado la descomposicion factorial,

/podria resolverlo de otro modo?
Sonia:  Mmm, lo contesté porque siempre lo hago asi, no sabria ahora. De

otro modo.

En el nivel Intra los modos de representacion influyen en el uso por parte de los
estudiantes de los elementos matemadticos que conforman la Divisibilidad en N. Los
alumnos no son capaces de establecer relaciones entre los elementos del esquema de
Divisibilidad. En consecuencia, aquellos elementos que se apoyan en el establecimiento
de relaciones, como el elemento “ser divisible” (desde los criterios de divisibilidad), los
elementos minimo comun multiplo o maximo comin divisor de dos 6 tres niimeros,
generan dificultades en su manejo, reduciéndose basicamente a aproximaciones
procedimentales que no explicitan claramente el significado dado a las relaciones entre

los ntimeros.

Por poblaciones, la distribucion de estudiantes en el Nivel Intra se recoge en la

siguiente tabla:
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NIVEL INTRA Estudiantes Total

C4, C6, C7, C8, €9, C10, C12, C13, Cl4, C15,
1° ESO s
C16, C17,C19, €20, C21

Curso

C4, C7, C8, C9, C10, C11, C13, C14, C15, Cle,

4 ESO 13
C17,C19, C20
1* Bachillerato |C> €6 €9 C12. CI4, €16, C17. CI8. C10.]
C20

Tabla 4.11. Estudiantes entrevistados asignados al Nivel Intra del desarrollo del

esquema de Divisibilidad

4.2.2.2. Nivel Inter.

En el nivel Inter del desarrollo del esquema de Divisibilidad, los estudiantes pueden:

(@)

(b)

(©

(d)

usar correctamente los elementos multiplo y divisor de un nimero natural y
establecer relaciones entre las diferentes acepciones,

vincular los elementos ser divisible, miltiplo y divisor a la representacion
factorial del nimero, siendo capaces de establecer que un nimero es multiplo
de sus factores primos pero no de todos sus factores compuestos. Esta
caracteristica estd vinculada a la dificultad en reconocer la unicidad de la
descomposicion en factores primos de un numero natural,

utilizar los criterios elementales de divisibilidad (por 2, por 3 y por 5) y, en
algunos casos, poder coordinar dos criterios, y

usar adecuadamente alguno de los algoritmos de obtencion de los elementos
matematicos minimo comun multiplo y maximo comun divisor y aplicarlos en

contextos de situaciones reales.

Los alumnos de este nivel emplean correctamente las ideas de multiplo y divisor,

estableciendo relaciones entre ambos elementos asi como la relacién inversa entre las

operaciones de multiplicar y dividir. Un comportamiento caracteristico del nivel de

desarrollo Inter podemos observarlo, por ¢jemplo, en Elena (C1-B1) que conecta la idea

“P es divisor de Q” con la operacion de multiplicar (existe un nimero k tal que

P x k= Q) al responder que “625 es divisor de 25 porque 25 x 25 =625,
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Otra caracteristica importante del nivel Inter del desarrollo del esquema de
Divisibilidad es que los estudiantes vinculan los elementos ser divisible, divisor y
multiplo a la representacion factorial del namero, determinando que los factores primos
son divisores del numero y mostrando dificultades cuando se trata de factores
compuestos. Por ejemplo, Elena identifica los cuatro numeros proporcionados (464,
493, 522, 551) en el item 2
- “Los milltiplos de un niimero comprendidos entre 460 y 560 son: 464, 493, 522 y 551.
¢ De qué niimero se trata? Explica tu respuesta”,
con la idea de multiplos comunes de un determinado nimero. Para observar si aparece
un factor comin en todos ellos pasa de la representacion decimal de los numeros a su

representacion factorial:

E: Usted en el cuestionario contesté mediante la descomposicion
factorial de los numeros de la serie dada y dijo que es el 1,
(puede explicar su respuesta?

Efena: A ver,.., espere, porque los numeros en que coincidian en la
descomposicion factorial.

E: ¢ Quiere comprobar si solamente tienen en comun el 1?7

Elena:  (Realiza la descomposicion factorial) No, es el 29, porque
aparece en (odos...

E: (Existe algun nimero mds que cumpla las condiciones del
enunciado?

Elena: Mmm,.., mayor si, pero menor no

E: Yo le preguntaba por otro distinto de 29.

Elena:  No, creo que no, pero no hay mas, menoy no, porque no se puede

Sfactorizar mas.

Elena identifica el 29 como factor comtn a las cuatro descomposiciones factoriales
- 464 =2% x 29,493 = 17x 29, 522 =2 x 3° x 29, 551 = 19 x 29 -. Al indagar en la
entrevista sobre la posibilidad de otros divisores, Elena responde que “si fuera divisor

deberia aparecer’:

E: ¢ Existivd algin otvo numero que lo cumpla?
FElena: Creo que no, eh,...

E: ¢Si multiplica 29 por otro niimero para probar si es divisor de los
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de la serie, deberia aparecer ese otro numero en la descomposicion
factorial de los de la serie?

Elena: Ah, claro, claro, si fuera divisor deberia aparecer.

E: (Y mayor?

Elena: Puede que si. Probaré (prueba con 29 por 2), mmm, no, la division
no sale exacta.

E: ¢ Existiva algun otro niimero que lo cumpla?

Elena: Creo que no, eh,...

Durante la entrevista, Elena también pone de manifiesto que los factores primos no
se pueden descomponer mas, por lo que el 29 es el menor numero que cumple la
condicion de ser “divisor”. Sin embargo, al insistirle si podria haber un mimero mayor
que 29, prueba con el 29 x 2 y hace la division, comprobando que no es exacta. Lo que
puede estar indicando este comportamiento es que la concepcion de multiplo vinculada
a la representacion factorial (descomposicion en factores primos) esta relacionada con
los factores primos pero no con los factores compuestos. Elena recurre a la
descomposicion en factores primos para buscar un divisor comun. Una vez encontrado
“un factor primo comun” en las diferentes descomposiciones lo ve como un divisor

comun. No es capaz de realizar el mismo razonamiento para los divisores compuestos.

El comportamiento de Elena en la resolucion de los items 4a y 4b

-“Consideremos el nimero M = 3° x 52 x 7. a) (M es divisible por 77 Explica tu
respuesta. b) ;M es divisible por 5?), ;Por 27, ;jPor 92, ;Por 112, ;Por 157 Explica tu
respuesta”- ,

evidencia como los alumnos de este nivel solo son capaces de discutir la idea de “Q es
divisible por P” desde la representacion factorial de estos nimeros siempre que sean
factores primos. Elena asume que si el 5 y el 7 estan en la descomposicion en factores
primos de M, entonces M es divisible por 5 y por 7. Pero tiene dudas con el 9 (que
puede ser visto como 3 x 3 = 3°) y discute Ia divisibilidad del 15 desde la representacion

decimal de M:

E: (M =3’ x 52 x 7, M es divisible por 7?
Elena: Si, porque se multiplica por 7 en la expresion, y por tanto se puede

dividir por 7.
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E: /M es divisible por 57

Elena: También, porque, bueno es elevado al cuadrado, pero se multiplica
por 5, por 5, st.

E: M es divisible por 9?

Elena:  Si, bueno, puede ser que no, porque en todos los casos, espere, estd
dentro el 9, pero en todos los casos no tiene por qué. En la
contestacion multipliqué los valores y dividi por 9, y salia exacta la
division.

E: (M es divisible por 157

Elena: Por 3,.., seria comprobario, (divide} si es porque la division es

exacta entre 15

Para Elena la vinculacion del elemento “Q es divisible por P” a la representacion
factorial de los numeros parece depender de que el namero P sea un factor primo o un

factor compuesto.

Los alumnos del nivel Inter también tienen dificultades para determinar si un
numero “es divisible” por otro que no aparece en la descomposicion factorial. Por
ejemplo, Elena divide para comprobar si el nimero M es divisible por 11, mientras que
para verificar que M no es divisible por 2 utiliza el hecho de que “fodos los nimeros del
producto son impares”, refiriéndose a que ninguno de los factores de M es un numero

par:

E: M es divisible por 27

Elena: Por 2 no, porque todos los niimeros del producto son impares.

E: ¢M es divisible por 117

Elena: No lo sé, tengo que operar (opera), no, no da exacto la division.
Pero por 11 se puede decir que no es, porque no estd metido en la
multiplicacién, y ninguno de los valores (sefiala 3, 5 v 7) es

mudtiplo de 11.

El hecho de tener problemas para establecer la relacion “ser divisible” por un
ndmero compuesto, o bien por nimeros que no aparecen en la descomposicion factorial
del ntmero, parece indicar que la idea de la unicidad de la descomposicion factorial en

factores primos de un niimero natural se manifiesta con dificultad en este nivel de
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desarrollo del esquema. Elena no reconoce la unicidad de la descomposicion factorial
puesto que necesita comprobar que 11 no es divisor realizando la division, y sglo
después de esto contesta que no lo es porque ninguno de los factores primos de 1

descomposicion factorial es multiplo de 11.

Si el nimero es compuesto (caso del 9 y del 15) Elena duda, tiene que recurrir a I
expresion decimal de M y realizar la division. Si el nimero es primo y no esta en la
descomposicion factorial puede actuar (a) aplicando el criterio de divisibilidad (como en
el caso del 2 al considerar la idea de paridad de los factores) si lo tiene conceptualizado,
(b) usando la representacion decimal de M si no tiene conceptualizado el criterio de

divisibilidad (como en el caso del 11).

En algunas ocasiones los estudiantes también pueden vincular el elemento “Q es
divisible por P a la representacion factorial si el numero P es una potencia de un factor
primo. Por ejemplo, Marisa (C1-El) en el cuestionario contesta a los items 4a y 4b
usando la representacion decimal de M (4725). Sin embargo, en la entrevista discute la

divisibilidad por 9 (3%) desde la representacion factorial de M:

E: M es divisible por 37
Marisa: Por 3 también, porque estd 3°.
E: ;Y por 9?

Marisa: Por 9 también, por que 3%son 27, v por tanto estd 3 por 3 que son 9.
q Y P p q

Estos comportamientos son representativos del nivel Inter ya que se apoyan en la
representacion factorial para discernir la divisibilidad de un numero por sus factores
primos y en algunos casos por potencias de los mismos. Sin embargo, cuando tienen
que responder a la pregunta “;M es divisible por 157" necesitan recurrir a la
representacion decimal para discutir la divisibilidad. Por ejemplo, las respuestas de
Elena y Marisa indican que la idea de unicidad de la descomposicion en factores primos
no es concebida en este nivel. Los alumnos no reconocen que la descomposicion en
factores primos de un niimero natural es Unica ya que admiten que M puede ser divisible

por un numero que no aparece expresado explicitamente en su descomposicion, bien por
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que el nimero considerado sea primo (11) y no esté en el producto o porque sea un

namero compuesto (15).

Los alumnos del nivel Inter presentan dificultades en identificar los divisores
compuestos y los miltiplos de un numero expresado mediante su descomposicion
factorial. Todo ello pone de manifiesto la dificultad que tienen estos estudiantes en
reconocer la unicidad de la descomposicion factorial de un numero para determinar

multiplos y divisores.

Otra caracteristica del nivel Inter es la dificultad que tienen los estudiantes en
coordinar dos informaciones para realizar inferencias y generar nueva informacion. Este
hecho se pone de manifiesto en las limitaciones que muestran los alumnos en el manejo
de la propiedad: “a/bya/c => a/(bxtcy), ¥V a, b, ¢ x, v € N, al tener que recurrir

a la representacién decimal del namero.

Esta caracteristica puede apreciarse en las respuestas dadas a los items de la cuestion
10
““Indica razonadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas,
Jjustificando tu respuesta. El niimero K = 2x3x5x 11+ 3 es: a) Divisible por 3.
b) Divisible por 2 y por 4. ¢) Divisible por 3. d) Divisible por 6. e) Divisible por 157-.
Por ejemplo, Marisa (C1-E1) en el cuestionario expresa K es su representacion decimal
y, aconfinuacioén, realiza la division por cada uno de los numeros. En la entrevista, sin
embargo, indica K es divisible por 5 ya que es un factor del primer sumando.
Posteriormente, a sugerencia del entrevistador y para justificar su afirmacion,
transforma K en su expresion decimal, divide por 5 y aplica el criterio de divisibilidad

de este numero. Marisa no usa la propiedad anteriormente citada:

E: JFl nimero K = 2'x 3x 5x 11 + 3 es divisible por 52

Marisa: Entre 5, mm,.., si,.., creo que st.

E: Usted contesto en el cuestionario que no.

Marisa: Mmm,..., pues, yo creo que si, porque aparece un 5.

E: Compruébelo, por favor.

Marisa: (Realiza el cdlculo de K y divide por 5) No, porque K no acaba en 0 6

ens.

235

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat dAlacant. 2006.



Anélisis de la comprensién de divisibilidad en el conjunto de los numeros naturales. Samuel David Bodi Pascual.

Capitulo 4. Resultados Samuel David Bodi Pascug|

En el nivel Inter los alumnos recurren a una concepcion accion de la idea de “ger
divisible” cuando tienen que aplicar la propiedad “sia/bya/c =a/(b+ ¢ puesto
que ésta implica tener que vincular mediante una “y” logica estas relaciones para inferir

la divisibilidad del nimero K = 2*x 3 x 5 x 11 + 3 por diferentes numeros.

Esta dificultad en establecer relaciones en el sentide de coordinar informacién para
realizar inferencias y generar nueva informacion también se presenta en la coordinaciéon
de los criterios de divisibilidad. Asi, una de las manifestaciones caracteristicas del nivel
Inter es que los estudiantes recuerdan y aplican los criterios elementales de divisibilidad
(por 2, por 3y por 5), y s6lo en algunos casos son capaces de coordinar dos criterios de
divisibilidad. Por ejemplo, coordinar la divisibilidad de un niimero por 2 y por 3 para
discernir la divisibilidad por 6. Una evidencia de esta caracteristica la encontramos en
las respuestas que ofrece Lidia (C5-B1) a los items de la cuestion 3
- “Indica, justificando tu respuesta, el valor de b para que el numero 2b45 sea:
I Divisible por 2; II. Divisible por 3; IIl. Divisible por 6”- .

Lidia estudia la divisibilidad del nimero 2b45 por 2 y por 3 a partir de sus criterios:

E: Dé un valor de b para que 2b45 sea divisible por 2.

Lidia: Eh, tendria que ser par, y ese niimero es impar, porque acaba en 5. No habra
para 2.

E: ¢ Y para ser divisible por 37

Lidia: Hay que sumar las cifras y ver que es multiplo de 3. Por ejemplo, b podria ser
un... 3

Lidia: (Prueba con diversos valores de b) Con 1 si da.

E: ;Orro?

Lidia: Tengo que probarios todos.

Sin embargo, una vez establecido que 2b45 no es divisible por 2, sea cual sea el
valor de b, tiene dificultades en determinar la divisibilidad por 6 al contestar, aplicando
un falso criterio de divisibilidad, que “no es divisible por 6 porque dividiendo 45 entre 6
no sale exacto”. Asi, la dificultad en establecer las relaciones adecuadas se ponen de
manifiesto al no establecer la relaciéon “Q no es un divisible por 2 = Q no es divisible

por 6” como observamos en ¢l siguiente protocolo:
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E: (Observa alguna relacion del tercer apartado con los apartados
anteriores?
Lidia: Si, posiblemente.
E: ¢Si es divisible por 6 es divisible por 27
Lidia: Si, porque los dos son pares.
E: ¢ Existian valores de b para que fuera divisible por 27
Lidia: No.
E: ¢ Entonces podrd ser divisible por 67
Lidia: Alo mejor si.

Lidia contesta, de forma errénea, que aunque el numero no sea divisible por 2 puede

ser divisible por 6. Esta respuesta indica que no coordina la divisibilidad por 2 y por 3.

En la entrevista, la indagacion realizada sobre la coordinacion de la divisibilidad por 2 y

por 3 permite asumir que Lidia no reconoce la implicacion de que si 2b45 no es

divisible por 2 entonces 2b45 no es divisible por 6.

En algunos casos y en el contexto de la entrevista, los estudiantes del nivel Inter

pueden empezar a coordinar la informacion. Por ejemplo, Mila (C11-B1) proporciona

diferentes valores de b (1 6 4) que hacen que el nimero 2b45 sea multipio de 3. Para

discutir la divisibilidad de 2b45 por 6, empieza “probando” diferentes valores para b:

Mila:

Mila:

Mila:

¢ Y para que sea divisible por 67

Por 6,...., (va probando) mmm...

¢ Para que sea divisible por 6, tendra que ser divisible por 27
Claro, tendra que ser multiplo del niimero que habia salido por 2.
¢ También multiplo de 37

También puede ser, tendrd que ser muftiplo de 2y de 3.

Tras las preguntas del entrevistador, Mila entiende que 2b45 no puede ser divisible

por 6 dado que no es divisible por 2. Aunque parece coordinar la divisibilidad por 2 y

por 3, necesita realizar la comprobacién de su afirmacion:

E:

Mila:

Por ejemplo, 2145 era miltiplo de 3. ;Serd multiplo de 6?
(Divide) No.
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Posteriormente, Mila es capaz de reconocer la implicacion “Si Q no es divisible poy
P = Q no es divisible por P x R” como demuestran sus respuestas al item 10e
-“Indica razonadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas,
Jjustificando tu respuesta. El niimero K = 2°x 3x 5 x 11 + 3 es divisible por 15”-
Mila, tras obtener la representacion decimal de K, indica que no es divisible por 15 ya
que no es divisible por 5. Previamente, la divisibilidad por 5 la ha discutido a partir de

su criterio:

E: (K es divisible por 157

Mila: No, porque no acaba ni en 0 ni en 3.

En definitiva, los estudiantes del nivel Inter conocen y aplican los criterios
elementales de divisibilidad (por 2, por 3 y por 5), y algunos de ellos empiezan a

coordinar dos criterios, aunque con ayuda.

Otra caracteristica del nivel Inter es que los alumnos pueden usar, al menos, una de
las siguientes relaciones: (a) relacion entre el minimo comin multiplo (méximo comiin
divisor) de dos numeros naturales y los multiplos (divisores) comunes a ambos, o
(b) relacién entre el minimo comiin multiplo (maximo comun divisor) de nimeros
naturales y la descomposicion factorial de los nmumeros naturales: “m es el minimo
comun multiplo de dos numeros, ay b, si, y sélo si, m es el producto de los factores
primos comunes y no comunes a ambos, tomados cada uno con su mayor exponente”
(“d es el mdximo comuin divisor de dos nimeros, ay b, si, y solo si, d es el producto de
los factores primos comunes a ambos, tomados cada uno con su menor exponente”)

siendo capaces de aplicarlos en situaciones de contexto real.

Sin embargo, los estudiantes de este nivel que utilizan dos procedimientos de
obtencion del minimo comiin multiplo o del maximo comun divisor (determinacién de
series de multiplos o divisores comunes y descomposicion factorial) no son capaces de
establecer relaciones entre ellos. Por ejemplo, Javier (C2-E4) usa ambos procedimientos
para resolver la situacion planteada en el item 6
-“Una madre y una hija son guias turisticas. La madre vuelve a casa cada 15 dias y la

hija cada 12 dias. El 6 de diciembre (Dia de la Constitucion) coinciden las dos en casa.
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;Cudnto tiempo ha de transcurrir para que se encuentren de nuevo? Explica como lo
has hecho”- ,
pero no puede establecer ninguna relacion entre ambos. Desconoce por qué el método

de la descomposicion factorial genera el minimo comtGn multiplo de los dos nimeros:

E: ¢Podria responder de otra forma?

Javier: Mmm, obteniendo el minimo comun wmaltiplo (realiza la
descomposicion factorial de 15 y de 12). Tomaré los factores comunes
y no comunes elevados al mayor exponente. Da 60.

E: Si dispone de al menos dos métodos para la resolucion, ;jcomo
relaciona la forma de obtencion en ambos casos?

Javier: No sabria decirle, este segundo método lo utilizamos muy a menudo.

Los estudiantes del nivel Inter pueden utilizar adecuadamente las relaciones entre el
minimo comin multiplo o el maximo comun divisor de dos numeros naturales y los
multiplos o divisores comunes a ambos, pero no pueden establecer que el procedimiento
de la descomposicion factorial genera el minimo comun multiplo o el maximo comiin

divisor.

Las caracteristicas mencionadas anteriormente han permitido determinar la
distribucion de estudiantes en el Nivel Inter del desarrollo del esquema de Divisibilidad

que se recoge en la siguiente tabla:

NIVEL INTER Estudiantes Total
1° ESO C1,C2,C3,C5,C11,C18 6
% 4° ESO C1,C2,C3,C6, C12 5
~ 1° Bachillerato Cl1, C4, C7,C10,C11,C15 6

Tabla 4.12. Estudiantes entrevistados asignades al Nivel Inter del desarrollo del

esquema de Divisibilidad
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4.2.2.3. Nivel Trans.

En este nivel de desarrollo del esquema los estudiantes son capaces de:

(a) emplear con coherencia los elementos matematicos de divisibilidad, estableciendq
relaciones entre ellos, independientemente del modo de representacion, asumiendo
la unicidad de la descomposicion en factores primos de los numeros,

(b) aplicar distintos criterios de divisibilidad y coordinarlos para obtener nuevas
informaciones, y

(c) usar los diferentes algoritmos de obtencion de los elementos matematicos maximo
comun divisor y minimo comun miultiplo de dos o mas numeros, aplicandolos en

contextos reales y empezando a establecer alguna relacion entre ellos.

Cabe mencionar que ninguno de los alumnos entrevistados de 1° de ESO se
encuentra en el nivel Trans del desarrollo del esquema de Divisibilidad. En 4° de ESO
encontramos 3 alumnos en este nivel y 5 en 1° de Bachillerato. Los estudiantes del nivel
Trans muestran principalmente forma de conocer objeto o proceso de los diferentes

elementos de divisibilidad.

Una de las caracteristicas de los alumnos que se encuentran en este nivel es que
establecen las relaciones bicondicionales de divisibilidad: “Q es multiplo de P < P es
divisor de Q < P es un factor de Q < Q es divisible entre P”. Por ejemplo, Joaquin
(C2-B1) es capaz de relacionar las nociones de factor y divisor, y de divisor y multiplo,
independientemente del modo de representacion como evidencian las respuestas dadas
al iftem 2
- “Los multiplos de un niimero comprendidos entre 460y 560 son: 464, 493, 522 y 551.
¢ De qué niimero se trata? Explica tu respuesta” - .

En el cuestionario, Joaquin para encontrar el niimero cuyos multiplos son 464, 493, 522
y 551 calcula la diferencia entre los términos sucesivos de esta serie (493-464, 522-493,
551-522) observando que es 29. A continuacion realiza la division de cada uno de estos
ntmeros entre 29 y comprueba si el resultado es exacto. Joaquin considera entonces que

el nimero buscado es 29.
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(C2-Bl, cuestion - item 2)

Posteriormente en la entrevista, cuando el entrevistador solicita a Joaquin una forma
alternativa de justificacion, procede a realizar la descomposicion factorial de todos los
nameros de la serie. El alumno observa que 29 aparece en la representacion factorial de

todos ellos y lo identifica como el unico factor comun de 464, 493, 522 y 551:

Joaquin: (Realiza la descomposicion factorial de los numeros 464, 493,
322y 551) Todas tienen como factor 29.

E: cExiste algin nimero mds que cumpla las condiciones del
enunciado?

Joaquin: Mmm,.., no, porque..., ho hay ningin divisor mds en comiin en la

descomposicion factorial.

Joaquin indica que 29 es factor comun (en relacion a divisor) de todos ellos y seilala
que no habrd otro comun a todos porque “ro hay ningun divisor en comun en la
descomposicion factorial”. Estos razonamientos parecen indicar que es capaz de
relacionar las nociones de factor y divisor, de divisor y multiplo, y de establecer la
equivalencia entre “no ser un elemento de la descomposicidn en factores primos y no
ser divisor”. No obstante, cabria pensar si se refiere Unicamente a un factor primo o

compuesto.

Joaquin puede reflexionar sobre el elemento “ser divisible” desde la representacion
factorial, estableciendo relaciones entre factor, miltiplo y divisor, y coordinando dos
criterios de divisibilidad como evidencian sus respuestas a los items 4a y 4b
- “Consideremos el nitmero M = 3° x 5° x 7. a) ;M es divisible por 7? Explica tu
respuesta. b) ;M es divisible por 5?2, ;Por 22, jPor 9?2, ;Por 11?2, ;Por 152 Explica tu

respuesta’-
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Joaquin asocia factor con la idea de ser divisible desde la forma “operativa” de 15

descomposicion en factores primos como observamos en el siguiente protocolo:

Joaquin: Si, porque 7 es un factor de M, y por tanto, mm,..., el niimero
puede,.., 0 no,.., si claro, si 7 es un factor es divisible por 7,
porque para obtener el mimero tiene que multiplicar por 7, y por

tanto luego puede dividir por 7.

También establece que si un numero no aparece en la descomposicion de M,
entonces M no es divisible por ese nimero. En la entrevista indica que M no es divisible
por 2 ya que el 2 no aparece en la descomposicion factorial de M, y ademas ninguno de

los factores es multiplo de 2:

Joaquin: Si no aparece, ;significa que no serd divisible por 2?
E: No sé, si no estad, tendrd que ser alguno de los factores multiplo

de 2, que no es el caso, por tanto no es multiplo de 2.

Con posterioridad, manifiesta que M es divisible por un producto de factores primos

(15):

Joaquin: ;Y por 157
E: Por 15 si es divisible, ya que aparece 5 x 3, puede agrupar esos

dos factores.

Observamos que Joaquin es capaz de reflexionar sobre el elemento ser divisible
desde la representacidn factorial como un todo, estableciendo adecuadamente relaciones
entre los distintos elementos; construyendo significados en términos de divisores y no
divisores, de muitiplos y no multiplos; y coordinando informacién para determinar la

divisibilidad.

Oftra de las caracteristicas del nivel Trans es que los alumnos vinculan la idea de
multiplo a la representacion factorial (descomposicion en factores primos) estableciendo

la relacion bicondicional entre miltiplo y factor. Por ejemplo, Joaquin determina si un
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namero es miltiplo de otro sin necesidad de utilizar la representacion decimal de éstos,
como evidencian las contestaciones dadas a los items 4c y 4d:

- “Consideremos el niimero M =3’ x 5" x 7, ;)3 x 5x 7’ es un mutltiplo de M? Explica
tu respuesta’-

-3 x 5% x 7 x 13" es un miltiplo de M? Explica tu respuesta’-.

Joaquin contesta en el cuestionario que 3* x 5 x 7° no es un miiltiplo de M ya que “para
serlo tendria que tener los mismos factores, todos ellos con mayor exponente que los de
M. El 5 no tiene mayor exponente”. En la entrevista confirma que un niimero que sea
multiplo de M tiene que tener todos los factores primos de M con mayor exponente,

aunque necesita confirmarlo con la calculadora:

Joaquin: Eh,..., mmm,.., Si, d ver, no, no porque si 5 tiene menor exponente.
Espere que lo compruebe con la calculadora (opera y divide), no
es.

E: ¢ Qué conjetura tenia?

Joaquin: Para que fuera multiplo pensaba que todos los exponentes tenian
que ser mayores que los de M, pero lo comprobé con la

calculadora.

No obstante, cuando Joaquin responde al segundo item indica que el niimero
3*x 5°x 7’x 11" es multiplo de M “porque tiene todos los factores de M y ademds con
mayor exponente” sin necesidad de realizar ninguna comprobacién, como se muestra en

el siguiente protocolo:

E: 03 x 57 x 70 x 13" es un miltiplo de M?

Joaquin: Este si que es multiplo, porque tiene todos los factores de M, y
ademds con mayor exponente.

E: ¢La multiplicacion por 13 no influye en nada?

Joaquin: No, porque lo que se hace es multiplicar

Podemos resumir que los estudiantes del nivel Trans pueden establecer, sin
necesidad de realizar operaciones, relaciones bicondicionales entre miiltiplo, divisor,

factor y ser divisible, entre numeros representados mediante su descomposicion en
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factores primos. Este hecho subraya la importancia de la descomposicién en factores

primos de los nimeros en el desarrollo del esquema de Divisibilidad.

Por otra parte, los estudiantes del nivel Trans usan la propiedad “a/b y a/c
= a/(bx + ¢y), Ya b, ¢ x, v eN”, cuando (a) el entrevistador los cuestiona sobre

ella, o (b) el divisor es un factor primo de cada uno de los sumandos.

Por ejemplo, Beltran (C18-E4) inicialmente resuelve la cuestion 10
-“Indica razonadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas,
Justificando tu respuesta: El mimero K = 27x 3 x 5x 11 + 3 es: a) Divisible por 5. b)
Divisible por 2 y por 4. ¢) Divisible por 3. d) Divisible por 6. e) Divisible por 157-,
sin aplicar esta propiedad. Posteriormente, cuando el entrevistador pregunta a Beltran si
es consciente de que el numero K esta formado por dos sumandos, el alumno determina

la divisibilidad de K haciendo uso de la propiedad:

E: (K es divisible por 57

Beltran: No, porque la primera parte si es, pero al sumar 3 no acabard en 5 6 en
0.

E: (K es divisible por 47

Beltran: No, porque la primera parte seria par, pero al sumarle 3 apareceria un
numero impar, por tanto, no puede ser multiplo de 4.

E: ¢ Tiene claro que hay dos sumandos?

Beltran: Si, si, tiene dos partes.

E: K es divisible por 3?

Beltran: Mm, si, porque.., bueno, nolo sé, ..., si es, porque es multiplo de 5 y de 2
la primera parte acaba en 0, y también es multiplo de 3, y la segunda
parte tambien es multiplo de 3 porque se suman 3, por tanto el total es

muiltiplo de 3.

Beltran al ser conciente de la influencia que tienen los dos sumandos de K para
discutir su divisibilidad, la argumenta a partir de la propiedad: “a/b y a/c =

a/(bx+cy), vab cxyeN".

Otros alumnos del nivel Trans, como por ejemplo Joaquin (C2-B1), sélo son

capaces de aplicar la propiedad anterior cuando “el divisor es un factor primo de cada
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uno de los sumandos”. Joaquin necesita recurrir a la representacion decimal de
K=2"x3x5x 11+ 3 para discutir la divisibilidad por 5, y sin embargo, determina que
K es divisible por 3 diciendo “tenemos la suma de dos multiplos de 3, entonces si serd

divisible por 3”, como se pone de manifiesto en el siguiente protocolo:

E: El mimero K=2"x3x5x 11+ 3, ;es divisible por 57

Joaquin: Si no estuviera sumado 3 si que seria, pero al sumarle 3 no lo tengo
claro. Tengo que calcularfo. (Opera y divide) No es divisible por 5
porque no acaba ni en 0, ni en 5.

E: Y sile suma 3, ;serd multiplo de 37

Joaquin: Mmm,.., tenemos la suma de dos mudtiplos de 3, entonces si serd

divisible por 3.

El uso de la “conjuncion logica” en esta propiedad para poder inferir que el nlimero
K es divisible por un determinado numero posibilita que los alumnes establezcan la
divisibilidad de K entre 3, pero a su vez les crea dificultades para determinar la
divisibilidad por otros niumeros, recurriendo en estos casos a la representacion decimal

de K.

En el nivel Trans los alumnos también son capaces de coordinar dos criterios de
divisibilidad. Esta caracteristica la podemos observar en las respuestas de Joaquin a los
items de la tarea 3
- “Indica, justificando tu respuesta, el valor de b para que el nimero 2b45 sea:
I divisible por 2; II. Divisible por 3; IIl. Divisible por 6”-.

Joaquin utiliza los criterios de divisibilidad por 2 y por 3 en el cuestionario, sefialando
por ejemplo que el nimero 2b45 no es divisible por 2 para ningin valor de b por ser la
ultima cifra impar. En la entrevista, sefiala que para que el numero 2b45 sea divisible
por 6, ademas de ser multiplo de 2 ha de ser multiplo de 3, evidenciando que ha

coordinado estos criterios para establecer la divisibilidad o indivisibilidad por 6.

E: En el cuestionario respondio que por 2 no es divisible porque la dltima
cifra es impar, en la segunda sumé las cifras y dijo que el valor posible
de bes I, 4635 ;Cudles el valor de b para que el mimero 2b45 sea

divisible por 67
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Joaquin: Nunca sera divisible por 6, porque si no es divisible por 2 por ser impar,
tampoco es divisible por 6, porque para que sea divisible por 6 tendrd
que ser par. Si no es divisible por 2, ni por 3, no es divisible por 6.

E: ¢ Y st el nimero es divisible por 6 que debe ocurrir?

Joaquin: Que también sea divisible por 2 y por 3, a ver, por 2 y por 3, si, eso es.

Los alumnos del nivel Trans pueden usar diferentes algoritmos de obtencion del
minimo comun multiplo y del maximo comun divisor, y aplicarlos en situaciones de
contexto real. Algunos estudiantes encuadrados en este nivel son capaces de establecer
relaciones entre el maximo comun divisor de dos niimeros naturales (minimo comin
multiplo de dos numeros naturales), los divisores comunes a ambos (los multiplos
comunes a ambos) y la condicion de divisibilidad. El comportamiento de Luis (C21-B1)
en la resolucion de la tarea 6
- “Una madre y una hija son guias turisticas. La madre vuelve a casa cada 15 dias y la
hija cada 12 dias. EIl 6 de diciembre (Dia de la Constitucién) coinciden las dos en casa.
¢ Cudnto tiempo ha de transcurrir para que se encuentren de nuevo? Explica como lo
has hecho”-,
es una clara evidencia de como alguno de los alumnos del nivel Trans son capaces
establecer este tipo de relaciones. Luis determina que el numero obtenido mediante el
procedimiento de la descomposicion factorial garantiza la obtencion del menor de los

multiplos comunes, como podemos observar en el siguiente protocolo:

E: ¢ Por qué el nimero obtenido, 60, mediante la descomposicion factorial y el
procedimiento correspondiente garantiza que se ha obtenido el minimo de
los multiplos comunes? Diga por qué no pueden ser 30 6 120.

Luis: Porque, mmm,..., porque se toman los factores comunes y no comunes, por
tanto no puede dar mayor que el obtenido.

E: ¢Seguro? Por ejemplo, 3x 5x 2 x 2 x 3 es mayor.

Luis: Ah si, mmm, estamos buscando el minimo, no el mayor. A ver, sélo se toman
los elementos que estan en los dos, pero no lo tomamos dos veces,
unicamente tomamos los comunes y no comunes, solamente la mayor
potencia.

E: Diga entonces, porqué la respuesta no puede ser 30.

Luis: Porque 30 no es multiplo de 12, por ejemplo, no podemos alcanzar 30 con

el 12.
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Luis justifica que cualquier maltiplo de dos nimeros contiene todos los factores de
cada uno de los niimeros. Indica que si se toman los factores comunes y no comunes
con los mayores exponentes se obtiene el minimo de los multiplos comunes de estos
numeros, y si se tomase otro factor mas el nuevo nimero seria un multiplo del anterior y

por tanto mayor.

Los alumnos del nivel Trans establecen relaciones entre los diferentes elementos
matematicos de divisibilidad, independientemente del modo de representacion. Estos
alumnos dotan de significado a los elementos matematicos minimo comin multipio y
maximo comun divisor de dos ntumeros, los calculan por diferentes procedimientos y

empiezan a establecer relaciones entre estos procedimientos.

La distribucién de estudiantes entrevistados en el Nivel Trans del Esquema de

Divisibilidad es la siguiente:

NIVEL TRANS T Estudiantes [ Total
1° ESO 0
g 4° ESO C5,C18,C21 3
© 1° Bachillerato |C2, C3, C8, C13, C21 5

Tabla 4.13. Estudiantes entrevistados asignados al Nivel Trans del desarrollo del

esquema de Divisibilidad

4.2.2.4. Caracteristicas del desarrollo del esquema de Divisibilidad en N.

El andlisis llevado a cabo en los diferentes cursos nos permite observar que entre los
alumnos entrevistados predomina el Nivel Intra del desarrollo del esquema de
Divisibilidad. Entre los estudiantes encuadrados el nivel Intra existen alumnos que
establecen muy pocas relaciones entre los elementos, desconocen la definicion de los
elementos matematicos minimo comtin multiplo y maximo comtn divisor de dos o tres
niimeros y no son capaces de obtenerlos. Recordamos que la seleccion de los alumnos
entrevistados en los distintos cursos se realizd mediante la proporcionalidad de las

puntuaciones de los participantes en la investigacion.
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El proceso de analisis realizado a los alumnos de los diferentes cursos, evidencia:

(a) La construccion progresiva del esquema de Divisibilidad. Esta se manifiesta por
el gradual aumento en los distintos cursos estudiados del uso y del

establecimiento de relaciones entre los elementos matematicos.

(b) La importancia de la representacion de los numeros naturales. El grado de
vinculacion de los elementos matematicos a la representacion factorial ha
servido para discriminar las formas de conocer los elementos proceso u objeto

asi como los niveles de desarrollo del esquema Inter o Trans.

A continuacién concretamos la caracterizacion de los diferentes niveles (Intra, Inter

y Trans) del desarrolio del esquema de Divisibilidad.

A. Nivel Intra.
El nivel Intra del esquema de Divisibilidad se caracteriza porque los alumnos

suelen:

(a) desconocer o usar los elementos matematicos multiplo y divisor de manera inconexa
o errénea sin establecer relaciones entre las diferentes acepciones,

(b) establecer relaciones condicionales entre las operaciones de multiplicar y dividir,

(c) usar las relaciones entre los elementos matematicos sélo cuando los nameros estan
expresados en la representacion decimal,

(d) usar parcialmente, o desconocer, los criterios elementales de divisibilidad, y

(e) desconocer los elementos minimo comin multiplo y maximo comin divisor de dos

nameros o usar de forma mecdnica los algoritmos de calculo de estos elementos.

La forma de conocer de los distintos elementos matematicos que muestran los
alumnos del nivel Intra suele ser accion, aunque aparecen algunas manifestaciones de

CONnoOCer Como proceso.

B. Nivel inter.
El nivel de desarrollo Inter del esquema de Divisibilidad queda caracterizado por:
(a) usar correctamente los elementos multiplo y divisor de un nimero natural y

establecer relaciones entre las diferentes acepciones,
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(b) vincular los elementos ser divisible, multiplo y divisor a la representacion factorial
del numero, siendo capaces de establecer que un ntmero es multiplo de sus factores
primos pero no de todos sus factores compuestos. Esta caracteristica esta vinculada
a la dificultad en reconocer la unicidad de la descomposicién en factores primos de
un nimero natural,

(c) utilizar los criterios elementales de divisibilidad (por 2, por 3 y por 5), y en algunos
casos, poder coordinar dos criterios, y

(d) usar adecuadamente alguno de los algoritmos de obtencion de los elementos
matematicos minimo comun multiplo y maximo comin divisor y aplicarlos en

contextos de situaciones reales.

Los alumnos de este nivel establecen mas relaciones entre los elementos
matematicos que los del nivel Intra. Empiezan a coordinar dos criterios de divisibilidad
y a vincular las relaciones de divisibilidad a la representacion factorial de los nameros,
determinando que un factor primo es un divisor de un niimero y que un nimero es
multiplo de sus factores primos. En este nivel los estudiantes pueden mostrar
dificultades en el analisis de la divisibilidad de un numero por sus factores compuestos
o0 por nimeros que no forman parte de su descomposicion factorial. Esta dificultad es
consecuencia de que estos alumnos no asumen la unicidad de la descomposicion
factorial de un numero como producto inico de sus factores primos. Usan el minimo

comun muitiplo y el maximo comun divisor en situaciones contextuales.

C. Nivel Trans.
Los estudiantes del nivel Trans del desarrollo del esquema de Divisibilidad pueden:

(a) emplear con coherencia los elementos matematicos de divisibilidad, estableciendo
relaciones entre elios, independientemente del modo de representacion, asumiendo
la unicidad de la descomposicion en factores primos de los niimeros,

(b) aplicar distintos criterios de divisibilidad y coordinarlos para obtener nuevas
informaciones, y

(¢) usar los diferentes algoritmos de obtencién de los elementos matematicos maximo
comin divisor y minimo comun miltiplo de dos o mas ntiimeros, aplicandolos en

contextos reales y empezando a establecer alguna relacion entre ellos.
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Los alumnos del nivel Trans establecen relaciones bicondicionales entre log
elementos multiplo, divisor y ser divisible sin necesidad de recurrir a la representacién
decimal de los niimeros. Aplican diferentes algoritmos de obtencion del minimo comiin
multiplo y del méximo comun divisor en situaciones reales y empiezan a vincular estos

procedimientos.

Solo se han encontrado alumnos del nivel Trans en los cursos 4° de ESO (3) y 1° de
Bachillerato (5). La forma de conocer los elementos matematicos de divisibilidad en
este nivel es principalmente objeto, y en algunos casos se conocen como proceso. Estos
estudiantes establecen relaciones entre los diferentes elementos matemadticos de

divisibilidad.

A continuacion se referencia el nimero de alumnos de cada curso que se engloba en

cada nivel de desarrollo del esquema:

Nivel 1° ESO 4° ESO 1° Bachillerato Total
Intra 15 13 10 38
inter 6 5 6 17
Trans 0 3 5 8

Tabla 4. 14. Nimero de estudiantes englobados en los diferentes niveles

de desarrollo del esquema de Divisibilidad

4.2.3. Tematizacion del esquema de Divisibilidad.

En la teoria de APOS (DeVries, 2001) un esquema “es una coleccion de acciones,
procesos, objetos 'y otros esquemas que estdn relacionados, consciente 0o
inconscientemente, en una estructura coherente en la mente del individuo y que puede
ser evocado para tratar una situacion problemdtica de ese drea de la matemdtica. Una
importante funcion y definitiva caracteristica de la coherencia es su uso en determinar
qué estd en el ambito del esquema y qué no” (p.8). La construccion de conexiones que
relacionan diversas acciones, procesos u objetos en un objeto particular se expresa como
la tematizacion del esquema asociada con ese objeto. DeVries (2001, p.8), dentro del
grupo de trabajo RUMEC (Research in Undergraduate Mathematics Educaction

Community), sefiala que se logra la tematizacion de un esquema o el esquema se
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tematiza en un objeto “cuando se reflexiona sobre la comprension misma de un
esqutema, viendolo como “umn todo”, y se es capaz de realizar acciones sobre el

esquema, entonces decimos que el esquema ha sido tematizado en un objeto”.

En opinién de Zazkis y Campbell (1996a), la tematizacion de la divisibilidad como
un esquema requiere la construccién de conexiones entre (a) acciones, procesos y
objetos que involucren a la multiplicacion, a la division y a la descomposicién en
factores primos y (b) la divisibilidad y la descomposicién en factores primos. Por
ejemplo, determinando la equivalencia entre factores y divisores de un nimero mediante
el uso de la representacion factorial de los ntimeros. Para Zazkis y Campbell (1996a) la
relacion de la divisibilidad con estructuras cognitivas tales como la descomposicion en
producto de factores primos ayuda a la tematizacion de la divisibilidad en un esquema.
Para estos autores, la tematizacion de la divisibilidad involucra construir relaciones

especificas entre la divisibilidad y los factores primos o compuestos.

La conexion de la divisibilidad y el Teorema Fundamental de la Aritmética segliin
estos autores parece contribuir enormemente a la comprension de la divisibilidad como
un esquema dado que esta conexion supone, por ejemplo, obtener todos los multiplos y
divisores de un numero aplicando las propiedades asociativa y conmutativa de la
multiplicacion o incluso usar relaciones modulares de congruencia. Los autores también
destacan la importancia de que los alumnos establezcan la relacion inversa entre las
operaciones de multiplicar y dividir en términos de “a / b (a divide b) si, y sdlo si,
b: a =d donde d es un nimero natwral; y, a/bsi, ysdlo si, existe un niimero natural
d tal que a x d = b” ya que existen fuertes evidencias de que los alumnos conciben la
divisibilidad en términos de multiplicar y dividir, y el establecimiento de la relacion
inversa entre estas dos operaciones puede ayudar a la comprension de los estudiantes
entre factor y divisor, y su vinculacién a la descomposicién en factores primos de los

numeros.

Por otra parte, Brown et al. (2002) en su investigacion sobre la comprension de la
divisibilidad, tomando como referente el trabajo de Zazkis y Campbell (1996a),
destacan que si bien las conexiones entre los conceptos de multiplicacion, factores y
factores primos son importantes para construit lo que ellos llaman “wn esquema

ampliamente util para la divisibilidad” (p.45) no menos importante es la comprension
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de como se construyen los conceptos fundamentales y como se relacionan para formar
la estructura coherente subyacente de un esquema. Segun los autores, el esquema de
divisibilidad “podria incluir los esquemas para las operaciones aritméticas, los
esquemas para sus propiedades y un esquema para la factorizacion de niimeros
naturales como producto unico de factores primos.” (p.76), siendo la génesis del

esquema de divisibilidad el esquema de la estructura multiplicativa.

Brown et al. (2002) manifiestan que la obtencion del minimo comun multiplo puede
ayudar a encapsular y desencapsular el Teorema Fundamental de la Aritmética,
elemento primordial de la tematizacion del esquema de Divisibilidad. La obtencion del
minimo comun multiplo de dos numeros con representacion factorial exige a los
estudiantes manifestar por qué el procedimiento del exponente mas alto genera el
minimo comun multiplo de esos dos nimeros, permitiendo también la obtencién de

nuevos multiplos.

En nuestra investigacion consideramos que la tematizacion de la divisibilidad como

un esquema se produce cuando los estudiantes pueden:

(a) Discernir la divisibilidad en términos de divisores y no divisores, de multiplos y
no multiplos a partir de la representacion decimal y factorial de los numeros,
asumiendo la unicidad de la descomposicion en factores primos de los niimeros.

(b) Establecer relaciones bicondicionales entre las acepciones léxicas de
divisibilidad “a es divisor de b < b es multiplo de a < b es divisible por a
< a es un factor de b” y usar la relacion contrarreciproca “a no es factor de b,
entonces a no divide a b” para hablar de la indivisibilidad de un nimero
representado factorialmente.

(c) Utilizar la conjuncion légica para realizar, como indican Zazkis y Campbell
(1996a), inferencias sobre la divisibilidad tales como la coordinacion de
criterios o uso de la propiedad “sia/bya/c =a/ (b + ¢)”.

(d) Usar los significados de maximo comun divisor y de minimo comun multiplo

desde diferentes procedimientos y relacionarlos.

Cuando un estudiante es capaz de establecer las relaciones de divisibilidad “a es
divisor de b < b es multiplo de a < b es divisible por a < a es un factor de b” 'y

usar la relacidn contrarreciproca “a no es factor de b, entonces a no divide a b” vincula
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las relaciones de divisibilidad a la descomposicion en factores primos de los niimeros,
sin necesidad de utilizar las propiedades de multiplicar o dividir. Ademas, el uso de la
relacion logica contrarreciproca “a no es factor de b, entonces a no divide a b” favorece

la comprension conceptual de la divisibilidad como una propiedad entre niimeros.

El uso de la conjuncién légica para coordinar criterios de divisibilidad permite
complementar la divisibilidad en términos de divisores y no divisores, puesto que los
alumnos utilizan las propiedades conmutativa y asociativa para determinar divisores de
un numero natural. Como indican Zazkis y Campbell (1996a), la comprension y
aplicacion de los criterios de divisibilidad permite realizar inferencias sobre la
divisibilidad y ayudan a la encapsulacion de la divisibilidad como un objeto. La
coordinacién de la divisibilidad posibilita la obtencion de divisores (factores)

compuestos de un numero dado mediante su representacion factorial.

El cédlculo del minimo comtn multiplo y del méximo comun divisor mediante
diferentes procedimientos facilita la comprension de la idea de multiplos y divisores
comunes vinculada a la representacion factorial de los mimeros. Ademas, los alumnos
tematizan la divisibilidad cuando son capaces de observar que los procedimientos
generan ¢l mayor de los divisores o el menor de los multiplos comunes, pudiendo

obtener miltiplos y divisores de un nimero dado a partir de la representacion factorial.

Después del analisis conjunto realizado a todos los cuestionarios y todas las
entrevistas, encontramos en el nivel Trans un alumno de 1° de Bachillerato y una
alumna de 4° de ESO que han tematizado el esquema de Divisibilidad en N.
Presentamos el caso de Luis (C21-B1) para mostrar como su comportamiento global a
lo largo de cuestionario y de la entrevista manifiesta que ha tematizado el esquema de

Divisibilidad.

Luis (C21-B1) ha tematizado el esquema de divisibilidad porque puede vincular los
elementos “ser divisible”, “divisor” y “miltiplo” a la descomposicion en factores
primos de los nimeros, determinando multiplos y divisores de un numero expresado
mediante su representacion factorial tal como podemos observar en sus respuestas a los

items de la tarea 4
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- “Consideremos el niimero M =3’ x 5" x 7.

a) ;M es divisible por 7? Explica tu respuesta.

b) ¢ M es divisible por 52, ; Por 22, ; Por 92, ;Por 11?7, ;Por [57 Explica tu respuesta.
¢) (3 x 5x 7 es un miiltiplo de M? Explica tu respuesta.

d) ;37 x 57 x 77 x 13" es un miiltiplo de M? Explica tu respuesta”-.

Luis usa la descomposicion en factores primos de M para determinar si es divisible por

5 o por 7, sin necesidad de recurrir a la representacion decimal del namero:

E: (El niimero M = 3’ x 57 x 7 es divisible por 7?

Luis: Si, porque en la descomposicion de M aparece el 7, y por tanto se puede
dividir por 7.

E: M es divisible por 57

- - e =2
Luis: Si, porque en la descomposicion esta 5°.

El alumno observa que 7 forma parte de la descomposicion factorial de M y, por
tanto, se puede dividir por 7. Con este razonamiento parece relacionar las ideas de
divisor y ser divisible. De igual forma deduce la divisibilidad por 5, viendo que 5 es un
factor de M ya que 5> forma parte de su descomposicion. Estas respuestas indican que la

idea de “ser divisible” se estd vinculando a la representacion factorial de M.

Valiéndose de la conjuncion logica Luis coordina la divisibilidad por 3 y por 5 para
precisar la divisibilidad de M por 15. El alumno, nuevamente, relaciona las ideas de
divisor y ser divisible, vinculandolas a la representacion factorial de M y estableciendo

la relacion bicondicional “b es divisible por a <> a es un factor de b”:

E: (M es divisible por 157

Luis: Si, porque esta 5y 3, y 5 por 3 son 15.

E: Si el nimero aparece como factor del nimero M, ;puede afirmar que ese
numero es divisor de M?

Luis: Si.

E: ¢ Y si no aparece?

Luis: No es divisible.
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El razonamiento de Luis para indicar que M es divisible por 15 estd argumentado
desde la descomposicion en factores primos del mimero M, como confirma al responder

que “esta5y 3,y 5 por 3son 157

Luis es capaz de realizar inferencias correctas en términos de divisores y no
divisores, utilizando las relaciones logicas bicondicionales, la conjuncion logica y la
relacion contrarreciproca. Por ejemplo, la relacion logica contrarreciproca (a no es
factor de b, entonces a no divide a b) es usada por Luis en la tarea 4 para precisar que M
no es divisible ni por 2, ni por 11 ya que ninguno de los factores de la descomposicion

factorial de M contienena 2 6 a 11:

E: ¢Mes divisible por 27

Luis: No, porque todos los numeros que dparecen en la descomposicion de M
son impares, y no puede ser.

£ (M es divisible por 117

Luis: Mmm,.., por 11 no es divisible porque ninguno de los nimeros, 3, 56 7,

estan relacionados con 11.

Ademas, Luis determina multiplos y no multiplos de un numero, vinculando la idea

de muitiplo a la representacion factorial de ambos, como hace en las tareas 4c y 4d:

E: 43'x5x 7 es un muiltiplo de M?

Luis: Mmm, creo que si, ..., mmm, tiene los mismos factores aunque no estén
elevados al mismo exponente,.., espere, espere, mmm, los exponentes
tienen que ver, .., no es multiplo porque para ser multiplo tendria que

tener todos los exponentes mayores que los de M, y 5 lo tiene menor.

En el ftem 4d contesta que 3* x 5° x 7° x 13'® es multiplo de M considerando los

factores primos de la representacion factorial y sus exponentes:

E: 03 x 5 x 7 x 13 es un miiltiplo de M?. Esta no la contesté en el
cuestionario.
Luls: Mmm, a ver, ..., si que es mudtiplo de M porque 3, 5, y 7 tienen los

exponentes mayores que los corrvespondientes de M, y ademds estd
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multiplicado por 13 elevado a 18, por tanto si que es multiplo de M.

Estos razonamientos parecen indicar que Luis admite la idea de unicidad de la
descomposicion en factores primos reconociendo que cualquier divisor o multiplo del
numero debe poder construirse a partir de sus factores primos. Luis no tiene problemas
para estudiar la relacion “ser divisible” entre nimeros compuestos o niimeros que no
figuran en la descomposicion factorial. También puede obtener multiplos de un niimero

expresado mediante su representacion factorial.

La identificacion que hace Luis entre el maximo nimero de factores en que se puede
descomponer un numero y su descomposicion en factores primos al resolver los items
ScyS5d
-“Descompon el numero 100 (Justifica tu respuesta): ¢) En el mdximo numero de
factores. d) En factores primos” -,
constata que comprende la idea de unicidad de la descomposicion en factores primos de

un namero.

Luis piensa que si los factores son primos entonces no se pueden descomponer mas
y, en consecuencia, no se podran determinar mas factores que los de la descomposicion

factorial:

E: (Entonces la descomposicion en el mdximo nimero de factores y la
descomposicion en factores primos de 100 es lo mismo? ;Por qué?

Luis: SI, puse 2 x 2 x 5 x 5, no hay mas factores primos, hay que buscar que
haya mds, pero no puede haber mds porque 2 y 5 son primos, por tanto

los dos apartados son iguales.

La manera en que Luis maneja las diferentes propiedades de la divisibilidad indica
que concibe los diferentes elementos y sus relaciones como un todo, permitiendo
ademas “generalizar” diferentes relaciones. Por ejemplo, en las tareas de la cuestion 10
-“Indica razonadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas,
Justificando tu respuesta. El mimero K = 2°x 3 x 5x 11 + 3 es: a) Divisible por 5.
b) Divisible por 2 y por 4. c¢) Divisible por 3. d) Divisible por 6. e) Divisible por 15-
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utiliza la propiedad “Si a/b y a/c, entonces b+c es divisible por ¢’ para discutir la

divisibilidad de K por distintos nimeros primos y compuestos:

IS

cEl niimero K =2"x 3x 5x 11 + 3 es divisible por 57

Luis: Mmm, si porque ..., pero espere, 5 estd en el producto y luego se suman 3,
no es, no. Al sumar 3 no es multiplo, porque sin el 3 si que es.

E: Y sienlugar de +3 fuera +10?

Luis:  Entonces si, porque la primera parte seria multiplo de 5 y 10 también es

multiplo de 5.

Luis conoce las limitaciones de 1a propiedad, es capaz de darse cuenta de cuando se
puede aplicar y cudndo no. Luis hace mencioén a que 5 esta en el primer sumando pero
no aparece como factor en el segundo sumando y, por lo tanto, K no puede ser divisible
por 5. Manifiesta que si en lugar de tener un 3 en el segundo sumando se tuviera un 10,
entonces si que seria divisible al sumar dos multiplos de 5 y, por tanto, la suma seria

miuiitiplo de 5. Esta inferencia es utilizada cuando se le pregunta si K es multiplo de 3:

E: (K es divisible por 37
Luis: Si, porque al sumar 3, 3 es multiplo de 3 y es 1 el cociente, y en la parte

de delante esta 3 multiplicando.

Luis estudia la divisibilidad de K por un niimero compuesto al ser consciente de que
es necesario que K sea divisible por cada uno de los factores. Por ejemplo, “ser divisible

por 15” es consecuencia de “ser divisible por 3 y por 5™

Luis: Bueno, a ver, espere, la primera parte es divisible por 15, pero la
segundo también, espere, espere, no es, 3 no es divisible por 15. Por tanto
no es. Lo tenia al revés, yo dividia 3 entre 15. Es al revés. La respuesta es

que K no es divisible por 15. Tampoco lo es por 6.

La coordinacion de la divisibilidad es usada por Luis en diferentes tareas. Coordina

la divisibilidad por 3 y por 5 para establecer la divisibilidad de M = 3* x 5* x 7 por el
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numero compuesto 15 (item 4e), o la indivisibilidad de K = 2*x3x5x11+3 por 15
(item 10e), o la del numero 2b45 por 6 (item 3c) al observar que si el numero no eg

divisible por 2- “el sltimo mimero es impar”-, entonces no es divisible por 6:

Cuestidn n* 3

ay Tndics, jus

Loy

Paglor de b para que of namern Ih43 seq

wisible por 3; UL divisible por &

(C21-B1, cuestion 3, item 3a, 3b y 3¢)

Luis utiliza la idea de “si 2b45 no es miltiplo de 2, no puede ser multiplo de 67,
determinando que la indivisibilidad por 2 implica la indivisibilidad por 6. A través de
estos ejemplos observamos que utiliza la coordinacion de la divisibilidad
independientemente del modo de representacion empleado, decimal (item 3¢) o factorial

(item 4b5 e item 10e).

Esta forma de comportarse Luis la interpretamos como una manifestacion de haber
tematizado el esquema. En este sentido, entendemos que un indicador de que el
esquema se ha tematizado es el hecho de que los alumnos son capaces de aplicar las
propiedades de la divisibilidad independientemente del tipo de numeros (primos o

compuestos) y del modo de representacion utilizado.

Por dltimo, Luis calcula el minimo comiin multiplo y el méaximo comun divisor por
dos métodos distintos, vinculando ambas formas de obtencién al ser capaz de observar
que el procedimiento de la descomposicion factorial produce el menor de los multiplos
o el mayor de los divisores comunes. Por ejemplo, Luis observa que el procedimiento

de la descomposicion factorial que ha utilizado en el item 6 para obtener el minimo
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comun multiplo de 12 y 15, garantiza que 60 es el menor de los multiplos comunes a 12

y 15:

E: ¢ Por qué el niimero obtenido, 60), mediante la descomposicion factorial y
el procedimiento correspondiente garantiza que se ha obtenido el minimo
de los multiplos comunes? Diga por qué no pueden ser 30 6 120.

Luis: Porque, mmm.,..., porque se toman [os factores comunes y no comunes,
por tanto no puede dar mayor que el obtenido.

E: ¢Seguro? Por ejemplo, 3x 5x 2 x 2 x 3 es mayor.

Luis: Ah si, mmm, estamos buscando el minimo, no el mayor. A ver, sélo se
toman los elementos que estan en los dos, pero no lo tomamos dos veces,
unicamente tomamos los comunes y no comunes, solamente la mayor
potencia.

E: Diga entonces, jpor qué la respuesta no puede ser 307

Luls: Porque 30 no es miltiplo de 12, por ejemplo, no podemos alcanzar 30

conel 12.

Luis sefiala que si se afiaden més factores al producto de 2 x 2 x 3 x 5, el multiplo
obtenido es mayor y por tanto no es el minimo. Ademas ve que cualquier multiplo de 12
v de 15 ha de contener los factores de ambos niimeros porque en caso contrario el

niumero que se obtiene no es miltipio de alguno de ellos.

Ademas, Luis manifiesta que cualquier multiplo comin de dos niimeros es miltiplo
del minimo comun multiplo ya que contesta que “serd tantas veces m”, O
equivalentemente el minimo comin multiplo es divisor de cualquier multiplo comun

como se manifiesta en el siguiente protocolo de la entrevista:

E: Veanos, si el minimo comun multiplo de a y b es m, y tenemos otro
muiltiplo de ay b, m’, jexiste relacion entre my m’?

Luis: Si en este caso tenemos multiplos, mmm ..., la velacion es que m” serd
tantas veces m, es decir, m” es mayor que m. Lo que quiero decir gue m”

es multiplo de m, o m es divisor de m'.
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De igual modo, Luis pone de manifiesto que el procedimiento de obtenciéon de]
maximo comun divisor usado para resolver los items de las tareas 7 y 8, genera e]

mayor de los divisores comunes:

E: ¢ Por qué este procedimiento genera el divisor comun mds grande? ;Por
qué no podria ser el resuliado 20 6 57

Luis: Porque al tomar 50, no se puede dividir por 20, pero hay uno mayor que
5 que es 10, es divisor de los dos.

E: JPero por qué el procedimiento garantiza que se obtenga el mayor
divisor comun?

Luis: Porque encontrando los elementos comunes en los dos, el nitmero
obtenido es un divisor, es comun en los dos.

E: (Es el mayor?

Luis: ST, porque se toman los elementos comunes que hay, pero los mds
pequerios. Si en uno esta el mimero al cuadrado y en el otro no esta al
cuadrado, tomamos el que no estda al cuadrado, porque si no podia dar un

divisor que no seria del que no estad elevado al cuadrado.

Luis determina que el caleulo del maximo comun divisor mediante la
descomposicion factorial proporciona un divisor de los dos niimeros porque contiene
factores de los numeros y, es el mayor, porque los factores que contiene son comunes a
ambos numeros. Ademads si se tomara otro factor ¢l numero obtenido no seria divisor

comun.

También es capaz de realizar inferencias correctas precisando que el maximo comun

divisor de dos nimeros es divisible por cualquier otro divisor de esos dos nimeros:

E: Si tiene el maximo comun divisor de ay b, que es d, y otro divisor de a y
b, que le podemos llamar d’, ;qué relacion existe entre dy d’?

Luis: Mmm, ..., d’ también es divisor, y por tanto si existe relacion. d dividido
entre otro numero dard d’. Por tanto d’ dividird a d, es decir, d” es un

Jactor de d.

La especificacion de que el procedimiento de obtencién del minimo comun multiplo

y del maximo comtin divisor mediante el procedimiento de la descomposicion factorial
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genera el menor de los nmiltiplos o el mayor de los divisores comunes, puede permitir
que Luis construya otros multiplos y otros divisores a partir de la descomposicion

factorial de los nimeros.

A lo largo del andlisis conjunto realizado al cuestionario y a la entrevista hemos
observado que Luis (a) establece relaciones entre los distintos elementos matematicos,
(b) determina miltiplos y no miltiplos, divisores y no divisores de un nimero a partir
de la representacion factorial de estos, (c) reconoce la unicidad de Ia descomposicion en
factores primos, vinculando las ideas de multiplo, divisor y ser divisible a la
representacién factorial de los niimeros, (d) coordina dos criterios de divisibilidad y
diferentes propiedades para producir nueva informacion independientemente del modo
de representacion, y (e) vincula los diferentes procedimientos que ha usado para
calcular el minimo comun multiplo o el maximo comun divisor, pudiendo determinar
por qué el procedimiento de la descomposicion factorial genera el menor de los
multiplos o el mayor de los divisores comunes. Ademds Luis, a través del uso que hace
de la relacion contrarreciproca, pone de manifiesto que conoce las limitaciones de las
propiedades, cuando se pueden aplicar y cuando no. Todo ello nos lleva a concluir que

Luis ha tematizado el esquema de Divisibilidad.
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Capitulo 5, Discusion y Conclusiones

En este capitulo realizaremos la discusion de los resultados obtenidos.
Formularemos algunas consideraciones generales relativas a las formas de conocer los
elementos matematicos de divisibilidad, al desarrolio del esquema de Divisibilidad, a la
importancia de los modos de representacion en el desarrollo de este esquema y a la
construccion y comprension del conocimiento matematico, centrandonos en diferentes
aspectos que han aparecido en nuestra investigacion. También relacionaremos las ideas
generadas sobre la divisibilidad en N con ofras investigaciones y trataremos aspectos
teoricos sobre la construccion del conocimiento de conceptos matematicos. Concluimos

el capitulo con las implicaciones para futuros trabajos de investigacion.

5.1. Sobre las formas de conocer los elementos matemadticos del esquema de
Divisibilidad.

En ¢l capitulo anterior se han caracterizado los niveles de desarrollo del esquema de
Divisibilidad. El desarrollo de este esquema requiere establecer relaciones entre los
elementos matemadticos conocidos de forma determinada, resultando fundamental el
pape!l desempefiado por los modos de representacion de los numeros naturales ya que la
construccion progresiva del esquema de Divisibilidad esta vinculada al uso de la
representacion factorial de los niimeros y a la obtencion de miltiplos y divisores de un

namero, cuando uno o ambos, aparecen expresados como producto de factores primos.
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El andlisis estadistico llevado a cabo en el cuestionario y el analisis cualitativo de las
respuestas y de las entrevistas han mostrado que el desarrollo del esquema es gradual.
Los mejores resultados se han obteniendo en los cursos superiores, tanto en el indice de
dificultad como en el nivel de desarrollo del esquema. Los alumnos de 1° de
Bachillerato son los que mas han manifestado, por lo general, formas de conocer
proceso y objeto de los elementos de divisibilidad, han utilizado mayor numero de
elementos matemdticos y han establecido mds relaciones entre ellos. En este sentido,
una alumna de 4° de ESO vy un alumno de 1° de Bachillerato muestran indicaciones de

que han tematizado ¢l esquema de Divisibilidad.

En los cursos de 1° y 4° de Ensefianza Secundaria Obligatoria la forma
predominante de conocer los elementos matematicos es accién. El niimero de alumnos
entrevistados que manifiestan forma de conocer accion es superior a los que conocen los
elementos matematicos como proceso y como objeto. En 1° de Bachillerato también es
mayoritaria la forma de conocer accion aunque no supera a las formas de conocer

proceso u objeto conjuntamente.

La hegemonia de la forma de conocer accidn de los elementos matemadticos de
divisibilidad se debe, por una parte, a que la mayoria de los alumnos entrevistados
manifiestan una disposicion de caracter operativo de las ideas de “miltiplo” y “divisor”,
asociandolos a las operaciones de multiplicar y dividir, respectivamente. Por otra parte,
la mayoria de estudiantes vinculan la idea de “ser divisible™ a la representacion decimal
del numero, realizan la operacion de dividir y comprueban si el resultado es exacto, no
estableciendo la relacion “b es divisible por a < b es un factor de a”. El predominio de
la forma de conocer accion también esta condicionada, por una parte, a que muchos de
los estudiantes desconocen alguno de los criterios elementales de divisibilidad (por 2,
por 3 o por 5), y por otra, a que solo pueden calcular, a lo sumo, el maximo comuin
divisor y el minimo comuin multiplo mediante un tnico procedimiento. Cabe destacar
que ¢l elemento “ser divisible” es el que mas conocen los alumnos como accién y que
los elementos “maximo comun divisor” y “minimo comun maltiplo” son los que mas

confunden y desconocen su significado.

Cuando los alumnos conocen como proceso los elementos “multiplo”, “divisor” y

“ser divisible” pueden establecer las relaciones entre “b es multiplo de a”, “a es divisor
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de b” y “b es divisible por a” y las empiezan a utilizar con la representacion factorial de
los nimeros. En esta situacion, los alumnos identifican un factor de la descomposicién
en factores primos de un nimero como un divisor de éste, y al mismo tiempo ven ese
numero como un miltiplo de factor. Sin embargo, estos estudiantes no son capaces, por
lo general, de determinar que un producto de factores primos del numero es también un

divisor de éste.

Cuando los alumnos conocen como proceso las relaciones de divisibilidad
manifiestan dificultades para usar la propiedad “Sic/a y ¢/b = c/(a £ b)". Por otra
parte, pueden aplicar los criterios de divisibilidad por 2, por 3 6 por 5 ya que los

recuerdan, pero tienen dificultades para coordinar dos de ellos.

La forma de conocer proceso de los elementos “méximo comun divisor” y “minimo
comun multiplo” queda caracterizada porque los estudiantes empiezan a dotar de
significado al minimo comun multiplo o al maximo comun divisor, utilizando
correctamente por lo menos uno de los métodos de obtencion, empezando a aplicarlos

en contextos de situacién real.

La forma de conocer objeto de los elementos matematicos de divisibilidad es la que
menos se pone de manifiesto entre los alumnos entrevistados. Por ejemplo, en 1° de
ESO los estudiantes no muestran esta forma de conocer del elemento “ser divisible” y

s6lo 3 alumnos de 4° de ESO y 1° de Bachillerato lo conocen como objeto.

Los estudiantes que conocen como objeto los elementos matematicos del esquema
de Divisibilidad son capaces de usar diferentes acepciones léxicas en numeros
representados mediante la descomposicion factorial. Estos estudiantes que conocen
como objeto los elementos matematicos de divisibilidad pueden determinar la
equivalencia entre factor, divisor y miltiplo a través de las relaciones: “a es divisor de b
& b es mudtiplo de a < b es divisible entre a < a es un factor de b”, al observar
que los factores de la descomposicion factorial son divisores del nimero. Discuten Ia
divisibilidad en términos de divisores y no divisores y obtienen multiplos de un numero
a partir de la representacion factorial del niimero. Por otra parte, estos alumnos son
capaces de coordinar diferentes criterios de divisibilidad y utilizar la relacién logica

condicional para establecer la propiedad “Sic/a y ¢/b = ¢/ (a = b)’. Finalmente,
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estos estudiantes usan diferentes procedimientos de obtencion del minimo comin

mdltiplo y del maximo comin divisor, aplicandolos en situaciones de contexto real.

5.2. Desarrollo del esquema de Divisibilidad.

El individuo construye el objeto por interaccion entre la asimilacion y Ia
acomodacion (Piaget y Garcia, 1982). La adecuacion y reorganizacion de las estructuras
de conocimiento previas requieren la equilibracion de los nuevos conocimientos para
asimilarlos. Uno de los mecanismos que genera la asimilacion es la abstraccicn
reflexiva. La abstraccion reflexiva se refiere a las acciones y operaciones del individuo
v a los esquemas que le lleva a construir. Es de caracter interno al sujeto y es reflexiva
en el sentido de que hace pasar los esquemas de un plano inferior a uno superior (de la
accion a la representacion). Permite la reorganizacidn en el nuevo plano de lo que se ha
extraido del precedente. La abstraccion reflexiva constituye la coordinacion de acciones
(internas) del individuo sobre objetos mentales que posibilitan la construccion de

nuevos objetos.

En nuestra investigacion observamos que la “asimilacion” de nuevos conceptos y
relaciones logicas permite establecer niveles superiores de desarrollo del esquema,
determinando las caracteristicas diferenciales de un nivel al siguiente a través de los
elementos, de los modos de representacion y de las relaciones que los estudiantes

establecen entre los diferentes elementos matematicos.

En relacién al desarrollo del esquema, sefialan Piaget y Garcia (1982, p.251) que “si
el nivel intray el inter alcanzan ciertas formas de equilibrio, son, por otra parte, fuente
de multiples desequilibrios... Resulta asi que las formas de equilibrio dindmico mds
completas no se logran sino a través de las estructuras que se han tornado estables en
Jfuncion de conexiones entre transformaciones y de los intercambios con el exterior”. En
el nivel Intra destacan que el tipo de explicaciones usadas para determinar el conjunto

de propiedades de los objetos son particulares y locales.

Para caracterizar los niveles de desarrollo del esquema de Divisibilidad ha sido
fundamental (a) el uso que hacen los estudiantes de los modos de representacion
(decimal o factorial) de los niimeros naturales y la asuncion de la unicidad de la

descomposicion de un numero natural en producto de factores primos, (b) la
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coordinacion de criterios de divisibilidad, y (c) el uso que hacen los alumnos de los

elementos maximo comun divisor y minimo comuin multiplo.

En el andlisis que hemos realizado, el nivel de desarrollo que predomina es el nivel
Intra. Este resultado estd relacionado con las formas de conocer que manifiestan los
estudiantes y las relaciones que establecen entre los elementos matematicos para
resolver las tareas. Los alumnos del nivel Intra vinculan los elementos “multiplo”,
“divisor” y “ser divisible” al modo de representacién decimal de los nameros
naturales y a las operaciones de multiplicar o dividir, requiriendo la representacion
decimal de los numeros y reflejando formas de conocer accion. En el nivel Intra las
Jjustificaciones de las propiedades son de caracter local (Piaget y Garcia, 1982) y los

alumnos suelen asociar el concepto de multiplo a la operacion de multiplicar y el

concepto de divisor a la operacién de dividir.

Los estudiantes del nivel Intra tienen dificultades en determinar relaciones entre los
diferentes elementos, en coordinarlos y en aplicar propiedades. La limitacion en
establecer relaciones entre los elementos de divisibilidad que tienen estos alumnos se
debe en parte a la influencia que ejercen los modos de representacion. Asi, manifiestan
dificultades en coordinar los criterios de divisibilidad ya que implica establecer
relaciones entre elementos matematicos de divisibilidad para generar nueva
informacion, muestran problemas en las ideas de minimo comun multiplo y de méximo
comiin divisor que se apoyan en reconocer multiplos o divisores comunes, y a lo sumo
sOlo pueden calcular mecanicamente el minimo conin multiplo o el maximo comin
divisor de dos niimeros. En el nivel Intra del desarrollo del esquema de Divisibilidad los
alumnos establecen relaciones condicionales entre las operaciones de multiplicar y
dividir y tnicamente pueden determinar relaciones entre los elementos matematicos

cuando los nimeros estan expresados en la representacion decimal.

En el nivel inter los estudiantes son capaces de usar la relacién entre “multiplo”,
“divisor” y “ser divisible” y empiezan a utilizar alguna de las equivalencias que
conforman la relacion general de divisibilidad (a es divisor de b <> b es multiplo de a
<> b es divisible por a <> a es un factor de b). Por gjemplo, comienzan a emplear la
relacion “b es divisible por a < a es un factor de b” y a vincular la divisibilidad a la

representacion factorial de los mimeros naturales, pudiendo determinar que un niimero
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es divisible por sus factores primos, que es multiple de sus factores primos y que un
factor primo es un divisor. Los alumnos del nivel Inter no siempre son competentes para
indicar que un namero es divisible por sus factores compuestos, ni para vincular los
multiplos de un numero natural a la representacion factorial si ambos nimeros estan
expresados como el producto de sus factores primos. Estos hechos estan vinculados a Ia
dificultad que tienen los alumnos del nivel Inter en reconocer la unicidad de la
descomposicion en factores primos de un numero natural. En este nivel, los estudiantes
tampoco utilizan la relacion “si a no es factor de b, entonces a no divide a b” ya que
pueden admitir que un nimero puede ser divisor de otro aunque no aparezca expresado

explicitamente en su descomposicion factorial.

Los alumnos del nivel Inter emplean adecuadamente al menos uno de los algoritmos
de obtencion del “maximo comun divisor” y del “minimo comun multiplo” de dos
numeros naturales y empiezan a aplicarlos en situaciones de contexto real. Algunos
sujetos de este nivel pueden usar dos procedimientos de obtencion del minimo comun
multiplo o del maximo comun divisor, como la determinacion de series de multiplos o
divisores comunes o el procedimiento de la descomposicién factorial, aunque no los

vinculan.

Brown et al. (2002) sefialan que el nivel Inter constituye una fase en la que los
estudiantes comienzan a realizar inferencias y a tomar conciencia sobre la estructura
multiplicativa y sobre la divisibilidad, necesitando en ocasiones recurrir a comprobar
sus afirmaciones mediante acciones a través de las operaciones de multiplicar y dividir.
Estas manifestaciones aparecen principaimente cuando los individuos han de determinar
la unicidad de la descomposicion en factores primos de los nimeros naturales y tienen
que discutir la divisibilidad o indivisibilidad por distintos ntimeros primos o
compuestos. Baker et al. (2000) subrayan que la coordinacion de informacion genera
dificultades a los alumnos, observando en nuestro trabajo que los estudiantes que
empiezan a coordinar la divisibilidad se sitian en el nivel Inter. De igual modo,
Sanchez-Matamoros et al. (2006) indican que en este nivel los alumnos empiezan a
establecer relaciones entre los diferentes elementos matematicos del esquema y sélo

pueden inferir nueva informacion en determinados casos.
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En el nivel Trans los estudiantes son capaces de establecer la mayoria de las
relaciones bicondicionales de divisibilidad: “a es divisor de b < b es muiltiplo de a
< b es divisible por a < a es un factor de b”, independientemente del modo de
representacion. El establecimiento de relaciones entre los elementos del esquema y la
determinacion de la sintesis, aplicada a situaciones en las que hay que establecer
relaciones logicas entre diferentes elementos matematicos para inferir nueva
informacién, es la propiedad con la que Sanchez-Matamoros et al. (2006) caracterizan
en este caso el nivel Trans del desarrollo del esquema de derivada. En este nivel los
alumnos pueden reflexionar sobre el elemento “ser divisible” determinando significados
en términos de divisores y no divisores, de multiplos y no multiplos, sin necesidad de
realizar operaciones, asumiendo la unicidad de la descomposicién en factores primos de
los niimeros naturales. El constatar qué “pasos” forman o no parte de la regla de la
cadena sirve también a Clark et al. (1997) para caracterizar el nivel Trans de desarrollo

de este esquema.

En el esquema de Divisibilidad otra de las caracteristicas que determina el nivel
Trans es la coordinacion de diferentes informaciones (dos criterios de divisibilidad o la
propiedad “sic/a y ¢/b => ¢/(a T b)) para obtener nueva informacion. Baker et al.
(2000) caracterizan el nivel Trans-propiedad y Trans-intervalo del esquema de calculo
grafico cuando los estudiantes pueden coordinar las diferentes condiciones y
propiedades en su totalidad. Por su parte, Brown et al. (2002) sefialan que un estudiante
se encuentra en el nivel Trans de desarrollo de la divisibilidad si es capaz de realizar
inferencias sobre la divisibilidad sin necesidad de realizar acciones (multiplicar o

dividir).

Los estudiantes del nivel Trans pueden establecer relaciones entre el maximo comin
divisor de¢ dos o tres nimeros naturales (minimo comun multiplo de dos numeros
naturales), los divisores comunes a ambos (los multiplos comunes a ambos) vy la
condicién de divisibilidad. Para calcular el maximo comun divisor o el minimo comin
multiplo pueden usar los diferentes algoritmos de obtencion, aplicandolos en situaciones
de contexto real. Como indican Piaget y Garcia (1982) en este nivel de desarrollo del
esquema se necesitan equilibrar diversos sistemas para configurar un todo, en el que las
relaciones se comprenden, se armonizan e interaccionan entre si, dando coherencia al

esquema.
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Para Piaget y Garcia (1982) una vez que las transformaciones caracteristicas de]
nivel Inter han sido descubiertas por los individuos, éstas “demandan el establecimiento
de vinculos entre ellas, lo que nos lleva a la construccion de las estructurqs
caracteristicas del trans” (p.251), resultando que las formas de equilibrio dinamico m4s
completas se consiguen mediante estructuras estables “en funcion de conexiones entre
transformaciones y de los intercambios con el exterior”. En la investigacion que hemos
realizado se evidencia que cuando los alumnos establecen relaciones entre los diferentes
elementos matematicos de divisibilidad se sitian en el nivel Trans. Hemos podido
constatar que muchos de estos estudiantes han puesto de manifiesto ¢l establecimiento
de las relaciones s6lo en el transcurso de la entrevista, cuando resolvian las tareas
planteadas utilizando métodos alternativos a los que habian empleado en el cuestionario
y vinculando sus respuestas a la representacion factorial de los ntimeros naturales, sin

necesidad de recurrir a las operaciones de multiplicar y dividir.

Finalmente, la tematizacién del esquema de Divisibilidad Ia hemos considerado

cuando los estudiantes pueden:

(a) Discemnir la divisibilidad en términos de divisores y no divisores, de muitiplos y
no miltiplos a partir de la representacion decimal y factorial de los ntumeros,
asumiendo la unicidad de la descomposicion en factores primos de los nimeros.

(b) Establecer relaciones bicondicionales entre las acepciones Iéxicas de
divisibilidad “a es divisor de b < b es multiplo de a < b es divisible por a
< a es un factor de b” y usar la relacién contrarreciproca “a no es factor de b,
entonces a no divide a b” para hablar de la indivisibilidad de un numero
representado factorialmente.

(c¢) Utilizar la conjuncién logica para realizar, como indican Zazkis y Campbell
(1996a), inferencias sobre la divisibilidad tales como la coordinacién de
criterios o uso de la propiedad “sia/bya/c = a/ (b + o).

(d) Usar los significados de maximo comun divisor y de minimo comiin multiplo

desde diferentes procedimientos y relacionarlos.

Una vez realizado el andlisis conjunto de todos los cuestionarios y entrevistas,
hemos encontrado en el nivel Trans del desarrollo del esquema de Divisibilidad un
alumno de 1° de Bachillerato y una alumna de 4° de ESO que han tematizado el

esquema. Las formas de conocer los elementos matematicos de divisibilidad que
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muestran estos dos alumnos son predominantemente objeto y ambos determinan la
mayor parte de las relaciones entre los elementos y vinculan los elementos de

divisibilidad a la representacion factorial de los numeros.

Cuando los alumnos establecen las relaciones de divisibilidad “a es divisor de b <
b es multiplo de a < b es divisible por a < a es un factor de b” y usan la relacion
contrarreciproca “a no es factor de b = a no divide a b” estan vinculando la
divisibilidad a la representacion factorial de los numeros ya que pueden determinar
multiplos y divisores a partir de la descomposicion en factores primos, estableciendo
también qué numeros no son multiplos o no son divisores desde los productos de
factores primos y sus potencias. En este sentido, parece que el uso de la relacion ogica
contrarreciproca “a no es factor de b => a no divide a b”, para discernir la
indivisibilidad de un ntmero representado factorialmente, favorece la comprension

conceptual de la divisibilidad como una propiedad entre mimeros.

El uso de las relaciones de equivalencia, de la coordinacion y de la relacion
contrarreciproca permite a los estudiantes realizar inferencias correctas en términos de
divisores y no divisores, de multiplos y no multiplos, admitiendo Ia idea de la unicidad
de la descomposicion en factores primos reconociendo que es finica y que cualquier
divisor o multiplo de nimero debe poder formarse a partir de la representacion factorial

del nimero.

El manejo de las diferentes propiedades de la divisibilidad que realizan los
estudiantes es un indicador de la tematizacion del esquema de Divisibilidad si se
conciben los elementos y sus relaciones como un todo, permitiendo “generalizar”
relaciones diferentes. Uno de los indicadores de la tematizacion del esquema es que el
estudiante emplea las propiedades de divisibilidad con diferentes representaciones de
los ntimeros, con nimeros primos o compuestos y con numeros de distinto tamafio,
pudiendo aplicar las propiedades de la divisibilidad independientemente del tipo de

numeros.

El calculo del minimo comUn mdultiplo y del méximo comin divisor mediante
diferentes procedimientos facilita la comprension de las ideas de multiplos y divisores

comunes vinculadas a la representacion factorial de los numeros. Ademas, los alumnos
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que tematizan la divisibilidad son capaces de observar que los procedimientos generan
el mayor de los divisores o el menor de los miltiplos comunes, pudiendo obtener
multiplos y divisores de un numero dado a partir de la representacion factorial, y
estableciendo relaciones entre los diferentes procedimientos de calculo del mdximo
comun divisor (del minimo comin multiplo). En ese caso, los estudiantes pueden
realizar inferencias correctas sobre el minimo comuin multiplo y cualquier multiplo de

los niimeros, o sobre el maximo comun divisor y cualquier divisor de los niumeros.

5.3. Los modos de representacion, la unicidad de la descomposicion factorial y el
desarrollo del esquema de Divisibilidad.

En nuestra investigacion el uso de la teorfa de APOS (Dubinsky, 1991; Asiala et al.
1996) y los tres niveles de desarrollo del esquema Intra, Inter y Trans (Piaget y Garcia,
1982; Clark et al. 1997) nos ha permitido caracterizar la comprension de la divisibilidad
de los alumnos de Educacion Secundaria (obligatoria y post-obligatoria). Los resultados
obtenidos muestran que es posible estudiar la comprension de los conceptos
matematicos y el nivel de desarrollo del esquema del concepto utilizando estas
herramientas teéricas ya que a través de los mecanismos de construccion
(interiorizacion, coordinacién, encapsulacion, tematizacion) y de las formas de conocer
los elementos matematicos de divisibilidad (accién, proceso, objeto, esquema) se ha
puesto de manifiesto la progresiva construccion del conocimiento de divisibilidad que
muestran los estudiantes de secundaria. Las relaciones que establecen los sujetos entre
los diferentes elementos y los modos de representacion (decimal o factorial) a los que
han vinculado los elementos han permitido caracterizar los niveles de desarrollo

progresivo de comprension del esquema de Divisibilidad (Intra, Inter y Trans).

Respecto a los modos de representacion y el desarrollo de la comprension, la
importancia de los sistemas de representacion de los conceptos matematicos se destaca
en investigaciones como las de Gray y Tall (1994); Vergnaud (1994, 1996, 2001);
Romero y Rico (1999); Gray et al. (2000); Rico et al. (2000); Romero (2001) y Tall et
al. (2001).

En la teoria de los campos conceptuales se “consideran importantes el lenguaje y
los simbolos. Por ejemplo, son importantes para expresar y, eventualmente, simbolizar

la estructura de los datos y las preguntas, y para utilizar las palabras y los simbolos
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que puedan ser usados por los estudiantes” (Vergnaud, 1996; p.56). La estructura de los
datos y las preguntas pueden transmitirse adecuadamente a través de la simbolizacién y

pueden ser usados por los estudiantes en sus respuestas.

En nuestra investigacion el uso simbolico es fundamental en el desarrollo del
esquema de Divisibilidad, encontrando evidencias en la utilizacion de los modos de
representacion de los numeros naturales y en la comprension de conceptos como los de
factor, maximo comun divisor o minimo comun multiplo. El concepto de factor es
asociado por muchos alumnos a factor primo y al procedimiento de descomposicion
factorial. Esto sucede principalmente en el nivel Intra. El uso correcto del lenguaje es
basico para la adecnada comprension de los conceptos. Los alumnos confunden los
significados de maximo comun divisor y minimo comun miltiplo cuando se usan las
expresiones m.c.d o m.c.m, y algunos estudiantes se refieren a ellos como “minimo

comun divisor” o “maximo comin multiplo”.

La importancia de los simbolos es subrayada por Gray y Tall (1994). Para estos
autores el mismo simbolo puede concebirse como objeto o como proceso. Por ejemplo,
2 x 3 puede verse como proceso ¢ como el resultado de efectuar la multiplicacion, es
decir, como 6. El nimero 6 puede también considerarse como el resultado de otros
procesos (2 + 4, 3 + 3, 8§ — 2) o como recuento. Todos representan al mismo objeto
obtenido mediante procesos diferentes. La amalgama del proceso, el concepto y los
simbolos constituyen lo que Gray y Tall (1994) definen como procepto. En palabras de
Gray et al. (2000, p.3) un simbolo “tiene la capacidad de evocar los procesos
apropiados para vealizar las manipulaciones necesarias en la mente del individuo y
poder transmitirlo a los demas”. Para Tall et al. (2001) los estudiantes pueden pensar en
los simbolos como una unidad manipulable, lo que puede producir que dispongan de
distintas capacidades para resolver los problemas con éxito. Los estudiantes que son
capaces de usar el simbolo como un proceso o como un concepto, muestran mejor
comprension de los procesos que aquellos que usan los simbolos de manera

procedimental o algoritmica.

En nuestra investigacion los elementos de la divisibilidad maltiplo, divisor, ser
divisible, maximo comun divisor o minimo comun multiplo podrian ser considerados

como proceptos elementales. El célculo procedimental mediante algoritmos aprendidos
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en el proceso de enseiianza y aprendizaje determina que alumnos que obtienen el
maximo comun divisor o el minimo comun multiplo desconocen su significado y
asocian su definicion al procedimiento de obtenciéon. Estos alumnos han sido
encuadrados en el nivel Intra. Los estudiantes del nivel Inter pueden utilizar, en algunas
ocasiones, la representacion factorial de los nimeros para determinar la divisibilidad sin
necesidad de realizar acciones para obtener la representacion decimal del niimero. En el
nivel Trans los alumnos emplean la representacion factorial para debatir sobre la
divisibilidad. Son capaces de usar dos procedimientos de obtencién del maximo comin

divisor y del minimo comiin muitipio, constituyendo proceptos.

La coordinacion entre distintos modos de representacion es una de las actividades
cognitivas asociadas a los sistemas de representacion junto con “la fraduccion entre
sistemas de representacion. Bajo esta accion, es posible conservar la totalidad o sélo
parte del contenido, o ampliar el contenido de la representacion inicial. De cualquier
Jorma, la traduccion supone la coordinacion entre distintos sistema de representacion”
(Romero y Rico, 1999; p.121). El paso del modo de representacion decimal a la
factorial de manera coordinada enriquece el nivel de desarrollo del esquema. En nuestra
investigacion la “traduccion™ posibilita que a través del uso de sistemas de
representacion se interioricen en procesos o se encapsulen en objetos los conceptos de la
divisibilidad. Los alumnos que son capaces de vincular la divisibilidad a la
representacion factorial de los numeros naturales manifiestan forma de conocer proceso

u objeto.

La importancia de los modos de representacion y la idea de unicidad de la
descomposicion en factores primos de los numeros naturales en desarrollo del esquema
de Divisibilidad se han venido enfatizando a lo largo de esta seccion. El papel principal
que juega la descomposicion en factores primos de los numeros naturales en el estudio
de la divisibilidad se ha destacado en otras investigaciones como las de Zazkis y
Campbell (1996a, 1996b); Zazkis (2000); Zazkis y Gadowski (2001), Brown et al.
(2002), Sinclair et al. (2003) y Zazkis y Liljedahl (2004).

Para Zazkis (2000, p.235) “la existencia de significados matemdticos diferentes
para factores y divisores contribuye a la confusion de los estudiantes. Desde el punto de

vista de la teoria de niimeros, los factores y los divisores son sindnimos y describen una
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relacion entre los mimeros naturales. Desde el punto de vista de las operaciones
aritméticas, los factores y divisores describen el papel que juegan los mismos en el
producto”. Estas ideas constituyen en nuestro estudio una de las caracteristicas del paso
del nivel Intra al nivel inter ya que los alumnos empiezan a vincular los divisores de un

namero natural con sus factores primos.

La manipulacion de las representaciones es util para la comprensién conceptual. La
descomposicion factorial ayuda a Ia comprension del concepto de niimero primo y suele
asociarse con niimeros primos pequefios (Zazkis y Liljedahl, 2004). Constatamos en los
resultados de nuestra investigacion que la operatividad de las representaciones
factoriales de los niameros puede permitit que algunos alumnos de los niveles Inter y
Trans sean capaces de obtener factores compuestos de un nimero expresado mediante
su representacion factorial, o construir miltiplos de un numero grande a partir de su
representacion factorial permitiendo su encapsulacién. De nuestro estudio se desprende
que la vinculacién de las ideas de “multiplo”, “divisor” y “ser divisible” a la
representacion factorial es un paso esencial para la encapsulaciéon como objeto de estos

elementos matematicos.

Zazkis y Campbell (1996a) en su investigacion sobre la comprension de la
divisibilidad subrayan el cardcter de “la estructura multiplicativa en términos de
atributos conceptuales y las relaciones pertenecientes e involucradas por la
descomposicion factorial de los niimeros naturales como producto unico de factores
primos” (p.541). Para los autores la comprension de la unicidad de la descomposicion
en factores primos de un numero natural es un esquema unificador de la idea de factor
compuesto y factor primo. El concepto de divisibilidad se encapsula como un objeto
antes que el concepto de indivisibilidad para el que se requiere la comprension

conceptual de la unicidad de la descomposicion en factores primos.

Este resultado también se percibe en nuestro estudio. Solo los estudiantes del nivel
Inter y del nivel Trans utilizan la descomposicién factorial del niimero para discutir la
divisibilidad. Los alumnos del nivel Inter pueden determinar divisores primos
vinculados a la representacion factorial y manifestar dificultades para discutir la
divisibilidad por divisores compuestos o por mimeros que no aparecen en la

descomposicion factorial del nimero. Ademas, si los dos mimeros estdan expresados
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mediante su representacion factorial y tienen un tamafio relativamente grande, solo los
alumnos del nivel Trans vinculan los conceptos de multiplo y divisor a la
descomposicion factorial de ambos niimeros. Estos alumnos encapsulan en objeto los
conceptos de multiplo y divisor y muestran forma de conocer proceso u objeto del

elemento “ser divisible™.

Brown et al. (2002) destacan la importancia que tiene la comprension de la unicidad
de la descomposicion en factores primos para que los estudiantes comprendan los
conceptos de la estructura multiplicativa ya que éstos suelen asociar la idea de divisor
con la operacion de dividir y la idea de miltiplo con la operacion de multiplicar. La
representacion factorial de los numeros naturales les permite obtener multiplos y
divisores de un numero sin necesidad de actuar procedimentalmente. Ademas, Brown et
al. (2002) consideran que la encapsulacion en objeto del concepto de minimo comun
miltiplo requiere que la comprension de la idea de multiplo comun de dos mimeros
manifieste la importancia de la descomposicion factorial de ambos numeros. El uso de
diferentes procedimientos de obtencion del minimo comin multiplo facilita la
comprensién de la idea de multiplos comunes, en particular la comprension del minimo

comun multiplo de dos nimeros.

La significacidn de estos hechos se constata en nuestra investigacion. Por una parte,
la obtencion de divisores y multiplos de un nimero mediante el uso de la
descomposicion en factores primos ha sido una de las caracteristicas que ha posibilitado
determinar el nivel de desarrollo del esquema de Divisibilidad, situando a los alumnos
en el nivel Inter o Trans, segin fueran capaces de establecer la unicidad de la
descomposicion factorial y obtener divisores compuestos y miltiplos de un numero a
partir de los factores de su representacion factorial. Por otra parte, ha quedado patente
que sdlo algunos alumnos del nivel Trans pueden precisar que el procedimiento de
descomposicion factorial genera el menor de los multiplos comunes, siendo una de las

caracteristicas que determina la tematizacion de la divisibilidad en un esquema.

Ademas de los elementos de divisibilidad que consideran Zazkis y Campbell
(1996a) y Brown et al. (2002) en sus investigaciones, en nuestro estudio hemos
incluido el concepto de maximo comin divisor de dos o mas numeros. Los alumnos que

se encuentran en el nivel Trans conocen como proceso u objeto los conceptos de
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maximo comun divisor y minimo comun multiplo. En nuestra investigacion la
encapsulacion de los conceptos de minimo comutn multiplo y maximo comun divisor es
un indicador del nivel del desarrollo del esquema de Divisibilidad ya que si un alumno
puede empezar a relacionar los procedimientos de obtencion de ambos elementos,
entonces puede establecer relaciones entre los elementos de divisibilidad. En este caso,
es capaz de observar que los procedimientos de calculo mediante el procedimiento de la
descomposicion factorial genera el menor de los miltiplos comunes o el mayor de los
divisores comunes de dos numeros, pudiendo formular inferencias correctas sobre su
aplicacion y determinar multiplos y divisores de un nimero a partir de la representacion

factorial.

5.4. La construccion del conocimiento matematico.
La investigacién que hemos llevado a cabo se ha centrado en la comprension del
concepto de divisibilidad. En esta seccion aportamos reflexiones con relacion a la

siguiente pregunta: ;como se construye la comprension de los conceptos matematicos?

Piaget y Garcia (1982) indican que las etapas de construccion de los conceptos son
secuenciales. Cada nueva etapa se empieza con una reorganizacion a otro nivel de las
adquisiciones logradas en las etapas precedentes. La construccion del conocimiento es
una cuestion de caracter epistemolégico y la adquisicidn de nuevos conocimientos se
sustenta en la asimilacion de los objetos a los esquemas o estructuras anteriores. Los
mecanismos que fundamentan la asimilacion son las abstracciones y la generalizacién.
Piaget v Garcia consideran que la abstraccion ha de ser reflexiva, porque lo abstraido
pasa de un nivel a otro superior y por otro lado reproduce una reflexion mental para la
reorganizacion del nuevo estado de conocimiento. La abstraccion reflexiva permite la
formacion de generalizaciones constructivas que constituyen nuevas sintesis en las que
se adquieren nuevas significaciones. En el dominio matematico la integracion de nuevas
estructuras se acompaiia de diferencias retroactivas en el seno de los sistemas existentes.
Se produce el paso de una fase donde las operaciones tienen caracter instrumental a otra
posterior donde “/as operaciones son tematizadas y dan fugar a nuevas teorias” (Piaget
y Garcia, 1982, p.250). Estas tematizaciones producen la extension de las abstracciones
reflexivas a, lo que los autores denominan, “abstracciones reflexionadas” que son

producto de las tematizaciones.
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Diferentes teorias denominadas teorias de encapsulacion/reificacion (Pegg y Tall,
2000; Tall et al., 2001) se fundamentan en las ideas de Piaget, como la teoria APOS de
Dubinsky (1991), la teoria de reificacion de Sfard (1991) o la teoria de Gray y Tall
(1994) de los proceptos. Estas teorias se basan en la consideracion de los conceptos
matematicos como objetos y en el desarrollo de la construccion progresiva de los

conceptos matematicos.

La construccion del conocimiento desde la teoria de APOS propuesta por Dubinsky
(1991) se lleva a cabo mediante las formas de comnocer (Accién-Proceso-Objeto-
eSquema) y la utilizacion de los mecanismos de construccion del conocimiento
(interiorizacion, coordinacion, encapsulacion o generalizacion), manifestaciones
denominadas por Piaget “abstracciones reflexivas”. Dubinsky (1991) considera que los
esquemas pueden formarse por la encapsulacion de objetos o por la encapsulacion de
esquemas. Baker et al. (2000) sefialan que los individuos pueden reflexionar sobre un
esquema para transformarlo en un objeto y realizar acciones en €l para construir un
nuevo esquema. lLas acciones, los procesos y el desarrollo de objetos pueden
reconstruirse en esquemas va existentes. En el marco tedrico de APOS el esquema de un
concepto matematico se caracteriza por la construccion de una coleccion coherente de
acciones, procesos, objetos y otros esquemas que se relacionan entre si en una estructura
coherente (DeVries, 2001) y donde “cualquier tipo de conexion que un individuo puede
realizar con otros esquemas concernientes a diversos conceptos matemdaticos depende
de los tipos de construcciones metales que posea (acciones, procesos, objetos)”
(Barbosa, 2003, p. 204). Algunos investigadores que utilizan el marco tedrico de APOS
proponen la caracterizacion del desarrollo del esquema de un concepto matematico a
través de los niveles Intra, Inter v Trans basados en la teoria piagetiana (Clark et al.
1997; Baker et al., 2000; Brown et al., 2002, Cooley et al., 2003; Sanchez-Matamoros,
2004; Sanchez-Matamoros et al., 2006).

En nuestra investigacién hemos usado la teoria APOS para describir las formas de
conocer, los mecanismos que utilizan los estudiantes para la comprension del concepto
matematico y el nivel de desarrollo del esquema a través de la terna propuesta por
Piaget y Garcia (1982). Estas herramientas tedricas nos han permitido caracterizar el
desarrollo del esquema del concepto de divisibilidad a través de los elementos

matematicos que lo componen, las relaciones logicas que se establecen entre los
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elementos y los modos de representacion de los numeros, sobre los que los estudiantes

pueden reflexionar y actuar en las situaciones en que se requiera.

Una teoria de similares caracteristicas es la teoria de la reificacion (Sfard, 1991),
seglin la cual los conceptos matematicos se construyen mediante el ciclo interiorizacion-
condensacion-reificacion que configuran tres etapas de desarrollo progresivo a través de
las cuales los procesos que se realizan sobre los objetos matematicos abstractos pueden
convertirse en objetos reificados. El paso de una etapa a la siguiente es gradual,
entendiendo la reificacién como un salto cualitativo que requiere procedimientos
particulares para la comprension del concepto. La reificacion de un concepto
matematico en objeto se produce cuando el individuo posee la capacidad de pensar en el
concepto como una comprension estructural que puede manipularse sin necesidad de
especificar los detalles. Podemos pensar que un estudiante que es capaz de reflexionar
sobre el concepto matemdtico como una estructura estdtica, sin necesidad de realizar

operaciones, ha reificado el concepto matematico.

Es posible establecer una conexidn entre la teoria de reificacion con la investigacion
que hemos desarrollado a través del paralelismo entre la reificacion y la comprension de
los conceptos matematicos cuando el individuo establece relaciones ldgicas entre los
objetos matematicos, independientemente del modo de representacion adoptado,
constatando ademas que el paso de un nivel a ofro del desarrollo del esquema es

gradual.

Para Sfard la capacidad de pensar en un objeto de manera estructural se produce en
la fase de reificacion ya que sin la reificacion el individuo se encontraria en una
concepcion operacional. Esta separacion entre concepcion estructural y operacional es
importante en el tratamiento de los simbolos (Sfard, 2000) y es de naturaleza semejante
a la caracteristica dual (procedimiento-concepto) que proponen Gray y Tall (1994). Los
autores usan los denominados proceptos matematicos para definir el compendio de
proceso y objeto por el mismo simbolo. Para Gray y Tall (1994) y Tall et al. (2001) un
proceso se refiere a cualquier procedimiento que tenga un mismo resultado. Cabe
evaluar la secuenciacion que conduce a los proceptos matematicos. Los “proceptos”

desempefian un papel fundamental en la encapsulacion de los objetos matematicos.
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El “simbolo” de la descomposicion en factores primos se ha mostrado fundamental
en el desarrollo del esquema de Divisibilidad, haciendo posible la construccion de
“proceptos”, facilitando el desarrollo gradual del esquema y permitiendo la
encapsulacion en un objeto de la divisibilidad, y su comprension sin el requerimiento de
procedimientos operacionales o algoritmicos. Cuando los alumnos vinculan la
divisibilidad a la descomposicioén en factores primos y establecen relaciones entre los
elementos matematicos estan considerando la representacion factorial como un procepto
ya que la consideran como un concepto y no como un procedimiento (Gray y Tall,

1994).

Para Barnard y Tall (1997) la construccion de los conceptos matematicos esta
basada en la habilidad del individuo para agrupar la informaciéon en estructuras
cognitivas y en su capacidad para realizar conexiones entre estas unidades de
conocimiento. Esta construccion del conocimiento es producto de la actividad mental
del individuo (Gray y Tall, 2002). Se trata de una teoria predominantemente cognitiva
que otorga un papel limitado al contexto (Dreyfus y Tall, 2002), frente a otras teorias de
caracter predominantemente contextual. Gray y Tall (2002) manifiestan su discordancia
con las teorias de Dubinsky y de Sfard sobre la invariabilidad de una secuencia que
describa la comprension de un concepto matematico ya que algunos estudiantes pueden
estructurar intuitivamente ideas generales con anterioridad a los procedimientos

especificos que intervienen en los modos simbdlicos, o formales, de las operaciones.

En la investigacion que hemos realizado se ha puesto de manifiesto la importancia
de la actividad mental (Gray y Tall, 2002) para la construccion del conocimiento
matematico. Hemos podido constatar que para determinar el desarrollo del esquema de
divisibilidad han sido importantes las entrevistas, al haber posibilitado que muchos
estudiantes hayan sido capaces de vincular la divisibilidad a la representacion factorial
sin necesidad de realizar operaciones. La actividad mental que han efectuado los
alumnos en las entrevistas ha permitido mostrar un mayor nivel del desarrollo del

esquema de Divisibilidad como se ha indicado en el capitulo de resultados.

Por otra parte, en nuestra investigacion hemos considerado los mecanismos de
construccion y los niveles de desarrollo del esquema del concepto matematico teniendo

en cuenta la comprension que muestran los estudiantes y como la formalizan. Sobre la
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influencia limitada que ejerce el contexto en la comprension de los conceptos
matematicos (Gray y Tall, 2002) cabe resefiar que aunque hemos contextualizado la
mvestigacion en un curriculum determinado (Primer Ciclo de Ensefianza Secundaria
Obligatoria), en diferentes cursos y centros de ensefianza media, los valores estadisticos
obtenidos han mostrado que los resultados podrian generalizarse a otros individuos y a
otros items. Por tanto, la forma de comprender los conceptos matematicos que poseen
los estudiantes tiene caracter interno y el contexto no ha resultado ser un factor

fundamental en la comprensién de los conceptos.

A vpartir del modelo piagetiano que relaciona el concepto de esquema con la
asimilacion de objetos a las estructuras mentales (esquemas) anteriores, construyendo
una estructura mental organizada, intentamos concretar el desarrollo de la comprension
de un concepto matematico. Piaget y Garcia (1982) describen el modelo de la terna
(Intra-Inter-Trans) de fases de desarrollo de un esquema, mostrando el cardcter
progresivo de la construccion del conocimiento al considerar que “el desarrollo
cognoscitivo resulta ast de la iteracion de un mismo mecanismo constantemente
renovado y ampliado por la alternancia de la agregacion de nuevos contenidos y de
elaboraciones de nuevas formas y estructuras. Esto explica por qué las construcciones
mds elevadas permanecen en parte solidarias de las mds primitivas, en razon de este
doble hecho: integraciones sucesivas e identidad funcional de un mecanismo,
susceptible de repeticiones, pero que se renueva sin cesar en virtud de su repeticion
misma en niveles diferentes” (p.10). Las operaciones que componen un esquema
(estructura mental) intervienen, antes de la tematizacion de dicha estructura, en la fase
previa apoyando la integracion en una estructura superior. La importancia de la
caracterizacion del paso de un nivel de desarrollo del esquema a otro es destacada por
Sanchez-Matamoros et al. (2006), a partir de investigaciones que desde el marco tedrico
de APOS subrayan el destacado papel que juegan en este paso el “tipo de relaciones”

que pueden establecer los estudiantes entre los “elementos matematicos™ del concepto.

La organizacion de un conjunto de objetos y procesos matematicos puede
estructurarse en un esquema. Si un esquema puede tratarse como un objeto y
organizarse en un esquema de nivel superior se dice que ha sido tematizado (Asiala et
al, 1996). En consonancia con Piaget y Garcia (1982) y la teoria APOS, Cooley et al.

(2003) determinan que un individuo tematiza el esquema de un determinado tépico
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matematico en el nivel Trans y se produce cuando el esquema es una realidad
consciente para el individuo, pudiendo tratarlo entonces como un objeto. En este
momento el sujeto puede desglosar las partes constituyentes del esquema y puede

usarlas convenientemente en la aplicacion del esquema en un problema matematico.

Teniendo en cuenta las anteriores consideraciones, en nuestra investigacion el
esquema de un concepto matematico es una estructura formada por los elementos
matematicos, los modos de representacion y las relaciones logicas que se pueden
establecer entre los elementos matematicos que constituyen el concepto cuando son
usados en la resolucién de problemas matematicos. El estudio que hemos llevado a cabo
nos ha permitido determinar que la construccion de los conceptos matematicos es
progresiva y se realiza a través de diferentes niveles de desarrollo. De un nivel a otro
superior los estudiantes conocen mds elementos matematicos, establecen un mayor
numero de relaciones logicas y usan gradualmente diferentes modos de representacion
de los conceptos matematicos. En este sentido, estos resultados son coherentes con los
obtenidos por Sanchez-Matamoros (2004) en relacion al desarrollo del esquema de

derivada.

El uso de diferentes modos de representacion por parte de los alumnos es un
indicador del nivel de desarrollo del esquema puesto que les permite establecer un
mayor numero de relaciones entre los elementos matematicos que constituyen el
concepto (Zazkis y Campbell, 1996a; Baker et al., 2000; Brown et al., 2002; Cooley et
al., 2003; Barbosa, 2003; Sanchez-Matamoros, 2004; Sanchez-Matamoros et al., 2006).
En este sentido, la utilizacién de los elementos matematicos en distintas situaciones
problematicas y empleando diversos modos de representacion ayuda a la construccion

del esquema.

Cuando el estudiante es capaz de utilizar los elementos matematicos estableciendo
todas las relaciones logicas entre los mismos, independientemente del modo de
representacion empleado, habra tematizado el esquema. En este momento el alumno
puede desencapsular los diferentes elementos matematicos del esquema estableciendo
las relaciones logicas entre ellos y determinando el dominio de lo que pertenece y no

pertenece al esquema del concepto matematico.
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5.5. Limitaciones. Implicaciones para futuras investigaciones.

El estudio que hemos realizado muestra algunas cuestiones que pueden servir para

futuras investigaciones:

Hemos desarrollado nuestra investigacion centrandonos en la comprension del
esquema de Divisibilidad que realizan los estudiantes, a través de las formas de
conocer y los niveles de desarrollo del esquema, ;jpueden determinarse

subniveles del desarrollo del esquema de Divisibilidad?

A través de los elementos matematicos, las relaciones logicas establecidas entre
los elementos y los modos de representacion, se describen los niveles de
desarrollo del esquema de Divisibilidad, ;como se modificaria la caracterizacion

de los niveles de desarrollo del esquema de otros conceptos matematicos?

¢ Como variaria la comprension del esquema de Divisibilidad entre alumnos de
ensefianzas medias y los estudiantes universitarios? ;Cambiarian
significativamente las formas de conocer de los elementos matematicos que
muestran los estudiantes universitarios? ¢Cambiaria la caracterizacion de los
niveles de desarrollo del esquema de Divisibilidad que tiene los estudiantes

universitarios?

Los resultados de la investigacion sobre el desarrollo del esquema de
Divisibilidad, ;como pueden emplearse en los procesos de enseflanza y en el

desarrollo curricular en las aulas de ensefianza media?
(Como influiria en la comprension del esquema de Divisibilidad en alumnos de

ensefianza media si se aumentara el tamafio de los numeros en las tareas

empleadas en la investigacion?
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