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Prélogo

La verdad es que se me hace extrafio llegar a esta parte, que a pesar de
aparecer casi al principio, es el final de un trabajo de mucho, mucho tiem-
po. Quizd ahora es el momento de echar la vista atrds y recordar que todo
empez6 con una idea de mi director, Francisco Escolano, quien tras un tiem-
po revisando trabajos anteriores en los que se empleaban modelos de mez-
clas gausianas para tareas de clasificacion, me plante6 la siguiente cuestion:
(que pasaria si empledramos la entropia como medida de gausianidad para
comprobar la calidad del ajuste del modelo a los datos? Recuerdo que pen-
sé: ;entropia? ;qué es eso? llevaba varios meses en el grupo de investigacion
Robot Vision Group de la Universidad de Alicante y ya empezaba a entender,
tras asistir a muchas charlas y horas de estudio, los fundamentos de la Teoria
Bayesiana, el algoritmo EM y otras técnicas que empleaban los compafieros
y Paco me comentaba algo nuevo que no habia escuchado jamds. Ante mi
cara de asombro, me presté un libro de Teoria de la Informacion: Elements of
Information Theory de Cover y Thomas para que fuera introduciéndome en
la materia y tras hojearlo brevemente me di cuenta enseguida que teniamos
mucho trabajo por delante.

Sin embargo, a los pocos meses ya teniamos desarrollada una primera
version del algoritmo y un método para estimar entropia a partir de un con-
junto de observaciones y lo presentamos al CIARP 2003 !. Poco después, con-
ceptos de Teorfa de la Informacién y en especial la entropia, fueron utilizados
con éxito por otros miembros del grupo para tareas diferentes, convirtiéndo-
se en algo cotidiano a la hora de afrontar la solucién a bastantes problemas
en robdtica y andlisis de imagen.

Después de eso llegaron cambios importantes: de Departamento, Area de

"beroamerican Congress on Pattern Recognition
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Conocimiento, Universidad, ... estuvimos practicamente 2 afios sin avanzar,
hasta que en 2005 retomamos el trabajo y conseguimos una nueva forma pa-
ra estimar la entropia, mejoramos el proceso de incorporacién dindmica de
componentes al modelo y lo aplicamos satisfactoriamente a la segmentacion
de imégenes en color, presentando los resultados en el S+SSPR 2006 2 Tbera-
mia 2006 ° y ICPR 2006 *. Posteriormente probamos diferentes técnicas para
la seleccién del orden del modelo que nos permitian detener el algoritmo
cuando el namero de componentes era 6ptimo y decidimos por fin escribir
los resultados del trabajo.

Durante todo este tiempo son muchas las personas que de una u otra for-
ma han contribuido a que este trabajo pudiera llevarse a cabo. Quiero agra-
decer en primer lugar a mi director, Francisco Escolano, por su dedicacién y
especialmente por su paciencia y comprension tras el parén mencionado ante-
riormente. Su visién e intuiciéon sobre qué técnicas debiamos probar y cuales
no iban a ninguna parte fueron siempre acertadas. A los comparieros del gru-
po de investigacién RVG, especialmente a los mds jévenes: Boyan y Pablo,
cuyas lineas de investigacion estaban mdas préximas a las mias y mostraron
interés en el trabajo desde el principio, no dudando en ningtin momento cru-
zar medio mundo para exponer los resultados cuando yo no pude hacerlo. A
mi familia, que supo entender dia tras dia y noche tras noche que papd estu-
viera fisicamente en la habitacién de al lado, pero su cabeza estuviera en otro
sitio.

He dejado para el final a la persona que sin lugar a dudas ha propiciado
con su interés y apoyo que este trabajo saliera adelante. Tras varios afios de
carrera docente te cruzas todo tipo de personas, con algunas puedes trabajar
codo con codo y enseguida te das cuenta que el trabajo cunde el doble, con
otras (las menos) puedes hablar de casi cualquier cosa y se convierten en
amigos fuera del d&mbito de la Universidad, pero cruzarte con alguien que
retina las dos circunstancias anteriores es realmente dificil. A mi me ocurrié
con Juanma; gracias amigo, por estar siempre ahi, en los momentos buenos y
en los malos, que también los hubo. Este trabajo es tan tuyo como mio.

En cuanto al lector, s6lo deseo que le guste el trabajo y las ideas que en él

International Workshop on Statistical Pattern Recognition
*Tbero-American Artificial Intelligence Conference
“International Conference on Pattern Recognition
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se proponen y que sepa disculpar los pequefios errores, que como experto en
la materia podra encontrar.

Antonio Pefialver
15 de octubre de 2007




VIII



Resumen

En este trabajo presentamos una nueva aproximacién al problema de la
estimacioén de los pardmetros de un modelo de mezcla gausiana. Aunque
el algoritmo Expectation-Maximization (EM) proporciona una solucién itera-
tiva de méaxima verosimilitud, es conocida su sensibilidad a la elecciéon de
los valores iniciales del modelo, pudiendo converger a un méximo local de
la funcién verosimilitud. Generalmente, algunas técnicas como k-means sue-
len emplearse para establecer los valores iniciales del modelo, sin embargo,
puesto que se trata igualmente de algoritmos locales, s6lo se incrementa la
velocidad de convergencia del algoritmo hacia algtin méximo local, pero no
queda en ningtin caso asegurada la consecucioén del maximo global. Por otra
parte, el resultado obtenido es igualmente dependiente del nimero de com-
ponentes de la mezcla, que en la mayoria de las situaciones es desconocido a
priori.

Para solventar los inconvenientes descritos anteriormente, introducimos
un criterio basado en la estimacién de la entropia de la densidad de proba-
bilidad asociada a cada componente, que permite medir la calidad del ajuste
de un modelo de mezcla con un determinado niimero de componentes. Pro-
ponemos dos métodos para estimar la entropia asociada a cada nticleo y una
modificacién del algoritmo EM cldsico para encontrar el ntimero 6ptimo de
componentes de la mezcla. Ademds, empleamos dos criterios de parada para
seleccionar el orden del modelo, uno basado en la entropia global de la mez-
cla y otro basado en el principio de Longitud de Descripcion Minima (MDL).
El algoritmo comienza con un sélo ntcleo y va afiadiendo dindmicamente
nuevos nucleos en las zonas del espacio de observaciones en que el ajuste es
menos fino. De este modo, se elimina el problema de la inicializacién del mo-
delo y se obtiene el orden del mismo (ntimero 6ptimo de nticleos) que mejor
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se ajusta al conjunto de observaciones dadas.

El algoritmo ha sido probado con éxito en estimacién de densidad de pro-
babilidad asociada a los datos, reconocimiento de patrones y segmentacién
de imégenes en color. Ademds comparamos los resultados de la técnica con
los obtenidos con EM clésico y otras que también ajustan dindmicamente el
modelo y que han sido propuestas con anterioridad. Aunque el problema
ha sido tratado por numerosos investigadores, la mejor forma de resolver la

cuestion en la préctica es todavia un problema abierto.



Abstract

In this work, we address the problem of estimating the parameters of
a Gaussian mixture model. Although the standard Expectation-Maximization
(EM) algorithm yields the maximum-likelihood solution, it is well-known
that it is prone to the selection of the starting parameters of the model and it
may converge to the boundary of the parameter space. Usually, some approa-
ches like k-means are used to set the starting values of the model; however,
only the convergence speed of the algorithm to a local maxima is increased
because these approaches are local too, and a global maximum is not ensured
in any case. Furthermore, the resulting mixture depends on the number of
selected components, but the optimal number of kernels in the mixture may
be unknown beforehand.

In order to solve the drawbacks cited above, we introduce a criterion ba-
sed on the entropy of the probability density function associated to each ker-
nel to measure the quality of a given mixture model with a fixed number of
kernels. We propose two methods to approximate the entropy of each kernel
and a modification of the classical EM algorithm in order to find the optimum
number of the mixture components. Furthermore, we use two stopping crite-
ria to find the order of the model, one of them is based on the global entropy
of the mixture and the other one is based on the Minimum Description Length
(MDL). The algorithm starts with only one component and new kernels are
dynamically introduced in the regions of the sample space in which the fitting
is coarser. By this way, we avoid the boundary of the parameters space and
we obtain the order of the model (optimal number of kernels) which yields
the best fitting to the set of given data.

We have successfully tested our algorithm in probability density esti-

mation, pattern recognition and color image segmentation. Furthermore, we
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compare our results with those obtained with the classical EM algorithm with
a fixed number of kernels, and with other approaches previously proposed
that automatically select the number of components too. Although this pro-
blem has been pointed out by many researchers, the best way to solve it in
practice is still an open question.
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Capitulo 1

Introduccion y objetivos

En este capitulo realizaremos una vision general de la tesis. Comenzare-
mos presentando los modelos de mezclas finitas y en particular los modelos
de mezclas que emplean ntcleos gausianos, las diferentes areas en las que
su aplicacién es de especial interés y los distintos métodos existentes para
ajustar adecuadamente el modelo a la resolucién de un problema particular.
Finalizaremos el capitulo con una descripciéon de los objetivos del trabajo asi

como con un esquema general de funcionamiento de la técnica propuesta.

1.1. Motivacion

Los modelos de mezclas finitas, y especialmente los basadas en ntcleos
gausianos, son una potente herramienta probabilistica para modelado de da-
tos en una o mds dimensiones. En la actualidad, es ampliamente conocida la
utilidad de este tipo de modelos en cualquier drea que implique una repre-
sentacion estadistica de los datos como reconocimiento de patrones, visiéon
por computador, analisis de sefial e imagen o aprendizaje.

En el 4rea de reconocimiento estadistico de patrones los modelos de
mezclas permiten llevar a cabo un planteamiento formal, basado en mo-
delos probabilisticos del aprendizaje no supervisado [ ]

[ 10 I ]
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-4 -2 ] 2 -4 -2 ] 2

Figura 1.1: Dos ejemplos de utilizacion de modelos de mezclas: Segmentacién de
imagenes en color (arriba) y estimaciéon de densidad de probabilidad asociada a un
conjunto de datos (abajo).

[Titterington ef al., 1985]. En al 4rea de visién por computador pueden ser
empleados para segmentacién de imagenes en color [Penalver ef al., 2006c],
para prediccion no lineal de imagenes [Zhang v Ma, 2004], para clasificacién
no supervisada de imdgenes en el contexto de teoria de la informacién
[Goldberger ef al., 2006] o para estimar los principales planos 3D del entorno
(paredes, suelo y techo) en tareas de navegacion de robots [Saez ef al., 2003].

Los modelos de mezclas finitas permiten representar las observaciones
de una forma natural, asumiendo que han sido generadas por una fuente
perteneciente a un conjunto de posibles fuentes aleatorias, aunque se desco-
noce inicialmente la fuente que gener6 cada uno de los datos. Si consegui-
mos determinar los pardmetros que definen a cada una de las fuentes, asi
como la fuente que generé cada una de las observaciones, podremos realizar
un clustering del conjunto inicial de observaciones. Este enfoque basado en
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modelos, permite afrontar la seleccién del niimero 6ptimo de elementos o la
evaluacion de la validez de los modelos obtenidos de una manera formal,
a diferencia de otros métodos heuristicos como k-means [ ] o los
métodos acumulativos jerdrquicos [ I. En la imagen de la
figura 1.1 mostramos dos de las aplicaciones que se llevaran a cabo en el pre-

sente trabajo: segmentacion de imagenes en color y estimaciéon de densidad
de probabilidad.

La utilidad de los modelos de mezclas no estd limitada tnicamente
al aprendizaje no supervisado. Los modelos de mezclas permiten repre-
sentar funciones de densidad de probabilidad (PDF’s) mds o menos com-
plejas. Por tanto, son una buena opcién para la representacién de funcio-
nes de densidad de probabilidad condicionadas, como por ejemplo fun-
ciones de verosimilitud, en escenarios de aprendizaje bayesiano supervisa-
do| 11 11 lo
para inicializar probabilidades a priori en estimacioén bayesiana de pardme-
tros [ ]. Los modelos de mezclas también han sido emplea-
dos con éxito para realizar una seleccién adecuada de caracteristicas en tareas

de reconocimiento de patrones [ 11 ].

1.2. Técnicas para el ajuste de mezclas gausianas

A lo largo de los afios, diferentes autores han propuesto distintas técni-
cas para ajustar adecuadamente los pardmetros de un modelo de mezclas a
un conjunto de datos observados. Uno de los métodos mas empleados pa-
ra ello es el algoritmo Expectation-Maximization (EM) [ ]
[ 11 ], que converge a una
estimacién de mdxima verosimilitud (ML) del conjunto de pardmetros de la
mezcla. La técnica propuesta en el presente trabajo se basa en una modifi-
cacién de dicho algoritmo, no obstante, existen otros métodos que vamos a
revisar brevemente, como los métodos Reversible Jump Markov Chain Monte-
carlo o aquellos basados en combinaciones del Algoritmo EM vy algoritmos
genéticos. En todos los casos, el nimero de componentes de la mezcla es
desconocido a priori y debe ser estimado igualmente. En el capitulo 2 rea-
lizaremos una revisiéon detallada de los modelos de mezclas gausianas y en
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especial, de otras técnicas anteriores basadas también en el algoritmo EM,
que permiten determinar el nimero 6ptimo de componentes de la mezcla.

1.2.1. Métodos de Monte Carlo

Una de las aplicaciones mds extendidas del algoritmo Reversible Jump
Markov Chain Monte Carlo (RIMCMC) [ ] es la de ajustar mo-
delos de mezclas gausianas con un nimero de ntcleos desconocido a

priori. Este planteamiento es empleado en [ ]
[ 11 11 ]
[ 11 ] para el caso unidimensional
o las recientes extensiones al caso multi-dimensional de [ |
[ ]. El algoritmo estima simultdneamente

tanto los pardametros de cada uno de los nticleos como el niamero éptimo de
ellos, lo que se conoce habitualmente como orden del modelo.

La idea comun de este conjunto de técnicas es la de ajustar los parametros
de la mezcla tras un proceso iterativo que combina movimientos de unién y
divisién de los nticleos existentes. La eleccién de uno de los dos movimientos
se realiza de forma aleatoria. El movimiento de fusién selecciona dos nticleos
aleatoriamente del conjunto de nticleos disponibles en un paso de ejecucion
del algoritmo, mientras que el movimiento de division selecciona igualmente
un nucleo al azar y lo descompone en otros dos. La tinica restriccion tras la
ejecucién de cualquiera de los dos movimientos es que se conserven los dos
primeros momentos estadisticos antes y después del proceso.

Aunque estos métodos pueden, en principio, encontrar una solucién 6p-
tima al problema del ajuste del modelo, tienen un coste computacional muy
elevado. Por ello son menos eficientes que el algoritmo EM en aplicaciones de
visién por computador o reconocimiento de patrones, en las que se requiere
el tratamiento de un ntimero elevado de datos.

1.2.2. Algoritmos genéticos

Otra técnica para el ajuste de los pardmetros de la mezcla combina el al-
goritmo EM y algoritmos genéticos (GA) para realizar una estimacién 6ptima
de los mismos, como en [ ]. Este planteamiento ha sido
aplicado incluso a tareas de navegacién en robots [ I
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En ambos casos, el nimero de componentes de la mezcla debe ser fijado de
antemano, por lo que la técnica no permite realizar una estimaciéon 6ptima
del orden del modelo al mismo tiempo que se obtienen los parametros de la
muestra.

Maés recientemente, en [ ] se propone una ge-
neralizaciéon del algoritmo anterior que en combinacién con el Principio de
Longitud de Descripcién Minima (MDL)!, que seré revisado con detalle en el
capitulo 2, reduce la sensibilidad del algoritmo a la inicializacién y permite
averiguar el nimero de componentes de la mezcla al mismo tiempo que se
ajustan los pardmetros de la misma.

El principal inconveniente del algoritmo, comparado con el EM clésico,
es que requiere la estimacién de una serie de pardmetros adicionales a los
de la propia mezcla. Ademds muestra una dependencia importante ante la
presencia de falsos positivos en el conjunto de observaciones a modelar.

1.2.3. Algoritmo EM

Por los inconvenientes descritos con anterioridad, en el presen-
te trabajo nos decantamos por la utilizacion del algoritmo EM. Es-
te algoritmo, cuyas iniciales provienen de la expresiéon Expectation-
Maximization (EM) [ 1 [ ]
[ ] es uno de los métodos mas empleados para la
estimacién de los pardmetros de un modelo de mezclas finitas. Se trata
de un procedimiento iterativo que converge a una estimacién de mdxima
verosimilitud de los parametros del modelo. Puesto que el presente trabajo
se basa en una modificacion de este algoritmo, en el capitulo 2 llevaremos
a cabo una revisiéon de las diferentes técnicas de ajuste propuestas con
anterioridad y basadas en el mismo algoritmo.

Este algoritmo posee algunos inconvenientes que es necesario solventar
para poder ser aplicado eficientemente a la resolucién de problemas en los
que es adecuado: puesto que se trata de un método local, es sensible a la
inicializacién y por tanto, podria converger hacia un méximo local de la fun-
cién de verosimilitud. Otro aspecto importante a tener en cuenta para ajustar
el modelo es el niimero de componentes de la mezcla, pues un ntimero ele-

'MDL proviene del término en inglés Minimum Description Length
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vado de ellos podria provocar una particion excesiva del espacio de datos
(over-fitting), mientras que un nimero excesivamente reducido no seria lo su-
ficientemente flexible para aproximarse al modelo real que siguen los datos.

1.3. Objetivos

En este trabajo proponemos una modificacién del algoritmo EM clasico
que permita dar una solucién a los problemas anteriores. Los objetivos que
se plantean son los siguientes:

= Determinar autométicamente el ntimero 6ptimo de componentes de la
mezcla. A este subproblema se le denomina en la literatura Seleccién del
Orden del Modelo. En el capitulo 2 se hara una revisiéon detallada de las
diferentes técnicas propuestas con anterioridad para determinar dicho
namero. Posteriormente, en el capitulo 3 propondremos dos criterios
de parada adecuados para diferentes tipos de problema: uno basado
en la entropia de Shannon y otro basado en los principios de Longitud
Minima, tanto de descripcién (MDL), como de mensaje (MML).

= Modificar el funcionamiento bdsico del algoritmo EM para que no sea
sensible a la inicializacién. Para evitar tener que ajustar los pardmetros
iniciales de los nticleos comenzaremos con un sé6lo ntcleo cuyos para-
metros iniciales seran obtenidos a partir del conjunto de observaciones.
Posteriormente se irdn afiadiendo dindmicamente nuevos ntcleos a la
mezcla. La descripcién detallada del algoritmo propuesto se realiza en
el capitulo 3.

» Para comprobar la calidad del ajuste del modelo a los datos dado un
nimero determinado de nticleos y determinar qué zona del espacio de
datos es la peor ajustada, planteamos la utilizacion de la entropia de
Shannon. Es conocido por la Teoria de la Informaciéon que a igualdad de
matriz de covarianza, la distribucién de mayor entropia es la distribu-
cién normal y su célculo puede realizarse de forma cerrada. Cuando los
datos estén correctamente ajustados: la entropia real y la teérica estaran
proximas. El principal problema asociado a este planteamiento es el cal-
culo de la entropia real asociada a los datos. Proponemos el empleo de
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dos técnicas, una que requiere previamente el calculo de la densidad
de probabilidad asociada a los datos y otra que realiza una estimacién
directa de la entropia sin estimar previamente la funcién densidad de
probabilidad. Cada técnica posee ventajas e inconvenientes que serdn
revisados con detalle en el capitulo 4.

» Evitar que el algoritmo converja hacia un maximo local del espacio de
parametros. Para ello se propone insertar de forma adecuada cada uno
de los nuevos ntcleos, ajustando convenientemente el conjunto inicial
de pardmetros de cada uno de ellos. Proponemos dos técnicas, una heu-
ristica y otra basada en descomposicién matricial con un fundamento
tedrico més elaborado. En el capitulo 2 se realiza una descripcion de-
tallada de otras técnicas propuestas con anterioridad para evitar dicho

problema.

= Para verificar el funcionamiento del algoritmo, se han realizado multi-
ples experimentos de estimacion de densidad de probabilidad, clasifi-
cacién de patrones y segmentacion de imédgenes en color empleando las
dos medidas de estimacion de entropia y diferentes criterios de parada
que serdn detallados en el capitulo 4. Los resultados se han compara-
do con los obtenidos con el algoritmo EM clasico con un ndmero fijo
de nicleos de partida y con otras de las técnicas revisadas en el capi-
tulo 2. Los resultados mejoran claramente los obtenidos con EM cldsico
y eliminan los problemas de convergencia hacia maximos locales de la
funcién de verosimilitud relativos a la inicializacién asociados a otras
técnicas. En el capitulo 5 detallaremos las conclusiones obtenidas en los
diferentes experimentos llevados a cabo con la aplicacién de la técnica
y los desarrollos futuros.

En la figura 1.2 mostramos un esquema resumen del algoritmo propuesto
en un ejemplo de estimacién de densidad de probabilidad en dos dimensio-
nes: Para evitar problemas derivados de la inicializacién, partimos de un sélo
ntcleo cuyo conjunto de pardmetros es directamente obtenido del conjunto
de observaciones. Se realizan diferentes iteraciones del algoritmo EM hasta
obtener la solucién de méxima verosimilitud para ese ntiimero de ntcleos.
A continuacién se comprueba si el orden del modelo es correcto. Para ello
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Figura 1.2: Resumen del algoritmo propuesto para el ajuste del modelo de mezcla
gausiana y seleccién del niimero ¢ptimo de niicleos. La imagen muestra un ejemplo
de estimacion de densidad de probabilidad en un espacio de 2 dimensiones, aunque
como se verd a lo largo del trabajo, la técnica permite su aplicacién en espacios de
dimensionalidad mayor y problemas diferentes.
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emplearemos una medida basada en entropia y otros criterios basados en los
principios de descripcién minima, que serdn detallados en capitulos poste-
riores. Si el nimero de ntcleos es correcto, el algoritmo finaliza y el conjunto
6ptimo de pardmetros es el obtenido en la tltima iteracién. Si no, se selec-
ciona el ntcleo peor ajustado. El proceso consiste en la comparacién entre su
entropia real obtenida a partir de los datos, con la méxima tedrica en el caso
de que los datos fueran verdaderamente gausianos. El nicleo que presenta
mayor diferencia se descompone en otros dos que son correctamente iniciali-
zados. El proceso de seleccion del peor niicleo y la correcta inicializacién de
sus pardmetros serdn explicados con detalle a lo largo del trabajo. A conti-
nuacion se realizan nuevas iteraciones EM del algoritmo para K + 1 ntcleos

hasta alcanzar convergencia Yy se repite nuevamente el proceso.
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Capitulo 2

Estado del arte

En este capitulo realizamos una introduccion a las diferentes técnicas pro-
puestas en la literatura para estimar la densidad de probabilidad asociada a
un conjunto de observaciones o datos y en particular los modelos de mezclas
gausianas. Para ello se lleva a cabo una revisién exhaustiva de las diferentes
técnicas propuestas con anterioridad para ajustar el modelo a los datos y los
principales inconvenientes asociados a cada una de ellas.

2.1. Modelos de mezclas gausianas

Tradicionalmente, las técnicas para la estimacién de la densidad de proba-
bilidad asociada a un conjunto de observaciones se han clasificado en técnicas
paramétricas y no paramétricas. Cada una de ellas tiene sus propias ventajas e
inconvenientes que describimos a continuacion:

» Las técnicas parameétricas asumen que la densidad de probabilidad
asociada a los datos sigue una forma especifica, que puede diferir bas-
tante de la densidad real. Sin embargo, este planteamiento permite que
la funcién densidad sea evaluada rdpidamente cada vez que surge una

nueva observacion.

11
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Figura 2.1: Ajuste de un conjunto de datos de una sola dimensién con una mezcla
de tres distribuciones gausianas.

= Los métodos no-parametricos , por el contrario, permiten que la forma
de la funcién densidad sea mucho mds general, pero sufre el inconve-
niente de que el nimero de pardmetros del modelo crece proporcional-
mente al nimero de observaciones.

Para combinar las ventajas de ambos métodos, es necesario encontrar téc-
nicas que no estén restringidas a una forma de funcién en particular, pero en
las que el tamafio del modelo crezca en proporcion a la complejidad del pro-
blema a resolver y no al tamafio del conjunto de observaciones disponibles.
A las técnicas que cumplen lo anterior se las denomina semi-paramétricas. El
principal inconveniente es que el ajuste de los parametros del modelo a un
conjunto de observaciones en particular es computacionalmente més costoso,
comparado con los procedimientos mds simples requeridos por las técnicas
paramétricas y no-paramétricas. Estas necesitan evaluar unas pocas expresio-
nes para ajustar el valor de los parametros o un simple almacenamiento del
conjunto de observaciones.

En este trabajo centraremos nuestra atenciéon en los modelos de mezclas,
pertenecientes a las técnicas semi-paramétricas definidas en el apartado ante-
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rior y que modelan la densidad de probabilidad asociada al conjunto de datos
como una superposicion lineal de funciones denominadas nicleos. A los mo-
delos de mezclas que emplean como funciones ntcleo funciones normales o
gausianas, se les conoce habitualmente como Modelos de Mezclas Gausianas.

En la figura 2.1 mostramos un conjunto de observaciones en un espacio
de una sola dimensién ajustadas por un modelo de mezcla gausiana de tres
componentes. Las barras verticales representan la distribucién del conjunto
de datos. Las lineas de trazo fino muestran cada una de las distribuciones
gausianas del modelo, mientras que la linea azul de trazo grueso representa
la mezcla resultante de todas ellas a partir de los parametros del modelo.

2.2. Definicidon

Una variable aleatoria d-dimensional y sigue una distribucién de mezcla
finita cuando su funcién densidad de probabilidad (PDF) p(y|©) puede ser expre-
sada como una suma ponderada de funciones de densidad de probabilidad
denominadas nicleos. Cuando todas esas funciones nticleo son gausianas, la
mezcla es denominada de la misma forma: Mezcla Gausiana:

K
p(yl®) = > mip(yl©:) 2.1)
=1
K
0<m<I1, i=1..,K y ) m=1,
=1

donde K representa el nimero de niicleos del modelo, 71, ..., m;, son las
probabilidades a priori de cada uno de los niicleos y ©; es el conjunto de
pardmetros que describe a cada ntcleo. En el caso de las mezclas gausianas
©; = {u;, Xi}, esto es, la media y la matriz de covarianza que caracterizan a
la distribucién normal.

El conjunto completo de parametros a estimar en un modelo de mezcla
dadoes: © = {0y, ...,O, 71, ..., 1 }. La obtencién del conjunto éptimo de pa-
rdmetros ©%, es decir, los valores que mejor se ajustan a un conjunto de obser-
vaciones, suele plantearse como aquellos que maximizan la funcién de vero-
similitud de la funcién densidad de probabilidad a ser estimada. Una revision
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de las técnicas en médxima verosimilitud en este contexto puede ser consulta-
daen]| ]. Para reducir la complejidad de las operaciones
matemadticas del modelo, se suele emplear el logaritmo de la verosimilitud,
que para un conjunto de observaciones dado Y, se define como:

N N K
{(Y8) =1logp(Y|©) = log [ | p(ya|©) = Z Z mep(Ye|Ok).  (22)
n=1 n=1 k=1

donde Y = {yi,...yn} es un conjunto de N observaciones de la variable Y’
obtenidas de forma independiente e igualmente distribuidas. Es bien sabido
que la estimacion de mdxima verosimilitud (ML):

O} = arg m(gix{é(@)}. (2.3)

no puede ser determinada analiticamente. Es importante destacar que la
maximizacién de la funcién anterior no es una tarea trivial por varias razones:

» Existen valores del conjunto de pardmetros para los que la verosimi-
litud es infinita. Esto ocurre cuando uno de los ntcleos gausianos se
colapsa en alguna de las observaciones, es decir, la media del niicleo
coincide con el dato y la matriz de covarianza es nula.

» La presencia de grupos de observaciones muy préximas unas de otras
puede provocar un maximo local de la funcién. Como consecuencia,
se obtendria una pobre representacion de la densidad de probabilidad
real.

Para evitar las situaciones descritas anteriormente, han sido propuestas
diferentes técnicas. Ver [ ] para una descripcién detallada.

El mismo problema ocurre con el criterio bayesiano mdximo a posteriori
(MAP), definido como:

Orap = argmix{ ((6) +log p(6))}. 24)

Por tanto, es necesaria la utilizacion de algtin método iterativo, como el al-
goritmo EM, para la determinacién del conjunto 6ptimo de pardmetros. Tanto
si se opta por el criterio ML, como si se emplea MAP, las estimaciones deben
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cumplir las restricciones definidas en 2.1. Para una descripcién maés detalla-
da de los modelos de mezclas recomendamos | ]
[ 11 11 ]. Aqui Gni-
camente revisamos las ideas fundamentales y definimos la notacién que se

empleard en el resto del trabajo.

2.3. El algoritmo EM (Expectation-Maximization)

Una de las elecciones més usuales para obtener estimaciones de maéxi-
ma verosimilitud o maximo a posteriori para los pardmetros de la mez-
cla es el algoritmo EM [ 11 ]
[ 11 ]. EM es un procedi-
miento iterativo que permite encontrar soluciones de maxima verosimilitud a
problemas en los que existen variables ocultas. En el caso de las mezclas gausia-
nas [ ], dichas variables son un conjunto de N etiquetas
Z = {z!,...,2} asociadas a cada una de las observaciones. Cada etiqueta es
un vector binario z = [2{”, ..., (l)] con 2\ =1y 2 = 0sip # m, indicando
que y® ha sido generada por el nticleo m. De este modo, si denominamos
X = {Y, Z} al conjunto completo de observaciones, podriamos expresar el

logaritmo de la verosimilitud como:

N K
logp(Y, Z|©) = Z Z log[mp(yn|Ok)]- (2.5)

El algoritmo EM genera una secuencia de estimaciones del conjun-
to de pardmetros {©*(t),t = 1,2,..} alternando los pasos E (Expecta-
tion) y M (Maximization) hasta lograr la convergencia. Las cuestiones rela-
tivas a la convergencia del método han sido ampliamente estudiadas en
[ 11 ]. A continuacién detallamos las
acciones realizadas en cada uno de los pasos del algoritmo.

Paso E.

En este paso del algoritmo se realiza una estimacién del valor esperado
de las variables ocultas del problema a partir de los datos observados Y y la
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estimacién actual de los pardmetros del modelo ©* (). Dicho valor esperado
puede ser expresado de la siguiente forma:

_ miOp™e5()
S (0)p(y ™ 03(1))

E[z{"]y,0%(t)] = P[z{"”) = 1]y, 0*(¢)]) 2.6)

por tanto, la probabilidad de que la observacion y, haya sido generada
por el ntcleo k puede calcularse como:

mep(y™|k)
S T (y ™ k)

p(kly,) = (2.7)

Paso M.

A partir del valor esperado de Z, el nuevo conjunto de parametros ©* (¢ +
1) puede ser expresado mediante:

1N
=% > pkly,), (2.8)
n=1
N
iy = ) 1 ( Ly )y 7 (2.9)
Zn:l p( ‘Yn)
N, k | 1 1 T
ZnZI p( |Yn)
En [ ], puede ser consultada una descripcién maés

detallada del algoritmo. En este trabajo vamos a centrarnos en el hecho de
que si el nimero de niicleos K no es conocido de antemano, no puede ser
obtenido a partir de la maximizacién del logaritmo de la verosimilitud como
el resto de parametros del modelo, ya que ¢(©) crece con K.

Expresado formalmente, si denominamos M a la clase de todos los
posibles modelos de mezclas de k componentes construidas a partir de
algtn tipo de funcién de densidad de probabilidad (p.e. todas las gau-
sianas d-dimensionales con matriz de covarianza no restringida), enton-
ces My C Mj4q, es decir, las clases estdn anidadas. Como ejemplo, si
© = {01,0,,...,0,m,72, ..., 71, T} }, define una mezcla en M; y e =

/ / / . .
{61,029, ...,0k, O 171, T2, oy Ty _y, Ty, Ty 1, define una mezcla en My, 1. Si
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Opi1 = Opymp = 7, +m, 41, entonces O y @' representan la misma funcién
de densidad de probabilidad. Por lo tanto, el valor de los pardmetros que
maximizan la verosimilitud p(y|©3},;) es una funcién no decreciente en & lo
que implica que no puede ser empleado para la estimaciéon del ndmero de
componentes de la mezcla.

Ademas, si se escoge un nimero equivocado de nicleos K, se puede ob-
tener una estimacion errénea. Para ilustrar este hecho, la figura 2.2 muestra el
efecto de emplear un sélo nicleo para describir los datos, cuando realmente
las observaciones pertenecen a dos nticleos gausianos claramente diferencia-
dos.

Figura 2.2: Si el ntimero de ntcleos del modelo no es establecido correctamente, los
datos pueden describirse erréneamente. En el ejemplo, dos distribuciones gausianas
con medias p1 = [0,0] y p2 = [3, 2] (izquierda) son modeladas con un tinico nicleo
con media p = [1.5, 1] (derecha).

2.4. Inconvenientes de los esquemas basados en EM

La mayor parte de los algoritmos existentes para ajustar los pardmetros de
una mezcla con un nimero desconocido de niicleos a priori utilizan el algo-
ritmo EM. Aunque el funcionamiento del algoritmo es satisfactorio, presenta

algunos inconvenientes que se detallan a continuacién:

= Inicializacion : El éxito del algoritmo EM depende en gran me-
dida de los valores iniciales del conjunto de pardmetros. La ma-
yoria de las soluciones propuestas incluyen una o varias de las
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siguientes estrategias: (i) emplear varias inicializaciones aleato-
rias y seleccionar la que concluye con un mayor valor de vero-
similitud [ 1 ]
[ ] [ ] o bien (ii)) realizar
un clustering previo con alguno de los algoritmos existentes pa-
ra ello | 1 1 |
[ ]. Cualquiera de las soluciones anteriores
requiere un tiempo de computo adicional al del propio algoritmo EM.

Convergencia hacia un maximo local : Cuando se ajustan los para-
metros de un modelo de mezcla gausiana sin ningun tipo de restric-
cién sobre las matrices de covarianza de los ntcleos, alguno de los
m; podria aproximarse a cero y por consiguiente, el nticleo podria es-
tar arbitrariamente préximo a la singularidad. Cuando el namero de
nucleos es superior al 6ptimo esto puede ocurrir con relativa frecuen-
cia, convirtiéndose por tanto en un serio problema para métodos que
requieren estimaciones de los pardmetros de la muestra para varios
valores de K. Este problema puede ser resuelto empleando algtn ti-

po de restriccién para las matrices de covarianza, como se sugiere en

[ ].

No se estima el orden del modelo : Como se ha descrito anteriormen-
te, el algoritmo por si mismo no permite la estimacién del nimero de

componentes del modelo.

2.5. Determinacion del orden del modelo

El problema de la estimacién del niimero 6ptimo de ntcleos en la mues-

tra es cominmente conocido como seleccion del orden del modelo. Desde un

punto de vista computacional, la mayoria de esos métodos pueden clasificar-

se como estocdsticos y deterministas. Los primeros estan basados en los méto-

dos Markov Chain Monte Carlo (MCMC) y ya han sido brevemente revisados

en el capitulo 1y, en cualquier caso, se trata de métodos computacionalmen-

te muy costosos para tareas de reconocimiento de patrones. En este apartado

realizaremos una revisién de las técnicas deterministas que emplean el algo-

ritmo EM para ajustar el modelo de mezcla a los datos.
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Los métodos deterministas obtienen una serie de modelos posibles, nor-
malmente empleando EM para un ntiimero de nucleos k entre kyin, ¥V Kkmax
entre los que se supone que se encontrard el valor 6ptimo. A continuacién, el

nimero de componentes es seleccionado de la siguiente forma:

k* = arg mkl’n{g(@*(k), k), k = Emin, -, Kmaz (2.11)

donde ¢(©*(k), k) es algun criterio de selecciéon y ©* (k) es una estimacion
de los parametros de la mezcla para el caso de disponer de k ntcleos. Por

regla general, el criterio tiene la forma:

<(07(k), k) = —log(p(y|©*(K))) + p(k), (2.12)

con p(k) una funcion creciente cuyo objetivo es penalizar altos valores

de k£ que generen una mezcla con un excesivo nimero de ntcleos. Algunos

ejemplos de de trabajos que incluyen criterios del tipo anterior serian los si-
guientes:

» Criterios de aproximacién bayesiana como el Laplace-empirical cri-
terion (LEC) en [ ¢ ] o el criterio Schwarz’s Baye-
sian inference criterion (BIC) en [ 11 ]

[ y Raftery, 1998] [Fraley y Raftery, 1997].

» Criterios basados en conceptos procedentes de la Teoria de la Infor-
macién, como el Principio de Longitud de Descripcion Minima (MDL)
[ 983], cuya expresiéon formal coincide con BIC, el crite-
rio de minima longitud de mensaje (MML) [ ]
[ 11 1, €l criterio de informacion de
Akaike (AIC) [ ] o el criterio de complejidad de la
informaciéon (ICOMP) [ ].

» Criterios basados en el calculo de la verosimilitud de los datos com-
pletos, expresada en la ecuacién 2.5, también conocido como verosi-
militud de clasificacién. Entre estos se encuentran el método de appro-

ximate weight of evidence (AWE) [ 1, classification
likelihood criterion (CLC) [ 1, normalized entropy
criterion (NEC) [ 11 ]oel

criterio integrated classification likelihood (ICL) [ I
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En [ ] se puede consultar una descripcién més de-
tallada de todas estas técnicas, que incluye un estudio comparativo entre cada
una de ellas. En dicho estudio, los métodos ICL y LEC presentan resultados
que mejoran los del resto.

Los métodos deterministas descritos anteriormente, plantean criterios de
seleccién de la clase de modelo M;, que posee el mejor conjunto de para-
metros ©* (k). Sin embargo, en un modelo de mezclas, la distincién entre la
selecciéon de la clase de modelo (es decir, el niimero de ntcleos) y la estima-
cién del modelo (el conjunto de pardmetros que describen el modelo), no esta
clara. Por ejemplo, una mezcla de tres componentes en la que la probabilidad
a priori de uno de los ntcleos es cero, no puede distinguirse de otra mezcla
con dos componentes.

Otras técnicas més recientes, introducen modificaciones en el algoritmo
EM clésico para fusionar y/o afiadir ndcleos dindmicamente siguiendo al-
gun criterio. Puesto que cada autor emplea una nomenclatura diferente para
especificar las ecuaciones del modelo, se ha preferido seguir en cada caso la
nomenclatura empleada originalmente por sus respectivos autores. A conti-
nuacion se realiza una revisién detallada de las técnicas, que por su funcio-
namiento, se asemejan mds a la propuesta en el presente trabajo. Dichas téc-
nicas podemos clasificarlas en: (i) técnicas que parten de un nimero inicial
de ntcleos elevado y realizan fusiones de los mismos hasta lograr el 6ptimo;
(i) técnicas que partiendo de un ntiimero reducido de nticleos (normalmente
uno) van afiadiendo nuevos a la mezcla; (iii) y técnicas que realizan ambos

tipos de operaciones.

2.5.1. Técnicas basadas en la fusién de nucleos

Entre ellas encontramos [ 11 ]
[ ]. Los autores proponen una modificacion del algorit-
mo EM clasico, que consiste en inicializar con un ndmero de ntcleos alea-
toriamente dispuestos. El Principio de Longitud de Descripcién Minima (MDL)
[ ] es aplicado iterativamente para eliminar alguno de los ni-
cleos, hasta alcanzar el ntimero 6ptimo. De este modo, no se emplea un crite-
rio de selecciéon del modelo para escoger uno entre un conjunto de modelos
candidatos, sino que se integra la estimacion de los pardmetros y la seleccion
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del orden del modelo en un sélo algoritmo.

La idea es emplear el algoritmo EM (para un ntimero de ntcleos k fijo)
que permita obtener una secuencia de estimaciones de los pardmetros de la
muestra é(k), con k = Kkpin, ..., kmaz- El valor 6ptimo de k£ debe obtenerse
como aquel que minimiza una funcién de coste de la forma:

k = arg mgn{C(é)(k), k), k = Eminy -, kmaz } (2.13)

A~

donde C(O ), k) representa algun criterio de seleccién del orden del mo-
delo y ©(;) la estimacion actual de los pardmetros del modelo suponiendo
que éste estd compuesto por k ntcleos. La funcién de coste deberd incluir
tanto la maximizacién del logaritmo de la verosimilitud como un término
adicional, cuya funcién es la de penalizar valores elevados de k. Una de las
funciones que cumplen el criterio anterior es la que se basa en el Principio de
Longitud de Descripcién Minima o criterio MDL, cuya funcion de coste es:

A ~ N(k
CupL(Ow), k) = —=L(O k), Yops) + é :

logn, (2.14)

donde N (k) representa el nimero de pardmetros necesarios para especifi-
car una mezcla de & ntcleos. Si denominamos d a la dimensién del problema,
entonces para el caso general tenemos: N (k) = (k—1)+k(d+d(d+1)/2). Don-
de L(.) representa el logaritmo de la verosimilitud de los datos observados y
con el conjunto actual de parametros (:)(k).

En algunos casos, la utilizacion de este criterio genera estimaciones
del namero de pardmetros del modelo por debajo del nimero 6ptimo
[ 11 ]. Para evitar este problema se propone
una modificacién de la expresion anterior que penaliza en menor medida que
MDL un aumento en el niimero de ntcleos de la mezcla inicial. La funcién
de coste de la ecuacién 2.14, puede ser descompuesta como la suma de la
longitud de cédigo de los datos observados yps y la estimacién actual de los
pardmetros de la mezcla é( k)- Formalmente:

CMDL(Yobs7 é(k)) = ’C(yobs’ é(k)) = £<Yobs|é(k)) + 'C(é(k))’ (215)

donde ﬁ(yobs\@(k)) = —L((:)(k), Y.ps) € la longitud de cédigo 6ptima de

~

Shannon y £(0©;,) representa la longitud de cédigo de precision finita de los



22 Capitulo 2. Estado del arte

parametros C:)(k)de la mezcla (de precisién real), por lo que se requiere que
los valores sean truncados. Si la precision no es suficiente, ﬁ((:)(k)) tendrd un
valor bajo, pero los pardmetros codificados de esta forma diferirdn en mucho
de los 6ptimos y la primera parte de la expresion serd mayor. Con una mayor
resolucién, los pardmetros codificados se aproximaran a los 6ptimos, pero
la segunda parte de la expresién serd mds elevada. En [ ] se
propone tomar como longitud 6ptima de cédigo para los pardmetros, en el
caso de valores elevados de n, (1/2) log(n), resultando la expresién 2.14.

En la mayoria de problemas en los que MDL o BIC son empleados como
criterio, todos los datos tienen la misma importancia para la estimacion del
conjunto de pardmetros de la muestra. Sin embargo, éste no es el caso de los
modelos de mezclas, en los que cada dato tiene asociado un peso «,,, depen-
diente del nticleo m que lo haya generado. Teniendo en cuenta este hecho, el
tamario del conjunto de muestras asociado al ntcleo 6,, seria no, en lugar de
n, por lo que la expresion la ecuacién 2.14 quedaria:

k—1 N(1)
2

k
CMDL(@(k); k) = _L(@(k)7yObs) + logn + O Z log(nau,)
m=1

. N(k N(1) &
= —L(O®);Yops) T+ é) logn + é) Z log o, (2.16)
m=1

El tercer sumando de la ecuacion anterior es negativo, por tanto, el criterio
expresado de esta forma introduce una menor penalizacién ante un niimero
superior de nucleos que el criterio original. N(1) representa al nimero de
pardmetros de un ntcleo.

La técnica puede ser aplicada tanto a modelos de mezclas gausianas co-
mo los que emplean otro tipo de nitcleos, aunque toda la experimentacién
se realiza con mezclas gausianas. El algoritmo presenta buenos resultados en
general, pero es sensible a la presencia de falsos positivos, es decir observa-
ciones que no serian correctamente modeladas por ninguno de los compo-
nentes de la mezcla. Como posible solucién al problema se plantea incluir un
componente extra con alta varianza que describa la totalidad del conjunto de
observaciones anémalas.

Como estrategia de inicializaciéon en dimensiones bajas (d = 1,2) se em-

plea una mezcla inicial compuesta por k;,q, nicleos, uniformemente distri-
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buidos sobre la regién ocupada por las observaciones (definida por los valo-
res minimo y maximo en cada dimensién). Para dimensiones superiores, se
crean igualmente k,q, clusters iniciales, pero empleando k-means como téc-
nica de inicializacién. Si k4, es suficientemente grande, la técnica propuesta
muestra escasa sensibilidad a los valores iniciales del modelo, siempre que
se parta de un ndmero inicial de ndcleos suficientemente grande. La figura
2.3 muestra la evolucién del algoritmo para un conjunto de observaciones
pertenecientes a 3 nticleos en un contexto de estimacién de densidad de pro-
babilidad asociada a los datos. El algoritmo comienza con 30 ntcleos unifor-
memente distribuidos y finaliza al llegar a un sélo ntcleo, obteniendo como
valor 6ptimo 3, que es el estado que genera mejor valor de la funcién objetivo
sobre criterio MDL.

Figura 2.3: Evolucion del algoritmo con estrategia de fusién de nticleos para un con-
junto de muestras generado artificialmente en dos dimensiones. La primera imagen
muestra el conjunto original de datos y el resto los diferentes estados intermedios
del algoritmo. (Tomada de [Figueiredo y Jain, 2002])
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2.5.2. Técnicas basadas en la introduccién de nuevos nucleos

Otras técnicas parten de un ntimero inicial de ntcleos reducido para ir
afladiendo progresivamente nuevos nicleos a la mezcla hasta alcanzar algin
criterio definido previamente. En [ ], se define una nueva
medida denominada kurtosis total, basada en la kurtosis ponderada con las
probabilidades a priori de cada uno de los nticleos de la mezcla. Esta medida
proporciona informacién de la calidad del ajuste de la mezcla a los datos en
cada paso del algoritmo. La kurtosis es una medida estadistica definida para
variables aleatorias uni-dimensionales. En el caso de distribuciones gausia-
nas se verifica:

OO _ . 4
/+ (‘”’”) p(xlj)dz =3, (2.17)

— 00 g j
donde x representa una variable aleatoria uni-dimensional, j representa
a un nucleo de la mezcla y p; y o; representan la media y la varianza del
ntcleo respectivamente. Aplicando la regla de Bayes y resolviendo la integral
anterior por el método de Monte Carlo, para un conjunto de observaciones
x;,1 =1,2,...,n de la variable aleatoria x se obtiene la expresion para estimar

la kurtosis de un ntcleo j de la mezcla:

n Ti—Hj 4 .
i=1 (T) P(]’l’i)
k: = = - — 3. 2.18
{ N p(jls) ( )

A partir de la expresion anterior, se calcula la kurtosis total como:

K
Kp =Y _mjlkjl, (2.19)
j=1

que es la suma ponderada de cada una de las kurtosis de los nticleos de
la mezcla con la probabilidad a priori de dicho ntcleo. Esta medida se em-
plea para estimar si el ajuste es correcto. Valores préximos a cero indican que
los ntcleos individuales ajustan adecuadamente a los puntos de su vecin-
dad, por lo que la mezcla completa constituye una buena aproximacion a la
densidad de probabilidad desconocida que seguian los datos.

Por el contrario, un valor elevado de la medida anterior indicaria que uno

o varios nucleos no ajustan adecuadamente las observaciones préximas. En
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ese caso, se selecciona el nticleo j que en mayor medida contribuye a incre-
mentar la kurtosis total, es decir, el que tiene mayor valor para el producto
7j|k;|,y se descompone en otros dos que deben ser posteriormente inicializa-
dos.

Los dos nuevos nticleos son creados con medias 1 + 0 y j1; — 0 respecti-
vamente. Como varianza de los dos nuevos nticleos se mantiene la varianza
original del nticleo de procedencia o; y las nuevas probabilidades a priori se
establecen a la mitad de la probabilidad del nticleo original 7;/2.

Como estrategia de inicializacién del algoritmo se comienza con un solo
nucleo cuya media se corresponde con la de los datos y varianza establecida
a un valor fijo, p.e. 0,5. De este modo, el algoritmo realiza una maximizacién
de la verosimilitud al mismo tiempo que trata de minimizar la kurtosis. El
incremento en el nimero de ntcleos de la muestra se detiene cuando la dis-
minucién en el valor de la kurtosis total no es superior a un umbral definido
previamente.

El principal problema de la técnica es la sensibilidad a la presencia de
falsos positivos al utilizar la kurtosis como medida del grado de gausianidad
de cada ntcleo, asi como la limitacién de su aplicacién a problemas de una
sola dimension.

Posteriormente, en | ] la misma técnica se extiende al ca-
so multi-dimensional. Para ello se emplea la definicién de kurtosis multi-
dimensional [ ]:

+o00
bi = / {(& = 1) 25 (@ — 1) Y f (5 ¢5)d, (2.20)

—c0

donde x es un vector que representa una observacién, u; y X; representan
la media y la matriz de covarianza del ntcleo j y ¢; representa el conjunto
de parametros asociado al nicleo j. Aplicando igualmente la regla de Ba-
yes y sustituyendo los valores de las probabilidades a priori en cada paso
del algoritmo EM, se obtiene la siguiente expresion para la kurtosis multi-
dimensional que puede ser empleada como test de normalidad:

5, — DUl = )97 i )
/ S p(ile) |

En el caso de que el ntcleo sea verdaderamente gausiano, el valor de f3;

(2.21)

deberia ser aproximadamente d(d+2), donde d es la dimensién del problema.
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Como estrategia de inicializacién del nuevo nticleo introducido en la mez-
cla, se sigue el criterio heuristico basado en que, normalmente, la principal
fuente de multi-modalidad (en oposicion a gausianidad) aparecera a lo largo
de la direccién de médxima varianza del ntcleo con peor valor de kurtosis,
o lo que es lo mismo, la direccién principal de PCA (Principal Component
Analysis). Por tanto, se requiere un andlisis de autovalores y autovectores de
la matriz de covarianza del ntcleo seleccionado.

La introduccién de un nuevo ntcleo se basa en los resultados de
[ ], segin el cual, si a partir de una mezcla con £ componen-
tes afladimos un nuevo componente f;.1(x;¢*) con probabilidad a priori
a € (0,1) tal que la nueva mezcla pueda expresarse del siguiente modo:

Prt1(2) = afpqr(2;0") + (1 — a)pp(z), (2.22)

siempre se obtendrd un incremento de la funcion logaritmo de la verosi-
militud, a menos que ya se haya alcanzado el maximo de dicha funcién.
De esta forma, las ecuaciones para determinar los parametros del nuevo

ntcleo se obtendrian del siguiente modo. La nueva media:

m* =me £+ VA(ve + 0,1w), (2.23)

donde X\ es el mayor autovalor de la matriz de covarianza ., v. es el
autovalor correspondiente al autovector anterior y w es un vector que in-
troduce una perturbacién aleatoria a partir de una distribucién gausiana d-

dimensional. La nueva matriz de covarianza se define:

¥* = 0,250, (2.24)

donde I, es la matriz identidad de dimensién d. Por ltimo, la probabili-
dad a priori del nuevo ntcleo a se establece a 0,5. Segtin la ecuacién 2.22, tras
la introduccién del nuevo componente, podemos considerar la muestra como
si tuviera tnicamente dos componentes, el primer componente seria el que se
acaba de anadir, fy4+1(z;¢*) y el segundo serfa la muestra anterior py(z). De
este modo, se realizan pasos EM parciales para encontrar los parametros del
nuevo nucleo: a y ¢* que maximizan la nueva verosimilitud, manteniendo
sin cambios los pardmetros ajustados con anterioridad.
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La nueva propuesta soluciona la limitacién de la aplicaciéon a problemas
de una sola dimensién, pero todavia adolece del mismo problema que la ori-
ginal, y la consecucién de un buen ajuste de la mezcla a los datos requiere que
no existan falsos positivos que puedan condicionar el calculo de la kurtosis
multi-dimensional. La figura 2.4 muestra la evolucién del algoritmo para un
conjunto de datos en dos dimensiones en una mezcla de seis componentes.

Figura 2.4: Evolucién del modelo de mezcla para un conjunto de datos artificiales
en 2-D con 6 nucleos. (Tomada de | 1).

Para solucionar el inconveniente de la sensibilidad de la kurtosis a la pre-
sencia de falsos positivos, en [ ] se plantea una solucién
voraz al problema, afiadiendo sucesivamente nuevos componentes a la mez-
cla hasta lograr el niimero deseado k. Segtin los resultados tedricos obtenidos
en [ Iyl ], bajo algunas suposiciones el ajuste
de una mezcla empleando criterios de maxima verosimilitud puede realizar-
se de forma voraz. Si la insercién de cada nuevo componente se lleva a cabo
de forma 6ptima, la mezcla obtenida de forma incremental se ajusta a los
datos, al menos como la obtenida en 2.1. La consecuencia practica de este re-
sultado es que la tarea de ajustar una mezcla con k£ componentes puede ser
reemplazada por la tarea mds simple de ajustar sucesivamente muestras de

dos componentes tinicamente.

No obstante, los pardmetros asociados a la nueva componente son funda-
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mentales para lograr un ajuste correcto. Para la determinacién de los mismos
se plantea una buasqueda global entre todos los datos, seguida de varios pasos
EM parciales hasta lograr la convergencia.

Formalmente, si afladimos una nueva componente ¢(z;#) a una mezcla

fr(x), podemos definir la nueva mezcla de la siguiente forma:

fre1(z) = (1 = a) fr(x) + ad(x;0), (2.25)

con a € (0,1). De este modo, para una mezcla actual fi(z), el valor de a
y el vector de parametros 6 del nuevo nacleo ¢(x; 0) deben ser seleccionados
de modo que el nuevo valor del logaritmo de la verosimilitud:

n n
Cepr = Y _10g frpa(zi) =Y _log[(1 — a) fi(xi) + ag(zs; 0)] (2.26)
i=1 i=1

se maximice. Durante el proceso, los parametros de fi(z) se mantienen
constantes. De este modo, el problema original de ajustar un modelo de mez-
cla gausiana maximizando el logaritmo de la verosimilitud, ha sido sustitui-
do por el aprendizaje sucesivo de una mezcla de dos componentes fi1(z),en
la que la primera componente es la mezcla anterior f;(x) y la segunda es el
nuevo nucleo ¢(z;6), con § = (i, ), su media y matriz de covarianza. La
busqueda de los pardmetros a, ;1 y ¥ que maximizan la expresion 2.26 se rea-
liza de la siguiente forma:

» Bisqueda local: Puesto que la nueva mezcla tiene dos componentes, el
algoritmo EM puede ser empleado para buscar el maximo de ;. 1, res-
pecto a los pardmetros a,m y S. Ademads, puesto que los parametros de
la mezcla anterior fj(x) permanecen invariables durante la localizacién
del nuevo componente, los pasos EM pueden ser parciales, ajustando
Unicamente los parametros del nuevo ntcleo. Aunque se trata de un
método simple y rdpido, es todavia un método local y por tanto, sen-
sible a a los valores iniciales del conjunto de pardmetros a,m y S del
nuevo nucleo, por lo que se necesita una estrategia adicional de bus-
queda global.

= Bisqueda global: Para facilitar la bisqueda global sobre el conjunto de
pardmetros, se realiza una aproximacién de Taylor de segundo grado
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de la funcién logaritmo de la verosimilitud 2.26 en el punto a = ag, con
ap = 0,5. Como resultado se obtiene la siguiente expresion:

(41 (a0))?

2.27

liy1 = liy1(ao) —
U 1/ 3 3
con ly ,, y ;. representando la primera y segunda derivadas de ;1
respecto de a. Maximizando la funcién cuadratica resultante con res-
pecto a a se obtiene el siguiente valor 6ptimo para el parametro a:

o1 135 6(w,0)

T2 N a0 2
donde

§(zi,0) = M (2.29)

fr(@) + o(x;0)

Si el valor obtenido para a cae fuera del intervalo (0,1), entonces se se-
leccionaa =0,5sik=10a=2/(k+1)sik > 2, segtn se especifica en
[ I. El procedimiento anteriormente descrito hace que
la funcién verosimilitud definida en 2.26 sea independiente del valor
del pardmetro a. El siguiente paso es encontrar valores iniciales para
1y X. Una buisqueda global sobre el espacio de pardmetros de todos
los posibles (1, ¥] no es factible, debido al elevado coste computacional,
por lo que dicha bisqueda debe ser restringida.

Para el caso de la media p, los posibles valores se limitan al conjunto
de datos x. Para el caso de la matriz de covarianza ¥, se limita a una
matriz diagonal de la forma ¥ = o?I, por lo tanto puede tratarse como
una funcién de la distancia Euclidea entre cada punto z; y la media p.
La distancia euclidea entre cada par de puntos || z; —z;|| es pre-calculada

al comienzo del algoritmo.

Por altimo, como eleccién para el valor de la desviacion tipica o se selec-
ciona un valor dependiente del nimero de observaciones disponibles
y de la dimensién de las mismas d, segtin la recomendacién propuesta
en [ ]:
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1

o =3 {(dfzm] " (2.30)

con 3 un valor constante a establecer.

El planteamiento descrito anteriormente posee una complejidad tempo-
ral para cada evaluacién de /i, de O(n), siendo la complejidad total de la
busqueda global O(n?).

La condicién de parada del algoritmo suele ser el alcanzar un ndmero
maximo de ntcleos permitido . Si se pretende estimar el nimero 6éptimo de
componentes de la mezcla, los autores proponen ejecutar el algoritmo para
un valor elevado de & y entonces seleccionar el valor 6ptimo & a partir de
algtn criterio de seleccién del orden del modelo como el Principio de Longitud
de Descripcion Minima | 1983] citado con anterioridad.

2.5.3. Técnicas basadas en la fusion e introduccion de nicleos

Para finalizar la revision a otras técnicas previas, presentamos el algorit-
mo SMEM (Split and Merge EM) propuesto por [ ], en el que
durante el proceso de ajuste del modelo se realizan dos tipos de operaciones:
divisién de un ntucleo actual en otros dos y fusién de dos ntcleos existentes
en uno sélo, a partir de un criterio de seleccién de niicleos candidatos.

La idea de realizar operaciones de divisién y fusién de ntdcleos ya habia
sido propuesta con anterioridad en el anélisis de modelos de mezclas gau-
sianas desde el punto de vista bayesiano [ ], donde
se combinaban los movimientos anteriores con el método de Markov Chain
Monte Carlo. No obstante, como se comentaba con anterioridad 1.2.1, el coste
de los métodos de Markov es computacionalmente mucho mds costosos que
el algoritmo EM.

El funcionamiento del algoritmo es el siguiente: Tras realizar los pasos E'y
My alcanzar la convergencia, se obtiene el nuevo conjunto de pardmetros O y
se seleccionan los ntcleos candidatos 4, j, k para las operaciones de divisién y
fusién, segtin un criterio que serd descrito posteriormente. A continuacién se
determinan los valores iniciales de los nuevos ntcleos introducidos (ecuacio-
nes 2.32 y 2.33) y se realizan pasos EM parciales hasta lograr la convergencia.
Si como resultado se obtiene una mejora de la verosimilitud de la mezcla, se
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acepta el cambio y contintia el proceso. Si no, se seleccionan nuevos candida-

tos segtn la lista ordenada y se repiten los pasos EM parciales. El algoritmo

finaliza cuando no se consigue ninguna mejora en la verosimilitud tras selec-

cionar todos los posibles candidatos en las operaciones de divisién y mezcla.
Si definimos el modelo de mezcla de la siguiente forma:

p(z;0) = Z%zlampm(:c; Om), (2.31)

donde «;, representa la probabilidad a priori del ntcleo m y © =
(0m,0m),m =1,..., M es el conjunto de pardmetros a estimar, tras una su-
cesion de pasos E y M, obtenemos el conjunto actual de pardmetros ©*.

Si denominamos j y k a los dos nticleos candidatos a fusionar, generando
el nuevo ntcleo ¢’ y denominamos & al ntcleo candidato a descomponerse
en otros dos j' y k’, entonces los valores iniciales de los pardmetros del nue-
vo ntcleo i’ resultado de la fusion serian una combinacion lineal de de los

ntcleos originales antes de la mezcla:

* )k *k )k
07 + oszj

* *
Q; —i—aj

Q= O[;-k + a;f, y 92‘/ = (232)
Por otro lado, los valores iniciales de los nuevos ntcleos j' y & resultado
de la divisién, se obtendrian de la siguiente forma:

a*

7’6, 0j =0 +e, y O =0;+¢, (2.33)

donde € y ¢’ es un vector o matriz con una pequeiia perturbacién aleatoria.

O[j/ —— Oék’ =

En el caso de mezclas gausianas, las matrices de covarianza de los nuevos
ntcleos X,/ y X, deben ser definidas positivas, por lo que en este caso sus

valores iniciales podrian ser:

Y = Y = det(S5) Y, (2.34)

con det(X) el determinante de la matriz de covarianza y I, la matriz iden-
tidad de dimensiones d x d.

En cada paso del algoritmo se seleccionan los nticleos candidatos a fu-
sionar y dividir, por lo que se necesita un criterio que permita ordenarlos de
mayor a menor medida para, tal y como se comentaba en la especificacién
del algoritmo, seleccionarlos en ese orden y comprobar si mejora el valor del
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logaritmo de la verosimilitud. Los criterios para la fusién y divisién son los
siguientes:

s Criterio para fusién: De forma general, si existen muchos datos cuya pro-
babilidad a posteriori de haber sido generados por dos ntcleos diferen-
tes ¢ y j es muy similar, entonces esos dos nticleos deberian fusionarse

en uno solo. Expresado formalmente:

L P01 P;j(0%)
Imerge , ;6 = s 2.35
5(:3:0°) = B e T ;0] (2.35)

donde P;(©*) = (P(ilx1;0%), ..., P(ilzy; ©*))T € RV es un vector de
dimension N que contiene las probabilidades a posteriori para el na-
cleo i. T representa la traspuesta del vector y ||.|| representa su norma
Euclidea. Cuanto mayor sea el valor de la expresiéon anterior, mejores
candidatos para fusionar serdn los ntcleos i y j.

» Criterio para division: Como criterio para seleccionar nticleos candidatos
a ser divididos se emplea la Divergencia local de Kullback:

fk(x;(;?:)dx, (2.36)

Tonulh;©%) = [ fulas 0)low E0

que representa la divergencia entre dos distribuciones de probabilidad:
la densidad local de los datos alrededor del nucleo k definida por fi(z)
y la densidad de probabilidad de dicho ntcleo especificada por los va-
lores actuales del conjunto de parametros ©*. La densidad local de los
datos alrededor del nticleo k se define como:

f;f:l 0(x — xpn) P(k|xn; OF)

fr(x;0%) =
(e 67) N P(kfo; 0%)

, (2.37)

La expresion anterior representa la distribucién empirica asociada a los
datos, ponderada con las probabilidades a posteriori de cada ntcleo k.
El nicleo con mayor valor de Jg,:(k; ©*) posee la peor estimacién de
densidad de probabilidad a su alrededor, por lo que deberia descompo-

nerse en dos.
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Una vez definidos los criterios para fusién y divisiéon de nticleos, es nece-
sario ordenar los candidatos segtin el siguiente criterio: primero se establece
el orden de los candidatos a fusionar segtin J,,e,¢e; después para cada par
de candidatos a fusionar {i, j }., se ordenan los candidatos a dividir {k}., ex-
cluyendo los ntcleos {1, j }.. Combinando los resultados y renumerando, se
obtienen las tripletas: {i,j,k}., ¢ = 1,..., M(M — 1)(M — 2)/2, con M el nt-
mero nucleos de la mezcla.

A modo de resumen, el algoritmo descrito consta de los siguientes pasos:

1. Ejecutar el algoritmo EM clésico para actualizar los valores del conjun-
to de parametros © hasta lograr la convergencia, obteniendo ©* como
valor actual de los pardmetros y el correspondiente logaritmo de la ve-

rosimilitud tras finalizar.

2. Ordenar los candidatos para division y fusién segtn la estimacién ac-
tual de pardmetros ©* y los criterios descritos anteriormente en 2.35 y
2.36.

3. Para cada tripleta de candidatos, realizar el proceso de fusiéon y divi-
sién segun las ecuaciones 2.32, 2.33 y 2.34. Realizar pasos EM parciales
para los nuevos nucleos {i, j, k}. y a continuacién ejecutar nuevamente
el EM completo hasta la convergencia. Si el valor del logaritmo de la
verosimilitud obtenido tras el proceso mejora el anterior, se aceptan los
cambios. Si no se selecciona a los siguientes candidatos de la lista y se

vuelve al paso 2.

4. Finalizar con ©* como conjunto de pardmetros final del modelo.

El método propuesto es aplicado en problemas de estimacién de densidad
de probabilidad, reduccién de dimensionalidad, compresién de imagenes y
reconocimiento de patrones. No obstante, a pesar de que las operaciones de
fusion y division de niicleos reducen el problema de la sensibilidad del algo-
ritmo EM a la inicializacién, el nimero de nticleos de la muestra se mantiene
constante durante todo el proceso, quedando el problema de la estimacién
del namero 6ptimo de niicleos como un trabajo futuro. En la figura 2.5 se
muestra la evolucién del algoritmo en el contexto de estimacion de densidad
de probabilidad asociada a un conjunto de datos en dos dimensiones.
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Figura 2.5: Evolucién del algoritmo SMEM para un conjunto artificial de datos en
dos dimensiones con seis nticleos en un problema de estimacién de densidad de pro-
babilidad. El niimero de componentes de la mezcla permanece constante durante to-
do el proceso, aunque en sucesivas iteraciones se procede a la fusiéon y divisién de los
nucleos que cumplen con los criterios descritos anteriormente. La primera imagen
muestra la mezcla real. La 2* muestra la inicializacién de los nticleos. La 3%, 4* y 5% la
evolucion del algoritmo en las iteraciones 141, 186 y 212 respectivamente. La tltima
imagen muestra el resultado del ajuste realizado. (Tomada de [Ueda ef al., 2000]).

Posteriormente, en [Zhang ¢f al., 2003] se propone una modificacién del
proceso de inicializacién de los pardmetros de los nuevos ntcleos descrita
en el método anterior y se realizan experimentos de aplicacién del modelo
a la segmentacion de imédgenes en color. La imagen de la figura 2.6 muestra
los resultados de segmentacion obtenidos con la aplicacion del método. Las
columnas 1 y 3 de cada fila muestran las imagenes originales, mientras que
las columnas 2 y 4 muestran los resultados de segmentacién obtenidos tras
la aplicacion del algoritmo. El nimero de nticleos ha sido fijado a priori para
cada uno de los ejemplo y los resultados mostrados se han conseguido tras
un post-proceso empleando andlisis de componentes conectadas. Ademads,
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las imadgenes se han transformado del espacio original RGB a YUV antes de
aplicar la técnica. Posteriormente las imdgenes resultantes son pasadas nue-
vamente al espacio RGB antes de ser representadas. En el capitulo 4 lleva-
remos a cabo nuestros propios experimentos de segmentacion directamente
sobre el espacio RGB y sin llevar a cabo ningtn tipo de post-proceso.

Figura 2.6: Aplicacion del algoritmo SMEM al problema de la segmentacioén de ima-
genes en color con un nuevo criterio de introduccién de ntcleos al sistema basado
en la descomposicion de las matrices de covarianza. El nuevo método mejora los re-
sultados obtenidos por el algoritmo SMEM original, aunque el nimero de ntcleos
del modelo no varfa durante la ejecucién del algoritmo y debe ser igualmente esta-
blecido previamente. (Obtenida de [Zhang ef al., 2003]).

La propuesta original de [Ueda ¢f al., 2000] para llevar a cabo la separa-
cion de los nucleos es un procedimiento heuristico sin soporte teérico, en el
que los valores iniciales de las nuevas medias se definen de forma indepen-

diente a las matrices de covarianza. Puesto que media y matriz de covarianza
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representan el primer y el segundo momento de la distribucién, parece 16gi-
co tratarlos de forma conjunta. Por ello, los autores proponen una serie de
ecuaciones, cuya solucién proporciona los parametros de los nuevos ntcleos,
preservando los dos primeros momentos de la distribucién.

Para el procedimiento de fusién, si asumimos que los ntcleos i y j ge-
neran el nuevo nucleo i/, los pardmetros de dichos nucleos deberian estar

relacionados segtin las expresiones:

Ty = T + Tj (2.38)
myp(ali’) = mip(li) + mip(xlj) (2.39)
Ty T T
i (Bgr 4 pir ) = mi( B + pap; ) + Wj(Zj + g ) (2.40)

A las ecuaciones anteriores se las denomina ecuaciones de fusién. El cél-
culo de los nuevos pardmetros es directo, pues la operaciéon de fusiéon es un
well-posed problem. Por otro lado, puesto que la division es el proceso contra-
rio a la fusioén, el ntcleo k debe ser descompuesto en dos nuevos niicleos a los
que denominamos j' y k. De este modo, podemos expresar las ecuaciones de

divisibn como:

T = Tyt + g (241)
Tl bl = Tjt fhjr + Thet fhger (2.42)
T (Sk + i) = mr (Zjr + i) + o (Saer + paa i) (2.43)

En este caso, se trata de un ill-posed problem, puesto que el nimero de
ecuaciones es menor que el nimero de incoégnitas, dificil de resolver con da-
tos multi-dimensionales para los que el nimero de pardmetros a establecer
es elevado, con la exigencia afiadida de que las matrices de covarianza deben
ser definidas positivas.

Claramente, la forma de calcular los valores iniciales de los parametros de
los nuevos componentes de la mezcla propuesto por [ ]noes
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solucién a las ecuaciones anteriores. Para obtener dicha solucién, y aprove-
chando la circunstancia de que las matrices de covarianza son definidas posi-
tivas, se proponen dos métodos basados en la descomposicién de las matrices
de covarianza: Descomposicién en Valores Singulares (SVD)' y Descomposicin de
Cholesky [ ] que si son una solucién a las ecuaciones anterio-
res.

En el caso de SVD, las matrices de covarianza X, X y ¥, pueden
ser descompuestas respectivamente en funciéon de los autovalores y auto-
vectores de dichas matrices. El método de descomposicién esta basado en
un teorema |[ ] segtn el cual, para cualquier matriz de co-
varianza ¥, es posible encontrar otra matriz A = [a, a9, ...,a,), tal que
Y =AAT =37 a0l yala; =0sii#jyalaj = X\isii=j, con);>0los
autovalores de la matriz de covarianzay j = 1,2,...n.

A partir del teorema anterior, las matrices de covarianza pueden ser de-
finidas de la siguiente forma ¥;, = AkAf, Yy = A]-ngj y X = Ak/Ag/, con
Ay, = [af,dk,...,ak), Ay = [a{/,aél, @l ]y Ay = [aF,dk, ..., a¥']. De esta ma-
nera, el problema de determinar las nuevas matrices de covarianza X; y Xy
dado X se convierte en determinar Ay, A; dado Ay.

Ty = Tpa, T = mp(l — a) (2.44)
T’ k T 51 k
pjr = prke = | Moa® ) e = i+ L oal? (2.45)
7Tj/ Tkt
) Bl —v?)Ieak sim=1
all = S " (2.46)
70 O sim #1(
_ 2\ T gk ; —
W \/(1 B)(1—wv )W:,am sim=1 247)
m ik . :
O sim #1

conl € {1,2,...,n},ya, vy € (0,1). Aplicando los resultados del teo-
rema anterior sobre las expresiones de las ecuaciones 2.46 y 2.47, se puede
obtener la expresion para las nuevas matrices de covarianza X y Xj:

!proviene del término inglés Singular Value Decomposition
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Sy = F8p 4 (8- pv? — 1)-E 4 af(af)" (2.48)
7Tj/ 7Tj/

S = S+ (B0 — B —0) E 4 af (af)T (249)
Tt Uy

De las expresiones anteriores se deduce que las nuevas matrices de co-
varianza son definidas positivas. Ademads los parametros ji;/, pir, X0y X
determinados por las ecuaciones 2.45, 2.48 y 2.49 son soluciones a las ecua-
ciones 2.42 y 2.43.

El valor de [ deberia ser escogido de forma aleatoria entre {1, 2, ..., n}. Sin
embargo, en la practica se toma / = 1, con A\; > Xy > ... > A,. Es decir, en
la descomposicién de un nucleo k, los nuevos ntcleos j' y k' se introducen
en la direccion de méxima variabilidad de dicho ntcleo (representada por el
autovector con mayor autovalor de la matriz de covarianza ¥y).

La descomposicion de Cholesky es el método con menor coste computa-
cional para resolver la inversa de una matriz simétrica y definida positiva:

Y = LiLL, (2.50)

con Lj una matriz triangular superior con elementos positivos en la dia-
gonal. El método para obtener los pardmetros de los nuevos nticleos es simi-
lar al anterior, pero en este caso los vectores af, a{ ] y af’ son reemplazados por
el [-ésimo vector columna de las matrices Ly, Lj y Ljs. Segan las ecuaciones

2.46'y 2.47, la expresion de las matrices anteriores quedaria:

-/ 4 -/

Ly = [d],d),..,a)]
k k k . T Tk Uy
= la},a3,..,a,] x diag ey B —=02)—, ., = ¢ (2.51)
7T'j/ 7Tj/ 7Tj
! ! !
Lk' = [a’f ,a’; ,..,CLZ]

= [aF,ak, .. af] x dz’ag{,/wj/,.., (/B —’U2)E,.., /W],/} (2.52)
Uy Iy Uy

Si las matrices de covarianza son diagonales, las dos descomposiciones
(SVD y Cholesky) generan los mismos resultados. Los resultados obtenidos
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mediante esta técnica pueden ser considerados como una extensién del méto-
do propuesto originalmente por [ ] para problemas
en espacios multi-dimensionales.
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Capitulo 3

Algoritmo EM para mezclas
gausianas basado en entropia

En este capitulo presentamos nuestro algoritmo EM para modelos de
mezclas gausianas basado en entropia. Comenzaremos con la definicién for-
mal de la entropia de una densidad de probabilidad y sus caracteristicas,
principalmente las que la hacen adecuada para medir el grado de gausiani-
dad o normalidad de un conjunto de datos. Posteriormente, realizaremos una
descripcion detallada de las diferentes técnicas propuestas que permiten su
estimacién a partir de un conjunto de observaciones o datos. Finalizaremos
con la propuesta de un algoritmo EM, que empleando la medida anterior
y diferentes criterios de parada, puede ajustar correctamente un modelo de
mezclas gausianas partiendo de un sélo nucleo inicial, asi como determinar
el niimero 6ptimo u orden del modelo.

3.1. Introduccién

En este trabajo se emplean dos técnicas diferentes para la estimacion de la
entropia asociada a los distintos nticleos de la muestra, cada una de ellas ade-
cuada a la resolucién de un tipo de problema en particular: Método basado

41
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en Ventanas de Parzen [ 1 y Método basado en Entropic Spanning
Graphs. El primer método requiere estimar previamente la densidad de pro-
babilidad asociada a los datos, mientras que el segundo realiza una estima-
cién directa de la entropia sin necesidad de estimar previamente la densidad
de probabilidad.

A continuacién presentamos la técnica que permite ajustar los valores ini-
ciales de los pardmetros de los nuevos ntcleos introducidos.

Por ultimo, se detallara el algoritmo propuesto y dos criterios de parada
para la determinacion del ntiimero 6ptimo de nticleos del modelo, uno basa-
do también en la entropia promedio de los datos y otro basado en el Principio
de Minima Descripcién. Dado que se trata de un algoritmo EM para mode-
los de mezclas gausianas que permite introducir dindmicamente nuevos na-
cleos aplicando un criterio basado en entropia, lo hemos denominado EBEM:
Entropy-based EM.

3.2. Medidas de gausianidad

En la literatura pueden encontrarse diferentes medidas del grado de nor-
malidad o gausianidad asociado a un conjunto de datos. Ademads de la en-
tropia, que es la medida empleada en el presente trabajo, diversas disci-
plinas han empleado medidas estadisticas como la kurtosis y otras deriva-
das de la entropia como la entropia negativa o negentropy, ampliamente uti-
lizada en el contexto del Andlisis de Componentes Independientes (ICA)!
[ i T ] Seguida-

mente realizamos un resumen de las mds importantes:

3.2.1. Kurtosis

La kurtosis de una distribucién de probabilidad es una medida estadis-
tica conocida también como momento de orden cuatro. Dada una variable
aleatoria z, de la que se dispone de un conjunto de N observaciones x; con
media p y varianza o, la kurtosis k se define como:

labreviatura de las siglas inglesas Independent Component Analysis
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k:}vi(xi_“fa (3.1)

i=1 g

Para el caso de distribuciones gausianas el valor de la kurtosis es cero,
por lo que dicha medida puede ser empleada como medida del grado de
normalidad de una distribucién de probabilidad. El principal inconvenien-
te del empleo de esta medida es la gran sensibilidad que muestra a la pre-
sencia de falsos positivos en el conjunto de observaciones de la variable, asi
como el hecho de que se define inicialmente sélo para variables aleatorias
de una sola dimensién. Esta medida es empleada en los trabajos iniciales de

[ Iyl I

3.2.2. Entropia negativa

La entropia negativa [Comon, 1994] ha sido empleada como medida del
grado de gausianidad asociado a un conjunto de observaciones en el contex-
to de Andlisis de Componentes Independientes (ICA) [ ]. La
medida se propone como una alternativa a las medidas estadisticas basadas
en la estimacién de los momentos de orden tres y cuatro para distribucio-
nes aproximadamente simétricas y mesoctrticas y se plantea en problemas

pertenecientes a espacios de una sola dimensién:

J(pu) = H(pg) — H(pu), (3.2)

donde H(p,) es la entropia asociada a un conjunto de datos vy H(p,)
representa la entropia equivalente de una distribucién gausiana con igual
media y covarianza que p,,. Puesto que, como se verd mds adelante, el segun-
do teorema de Gibbs [ ] demuestra que una distribucién
gausiana maximiza la entropia sobre todas las distribuciones no gausianas
de igual varianza, la entropia negativa asi definida es siempre positiva para

distribuciones no normales.

No obstante, es necesario realizar una estimacién de H (p,,) por alguno de

los métodos que seran expuestos a continuacion.
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3.3. Estimacion de la entropia

El concepto de entropia [ 11 ] fue de-
sarrollado originalmente por fisicos en el contexto de equilibrio en Termodi-
ndmica y mds tarde extendido a mecénica estadistica. Por dltimo, Shannon
incluy6 el concepto en la Teoria de la Informacién como uno de los principios
fundamentales. En este trabajo estamos interesados en esta tltima definicion
y a la entropia definida de esta forma se la conoce como Entropia de Shannon.

La idea del concepto basico de entropia en Teorfa de la Informacién esta
relacionada con la incertidumbre asociada a cualquier experimento o sefial
aleatoria. Si consideremos como sefial una cadena de caracteres extraida de
un texto escrito en espafiol, éste se habré codificado a partir de un conjun-
to de letras, espacios y signos de puntuaciéon. Puesto que estadisticamente
la frecuencia de aparicion de algunos caracteres (por ejemplo la letra w) es
muy baja, mientras otros son mds comunes (como la letra a), la cadena de
caracteres es menos aleatoria de lo que en un principio se podria pensar. Ob-
viamente, no es posible predecir con exactitud cudl seré el siguiente simbolo
en la cadena, dado su carécter aleatorio, pero si es posible definir una medida
para cuantificar esa aleatoriedad: la entropia.

Shannon, en su trabajo original, establece algunas restricciones que debe
cumplir la medida anterior:

= La medida de informacién debe ser proporcional (continua). Es decir,
una modificacién en la probabilidad de aparicién de uno de los ele-
mentos de la sefial no debe variar en exceso el valor de la entropia.

= Si todos los elementos de la sefial tienen la misma probabilidad de apa-
ricién, entonces la incertidumbre es méxima y por tanto la entropia sera

también méxima.

Segun esto, para el caso uni-dimensional, una distribucién de probabili-
dad picuda posee una entropia muy baja, pues la incertidumbre asociada a la
misma también es muy baja: existen unos pocos valores con una probabilidad
de aparicién muy alta y otros con probabilidad de aparicién casi nula. Por
el contrario, una distribucién de probabilidad homogénea posee una entropia
muy alta, pues casi todos los valores tienen la misma probabilidad asociada y
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por tanto la incertidumbre es muy elevada. En la figura 3.1 se pueden obser-
var dos ejemplos de distribuciones discretas uni-dimensionales con diferente
valor de varianza o2. La distribucién de la izquierda posee mayor valor de
entropia que la de la derecha.

300 00

Figura 3.1: Ejemplo de dos histogramas junto con sus valores de entropia obtenidos
mediante la generacion de 1000 observaciones de dos distribuciones gausianas de
varianzas o2 = 0,4 (izquierda) y 02 = 0,08 (derecha). Cuanto més compacta es la
distribucién, menor es la entropfa.

Formalmente, para una variable aleatoria discreta Y con y1, ..., yn el con-
junto de posibles valores que puede tomar, se define la entropia de Shannon

como:

N
H(Y) = =E,log(P(Y))] = = >_P(Y =y)log P(Y =y;).  (33)
i=1
Para el caso de distribuciones continuas, se denomina Entropia Diferencial
y se define como:

H(y) =~ [ ply) ogply). G4

con p(y) la funcién densidad de probabilidad asociada a y. Un resultado
fundamental de la Teoria de la Informacion, conocido como segundo teorema
de Gibbs [ ], es que las distribuciones gausianas poseen el
maéaximo valor de entropia de entre todas las variables de igual varianza. Para

demostrar la afirmacion anterior, debemos maximizar la funcién de entropia
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de la expresién 3.4 entre (—oo, +00) con las siguientes restricciones para el
caso uni-dimensional:

+oo
/ )y =1 (35)
+0o0
/_ N yp(y)dy = p (3.6)
+o0o
[ - 1)*p(y)dy = o* 3.7)

Introduciendo multiplicadores de Lagrange A1, A2 y A3 a cada una de las
restricciones anteriores y aplicando célculo de variaciones para maximizar la

funcién:

+oo
/ P p(y) + A+ doy + As(y — )2 Ydy — AL — Ao — Aso® (3.8)

— 00

obtenemos:

p(y) = exp{—1— X1 — Xy — A3(y — p)?} (3.9)

Sustituyendo hacia atras la expresién anterior en la definicién de las res-

tricciones se obtiene la distribucién que maximiza la entropia con la forma:

N2
p(y) = (27“712)1/2 exp {_(3/202“)} , (3.10)

que coincide con la distribucién gausiana para una dimensién con para-
metros de media y varianza p y o2 respectivamente. Segtn esto, la entropia
asociada a la distribucién de los datos representados por un ntcleo cualquie-
ra de la mezcla, deberia alcanzar un valor méximo cuando dicha distribucién
sea verdaderamente gausiana. Este valor mdximo de entropia para una dis-

tribucién gausiana uni-dimensional se obtendria a partir de las ecuaciones
3.3y 3.10:

Hmaw(y) = —Ey[lOg(P(y))]

= %log(27r02) + %E [W]

o2
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[1og(27m?) + 1} = %log(27ro’2€) (3.11)

N =

siendo log el logaritmo neperiano. Del mismo modo se obtendria la ex-
presion para el caso d-dimensional:

Hngay) = 5 log](2me)| ] 312)

De las ecuaciones anteriores se desprende que la entropia de una dis-
tribucion gausiana depende tnicamente de la varianza o2 para el caso uni-
dimensional, o de la matriz de covarianza ¥ para el caso d-dimensional.

De este modo, si se dispusiera de una técnica para estimar la entropia
de la distribucién de probabilidad asociada a los datos representados por un
ntcleo de la mezcla, se podria comparar con el maximo tedrico obtenido con
las expresiones 3.10 0 3.12. Cuanto mds préximos estén ambos valores, mayor
grado de gausianidad tendra el ntcleo objeto de estudio y por tanto mas
preciso serd el ajuste de las observaciones préximas a éste. Por el contrario, si
ambos valores difieren la distribucién asociada a los datos no sera gausiana,
si no que presentard rasgos de multi-modalidad en general y por tanto no
serd suficiente con un sé6lo nicleo para modelar correctamente los datos. En
este caso, serd necesario introducir un nuevo nucleo a la mezcla que permita
realizar un ajuste més preciso de las observaciones.

La estimaciéon de la entropia de Shannon de una densidad de
probabilidad a partir de un conjunto de observaciones de la mis-
ma ha sido ampliamente estudiada en el pasado [ ]

[ 11 I I ]
[ 11 11 11 l. La

mayoria de las técnicas de estimacion no paramétricas estdn basadas en la
estimacién previa de la funcién densidad de probabilidad asociada a los
datos, seguida de una sustitucién de dicha estimacién en la expresién de la
entropia. Este método ha sido ampliamente utilizado y se le conoce como
plug-in.

Otros métodos de estimacién, menos empleados, son Sample Spacing Es-
timators, restringidos tinicamente a problemas de una sola dimensién y esti-
maciones basadas Vecinos més Cercanos. Ver | ] para una
revision detallada de estos métodos.
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En [ ] se propone un método alternativo para la esti-
macién de entropia y divergencia basado en la utilizacién de Entropic Span-
ning Graphs. A este método se le conoce como non plug-in, puesto que la en-
tropia es directamente estimada a partir del conjunto de observaciones sin
realizar una estimacién de la densidad de probabilidad asociada a las mis-
mas. En las siguientes secciones presentamos dos aproximaciones diferentes
para la estimacién de la entropia que se empleardn posteriormente en el algo-
ritmo: una técnica plug-in basada en Ventanas de Parzen [ ]y otra
non plug-in basada en Entropic Spanning Graphs.

Cada método tiene sus propias ventajas e inconvenientes: El método plug-
in basado en las ventanas de Parzen tiene como principal problema la di-
mensién infinita de los espacios asociados a densidades de probabilidad no
restringida. Mds concretamente, la calidad de la estimacion es pobre sin la
restriccion de suavidad de la funcién a estimar. Ademds, generalmente no
existen estimadores de la densidad de probabilidad no sesgados o bien pre-
sentan una gran varianza y por tanto una gran sensibilidad a la presencia
de falsos positivos. Por tltimo, en el caso de problemas de dimensién ele-
vada, la resolucién de la integral requerida para evaluar la entropia podria
ser tremendamente compleja y el nimero de observaciones necesarias para
realizar una estimacién precisa muy elevado, debido a la maldicién de la di-
mensionalidad. Por el contrario, las técnicas basadas en grafos presentan una
convergencia asintética mas répida, especialmente para densidades abrup-
tas y para espacios de dimension alta [ ]. Ademas, se elimina la
necesidad de seleccionar y ajustar pardmetros como el tamafio de celda del
histograma o la anchura de ntcleo para la estimacién de densidad.

El principal inconveniente de de los métodos basados en Entropic Span-
ning Graphs es que no realizan una estimacion directa de la entropia de Shan-
non, por lo que es necesario desarrollar una nueva técnica que permita apro-
ximar esta tltima a partir de la estimacién obtenida.

3.3.1. Método de las ventanas de Parzen

El método de estimacién de densidades de probabilidad de las Ventanas
de Parzen [ ] es una técnica no paramétrica, puesto que no asu-

me ninguna forma a priori de la distribucién, empleando directamente los
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datos disponibles para formular el modelo. Para una clase cualquiera k, los
estimadores de Parzen responden a la cuestiéon de qué informacién acerca
de la densidad de probabilidad P(Y'|k) proporciona cada observacion indivi-
dualmente. Si denominamos y; a la i-ésima observacion de una clase k, cuya
densidad de probabilidad asociada queremos estimar, podemos afirmar lo
siguiente:

1. P(ylk) > 0.

2. Sisuponemos que P(Y |k) es continua, ésta tomara valores positivos y
distintos de cero en una inmediata vecindad de y;.

3. Cuanto més nos alejemos de y; menos puede afirmarse sobre P (Y |k)
basandonos tinicamente en y;

Con estas afirmaciones, facilmente asumibles, podemos concluir que la
informacién acerca de P(Y'|k) obtenida a partir de y; puede representarse
mediante una funcién denominada ntcleo. Esta funcién se expresa como
K(y,y;), estd centrada en el punto y; y alcanza un maximo en él, decreciendo
monétonamente a medida que se incrementa la distancia entre y y y;. Mds
concretamente, las caracteristicas deseables de la funcion K(.) serfan las si-

guientes:

1. K(Y,Z) deberia alcanzar el maximo para Y = Z.

2. K(Y, Z) deberia ser aproximadamente cero para valores de Y distantes
de Z.

3. K(Y,Z) deberia ser una funcién suave y continua y decrecer monéto-

namente conforme aumenta la distancia entre Y y Z.

4. SiK(Y1,7Z) = K(Y2,Z),entonces Y7 y Y; deberian tener el mismo grado
de similitud con Z.

Una vez establecida la aportaciéon de cada observacion de forma indivi-
dual, debemos establecer la informacién que proporcionan, en conjunto, la
totalidad de las observaciones de una clase. La forma general de la expresion
de una densidad de probabilidad a partir de un conjunto de funciones ntcleo
es:
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1
P (Y,a) =+ > K(y—a), (3.13)
a Ya€Q
donde a es una muestra de la variable Y, N, es el tamafio de la muestra
y K es una funcién nicleo, centrada en y, y que tal y como especificAbamos
anteriormente, alcanza un maximo en él, decreciendo monétonamente con-

forme se incrementa la distancia.

Antes de describir en detalle las funciones ntcleo usadas habitualmente,

introducimos la forma general de dichas funciones [ ]:
1 J y Ji
Ky = g [“22). (314

donde: p es un pardmetro del estimador, estrictamente positivo, que satis-
face:

lim p?(N;) = 0. (3.15)

N;—o00

Esta condicion sugiere que el ancho del nticleo depende, en tltima ins-
tancia, del nimero de muestras disponibles. Cuanto mayor sea el niimero de
muestras de la densidad de probabilidad a estimar, menor sera el ancho del
nucleo.

d(y, yi) es una métrica definida sobre P, determinada por el tipo de nticleo
que se vaya a emplear. h[.] es una funcién que alcanza un maximo cuando
d(y,yi) = 0y es monétona decreciente conforme d(y, y;) aumenta.

Si se exige que h[.] sea no negativa, la tinica condicién impuesta sobre ella
es:

[ K@y =1 (3.16)

En [ ] se demuestra que las condiciones impuestas
por las ecuaciones 3.15 y 3.16 garantizan que la expresién de la ecuacién 3.13
es una funcién de densidad de probabilidad y proporciona una estimacion
consistente y no sesgada de P(Y|a).

Varios tipos de funciones poseen las caracteristicas anteriores: ntcleo gau-
siano, hiperesférico e hiperciibico.
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En nuestro planteamiento, se ha optado por el primer tipo, pues el cilculo
de su derivada es sencillo, situando una gausiana en cada elemento de la

muestra:

K we) = a0 50wV -w) ). G1)

donde el tinico dato a estimar es el ancho del ntcleo v, caracterizado en
este caso, por la matriz de covarianza. La calidad de la estimacién depende
precisamente de este valor. Como se verd en el apartado siguiente, valores
muy pequefos realizardn una estimacion de varianza elevada, mientras que
valores muy grandes generardn una estimacién demasiado sesgada, perdien-
do detalles de la densidad.

Cuando las muestras estdn muy dispersas, el ancho del ntcleo deberia
ser relativamente grande. Por el contrario, si estdn agrupadas el ancho del
ntcleo deberia ser menor, para considerar tan solo la inmediata vecindad de
las observaciones.

En su forma mads general es posible tener en cada dimensién un ancho
diferente y considerar nicleos en los que se contemple la correlacién entre
las variables. Por esta razén se toma la distancia de Mahalanobis entre la
observacion actual y el prototipo considerado.

Otra funcién que cumple con lo especificado en [ ]
es la funcién ntcleo hiperesférico, definido de la siguiente forma:

vt st {Y [ 0p(Y,y) < p}

. (3.18)
0 si {Y |dp(Y,y:) > p}

K(Y7yz') = {

donde 0g(Y, y;) es la distancia Euclidea entre Y y el prototipo y; y v es el
volumen de una hiperesfera d-dimensional de radio p que se obtiene a partir
de la siguiente expresion:

d
T2 pd

r(g+1)

donde I es una funcién que se comporta de manera diferente dependien-

(3.19)

v, =

do de si d es par o impar ya que su argumento sélo puede ser un entero. Es
decir, si d es par, I'(n+ 1) = n! y si d es impar, entonces I'(n+ 1) = nI'(n), con
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dd+1] r(d+1) | v

I
1|5+1 ir@)y=3ivyr T2p/ 3T
21 1+1 =1 7p?

3
3| 3+1|3r3) =3T3+ =34ym || n2p3/3Ly/n
41 2+1 2! =2 m2pt/2

Tabla 3.1: Valores de los volimenes de una hiperesfera para espacios de di-
mensiones comprendidas entre uno y cuatro.

I'(0,5) = /. En la tabla 3.1 mostramos las expresiones de los volimenes de
una hiperesfera de radio p para varias dimensiones.

Entre las caracteristicas mds relevantes de este nticleo, cabe destacar que
proporciona un estimador constante por tramos de la funcién de densidad y
resulta muy atractivo computacionalmente ya que los célculos son relativa-
mente sencillos y no demasiado costosos.

El dltimo nicleo empleado para la estimacion de densidad de probabili-
dad con ventanas de Parzen es el nicleo Hiperciibico. La forma funcional de
una funcién nicleo hipercubico es la siguiente:

(20)™" si {Y |0r(Y,y:) < p}

' (3.20)
0 si {Y |or(Y,y:) > p}

donde o7 (Y, y;) es la distancia de Chebyshev que se calcula como el valor
absoluto de la méxima diferencia entre sus coordenadas individuales:

) — méx L[V — o
6T(Y,yz)—jrg%{\Y v} (3.21)

La distancia de Chebyshev es una métrica muy atractiva computacional-
mente frente a la distancia euclidea. Esta distancia recibe, en ocasiones, el
nombre de distancia de Manhattan. En cualquier caso, podria emplearse la
distancia euclidea si el problema es de baja dimensionalidad.

Aligual que el ntcleo hiperesférico, proporciona un estimador constante
por tramos de la funcién de densidad.

En la figura 3.2 mostramos la forma de los nticleos estudiados para espa-
cios unidimensionales (A, B y C) y bidimensionales (D, E y F). En todos los

casos, el ntcleo esta centrado en una observacién y;.
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En el caso unidimensional, los nticleos hiperctbico (B) e hiperesférico (C)
son muy similares, ya que el ancho del nticleo se reduce a un segmento de an-
chura, que es una funcién de p. La diferencia estd en la aportacion individual
de cada observacion. Con este tipo de nicleos, la estimacién es constante en
todo el ancho del ntcleo (no hay un decrecimiento suave conforme nos ale-
jamos de la observacion sobre la que estd centrado). La consecuencia es que
la funcién de densidad estimada tiene forma escalonada, de ahi la afirmacion

de que era constante por tramos.

Py, P Y
C
, 1
! 2p¢
Py op Y

Figura 3.2: Forma de los nticleos para: (A,ByC)d =1, (D,EyF)d = 2.

Para los ntcleos bidimensionales el procedimiento de estimacién es si-
milar: el nicleo gaussiano (D) produce una estimacién suave mientras que
los ntcleos hiperesférico (E) e hipercabico (F) producen estimadores escalo-
nados, solo que ahora la forma de los escalones es diferente. El ntcleo hi-
perctibico da lugar a escalones rectangulares (resultantes de interseccién de
paralelepipedos) mientras que el ntcleo hiperesférico da lugar a escalones
de formas menos regulares (resultantes de la interseccion de cilindros). En la
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figura 3.3 mostramos la forma de la densidad de probabilidad estimada con
nucleo Hipercibico y Gausiano.

0z T T T T T T L T T T T T T T T T T

CLASE 1 CLASE 2

0.1 i
i ; |' j
e gk I._.F

10 o 2 10 20 an

Figura 3.3: Estimacién de las densidades de probabilidad en el rango [—10, 30] con
un ntcleo hiperctibico de ancho 5 y con un ntcleo gaussiano de ancho 3. El nticleo
gausiano genera una estimacién maés fina de la densidad de probabilidad de las dos
clases.

Puesto que el nicleo gausiano permite realizar un ajuste mas preciso de
la densidad de probabilidad asociada a los datos, se ha optado por este tipo
de ndcleo para la estimacion de la entropia de la distribucion.

Puesto que la integral de la ecuacién 3.4 es dificil de calcular, podemos
realizar una estimacion de la entropia a partir de la media de los datos dispo-
nibles, segtin la siguiente expresion:

H*(Y) = Ey[log(P*(Y, fZIOg (b, @), (3.22)
ybeb

donde b es una segunda muestra de tamafio [V, de la misma variable. La
media de los datos, asi obtenida, converge hacia la media real de la distribu-
cién en un ratio de 1/4/N,. Combinando las expresiones 3.13 y 3.22 obtene-

mos:

~ Z log( LS Ky ), (3.23)

yeb @ ya€a

por lo que podemos calcular la entropia de una distribucién a partir de
dos conjuntos de datos a y b. El tinico pardmetro del modelo es el ancho
de los ntcleos empleados para el célculo de las ventanas de Parzen. Esta
definiciéon de entropia ha sido empleada con anterioridad en [ ]

en el contexto de estimacién de Informacién Mutua en imégenes y en
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[ ] para la estimacion de la entropia de Rényi de orden
a en el contexto de Blind deconvolution of linear channels. Este tipo de entropia
serd ampliamente estudiada en el apartado siguiente.

Por simplicidad, suponemos que los niicleos poseen una matriz de cova-
rianza diagonal, siendo ¢ = Diag(o?, ...012\,& ), con N, el nimero de elementos
de la muestra a. Esto implica la suposicion de correlaciéon nula y por lo tanto,
una simplificaciéon importante en el calculo de la distancia, que se transforma

en una distancia euclidea, mucho mas simple computacionalmente:

- 1 d Ly =g\’
K(y,ya) = m 1:[16Xp {—2 (ij) } ) (3.24)

donde y’ representa la j-ésima componente del dato y y y/ representa la j-
ésima componente del nticleo y,. En [ ] se propone un método
de ajuste del ancho 6ptimo basado en maxima verosimilitud. A partir de la
definicién de entropia de la ecuacién 3.3, obtenemos:

Hy(Y) = —Epllog(P(Y))] = —— Z log(P = —Ni log(¢(b)), (3.25)
b y,eb b
donde /(D) es la verosimilitud de los datos. Por tanto, maximizar la verosi-
militud es equivalente a minimizar la entropia obtenida a partir de los datos.
La técnica consiste en calcular la derivada de la entropia respecto del ancho
de los ntcleos y realizar un descenso por gradiente que permita obtener el
ancho 6ptimo:

9 ZZ Ky (Y — Ya) (1><[yb—ya]3_1>

80d ybeb Ya€a 2 yeca K (U — Ya) \ 04 03 ’
(3.26)

siendo o4 la desviacion tipica en cada dimensién. En la figura 3.4 se muestra

el algoritmo que ajusta el ancho 6ptimo de los nticleos de Parzen. Sobre el
conjunto inicial de muestras disponibles se crean dos subconjuntos con N, y
N, elementos respectivamente. El primero se emplea para determinar la den-
sidad de probabilidad y el segundo para estimar la entropia. Para garantizar
que el algoritmo no se detenga en un minimo local, se ha realizado una modi-

ficacion de la propuesta original en [ ] consistente en emplear
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un parametro A adaptativo. De esta forma, en posiciones alejadas del 6ptimo
el parametro es elevado para que la convergencia hacia el 6ptimo sea rdpida.
Cuando nos acercamos al 6ptimo las variaciones deben ser menores por lo
que el parametro se reduce en una cantidad € y se itera de nuevo. El proceso
se repite mientras A sea superior a un valor minimo \,;,,. La tinica condiciéon
que debe cumplir € es que su valor ha de estar comprendido entre 0 y 1.

AJUSTE VARIANZA NUCLEOS PARZEN
Entrada : Valores iniciales ancho nicleos: o;pic, Ainicr Amin
Salida: Ancho nicleos finales tras descenso
Seleccionar N, muestras para Parzen
Seleccionar IV, muestras para el cdlculo de la entropia
A = Ninic
0d = Oinic
Ho(Y) = o0
t—1
do
Onew = 04 + /\%H*(Y)
Estimar H,(Y") para el ancho actual
if H(Y) < H,_1(Y) then

0d = Onew

A = Ninic
else

A= de
endif
t—t+1

while A > Anin
falgoritmo

Figura 3.4: Algoritmo para ajustar el ancho de los nticleos de Parzen.

De este modo, el tinico pardmetro necesario para estimar la entropia por
este método es el ancho inicial de los nticleos de Parzen. La cuestién a resol-
ver es cudl es el ancho del ntcleo apropiado para un problema determinado.
En [ ] se propone un método para determinar el ancho
del nicleo, que depende del nimero de observaciones empleadas para de-
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terminar la densidad de probabilidad. Un valor es considerado adecuado si
satisface la condicion:

lim o%(N,) = 0. (3.27)

Ng—00

En particular, podria tomarse:

o(N2) = Na? | (3.28)

conn € (0,1). Aunque podria pensarse que el tipo de nicleo a adoptar

es un factor determinante en la calidad de la estimacién, diversos autores

(véase [ 1, por ejemplo) justifican que el valor del
ancho del ntcleo es mucho mds importante.

En la figura 3.5 representamos la estimacién de la entropia obtenida para
una muestra de una variable gausiana de dimensién 2, con matriz de cova-
rianza ¢ = Diag(0,36,0,09) para diferentes valores del ancho de los ntcleos.
Puesto que la variable es gausiana, el valor de la entropia viene dado por la
ecuacién 3.12, que para la distribucién del ejemplo tiene un valor de 1,12307.

De la forma de la funcién de la figura 3.5 se deduce que el intervalo de
valores de anchura de niicleos que genera una estimacién adecuada de la
entropia es suficientemente amplio, por lo que la dependencia del ancho de
nucleo elegido no es critica. Por otra parte, a medida que el ancho de los
nucleos tiende a cero en alguna de sus dimensiones, la densidad de los datos
que no estan en la muestra a tiende a cero y por consiguiente, la entropia
tiende a 400 y la funcién deja de ser suave.

3.3.2. Método basado en MST (Minimal Spanning Trees)

Uno de los principales problemas del método anterior para la estimaciéon
de la entropia es que no es adecuado para problemas de dimensionalidad
elevada. Debido a la necesidad de estimar previamente la densidad de pro-
babilidad asociada a los datos, el nimero de observaciones necesarias pa-
ra poder realizar una estimaciéon precisa cuando el nimero de dimensiones
es alto creceria exponencialmente, quedando algunas zonas del espacio sin
préacticamente ningtn representante y por tanto, no se obtendria una buena
estimacion. Este problema es conocido como la maldicién de la dimensionalidad.
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Figura 3.5: Representacion de la estimacién de la entropia en funcién del ancho de
los nticleos de Parzen para dos dimensiones.

Una posible solucién al problema es emplear métodos que realicen direc-
tamente una estimacién de la entropia sin realizar una estimacién previa de
la densidad de probabilidad asociada a los datos.

Los Entropic Spanning Graphs unen un conjunto de vectores de caracte-
risticas de tal forma que la longitud normalizada del grafo converge hacia la
entropia de la distribucion de probabilidad asociada a los datos a medida que
se incrementa el nimero de vectores.

Este tipo de grafos [IHero y Michel, 2002], permiten realizar una estima-
cion de la entropia de Rényi de orden o [Renyi, 1961] y pertenecen a los mé-
todos de estimacién denominados non plug-in. La entropia de Rényi de orden
« de una funcién de densidad de probabilidad f es una generalizacion de la
entropia de Shannon y se define como:

1
l—«

Ha(f) = In / F(2)dz (3.29)

para a € (0,1). La entropia de orden a converge a la entropia de Shannon
— [ f(2)In f(2)dz a medida que o — 1, por eso es posible obtener la segunda
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a partir de la primera, aunque como veremos més adelante, la obtencién no
es directa.

Un grafo G se define por un conjunto de vértices X,, = {z1,...,z,}, con
z, € Rey aristas {e} que conectan dos a dos los vértices del grafo: e;; =
(x;,x;). Si denominamos M (X,,) al conjunto de posibles aristas en la clase de
los grafos aciclicos que expanden X,,, podemos definir el 4&rbol de expansion
minima Minimal Spanning Tree (en adelante MST) en funcién de la distancia
euclidea ponderada como:

LY57T(X,) = Mr%{n) S lel? (3.30)
" eeM(Xn)

con € (0,d) y | e | la distancia euclidea entre los vértices del grafo.

El MST ha sido empleado con éxito para medir el grado de aleatoriedad
de un conjunto de puntos. En la figura 3.6 mostramos el MST para dos con-
juntos de puntos generados aleatoriamente en un espacio bidimensional. En
la figura de la izquierda se muestra el resultado obtenido para una distri-
bucién uniforme, mientras que en el de la derecha se muestra el resultado

obtenido para una distribucién gausiana cuyos datos estin mds concentra-
dos.
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Figura 3.6: Comparacién de la longitud del MST entre dos distribuciones de 256
puntos. Izquierda: Distribucion uniforme. La longitud del MST es 10,5207; Derecha:
Distribucién gausiana. La longitud del MST es 8,4516.
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La figura 3.7 muestra la longitud del MST como funcién del ntiimero de
observaciones de la distribucién. Es intuitivo pensar que la longitud del MST
para el caso de la distribucién no uniforme (mds concentrada) se incrementa
en menor medida en el caso de la distribucién uniforme (més dispersa). Este
hecho es el principal motivo de emplear el MST como forma de estimar el gra-
do de aleatoriedad de un conjunto de puntos [ ]. Incluso
si se normaliza el MST con /n y tomamos el logaritmo de esas funciones de
longitud, se genera una secuencia que converge (con un factor constante) ha-
cia la entropia de Rényi de orden o« = 1/2. Por tltimo, si se cambia el valor
de ~ en la expresiéon 3.30, se puede lograr una secuencia convergente hacia
valores de o = (d — 7)/d, con v € (0,d).

0.8
201 y l
A I
il o R e
(=2} & "o e
5 A { =)
Q2 & 0.6
10 /
= S
v
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I.-{
/ |
0 : : 0.4 . . .
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Figura 3.7: Izquierda: longitud del MST para la distribucion uniforme (Rojo) y para
la distribucion gausiana (Azul). Derecha: MST dividido entre /n.

En [ ] se demuestra que en un espacio de caracteris-
ticas d-dimensional, con d > 2:
d [, Ly(Xp)

H,(X,) =-|1
a(n) "Yn ne

— 0,4 (3.31)

es un estimador asint6tico no sesgado y casi absolutamente consistente
de la entropia de orden a de f, con a = (d — v)/d y fr,,4 una constante
correctora del sesgo, dependiente del criterio empleado para minimizar el
grafo, pero independiente de la funcién densidad de probabilidad asociada a

los datos f.
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No existen expresiones cerradas para calcular In(fr, %d), s6lo aproximacio-
nes y cotas:

» Simulacién por métodos de Monte Carlo para un conjunto uniforme de
observaciones aleatorias en un cubo de tamafio unidad [0, 1]¢.

= Aproximacién para valores altos de la dimension:

(6. ) = <'2V> In (;6) (3.32)

propuesto en [ I

A partir de la expresion 3.31, podemos estimar H,(f) para valores dife-
rentes de @ = (d — v)/d cambiando el exponente del peso de las aristas 7.
Como 7 modifica los pesos de las aristas de forma monétona, el grafo es el
mismo para diferentes valores de 7 y por tanto, sélo la longitud total de la
expresion 3.31 debe ser recalculada.

3.3.3. Estimacion de la entropia de Shannon a partir de la entro-
pia de Rényi

Los Entropic Spanning Graphs son adecuados para la estimacion de la en-
tropia de orden ¢, con « € [0, 1], por eso la entropia de Shannon no puede ser
directamente estimada con este método. En [Zyczkowski, 2003] se discute la
relacion existente entre la entropia de Shannon y la de Rényi de orden entero.
Para cualquier distribucién de probabilidad discreta, obtenida a partir de N
puntos u observaciones de la misma, para la que se conozcan las entropias
de Rényi de ordenes 2 y 3, se proporcionan una cota inferior y otra superior
de la entropia de Shannon, aunque no se obtiene un valor concreto. En cual-
quier caso, dichas cotas no son de utilidad para nuestro propésito, pues la
técnica de los MST s6lo permite la estimacion de entropias de a € (0,1). En
[ ], el autor propone la construccién de una estimacién no
paramétrica de la entropia de Shannon a partir de una secuencia convergente
de estimaciones de entropias de orden c.

Por la relacién existente entre v y o, a medida que v — 0, o« — 1, es decir,
tiende a la entropia de Shannon. Sin embargo, la expresién 3.31 no permite
asociar « = 1, pues la primera parte de la expresiéon generaria una indetermi-

nacién (division por cero).
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3.3.4. Método propuesto para la estimacién de la entropia de
Shannon

En esta seccién proponemos una técnica para estimar la entropia de Shan-
non a partir de la estimacién de la entropia de Rényi de orden « obtenida por
el método expuesto anteriormente. Para ello, trataremos de averiguar el com-
portamiento de la funcién en el limite, es decir, cuando v — 0+ y por tanto,

a— 1—.

He

— £=[1.01.0] |
1 — £=[0.10.1)
£={0.1 1.0]
£,=0.11.0] £,5[2.0 0.5] 4
| — ==201015,514025] |

ol L 1 L
0 02 04 0.6 0.8 1

Figura 3.8: Representacién de la funcién entropia de Rényi para diferentes valores
de a € [0, 1[. En color negro y amarillo se muestran dos distribuciones bimodales. El
resto de colores representan distribuciones gausianas con diferente matriz de cova-
rianza.

Si representamos graficamente la entropia de Rényi en funcion de « (figu-
ra 3.8), estimada mediante la ecuacién 3.31, podemos observar que presenta
una asintota vertical para a = 1. A medida que « tiende a 1, el valor de la
funcién tiende a —oc.

De la misma figura, se desprende que la forma de la funcién no depende
de la naturaleza de los datos (gausianos o bimodales) ni del ntimero de éstos
empleados para la estimacion de la entropia por el método del MST. A medi-
da que el valor de a se aproxima a 1, la estimacién de la entropia se hace cada
vez mds negativa, sobrepasando el valor tedrico de la entropia de Shannon.
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Por ello, es necesario encontrar un método que permita estimar cual seria el
valor de la funcién para o = 1.

Dado que no es posible calcular directamente el valor de H, para a = 1,
aproximaremos dicho valor mediante una funcién continua que capture la
tendencia de H, en las inmediaciones de 1. A partir de un valor de « € [0, 1],
podemos calcular la recta y = ma+b tangente a H, en dicho punto, utilizando
m = H},x =ayy= H,. H,, representa la derivada de la entropia de orden
a. Dada la complejidad de la expresion que permite el calculo de la entropia a
partir del MST, se ha optado por realizar la derivada numérica por el método
clasico de los dos puntos [ ]. En cualquier caso, la recta
asi calculada serd continua y podremos calcular su valor para z = 1 (figura
3.9).

A (.J1>

Figura 3.9: Representacion de H,, y la recta tangente con la que trataremos de apren-
der el valor de a* que nos permita averiguar el valor de la entropia para o = 1.

El punto de corte de la recta generada en el valor 1 sera distinto depen-
diendo del valor de « utilizado. En adelante, llamaremos «* al valor de a
tal que, siguiendo el procedimiento descrito, genera el valor correcto de la
entropia en el valor 1. Por tanto, si conociéramos el valor de o*, podriamos
calcular el valor de b, como:

b=y —mx=Hy — H..a (3.33)

A partir de este valor, podriamos realizar la estimacién de la entropia de
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Shannon H, = H; mediante la recta y con los pardmetros definidos anterior-
mente, tomando x = 1 de la siguiente forma:

Hy=m+b=H. + Hy — H,.0* (3.34)

Experimentalmente hemos comprobado que el valor de a* no depende
de la naturaleza de la distribucién de probabilidad asociada a los datos, sino
del namero de observaciones empleadas para la estimacién y de la dimensio-
nalidad del problema.

Representacion del valor optimo de o«

0.9995 -
0999 - -
0.9985 -
0.998 | - ) s
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Figura 3.10: Representacién de o 6ptimo 2D para diferentes valores de varianza y
400 observaciones.

Puesto que H,, es una funcién monétona decreciente y conocemos el valor
de H, en el caso gaussiano (estimada directamente mediante 3.12), podemos
estimar el valor de o* para distribuciones gausianas mediante una busque-
da dicotémica entre valores bien separados de o para un nimero constante
de observaciones, dimension del problema y diferentes matrices de covarian-
za. Experimentalmente hemos verificado que para una dimensionalidad y
nimero de observaciones dado, a* es casi constante para distribuciones de
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probabilidad con matriz de covarianza diagonal y valores de varianza ma-
yores de 0,5. La figura 3.10 muestra la estimacién de o* para funciones de
densidad de probabilidad en dos dimensiones con varianzas entre 0,1y 5,0 y
400 observaciones de cada una de ellas, en la que se puede comprobar la afir-
macién anterior. Este hecho permite realizar una estimacién precisa sin una
sensibilidad excesiva al valor de a* escogido.

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 VOO TS0 800 850

N

Figura 3.11: Representacion grafica del valor de o* en funcién del nimero de ob-
servaciones disponibles para dimensiones entre 2 y 5. La curvas presentan la misma
forma con independencia de la dimensién, pero se observa una convergencia acusa-
da cuando el ntimero de observaciones es elevado.

Por tanto, manteniendo constante el namero de observaciones y la di-
mensionalidad, el a 6ptimo se puede aproximar por una constante. El pro-
blema ahora es generalizar el método para contemplar distintas dimensio-
nalidades y ntimero de observaciones. Para apreciar los efectos de estas dos
variables del problema, generamos un experimento en el que, manteniendo
el caso gausiano, calculamos el « 6ptimo para un conjunto de 1000 distribu-
ciones, variando aleatoriamente la dimensionalidad del problema entre 2 y
5, el nimero de observaciones entre 50 y 1000 y las varianzas entre 0,5 y 10.
Experimentalmente hemos verificado que la forma de la curva resultante se
ajusta adecuadamente a la siguiente expresion:

a + bexpP
N

donde N es el nimero de observaciones, D es la dimensién del problema

: (3.35)

af=1-
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a | b [ e
1,271 || 1,3912 | —0,2488

Tabla 3.2: Valores de las constantes a, b, y ¢ obtenidas experimentalmente
mediante simulacién por métodos de Monte Carlo.

y a,b, c son tres constantes a estimar. Para estimar esos valores, llevamos a
cabo una simulacién por métodos de Monte Carlo, de modo que se minimice
el error cuadratico medio entre la expresion y los datos. Tras el proceso se
obtienen valores para el conjunto de parametros a estimar (tabla 3.2).

La figura 3.11 muestra la forma de la funcién para diferentes dimensiones
y namero de observaciones. Se puede comprobar que el valor éptimo de «
presenta una clara tendencia en cada dimensiéon. De este modo, es posible
averiguar el valor de a* a partir de la dimensionalidad del problema y del
ntmero de observaciones disponibles.

3.3.5. Comprobacion de la calidad de la estimacion

Para comprobar la calidad de la estimacion realizada por el método des-
crito anteriormente se han realizado multiples experimentos para diferente
nimero de observaciones, dimensionalidad y matrices de covarianza. En la
figura 3.12 se muestra el resultado de uno de los experimentos consistente en
la generacién aleatoria de 1000 distribuciones gausianas en 4-D con un nu-
mero de observaciones entre 100 y 800 y matriz de covarianza diagonal con
varianzas entre 0,5 y 10,5 en cada dimensién. Todos los pardmetros de las
distribuciones asi generadas se obtienen también de forma aleatoria. Puesto
que las distribuciones son gausianas, podemos aplicar la férmula de la ecua-
cién 3.12 y comparar el valor obtenido con la aplicacién del método y el valor
real obtenido a partir de la férmula. Para la representacién de la gréfica se
ha seleccionado el tramo de entropias con valores comprendidos entre 7 y
10,5. Los resultados reflejan que la aproximacién obtenida con nuestra técni-
ca coincide con una precision muy elevada con el valor real obtenido a partir
de la férmula.

Para comprobar la calidad del ajuste para distribuciones no gausianas se
han realizado igualmente multiples experimentos en los que se han genera-
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MST

| \

| |
i 75 8 85 9 9.5 10 105
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Figura 3.12: Comparativa entre la estimacion de la entropia por el método del MST
y el valor real obtenido a partir de la férmula de la ecuacién 3.12 en el caso de distri-
buciones gausianas. En el eje X se muestra el valor de la entropia real, mientras que el
eje Y muestra el valor estimado de entropia por el método MST. La linea de color rojo
representa la recta de regresion ajustada por minimos cuadrados entre ambas varia-
bles. La relacién existente es practicamente lineal, segtin la recta Y = 0,99.X +0,0727.

do distribuciones bi-modales para un ntiimero de observaciones y varianzas
también aleatorios. Puesto que en este caso no se dispone de formulacién pa-
ra calcular directamente el valor de la entropia real, se han comparado los
resultados obtenidos por este método con por el método plug-in de las ven-
tanas de Parzen. Para el experimento se han generado 1000 distribuciones de
entre 100 y 1000 observaciones cada una. Las varianzas para cada una de las
modas de las distribuciones oscilan entre 5 y 25.

La figura 3.13 muestra una comparacién de las estimaciones obtenidas
por ambos métodos para distribuciones de probabilidad de diferente natura-
leza y namero de observaciones. Siguiendo la misma idea que en la imagen
anterior en el eje X se muestra la entropia estimada por el método MST, mien-
tras que en el eje Y se representa la estimacion obtenida mediante las ventanas
de Parzen. En esta ocasion, la recta de regresion se encuentra desplazada por
encima de la diagonal principal, indicando que el valor estimado por el méto-
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do de las ventanas de Parzen esta ligeramente por encima del MST. Ademés,
en las pruebas realizadas observamos que para un namero de datos reducido,
el método del MST ofrece valores de entropia mds bajos que el método de las
ventanas de Parzen, obteniendo valores muy similares cuando el nimero de
datos es superior a 800. Este hecho es explicable dado que la estimacién por
Parzen se realiza mediante un descenso por gradiente para calcular el ancho
6ptimo del ntcleo. En [ ] pag. 64 el autor apunta que la estimacién
obtenida por este método podria ser una cota superior de la entropia real.

55

PARZEN

Figura 3.13: Comparativa entre los valores de entropia para diferentes distribucio-
nes de probabilidad y nimero de observaciones. En el eje X se muestra la estimaciéon
por MST y en el eje Y la estimacion por el método de las ventanas de Parzen. La recta
de regresién lineal es Y = 0,9955.X 40,2168 reflejando claramente que Parzen genera
estimaciones ligeramente superiores al MST.

Durante las pruebas realizadas para comprobar el comportamiento de las
dos técnicas de estimacion de entropia hemos verificado que el ajuste por la
técnica MST es mads preciso cuando el nimero de observaciones es reduci-
do. Este hecho es debido a que no es necesario descomponer el conjunto de
observaciones en dos para estimar previamente la densidad de probabilidad
asociada al conjunto de datos. Relacionado con esto tiltimo y con la maldicién
de la dimensionalidad, también se obtienen mejores resultados que la técni-
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ca plug-in cuando el nimero de dimensiones del problema es elevado. Por el
contrario, la técnica basada en MST es mucho més sensible a la presencia de
falsos positivos que la técnica basada en Ventanas de Parzen, por lo que no
es adecuada para problemas en los que el grado de gausianidad de los datos
es bajo, como los experimentos de segmentaciéon de imagenes en color del
capitulo siguiente. Este inconveniente podria ser resuelto empleando alguna
de las técnicas que permiten una construccién robusta del drbol, como la pro-
puesta en [ ] o la variacién del algoritmo MST, denominada
K-MST, propuesta en [ ] que permite eliminar los falsos
positivos durante el proceso de construccién del MST mediante una técnica

voraz.

3.4. Algoritmo EM basado en maxima entropia

Si comparamos las estimaciones obtenidas a partir de las ecuaciones 3.12
con 3.23y 3.31, tenemos una forma de cuantificar el grado de gausianidad
de un nucleo determinado, lo que permitird determinar cual de ellos ajusta
en peor medida los datos de su vecindad. A partir de un conjunto de nticleos
de la mezcla (inicialmente s6lo uno) podemos evaluar la entropia global real
H(Y) y la entropia maxima tedrica H,,q,(Y") de la mezcla completa conside-
rando los pares de entropias individuales de cada ntcleo y sus correspon-
dientes probabilidades a priori. De este modo conseguimos el primero de los
criterios de parada del algoritmo propuestos en el presente trabajo.

3.4.1. Grado de gausianidad de la muestra completa

Esta medida estd basada en el hecho de que para cualquier ntcleo po-
demos obtener de forma directa la entropia maxima tedrica obtenida, en el
caso de que los datos de su vecindad fueran verdaderamente gausianos y la
entropia real obtenida mediante alguno de los métodos de estimacion ante-
riormente descritos:

K
HY)=> mHp(Y). (3.36)
k=1
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K
Hmaaz(Y) = Z 7"'klr_jmacl?(k)’ (337)
k=1

Una vez obtenidos estos valores podemos definir el grado de gausianidad G
de la mezcla completa comparando ambas medidas. Son varios los criterios
que pueden ser empleados en la comparacién. En el siguiente capitulo se
presentardn experimentos en los que se empleard la medida como criterio de
parada del algoritmo:

G=Hrea(Y)/Hpmaz(Y) (3.38)

G = Hmax(y) - Hreal(Y) =

NE

o (Poanll) — e8]

k=1 Hmax(k)
K
= S (1 - 75’“5‘” ((Z))) (3.39)

k=1

Las diferentes expresiones empleadas como criterio de gausianidad de las
ecuaciones 3.38 y 3.39 estan acotadas y disponen de un valor éptimo que se
debe tomar como valor maximo de gausianidad. En el primer caso 0 < G <1
y sOlo se alcanzaria el hipotético valor 1 en el caso de que los datos fueran
verdaderamente normales y no existiera ningtn tipo de ruido. En el segundo
caso, del mismo modo, 0 < G < 1y de forma andloga sélo se alcanzaria el
valor 0 cuando los datos fueran completamente gausianos. El cociente entre
H gz se lleva a cabo para que la medida sea adimensional y no dependa del
rango de valores de entropia de los niicleos.

Si dicho valor se aproxima al valor 6ptimo tedrico con una diferencia que
no supere un valor umbral, consideramos que todos los nticleos estan correc-
tamente ajustados. Si por el contrario el valor queda por encima, existe al-
guna zona del espacio de datos que no estd correctamente modelada y por
tanto debemos introducir una nuevo componente al modelo en la zona peor
ajustada.

Para ello, seleccionamos el nticleo con peor ratio individual y los sustitui-
mos por dos nuevos nicleos que deben ser correctamente situados e inicia-
lizados. A continuacién se lanza una nueva iteracién del algoritmo EM con
K + 1 ntcleos.
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Un valor bajo de G en el primer caso o alto en el segundo implica que
existe multi-modalidad en alguna de las zonas del espacio de datos y por
tanto el nticleo con peor valor individual de la medida debe ser reemplazado
por otros dos que capten con mds precision la densidad de probabilidad en
esa zona del espacio de datos.

3.4.2. Criterio de parada basado en MDL y MML

Como se ha comentado anteriormente, el criterio de maxima verosimili-
tud utilizado para la convergencia del algoritmo EM no puede ser emplea-
do para la estimacién del nimero 6ptimo de nticleos del modelo. A lo largo
de la literatura se han presentado numerosos métodos para determinar lo
que se conoce como orden del modelo. Entre ellos podriamos citar el Bayesian

Inference Criterion (BIC) [ |, Akaike’s Information Criterion (AIC)
[ ], el criterio MDL (Minimum Description Length) [ ]
o el criterio MML (Minimum Message Length) [ I

En el caso de MDL y sus variantes o MML (que seran posteriormente em-
pleados como criterios de parada del algoritmo propuesto), la idea es selec-
cionar un modelo para la representaciéon de los datos empleando un mensaje
de la menor longitud posible, o lo que es lo mismo, con el menor ntiimero de
pardametros, de entre un conjunto inicial de modelos. En teoria, el programa
de ordenador més corto que genere un conjunto de datos y, proporcionaria la
descripcién mas eficiente de tales datos. No obstante, en uno de sus teoremas
relativos a complejidad, Kolmogorov ([ ], cap. 7) afirma
que no existe ningtin algoritmo capaz de encontrar el programa de ordena-
dor més corto para representar un conjunto de datos, por lo que cualquier
intento de averiguar la longitud de dicho programa de forma absoluta seria
infructuoso. Lo que si es posible es minimizar la longitud de descripcién de
los datos, a partir de un conjunto de modelos candidatos M.

Desde este punto de vista, el mensaje estaria compuesto por tres partes: el
modelo m, el conjunto de pardmetros © y el conjunto de datos y, codificados
a partir del modelo y de los parametros anteriores. Segiin esto, la longitud
total del mensaje seria:

L(y,0,m) = L(y|O,m) + L(O|m) + L(m). (3.40)
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Si el nimero de modelos candidatos | M| es finito, el tercer sumando de
la expresion seria constante, por lo que dicho término suele ser eliminado
de la expresion anterior. De este modo, la longitud de cédigo total estaria
compuesta por una codificacién en dos partes: primero codificamos los datos
y dado el conjunto de parametros © y después codificamos ©.

Tanto el principio de longitud de descripcién minima como el de longitud
minima de mensaje para la seleccién del orden del modelo y estimacién de
parametros, eligen valores de © y m que permiten minimizar la expresion de
la ecuacién 3.40 para el conjunto de datos y. No obstante, es necesario conver-
tir la expresion anterior en una férmula directamente utilizable en un proble-
ma de estimacién en particular [ ]. Segtin la teoria de Shannon,
la longitud de cédigo 6ptima para L(y|©,m) coincide con el logaritmo de la
verosimilitud del conjunto de datos dado el conjunto de parametros multi-
plicado por —1.

L(y|©) = -L(©,y) (3.41)

Eliminando m de la expresion 3.40 y realizando la sustitucion de 3.41 ob-
tenemos:

L(y,©) =—L(O,y) + L(O) (3.42)

L(0©) es el resultado de realizar el siguiente razonamiento: para obtener
una codificacién de longitud finita para ©, sus elementos (con valores rea-
les) deben ser truncados a una precision finita. Si la precision es reducida, la
longitud del término también lo serd, pero la codificaciéon de los pardmetros
puede estar lejos de la 6ptima y la primera parte de la expresién adquirir més
peso. Por el contrario, con una precisién mayor, los pardmetros codificados
podrian estar cerca de los 6ptimos, pero a costa de una longitud de cédigo
mayor.

Como se demuestra en [ ], 1a longitud de c6digo 6ptima pa-
ra cada pardmetro real si el conjunto de datos tiene un tamarfio elevado es
1/2log n. Segun esto, podriamos definir un criterio para la seleccién del or-
den del modelo, a partir de una funcién de coste obtenida como el logaritmo
de la verosimilitud mds un término adicional, cuya funcién sea la de pena-
lizar valores excesivamente elevados del ntimero de ntcleos, de la siguiente
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forma:

N(k
CuprL(O), k) = —L(Ow), y) + ) logn, (3.43)

2

donde N (k) representa el nimero de parametros para especificar un mo-
delo de mezcla con k componentes: priors, medias y matrices de covarianza
de cada uno de los componentes de la mezcla. Si el modelo permite medias
y covarianzas de los ntcleos sin ningdn tipo de restriccién, entonces N (k) se

obtiene de la siguiente forma:

N(E) = (k- 1)+ k <d + d(‘i;1>> (3.44)

donde k — 1 representa el nimero de priors a estimar para una mezcla
con k nucleos. Debido a la restricciéon ), m; = 1, en términos de codificacion
el dltimo valor se puede obtener a partir de los £ — 1 anteriores. En el se-
gundo sumando d + d(d + 1)/2 representa el nimero de parametros de un
nucleo N(1): para un espacio d-dimensional, la media requiere d pardme-
tros, mientras que la matriz de covarianza, que por definicién es simétrica,
requiere d(d + 1)/2 parametros. Si tenemos k ntcleos, entonces el nimero de
pardametros de todos ellos serd kN (1), dando lugar a la expresion 3.44.

Seguin diversos autores, tanto MDL como BIC tienden a estimar un
nimero de ntcleos inferior al real en el caso de modelos de mezclas
[ et al., 1996] [Oliver et al., 1996] [Smyth, 1996]. En ambos criterios,
todas las observaciones tienen la misma importancia en en la estimacién del
conjunto de paradmetros del modelo. Este no es el caso de los modelos de
mezclas, en los que para la estimaciéon del conjunto de parametros de ca-
da ndcleo se tienen en cuenta las observaciones que fueron generadas por
dicho ntcleo. Este hecho es observable si se calcula la matriz de informa-
cién de Fisher para un vector de pardmetros en un modelo de mezcla m (ver
[ | para més detalles):

1(0r,) = namIi(0m), (3.45)

siendo I; (6,,) la informacién de Fisher asociada a una observacién que ha
sido generada por el nticleo m del modelo segtin la expresion:
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2

L(6m) = —E [5‘;%1 log P(ywm)] . (3.46)

Lo que representa la ecuacién 3.45 es que un pardmetro ¢, muestra un
tamafio proporcional a na,, y no a n, lo cual es légico puesto que, como
se comentaba anteriormente, para la estimacién de 6,, se emplean observa-
ciones que fueron generadas por el nicleo m de la mezcla y el valor espe-
rado para ese nimero de observaciones es precisamente nca,,. Por ello, en
[ ] se propone un nuevo criterio en el contexto de los
modelos de mezclas gausianas, denominado MMDL (Mixture Minimum Des-
cription Length), que introduce una penalizacién menor mediante la inclusién
de un término negativo que tiene en cuenta la importancia de cada observa-
cién en el célculo de los pardmetros de cada componente de la mezcla:

N(k N(1) &
CumpL(Owy, k) = —L(O),y) + é) logn + é) > logay,  (3.47)
=1

donde N (1) representa al nimero de parametros reales que definen cada
componente de la mezcla. Segiin la expresion de la ecuacién 3.44, sustituyen-
do k por 1, tenemos: N (1) = d + d(d + 1)/2. El término afiadido a la ecuacién
3.43 para obtener la ecuacion 3.47 es negativo, por tanto introduce una penali-
zacion menor que el criterio MDL clasico para tratar de evitar una estimacion
del orden del modelo inferior al real.

Otro planteamiento diferente para obtener el valor minimo de la
expresion de la ecuacién 3.40 denominado MML o Minimum Message
Length es propuesto por Wallace y Freeman en | ]
[ ]. A diferencia del criterio MDL, en MML no se asu-
me un total desconocimiento a priori de las distribuciones de probabilidad
asociadas al conjunto de pardmetros del modelo. La expresién para el cri-
terio de seleccién del orden del modelo bajo este principio propuesta en

[ ] es:

Cvumr(Owy,k) = —L(Op,y) —log P(Oy)) +
1 d
+ 5 log [I(© )| + 5(1 + log kq), (3.48)
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d]

1 || 0,083333
2 || 0,080188
3 || 0,078743
4 1 0,076603
5 || 0,075625
6 || 0,074244
7 || 0,073116
8 || 0,071682
12 || 0,070100
16 || 0,068299
24 || 0,065771

Tabla 3.3: Valores de la constante k; para las mejores rejillas de cuantizacién

conocidas en varias dimensiones.

donde ©;, representa el conjunto actual de pardmetros para una mez-
cla con k ntcleos, d es la dimensién del conjunto de pardmetros, I(©;)) =
—-FE {D%(k) log P(Y|@(k))} representa la matriz de informacién de Fisher, con
|.| su determinante, D%(k) la matriz de segundas derivadas o Hessiana y kg
una constante relativa a la rejilla de discretizacién para diferentes dimensio-
nes. En la tabla 3.3 mostramos los mejores valores para algunas dimensiones
[ sloane, 1993]. Cuando el nimero de dimensiones crece, muestra
un comportamiento asintéticoy kg — 1/2me =~ 0,05855.

La matriz de Fisher I(©()) no puede ser obtenida de forma ana-

litica para el caso de modelos de mezclas [ ]
[ 11 ]. Para solventar este inconve-
niente, en [ ] se propone reemplazar la matriz anterior

por la matriz de informaci6én de Fisher de los datos completos 1.(6)), que
proporciona una cota superior de la anterior [ ]y posee
estructura diagonal por bloques:

1.(O(1)) = n bloques-diag{m IV (61), ..., mI*) (6}), M}, (3.49)

donde I (©,,) es la matriz de Fisher para una observacién en particular
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que ha sido generada por la componente m de la mezcla que tiene actualmen-
te k ntcleos y M es la matriz de Fisher para una distribucién multinomial con
M| = (myma..m) " [ I.

El término relativo a la probabilidad a priori del conjunto de parametros
P(O)) en la expresion 3.48 se modela asumiendo un total desconocimiento
sobre su distribucién, aunque se supone independencia entre los pardmetros
de cada ntcleo y sus probabilidades a priori:

k
=1

Para modelar cada uno de los factores de la expresion anterior se adoptan
las probabilidades a priori no informativas de Jeffrey (non-informative Jeffrey’s

prior) [ ], cuyas expresiones son:
P(©;) < /|IV(0y)| (3.51)
P(my,y .y m) o<1/ |M| = (71'17r2...71'k)771 (3.52)

con0 < my,mo,...,m, <1y 25:1 m; = 1. Para una mezcla con k componen-
tes, la dimension d del conjunto completo de pardmetros O ;) se obtiene como
d = N(1)k + k, con N(1) el nimero de pardmetros que define cada compo-
nente. Sustituyendo las expresiones anteriores en 3.48 y tomando kg = 1/12
se obtiene una expresién computable para el criterio basado en MML:

N(1)

k
nm;
CMML(@(k)ak) = 5 E log( 12)+
i=1

+ glog(%) + k(N(lz)Jrl)

—L(O®agy,y)  (3.53)

Puesto que k4 no varia demasiado se establece el valor de 1/12 ~ 0,0833
correspondiente a una rejilla de cuantizacién a partir de regiones hiperctbi-
cas [ ].

Para cualquiera de los 3 criterios descritos con anterioridad (MDL,
MMDL y MML), la idea es encontrar un modelo de mezcla con un ntime-
ro de nicleos k, que genere un valor minimo para las funciones criterio aso-
ciadas a cada una de ellos (3.43, 3.47 o 3.53). En principio, si el termino de
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penalizacién afiadido a la funcién de verosimilitud es adecuado, el valor mi-
nimo de la funcién deberia coincidir con el ntiimero 6éptimo de ntcleos del
modelo. En la figura 3.14 representamos la evolucién de dicha funcién para
diferente ndmero de ntcleos en tres problemas de estimaciéon de densidad
de probabilidad asociado a un conjunto de datos. En el eje horizontal mos-
tramos el nimero de ntcleos del modelo mientras que el vertical representa
la funcién de energia sin normalizar. En los tres criterios, la funciéon presenta
un comportamiento similar con un rdpido descenso a medida que el ntiime-
ro de ntcleos del modelo se acerca al valor 6ptimo y un suave y progresivo
ascenso una vez que el algoritmo sobrepasa el 6ptimo. Este comportamiento
de la funcién de energia permite detener la ejecucion del algoritmo justo en
el momento en el que la inclusién de un nuevo niicleo supone un crecimiento
en el valor de la funcién.

En el apartado correspondiente a la especificacion del algoritmo se des-
cribird con detalle su utilizacién como criterio de parada y las principales
ventajas con respecto a propuestas anteriores que hacen uso de criterios de
longitud minima (de descripcién o de mensaje) para seleccionar el orden del
modelo.

3.4.3. Introducciéon de un nuevo nucleo

El problema de descomponer un ntcleo en otros dos es equivalente al
de introducir un nuevo ntcleo al modelo, pues el resultado obtenido es el
de pasar de una mezcla inicial de K componentes a otra con K + 1 compo-
nentes. Este proceso requiere una inicializaciéon cuidadosa de los pardmetros
de los dos nuevos elementos introducidos en la mezcla. La divisién de un
ntcleo se lleva a cabo cuando una sola distribucién gausiana no es suficien-
te para captar con precisién la densidad de probabilidad de su vecindad, lo
cual implica existencia de multi-modalidad, en oposicién a gausianidad, co-
mo quedaba reflejado en la figura 2.2 del capitulo 2. Parece por tanto l6gico
que la posicién inicial de los nuevos niticleos, o lo que es lo mismo, sus me-
dias, se obtengan a partir de un desplazamiento en sentidos opuestos, sobre
la direccién de méxima variabilidad de los datos captados en la vecindad del
ntcleo original.

En [ ], realizamos una primera aproximacién al pro-
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Figura 3.14: Representacion de la funcién criterio basada en MML para tres mezclas

con 5, 3 y 4 nicleos respectivamente. La funcién alcanza el minimo precisamente en

esos valores, para comenzar luego un ligero ascenso a medida que crece el ntimero

de nucleos.
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blema de la inicializacién de los nuevos niicleos. Aplicando PCA (Principal
Component Analysis) al nicleo original, el principal autovector indicaré la di-
reccién de maxima variabilidad de los datos y podremos situar los dos nue-
vos ntcleos en sentidos opuestos en esta direccién. Si k es el nticleo con peor
grado de gausianidad, tras la divisién obtendremos los dos nuevos nticleos
k1 and ko con pardmetros iniciales:

@k1 = (:Uka Ekl) y @k2 = (:ulcza Ekz) (3.54)

de los que las nuevas medias se obtienen de la siguiente forma:

Py = fk + VAV Y ey = e — VARV, (3.55)

siendo A, el principal autovalor del ntcleo £ y V su autovector normali-
zado.

La inicializacién de las nuevas matrices de covarianza se basaba en un
criterio heuristico consistente en asociar a los nuevos ntcleos la mitad de la
anchura del nticleo original. Si \, es el principal autovalor en ambos nticleos,
entonces \/)T = @ y por lo tanto, podemos expresar las nuevas matrices
de covarianza de la siguiente forma:

1

= i, = ;5. (3.56)

Finalmente, las nuevas probabilidades a priori deben satisfacer la expre-

Xk

1

sion K |, = 1, por lo que podemos podemos repartir la probabilidad a
priori del ntcleo inicial en dos partes iguales segtin la expresion:
1

Ty = Thy = §7Tk. (3.57)

La figura 3.15 muestra el proceso de descomposicién del nticleo segin el
criterio heuristico descrito con anterioridad. El desplazamiento de los nticleos
se realiza tinicamente en la direccién del vector de méxima variabilidad.

En| ], los autores desarrollaron una metodologia
para modelos de mezclas gausianas en problemas de una sola dimensién, en
la que se utiliza el algoritmo RJMCMC basado en una serie de saltos del tipo
combinar-dividir.

En la fase en la que se lleva a cabo la divisién, la matriz de covarianza del
ntcleo original debe dar lugar a dos nuevas matrices con dos restricciones:
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Figura 3.15: Representacion grafica de la descomposicién de un nicleo en otros dos
en la direccién de maxima variabilidad expresada por el autovector con mayor auto-
valor. Los datos no estdn originalmente bien ajustados, pues existe bi-modalidad.

= La dispersiéon promedio debe mantenerse casi constante después del
proceso de division.

= Las nuevas matrices deben ser definidas positivas.

En la aproximacién propuesta, se realizan tanto movimientos de combi-
nacion, seleccionando de forma aleatoria un par de ntcleos que se fusionan
en uno sélo; como movimientos de divisién, descomponiendo en dos un nu-
cleo seleccionado igualmente de forma aleatoria. El planteamiento sugiere
que los dos primeros momentos estadisticos deben mantenerse antes y des-
pués de llevar a cabo los movimientos de combinacién y fusién.

A partir de la definicién de mezcla gausiana de la ecuacién 2.1, si conside-
ramos que K x es el componente con peor valor de gausianidad G, obtenido
a partir de la expresién de la ecuacién 3.39, entonces debe ser descompuesto
en otros dos elementos a los que denominaremos K; y K>, con sus corres-
pondientes parametros Oy, = (g, Xk,) Y Ok, = (Uky, Xky)- En un contexto
multi-variado, si seguimos las restricciones de conservacion de los momen-
tos de orden uno y dos, las correspondientes probabilidades a priori, vectores
media y las matrices de covarianza deberian satisfacer las siguientes ecuacio-

nes de division:
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Ty = T + T2
Tafbe = T1Q1 + T4 (3.58)
e (B 4 prapry) = m1 (B0 + papd) + ma(Sa + p2p3)

De las ecuaciones anteriores se desprende que la operacién de descom-
posicién es un problema del tipo ill-posed, ya que el nimero de ecuaciones
disponibles es menor que el nimero de incégnitas a determinar. Si ademas
el espacio de observaciones pertenece a una dimension alta, el problema se
complica todavia més, debido a la necesidad de construir un ntimero elevado
de pardmetros libres y a la restriccién de que las nuevas matrices de covarian-
za deben ser definidas positivas.

Diferentes autores han propuesto soluciones a las ecuaciones anteriores
en un contexto multi-dimensional. En [ ] se lleva a cabo una
representacion espectral de la matriz de covarianza simétrica y definida posi-
tiva, que es posteriormente descompuesta en otras dos: una matriz de autova-
lores y otra de autovectores. A partir del cardcter simétrico y definido positivo
de la matriz de covarianza se proponen dos métodos para resolver las ecua-
ciones anteriores: Descomposicién en Valores Singulares (SVD)? y la Descom-
posiciéon de Cholesky, aunque con la importante restriccién de que todos los
componentes de la mezcla deben compartir la misma matriz de autovectores
obtenida de esta forma.

Recientemente, en [ ¢ ] se propone una
nueva descomposicion espectral de la matriz de covarianza actual. De este
modo, el problema original de estimar las nuevas matrices de covarianza es
reemplazado por un nuevo problema consistente en la estimacién de los nue-
vos autovalores y autovectores de las nuevas matrices de covarianza. A dife-
rencia de la propuesta anterior, las matrices pueden ser distintas. El nimero
de pardmetros antes y después de la descomposiciones 1 +d+d(d+1)/2y
2+2d+2d(d+1)/2 respectivamente, por lo tanto, el ntimero adicional de pa-
rdmetros a estimar en cada descomposicion se incrementa cuadrdticamente
con la dimensién d.

Consideremos Y, = Vi A, VI la descomposicién espectral de la matriz de
covarianza Y, con A, = diag(A\jx!, ..., \j +?) una matriz diagonal que con-
tiene los autovalores de ), en orden creciente, * la componente de la mezcla

?procedente del término inglés Singular Value Decomposition



82  Capitulo 3. Algoritmo EM para mezclas gausianas basado en entropia

con menor ratio de entropia G, ., 71, T2 las probabilidades a priori del com-
ponente original y los nuevos componentes respectivamente, ji, (1, p2 a las
mediasy >, > 1, > 5 alas matrices de covarianza. Denominemos ademds D
a una matriz de rotacién de tamafio d x d con columnas formadas por vecto-
res ortonormales y unitarios. D se construye generando su matriz triangular
inferior de forma independiente a partir de d(d — 1)/2 distribuciones unifor-
mes de la forma U (0, 1). La operacién de descomposicién propuesta se define

como:

T = UL T«
mo = (1 — uy)m,
1= s — (S uh AV /22
d i A
p2 = pe + (ig uny ALV /22 (3.59)
A = diag(us)diag(s — uz)diag(c + u2)

T
*
Ay = diag( — uz)diag(s — uz)diag(e + uz) A 72
Vi = DV,

Vo = DTV,

donde, ¢ es un vector de unos de dimension d x 1, u1, ug = (ud, u3, ..., ud)”
yuz = (ul,u2,...,u$)T son 2d + 1 variables aleatorias adicionales necesarias
para construir las nuevas probabilidades a priori, medias y autovalores para
cada nuevo componente en la mezcla. Cada uno de los parametros se obtiene

de la siguiente forma:

up ~ ﬂ(272)7u% ~ ﬁ(172d)7

‘ . 3.60

conj =2,...,dy f(.) una distribucién Beta.

En la figura 3.16 se muestra una descripcién grafica del proceso de des-
composiciéon de un ntcleo para el caso bi-dimensional. Las direcciones y
magnitudes de variabilidad se definen mediante los autovectores y autova-
lores de la matriz de covarianza. A diferencia de la propuesta de divisién
inicial, el desplazamiento de los nuevos ntcleos se produce en todas las di-
recciones del espacio de dimensiones del problema, en lugar de hacerlo tini-
camente en la direccién de mayor autovalor.

La descomposicion asi realizada es una solucion al sistema de ecuaciones
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\-J

Figura 3.16: Ejemplo en 2-D de descomposicién de un nticleo en dos nuevos ntcleos.
La necesidad de mantener u} positivo y permitir que u3 varie en el intervalo [-1, 1]
es debido a que el desplazamiento a lo largo de la direccién del principal autovalor
se consigue mediante los nuevos valores de yi; y p2, mientras que el desplazamiento
a lo largo del eje més corto requiere valores positivos y negativos de u3.

expuesto en 3.58 y permite una inicializacion adecuada para los nuevos para-
metros de la mezcla tras introducir un nuevo componente en la misma. Esta
inicializacién 6ptima evita la necesidad de realizar pasos EM parciales para
ajustar los pardmetros del modelo antes de continuar con la ejecucién global
del algoritmo EM como en el caso de [ ].

3.4.4. Algoritmo

En este apartado se va a realizar una descripcién detallada del algoritmo
propuesto para el ajuste dindmico de un modelo de mezclas finitas a un con-
junto de datos. Para ello se emplearan los métodos de estimacién de entropia
y la técnica de inicializacién de los parametros de los nuevos nicleos des-
crita en los apartados anteriores. Denominamos al algoritmo EBEM, siglas
de la expresion en inglés Entropy-based EM algorithm o Algoritmo EM basa-
do en entropia. La técnica emplea esta medida estadistica como criterio para
comprobar la calidad del ajuste de cada ntcleo individual de los datos de su
vecindad. Ademads uno de los criterios de parada se basa igualmente en la
entropia global del modelo para un conjunto de niicleos determinado.

El algoritmo comienza con un sélo ntcleo, cuyos pardmetros de media
y matriz de covarianza se corresponden con los de la media y covarian-
za muestral del total de observaciones puesto que, como se demuestra en
[ ], la hipétesis de méxima verosimilitud para la media en el ca-



84  Capitulo 3. Algoritmo EM para mezclas gausianas basado en entropia

so de una sola distribucién normal a partir de un conjunto de observaciones
de la misma y1, y2, ..y~ es la que minimiza la suma de los errores cuadraticos
sobre el conjunto de IV observaciones, que en este caso es minimizada por la
expresion de la media muestral:

1
M= ;yz (3.61)
Del mismo modo, se obtendria el valor inicial para la matriz de covarian-
za:
1 N :
U1 = [Sjklaxar ¥ Sjk = 57— 2 — 1) (i — 1) (3.62)

i=1

con j,k = 1,2,..d y d la dimensionalidad del problema. Por otro lado,

el valor inicial para la probabilidad a priori 7; tiene valor 1, pues partimos

de un sélo nicleo que contiene la totalidad de la probabilidad de los datos.

Con este conjunto de parametros inicial se lleva a cabo el paso E, en el que se

calcula la probabilidad de que cada observacioén ¥, haya sido generada por
un nucleo k, es decir p(k|y,), Vn, k, segin la expresion de la ecuacion 2.7.

A continuacion se ejecuta el paso M y se obtiene el nuevo conjunto de pa-
réametros ©* (i + 1), es decir los valores de medias 1, matrices de covarianza
Yk y probabilidades a priori 7, para cada uno de los ntcleos actuales de la
mezcla (uno originalmente), segiin las expresiones de las ecuaciones 2.3.

Se calcula el logaritmo de la verosimilitud en la iteracién actual, segtin
la expresion de la ecuacion 2.5 y se compara con el obtenido en la iteraciéon
anterior. El proceso se repite mientras el incremento en el logaritmo de la
verosimilitud supere un umbral establecido a priori (CONVERGENCE_TH).

Una vez finalizado el proceso anterior debemos aplicar alguno de los dos

criterios de parada expuestos en el apartado anterior:

= Sise ha escogido el criterio basado en la medida de gausianidad, se cal-
cula la entropia méxima teérica de la mezcla H(Y') y la entropia real
ponderada con las probabilidades a priori de cada nticleo Hyy,q,(Y), se-
gun las expresiones de las ecuaciones 3.36 y 3.37 por alguno de los dos
métodos expuestos en el apartado anterior: Ventanas de Parzen o Mi-
nimal Spanning Trees. A continuacién, se comparan ambas cantidades
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segtn alguno de los criterios propuestos en la ecuacion 3.39 para tener
una medida del grado de gausianidad de la mezcla de modo global. Si
el valor obtenido queda por encima de un umbral determinado (EN-
TROPY_TH), consideramos que los datos no estdn correctamente ajusta-
dos con el namero actual de ntcleos, por lo que se selecciona el nticleo
k* con peor grado de gausianidad individual de la mezcla actual y se
descompone en otros dos cuyos valores iniciales se han especificado en
el apartado anterior.

= Sielcriterio ha sido el basado en el principio de longitud minima (MDL,
MMDL o MML), se dispone de una funcién de energia que puede ser
evaluada cada vez que el algoritmo EM converge para el niimero actual
de ntcleos k. Puesto que dicha funcién de energia presenta un minimo
cuando el niimero de niicleos K es 6ptimo, debemos comparar el valor
actual de la funcién con k ntcleos con el valor obtenido para k — 1. Siel
valor es superior, entonces el algoritmo finaliza y el niimero 6ptimo de
nucleos es k£ — 1. De este modo el algoritmo necesita k 4 1 ejecuciones
del algoritmo EM (k = 1,2,..., K, K + 1), con K el nimero 6ptimo de

nucleos.

Este planteamiento supone una clara mejora respecto a otros basados en
criterios similares [ 11 1 que
parten de un niimero elevado de nticleos. Por un lado, el namero de ite-
raciones necesarias es superior y por otro deben recorrer la totalidad del
espacio de posibles valores de k hasta llegar a un sélo nticleo. Entonces
se debe determinar cual de los modelos proporciona el valor minimo de
la funcién criterio. Este hecho es debido a que, si bien la funcién presen-
ta un comportamiento monétonamente decreciente para 1 < k < £*, no
ocurre lo mismo para k* < k < k4, existiendo la posibilidad de apa-
ricién de minimos locales que obligan a realizar un recorrido completo
para todos los valores de 1 < k < kpyqz, CcON kypq un parametro que
representa el nimero de ntcleos de partida.

El proceso de seleccion del niicleo que peor ajusta la densidad de proba-
bilidad de su vecindad se lleva a cabo segtn la siguiente expresién:
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(Hpaz (k) = Hyear(k)) } ' (3.63)

Hmaa;(k)

El siguiente paso consiste en la sustitucién del ntcleo seleccionado en el

k* = arg mléx {Wk

paso anterior £* por dos nuevos ntcleos k1 y k2 cuyos conjuntos de pardme-
tros iniciales ©1 y O3 se obtienen mediante el proceso descrito en la seccion
3.4.3. A continuacién, comienza la iteracion ¢ 4 1 de los pasos E y M del al-
goritmo clasico con k + 1 ntcleos. Los valores iniciales para los k — 1 ntcleos
que no han sido afectados por el proceso de divisién son los obtenidos tras la
finalizacion de la iteracién anterior <.

El proceso contintia mientras el valor obtenido de Gausianidad G no al-
cance un umbral ENTROPY_TH definido previamente o bien se alcance un
minimo en el valor de la funcién de energia obtenida a partir del principio
de minima descripcion. En la figura 3.17 se muestra una descripcién algorit-
mica detallada del proceso completo para criterio de parada mediante gau-
sianidad. El algoritmo requiere como pardmetros de entrada: el umbral de
convergencia para el logaritmo de la verosimilitud CONVERGENCE_TH y el
umbral de gausianidad minimo para considerar bien ajustados los datos EN-
TROPY_TH. Los pardmetros del ntcleo inicial ©(0) = {6, 7}, se obtienen a
partir del conjunto completo de datos. Como resultado se obtiene el niimero
6ptimo de ntcleos K y el conjunto de pardmetros asociado a cada uno de
ellos ©*.

En la figura 3.18 se muestra la variante del algoritmo para criterio de pa-
rada basado en minima longitud (de descripcién en sus dos variantes o de
mensaje). El algoritmo requiere como pardmetro de entrada tnicamente el
umbral de convergencia para el logaritmo de la verosimilitud CONVERGEN-
CE_TH. Los parametros del ntcleo inicial ©(0) = {6;, 7}, son igualmente
obtenidos a partir del conjunto completo de datos. Como resultado se ob-
tiene el nimero 6ptimo de niicleos K y el conjunto de pardmetros asociado
a cada uno de ellos ©*. Cuando el algoritmo EM converge para un ntimero
k de ntucleos, se calcula la funcién de energia C(©(i)) en la iteracién i y se
compara el valor obtenido en la iteracién i — 1. Si el nuevo valor es inferior
al anterior, todavia no se ha alcanzado el minimo y por tanto, debemos se-
leccionar el peor ntcleo y descomponerlo en dos del mismo modo que en la
version con criterio de parada basado en gausianidad. Por el contrario, si el
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ALGORITMO EBEM CRITERIO GAUSIANIDAD

Entrada: CONVERGENCE_TH, ENTROPY_TH.

Salida: Modelo de mezclas 6ptimo: K, ©*

K+1,i<—0,m=1

©1 <« {p1, X1} Obtenidos a partir del conjunto completo de datos.
M1 = ﬁ Z;vzl Yi

S1 = [Siklaxas Sk = w1 iy (0 — 1)) (¥ — k), con j k= 1,2, .d
Final « false

repeat
. — 1+ 1
repeat
mp(Y ™ k)
p(Kly,) = 572 Yyt
N N
| N SN p(kly, )Y, > kY Y, ) (Y, — )T
— 1 k , = n—l—, M = n=1
Tk N anl p( |Yn) M Zij:lp(myn) k Z:,]:I p(k|y”)

Calcular logaritmo verosimilitud en iteracién i:
UY10(i)) = S0, log 34, mkp(yxl©(i)x)
until: [£(Y|0(i)) — (Y |O(i — 1))] < CONVERGENCE_TH
Calcular Hyeqi(Y) v Himaz(Y) y Gausianidad G
G =Sk m (1~ fenti3)
if (G > ENTROPY_TH)
Seleccionar k* con peor ratio individual
k* = argméxy, {mr (Hmaz (k) — Hreat (k) /Hmaz (k) }
Descomponer k* en ki y ko
Inicializar pardmetros Oy O
s =t — (i ALV 22, iz = i+ (00, uéx/EVf)\/Zj;
Ay = diag(us)diag(c — u2)diag(s + u2) A Tx
Ay = diag(t — us)diag(e — up)diag(s + uz) AL 7=
Vi = DV,, Vo = DTV,
1 = Uy, T2 = (1 — up)ms
K—K+1
else
Final « true
until: Final = true

Figura 3.17: Algoritmo EM basado en entropia con parada cuando el grado de gau-
sianidad de la mezcla es inferior a un umbral.
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valor obtenido es mayor, la naturaleza de la funcién implica que el valor mi-
nimo se obtenia justo en la iteracién anterior, por lo que el conjunto 6ptimo
de parametros coincide con el que se habia obtenido en la iteracién anterior:
K=K-1y©0*=0(i—1).

De este modo, a diferencia de los métodos con estrategia basada en la
fusion de ntcleos a partir de un ntmero inicial relativamente elevado, en
nuestra propuesta no es necesario almacenar el conjunto de pardmetros para
cada una de las iteraciones, siendo suficiente con el almacenamiento de los
pardmetros de las iteraciones actual y anterior. Esto es posible por el compor-
tamiento monétono decreciente de la funcion de energia para un ntimero de
ntcleos con intervalo comprendido entre uno y el 6ptimo.

Otra ventaja de partir de un sélo ntcleo frente a las estrategias de
fusiéon es que si k es demasiado elevado, podria ocurrir que ningin
componente tuviera un soporte inicial suficiente SV | p(kly,) < N/2
[ ] y por tanto no podria determinarse o, con m =
1,2, ..., k. Para evitar este problema, en el trabajo citado se recurre a una va-
riante del algoritmo EM, denominada CEM? [Ce ], de un coste
computacional mayor que el estdndar al tener que realizar varios pasos E pa-
ra recalcular p(k|y). De este modo, si la probabilidad a priori de un ntcleo
alcanza el valor cero, su masa de probabilidad se redistribuye entre el resto

de nucleos, incrementdndose la probabilidad de que se mantenga.
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ALGORITMO EBEM CRITERIO MINIMA LONGITUD
Entrada: CONVERGENCE_TH.
Salida: Modelo de mezclas 6ptimo: K, ©*
K «—1,i<—0,m =1,0; « {p1,%;:} Obtenidos a partir del conjunto completo de datos.
=% SN v, S1 = [Siklaxas Sie = w1 Sorey (0! — ) (F — k), conj k= 1,2, .d
Final « false
repeat
7—1i+1
repeat

_ m-p(y(")\k)
p(kly,) = SE 7,p(y (k)

DTG 9 /SRS DAY Cl) AT TS A0k

Tk = % ZnNzl p(k:|yn), Hi = Z:’:lp(klyn) , 2k Zlep(kwn)
Calcular logaritmo verosimilitud en iteracién i:
(Y0(i) = S0l log 3y mp(yk|O(i)x)
until: [¢(Y]0(3)) — £(Y|O(: — 1))| < CONVERGENCE_TH
Seleccionar k* con peor ratio individual
k* = arg méxy {mr (Hmaz (k) — Hreat(k)) /Hmaz (k) }
Calcular Cprpr, 6 Caraepr 6 Caravr, para la iteracién ¢
Cupr(0(i) = —£(Y0(i) + Y5 logn
Cararpr(0(i) = —£(Y[0(i)) + XM 1ogn + X SF joga,
Crrmr(©(0)) = T SO0 log (451) + & log({y) + 2R — p(v10(3))
it (C(6(7)) > (O — 1))
Final «+ true
K—K-10"—0@l-1)
else
Descomponer k* en k; y ko

Inicializar pardmetros ©1 y O

pr = i — (g ub AV 22, g = i+ (0, ué\/EVf)\/Zj;
Ay = diag(us)diag(c — uz)diag(c + uz) A 2=
Ao = diag(c — ug)diag(s — ug)diag(e + usg)
Vi = DV,, Vo, = DTV,
1 = U1 Ty, T2 = (1 — up)ms
K—K+1

until: Final = true

T
* T2

Figura 3.18: Algoritmo EM basado en entropia con criterio de parada empleando
minima longitud (de descripcién o de mensaje). El algoritmo finaliza cuando se pro-
duce un incremento en la funcién de energia.
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Capitulo 4

Experimentos y aplicaciones

Para comprobar el correcto funcionamiento del algoritmo se han llevado
a cabo diferentes tipos de experimentos. Inicialmente mostramos los resulta-
dos obtenidos como técnica para estimar la densidad de probabilidad asocia-
da a un conjunto de datos, tanto en comparacién con el algoritmo EM clasico
como con otras técnicas similares descritas en el capitulo 2. Posteriormente
mostramos los resultados obtenidos en tareas de clasificacién no supervisada
de un conjunto de observaciones. A continuacién, mostramos el comporta-
miento de la técnica en el contexto de la segmentacién de color y finalizamos
con una comparacion entre los diferentes criterios de parada del algoritmo
para la seleccién del orden del modelo.

4.1. Estimacion de densidad de probabilidad

El primer experimento llevado a cabo consiste en la comparacion entre el
método propuesto y el algoritmo EM clasico. Para ello generamos 2500 obser-
vaciones pertenecientes 5 distribuciones gausianas en dos dimensiones, em-
pleando diferentes probabilidades a priori, medias y matrices de covarianza.
A continuacion se ejecuta el algoritmo propuesto en el contexto de estimacién

91
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de densidad de probabilidad empleando gausianidad como criterio de para-
da, para posteriormente repetir el experimento con el algoritmo EM clasico y
comparar los resultados obtenidos.

El conjunto de datos generado presenta 3 de los nticleos claramente sepa-
rados y dos de ellos con medias muy préximas.

4.1.1. Resultados con EBEM

Los pardmetros del modelo han sido: umbral de gausianidad de 0,1 y um-
bral de convergencia de 0,001 para el algoritmo EM. El algoritmo converge
después de 30 iteraciones, tanto para el método de estimacién de entropia
plug-in como con el non plug-in, estimando correctamente el nimero 6ptimo
de clases k = 5. Para comprobar la robustez del algoritmo propuesto, se han
afiadido multiples falsos positivos al conjunto de datos generado previamen-
te. El tamafio de muestra seleccionado para la estimacién de la entropia por
el método plug-in de las ventanas de Parzen ha sido 75. Este reducido tamafio
permite encontrar la solucién de forma rdpida y estimar la entropia con la
suficiente precision. Los pardmetros empleados para generar los datos artifi-
ciales han sido los siguientes:

0,20 0,00 | [ 0,60 0,15 |
Y1 = , 29 = )
| 0,00 0,30 | | 0,15 0,60 |
[ 0,40 0,00 | [ 0,60 0,00 |
23 AJ ) ? 724 1y ) ) ,
| 0,00 0,25 | | 0,00 0,30 |
2 0
S — 0,20 0,00 |
0,00 0,30
mr = 0,2
H1 = [_17 _1]T7,UQ - [67 3]T7,U/3 - [376]T (41)

M4 = [2,2]T,,u5 = [O,O]T
En la figura 4.1 mostramos la evolucion del algoritmo. Este comienza con
un sélo ntcleo con media y covarianza iniciales obtenidas a partir del conjun-
to de datos. En las sucesivas iteraciones del algoritmo se van introduciendo
nuevos nudcleos en las zonas en las que se ha realizado el peor ajuste, es de-
cir, en las zonas representadas por ntcleos para los que la expresiéon de la
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ecuacién 3.63 tiene un valor menor. El algoritmo se detiene correctamente
al alcanzar el nimero 6ptimo de ntcleos, fijado en 5 en este caso. En la 22
imagen de la secuencia el niicleo inicial se descompone en dos. El primero
de ellos representa a los dos nticleos de la parte superior mientras el segun-
do representa a los tres ntcleos inferiores. En la 3% imagen de la secuencia
el ntcleo superior se ha descompuesto en dos que ya ajustan perfectamente
a los datos de su vecindad. En la 4* imagen los tres ntcleos superiores ya
estdn correctamente ajustados. Los dos ntcleos mas préximos de la zona in-
ferior de la imagen son los tltimos en ajustarse. La 5? imagen de la secuencia
muestra el resultado final tras la ejecucién del algoritmo.

4.1.2. Resultados con EM clasico

Ademas, realizamos el mismo experimento pero aplicando el algoritmo
EM clésico fijando en 5 el nimero de ntcleos. Dada la sensibilidad del mé-
todo original a la inicializacién, llevamos a cabo 20 ejecuciones del algoritmo
con los datos anteriores, situando aleatoriamente entre el espacio de obser-
vaciones cada uno de los ntcleos iniciales. En 18 de los 20 experimentos, el
algoritmo clasico converge hacia maximos locales de la funcién de verosimi-
litud, no encontrando por tanto la solucién 6ptima al problema. El ntiimero de
iteraciones en promedio necesarias para lograr la convergencia es de 95 (sien-
do 250 el maximo y 23 el minimo). S6lo en 2 casos, el algoritmo EM clasico
encuentra el maximo global, empleando para ello 21 y 31 iteraciones respec-
tivamente. Por lo tanto, nuestra propuesta trata dos problemas bésicos del
algoritmo EM clésico para la determinacién de la densidad de probabilidad
asociada a un conjunto de datos: la inicializacién y la seleccién del orden del
modelo.

En la figura 4.2 mostramos el resultado final obtenido mediante el algorit-
mo clésico para dos de las 20 ejecuciones. La elevada distancia entre la mayor
parte de los ntcleos, frente a la proximidad de los dos inferiores provoca que,
salvo que en la inicializacion aleatoria se generen dos nticleos en las proximi-
dades de éstos, el resultado converge a un maximo local. En este caso, ambos
nucleos quedan descritos por un solo componente de la mezcla, tendiendo
uno de los ntcleos sobrantes a representar observaciones claramente repre-
sentadas por otro ntcleo, con varianzas y probabilidad a priori préximas a
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k=3 k=4

Figura 4.1: Evolucién de nuestro algoritmo desde un nticleo inicial hasta la solucién
6ptima compuesta por 5 ntcleos. La secuencia muestra la posicién de los niicleos
tras la realizacién de los pasos E y M y alcanzar el umbral de convergencia para k
nucleos.
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Figura 4.2: El algoritmo EM clésico es sensible a la inicializacién de los parametros
del modelo. El algoritmo converge hacia un maximo local en 18 de las 20 ejecuciones
con valores iniciales obtenidos de forma aleatoria.

cero.

En la mayoria de las ejecuciones que finalizan en maximos locales, el prin-
cipal problema se debe a la gran distancia entre la mayor parte de los nticleos
(salvo los dos inferiores). Si no hay un nimero suficiente de ntcleos relati-
vamente cercanos a los dos conjuntos de datos mds préximos, el algoritmo
no es capaz de determinar la bimodalidad inherente a esa zona del espacio
de observaciones, empleando un sélo nticleo para representar observaciones
pertenecientes a dos distribuciones gausianas. Por otra parte, la necesidad
de mantener constante el nimero de componentes del modelo a 5, obliga a
representar artificialmente con dos niicleos zonas en las que realmente sélo
existe una distribucién, forzando a que la varianza en alguna de las dimen-

siones tienda a cero, asi como la probabilidad a priori de dicho niicleo errdneo.

4.1.3. Comparacion con otros métodos

Una vez comprobado que el algoritmo mejora claramente el comporta-
miento del algoritmo EM clésico para problemas en los que los ntcleos es-
tan claramente separados, comparamos los resultados con los obtenidos por
otros métodos basados igualmente en EM y que han sido revisados con deta-
lle en la seccién 2. Hemos seleccionado [ ], puesto que
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mejora significativamente al resto de métodos propuestos con anterioridad.
De los miltiples experimentos que se llevan a cabo en el citado articulo, he-
mos escogido el mostrado en la figura 4.3. En ella puede observarse la evolu-
cién de nuestro algoritmo en un caso muy diferente al anterior, en el que los
componentes de la mezcla estdin muy solapados.

Esta es, probablemente, una de las situaciones mas complejas para ajus-
tar correctamente el modelo, puesto que dos de los cuatro componentes de
la mezcla comparten la misma media y poseen diferentes matrices de cova-
rianza. Ademds, existe un ntcleo de reducida probabilidad a priori y matriz
de covarianza con varianzas igualmente reducidas, que se encuentra inte-
gramente incluido en otro nicleo de varianza mayor. El experimento se ha
llevado a cabo a partir de la generacién de 1000 muestras pertenecientes a 4
componentes con los siguientes pardmetros:

m =me =m3 =0,3,m4 = 0,1,

pr = po = [—4,—4" p3 = [2,2]", s = [-1, —6]",
1 05 6 —2
ZJ1 = ’ 722 3 5
05 1 2 6

2 -1 0,125 0
23 = Ya=|
-1 2 0 0,125

En [ ] el algoritmo comienza con 20 niicleos inicia-
lizados aleatoriamente. Dependiendo de la ejecucién realizada, el algoritmo
converge en unas 200 iteraciones, aunque como veremos posteriormente, la
solucion no es siempre 6ptima. La figura 4.3 muestra la evolucién de nuestro
algoritmo, comenzando con un sélo ntcleo inicial, hasta alcanzar los 4 nua-
cleos existentes. Para la prueba empleamos nuevamente el método plug-in de
estimacioén de entropia utilizando 75 muestras del total disponible para ello
y la medida de gausianidad como criterio de parada. El umbral de conver-
gencia del algoritmo es 0,001 y el umbral de gausianidad igualmente 0,10. El
algoritmo converge en 141 iteraciones ajustando correctamente el modelo y

estimando el orden del mismo en 4.
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Figura 4.3: Ajuste de un modelo de mezcla gausiana con componentes que se sola-
pan e incluso que contienen a otros de menor probabilidad y varianza. El algoritmo
comienza con un s6lo componente y selecciona correctamente el orden del modelo,

fijado en 4.
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Figura 4.4: En el método de fusion de ntcleos a partir del criterio basado en el prin-
cipio de longitud de descripcién minima, la inicializacién aleatoria del conjunto ini-
cial de ntcleos puede igualmente generar un 6éptimo local de la funcién de coste. En
ambas imdgenes el algoritmo genera un ntcleo adicional en la zona del niicleo de
amplia varianza que incluye a otros dos, seleccionando incorrectamente el orden del
modelo.

En nuestras pruebas, el método propuesto en [ I
puede converger a un maximo local si el ntimero inicial de ntcleos no es
suficientemente alto, pues la inicializacién aleatoria de los componentes pue-
de hacer que alguna zona del espacio no quede correctamente representada
si no hay suficientes nticleos en sus proximidades. En la figura 4.4 mostramos
el resultado de dos ejecuciones con un namero inicial de ntcleos de 25 y 20
respectivamente, que no logran alcanzar el 6ptimo global de la funcién de

energia.

Por otra parte, el proceso de fusién de componentes requiere ejecutar el
algoritmo desde los 20 ntcleos iniciales hasta 1, seleccionando el niimero
que mejor valor proporciona de la funcién de coste. Evidentemente, cuan-
to mayor sea el ntiimero inicial de ntcleos, mayor tiempo de computo serd
necesario, con independencia de cual sea el niimero 6ptimo de componentes.
En nuestro método, al comenzar por un sélo ntcleo, el algoritmo no explo-
ra nuevas soluciones cuando se alcanza el umbral de entropia especificado,
obteniendo tiempos de computo claramente inferiores si el niimero de com-
ponentes de la mezcla no es elevado.
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4.2. Clasificacion de patrones

En el segundo tipo de experimento comprobamos el funcionamiento del
algoritmo en el contexto de clasificacién no supervisada de un conjunto de
observaciones. Para ello, hemos aplicado el método propuesto al conjunto de
datos ampliamente conocido Iris [ I, que contiene tres cla-
ses de 50 observaciones en un espacio de 4 dimensiones, referidas a tres clases
de plantas del tipo Iris: Versicolor, Virginica y Setosa. 50 observaciones no son
suficientes para construir la densidad de probabilidad empleando el método
de las ventanas de Parzen en un espacio de 4 dimensiones por lo que, para
comprobar el funcionamiento del algoritmo, se han generado 300 patrones
de entrenamiento a partir de los valores de media y varianza de los patrones
originales del conjunto y hemos probado el algoritmo con los 150 patrones
originales. Comenzando del modo habitual con un sélo ntcleo K = 1, el mé-
todo selecciona correctamente K = 3 tras 20 iteraciones. A continuacion, se
construye un clasificador basado en el maximo a posteriori, con una tasa de
acierto del 98 % (s6lo 3 Virginica son clasificadas como Setosa). Para ello ob-
tenemos, para cada observacion y; perteneciente al conjunto inicial de obser-
vaciones y, cudl de los ntcleos k obtenidos por el algoritmo genera un mayor
valor para P(k|©;). Si aplicamos el Teorema de Bayes a la probabilidad ante-
rior y denominamos m(y;) a la clase a la que pertenece una observacién y;,

tenemos:

m(y;) = arg mix {7 P(y;|O)} - (4.2)

Para la estimacion de la densidad de probabilidad con el método de las
ventanas de Parzen se han empleado 175 muestras. El incremento en el nt-
mero de dimensiones requiere un mayor niimero de datos para la estimacién
de la densidad de probabilidad. Esta es la principal desventaja de los méto-
dos plug-in de estimacién de entropia frente al método basado en MST, que
no requiere la estimacion previa de la densidad de probabilidad. El umbral
de gausianidad se ha establecido en 0,3. Con la estimacién de entropia basada
en el calculo del MST, en el que no es necesario llevar a cabo la estimacién de
la densidad de probabilidad, el algoritmo puede ser ejecutado con el conjunto
de patrones original, obteniéndose la misma tasa de aciertos en el proceso de
clasificacion. La tabla 4.1 muestra un resumen de los pardmetros y resultados
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- H Parzen H MST
Umbral 0,3 0,3
Iteraciones 20 20

Muestras 300 150
Tasa acierto 98 % 98 %

Tabla 4.1: Experimento de clasificacién empleando los métodos de estimacién
de entropia por el método de las ventanas de Parzen y MST. Con ambos méto-
dos se obtiene la misma tasa de acierto, pero en el segundo caso es suficiente

con el nimero reducido de observaciones disponibles.

tras la aplicacion de las dos versiones de estimacién de entropfa.

4.3. Segmentacion de color

Una utilidad diferente del algoritmo es su aplicaciéon al problema de la
segmentacién de imdgenes en color. La segmentacién es un requisito pre-
vio para la resolucién de muchos problemas de visién por computador, tales
como clasificaciéon de imédgenes o recuperacion y reconocimiento de objetos.
Existen dos planteamientos principales para la segmentacién de imégenes:
supervisados y no supervisados.

El planteamiento no supervisado consiste en la divisién de una imagen en
color en varias regiones homogéneas de forma automaética, a partir de algu-
na medida de similitud. Este es el planteamiento més interesante, dentro del
cual podemos encontrar modelos probabilisticos, como estadisticos bayesia-
nos en [ 11 ] 0o modelos de Markov
en [ ], etc.

En| ], los modelos de mezclas gausianas son empleados pa-
ra caracterizar colores con textura y segmentar imagenes mediante métodos
Markov Chain Monte Carlo dirigidos por los datos. En [ ] se
emplea un método basado igualmente en el algoritmo EM que permite tanto
la fusién como la divisién de componentes del modelo, aunque como se co-
mentaba en el capitulo correspondiente al estado del arte, el ntimero total de
componentes (que representa el niimero de colores de la imagen) no cambia
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durante la ejecucion del algoritmo. La técnica propone emplear un criterio
de inferencia bayesiana (BIC) para determinar el orden del modelo, pues el
algoritmo por si mismo no es capaz de determinarlo automaticamente. Ade-
mads, es necesaria la utilizacion de alguna técnica adicional para inicializar
los pardmetros del modelo, como k-means. Nuestra técnica es proxima a ésta,
pero empleando el algoritmo EBEM en lugar de SMEM, que como se vio en
el capitulo 2 mantiene constante el niimero de ntcleos en todo el proceso.

En el proceso de segmentacion de color, cada punto de la imagen original
se representa en el espacio de color RGB u otro diferente, prescindiendo por
tanto de la informacién de posicién i, j. Por tanto, se trata de un problema en
un espacio de 3 dimensiones. En la figura 4.5 mostramos una representacion
de la imagen Baboon en el espacio RGB. Cada punto en la figura representa un
pixel de la imagen original, que se coloca en una posicién (X,Y,Z) del espacio
3D donde X es el valor de rojo, Y el valor de verde y Z el valor de azul. Los
puntos que estdn cerca de la esquina inferior izquierda fondo representan
tonos préximos al color negro, los de la derecha superior frente representan
los tonos blancos y los de la diagonal principal representan los tonos grises.
Para que se vea con facilidad el tono de cada punto, se han coloreado con
su color original, por lo que se puede diferenciar las agrupaciones de puntos
3D que representan las diferentes clases que se obtendrdn como resultado de
la segmentacion. La imagen original presenta claramente tonalidades rojas,
azules amarillas y grises, que pueden ser observadas en la figura.

En el apartado siguiente realizamos una descripcion detallada del modelo
de imagen empleado para la ejecucion de los experimentos de segmentacion.

4.3.1. Modelo de imagen

Para comprobar el funcionamiento de nuestra técnica hemos realizado va-
rios experimentos con imagenes en color. La representacion de las imagenes
se ha llevado a cabo de la siguiente forma: para cada pixel j de la imagen
original hemos construido un vector de caracteristicas tridimensional y; con
sus componentes en el espacio de color RGB normalizadas. Como resultado
de ejecucion del algoritmo, obtenemos el niimero de componentes descono-
cido a priori Ky y; € [1,2,..., K] para indicar a cual de las clases pertenece
el pixel j. El proceso de segmentacién asi definido se convierte en un proceso
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Figura 4.5: Representacion gréfica de la imagen Baboon en el espacio de imagen (iz-
quierda) y en el espacio RGB (derecha). Claramente se diferencian la nube de puntos
roja separada del resto de puntos, asi como los tonos azules y amarillos.

de etiquetado, en el que se establece que cada punto de la imagen ha sido ge-
nerado por una de las distribuciones gausianas que forman parte del modelo
de mezclas.

Para ello obtenemos, para cada punto de la imagen original y; pertene-
cientes al conjunto inicial de observaciones y, cual de los nticleos k obtenidos
por el algoritmo genera un mayor valor para P(k|©;). Si aplicamos el Teore-
ma de Bayes a la probabilidad anterior y denominamos m(y;) a la clase a la
que pertenece una observacion y;, tenemos:

m(y;) = arg m’ééx {mP(y;1©k)} . (4.3)

Para la obtencién de los resultados se emplean diferentes umbrales de
gausianidad y un umbral de convergencia para el algoritmo EM de 0,01. El
nimero de muestras empleado para la estimacion de la entropia mediante el
método de las ventanas de Parzen es de 1000. Dado el nimero de observacio-
nes, es necesario emplear un ntimero mas elevado de muestras para la esti-
macioén precisa del valor de entropia de los ntcleos que en los experimentos
anteriores. El algoritmo converge tras unas pocas iteraciones (dependiendo
del umbral de gausianidad especificado) generando un ntimero creciente de
componentes para la mezcla. A continuacién mostramos los resultados obte-

nidos durante la ejecucién de distintos experimentos.
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4.3.2. Experimento 1

Realizamos este experimento con el objetivo de mostrar el funcionamien-
to del algoritmo para segmentacion de color y el proceso detallado de des-
composicién de nicleos para una imagen en la que existe una gran variedad
tonal. En la primera columna de la figura 4.6 mostramos la evolucion del al-
goritmo para diferentes umbrales de gausianidad que dan lugar a imagenes
segmentadas con nimero creciente de clases entre 2 y 5 representadas en cada
una de las filas de la figura. En la imagen puede observarse como a medida
que el umbral de gausianidad es més estricto, el niicleo con peor valor se des-
compone en otros dos, dando lugar a la aparicién de dos nuevos colores en
la imagen. Cuando un nicleo no esta ajustando correctamente a los datos a
los que representa, el color asociado presenta un color gris, que representa
el valor promedio entre un conjunto de colores claramente diferenciados. A
medida que el algoritmo evoluciona, el color gris original va dando lugar a la
aparicién de nuevos colores hasta que los datos quedan correctamente ajus-
tados, o lo que es lo mismo, el umbral de gausianidad promedio de la imagen

se aproxima a 0.

Cuando el namero de nicleos es dos, el algoritmo ajusta correctamente
el color rojo asociado a la nariz de baboon y el resto de tonalidades de la ima-
gen pertenecen al otro nicleo, claramente mal ajustado y que se representa
en gris. En la figura 4.6 se observa como la nube de puntos que representa
los tonos rojos esta claramente separada del resto de tonalidades. Tras calcu-
lar el valor de entropia y comprobar que no estd ajustando correctamente al
conjunto de observaciones, se descompone en otros dos, uno en tono verdo-
so que representa la cabeza y otro en tono gris azulado que representa a la
nariz y otras tonalidades parecidas. En la cuarta secuencia de la imagen, el
tono gris azulado da lugar a dos nuevos ntcleos, uno claramente azul que
representa correctamente la nariz y otro grisiceo que se descompone en la
siguiente secuencia en el tono anaranjado que representa a los ojos y parte de
la barbilla y otro grisdceo que representa al resto.

Las columnas 2 y 3 de la figura muestran una representacién tridimensio-
nal en el espacio RGB de los nticleos obtenidos tras la ejecucion del algoritmo.
La imagen de la columna 2 muestra los nticleos resultantes. La imagen de la
derecha muestra ademads la nube de puntos resultante coloreada con el tono
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Figura 4.6: Evolucién del algoritmo. La primera columna representa el resultado
de la segmentacién en el espacio de imagen para 2,3,4 y 5 clases (colores) respec-
tivamente. La segunda columnas muestra la representacién en el espacio RGB de
los ntcleos resultantes. La tercera columna representa ademas las observaciones de
cada una de las clases resultantes coloreadas con el tono medio de la misma.
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Figura 4.7: Representacién grafica de los valores de verosimilitud (verde), ntimero
de ntcleos (azul) y valor de gausianidad (rojo) en cada paso del algoritmo para la
imagen Baboon.

asociado al valor de la media del nticleo al que pertenece. Como en el caso de
los experimentos 2D, el algoritmo es capaz de separar clases con un amplio
grado de solapamiento.

En la figura 4.7 mostramos la evolucién del experimento anterior. La se-
rie en color verde representa el valor de la verosimilitud en cada iteraciéon
del algoritmo. Se observa claramente como ésta presenta una clara tenden-
cia creciente. En color rojo se muestra el valor de gausianidad en cada paso
del algoritmo. Puesto que el calculo sélo se realiza tras alcanzar el umbral de
verosimilitud, el valor permanece constante salvo cuando se lleva a cabo la
descomposiciéon de un ntcleo en otros dos. Claramente la tendencia es des-
cendente a medida que la introduccién de nuevos ntcleos permite llevar a
cabo un mejor ajuste de las observaciones. La serie en color azul represen-
ta el nimero de nicleos de la muestra en cada iteracion. Nuevamente esta
permanece constante durante varias iteraciones hasta alcanzar el umbral de
verosimilitud.

De la forma de la gréfica se desprende que los principales incrementos en
verosimilitud coinciden con la introduccién de un nuevo ntcleo en la mezcla,
hasta estabilizarse varias iteraciones mads tarde y alcanzar la convergencia con
el nimero de ntcleos actual.

El ntiimero total de iteraciones es de 177, finalizando el algoritmo con un
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Nelter. [ K| G || L
1 1] 0,394 [ 5,617
p 2 11 0,210 || —4,833
31 310,118 | —4,593
61 410,085 | —4,516
121 || 5| 0,068 || —4,424

Tabla 4.2: Evolucién de la segmentacién de color de la imagen Baboon desde

una hasta cinco clases.

valor de gausianidad para 5 clases de 0,068. En la tabla 4.2 se muestra un resu-
men de los pardmetros del modelo para las diferentes iteraciones. La primera
columna representa la iteracién en la que se produce la descomposicion del
peor de los niicleos. La segunda columna representa el ntimero de ntcleos, la
tercera el valor de Gausianidad y la dltima el valor de la verosimilitud de los

datos normalizada con el nimero de pixeles de la imagen:

4.3.3. Experimento 2

En la figura 4.8 mostramos los resultados de segmentacioén obtenidos so-
bre una imagen en las clases estdin muy préximas, puesto que la imagen ori-
ginal presenta en general un aspecto sepia pero con una gran variedad de
intensidades. Esto da lugar a que los ntcleos se sittien a lo largo de una de
las diagonales del espacio RGB (fila inferior).

Para ello empleamos la conocida imagen Lenna. La imagen original se re-
presenta en la primera columna. La segunda imagen de la secuencia muestra
el resultado de segmentacion para dos clases. Los dos nticleos representan
el promedio de tonos claros y oscuros respectivamente en la imagen. La ter-
cera imagen representa la segmentacién para tres clases. En esta ocasion el
nucleo con peor valor de gausianidad es el que capturaba los tonos oscuros
de la imagen, dando lugar a dos nuevos nicleos, uno claramente oscuro que
captura principalmente el color del pelo y otro para el resto. La dltima ima-
gen de la secuencia muestra el resultado de segmentacién para cuatro clases.
En este caso, el nicleo que originalmente representaba los tonos claros de la
imagen se ha descompuesto en dos, uno representando los tonos maés claros
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Figura 4.8: Evolucion de la segmentacién para la imagen Lenna en el espacio de
imagen (fila superior) y en el espacio RGB (fila inferior). A pesar de que la imagen
original presenta un tono sepia, el algoritmo separa los diferentes tonos a medida que
se introducen nuevos ntcleos al modelo.

de los brillos de la cara y del reflejo en el espejo y otro algo mds oscuro repre-
sentando al resto de tonos. El ntimero total de iteraciones es de 230, el tiltimo
valor de gausianidad calculado, para el caso de 4 es de 0,0955 y los pardme-
tros de ajuste del modelo los mismos del experimento anterior. En la tabla 4.3
se muestra un resumen de la evolucién del algoritmo.

En la parte inferior de la figura se muestra la evolucién del algoritmo
en el espacio RGB. La primera imagen de la secuencia muestra el ajuste de
la mezcla para un sélo ntcleo, con una tonalidad que se corresponde con la
media de la imagen. En la segunda secuencia el nticleo de tono més oscuro da

Nelter. [ K| G | L
1| 1] 04239 | —3,999
2 || 2 | 03003 || —3,494
55 | 3 | 0,1543 || —3,255
183 | 4| 0095 | -3,167

Tabla 4.3: Traza de la segmentacién de color para la imagen de Lenna desde
una hasta cuatro clases.
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Figura 4.9: Representacion en RGB de la imagen Lenna. La imagen de la izquierda
muestra la nube de puntos original. La imagen de la derecha muestra la nube de
puntos una vez segmentada en cuatro clases. A pesar de la proximidad de las clases
el algoritmo separa correctamente cada uno de los planos de color.

lugar a otros dos, manteniéndose casi constante el niicleo de tono maés claro.
En la tltima imagen de la secuencia, este nticleo se descompone en otros dos,
dando lugar a las cuatro clases resultantes de aplicar el algoritmo.

En la figura 4.9 se muestra la representacion 3D de la segmentacion con
cuatro clases. En ambas se aprecia claramente la proximidad de las clases,
que se extienden a lo largo de una de las diagonales del espacio. En la ima-
gen de la izquierda se muestra el conjunto original de puntos; la de la derecha
muestra los puntos tras la segmentacién. Cada uno de ellos se ha coloreado
con la tonalidad asociada al valor de la media de la clase a la que pertene-
ce. A pesar de la proximidad de las clases, el algoritmo es capaz de separar
correctamente cada una de ellas.

4.3.4. Experimento 3

Para finalizar los experimentos de segmentacién de imédgenes en color,
en la figura 4.10 mostramos algunos resultados de para imagenes diferentes
con tamafios de 189 x 189 pixeles, lo que supone un conjunto de 35,721 ob-
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Figura 4.10: Resultados en segmentacién de imagenes en color. La primera columna
representa las imédgenes originales. El resto de columnas muestran los resultados
obtenidos para diferentes umbrales de gausianidad.



4.4. Criterio de parada basado en longitud minima 111

servaciones. La primera columna muestra la imagen original, mientras que
las columnas dos y tres muestran la imagen segmentada resultante con un
umbral de gausianidad incremental.

Como en los casos de Baboon y Lenna, cuanto menor es el umbral, mayor
es el ndmero de ntcleos generados por el algoritmo y por tanto, mayor el
ntimero de planos de color detectados en la imagen. Para la representacion
de las mismas no se ha empleado ningtn tipo de post-proceso, mostrandose
todas las imagenes tal cual han sido generadas por el algoritmo. Cada punto
de la imagen original ha sido etiquetado con el color representado por la
media de la clase a la que pertenece en el espacio RGB, es decir, los valores
de rojo, verde y azul, resultando el color promedio de la totalidad de puntos
de la imagen a los que representa.

Cada fila muestra la imagen original y dos resultados de segmentaciéon
con umbral de gausianidad decreciente. Durante la ejecucién de las pruebas
se ha empleado el método de estimacién de entropia basado en ventanas de
Parzen con una seleccién de 1000 observaciones para determinar el valor de
entropia de cada nicleo y el umbral de verosimilitud se ha fijado en 0,01. Las
imagenes pertenecen a la base de datos de la Universidad de Berkeley para
segmentacién de imagenes y deteccion de bordes [ |

4.4. Criterio de parada basado en longitud minima

A continuacién se muestran los resultados obtenidos con nuestra técnica
empleando como criterio de seleccién del orden del modelo los principios de
longitud de descripcién minima y mensaje minimo introducidos en el tema
anterior.

4.4.1. Mezcla artificial de cuatro clases solapadas

En el primero de los experimentos del apartado realizamos una compara-
cién de los resultados obtenidos en el problema de estimacién de densidad de
probabilidad para cada uno de los tres criterios para la mezcla de cuatro n-
cleos con nticleos solapados. La imagen de la figura 4.11 muestra la evolucién
de la funcién de energia para diferente ntimero de ntcleos. La linea vertical

discontinua muestra el ndmero 6ptimo de ntcleos (cuatro en esta ocasiéon).
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5 Evolucién de la funcion de coste: MDL
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Figura 4.11: Representacion de la evolucién de la funcién de coste para la mezcla
de 4 ndcleos solapados (arriba izquierda). El criterio basado en MDL (arriba dere-
cha) muestra un crecimiento mayor de la funcién de energia cuando se sobrepasa el
numero 6ptimo de niicleos que MMDL (abajo izquierda) y MML (abajo derecha).

Los tres criterios muestran un comportamiento similar mientras el niimero
de nucleos es inferior al 6ptimo, con un pronunciado descenso. Sin embargo,
una vez sobrepasado el valor 6ptimo este comportamiento cambia: El criterio
MDL estandar muestra un ascenso monétono, mientras que MMDL y MML
presentan un minimo local para k = 6 y un crecimiento menos pronunciado.
Este efecto es todavia mds apreciable en el caso de MML.

En cualquier caso, puesto que el algoritmo comienza con un sé6lo ntcleo
y en los 3 criterios el descenso hasta el 6ptimo es monétono, los resultados
obtenidos son idénticos, fijindose en todos ellos K = 4.
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4.4.2. Mezcla artificial de cinco clases distanciadas

En la figura 4.12 mostramos la evolucion de las 3 funciones de coste para
un ejemplo de mezcla en el que existe gran distancia entre la mayor parte de
las clases, salvo en dos de ellas que se encuentran relativamente préximas.
En este caso, nuevamente existe un descenso pronunciado para un orden de
modelo entre 1y 5, para comenzar luego un ligero ascenso. Exceptuando el
criterio MDL cldsico, en los otros dos aparecen igualmente minimos locales,
llegando incluso el criterio MML a generar un minimo absoluto de la funcién
para k = 10. No obstante, el hecho de comenzar con un sé6lo ntcleo, permi-
te utilizar igualmente los 3 criterios obteniendo el mismo resultado para el
orden del modelo: K = 5.

Tal y como apuntan otros autores [ 11 1,
el criterio MDL penaliza en mayor medida que MMDL o MML la apariciéon
de nuevos componentes en la mezcla, resultando valores de la funcién cri-
terio mayores cuando el ntiimero de ntcleos crece. No obstante, puesto que
el algoritmo propuesto recorre la funcién criterio por la izquierda del 6pti-
mo y como en el caso anterior los 3 criterios presentan una tendencia cla-
ramente descendente, todos ellos pueden ser empleados como criterio para
la seleccién del orden del modelo. Ademés, el coste espacial se reduce al al-
macenamiento tinicamente de los dos tiltimos modelos de mezcla generados:
el actual con k ntcleos y el anterior, con £ — 1 ntcleos y que sera el orden
correcto del modelo cuando crezca el valor de la funcién.

4.4.3. Segmentacion de imagenes en color

Por dltimo, hemos comprobado el funcionamiento de los criterios basa-
dos en longitud minima para el problema de la segmentacién de imagenes
en color. En las pruebas realizadas, ninguno de los tres criterios empleados
introduce la suficiente penalizacién como para que el valor de la funcién de
coste comience a incrementarse. Como en experimentos anteriores, se produ-
ce un rapido descenso inicial, pero a partir de ese momento el descenso es
progresivo sin llegar a alcanzar un minimo absoluto en ejecuciones de hasta
30 clases. La figura 4.13 mostramos la evolucién de la funcién para el ejemplo
de la imagen de las cebras, asi como la imagen segmentada resultante con 30
clases.
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Figura 4.12: Representacion de la evolucién de la funcién de coste para una mezcla

de 5 ntcleos distanciados (arriba izquierda). El criterio basado en MML (abajo dere-

cha) presenta un minimo absoluto en k£ = 10, aunque puesto que el primer minimo

local se produce para k = 5, el resultado obtenido es el mismo que para MDL clasico

(arriba derecha) y MMDL (abajo izquierda).
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Figura 4.13: Segmentacion de 30 clases de la imagen de las cebras (izquierda). Evo-
lucién de la funcién de coste con criterio MDL (el més restrictivo) (derecha). A pesar
del elevado nimero de ntcleos la funcién no inicia el ascenso.

La explicacion a esta situacion debemos encontrarla en que estamos repre-
sentando con una mezcla gausiana un conjunto de datos cuya distribucién no
lo es. Por ello, a medida que se incrementa el nimero de componentes de la
mezcla, el incremento de la verosimilitud tiene mayor peso que la componen-
te de penalizacién introducida en la funcién criterio y la funcién no alcanza
el minimo a pesar de que el nimero de componentes es muy elevado.

Resultados similares se obtienen en [Liang ¢f a/., 1992] en el contexto de
la segmentacion de imdgenes radioldgicas en gris 1-D. Aunque asintética-
mente para valores elevados de n la longitud 6ptima de cédigo para cada
pardametro real es 1/2log(n) [Schwarz, 1978], los autores comprueban expe-
rimentalmente que se obtienen mejores resultados para su problema en par-
ticular empleando 5/2 como factor. En nuestro caso, en el que la dimensién
es superior y los datos tienen una mayor variabilidad, ese factor tampoco es
suficiente para que la funcién deje de decrecer con un ndmero reducido de
ntcleos, obteniendo resultados més satisfactorios con un factor de 10.

La imagen de la figura 4.14 muestra la evolucién de la funcién de coste

para el criterio MDL original, con factor de 5/2 y factor de 10 para el expe-
rimento realizado con la imagen de las cebras. Sélo en el caso del factor de
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Figura 4.14: Representacion de la evolucién de la funcién criterio MDL estandar
(verde), MDL factor 5/2 (azul) y MDL factor 10 (rojo). Dependiendo del factor de
penalizacién incluido el niimero 6ptimo de ntcleos es diferente. Incluso éste no se
alcanza para el factor 1/2 de MDL estandar.
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penalizacion de 5/2 y 10 se produce un incremento de la funcion criterio tras
alcanzar el minimo. Este valor se obtiene para 13 y 4 ntcleos respectivamen-
te. Para la solucién de cuatro nicleos, la segmentacion resultante emplea dos
variedades de gris para representar las cebras y dos de verde para el fondo,
incrementdndose progresivamente el niimero de tonalidades para la solucién
de 13 ntcleos y para la de 20. Desde un punto de vista subjetivo, una solucién
de 4 nucleos seria suficiente para captar la mayor parte de la informacién de
la escena, por lo que entendemos que es precisamente ese factor el que mejo-
res resultados ofrece para nuestro problema en particular.

En cualquier caso, determinar el factor asociado al término que represen-
ta el peso en los criterios de longitud minima es similar a especificar un um-
bral y depende de los datos. Por tanto, para la segmentacion de imagenes
a color, preferimos emplear como criterio de parada del algoritmo el grado
de gausianidad en lugar de cualquiera de las funciones criterio descritas en
el capitulo anterior. De este modo, se puede obtener un ntimero de ntcleos
variable dependiendo del grado de gausianidad exigido al modelo y de la
propia naturaleza de la imagen. Por supuesto, también serfa posible especifi-
car un namero de ndcleos a priori y detener el algoritmo cuando se alcance
dicho ntimero, obteniendo la solucién éptima para el nimero de elementos
fijado gracias a la forma en la que se introducen nuevos componentes a la

mezcla.
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Capitulo 5

Conclusiones y desarrollos
futuros

Como finalizacién del trabajo llevamos a cabo una revision de las prin-
cipales conclusiones obtenidas tras los experimentos realizados asi como las
ampliaciones y los aspectos mejorables que forman parte de nuestro trabajo

futuro.

5.1. Conclusiones

En este trabajo hemos presentado un nuevo algoritmo basado en EM para
el ajuste de un modelo de mezcla gausiana a un conjunto de datos. La técnica
permite ademds seleccionar el nimero éptimo de componentes del modelo
empleando para ello dos criterios, uno basado en entropia y otro basado en
criterios de informacién como el principio de Longitud de Descripcion Mini-
ma y sus variantes. El proceso comienza con un sélo ntcleo y tras lograr la
convergencia del algoritmo EM, se aplica un criterio basado en la entropia
asociada a la densidad de probabilidad de cada uno de los ntcleos que la
forman, que permite decidir cual de ellos debe descomponerse en otros dos.
La entropia se ha mostrado como una medida muy adecuada para estimar el

119
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grado de normalidad o gausianidad asociado a un conjunto de datos. Segin
el segundo teorema de Gibbs, una distribucién gausiana maximiza la entro-
pia sobre todas las distribuciones no gausianas de igual varianza. Por otra
parte, para una distribucién normal podemos calcular de forma analitica el
valor de la entropia. Por ello podemos averiguar el grado de normalidad de
una distribucién, comparando la medida real obtenida a partir de los datos
con la maxima tedrica, que se obtendria en el caso de que los datos hubieran
sido generados por una distribucién normal. Puesto que pretendemos ajus-
tar los datos con un conjunto de ntcleos gausianos, podemos comenzar con
un conjunto reducido de ellos (normalmente uno) y emplear la medida ante-
rior para determinar las zonas en las que aparece bimodalidad en oposicién a
normalidad, e incluir un nuevo ntcleo que ajuste en mejor medida los datos
de su vecindad.

El método converge en unas pocas iteraciones y se ha comprobado que es
adecuado para estimacion de densidad de probabilidad, tanto para distribu-
ciones que se encuentran muy alejadas en el espacio como para las que pre-
sentan un importante grado de solapamiento, asi como para reconocimiento
de patrones y segmentacién no supervisada de imagenes en color.

Puesto que el algoritmo comienza con un sélo nicleo, cuyos valores ini-
ciales de media y covarianza vienen dados por el conjunto inicial de datos
en su totalidad, no es sensible a la inicializacién, evitando la posibilidad de
convergencia a un méximo local del algoritmo EM clasico. Ademas, el crite-
rio de introduccién de nuevos ntcleos de forma dindmica, en las zonas en las
que los datos estan peor ajustados, elimina otro de los problemas clasicos del
algoritmo EM, derivado de la imposibilidad de que un ntcleo se desplace
por el espacio de observaciones cuando los datos estdin muy separados. La
inicializacién adecuada de los valores de media y covarianza de los nuevos
nucleos, desplazandose en las direcciones de méxima variabilidad de los da-
tos, permite obtener una rdpida convergencia en los pasos EM ejecutados a
continuacion de la division.

Proponemos la utilizacién de dos técnicas diferentes para la estimacion
de la entropia: el método denominado plug-in, basado en Ventanas de Par-
zen emplea parte de los datos para estimar la densidad de probabilidad y el
resto para estimar la entropia. Este método es adecuado para problemas de
baja dimensionalidad con gran cantidad de datos y muestra una comporta-
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miento robusto ante la presencia de falsos positivos. La segunda técnica se
basa en las propiedades asintéticas de los Entropic Spanning Graphs que per-
miten realizar una estimacion de la entropia de Renyi. El método no permite
la estimacién directa de la entropia de Shannon, por lo que hemos desarro-
llado una técnica que permite estimar esta tltima a partir de la primera. A
este método de estimacién de entropia se le denomina non plug-in, pues no
requiere una estimacién previa de la densidad de probabilidad. El método
es adecuado para situaciones en las que el conjunto de observaciones es li-
mitado, o bien perteneciente a un espacio de dimensionalidad elevado. En
el primero de los casos, la escasez de observaciones no permite estimar de
forma precisa la densidad de probabilidad, mientras que en el segundo, el
curso de la dimensionalidad puede hacer igualmente insuficiente el niimero
de observaciones para estimar dicha densidad. Por el contrario, la necesidad
de calcular el Minimal Spanning Tree asociado al conjunto de datos, hace a es-
ta técnica menos robusta ante la presencia de outliers. Este tiltimo problema
podria solventarse empleando la variante -MST del algoritmo que permite
rechazar los puntos no pertenecientes a la distribuciéon durante el proceso de
construccién del drbol.

Como criterio de parada del algoritmo empleamos proponemos dos téc-
nicas. La primera de ellas basada en la diferencia en promedio de las entro-
pias reales y tedricas de los componentes de la mezcla a la que denominamos
umbral de gausianidad. Esta medida estd normalizada con valores entre cero
(méxima gausianidad) y uno (ausencia absoluta).

El criterio de gausianidad es mds versétil que fijar de antemano el name-
ro de clases. Por ejemplo, en un contexto de segmentacién de imagen, se po-
dria asumir que en una secuencia de imdgenes del mismo entorno, el umbral
de gausianidad deberia permanecer casi constante, mientras que el niimero
de ntcleos podria ser diferente en cada secuencia. Aunque se podria usar
el namero de colores, la introduccién de nuevos componentes de la técnica
propuesta se realiza dindmicamente, evitando caer en minimos locales.

El segundo criterio de parada estd basado en el principio de longitud mi-
nima, tanto de descripcién (MDL) como de mensaje (MML), empleado tradi-
cionalmente a lo largo de la literatura como criterio de seleccién del orden del
modelo. A partir de una funcién de energia que penaliza la inclusién de un
nimero excesivo de componentes a la mezcla es posible detener el proceso
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de descomposicion de nticleos en K + 1 iteraciones, con K el nimero 6ptimo
de ntcleos. Ambos planteamientos muestran un descenso pronunciado de la
funcién de energia en el intervalo comprendido entre el nicleo inicial y el
numero Optimo, para comenzar posteriormente un ascenso progresivo. Esta
caracteristica permite detener el proceso sin el inconveniente de recorrer todo
el conjunto de valores posibles de k, que requieren otras técnicas anteriores.
El criterio se ha mostrado adecuado para problemas de estimacién de den-
sidad de probabilidad asociada a un conjunto de datos, pero no asi para la
segmentacion de imagenes en color, en la que las versiones estandar de am-
bos criterios no penalizan lo suficiente la funcién de energfa y el incremento
en verosimilitud tiene mayor peso que que la penalizacién por introduccion
de nuevos componentes. Debido a esto, la funcién no alcanza un minimo en
un ntimero de iteraciones razonable. Variaciones del peso asociado al térmi-
no de penalizacién proporcional a logn permiten alcanzar el minimo, pero
creemos que para este tipo de problemas es mas adecuado emplear el gra-
do de gausianidad como criterio de parada, puesto que los datos a ajustar no
son verdaderamente gausianos. En este sentido, el umbral de gausianidad es,
en cierto modo, el nivel de semejanza de los datos con unos verdaderamente

gausianos.

5.2. Desarrollos futuros

Si bien el algoritmo se ha comportado de forma robusta en los experi-
mentos realizados, hay algunos aspectos que podrian ser mejorados y que
planteamos como desarrollos futuros.

En primer lugar, la estimacion de la entropia por la técnica del MST pre-
senta una sensibilidad a la presencia de falos positivos que provoca una es-
timacién menos precisa de la entropia en situaciones de escasa gausianidad.
Este problema puede ser solucionado con la implementacion de la variante
K-MST [ ] que permite la eliminacién de los puntos no
pertenecientes a la distribucion.

En cuanto a la estimacion de la entropia por el método de las Ventanas de
Parzen, el ajuste del ancho 6ptimo requiere un descenso por gradiente para
determinar el ancho mas adecuado. Este proceso es costoso computacional-
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mente y podria acelerarse si se encontrara una forma distinta de establecer
este ancho que no precise un procedimiento iterativo y permitiera igualmen-
te una estimacién precisa de la entropfa.

Los criterios de parada del algoritmo basados en Longitud Minima se
comportan adecuadamente para problemas de estimacién de densidad de
probabilidad o clasificacién, pero no para segmentacion de imagenes en co-
lor. Serfa interesante derivar una modificacién del principio MDL o MML que
fuera adecuado para este tipo de problemas y presentara un minimo claro de
la funcién criterio para un niimero de niicleos no excesivamente elevado.

Por dltimo, aunque el algoritmo es capaz de determinar el orden correc-
to del modelo y ajustar adecuadamente los pardmetros para un problema
determinado, lo hace para una dimensionalidad especificada previamente.
Cuando el niimero de dimensiones es elevado, la complejidad del algoritmo
aumenta, siendo més costoso tanto estimar la entropia como ajustar los pa-
rametros del modelo. Una mejora interesante serfa tratar de estimar ademas
el conjunto de dimensiones que permite realizar un ajuste 6ptimo. La mayor
parte de los algoritmos de seleccién de caracteristicas se emplean en proble-
mas de clasificacion supervisada, en los que existe informacién acerca de las
clases existentes. Para el caso no supervisado, han sido utilizados métodos
basados en reduccion de dimensionalidad o extraccién de caracteristicas, co-
mo PCA (Principal Component Analysis, Transformada de Karhunen-Loeve o
SVD (Singular Value Decomposition) [ I

Mads recientemente han aparecido propuestas basadas en la selecciéon
de las caracteristicas mds importantes a partir de algtn criterio, como en
[ o[ ] que llevan a cabo una ordenacién de
las caracteristicas a partir de un criterio basado en entropia y la selecciéon del
mejor subconjunto a partir de una funcién criterio. Si consideramos cada ca-
racteristica como una variable aleatoria, su entropia serd maxima cuando la
densidad de probabilidad sea uniforme. En ese caso ademas, dicha caracte-
ristica serd de escaso o nulo valor a la hora de clasificar los datos. La idea es
sencilla, si denominamos C' al conjunto completo de caracteristicasy c; y c2 a
dos de las caracteristicas pertenecientes al conjunto anterior, podemos com-
parar la entropia de C' — ¢; con la entropia de C' — ¢y, es decir, eliminamos
alternativamente del conjunto ¢; y cz. Si la entropia resultante de eliminar ¢;

es mayor que la obtenida tras eliminar cy, entonces c; es mds importante que
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c2 pues si la eliminamos los datos se distribuyen de manera mas uniforme.
Por tanto, disponemos de un criterio para ordenar las diferentes caracteristi-
cas seglin su importancia.

El problema radica en la introduccién de este criterio en algoritmo desa-
rrollado, pues aunque siguiendo con la filosoffa del mismo, se podria plan-
tear un proceso comenzando con el menor ntimero posible de caracteristicas,
la comparacién entre las soluciones obtenidas para diferentes dimensiones

no es un problema trivial y requiere un importante trabajo de investigacion.



Apéndice A

Produccioén cientifica

En este apartado resumiremos la produccion cientifica de esta tesis. Dis-

tinguimos entre publicaciones internacionales y proyectos.
A.1. Publicaciones internacionales

A. Pefalver, ].M. Saez, E. Escolano, An Entropy Maximization Approach to Op-
timal Model Selection in Gaussian Mixtures, In: Sanfeliu A., Ruiz-Shulcloper J.
(eds.): Progress in Pattern Recognition, Speech and Image Analysis, 8th Ibe-
roamerican Congress on Pattern Recognition (CIARP’03), Havana, Cuba, No-
vember 2003. Lecture Notes in Computer Science, Vol 2905, Springer-Verlag,
Berlin Heidelberg New York (2003). 432-439.

En este articulo se propone el criterio basado en entropia para determinar
la calidad del ajuste de una mezcla con un determinado ntimero de nticleos.
Si esta medida queda por debajo de un umbral, denominado de gausianidad,
el nicleo con peor valor de la misma es descompuesto en otros dos. Para la
determinacién de los parametros de los nuevos nticleos introducidos se em-
plea una técnica heuristica. La estimacion de la entropia se realiza mediante
un método plug-in basado en ventanas de Parzen. Los resultados de la técni-
ca propuesta son comparados con los obtenidos con el algoritmo EM clésico,
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para el caso de estimacién de densidad de probabilidad asociada a los datos
y reconocimiento de patrones.

J.M. Séez, A. Pefialver, E. Escolano, Compact Mapping in Plane-Parallel Environ-
ments Using Stereo Vision, In: Sanfeliu A., Ruiz-Shulcloper J. (eds.): Progress
in Pattern Recognition, Speech and Image Analysis, 8th Iberoamerican Con-
gress on Pattern Recognition (CIARP’03), Havana, Cuba, November 2003.
Lecture Notes in Computer Science, Vol 2905, Springer-Verlag, Berlin Hei-
delberg New York (2003). 659-666.

En este articulo se utiliza una implementacion bésica de los modelos de
mezcla gausiana en 1-D para estimar los principales planos 3D del entorno
(paredes, suelo y techo) en tareas de navegacion de robots. Asumiendo que
el robot se mueve en un entorno plano-paralelo, a partir de la orientacién de
las normales y la posicion relativa de los puntos captados con una cdmara
estéreo, se realiza una clasificaciéon de los mismos como perteneciente a una
de las clases anteriores. Posteriormente, se ajusta un plano 3D a cada grupo

y se mapea la textura a partir de la informacién de apariencia.

A. Penalver, E. Escolano, ].M. Saez, Color Image Segmentation Through Unsuper-
vised Gaussian Mixture Models, In: ].S. Sichman et al. (Eds.): Progress in Pattern
Recognition, Speech and Image Analysis, 10th Ibero-American Artificial In-
telligence Conference (IBERAMIA’06), Riberao Preto, Brazil, October 2006.
Lecture Notes in Artificial Intelligence, Vol 4140, Springer-Verlag, Berlin Hei-
delberg New York (2006). 149-158.

En esta publicacion se presenta la aplicacién del algoritmo EBEM a la seg-
mentacién de imagenes en color. Para este tipo de problemas, el umbral de
gausianidad puede ser utilizado para determinar la cantidad de clases o co-
lores diferentes que aparecen en una imagen. Ademads, la técnica heuristica
inicial para la determinacién de los valores de los nuevos pardmetros tras
descomponer un ntcleo de la muestra es reemplazada por otra basada en la
descomposicion de las matrices de covarianza de cada ntcleo, con la restric-
cién de que los dos primeros momentos estadisticos asociados a cada ntcleo
se mantengan antes y después del proceso de division.
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A. Penalver, FEscolano, ].M. Sdez, EBEM: an Entropy-based EM Algorithm for
Gaussian Mixtures, Proceedings on IEEE International Conference on Pattern
Recognition (ICPR 2006). Hong Kong, China, August 2006.

En esta publicacion se presenta una nueva técnica para la estimacion de
la entropia catalogada dentro de los métodos non plug-in. A partir de la es-
timacion del Minimal Spanning Tree asociado al Entropic Spanning Graph del
conjunto de observaciones, se obtiene una estimacion de la entropia de Renyi
de orden «. La técnica original no permite la estimacién directa de la entro-
pia de Shannon (o = 1) a partir de este valor, por lo que se desarrolla un
nuevo método que, estudiando el comportamiento de la funcién en el limite

(cuando a@ — 17), permite calcular el valor de la entropia de Shannon.

A. Penalver, E. Escolano, ].M. Sdez, Two Entropy-based Methods for Learning
Unsupervised Gaussian Mixture Models, In: D.-Y. Yeung et al. (Eds.): Progress in
Pattern Recognition, Speech and Image Analysis, 6th International Workshop
on Statistical Pattern Recognition (SPR-SSPR’06), Hong Kong, China, August
2006. Lecture Notes in Computer Science, Vol 4109, Springer-Verlag, Berlin
Heidelberg New York (2006). 649-657.

En esta publicacion se realiza una comparaciéon del funcionamiento del
algoritmo propuesto EBEM para las dos técnicas de estimacién de entropia
expuestas anteriormente: método plug-in basado en ventanas de Parzen y non
plug-in basado en la estimacién del minimal spanning tree asociado a los da-
tos. Se realizan experimentos de estimacién de densidad de probabilidad,
reconocimiento de imagenes y segmentaciéon de imagenes en color. De los
experimentos realizados se concluye en que casos es mas recomendable em-

plear una u otra técnica.



128 Apéndice A. Produccién cientifica

A.2. Proyectos

Grupo de investigacién en Visién y Robética (RVG), Mapeado con Robots Mo-
viles usando Técnicas de Vision Activa (MAP3D). Financiacion: Ministerio de
Ciencia y Tecnologia (MCYT TIC 2002-62792). Investigador Principal: F. Es-
colano Ruiz. 01/12/2002-01/12/2005.

Los resultados del trabajo presentado en esta tesis doctoral se han emplea-
do en el desarrollo de este proyecto de subvencién ptblica, llevado a cabo por
el Grupo de investigacién en Visién y Robética de la Universidad de Alican-
te. Cabe destacar que en esta tesis inicamente presentamos la investigacion
realizada por el autor de la misma en el &mbito del proyecto. El proyecto
en si es mucho mds amplio, y ha sido desarrollado por diez investigadores
a tiempo completo. En [ | se aplican los resultados inicia-
les de seleccién del ntiimero 6ptimo de ntcleos en la mezcla para problemas
de clasificacién no-supervisada. Posteriormente, en [ 1,
[ Iyl ] se aplican los resultados del
algoritmo de clustering modificado para segmentacion basada en color. El al-
goritmo se basa en modelos de mezclas gaussianas determinando de forma
automatica el nimero 6ptimo de clusters mediante aplicacion de la teorfa de
la informacion y se realizan los primeros experimentos para la estimacion de

la pose del robot.
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