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� Ĥ ���� ����	����� hν(n + 1/2)� �� �
����� x̂2Ψn � �����	� ��� �� �

�����!

x̂2Ψn = x̂(x̂Ψn) = x̂

⎛
⎝√

n

2α
Ψn−1 +

√
n+ 1

2α
Ψn+1

⎞
⎠

=

√
n

2α

⎛
⎝
√
n− 1

2α
Ψn−2 +

√
n

2α
Ψn

⎞
⎠+

+

√
n+ 1

2α

⎛
⎝
√
n+ 1

2α
Ψn +

√
n+ 2

2α
Ψn+2

⎞
⎠ , ��"�

����� ������#�� �


x̂2Ψn =

√
n(n− 1)

2α
Ψn−2 +

2n+ 1

2α
Ψn +

√
(n+ 1)(n+ 2)

2α
Ψn+2. ��$�

%�������! �
� p̂2Ψn! �� �� ���� ��� ��&� ����� �� ���

p̂2Ψn = ih̄p̂

⎛
⎝−

√
αn

2
Ψn−1 +

√
α(n+ 1)

2
Ψn+1

⎞
⎠

= −h̄2
(
−
√
αn

2

)⎛
⎝−

√
α(n− 1)

2
Ψn−2 +

√
αn

2
Ψn

⎞
⎠+

−h̄2

√
α(n+ 1)

2

⎛
⎝−

√
α(n+ 1)

2
Ψn +

√
α(n+ 2)

2
Ψn+2

⎞
⎠ , ��'�

����� �����

p̂2Ψn = − h̄2α

2

(√
n(n− 1)Ψn−2 − (2n+ 1)Ψn +

√
(n+ 1)(n+ 2)Ψn+2

)

��(�

(

Page 6 of 29AUTHOR SUBMITTED MANUSCRIPT - EJP-103112.R1

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60 A

cc
ep

te
d 

M
an

us
cr

ip
t



��� �� ��� ����� 	���
�� �� ���
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+
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+
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+
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��		��� �����"�
�� ��"�� & ��� �'�� ����� ����"�	� ���� ��� �&�"� ����������

���� ��� �$�
��� ��� �����&�
�� ���� ���� ��������� ����	 ���� ����� �	��
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������ 
� ����

�	� �	����������� )� ��� ��	����
�� 	� '���
�
�� 	�����	���

〈Ψn|Ĥ|Ψm〉 = 〈Ψm|Ĥ|Ψn〉∗ , �!*�

���� �� Ψn ��� Ψm ��� �
��������
	�� 	� Ĥ �
�� �������
�� ���� �
%������

���� �
��������� En ��� Em�

Em 〈Ψn|Ψm〉 = En 〈Ψm|Ψn〉∗ . �!+�

,
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�� ����� �� 	

������ ��	�

〈Ψm|Ψn〉∗ = 〈Ψn|Ψm〉 , ���

�� ��	�

Em 〈Ψn|Ψm〉 = En 〈Ψn|Ψm〉 , ���

	�
 ���������

(Em − En) 〈Ψn|Ψm〉 = 0. ���

�� Em 	�
 En 	�� 
�������� �� ���� ������
� ��	�

〈Ψn|Ψm〉 = 0. ���

��� �� ��� � ��� ��	� 	�! Ψn �� ����	��"�
# �� ��� $%# �� �� ���� ��

〈Ψn|Ψn〉�

〈Ψn|Ψn〉 =
√
2α

n
〈Ψn|xΨn−1〉 −

√
n− 1

n
〈Ψn|Ψn−2〉 , �&�

'��� 	� Ψn 	�
 Ψn−2 	�� �����(��	��

〈Ψn|Ψn〉 =
√
2α

n
〈Ψn|xΨn−1〉 =

√
2α

n
〈xΨn|Ψn−1〉 . ���

)�� �� ��� $%# &���

〈Ψn|Ψn〉 =
√
2α

n

⎛
⎝√

n

2α
〈Ψn−1|Ψn−1〉+

√
n+ 1

2α
〈Ψn+1|Ψn−1〉

⎞
⎠ . ���

�(	��� 	� Ψn+1 	�
 Ψn−1 	�� �����(��	��

〈Ψn|Ψn〉 = 〈Ψn−1|Ψn−1〉 , �*�

�
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�� ����� �� 	
�
��
� ���������� �� ���� 
�������� �
 �		��
 ��

〈Ψn|Ψn〉 = 〈Ψ0|Ψ0〉 . ����

��
 �	���������
 
��
��������� �� ��	����
�� �� �	��
� �� ���
����  � ���

��
	
��	


〈Ψn|Ψn〉 = 1, ��!�

����� ������
� ��
 �	��� ���� ��
 
��
���������� �� ��
 ��	����� �������	

���
� �� "�# �$� ��	� �� �	�����	�� �
�#

��� �����	
��	� ��
	���

%
��
��
	�&� ���
	������ 	
����� ��	 ��
 �������� ��� ���
���� ��
	���	�

����
� ����

ΔxΔp ≥ h̄

2
, ��'�

��
	


Δx =
√
〈x2〉 − 〈x〉2 ��(�

Δp =
√
〈p2〉 − 〈p〉2. ��$�

��
 
��
�������� ���
� 〈x〉� # # # � 〈p2〉 �	
 ������
� �	�� ��
 ��	����
�

���
 �������� Ψ �
��	����� ��
 ����
��

〈x〉 = 〈Ψ|x̂|Ψ〉 = 〈Ψ|x̂Ψ〉 �)*�

〈x2〉 = 〈Ψ|x̂2|Ψ〉 = 〈Ψ|x̂2Ψ〉 �)+�

〈p〉 = 〈Ψ|p̂|Ψ〉 = 〈Ψ|p̂Ψ〉 �),�

〈p2〉 = 〈Ψ|p̂2|Ψ〉 = 〈Ψ|p̂2Ψ〉 . �)��

+*

Page 10 of 29AUTHOR SUBMITTED MANUSCRIPT - EJP-103112.R1

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60 A

cc
ep

te
d 

M
an

us
cr

ip
t



����� �� ����	 ��� 
��������� ������� ��� ��� ������
������� �� ��� �������

���������� Ψ = Ψn�

�� ����� �� ����
���� 〈x〉 �� ���� �� ��� �����

〈x〉 =
√

n

2α
〈Ψn|Ψn−1〉+

√
n+ 1

2α
〈Ψn|Ψn+1〉 , �  �

�!� �������� ��� ������������� �� Ψn� �� ���

〈x〉 = 0. � "�

#�� 〈x2〉� �� 
���� ��� �� � �! �	��� ���� ���
�� ��� ��� �������������

�� Ψn� �� ���

〈x2〉 = 2n+ 1

2α
. � $�

%�������� �� 
���� ���� ��&� �! ��$�� �� �����

〈p〉 = 0 � '�

〈p2〉 =
h̄2α(2n+ 1)

2
. � (�

�� �����
!� ���

ΔxΔp = h̄
(
n+

1

2

)
≥ h̄

2
, � )�

����� ����� ���� ��� 
��������� ��������

��� ������ 	
����

*�� +���� �������,)- ����� ���

〈
x
dV

dx

〉
= 2 〈T 〉 , �"��

��
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����� V ���������� ��� �	����
�� ����� 	� ��� ������ ��� T 
�� �
���
�

������ �	� ��� ����	�
� 	��
����	��

T =
1

2m
p2 ����

V =
1

2
kx2, ����

��� �� 〈
x
dV

dx

〉
= 〈x kx〉 = 2 〈V 〉 , ����

��� �
�
�� ���	��� ����� ��� �	��

〈V 〉 = 〈T 〉 . ����

��� � ������
	�� ���!�� 	� V ��� T �	� ��� �
���!���
	� Ψn ��� ����
��

�	��!��� ��	� "#�� ��$� ��� ��%�

〈V 〉 =
1

2
k 〈x2〉 = k

4α
(2n+ 1) ����

〈T 〉 =
1

2m
〈p2〉 = h̄2α

4m
(2n+ 1), ��$�

��� ���
� 
��	 ���	!�� "#�� ��%�&��'� �� 	(��
�

〈V 〉 = 〈T 〉 = hν

2

(
n+

1

2

)
, ��)�

��
�� ����� �
�� ��� �
�
�� ���	����

��� ������	
� ����

��� ����	�
� 	��
����	� �
���!���
	�� Ψn ��� (� !��� �	 �	��� ��� �
(��*

�
	��� ������ 	� �
��	�
� �	���!���+��� �$,� -��!�
� ���� ��� ����� 	� ���

��
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���������� 	
���� ����� �
� 
���������� 	
����� 
� �
����� � ����������
�

����

�� ���� ��� Ψn′′ � ��� Ψn′ 
� ����
		�� ����������

〈Ψn′′ |x|Ψn′〉 �= 0. ����

��
� ������ 
� ���� ��� ���� �� ������
�! ��������� 	
�� 
� ���"���	�����

Δn = n′ − n′′ = ±1. ��#�

��� ����� 
� 
���	
�� ���� $%& ��'��

〈Ψn′′ |x|Ψn′〉 =
√

n′

2α
〈Ψn′′ |Ψn′−1〉+

√
n′ + 1

2α
〈Ψn′′ |Ψn′+1〉 , ��'�

��
��� �( �� ����!����
( �� �� �
!��)������ 
�  ��� ������ n′′ = n′ − 1

�Δn = +1� �� n′′ = n′ + 1 �Δn = −1�&

� �������	���

��� ������
�! �������
��� ��� �� 	���� ���� �
� ����&

• * 
� ����
��� � ��
� �� �
!������
��� �� �� ������
� ���
�����

�
��� ��)
�! � ��� +���
� ���(���
���� �( ����� �� �� ����������

����
�� ����� 
� $%& �#�&

• * 
� ���( ���� ������
�� ,&-� � ���)� �� ���� ������
)� ����
���

��� 
�	��	 �
!������
��� �� �� ������
� ���
�����&

• * 
� �
���� ��	 ���!��� ��
�! �� ������
)� �������
�� �������	 
�

�
� ����� � ���)� ���( �� �� (�
��� �.���
��� �����	 � �� ������
�

���
����� ���� ����	 
� �.�����&

�-
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• ��� ��� ��	 
� ����� ��� ������ 
� ���	� �� ����� ������� ���

���� ��� ���� �������	���	��� ��� ���� �� ����	 �	 ����	��� ���

� ���������� 	
 Ψn

�	 ��� �� ���� ��� �  � !� !��� "�� ��� ������	

αxΨn +Ψ′n =

(
αx+

d

dx

)
Ψn =

√
2αnΨn−1, n ≥ 0, �# �

!���� �� ����� 	����

$� n = 0� !� ������ �	 ��� ��������	 �� Ψ0 ����	 �	 ��� ����

αxΨ0 +Ψ′0 =

(
αx+

d

dx

)[(
α

π

)1/4

e−αx
2/2

]
= αxΨ0 − αxΨ0 = 0, �#%�

!���� ����� !��� ��� �# �

$� n > 0� !� ������ �	 ��� ��������	 �� Ψn ��� ��� ����

αxΨn +Ψ′n =

(
αx+

d

dx

)⎛
⎝
√
2α

n
xΨn−1 −

√
n− 1

n
Ψn−2

⎞
⎠

= αx

⎛
⎝
√
2α

n
xΨn−1 −

√
n− 1

n
Ψn−2

⎞
⎠+

+

√
2α

n
Ψn−1 +

√
2α

n
xΨ′n−1 −

√
n− 1

n
Ψ′n−2

=

√
2α

n
x
(
αxΨn−1 +Ψ′n−1

)
−

−
√
n− 1

n

(
αxΨn−2 +Ψ′n−2

)
+

√
2α

n
Ψn−1. �#&�

'�� ���� �	 ���	������ �� ��� n−1 �	� n−2 ��"	������ �� αxΨn+Ψ′n�

'��� �"������ ��� "�� �� ������������ �	
�����	 ( !� ���"�� ���� ��� �# �

 )
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���� ���� ��	��
 �	� n − 1 ��
 n − 2� ��
 ��� ������� ��� �� ��� ����

��	� �� �	� n = 1� 	��� αxΨ0 +Ψ′0 �� ���
�
��

αxΨn +Ψ′n =

√
4α2(n− 1)

n
xΨn−2 −

−
√
2α(n− 1)(n− 2)

n
Ψn−3 +

√
2α

n
Ψn−1. ����

��� �� ������� �� ����� 	� xΨn−2� ����� ��� 	�����
 ��	� ��� � !��

αxΨn +Ψ′n =

√
4α2(n− 1)

n

⎛
⎝
√
n− 2

2α
Ψn−3 +

√
n− 1

2α
Ψn−1

⎞
⎠−

−
√
2α(n− 1)(n− 2)

n
Ψn−3 +

√
2α

n
Ψn−1

= (n− 1)

√
2α

n
Ψn−1 +

√
2α

n
Ψn−1 =

√
2αnΨn−1, ��"�

����� �#���� ��� ��� �� �� $� �	����
�� �� �� �	#�� 	� ����������

��
���	�� �� ��� �� � �� ��� �	� ��� n ≥ 0% &�	� �� ���� n = 0 �� ���

��	�� �� ���� n = 1� ��	� n = 0 ��
 n = 1 �� ��� ��	�� �� ���� n = 2�

��
 �	 	��

$� ��� ��� �� � 	 #� �� 
�������� 	� Ψn�

Ψ′n =
√
2αnΨn−1 − αxΨn, ����

��
� ���� ��������# �� ����� 	� xΨn ��	� ��� � !�� �� 	���� ��� �  ��

Ψ′n =
√
2αnΨn−1 − α

⎛
⎝√

n

2α
Ψn−1 +

√
n+ 1

2α
Ψn+1

⎞
⎠

=

√
αn

2
Ψn−1 −

√
α(n+ 1)

2
Ψn+1. ��'�

 "
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� �������	�
��� �� Ψ0

�� ���� ����� ��	� 
��
 
�� �	�����
�
� ���������
�� Ψ0 ����� �� ��� ���

�� �	�������� ��
 �� ����
� 
�� �	����
 〈Ψ0|Ψ0〉 

〈Ψ0|Ψ0〉 =
√
α

π

∫ ∞

−∞
e−αx

2

dx. �!"�

#�� ��
��	�� ���� ��� �� 	�����$ ���� �� ���$ 
����� � ��
��	��� %&'( ��
 

�	 
�� ���� � �����
����� �� ���� ����
� �
 ��	�� �� �)�	��� �
 �� 
�	��

� � 
������������ ��
��	�� 

∫ ∞

−∞
e−αx

2

dx =

√(∫ ∞

−∞
e−αx2 dx

)(∫ ∞

−∞
e−αy2 dy

)
�!��

=

√(∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−α(x2+y2) dx dy

)
, �'*�

����� �� ��� �������$ +	�
 �$ ����� ����� ������	�
�� 

∫ ∞

−∞
e−αx

2

dx =

√∫ ∞

0

∫ 2π

0
e−αr2 rdr dϕ =

√
2π

∫ ∞

0
e−αr2 rdr, �'&�


��� �$ 
�� ������ � ��	����� t = αr2 

∫ ∞

−∞
e−αx

2

dx =

√
π

α

∫ ∞

0
e−t dt,=

√
π

α
[−e−t]∞0 =

√
π

α
. �',�

�� ������� 
��


〈Ψ0|Ψ0〉 = 1. �'-�

 ��� ��� ����� ��� �������� ���������
����

.� 
��� ���
�� �� ���� �	�� 
��
 ��$ ����
�� ����� �$ ��� ��� �� � �	�������

���������
�� � 
�� ��	���� ������
	 ��� ����	���$ 
��
 ��$ �	�������

&!
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�����������	� �
� �� 	��
���� �	� ��� ���� �� ���� ��� ��� �
��� 	��
�	�

����	�����

��� â ��� â† ��	
���
�

��� ������ 	 ������	
��

�������	
 	��
�	� �
� �� ������ 
�

â =
αh̄√
2m

x̂+
i√
2m

p̂ � !�

â† =
αh̄√
2m

x̂− i√
2m

p̂ � "�

��	�� ��
� â 
�� â† 
� ���
��# ������ �	 �� �������	����� 	��
�	�$ 
��

��%� �	� ��� 
�	&� �'�����	�� �# 
 �	���
���� (��
�	� â 
�� â† 
�

�
�� 	��� 
�)	�����

�� ââ† ��� â†â ��	
���
�

*�� �� 
���# ââ† �	 
� 
���
# �
&� ������	� Ψ ��	 ������
��# 
� �����+

������	� 	� Ĥ�,

ââ†Ψ =

(
αh̄√
2m

x̂+
i√
2m

p̂

)(
αh̄√
2m

x̂− i√
2m

p̂

)
Ψ

=
α2h̄2

2m
x̂2Ψ− i

αh̄

2m
x̂p̂Ψ+ i

αh̄

2m
p̂x̂Ψ+

1

2m
p̂2Ψ

=
α2h̄2

2m
x̂2Ψ+

1

2m
p̂2Ψ− i

αh̄

2m
[x̂, p̂]Ψ, � -�

�����$ �	� ��� �������	� 	� α �� ��� �.� 
�� ��� �'�����	� 	� Ĥ �� ��� ���

���	���

ââ†Ψ =
1

2
kx̂2Ψ+

1

2m
p̂2Ψ− i

αh̄

2m
[x̂, p̂]Ψ = ĤΨ− i

αh̄

2m
[x̂, p̂]Ψ. �  �

/ 
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�� ��� ����	
� 
�� ����	
�
�� [x̂, p̂] ��� 
�� �����
��� � 
�� �����
���

x̂ ��� p̂ �� ���� ��������

[x̂, p̂]Ψ = x̂p̂Ψ− p̂x̂Ψ = −ih̄x
dΨ

dx
+ ih̄

d(xΨ)

dx
= ih̄Ψ, ����

�� 
��


ââ†Ψ = ĤΨ+
αh̄2

2m
Ψ, ����

���� ��� ��� �����

ââ†Ψ = ĤΨ+
hν

2
Ψ. ����

 � Ψ �� �� ��!�
���" 	��
���� #� ����$	�� 
��


ââ† = Ĥ +
hν

2
. ����

%���$��$"� #� ��� ���&� 
��


â†â = Ĥ − hν

2
. ��'�

��� ������	
�� �� âΨ ĤΨ = EΨΨ

(�
 	� ���	�� 
��
 Ψ �� �� ��)��	��
��� � Ĥ #�
� ��)��&�$	� EΨ�

ĤΨ = EΨ Ψ. ����

(�
 	� �
	�" ��# 
�� 	��
��� âΨ �� 
��������� !" �����
�� Ĥ* #� ��&��

��� ���� ���� ��� ��'�� 
��


Ĥ(âΨ) =

(
ââ† − hν

2

)
(âΨ) = â(â†â)Ψ− hν

2
âΨ

= â

(
Ĥ − hν

2

)
Ψ− hν

2
âΨ = âĤΨ− hν(âΨ), ����

��
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�� ����� ���	 
�� ���� �� ���

Ĥ(âΨ) = (EΨ − hν)(âΨ). ���

���� 	���� ���� âΨ �� ������ ���� �� �� ������������� �� Ĥ ���� ����������

EΨ − hν�

��� �� ������ ��� ������������ �������������  ! Ψ0 ��� ��� ����������

 ! EΨ0 � ��� �������� âΨ0 ������  � �� ������������� �� Ĥ  ������� �������

��� �� 
�� ���� �� ����� ���� EΨ0 − hν �� ����������� ����� �� ����� ���

������������ �����!� ����������

âΨ0 = 0. �"�

#� �� ���! �� � ����� ���	 ���� �������� ��� 
�� �$�� ��� ������������

����������%

ĤΨ0 =

(
â†â+

hν

2

)
Ψ0 = â†(âΨ0) +

hν

2
Ψ0 =

hν

2
Ψ0. �&�

'� �������� ���� EΨ0 = hν/2� ����� ������ ���� E0 �� 
�� ���

(�)�� �� ���� *���� ���� ��� ��! �)����� ����� Ψ� âΨ ������  � �����

'� *������  ! �������������� ��� ����	� ���� ��� ��	� �)����� Ψ� âΨ = 0�

�����  ! ��*������ ��� 	���*�������� ������� ��� �� 
�� �&�� �� +�� ���

���� ��� ���������� �� Ψ ������  � ����� �� ��� ���������� E0 �� ��� �������

������ ����� �� �� ������������� ���� Ψ  ���� �� �)����� ������ '� ���������

��������� �� 
��� ��� ��� �"�� ���� âΨ �� ���� ���� Ψ �� ��� ������ ������

 �� �� �� ��� ������������� �� Ĥ ���� ���������� EΨ−hν ���� Ψ �� �� �)�����

,-
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������

ĤΨ = EΨΨ −→
{

�� Ψ = Ψ0� âΨ = 0

�� Ψ �= Ψ0� âΨ �= 0, Ĥ(âΨ) = (EΨ − hν)(âΨ)

	

�

��� ������	
�� �� â†Ψ ĤΨ = EΨΨ

���� ��� ������������� Ψ �� Ĥ� ��� �� ����� ��� ��� â†Ψ �� �����������

�� Ĥ� �� ���� ���� ���� 	
�� ��� 	
��� ����

Ĥ(â†Ψ) =

(
â†â+

hν

2

)
(â†Ψ) = â†(ââ†)Ψ +

hν

2
â†Ψ

= â†
(
Ĥ +

hν

2

)
Ψ+

hν

2
â†Ψ = â†ĤΨ+ hν(â†Ψ), 	
 �

�� ����� ���� ��� 	
!�� �� ���

Ĥ(â†Ψ) = (EΨ + hν)(â†Ψ). 	 "�

#��� ����� ���� â†Ψ �� ������ $��� �� �� ������������� �� Ĥ ���� ���������

EΨ + hν� %� ���� &��� ��'� ���� â†Ψ ������ �� $���� ��� ��������� �� ���

�� �� �� ������������� �� Ĥ�

%� ���� &������ �� �������������� ��� ������ ����� ��� ���� ���������(

���� Ψ� â†Ψ �� $����

â†Ψ = 0. 	 ��

#���� ���� ��� 	
��

ĤΨ =

(
ââ† − h̄ν

2

)
Ψ = â(â†Ψ)− h̄ν

2
Ψ = − h̄ν

2
Ψ, 	 ��

�"
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���� ��� Ψ ��	
� � �� ����	������ �� Ĥ ���� �����
	 −hν/2� �	� ���� ��

��������
 ���	� �� ��	
� � �
�� �� ���	������� �����
	 �������

�� ��� ����� � ����
	� ���� â†Ψ �� �� ����	������ �� Ĥ ���� �����
	

EΨ + hν�

ĤΨ = EΨΨ −→ â†Ψ �= 0, Ĥ(â†Ψ) = (EΨ + hν)(â†Ψ). �� �

��� �����	
���� �������������

!� ������ �� ���	������� ����	������� � ��� �� ��
� ��� ��"�� #���

�� �$������ �� â �� ��� ��%� � ��

ip̂Ψ0 = −αh̄x̂Ψ0, ��%�

�� ����� ��&��� ���� ����	�� �� '������� �� x̂ ��� p̂ �� ���� � �(�%��

dΨ0

dx
= −αxΨ0. ��)�

*�
���� ���� �������+ ��,�����
 �	����� �� ����
�

dΨ0

Ψ0

= −αx dx, ��"�

����� � ������� ��

∫ Ψ0

C

dΨ0

Ψ0

= −α
∫ x

0
x dx, ����

��� C �� �� ���������� ��������� -��� ����	���� �� ������
� � ��

lnΨ0 − lnC = −αx2

2
, ����

./
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�� ����

Ψ0 = C e−αx
2/2. ����

	
 ��� � ��
 ����
 �� C �� �������������� ��
 ��������
� 
���
����� ��

Ψ0 �� ��

 ���
���� ��

Ψ0 =
(
α

π

)1/4

e−αx
2/2, �����

 ���� �!�

�  ��� ��
 
���
����� !��
� �� "#� ����

$� �� ��������� �� ���
 ���� Ψ0 ��% �� �� � ������������� ��������% ��


���� �������
 �������� �� "#� �&'�� ���� �
��� ���� ��
 !����� ����
 �� ���(

�
!
�
���
�

��� �����	
����	 	��	����	�

	
 ���
 �

�% �� "#� �&)�% ���� ��
 !�����(����
 
�!
�����
 �� E0 = hν/2% ���

 
 ���
 ����
� �� ����
����� *�+ ���� �� �� ���(�
!
�
���
� ,
� �� 
��
��

���� ����� �� 
����
�(����
 
�!
�����
��

,
� �� �
!��  ��� ��
 !�����(����
 
�!
��������� Ψ0%  ���� ������

ĤΨ0 =
hν

2
Ψ0. �����

��
�% ��������! �� "#� ��-�% â†Ψ0  ��� �
 �� 
����
� 
�!
��������� �� Ĥ  ���


�!
�����
 3hν/2%

Ĥ(â†Ψ0) =
3hν

2
(â†Ψ0), ���.�

���% �� n ����
����
 ������������ �� ��
����� â† ��
� Ψ0%  
  ��� �����
 ��

ĤΨn = EnΨn, En = hν
(
n+

1

2

)
, Ψn = (â†)nΨ0, n = 0, 1, · · · , ���-�

..
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���� ��� Ψn = (â†)nΨ0 �� �� ��	��
������ 
 Ĥ ���� ��	������� hν(n+ 1/2)�

���� �	���� ���� ��� ��������� ��	�������� 
 ��� ������� �������� 	����

�� ��� ����

�����	 ����� ���� hν(n + 1/2)� ���� n � �����	����� ����	��� �� ��

��	������� 
 Ĥ� �� �� ���� � ���� ���� � ����� ���� ���� hν(n+1/2)

�� �� ��	�������� ��	����� ����	�� ������ 
 n ��� �� 
 ��� ��������  ������

���! ���� !���� ��	��������  ��� ��� 	���� ������ ����� �� � ����� "�� ��

��! �� �������	�� ������ 
 n� ��� ������ ���� ����� �� �� �#�����������

��	��
������ Ψ ���� �� ��	������� EΨ ������  ������ En ��� En+1�

En < EΨ < En+1. �$%&�

�� �� ����! ��� â ������ � Ψ n ������ � 	��� �������	 � ��� �''�� ��

��	��
������ ânΨ ���� ��	�������

EânΨ = EΨ − nhν, �$%��

����� �� ����� � �� ��� 	���� ������

E0 < EânΨ < E1. �$%(�

)� EânΨ �� � �� ��� 	���� ������ ��� ��	��
������ ânΨ �� �� �#����� ������

���� �������	 � ��� �''�� �
 �� ����! â �� ��� ����� �� ���� 	�� ��

��	��
������ ân+1Ψ ���� �� ��	�������  ��� ��� 	����������� ����� �� ���

���� ��� �����
��� ��� ��! ���� �� ��	�������� 
 ��� ������� ��������

��� ���� 	����  ! ���� ����

*+
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�� ���� ���� �� �	
������ ��� ���� ��� ��	�������� �� ��������������

�� ���� ���� ���� ���� ������� ������ ��� ��� �������������� �� ���� ���

���� 
� ������������ ��� ���	�� ���� ��� ���� ������� ����� �� �����������

���� �� ������	������ Ψ1 ��� Ψ̄1 ���� ��� ���� ��������	� E1 = 3hν/2�

Ψ1 ��� Ψ̄1 �	�� 
� �������� ������������

Ψ̄1 �= kΨ1, �� !"

�� ��� ������� k� #���� �� ����� ��� â ������ � 
�� Ψ1 ��� Ψ̄1�

��� 
����� �������� � $%� �&&"� ��� ���������� ������	������ âΨ1 ���

âΨ̄1� 
�� ���� ��������	� E0 = hν/2� ����� �������� � ��� ��	�� ������

'������ �� ��� ��	�� ����� �� �������������� âΨ1 ��� âΨ̄1 �	�� 
� ��������

���������� ���� ���

âΨ̄1 = kâΨ1 �� &"

�� ��� ������� k� #� �� ����� ��� â† ������ � 
�� ����� � ����

��������

â†âΨ̄1 = kâ†âΨ1, �� ("

	�� $%� �&)"� (
Ĥ − hν

2

)
Ψ̄1 = k

(
Ĥ − hν

2

)
Ψ1, ��� "

��*� ��� ���	�� ���� 
�� Ψ̄1 ��� Ψ1 ��� ������	������ � Ĥ ���� ������

���	� 3hν/2� (
3hν

2
− hν

2

)
Ψ̄1 = k

(
3hν

2
− hν

2

)
Ψ1, ����"

��� ������ ��

Ψ̄1 = kΨ1, ���)"

)+
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����� �� �� ����	
������� ���� �� ������ ���	���	�� ��� �	�� ������� ��
��

Ψ1 ���� �� ����������	
��� �� �
� ��� 	� �
� ���  	��� ��	 Ψ2� ���� ��	

Ψ3� 
�� �� ��� �� ����!��� ��
� 
!! ��� ��
��� �� ��� �
	����� ����!!
��	 
	�

����������	
���

��� �����	
���
�

"�#�� 
� ������������� Ψn� �� $���� �	�� �� �%%� 
�� �&'�� ��
� âΨn 
��

â†Ψn 
	� ��� �������������� ��		�� ������ �� ��� �����#
!��� En−1 
�� En+1�


�� ���	���	� ����!� �� 	�� ����#�!(  	� �	����
! �� Ψn−1 
�� Ψn+1�

âΨn = KnΨn−1 ���'�

â†Ψn = K†
nΨn+1, ���)�

���	� Kn 
�� K†
n 
	� �����
��� ����� ��
� K†

n �� ��� ��� *
�+����, �� Kn�

��� ��� �����
�� ��		�� ������ �� â†�� �� �
� ��� ��� ��� #
!��� �� �����

�����
��� �( 
������� ��
� 
!! ��	�� Ψn� Ψn−1� 
�� Ψn+1 
	� ��	�
!�-���

.�� �� ��� ��� 〈âΨn|âΨn〉 ���� ��� ��! �� ��� �%/� 
�� �0��

〈âΨn|âΨn〉 = 〈Ψn|â†â|Ψn〉 =
〈
Ψn

∣∣∣∣∣ Ĥ − hν

2

∣∣∣∣∣Ψn

〉
= hνn, ���0�

���	� �� �
#� ���� ��� �
�� ��
� Ψn �� ��	�
!�-��� 1� ��� ����	 �
��� ��

�
� 
!�� ��� ��� ���� �	
�$�� �( ��
�� �� �� ���'��

〈âΨn|âΨn〉 = K2
n 〈Ψn−1|Ψn−1〉 = K2

n, ���2�

�� ��
�� �( ��
���� ��� ���  	�#���� ��
������ �� ���

Kn =
√
hνn. �����

/0
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�� ������� �	
	���� ��� K†
n� ��� ��	�� ���� ���� ��� ����

〈â†Ψn|â†Ψn〉 =
〈
Ψn

∣∣∣∣ (â†)† â†
∣∣∣∣Ψn

〉
= 〈Ψn|ââ†|Ψn〉

=

〈
Ψn

∣∣∣∣∣ Ĥ +
hν

2

∣∣∣∣∣Ψn

〉
= hν(n+ 1), �����

���� ���
 ��� ������

〈â†Ψn|â†Ψn〉 =
(
K†

n

)2
, �����

� 	� �	!�� ��

K†
n =

√
hν(n+ 1). ��"#�

$�

	�� ���

âΨn =
√
hνnΨn−1 ��"��

â†Ψn =
√
hν(n+ 1)Ψn+1. ��""�

%��� � �� ��� � � ������ ����� Ψ0� ��� ������	�� �� ��� ����� âΨ0 � ���� ��

&���� � 	� ������ �	� ��� ��"���

��� ����� �� �	
 �
����
�
 �
�����

'� ��
����� � � ���	!��	�� �� � �  ��
��	� ���	������ �����	���� ��  �!� ��

���!� � � ���������� �����	�� ��� Ψn �	!�� 	� ��� ���� (	��� �� �)����� � �

���	�	�� �������� x̂ 	� ���
� �� � � ��������� â ��� â†� � 	� 	� ���	� ����

� ��*	�� 	��� ������� � �	� ��+�	�	�� 	� ���� �,��-�,���

x̂ =

√
m

αh̄
√
2
(â+ â†), ��".�

"/

Page 26 of 29AUTHOR SUBMITTED MANUSCRIPT - EJP-103112.R1

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60 A

cc
ep

te
d 

M
an

us
cr

ip
t



��� ����� �	 
���� � ���� ������������ �� ����	 �� �� Ψn−1�

x̂Ψn−1 =
√
m

αh̄
√
2

(√
hν(n− 1)Ψn−2 +

√
hνnΨn

)
, n > 0. �����

����� ��
 ��� ��������� � α �� ��� ����

√
m

αh̄
√
2

√
hν =

√
2πνmh̄

αh̄
√
2

=

√
2πνm

h̄

α
√
2

=

√
α

α
√
2
=

1√
2α

, ��� �

�� ����

x̂Ψn−1 =
1√
2α

(√
n− 1Ψn−2 +

√
nΨn

)
, n > 0. ���!�

�����" ����� �##�����" �� ��� �$�� x̂ = x� �� �����	 "��

Ψn =

√
2α

n
xΨn−1 −

√
n− 1

n
Ψn−2, n > 0, ���%�

���#� ���&�� ��� �'��

����������

(�) *������ +� ,#��-� ������� ��	
���	�� .#/���01���� ,��"������ �����

�������� �'!��

(�) 2��3�� 2����04����3�5�� 6������ 7�3� ��� 8���#9 *���:� �������

��	
���	�� &��3
� �� ;���	� ��� <��9� �'%%�

($) *��3� =�3���" ��� �� 6��"�� ;������ >�� ������	���� �� ������� ���

	
���	� ���
 �����	������ �� �
�������� 7�&��� ��� <��9� �'� �

(�) 7�&�� 6��
� ������� �
����� 7�&��� ��� <��9� �'�'�
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