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Mirar profesionalmente el pensamiento matematico sobre fracciones a

través de una trayectoria de aprendizaje

P. Ivars; C. Fernandez; A. Buforn

Departamento Innovacion y Formacion Diddctica

Universidad de Alicante

RESUMEN

Una competencia que los maestros deben desarrollar es mirar profesionalmente las situaciones de ensefianza-
aprendizaje en el aula, y en particular, el pensamiento matematico de los estudiantes. Esta competencia es
conceptualizada como tres destrezas: identificar los elementos matematicos relevantes en las respuestas de los
estudiantes, interpretar la comprension de los estudiantes, y fundamentar las decisiones de accion en funcion de
la comprension. En el disefio de los modulos de ensefianza, en la formacion de maestros, se potencia el
desarrollo de esta competencia y usamos las trayectorias de aprendizaje como modelo tedrico que ayuden a los
estudiantes para maestro a centrar su atencion en aspectos importantes de la comprension de los estudiantes de
educacion primaria. Entendemos trayectoria de aprendizaje como un camino hipotético por el que los aprendices
pueden progresar en su aprendizaje. En esta comunicacidén presentamos el disefio de un moédulo de ensefianza
para la formacion de maestros de educacion primaria, y describimos las caracteristicas de las tareas disefiadas

para el desarrollo de esta competencia, en el caso particular del esquema fraccionario.

Palabras clave: formacion de maestros, esquema fraccionario, mirada profesional, trayectoria de aprendizaje,

modulo de ensefianza.
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1. INTRODUCCION

Los acontecimientos que se desarrollan en una clase ocurren de manera simultanea,
superponiéndose unos a otros y los docentes tienen que ser capaces de focalizar su atencion y
discriminar entre las acciones relevantes para la ensefianza y las que no lo son en base a su
criterio (Sherin y van Es, 2005). Siguiendo esta perspectiva, desde los programas de
formacion se defiende la necesidad de favorecer el desarrollo de habilidades en los docentes
que les permitan trabajar con una mayor flexibilidad, atendiendo a las necesidades cognitivas
del alumnado mientras se esta impartiendo una leccion (van Es y Sherin, 2002).

El desarrollo de esta flexibilidad estd vinculado a la toma de consciencia de los
sucesos acaecidos en el aula y a la manera en que se deben manejar las situaciones de
ensefianza aprendizaje. Mas alld de ser un experto en la materia que se imparte, un buen
docente necesita ser consciente de lo que ocurre a su alrededor para conducir la clase de
manera efectiva (Mason, 1998). Por tanto, es necesario que los docentes adquieran
habilidades que les permitan determinar e identificar las situaciones de aula importantes para
el correcto desarrollo de las competencias del alumnado.

Con el objeto de dar respuesta a esta necesidad en los docentes se ha desarrollado una
linea de investigacion internacional que ha identificado como una competencia docente
importante mirar profesionalmente las situaciones de aula (professional noticing) para dar
respuestas eficaces en el seno de la clase, mediante la toma de decisiones pedagdgicas y con
la capacidad de adaptar estas decisiones a una situacion concreta que surja en mitad de la

instruccion y que no puede ser previamente planificada.

1.1 La competencia mirar profesionalmente

Mason (2011) postulé que mirar profesionalmente es “un movimiento o un cambio en
la atencion” (p. 45) y caracterizé diferentes maneras en las que la gente es capaz de atender: 1)
Holding holes implica atender a algo pero sin discernir detalles, ii) Discerning details implica
atender a los detalles descomponiéndolos, subdividiéndolos para establecer distinciones, iii)
Recognizing relationships implica establecer relaciones entre los distintos detalles discernidos
anteriormente, iv) Perceiving properties consiste en ser consciente de las relaciones
particulares entre diferentes situaciones como ejemplos de propiedades y v) Reasoning in the

basis of agreed properties implica utilizar las propiedades justificadas anteriormente para
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convencerse a uno mismo y a los demas a partir de razonamientos basados en definiciones y
axiomas.

Esta perspectiva subraya la importancia de identificar los aspectos relevantes en las
situaciones de enseflanza-aprendizaje (discerning details) e interpretarlos (recognising
relationschips) en funcidon de las referencias teoéricas previas (perceiving properties) que
respaldaran las decisiones de accion que se tomen. Esta conceptualizacion de la competencia
mirar profesionalmente pone de manifiesto la importancia de la interpretacion como
instrumento que guia la comprension de como los profesores usan su conocimiento en la
practica de sus labores profesionales (Llinares, 2013).

Numerosas investigaciones previas han identificado contextos que ayudan a los
profesores a desarrollar la competencia mirar profesionalmente (Coles, 2013; Llinares y
Valls, 2010; Santagata, Zanonni y Stigler, 2007; Sherin y van Es, 2005; van Es y Sherin,
2002, 2008, 2010). Nuestro estudio, enmarcado en esta linea de investigacion, se centra en el
desarrollo de los procesos de atencion de los estudiantes para maestro hacia la comprension
de los estudiantes. En este sentido, investigaciones previas han demostrado que cuando los
profesores en formacion focalizan su atencion en las trayectorias de aprendizaje de los
estudiantes, en un dominio matematico concreto, desarrollan una mayor capacidad para tomar
decisiones de accion (Son, 2013; Wilson, Mojica y Confrey, 2013). En este contexto, las
trayectorias de aprendizaje de los estudiantes (Battista, 2012) pueden ayudar a los estudiantes
para maestro a identificar los objetivos de aprendizaje de su alumnado, a anticipar e
interpretar el pensamiento matematico de los estudiantes y a dar respuesta utilizando una
instruccion apropiada (Sztajn, Confrey, Wilson y Edgington, 2012).

De esta manera, centraremos nuestra investigacion en como los estudiantes para
maestro aprenden a mirar profesionalmente el pensamiento matematico de los estudiantes en
el dominio de las fracciones. Para ello, hemos disefiado un entorno de aprendizaje que ayude
a promover el desarrollo de una mirada profesional en los estudiantes para maestro, a través
de una trayectoria de aprendizaje de los estudiantes de educacion primaria sobre el esquema

fraccionario.
1.2 Una trayectoria de aprendizaje del esquema fraccionario

Una trayectoria de aprendizaje es un camino hipotético por el que los aprendices

pueden progresar en su aprendizaje y consta de tres componentes: un objetivo de
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aprendizaje, unas actividades de aprendizaje y la descripcion de un proceso de
aprendizaje: en nuestro caso los niveles de desarrollo del esquema fraccionario (Battista,
2011; Simon, 1995).

Nuestra trayectoria de aprendizaje sobre el esquema fraccionario se ha caracterizado
teniendo en cuenta los estudios empiricos sobre el desarrollo del pensamiento de los
estudiantes sobre fracciones (Battista, 2012; Steffe, 2004; Steffe y Olive, 2010). El primer
componente de esta trayectoria de aprendizaje sobre el esquema fraccionario es decir, el
objetivo de aprendizaje, se deriva del curriculum de educacion primaria: dar sentido a la
idea de la fraccion y su interpretacion como parte-todo, para comprender el significado de las
operaciones de fracciones. Esta meta de aprendizaje pone de manifiesto la necesidad de lograr
adquirir dos aspectos clave: a) la transicion desde el significado intuitivo de dividir en partes
congruentes hasta la idea de fraccion como parte-todo teniendo en cuenta diferentes
representaciones y b) la construccion del significado de las operaciones con fracciones.

Por lo que respecta a los niveles de desarrollo del esquema fraccionario, hemos
considerado seis diferentes niveles de comprension (Figura 1) de los estudiantes de educacion
primaria (Battista, 2012; Steffe, 2004; Steffe y Olive, 2010) sobre la base de los elementos
matematicos representados en la Figura 2.

En relacion a las actividades de aprendizaje disefiadas para apoyar a los estudiantes
en la transicion desde los niveles iniciales hasta los niveles superiores en el desarrollo del
esquema fraccionario, se han considerado tareas de:

* Reparto equitativo de cantidades continuas
* Representar e identificar parte de un todo (discreto/continuo, y en la recta numérica)
» Considerar fracciones propias e impropias, y
* reconstruir el todo
* Comparar fracciones: ordenar fracciones, determinar qué fraccion es mayor
* Reconocer/construir fracciones equivalentes
+ Situaciones de suma/resta de fracciones como contexto para dotar de sentido a las
operaciones (no necesariamente al algoritmo)
» Situaciones para dotar de sentido la multiplicacion de un entero por una fraccion,

multiplicacion de fracciones y division de fracciones (division de natural por fraccion)
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Figura 1. Caracteristicas de los niveles de desarrollo en la trayectoria de aprendizaje

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

- No reconocen que las - Reconocen que las - Identicican y representan

partes en una fraccién paries pueden ser fracciones encontextos

deben ser congruentes diferentes en forma pero discretos
congruentes en ralacion

- Reconocen que una parie se
con &l todo

puede dividir en oiras partes
5 IdEI-It[EC.EIJ] ¥ representan - Al comparar fracciones son
fracciones en un contexto capaces de reconocer la

contmuo relacion inversa entre el

- Comienzan a utilizar mmero de partes y el tamafio
algunas fracciones de cada parte
unitarias como una - Pueden utilizar una parte (no

unidad iterativa necesariamente la fraccion
unitaria) como una unidad
iterativa

Nivel 6 SNIVELS Nivel 4
- Resuelven - Resuelven problemas

Shﬂbolicaﬂ?&ﬂ,t’? aritméticos sencillos con
problemas aritméticos ayuda de una guia
identificando patrones .

- Comprenden por qué
funcionan los
algoritmos de calculo
con fracciones, y
pueden usar dibujos - Comienzan a tener una
para Expﬁc_ar s C-erﬁ-‘ﬂﬁiéﬂ Iﬂtllltl‘«ﬂ dE].
funcionamiento cdlculo con fracciones a

nivel simbolico y pueden
justificar de forma grafica
lo que hacen

Figura 2. Elementos matematicos

Del significado intuitivo de dividir en partes congruentes )
a la idea de la fraccion como parte-todo J

las partes han de ser congruentes. Pueden ser diferentes en su forma pero
congruentes en relacion al todo

* una parte puede dividirse en otras partes
* considerar una parte como una unidad iterativa,
+ relacion inversa entre el numero de piezas y el tamafio de cada parte

Construccion del significado de las operaciones con )
fracciones

las partes deben ser congruentes para unirse o para separarse
* repetir una fraccion para construir una fraccion, “n veces a/b”
* fraccion como una operador "a/b de c/d"

 division como medida "cuantas veces cabe a/b en B" o " cuantas veces
cabe a/benc/d"

FEl resto en una division de fracciones
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Tras la presentacion del disefio de nuestra trayectoria de aprendizaje sobre fracciones,

acometeremos, en el siguiente apartado, la presentacion del disefio del entorno de aprendizaje.

2. EL DISENO DE UN ENTORNO DE APRENDIZAJE PARA LOS ESTUDIANTES
PARA MAESTRO

El entorno de aprendizaje se ha disefiado a través de seis sesiones de 2 horas cada una
(Figura 3).

En las dos primeras sesiones se introducen los elementos matematicos relevantes a
través de la resolucion y el andlisis, por parte de los estudiantes para maestro, de actividades
de educacion primaria sobre fracciones. Como por ejemplo, actividades de representacion y
de identificacion de fracciones propias e impropias en un contexto continuo o discreto o
actividades de reconstruccion de la unidad (Figura 4) y con el visionado y discusion de
diferentes videoclips en los que se pueden observar las estrategias utilizadas por estudiantes
de primaria y las dificultades que presentan a la hora de resolver actividades sobre fracciones
en diversos contextos. El objetivo de estas tareas es ayudar a los estudiantes para maestro a

focalizar su atencion sobre los elementos matematicos que intervienen en las tareas de

fracciones.
Figura 3. Distribucion de las sesiones del modulo
Modulo fracciones
|
[ T T T I 1
I Sesion 1 ‘ I Seﬁﬁn!‘ I Seﬁﬁn3‘ I Sesion 4 ‘ l Sesion 5 ‘ I Seﬁénﬁ‘
| [ | | [
Introduccién | || Introduccién Trayectoria | || Resolucién
de elementos de elementos de tll"t;-l
matematicos matemiticos Aprendizaje pmfessmn:l
Eesolucion Visionado de Presentacion y )
actividades video-clips desarrollo El casode
EP. Francesca
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Figura 4. Ejemplos de actividades sobre fracciones que resolvieron y analizaron los estudiantes para maestro

Encontrar una parte de un todo. 000000
a) ¢Cuantos puntos son 2/3 del conjunto dado? 000000
OOOOOO
Encontrar un todo desde una parte
. s 00
a) El conjunto de puntos es 3/8 del total. ;Cuantos puntos son el total? O 00
Encontrar una parte de otra parte
a) Ana se comio 2/3 de un pastel. Queda lo siguiente (Coémo de grande

era el pastel?

El objetivo de la tercera sesion es discutir la trayectoria de aprendizaje del esquema
fraccionario en el aula (proporcionada en un documento tedrico). El objetivo de las sesiones
4, 5y 6 es que los estudiantes para maestro aprendan a interpretar el pensamiento matematico
de los estudiantes teniendo en cuenta la trayectoria de aprendizaje y propongan decisiones de
accion que ayuden a los estudiantes de educacion primaria a progresar en la trayectoria de
aprendizaje. De esta manera, se pide a los estudiantes para maestro que den respuesta a tres
tareas profesionales (casos de aula) que siguen la misma estructura. En primer lugar, se
describe el contexto del aula. En segundo lugar, se presenta la resolucion de tres estudiantes
diferentes (situados en diferente nivel de la trayectoria de aprendizaje). Finalmente los
estudiantes para maestro tienen que responder a cuatro preguntas utilizando la informacion de
la trayectoria de aprendizaje sobre el esquema fraccionario proporcionada en la sesidon

anterior.

* Describe la tarea en funcion del objetivo de aprendizaje: ;cudles son los elementos
matematicos que el resolutor debe usar para resolverlo?

* Describe como ha resuelto cada pareja de estudiantes la tarea identificando como
han utilizado los elementos matematicos implicados y las dificultades que han
tenido con ellos

* (En qué nivel de la Trayectoria de Aprendizaje situarias a cada pareja? Justifica tu

respuesta
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* Define un objetivo de aprendizaje y propon una actividad (o modifica la propuesta
inicialmente por Jalia) para ayudar a sus alumnos progresar en la comprension de las
fracciones segun la Trayectoria de Aprendizaje prevista
Estas preguntas se centran en la atencion, de los estudiantes para maestro, sobre los

aspectos relevantes de las respuestas de los estudiantes identificando los elementos
matematicos relevantes (discernir detalles); en la interpretacion de estas respuestas
reconociendo las relaciones entre los elementos matematicos y el nivel de desarrollo del
esquema fraccion en relacion a la trayectoria de aprendizaje y en la toma de decisiones de
ensefianza que ayuden a los estudiantes de primaria a progresar en la trayectoria de
aprendizaje.

Presentamos a continuacion una de las tres tareas profesionales que forman parte del entorno
de aprendizaje, la que corresponde al caso de aula donde se realiza una tarea de identificacion

de fracciones (Figura 5).

2.1 Tarea de identificacion de fracciones

Figura 5. Tarea de identificacion de fracciones (Adaptada de Battista, 2012)

1. (;Qué figura representa %?
[ =

O o ] EEE o2

a L _"_.i];_T_j iJ =i 00O

Mientras que los estudiantes realizan las actividades Julia va pasando por las mesas
observandoles. Al observar como los diferentes grupos estan resolviendo la actividad Julia se
da cuenta que usan los elementos matemdticos del concepto de fraccion de manera
sistematica lo que le permite identificar aquellos que les crean dificultades.

La respuesta de Victor y Xavi

Julia: ¢ Cudl es vuestra respuesta?

Victor: Mmmm, bueno nosotros creemos que la figura A, B C y D representan tres-
cuartos.

Julia: Xavi, ;jtu estds de acuerdo con Victor?

Xavi: Si, creo que si porque A, B, Cy D son 3 partes de 4 sombreadas, es decir tres-
cuartos

Julia: JEstdis todos de acuerdo?

La respuesta de Joan y Tere
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Joan: Nosotros no, sefio (Joan forma equipo con Tere)

Julia: ¢ Qué pensdis vosotros?

Tere: Nosotros creemos que la figura B y D son tres cuartos porque estan divididas
en cuatro partes iguales y hay tres sombreadas. Las figuras A y C tienen 3
partes de 4 sombreadas, pero las partes no son iguales...

Julia: ;Y la figura E? ;Qué pensdis de la figura E?

Joan: La figura E no son tres cuartos porque si te fijas estan divididos en 24 partes
iguales y hay pintadas 18.

Tere: Eso es, no son tres-cuartos.

Julia: Entonces la F ...

Joan y Tere: .... Tampoco, eso son 6 cuadrados sombreados

Julia: ¢ Estais todos de acuerdo con la respuesta de Joan y Tere? ;Hay alguien que

lo haya pensado de manera diferente? ;Félix y Alvaro qué han hecho?

La respuesta de Félix y Alvaro

Feélix: Bueno... si. La A, B C y D son como dicen ellos (Joan y Tere), lo que pasa es
que la E lo hemos hecho de otra manera...

Julia: ;Como? Explicanoslo

Alvaro: Bueno... mmmm pues asi, mira. Si te fijas cada linea tiene 6 cuadritos, es decir

son todas iguales, y como hay 3 lineas sombreadas de las 4 pues entonces son
tres cuartos. Ademads... para la F también son tres cuartos porque si haces asi
(agrupando los cuadros de 2 en 2), obtienes 4 grupos de 2 cuadros, y de esos 4
grupos, 1,2 y 3 (serialando a la vez que cuenta cada grupo sombreado) estdan
sombreados, que son tres grupos sombreados de los cuatro que tenemos

Sl

En esta tarea los estudiantes para maestro deberian ser capaces de identificar, en

primer lugar, los elementos matematicos que intervienen en la misma:

Estas son actividades de reconocimiento/identificacion de fracciones propias (f<1)
(interpretacion de la fraccidon como parte-todo). Se presentan varias representaciones
de la unidad (un circulo, rectangulo, y fichas) y dos fracciones propias.

En la actividad 1, en dos representaciones (A y C) las partes no son congruentes, y en
B y D si lo son. La inclusion de estas representaciones en la actividad tiene como
objetivo determinar la comprension de los estudiantes de que las partes deben ser
congruentes. (En la actividad 2, A, B y C son congruentes y D, y E no son
congruentes).

En la actividad 1, la inclusion de las representaciones E y F, dan la posibilidad de que
los estudiantes movilicen la idea de que una parte puede ser dividida en otras
partes/ considerar un grupo de partes como una parte (en la actividad 2, esto se
pone de manifiesto en las representaciones C y F)

En relacion con las respuestas de los estudiantes, cada pareja se sitiia en un nivel de la

trayectoria de aprendizaje. Asi, Victor y Xavi se encontraban en el primero nivel de la
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trayectoria, Joan y Tere en el segundo nivel y Félix y Alvaro en el tercer nivel. Las

caracteristicas que muestran sus respuestas se observan en la Tabla 1.

Tabla 1. Caracteristicas de las respuestas de los estudiantes

Actividad 1 (fraccion %) Victory | Joany Félix y
Xavi Tere Alvaro

Las partes deben ser congruentes. NO S S

Una parte puede estar dividida en otras partes /

considerar un grupo de partes como una parte. NO NO SI

Una vez que los estudiantes para maestro habian identificado el nivel donde se
encontraba cada pareja en relacion a la trayectoria de aprendizaje, debian definir un objetivo
de aprendizaje y proponer una tarea que ayudara a los alumnos a progresar en el desarrollo del
esquema fraccion (trayectoria de aprendizaje). Por ejemplo, para la pareja Xavi y Victor se les
podia ayudar a progresar del nivel 1 al nivel 2 de la trayectoria de aprendizaje.

Un posible objetivo de aprendizaje seria: reconocer que el todo esta formado por
partes congruentes y que las partes en que se divide un todo pueden ser diferentes en forma
pero deben ser congruentes. Una posible tarea que puede ayudar a desarrollar este objetivo de
aprendizaje es: con hojas de papel del mismo tamafio pedir a los alumnos de educacion
primaria que la doblen de diferente manera, teniendo en cuenta que los dobleces tienen que

ser iguales animando a los estudiantes a explicar sus argumentaciones a los companeros.

3. REFLEXION FINAL

Este entorno de aprendizaje estd disefiado para desarrollar la atenciéon de los
estudiantes para maestro hacia la comprension de sus alumnos en el dominio del esquema
fraccionario y por tanto ayudarles a desarrollar la competencia docente mirar
profesionalmente el pensamiento matematico de los estudiantes. Se ha utilizado una
trayectoria de aprendizaje del esquema fraccionario como referencia tedrica que puede ayudar
a los estudiantes para maestro a identificar los objetivos de aprendizaje de su alumnado, a
interpretar el nivel de comprension de sus estudiantes (en nuestro caso el nivel de desarrollo
del esquema fraccionario) y a dar respuesta utilizando una instruccion apropiada que ayude a
los estudiantes de educacion primaria a progresar en su comprension. Nuestra hipdtesis es que

este tipo de conocimiento les permitira trasladarse desde comentarios evaluativos, basados en
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la correccion o incorreccion de las respuestas de los estudiantes, a comentarios interpretativos
basados en las evidencias observadas tras la observacion de las caracteristicas de los
elementos matematicos importantes evidenciados en las respuestas de los estudiantes.
Finalmente, consideramos que este entorno de aprendizaje ayudara a los estudiantes para
maestro a disefiar y proponer actividades coherentes con la forma en que comprenden los

estudiantes de educacion primaria.
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