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Resumen: El objetivo de este estudio es caracterizar la evolucion de los niveles
de éxito y de las estrategias empleadas por estudiantes de Educacion Primaria
(edad 6-12 afos) cuando resuelven problemas de estructura multiplicativa. Los
resultados muestran que los estudiantes de 6-8 anos emplearon mayoritaria-
mente estrategias de modelizacién y conteo, pero a partir del tercer curso la es-
trategia mas empleada fue el algoritmo. Sin embargo, el uso del algoritmo no
implico una disminucion de las estrategias incorrectas y vino ligado a la aparicion
de una estrategia incorrecta: el uso del algoritmo inverso. Estos datos sugieren
que la introduccién del algoritmo en la resolucion de problemas multiplicativos
conlleva la disminucion del uso de otras estrategias correctas que implicaban
una comprension adecuada de la situacion, pero no conllevan una mejora en la
comprension de dichas situaciones.
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Problemas de estructura multiplicativa

Abstract: The aim of this study is to characterize the evolution of the levels of
success and strategies used by primary school students (6-12 years old) when
solving multiplicative structure problems. Results show that students between 6-8
years old used mostly modelling and counting strategies, but after the third
course, the majority of students used the algorithm. However, the use of the algo-
rithm did not imply a decrease of the use of incorrect strategies and encouraged
the appearance of a new incorrect strategy, the use of the inverse algorithm.
These data suggest that the introduction of the algorithm to solve multiplicative
structure problems is linked to a decrease in the use of other correct strategies
that involved a proper understanding of the situation, but it does not entail an
improvement in students' understanding of these situations.

Keywords: Multiplicative structure problems, strategies, Primary Education, evolu-
tion, algorithm.

1. INTRODUCCION

En las ultimas décadas del siglo xx se llevaron a cabo varias investigaciones so-
bre resolucion de problemas aritméticos verbales, y se generaron diferentes cate-
gorias semanticas para los problemas y categorias de las estrategias de resolucion
empleadas por los nifos (Carpenter, Moser y Romberg, 1982; Castro, 2008; Greer,
1992; Nesher, 1992; Vergnaud, 1990; 1997). Estos estudios originaron diversas
perspectivas y aportaron aproximaciones conceptuales para organizar los proble-
mas aritméticos elementales. Vergnaud, introdujo la idea de campo conceptual
como un conjunto de problemas y situaciones para cuyo tratamiento resulta ne-
cesario utilizar conceptos, procedimientos y representaciones de diferente tipo
estrechamente interconectados (Vergnaud, 1983), con objeto de organizar las si-
tuaciones con estructura aditiva y multiplicativa, vistas como un conjunto de
problemas que implican operaciones aditivas (adicién, substraccion, traslacion), o
multiplicativas (multiplicacion, divisién, fraccion, razon, similitud). En cuanto a las
situaciones de estructura multiplicativa, estudios posteriores al de Vergnaud han
planteado diferentes aproximaciones que intentan organizarlas (Greer, 1992,
Nesher, 1992; Schmidt y Weiser, 1995).

Las estrategias que los ninos emplean en la resolucion de estos problemas y
los diferentes niveles de éxito alcanzados han puesto de manifiesto la dificultad
que tienen para comprender las diferentes situaciones multiplicativas (Clark y

10 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 28, NUM. 1, ABRIL DE 2016



Pere Ivars y Ceneida Fernandez

Kamii, 1996; Garcia, Vazquez y Zarzosa, 2013; Mulligan y Mitchelmore, 1997; Pe-
led y Nesher, 1988). Esta investigacion tiene como objetivo caracterizar la evolu-
cion del nivel de éxito y de las estrategias en los problemas de estructura
multiplicativa a lo largo de la Educacién Primaria (6-12 anos).

1.1. UNA CATEGORIZACION DE LOS PROBLEMAS DE ESTRUCTURA MULTIPLICATIVA

En el campo conceptual de las estructuras multiplicativas, Vergnaud (1997)
identifica tres tipos de problemas multiplicativos: 1) Isomorfismo de medidas,
problemas cuya estructura consiste en una proporcion entre dos espacios de
medidas M1 y M2; 1) Un solo espacio de medidas, problemas en los que se
establece una correspondencia entre dos cantidades y un operador escalar de-
signado por la palabra veces, y lll) Producto de medidas, problemas cuya estruc-
tura consiste en la composicion cartesiana de dos espacios de medidas M1 y
M2 en un tercero, M3.

En los problemas de isomorfismo de medidas existe una relacién entre cuatro
cantidades. En esta categoria se pueden distinguir cuatro tipos de problemas
(Vergnaud, 1997; 1983): multiplicacion, division partitiva, division medida y proble-
mas de reglas de tres (estos ultimos no seran objeto de estudio en el presente
trabajo). En los problemas de multiplicacion (figura 1a), por ejemplo: Si un kilo-
gramo de pldtanos vale 2€. ¢Cudnto valen 5 kilogramos?, se debe trasladar la
relacion entre 1y 2 a la relacién entre 5 y x para encontrar la incognita (que es
el total de objetos). En los problemas de division partitiva (figura 1b), por ejemplo:
Ferran compra 4 fichas para la feria que le cuestan 8 euros. Si todas tienen el
mismo precio, {cudnto le ha costado cada ficha? hay que encontrar el valor de
la unidad (o numero de objetos por grupo). En los problemas de division medida,
por ejemplo: Julia ha puesto los 20 Idpices de las bandejas dentro de unos botes.
Si ha puesto 4 Idpices en cada bote, dcudntos botes ha utilizado?, 1a incdgnita es
el nimero de grupos que se forman de una determinada medida (figura 1c).

Kg | Euros Fichas [ Euros Botes | Lapices
| 2 1 X | 4
5 X 4 8 X 20

Ia. Problema de multiplicacion  1b. Problema de division partitiva  I'c. Problema de division medida

Figura 1. Estructura general de problemas de isomorfismo de medidas (Vergnaud, 1997).

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 28, NUM. 1, ABRIL DE 2016 11



Problemas de estructura multiplicativa

En los problemas denominados de un Unico espacio de medidas (Vergnaud,
1997) o de comparacion multiplicativa (Nesher, 1992) aparecen dos cantidades
de una unica magnitud o espacio de medidas que se ven afectadas por un es-
calar, que normalmente viene designado por la expresion lingtistica veces. Una
de estas cantidades actua como referente y la otra como comparado, y la compa-
racion entre ambas se realiza mediante un escalar (b, figura 2). La direccién de
la comparacion puede ser veces mds quey veces menos que. La estructura ge-
neral de este tipo de problemas, en funcion de cual sea la incognita que presen-
tan, se muestra en la figura 2.

| Magmtud | I1211:n1.d | Magmtud
a
2]
X
Problema de multiplicacion Problema de division {incégnita  Problema de division (fncdgnita
{incagmita cantidad comparadal  cantidad referente) escalar)

Figura 2. Estructura general de problemas de un unico espacio de medida.

En los problemas de multiplicacién de esta categoria, por ejemplo: Para reali-
zar una pancarta la clase A utiliza 2 metros de tela. La clase B utiliza 3 veces mds
tela que la clase A. éCudnta tela utiliza la clase B?, la cantidad incognita X es una
medida (la cantidad comparada). En este tipo de problemas, cuando la cantidad
incognita X es la cantidad referente: Para realizar una pancarta la clase B utiliza
6 metros de tela. La clase B utiliza 3 veces mds tela que la clase A. éCudnta tela
utiliza la clase A?, o cuando la incdgnita es el escalar: Para realizar una pancarta
la clase A ha utilizado 2 metros de tela mientras que la clase B ha utilizado 6
metros. (Cudntas veces mds tela ha utilizado la clase B que la clase A? se gene-
ran dos problemas de dividir.

La ultima categoria, denominada producto de medidas por Vergnaud o pro-
ducto cartesiano por Nesher (1992) y Greer (1992), esta formada por la relacién
multiplicativa entre dos medidas elementales (M1 y M2), que da como resultado
la creacién de una nueva medida producto (M3). De esta manera y en funcion
de la medida incégnita que se deba encontrar, surgen dos tipos de problemas;
los problemas de multiplicacion, en los que se conocen las dos medidas iniciales
(g, b)y se busca la medida producto X, por ejemplo: A las clases de baile asisten
6 chicas y 4 chicos. éCudntas parejas de baile diferentes se pueden realizar?,y los
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problemas de division, en los cuales se conoce la medida producto ¢y una de las
dos medidas iniciales (por ejemplo a) y se busca la otra medida X como en: La
empresa del comedor escolar ofrece 20 menus diferentes formados por un primer
y un seqgundo plato. Si la empresa cocina 5 primeros platos diferentes, écudntos
segundos platos cocina? (figura 3).

g | o LM2
M| 21X [ 5 K “|m

Problema de wultplicacian Problema de divisicn

Figura 3. Estructura general de problemas de producto de medidas.

Teniendo en cuenta esta clasificacion, en este trabajo consideramos las cate-
gorias y tipos de problemas mostrados en la tabla 1.

1.2. NIVELES DE DIFICULTAD DE LOS PROBLEMAS

Algunas investigaciones han mostrado que los problemas de estructura multipli-
cativa presentan diferente nivel de dificultad, considerando grupos particulares de
problemas y tipos de niimeros usados (naturales o nimeros decimales). Nesher
(1992) establecio que, de manera general, los problemas de isomorfismo de me-
didas eran los mas faciles de resolver, los de producto de medidas (a los que
denomina de producto cartesiano) eran los mas dificiles y los de comparacién
multiplicativa se hallarian entre ambos.

Con un foco particular sobre los problemas de isomorfismo de medidas con
alumnos de 11 a 16 anos, Hart (1981) indicd que era mas dificil identificar un
problema de multiplicacion que uno de division. En este mismo rango de edad,
Bell, Fischbein y Greer (1984) indicaron que los problemas de divisién medida
eran mas dificiles que los de division partitiva. Estos niveles de dificultad en los
problemas de isomorfismo de medidas se reproducen con estudiantes de 5 a 7
anos (Kornilaki y Nunes, 1997), y con estudiantes de 5 a 8 anos (Squire y Bryant,
2002). Sin embargo, Kinda (2013) no encontro diferencias significativas en la re-
solucion de problemas de division medida y partitiva en alumnos de 39, 42,y 5°
grado (alumnos de 8 a 11 afos), aunque a partir de 62 grado (11-12 anos) los
problemas de division partitiva resultaban mas faciles, lo que mantiene el patron
relativo al nivel de dificultad.
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Tabla 1. Clasificacién de los problemas de estructura multiplicativa

Categoria Incdognita
Multiplicacion Total de objetos
Isomorfismo o . , .
de medidas Division Partitiva Numero de objetos por grupo
Division medida Ndmero de grupos
Comparacién multiplicativa Multiplicacién Una medida (cantidad comparada)
Un dnico espacio Division Una medida (cantidad referente)
de medidas S
Division Un escalar
Multiplicacion Medida Producto (cantidad compuesta.
Se conocen las 2 medidas elementales o
Producto de medidas componentes)
Division Una medida elemental (una de los com-
ponentes)

En los demds tipos de problemas las investigaciones han sido menores. Con
respecto a los problemas de comparacion (un solo espacio de medidas), Castro
(1995), en un estudio con alumnos de 5°y 62 curso (10 a 12 anos) indico que
era mas sencillo resolver los problemas en los que se busca la cantidad compa-
rada que en los cuales se debe hallar la cantidad referente o el escalar (factor de
comparacion). Finalmente, los problemas de producto cartesiano se consideran
los mas dificiles para los nifos de Educacion Primaria (6-12 anos) (Mulligan y
Mitchellmore, 1997; Nesher 1992).

Aunque estas investigaciones aportan informacion sobre niveles de éxito en
la resolucion de categorias particulares de problemas, no tenemos informacion
sobre la evolucion de estos niveles de éxito en las distintas categorias en el pe-
riodo de Educacion Primaria (alumnado de 6 a 12 afnos).

1.3. ESTRATEGIAS USADAS POR LOS ESTUDIANTES EN LA RESOLUCION
DE PROBLEMAS DE ESTRUCTURA MULTIPLICATIVA

Diferentes estudios se han centrado en las estrategias utilizadas por los estudian-
tes de Educacion Primaria al resolver los problemas de estructura multiplicativa.
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Por ejemplo, Mulligan (1992) identifico tres estrategias en los problemas de las
tres categorias en estudiantes de 7 y § anos:

* Modelizacion con conteo: representacion de la accién o relacion descrita en
el problema con algun material concreto o con los dedos.

+ Conteo: La formacién de grupos equivalentes para representar cantidades
del problema; también estarian incluidos los conteos siguiendo un patron,
0 conteo a saltos.

* Aplicacion de hechos numéricos conocidos y derivados de la adicion y
multiplicacion.

Carpenter, Fennema, Franke, Levi y Epson (1999) afirmaron que los estudian-
tes van sustituyendo gradualmente las estrategias de modelizacion por las de
conteo, lo cual indica que aplicar el conteo en los problemas de estructura mul-
tiplicativa es mas dificil que en los de estructura aditiva. Neuman (1999) subrayo
que el conteo es una de las estrategias mas frecuentemente utilizadas por el
alumnado de 22 curso, y esto muestra una progresion, desde el uso de las estra-
tegias de conteo hasta el uso de hechos numeéricos conocidos, que es mas efi-
ciente (Verschaffel, Greer y Torbeyns, 2006).

Por otra parte, en la revisién efectuada por Verschaffel y De Corte (1997) se
destaca que las estrategias incorrectas mas comunes utilizadas en los proble-
mas de estructura multiplicativa son: la estrategia aditiva, uso de todos los nu-
meros del enunciado y fijarse en las palabras clave del enunciado. Otras
investigaciones aportan informacion sobre las estrategias usadas por los estu-
diantes en tipos particulares de problemas: Neuman (1999) en los problemas
de division medida y division partitiva (tipos de problemas de isomorfismo de
medidas) en alumnos de 22 a 62 curso (7 a 12 afos) y Castro (1995) en los pro-
blemas de comparacion multiplicativa con estudiantes de 5° y 62 curso. En cuan-
to a los problemas de producto de medidas, Nesher (1992) indica que uno de los
errores mas comunes entre los alumnos de 3¢ a 62 curso es realizar una suma,
cuando lo que se requiere es hacer una multiplicacion.

Si bien estas investigaciones han identificado estrategias correctas e inco-
rrectas usadas por los estudiantes de Educacion Primaria en las categorias de
problemas o en tipos particulares de problemas y en un rango de edad especi-
fico, tenemos menos informacion sobre como evoluciona el uso de las diferentes
estrategias en las distintas categorias de problemas a lo largo de la Educacion
Primaria (alumnos de 6 a 12 anos).
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Teniendo en cuenta estos estudios previos, el objetivo de esta investigacion es
caracterizar la evolucion del nivel de éxito y del uso de las estrategias en los pro-
blemas de estructura multiplicativa a lo largo de la Educacién Primaria (6-12 afos).

2. METODO
2.1. PARTICIPANTES Y CONTEXTO

Los participantes fueron 273 estudiantes, con edades comprendidas entre los 6 y
los 12 anos, de un centro publico de Educacién Primaria de Alicante (Espafna) en
el que se impartia docencia en las dos lenguas oficiales; espanol y cataldn (tabla
2). Durante el periodo de recogida de datos, ciclo escolar 2013-2014, cada curso
estaba distribuido en dos grupos con diferentes tutores.

Tabla 2. Participantes

CURSO 1° 2¢ 3¢ 42 5¢ 6° Total

Siguiendo el curriculo que regula los contenidos de la Educacion Primaria en
Espana, a partir del 22 curso se introduce la multiplicacion como suma de su-
mandos iguales, mientras que en el 3er curso se introducen: la multiplicacion
como suma de sumandos y la division como resta de grupos iguales, asi como el
uso de la division para repartir y para agrupar, y como operacion inversa de la
multiplicacion. Ademas, a partir de ler curso se introducen planteamientos y es-
trategias para comprender y resolver problemas de suma y resta referidos a situa-
ciones reales sencillas, los cuales se veran implementados, a partir del 3er curso,
con la resolucion de problemas numéricos con sumas, restas, multiplicaciones y
divisiones referidas a situaciones reales sencillas de cambio, combinacién, igua-
lacion, razon y comparacion.

2.2. INSTRUMENTO

Los participantes contestaron un cuestionario formado por 8 problemas con nu-
meros naturales, uno de cada categoria de los descritos en la tabla 1. Se disena-
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ron 3 modelos de cuestionario, uno para el alumnado del 1°y 22 curso (6-8
anos), otro para el 32y 42 (9-10 anos), y otro para 52y 6° (11-12 anos), diferen-
ciandolos por el tamafno de los numeros usados. Para los cursos 12y 22 se em-
plearon numeros menores de 20, para 32 y 42 nimeros menores de 50, y para el
52 y 62 curso numeros menores de 200. En la redaccion de los problemas se
procur6 usar frases simples que reflejaran la estructura de la relacion entre las
cantidades, y procurando mantener contextos familiares. En la tabla 3 se presen-
tan los enunciados propuestos para el lery 2 curso.

Para cada curso fueron disenados 3 modelos diferentes de cuestionario (A, B
y C), alterando el orden de presentacion de los problemas. Los participantes dis-
pusieron de 60 minutos para resolver la tarea, y recibieron como Unica instruc-
cién la conveniencia de justificar aquello que se hiciese. Las Unicas dudas que
se resolvieron fueron aquellas que hacian referencia al vocabulario incluido en
los enunciados. Por otra parte, los alumnos del lery 22 curso fueron entrevista-
dos si no aportaban informacion sobre la estrategia que empleaban, pregun-
tandoles como habian realizado el ejercicio.

Tabla 3. Problemas del cuestionario para el 1°y 22 cursos

Categoria Tipos Problema

" Multiplicacion En el patio del colegio hay 4 farolas. Si en cada farola hay
E 3 bombillas. {Cuantas bombillas hay en total?
=
(Y]
E Division Partitiva Juan tiene 10 caramelos que quiere repartir en partes
Y iguales entre sus 5 mejores amigas. {Cuantos caramelos
E dard a cada una de ellas?
(%)
cg Division medida Ana quiere repartir 8 caramelos entre sus amigas. Si le da
g 2 caramelos a cada una de ellas, icudntas amigas tiene
2 Ana?

Multiplicacion La clase de 12 para confeccionar sus disfraces de super-

héroes ha utilizado 8 metros de tela. La clase de 52 ha
utilizado 3 veces mas de tela que la de 1°. ¢Cuanta tela ha
empleado la clase de 5°?

Division Este ano los alumnos de 5° para realizar un mural han
utilizado 2 veces mas de papel continuo que utilizaron el
ano pasado. Si este afio se han utilizado 8 metros de pa-
pel. ¢éCuantos metros de papel se utilizé el ano pasado?

Comparacién multiplicativa
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Tabla 3. Problemas del cuestionario para el 12 y 22 cursos (Continuacion)

Categoria Tipos Problema

Division Julian tiene 12 anos y Marta tiene 6. {Cuantas veces mas
anos tiene Julidn que Marta?

Multiplicacion El menu escolar esta formado por dos platos principales,
el primero y el segundo. Si la empresa que realiza el menu

é escolar tiene 2 primeros platos y 3 segundos. {Cudntos
5 menus diferentes puede realizar?
IS
S
fe) Division LLa empresa escolar combinando los primeros y los segun-
O ’ . . .
2 dos platos ofrece 12 menus diferentes. Si hay 3 primeros
£ platos diferentes, {cuantos segundos platos hay?

2.3. ANALISIS

Las respuestas a los problemas fueron analizadas considerando el éxito en la
resolucion y las estrategias utilizadas.

En primer lugar se asigno el valor 1 a las respuestas correctas y 0 para las
incorrectas. Las respuestas erroneas sobrevenidas a causa de errores de calculo
pero que demostraban una comprension de la relacion entre las cantidades im-
plicadas, fueron contabilizadas como respuestas correctas. En segundo lugar se
analizaron las estrategias empleadas. Inicialmente tres investigadores efectuaron
un analisis conjunto de una muestra de respuestas, para generar descriptores de
las estrategias en cada tipo de problema. Estos descriptores fueron refinados se-
gun se iban analizando nuevas respuestas. Este proceso se repitio para cada tipo
de problema y, finalmente, se consideraron conjuntamente las estrategias en to-
dos los problemas para ver si habia evidencia de solapamiento entre ellas. Este
proceso genero 5 categorias para las estrategias correctas y otras 5 categorias en
las estrategias incorrectas. Una estrategia se considerd correcta si habfa eviden-
cias de que el resolutor reconocia las relaciones multiplicativas entre las cantida-
des que definian la situacion.

Las cinco estrategias correctas fueron: i) Modelizacién-grafica, ii) Conteo, iii)
Uso de hechos numéricos, iv) Uso del algoritmo, y v) Multiplicacion como suma
de sumandos iguales. Ejemplos de estas estrategias se muestran a continuacion.
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Modelizacién-grdfica
En esta estrategia los alumnos representan graficamente las cantidades y la rela-
cion entre las mismas. Esta estrategia fue utilizada en los problemas de isomor-

fismo de medidas y adopto diferentes formas segun el tipo de problema (tabla 4).

Tabla 4. Estrategias de modelizacion-grafica.

Agrupamiento. Estrategia utilizada en
los problemas de isomorfismo de me-

B ool psdi el g iy Peecr b, 5 4o oy iy B iblm Pl ' i Py o el

didas de multiplicacion, en la que se J P
forman grupos con el mismo numero AN . 2 % |
de elementos. Posteriormente se cuen- = / |
tan todos los elementos que se tienen. ,f_/:_

Por ejemplo, el estudiante del ejemplo | | — = I

forma 4 grupos (farolas) con 3 bombi-
llas en cada una y posteriormente
cuenta el nimero total de bombillas.

Estrategia: modelizacién agrupamiento (22 curso).

Reparto. Utilizada en los proble-
mas de isomorfismo de medidas de
tipo division partitiva. El estudiante
representa graficamente el proceso | |+ -'"':”"':"'_"I*"“*"'-'“'-'“"“-m'--H-"-w--k-'----n
de reparto y luego cuenta los ele-
mentos que tiene un grupo. El es-
tudiante del ejemplo reparte un
caramelo a cada grupo, representa-
do por el dibujo de un nino, hasta
que no le quedan caramelos para
repartir. Posteriormente cuenta los
caramelos en cada grupo y da
como respuesta dos a cada uno.

N de o cngleady

Estrategia: modelizacién reparto (22 curso).

Medida. Estrategia empleada en pro-
blemas de isomorfismo de medidas de | = S R i s i 13 it 4 s g
division medida y también en los pro-

blemas de division partitiva. En el

Tﬂ,r NG~ T

ejemplo (div. medida), el estudiante re- A oo
q%“f‘_ _,_/ ol

presenta el total de caramelos (8) y los —
agrupa de 2 en 2 para responder el
numero total de grupos que forma: a 4 Estrategla: modellzaoon medida (1er curso).

amigas puede repartir.
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Conteo
Esta estrategia se ha empleado en los problemas de isomorfismo de medidas de

division partitiva y de division medida, adoptando diferente forma segun el tipo
de problema (tabla 5).

Tabla 5. Estrategias de conteo.

Conteo a saltos. Por ejemplo, el estu-
diante cuenta de 3 en 3 hasta llegar al
numero proporcionado, para posterior- |
mente ofrecer como solucién el nime- "g{_q.i}ﬁ'-iﬁ' -2 7y - e |
ro de grupos formados.

w T e | g, ety gl

Estrategia: conteo a saltos (3er curso).

Conteo por ensayo y error. (En los
problemas de divisién reparto). Los ni-
fos prueban con un nimero de obje-
tos n, cuentan de n en n cada vez,
para ver si llegan a la cantidad total. | ppmes s s s v g o e § o - G
Cuando el conteo coincide con el n@- | [oimmmme=

mero total de objetos, responden al
problema con el numero de objetos : e R, . |
con el que han empezado a contar. En Cona T L

este caso el estudiante, al ser entrevis-
tado por el investigador, muestra con-
tando con los dedos que si le daba 1
caramelo a cada amiga no llegaba a
10y por eso le daba 2 a cada amiga y
los estaba repartiendo todos.

Estrategia: conteo por ensayo error (ler curso).

Uso de hechos numéricos

Esta estrategia implica utilizar hechos numéricos (el uso de las tablas de multipli-
car). Se ha observado su uso en los problemas de isomorfismo de medidas de
divisiéon medida (figura 4), asi como en los de comparacion multiplicativa en los
que se busca el referente o el escalar. En el ejemplo (Ana va a repartir 35 cara-
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melos entre sus amigas. Si da 7 caramelos a cada una de ellas écudntas amigas
tiene?), el estudiante realizé una multiplicacién (@aunque posteriormente la borro)
para comprobar que si reparte 7 caramelos a 5 amigas, ha repartido los 35 cara-
melos que disponia. Nosotros conjeturamos que el nifo se apoya en el conoci-
miento (o construccién) del hecho numérico 7x5=35 para encajar este hecho en
su comprension de la situacién a través de 35 =7 x L.

3. Anna vol repartlr 35 caramels entre les seues amigues. 51 ddna ¥ caramels a cada una d'elles. Guantes
amigues té Annad

E 5§ om. PN

Figura 4. Estrategia: uso de hechos numéricos (3er curso).

Uso del algoritmo

Esta estrategia fue usada en todas las categorias a partir del 3er curso. Los estu-
diantes utilizan el algoritmo de las operaciones de multiplicar o dividir. Por ejem-
plo, el alumno de la figura 5 multiplica los 12 primeros platos del menu escolar
con los 11 segundos para responder al total de menus diferentes que pueden
realizarse.

r | &l segon. 5 la empresa que realitza el mend
s es poden realitzar?

s :i-ﬁ ﬂ?a&m reaﬂ_.'fr?,_ar -I?-.s'ri- M enuS
(‘Rﬂ'en{g

Figura 5. Estrategia: uso del algoritmo (3er curso).
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Multiplicacion como suma de sumandos iguales

Uso de la multiplicaciéon como suma de sumandos iguales. Esta estrategia se
da en los problemas de isomorfismo de medidas de multiplicacion y division
medida, en los problemas de comparacion multiplicativa de multiplicacion y en
los de division, con incognita el referente, y en los problemas de producto de
medidas de multiplicacion. En el ejemplo mostrado en la figura 6, el estudiante
suma las bombillas de cada farola tantas veces como farolas le indica el proble-
ma que hay, para dar la respuesta correcta.

1- _ﬁi'ﬂﬂwmhimﬂmmum‘mh.:mmmmmmmmham tatal?

gi
1 T
U A

Figura 6. Estrategia: multiplicacion como suma de sumandos iguales (22 curso).
(En el patio del colegio hay 4 farolas. Si cada farola tiene 3 bombillas. ¢Cudntas
bombillas hay en total?).

Las estrategias incorrectas se agruparon en 5 categorias: i) Uso del algoritmo
inverso, i) Uso de relaciones aditivas no adecuadas (aditiva), iii) Uso de todos los
numeros del enunciado, iv) Combinacion uno a uno, y v) Otras, en las que agru-
pamos las estrategias sin sentido y las respuestas en blanco.

Uso del algoritmo inverso

Esta estrategia incorrecta se usé en los problemas de isomorfismo de medidas de
multiplicacion y de division partitiva, en los de comparacion multiplicativa de di-
vision en los que la incognita es el referente o el escalar, y en los de producto de
medidas de division. La estrategia utilizada se basa en usar la operacion inversa
a la correcta para ofrecer una solucion. Por ejemplo, el estudiante de la figura 7
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resuelve el problema haciendo la operacion de dividir, cuando la operacion co-
rrecta es la multiplicacion.

Figura 7. Estrategia: uso del algoritmo inverso en un problema isomorfismo de medidas
de multiplicacion (52 curso).

(En el patio del colegio hay 86 farolas. Si cada farola tiene 6 bombillas. ¢Cudntas
bombillas hay en total?).

Aditiva

Se hacen sumas o restas con los datos que proporciona el enunciado. Estrategia
usada en todas las categorias de problemas, aunque con mayor incidencia en los
de comparacion multiplicativa, donde la incognita es el escalar, y en los de pro-
ducto de medidas de multiplicacién y de division. Por ejemplo, el estudiante de la
figura 8 suma los 12 primeros platos y los 11 seqgundos para obtener la solucién
del problema (las distintas combinaciones).

Figura 8. Estrategia: aditiva (62 curso).
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Uso de todos los numeros del enunciado

Se utilizan todos los numeros del enunciado, aunque sean datos o caracteres
numéricos. La figura 9 muestra un ejemplo de uso de esta estrategia en un pro-
blema de comparacion multiplicativa de multiplicacion, en la que se utilizan
tanto los datos del problema (8 metros de tela y 3 veces mas tela) como los que
indican el curso (1°y 59).

inparherois, ba vtk 8 mebres de ela. La
r A Cueta tets ba utivE 3 classe Se 54 87

T dinfruss

Figura 9. Uso de todos los nimeros del enunciado (22 curso).

(La clase de 1° para confeccionar sus disfraces de superhéroes ha utilizado 8 metros
de tela. La clase de 52 ha utilizado 3 veces mds de tela que la de 1° (Cudnta tela ha
utilizado la clase de 5°7).

Combinaciéon 1 a 1

En los problemas de producto de medidas de multiplicacion se combinan los
elementos 1 a 1, sin tener en cuenta que pueden hacerse repeticiones, tal y como
se observa en la figura 10. El estudiante responde que si hay 12 primeros 'y 11
segundos, pueden prepararse 11 menus diferentes y sobra un plato.

Figura 10. Estrategia: combinacién 1 a 1 (5° curso). (El ment escolar estd formado por
2 platos principales, el primero y el sequndo. Si la empresa que realiza el ment escolar
tiene 12 primeros platos y 11 sequndos. {Cuantos menus diferentes se pueden realizar?)
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3. RESULTADOS

Los resultados se presentan en dos apartados. En el primero, 1a evolucion de los
niveles de éxito de los diferentes problemas del 12 al 62 curso (6-12 anos) y una
clasificacion de los problemas en funcion de su nivel de dificultad; y en el segun-
do, la evolucion en el uso de las estrategias correctas e incorrectas del 12 al 6°
Curso.

3.1. EVOLUCION DE LOS NIVELES DE EXITO A LO LARGO DE EDUCACION PRIMARIA

La tabla 6 muestra los niveles de éxito de los estudiantes en cada uno de los
problemas, por curso.

Considerando estos resultados globalmente, hubo un aumento progresivo del
nivel de éxito en la resolucion de los problemas de estructura multiplicativa, des-
de 10% en ler curso hasta 68% en 6° curso, sin embargo esta evolucion no fue
uniforme en las diferentes categorias de problemas ni en los diferentes tipos de
problemas dentro de cada categoria. Por otra parte, los porcentajes de éxito en 52
y 62 curso (62% y 68%, respectivamente) se consideran relativamente bajos y
muestran las dificultades en la resolucion de problemas de estructura multiplica-
tiva en Educacion Primaria.

Haciendo el analisis por cursos, para los alumnos de ler curso los problemas
mas faciles fueron los de isomorfismo de medidas, que son los Unicos que pudie-
ron resolver (36% multiplicacion, 19% division partitiva y 26% division medida).
En 22 curso los problemas mas faciles fueron, al igual que en el ler curso, los de
isomorfismo de medidas (50% multiplicacion, 20% division partitiva y 30% divi-
sion medida), seguidos de los de comparacién multiplicativa (7% multiplicacion
con incégnita el comparado y 9% multiplicacion con incégnita el referente) y los
de producto de medidas. Ningun estudiante de 22 curso fue capaz de resolver
correctamente los problemas de producto de medida. A partir del 3er curso, los
alumnos resuelven con éxito problemas de todas las categorias y tipos, siguiendo
el mismo patron de dificultad en cuanto a tipologia de problemas: los problemas
mas faciles son los de isomorfismo de medidas, sequidos por los de comparacion
multiplicativa y, por ultimo, los de producto de medidas.

Si analizamos la evolucion en el nivel de éxito a lo largo de Educacion Prima-
ria de las diferentes categorias de problemas, es posible identificar caracteristicas
relevantes. En la categoria isomorfismo de medidas en los tres primeros cursos,
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los problemas de multiplicacién son los mas faciles (frente a los dos tipos de di-
vision), siendo los problemas de division medida mas faciles en lery 22 curso, y
los de division partitiva mas faciles en 3er curso (invirtiendose en este curso el
nivel de dificultad para los dos problemas de dividir). Sin embargo, en los tres
ultimos cursos los problemas de divisién partitiva fueron los mas faciles, sequidos
de los de division medida y por ultimo los de multiplicacién (a excepcion del 52
curso, donde disminuyé el porcentaje de éxito en los de divisién medida).

En relacion a los problemas de comparacion multiplicativa, se mantiene el
mismo patron a partir del 3er curso (en 29 el porcentaje de éxito fue muy bajo).
Los problemas de multiplicacién fueron los mas faciles en todos los cursos, mien-
tras que entre los problemas de dividir, los problemas con incégnita el escalar
eran mas dificiles que los problemas con la incognita el referente.

Por ultimo, en los problemas de producto de medidas, los problemas de mul-
tiplicacion fueron mas faciles en 39, pero a partir del 42 curso los problemas mas
faciles en esta categoria fueron los de division.

Clasificacion de los problemas en funcién de su nivel de dificultad

Considerando los niveles de éxito a lo largo de la Educacién Primaria por inter-
valos de edad (6-8 afos, 9-10 anos, 11-12 anos) se puede establecer una jerar-
quia (tabla 7). Al agrupar los datos por porcentajes de éxito en cada ciclo
educativo (tabla 7) podemos generar los siguientes niveles de dificultad:

* Nivel 1. Los problemas de isomorfismo de medidas de multiplicacion y de
division partitiva (que alcanzan en 22 ciclo entre 76 y 100% de éxito).

* Nivel 2. Los problemas de isomorfismo de medidas de division medida y los
de comparacion de multiplicacién (que alcanzan en 2° ciclo entre 51 y
75% de éxito).

* Nivel 3. Los problemas de comparacién de division con incégnita el referen-
te (que alcanza en 22 ciclo entre 26% y 50% de éxito, y en 3er ciclo entre
51%y 75% de éxito).

* Nivel 4. Los problemas de comparacion de division con incognita el escalar
y los problemas de producto de medidas de division (que solo alcanzan
entre 26% y 50% de éxito en 3er ciclo).

* Nivel 5. Los problemas de producto de medidas de multiplicacion (alcan-
zan entre 0% y 25% de éxito en 3er ciclo).
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Tabla 7. Niveles de dificultad de los problemas, por ciclo

CICLO/
PORCENTAIJE 0-25% 26-50% 51-75% 76-100%
6-8 anos(19) Is. Med. Div. Is. Med. Multi-
Partitiva plic.
Comp. Incog. Is. Med. Div.
Com (Mult) Medida
Com. Incog.
Refer. (Div.)
8-10 anos (29) Comp. Incog. Com. Incog. Refer. | Is. Med. Div. Is. Med. Multi-
Escalar (Div) (Div) Medida plic.
Prod. Med. Comp. Incog. Is. Med. Div.
Multiplic. Com (Mult) Partitiva
Prod. Med. Div.
10-12 anos (32) | Prod. Med. Comp. Incog. Com. Incog. Is. Med. Multi-
Multiplic. Escalar (Div) Refer. (Div.) plic.
Prod. Med. Div. Is. Med. Div.
Partitiva
Is. Med. Div.
Medida
Comp. Incog.
Com (Mult)

3.2. EVOLUCION DE LAS ESTRATEGIAS DEL 12 AL 62 CURSO

La evolucion del porcentaje de uso de las estrategias correctas e incorrectas uti-
lizadas por los estudiantes de Educaciéon Primaria a lo largo de los 6 cursos (figu-
ra 11) muestra la complementariedad entre la emergencia del algoritmo como
estrategia correcta y la aparicion de estrategias incorrectas. Asi, en 22 curso, cuan-
do se empieza a introducir en el curriculo el algoritmo de la multiplicacion, apa-
rece de manera notoria la estrategia incorrecta aditiva.

Otro hecho relevante es que en los primeros cursos, los estudiantes emplean
un mayor numero de estrategias correctas diferentes, y la mdas usada es la estra-
tegia de modelizacion. Sin embargo, el uso de estrategias correctas en estos dos
primeros cursos es muy bajo (no supera 20%). La estrategia mas usada en el ler
curso fue una estrategia incorrecta que corresponde al uso de estrategias sin
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Figura 11. Evolucion del porcentaje de uso de estrategias correctas e incorrectas a lo
largo de Educacion Primaria.

sentido (incluyendo las respuestas en blanco). A partir del 22 curso la estrategia
incorrecta mas utilizada es la aditiva. Ambas estrategias incorrectas muestran
porcentajes cada vez menores que se complementan, a medida de que los cur-
S0s avanzan, con un aumento en el uso del algoritmo.

A partir del 3er curso, y coincidiendo con la introduccion del algoritmo de la
division, la estrategia uso del algoritmo crece rapidamente y el uso del resto de
estrategias correctas tiende a desaparecer (la siguiente estrategia mas utilizada
en 62 curso es la de conteo, con 1.5%). Sin embargo, con la aparicion del uso del
algoritmo emerge la estrategia incorrecta del uso del algoritmo inverso, que se
consolida como la tercera estrategia erronea mas usada en todos los cursos a
partir de ese momento. Las tablas 8, 9 y 10 muestran el porcentaje de uso de las
estrategias correctas e incorrectas, por tipo de problema y curso.

La tabla 8 muestra la utilizacion, en los primeros cursos (12 y 29), de estrate-
gias de modelizacion y de suma de sumandos iguales para dar respuesta a los
problemas de isomorfismo de medidas. Esta ultima estrategia, que proviene de
las estructuras aditivas, tiende a desaparecer en cursos posteriores. Esta categoria
de problemas es la Unica que resuelven los estudiantes de ler curso. En el 2¢
curso se produce una disminucion de ambas estrategias y emerge la estrategia
del uso del algoritmo en los problemas de multiplicacion (36%) y en los proble-
mas de comparacion multiplicativa donde la incdgnita es la cantidad de referen-
cia o la cantidad comparada. Sin embargo, el aumento del uso del algoritmo va
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ligado a un aumento del uso de la estrategia incorrecta aditiva y a una disminu-
cion de las estrategias sin sentido y en blanco (otras).

A partir de 3° (tabla 9), en todas las categorias de problemas los estudiantes
tienen algun porcentaje de éxito, utilizando mayoritariamente el algoritmo. Este
hecho coincide con su aparicion en el curriculo (tanto el de la multiplicacion, que
ya se introduce en 22, como el de la division que se introduce en 3er curso). Sin
embargo, el uso del algoritmo no implicd la desaparicion del uso de estrategias
incorrectas, sino que un alto porcentaje de alumnos continuaron utilizando estra-
tegias aditivas incorrectas en la mayoria de los problemas (el porcentaje es mayor
en las categorias de comparacion y producto de medidas), y de estrategias sin
sentido (otras). En 3er curso aparece otra estrategia incorrecta ligada a la apari-
cion del algoritmo, el uso del algoritmo inverso.

El aumento del uso del algoritmo en todos los tipos de problemas es practica-
mente progresivo a medida que avanzan los cursos (tabla 10), excepto en los
problemas de comparacién multiplicativa de tipo multiplicaciéon (incognita el
comparado) y de tipo division (incognita el referente), en los que los porcentajes
disminuyen considerablemente en 62 curso. De 92% de uso del algoritmo en 5°
en los problemas de multiplicacion, se desciende a 85%; aunque hay crecimiento
de 2% en el uso de la estrategia de suma de sumandos iguales, el resto de estu-
diantes utilizaron estrategias incorrectas (aumenta la aditiva y otras estrategias
incorrectas). En los problemas de tipo division también existe disminucion en el
uso del algoritmo (de 65% en 52 a 59% en 6°), complementado con el aumento
de la estrategia incorrecta uso del algoritmo inverso (pasa de 15% a 24%) y otras
estrategias sin sentido (pasan de 8% a 10%).

En 62 curso se puede observar un aumento del uso de la estrategia de conteo
para dar resolucion a los problemas de comparacion multiplicativa tipo division
en los que se busca el escalar, pues aumenta hasta 7%. Es utilizada también la
estrategia de conteo, en este curso, para resolver los problemas de isomorfismo
de medidas de tipo division medida (5%).

4. DISCUSION Y CONCLUSIONES
Este estudio examina la evolucion del nivel de éxito y las estrategias usadas en
la resolucion de los problemas de estructura multiplicativa a lo largo de la Edu-

cacion Primaria (desde 6 hasta 12 anos). Los resultados nos han permitido: (i)
Proponer una clasificacion de los problemas en funcién del nivel de dificultad, y
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(if) Mostrar caracteristicas de la evolucion de uso de las estrategias correctas e
incorrectas a lo largo de la Educaciéon Primaria. Finalmente, presentamos algunas
implicaciones de estos resultados en la ensenanza, asi como preguntas abiertas
para futuras investigaciones.

4.1. CLASIFICACION DE LOS PROBLEMAS DE ESTRUCTURA MULTIPLICATIVA
EN FUNCION DEL NIVEL DE DIFICULTAD

Los problemas de isomorfismo de medidas fueron los mas faciles para los alum-
nos, seguidos de los problemas de comparacion multiplicativa. Los problemas de
producto cartesiano son los que presentan mayor dificultad a lo largo de toda la
Educaciéon Primaria. Este resultado confirma el obtenido por Nesher (1992) con
alumnos de 52y 62 curso, y lo amplia desde 12 a 62 curso.

En los problemas de isomorfismo de medidas, nuestros resultados comple-
mentan los estudios con estudiantes de 11 a 16 anos de Hart (1981), quien afir-
maba que los alumnos identifican mas facilmente un problema de division que
uno de multiplicacion, y de Bell et al. (1984), que indicaban que son mas dificiles
los problemas de division medida que los de division partitiva. En nuestro caso, a
partir del 42 curso (9 anos) los resultados coinciden con estos autores. Sin embar-
go, los alumnos entre 6 y 9 anos tuvieron mas éxito en la resoluciéon de los pro-
blemas de multiplicacion que en los de division, y obtuvieron mayor porcentaje
en los problemas de division medida que en los de division partitiva.

Por lo que respecta a los problemas de comparacion multiplicativa, nuestros
resultados indican que los problemas en los que la incognita es la cantidad
comparada (multiplicacion) son mas sencillos que en los que se busca la canti-
dad referente o escalar (ambos de division) (Castro, 1995). En esta categoria los
problemas de division en los que se busca el escalar son tan dificiles como
los de producto de medidas. En cuanto a los de producto de medidas, los resul-
tados indican que resulta mas sencillo resolver los problemas de division (donde
la incognita es una de las medidas elementales) que los de multiplicacion (en los
que se busca la medida producto).

Estos resultados nos han permitido realizar una clasificacion de los problemas,
en funcion del nivel de dificultad. En un primer nivel estarian los problemas de
isomorfismo de medidas de multiplicacién y de division partitiva. En segundo nivel
se encuentran los problemas de division medida y los de comparacion de multi-
plicacion. En un tercer nivel quedarian los problemas de comparacion de division
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con incégnita el referente. En cuarto nivel estarian los problemas de compara-
cion de division con incognita el escalar y los problemas de producto de medidas
de division. Por ultimo, en quinto nivel estan los problemas de producto de medi-
das de multiplicacion.

4.2. CARACTERISTICAS DE LA EVOLUCION DE LAS ESTRATEGIAS CORRECTAS
E INCORRECTAS A LO LARGO DE EDUCACION PRIMARIA

Nuestros resultados muestran el comportamiento complementario en el uso de
las estrategias correctas e incorrectas utilizadas por los estudiantes. En los dos
primeros cursos, los estudiantes emplearon estrategias de modelizacion para re-
solver problemas de isomorfismo de medidas y estrategias de conteo para dar
respuesta a los de division partitiva y division medida, desapareciendo el uso de
esta estrategia en los demas cursos. Al mismo tiempo, en estos primeros anos
existe una gran cantidad de estrategias sin sentido y el uso de la estrategia adi-
tiva incorrecta.

A partir del 3er curso la estrategia mas empleada en todas las categorias de
problemas es el uso del algoritmo (aunque ya en 22 tiene gran relevancia para
dar respuesta a problemas de las categorias de isomorfismo de medidas y com-
paracion multiplicativa (ambos de tipo multiplicacion). Este resultado confirma los
obtenidos por Verschaffel, Greer y Torbeyns (2006), quienes postularon que, a
pesar de que los estudiantes poseen inicialmente un elevado numero de estrate-
gias informales, tras la introducciéon del algoritmo se observa una tendencia a
dejar de utilizarlas para aplicar el algoritmo, incluso en situaciones donde dichas
estrategias serfan mas eficientes. Este resultado muestra que el énfasis sobre los
procedimientos (algoritmo) impide a los nifos de Educacion Primaria desarrollar
y fortalecer otras estrategias que puedan poner de manifiesto su comprensién de
las relaciones entre las cantidades, llevandolos a aplicar estrategias incorrectas,
como la estrategia aditiva o el uso del algoritmo inverso. La sustitucién de dife-
rentes estrategias por el uso prioritario de los algoritmos en los momentos en que
se introduce en el curriculo (22 y 3er curso), va vinculada a la continuacion del
uso de estrategias aditivas incorrectas y a la aparicion del uso incorrecto del al-
goritmo inverso. Este hecho parece sugerir que el énfasis sobre los procedimien-
tos (el algoritmo) puede llevar a algunos estudiantes de primaria a no centrar su
atencion sobre la relacion entre las cantidades en las situaciones para determi-
nar la adecuacién del uso del algoritmo. Ademas, el hecho de que los estudiantes
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usen las operaciones de multiplicar y dividir para resolver las situaciones no im-
plica que vinculen el significado de la operacion a la situacion que esta opera-
cion modeliza.

Los resultados obtenidos sugieren, de acuerdo con Mulligan (1992) y Vers-
chaffel y De Corte, (1997), que los estudiantes disponen de un repertorio amplio
de estrategias que les permiten solucionar con cierta solvencia problemas de
estructura multiplicativa desde los primeros cursos. A medida que avanzan los
cursos, van abandonando estas estrategias y se utiliza, casi exclusivamente, la
aplicacion del algoritmo de manera mecanica, lo cual les impide centrar su aten-
cion en la relacion entre las cantidades en las situaciones, para determinar la
adecuacion del uso del algoritmo. Seria conveniente analizar con detenimiento
por qué el alumnado deja de considerar las demas estrategias a medida que
avanzan los cursos (Carpenter y Moser, 1984, en Mulligan, 1992).

4.3. IMPLICACIONES PARA LA ENSENANZA Y FUTURAS INVESTIGACIONES

Si la resolucion de problemas es considerada como la parte mas esencial dentro
de la educacion matematica, deberiamos centrarnos en utilizar esas capacidades
para ayudar a los alumnos a completar esa tarea. ks decir, darles oportunidad de
resolver problemas usando sus propias estrategias, para propiciar la confluencia
de sus capacidades con aproximaciones mas formales. Consideramos que asi se
les ayudaria a dotar de significado a los procedimientos con las operaciones
aritméticas. Aunque somos conscientes de que nuestra muestra es pequena para
generalizar los resultados, nos ha permitido identificar aspectos que necesitan
mayor investigacion. Consideramos que nuestros resultados dan un paso mas en
cuanto a las caracteristicas de la evolucion del nivel de éxito y las estrategias en
los problemas de estructura multiplicativa a lo largo de la Educacion Primaria.
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