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Resumen

Las series de potencias constituyeron una herramienta esencial manejada por Weiers-
trass en el siglo XIX dentro de su programa de aritmetizacion del Andlisis Matemdtico.
Mas tarde, a principios del siglo XX, en conexion con la funcion zeta de Riemann se ini-
ci0 un estudio intensivo de las series de Dirichlet, que constituyen el objeto fundamental
de este trabajo fin de grado. En lo que a la estructura del trabajo se refiere, se empieza
con una breve presentacion historica y posteriormente se procede a ilustrar el concepto
de serie de Dirichlet, introduciendo sus propiedades inmediatas, como bien pueden ser la
convergencia y la analiticidad de la forma mas general posible, para luego centrarnos en el
caso de las series de Dirichlet cldsicas u ordinarias, haciendo un inciso en su estructura
algebraica existente y en los productos de Euler. Finalmente y como no podia ser de otra
forma, cerramos este estudio con una introduccion a las caracteristicas de la ya men-
cionada funcion zeta de Riemann y la archiconocida hipotesis de Riemann. Se adjuntan

ademds tres anexos con los resultados necesarios para la correcta evolucion del trabajo.

Palabras clave: Variable compleja, funciones analiticas, series de Dirichlet, abscisas
de convergencia, productos de Fuler, zeta de Riemann, funciones L de Dirichlet, hipdtesis

de Riemann.



Adriadn Llinares Romero 3

Abstract

Power series constituted an essential tool managed by Weierstrass in the XIX century
i his program of arithmetization of Mathematical Analysis. Later, in the early XX cen-
tury, in connection with the Riemann zeta function began an intensive study of Dirichlet
series, which constitute the primary object of this paper. As the structure of the work
1s concerned, we begin with a brief historical presentation and then proceed to illustrate
the concept of Dirichlet series, introducing its immediate properties, as would it be the
convergence and analyticity, and then focus on the case of ordinary Dirichlet series, stud-
ying their existing algebraic structure and the Fuler products. Finally, we close this study
with an introduction to the features of the Riemann zeta function and the famous Rie-
mann hypothesis. In addition, three annexes are attached in order to achieve the successful
development of work.

Key words: Complex variable, analytic functions, Dirichlet series, convergence strips,

FEuler products, Riemann zeta function, Dirichlet L function, Riemann hypothesis.
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1.

1.1.

Introduccion

Notaciéon previa

A lo largo del texto, sera recurrente la siguiente notacion:

Denotaremos como C al cuerpo de los nimeros complejos, designando el valor i a

la unidad imaginaria.

Denotaremos como R al cuerpo de los ntimeros reales y R al conjunto de los

nimeros reales estrictamente positivos.

Denotamos como Z y N a los conjuntos de los nimeros enteros y enteros positivos,

respectivamente.

Salvo que se indique lo contrario, reservaremos la grafia p para denotar a los nimeros

primos exclusivamente.
Denotamos (a,b) como el méximo comun divisor de los enteros a y b.

Si k € Z, denotaremos a su clase residual modulo n como [k],,, omitiendo el subindice

en caso de que no haya posibilidad de confusion.

Dado un complejo s, manejaremos la notacion s = o + it, o,t € R. Es decir,

denotaremos o y t como las partes real e imaginaria de s, respectivamente.

Dado un ntimero complejo s = o + i, denotaremos como s = o — it a su conjugado

y |s| = Vo2 + t? a su modulo.
Denotaremos como C al conjunto de todas las sucesiones de niimeros complejos.

Dada una sucesion {a, },>1 € CN y dos reales positivos z e y, con x < y, emplearemos

la siguiente notacion:

Yy ly]
Z Qp = Z ag,
k=x k=[xz]

donde [-] y || denotan las funciones techo y suelo, respectivamente.

Dada una sucesion {a,},>1 € CY, y 2,y € RT con z < y, consideraremos

Ax) == Z ap y Az, y) = Zak.

k=x
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» A una sucesion de nimeros complejos {a, }n>1, le asociaremos la siguiente progre-
sion:

Aay, == a, — api1, Yn > 1.

1.2. Resenas historicas

No hay matematico, ya sea por profesion o por aficién, por el cual no hayan pasado
por su punto de mira en algiin momento los ntimeros primos. Esto no es de extranar, pues

si recordamos el Teorema Fundamental de la Aritmética:

Teorema 1.1 (Teorema Fundamental de la Aritmética) ([7/, teorema 6.7, pdgina
12) Todo entero positivo puede factorizarse de forma tunica, salvo reordenacion de los

factores, como producto de primos.

Es decir, que la comprension de posiblemente el conjunto numérico mas elemental
de todos, los nimeros naturales, pasa por un escurridizo subconjunto suyo: los dichosos

ndmeros primos.

Empleamos los calificativos “escurridizo” y “dichosos” pues, como el lector probable-
mente sabré, a pesar de que los ntimeros naturales y los niimeros primos llevan estudiando-
se desde practicamente los albores de las Mateméticas (recordemos que ya Euclides probd
la infintud de los nameros primos en sus Elementos, [9]) conocemos muy poco acerca de

la distribucién de éstos.

Y esta es precisamente una de las razones por las cuales nacen las series de Dirichlet:

intentar estudiar la distribucién de los niimeros primos.

Podemos encontrar los primeros vestigios de las series de Dirichlet con Leonhard Euler,
prolifico matematico suizo del siglo XVIII, quien establecié en 1737 mediante la que seria
conocida como la funcion zeta de Riemann la siguiente relacién entre todos los niimeros

naturales y los niimeros primos:

=1 1
p

n=1

Esta conexion seria denominada en su honor producto de Euler de la funcién zeta
de Riemann, concepto que se extenderia a cualquier serie de Dirichlet que cumpla las

condiciones pertinentes, las cuales estudiaremos a lo largo de la seccion [3.3]
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Un siglo después, en 1837, Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet estudio las que
pasarian a la historia en reconocimiento de su labor como L funciones de Dirichlet para
probar la existencia de infinitos primos dentro de una sucesion aritmética {a+d(n—1)},>;

con (a,d) = 1, resultado que previamente ya habia conjeturado Gauss.

Es en 1859 cuando Bernhard Riemann propone tratar a la funcién zeta de Riemann
como una funciéon de variable compleja y estudiar la localizacion de sus ceros, conjeturando
uno de los mayores retos, de hecho atin por resolver, de la historia de las Mateméticas: la
hipotesis de Riemann. Veremos a lo largo de la seccion su trascendencia a la hora

de la comprension de los nimeros primos y su distribucion.

No es hasta los inicios del siglo XX cuando comienza el verdadero desarrollo de la teoria
de series de Dirichlet de la mano de otras grandes eminencias como Hardy, Littlewood,
Bohr, Riesz y Landau, entre otros muchos; muy posiblemente como parte de un intento de
construcciéon de un nuevo marco teédrico con el cual finalizar la busqueda de una respuesta

a la citada hipotesis de Riemann.

En lo que a la actualidad respecta, la investigacion en el campo de las series de Diri-
chlet ha conseguido considerables avances, gracias a nuevas técnicas propias del Anélisis
Funcional y el estudio de series de Dirichlet en espacios de Banach mas generales. Pa-
ra mas informacion sobre la relacion entre las series de Dirichlet y el Analisis Funcional

recomendamos que se consulten [21] y [22].

Puesto que realizar un estudio exhaustivo sobre las series de Dirichlet exceden en
demasia los limites de este trabajo, nos centraremos en las propiedades méas elementales

y caracteristicas de éstas.
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2. Definiciones y propiedades basicas

Definicién 2.1 (Serie de Dirichlet) Definimos una serie general de Dirichlet como

una serie de la forma
oo

§ ane—kns7

n=1
con {ay}n>1 una sucesion de nimeros complejos y { A\, }n>1 una sucesion estrictamente

creciente de nimeros reales no negativos de limite infinito.
En el caso de que A, =Inn, Vn € N, la serie anterior se reduce a la forma

o0

ns’
n=1

que rectbe el nombre de serie de Dirichlet cldsica u ordinaria.

Ejemplos 2.2 Algunos ejemplos relevantes de series de Dirichlet son:

1. La funcion zeta de Riemann:
¢(s) ::Zi, Vse{o+ite C:0>1}.
n=1 ne

2. La funcion eta de Dirichlet o zeta alternada de Riemann:
e (_1 n+1
= —) v it € C: 0 >0}
n(s) Z e se{o+iteC:0>0}

n=1

3. Las funciones L de Dirichlet:
— x(n) .
L(x,s) = == Vse teC:0>1}.
(x, ) ngl > se{o+i o }

con x un cardcter de Dirichlet (véase el anexo [B.4)).

2.1. Abscisas de convergencia

Puesto que las series de Dirichlet no dejan de ser un caso particular de series de
nimeros complejos, resulta natural que las primeras propiedades que debamos estudiar

sean los diferentes tipos de convergencia que pueden suceder para de una serie de Dirichlet

dada.
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Comenzaremos estudiando la convergencia absoluta.

Teorema 2.3 ([2], teorema 8, pdagina 8) Consideremos la serie de Dirichlet Z ape

n=1

oo
Y SUPoOngamos que E ‘ane_’\"s‘ converge para sg € C y no converge en todo C. Entonces

n=1
[eS)

existe o, real tal que Zane
n=1
no converge absolutamente si s € {o +it € C: 0 < 0,}.

s converge absolutamente si s € {o +it € C:o > a,} y

Demostracion. Para todo n natural, resulta inmediato que para todo s = o + it € C

‘ane—)\ns‘ — }ane—/\n(a—ﬁ—zt) ‘ — |an|e—)\na7
con lo que,
o0 oo
E |ane | = E lanle 7, Vs e C.
n=1 n=1

Por tanto, consideremos el siguiente conjunto:

D:=<SceR: Z |a,|e " diverge

n=1

Por hipotesis, tenemos que existe al menos un sy = oy + ity € C tal que la serie

o0
E ane M0 converge absolutamente.
n=1
Entonces
lanle ™" < lay|le 7, ¥n > 1,Yo > o, (1)

lo que implica que

oo o0
Z |ap|e 7 < Z |anle™"7 < 00, Vo > oy,
n=1 n=1

y consecuentemente o ¢ D para cualquier ¢ > o0g. Por tanto D, que es no vacio por
hipotesis, esté acotado superiormente por g y tiene supremo, que denotaremos como o,.

[e.e]

= Sio > 0, alser g, el supremo de D necesariamente 0 & Dy E |la,|e ™" converge.

n=1
» Si o < 0,, demostraremos mediante reduccion al absurdo que la serie diverge en o.

En caso de que convergiese, el mismo argumento dado en (1) prueba que, para
cualquier ¢’ € [0, 0,], necesariamente o’ € D, en contradiccion con el hecho de que

o, es el supremo de D.
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o0

Por tanto la serie E |a,|e " diverge si o0 < 0y, lo cual finaliza la demostracion.

n=1

Corolario 2.4 Toda serie de Dirichlet tiene asociada un semiplano de convergencia ab-

soluta {s =oc+it € C : ¢ > 0,}, donde o, puede ser eventualmente —oo d 0.

Demostracion. Consecuencia inmediata del teorema anterior. [ |

Definicion 2.5 (Abscisa de convergencia absoluta) El valor o, introducido en el

corolario recibe el nombre de abscisa de convergencia absoluta.

Ejemplos 2.6

1. Dado que

n

lime—:oo, Vo € R,

n—oo N

oo
. e" S
necesariamente E — no converge absolutamente en ningin s € C, con lo que
n

n=1
0, = OQ.

o0

1
2. Puesto que E — <00 para p > 1, la serie de Dirichlet que define ((s) converge
n
n=1
absolutamente en {o +it € C : ¢ > 1}. Ademds no converge para s = 1, y en

consecuencia su abscisa de convergencia absoluta es finita vale 1. En el ejemplo

2. 16| veremos una forma alternativa para el cdlculo de dicho valor.

3. A partir del teorema[B.18, tenemos que para cualquier cardcter de Dirichlet y cual-

quier o > 1

con lo que cualquier serie que defina una funcion L de Dirichlet L(s, x) tiene abscisa

de convergencia absoluta menor o igqual que 1.
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4. Para cada 0 € R,

e—(n+1) n o
1)° _
1 (nt) = lim ™! =e ' <1,
n—oo & n—o00 n,+»1
no’

>  —n
, L , e
probando mediante el criterio del cociente que g —— converge absolutamente en
n
n=1
todo s € C, y asi 0, = —00.

Para poder extender estos resultados a la convergencia (no necesariamente absoluta)

de las series de Dirichlet, necesitamos disponer de los lemas previos 2.7 y 2.8

Lema 2.7 (Lema de Abel) ([2], lema 1, pigina 3) Sean {a}n>1 y {bp}n>1 dos suce-

siones de nuimeros complejos, y sean x,y € R, con y > x. Entonces

Y y—1
> arbe =Y Az, k)Aby + Az, y)byy).
k=x k=x

Demostracion. Como consecuencia de la notacion empleada (seccion [1.1]), resulta sufi-
ciente demostrar el resultado para el caso en que x e y sean enteros positivos, con lo que

de ahora en adelante impondremos esta condicion.

En primer lugar, tenemos que

y—1 y—1 y—1
Az, k)Ab, = > Az, k)b — > Al k)b
k=x k=x k=x
y—1 Y
= > A(z k)b — Y A(z,n— 1)b,. (2)
k=z n=z+1

A partir de la definicion de A (seccion y de , rapidamente obtenemos que

y—1 y—1
Az, k)Aby =Y~ agbe — Az, y — 1)b,. (3)
k=x k=x

Finalmente, a partir de , concluimos que

y—1 y—1 Y
Z Az, k)Aby + A(z,y)b, = Z apb, — A(z,y — 1)b, + A(x, y)b, = Z axbg.
k=x k=x k=x
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Lema 2.8 ([2], lema 2, pdgina 3) Sea s = o + it € C, con o # 0. Entonces

5]

‘Ae_’\”! < ElAe™ne,

1
Demostracion.

’AB_)\"S| — |€—)\ns . e—An+1s|

/\n+1
/ se *dx
n

Ant1
< / |se™*%|dx
n

>\n+1
= |s] e dx
An

Is| s -\
_(e n0 __ e n+10) — !
g

Una vez probados los lemas [2.7] y [2.8] podemos probar el siguiente teorema:

[e.9]

Teorema 2.9 ([2], teorema 3, pdgina 4) Sea Zane*’\“s una serie de Dirichlet conver-

n=1
(o]
gente en sqg = oo + itg. Entonces E ane " también converge para todo s = o + it con
n=1

o > 0yp.

Demostracion. Sea s = o + it. Por el lema de Abel (lema , tenemos que

m m—1
D ae™ =" A(n, k)Ae ™ 4 A(n, m)e . (4)
k=n k=n

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que s; = 0, y consecuentemente dado

g > 0, existe ng € N tal que

[A(n, k)| =

k
>
i=n

<%, Vk > n > nyg. (5)
s
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A partir de la desigualdad triangular, el lema y las igualdades y , tenemos

quesim>n >ngy o > oy =0, entonces

m m—1
Z are 5| = A(n, k)Ae ™5 4+ A(n,m)e **
k=n k=n
m—1
< |A(n, k)| |A€_>‘ks’ + |A(n, m)|e” M
k=n
m—1
< ¢ ( Ae M7 4 o¢ Amg)
k=n ‘8|
m—1
< ¢ (Z Ae ™7 4 ¢ ’\m">
k=n
= ge ™M <,
demostrando asi que la serie converge en s. |

Corolario 2.10 Toda serie de Dirichlet tiene asociada un plano de convergencia {s =

o+it € C : o> 0.}, donde eventualmente o. puede ser —oo d 0.

Demostracion. Teniendo en cuenta el teorema anterior, podemos deducir la existen-

cia del semiplano de convergencia de forma analoga a la demostracion del teorema[2.3] W

Definicion 2.11 (Abscisa de convergencia) El valor o. introducido en el corolario
recibe el nombre de abscisa de convergencia.

Observacion 2.12 Puesto que la convergencia absoluta de una serie implica la conver-
gencia de ésta, resulta evidente que

0. < 0g.
Ejemplos 2.13 Retomando los argumentos dados en los ejemplos[2.6, tenemos que

o en

1. Z — no converge para ningiun s € C, con lo que o, = 0.
n=1 ne

2. La serie de Dirichlet que define ((s) tiene abscisa de convergencia finita, cuyo valor
es la unidad. En efecto, pues o. < 1 por el ejemplo [2.6 y no converge para s = 1.
Otro cdlculo alternativo se mostrard en el ejemplo [2.17,

o
€ .
3. g — converge en todo s € C, y en consecuencia o, = —00.
n

n=1
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Veamos ahora dos proposiciones que nos permitiran calcular las abscisas de conver-

gencia y convergencia absoluta en el caso de que estos valores sean no negativos.

oo

Proposicion 2.14 ([2], pdgina 6) Dada una serie de Dirichlet Zane_A"S que no con-
n=1

verge en s = 0, podemos calcular su abscisa de convergencia de la siquiente forma:

0. = lim sup M, donde A(n) := Zak.

In|A(n
Demostracion. Sea vy := lim sup M Dividiremos la demostracion en dos partes:

n—oo n

1. En primer lugar, veamos que la serie converge para cualquier valor mayor que ~.

Por tanto, consideremos s = v 4 9, con ¢ > 0 arbitrariamente pequeno.

Sea € € (0,9). Por definicion de v, existe ng € N tal que

In |A(n)|

3 <y+6—c = |A(n)] < 0 s > . (6)

De nuevo por el lema de Abel (lema [2.7),

n n—1
Z age M = Z A(k)Ae ™5 4+ A(n)e .
k=1 k=1

Por un lado, tenemos que
|A(n)e 8| < eM57e79) = =My > g

con lo que este término tiende a cero debido a que A, tiende a oc.
n—1
Por tanto, la convergencia de la serie depende de la convergencia de Z A(k)Ae™ e,

k=1
que, por lo visto en @, a su vez depende de la convergencia de la serie

Z €(>\+5_6))\k Ae_(/\+6)>\k .

00
k=1

Puesto que v+ 6 — e > 0, dado k£ € N tenemos que

(10— —(v+d)z _ (y+o—e)(Ax—2) o —ex < e Vo € M, Aerdl,
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y asi, para cualquier k € N, se tiene que

A
e('eréfz-:))\kAef('eré))\k _ (7 n 5) / k+1 6(7+575))\k7(7+5)xd1,
Ak
Akt1
< (v+ 5)/ e “"dx.
Ak
Consecuentemente,
n—1 n—1 PV
e()\+5fs))\kAef()\+6))\k < (,)/ + 5) Z/ e % dr
k=1 k=1 "Mk
An
A1
5 —eA1
O+ ) mos

An

y, dado que la sucesion {(7 +9) / emdx} converge a
A1 n>1

llegado a la conclusion deseada, de donde se desprende, que

Y 2 0c

2. Para probar la otra desigualdad, sea s > 0 tal que la serie converja, y consideremos

la siguiente sucesion:

- —Ans —
b, :=ape ", n=12,...

Aplicando el lema de Abel (lema [2.7),

n n—1
A(n) = bue™* =" B(k)Ae™* + B(n)e .
k=1 k=1

Por tanto, existe una constante K > 0 tal que
|A(n)| < Ke** = In|A(n)| < \ps +In K,

y puesto que )\, tiende a oo, tenemos que, para todo § > 0, existe ng tal que si
n > ng, entonces
In |A(n
In|A(n)| < (s + )\, = s> limsup M,
n—o0 n

de donde se deduce,

Oc 27,

terminando asi la demostracion.
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Proposicion 2.15 ([2], teorema 8, pdgina 8) Dada una serie de Dirichlet con o, > 0,

tenemos que

. In A(n) — =
o, = limsup , con A(n) := Z |ag|.
[ee]
Demostracion. Puesto que la serie Zane”\”s converge absolutamente si, y solo si,
n=1
o0
Z |an\e’>‘"8 converge, el resultado se deduce del teorema previo. [ |
n=1
=1
Ejemplos 2.16 Consideremos la serie de Dirichlet que define a la funcion ((s), —.
n

n=1
Resulta inmediato que no es convergente para s = 0, con lo que o, > 0 y podemos aplicar

la formula facilitada por la proposicion anterior, es decir,

f(50)

Oq,c = limsup n
n—oo nn

Ademds, puesto que la convergencia absoluta de la serie que define ((s) es equivalente

a la convergencia absoluta de la serie que define n(s), tenemos que

Ejemplos 2.17 Para calcular la abscisa de convergencia de la serie que define ((s), po-

demos aplicar la formula facilitada por la proposicion|[2.14), lo que resulta

n
In Zl
o =i —= 1
¢ = 1111 Sup 1 =1,
Nn—00 nn

mientras que en el caso de la serie que define n(s),

In |y (—1)
Oep = limﬁsup Z:l;n = 0.

Por tanto, a diferencia de lo que pudimos ver con las abscisas de convergencia absoluta
en los ejemplos las abscisas de convergencia de las series que definen ((s) y n(s)

son diferentes.
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Y puesto que tenemos formulas explicitas para el cilculo de las abscisas de convergencia

en el caso de que sean no negativas, podemos obtener la siguiente cota para su diferencia:

Teorema 2.18 ([2/, teorema 9, pdgina 9) Bajo la misma notacion empleada anterior-

mente, tenemos que
) Inn
0q — 0. < limsup —,
n—oo n
siempre y cuando o. y 0, sean finitas.

oo

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que Zane_)‘"s

no converge
n=1
en s = 0. En efecto, si 0. € R es su abscisa de convergencia, podemos considerar la

siguiente transformacion,

oo oo
§ ane—)\ns — E ane—)\n(ac—l)6—)\n(s—ac+1)7
n=1 n=1

—An(oc—1)

y realizamos el cambio de variable z = s — 0. + 1,

00 e
§ :anefx\ns — E :bnef)\nz’
n=1 n=1

con lo que si b, := ay,e

oo oo
ademas la serie E bne_A"Z no converge para z — 0, pues E ane_’\"(gc_l) no converge, y
n=1 n=1

al ser el cambio de variable una traslacion, si o y o/, son las abscisas de convergencia y

nZz

(o)
convergencia absoluta de E bpe *,

n=1

o —o.=(0a—0.+1)— (0. — 0.+ 1) =0, — 0,

o0
con lo que el supuesto de que E ane”* no converge para s = 0 es licito.
n=1

Por la proposicion [2.14] tenemos que para todo d > 0, existe ng tal que

In |A(n)|

3 <.+ 6 = |A(n)] < el yp >y — 1.
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Por tanto, para cada n > ng se tiene que

jan| = [A(n) = A(n = 1)|

|A(n)] + [A(n — 1)]
e(ac+6))\n +€(Uc+6))\n—1

IN

VANVAN

2e(0et0)An.

Ademés, podemos suponer que ng es lo suficientemente grande para que

2 < e Vn > ny,

con lo que

|a,| < e7et2)An,

Entonces de nuevo tomando M que verifique que

no
ng <My Z |ag| < nel@et2An( 1) Wp > M,
k=1

tenemos que

n

n no
Dolal < D lan+ Yo el
k=1 k=1

k:n0+1
no
< E |ag| 4+ neloet20)2n
k=1

< ne(ac+36))\n

In Z |ag|

S M 435 VnzM
An An (& b p Y

De donde se deduce, por la proposicion [2.15], que

, Yn> M.

Por tanto,

. Inn
0, — 0. < limsup —.
n—oo n

Corolario 2.19 ([i, teorema 11.10, pagina 290) Dada una serie ordinaria de Dirichlet,
tenemos que
0<o,—0.<1.
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Demostracion. El resultado se deduce del teorema anterior teniendo en cuenta que

A, = Inn, Vn € N, para las series ordinarias de Dirichlet. [ |

Ejemplo 2.20 A partir de los ejemplos Y las series de Dirichlet que definen
las funciones ((s) yn(s) constituyen ejemplos de series donde alguna de las igualdades del
corolario anterior se alcanza, demostrando ademds que la cota dada en el teorema |2.18

para o, — 0. es la mejor posible.

Resulta evidente que si una serie de Dirichlet converge uniformemente en un semiplano
S C C, entonces converge uniformemente sobre cualquier semiplano cerrado S’ C S. Esto

motiva la siguiente definicion:

Definiciéon 2.21 (Abscisa de convergencia uniforme) Dada una serie de Dirichlet

oo
g ane %, definimos la abscisa de convergencia uniforme como el menor valor real o,
n=1

o
—Ans . . . .
tal que (p€ converge uniformemente en cualquier semiplano cerrado contenido en
n=1
{o+it:o>o0,}.

Veamos para finalizar con esta seccion cual es la relacion existente entre la abscisa de

convergencia uniforme y las abscisas de convergencia y convergencia absoluta.

o o
Proposicion 2.22 Sea E ane M una serie de Dirichlet con o, =% 00. Entonces E ane s
n=1 n=1

converge uniformemente en todo semiplano {s = o +it € C: 0 > o'} con o’ > a,.

Demostracion. Sea o' > o,. Notese que

m m
E ake—)\ks S E |ak€—>\ks}
k=n k=n

m
= Z|ak|€7>\kg
k=n
m
< Z agle ™", Vse{o+iteC,o >0}
k=n

oo

Puesto que ¢’ > o,, tenemos que Z ane”
n=1
todo € > 0, existe ng tal que para m > n > ng tenemos que

/
A" converge absolutamente, con lo que para

m m
Zake*’\’“s < Z lagle™ <e, Vse{o+iteC:0>0'},
k=n k=n
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o0
es decir, E ane M converge uniformemente en {oc+iteC:0>0'}. [ |
n=1

Corolario 2.23 Dada una serie de Dirichlet con abscisas de convergencia, convergencia

absoluta y convergencia uniforme o., o, y 0., respectivamente, se tiene que

0. < 0y < 0.

Demostracion. Consecuencia de la proposicion y del hecho que la convergencia

uniforme implica convergencia. |
Ejemplos 2.24 En vista del resultado anterior y los ejemplos y[2.13,
[e.9] en
1. Para Z — se verifica que o, = 00, pues no converge en ningun punto.
n
n=1

2. Para la serie que define ((s), o, = 1 pues 0. = 0, = 1.

o0 e_n
3. Como E — converge absolutamente en todo nimero complejo s € C, 0, = —00.
n

n=1

De forma anéloga al problema relativo a la obtencién de una cota superior para o, — o,
podemos tratar de conseguir una cota superior para o, — o,. Este problema fue exten-
samente tratado por el danés Harald Bohr para el caso de series de Dirichlet ordinarias

(véase [11]), aunque en este trabajo extenderemos sus argumentos a series generales de
Dirichlet.

oo
Teorema 2.25 Dada una serie de Dirichlet Z ane %, se tiene que

n=1

. Inn
0y — 0y < = limsup —.
n—oo n

Inn

Demostracion. Denotemos K := — limsup . Supongamos que este valor es finito

n—oo n

[e.e]
(si no lo fuese el resultado es trivial) y que E ane * converge uniformemente sobre la
n=1

recta {o + it : 0 = b}, para algin b € R, y sea ¢ > 0. Veamos que Zane”\"(b*K*E)

n=1
converge absolutamente para demostrar el teorema.
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En primer lugar, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz (teorema|A.14)), tenemos que

N

1
00 o0 2 o)

Z |an|€f)\n(b+K+s) < (Z |an|262)\nb> (Z 62)\n(K+s)> ' (7>
n=1

n=1 n=1
oo
Por un lado, veamos que la serie Z e~ Pn(E+) converge. Por definicion de K tenemos
n=1
que existe ng € N tal que
Inn
)\—§2K+€, Vn>ng = —lnn>-\,(2K +¢), Vn>ny. (8)
n
Entonces
6_5>\n
e—ZAn(K+E) S e—lnn—/\na _ - 7 vn, 2 no. (9)
Por , |
nn
— > —A Vn>n
oK +¢ = n 0
y aplicando esto en @, se tiene que
e~ 1
em ) < < =, Vn2>n,
n n 2K +¢
y asi
o o0 1
—2)\n(K+€) <
€ ——— <
Z - Z nl“rm )
n=no n=no

o
demostrando que E e~ K+ converge.

n=1

o
Por otro lado, puesto que Z ane” ™ converge uniformemente sobre la recta {b+it : t €

n=1
n

R}, tenemos que la sucesion de sumas parciales { E akeA’“(th)} es uniformemente
k=1 n>1
acotada, con lo que existe M > 0 tal que

n

§ :ake—)\k(b—i-zt)

k=1

<M, ¥Yn>1VvteR.

En efecto, este resultado es cierto en virtud de la proposicion [A.5] ya que las sumas

parciales son acotadas pues para cada n > 1

n
§ :akef)\k(b+lt)
k=1

n
<3 Jarle ™, vteR.
k=1
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Tomando cuadrados,

n 2

§ ake_)\k(b+1t)

k=1

_ (Z ake—/\k(b-i-it)) (Z ake)\k(bJr’it))
k=1 k=1

— Z |6Lk‘2€_2)\kb +92 Re ( Z aNme—b()\N-‘r)\M)eit()\Jw—)\N)) ' (10)

k=1 1I<N<M<n

M >

Teniendo en cuenta que

LT gy - LT - em O sen (T — Aw)) VT >0
oT |, 2T i\ — Aw) Ty —Ay) ’

tomando medias en (|10))

- 2 anazre P ONTAM) gen (T'( Ay — A

Av— A
k=1 1<N<M<n M N

y haciendo T tender a infinito concluimos que

n
M? > Z \akIQe’Q’\’“b, Vn > 1,
k=1

o0
probando que Z |an|?e 2" < 00, con lo que el resultado queda probado en virtud de

n=1

@. n

Observacion 2.26 La cota dada en el teorema|2.25 es optima. Un ejemplo de serie de
Dirichlet donde se alcanza la igualdad puede encontrarse en [11]. Este resultado se conoce
como teorema de Bohr-Bohnenblust-Hille.

2.2. Analiticidad de las series de Dirichlet

Una vez tratada la convergencia, el tema a considerar es la analiticidad de las series

de Dirichlet. Demostremos previamente el siguiente teorema:

Teorema 2.27 (]2/, teorema 4, pdgina 5) Toda serie de Dirichlet converge uniformemen-

te sobre todo conjunto compacto contenido en el semiplano de convergencia.
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Demostracion. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que el semiplano de
convergencia es D = {s € C : o > 0}; y sea K C D compacto. Consideremos los

siguientes valores:

M = max{M : SGK},

o
oo = min{o : se€ K}.

Notese que estos valores estan bien definidos en virtud de la compacidad de K. Si

planteamos la siguiente sucesion,

tenemos que,
o (e.) o
an < ooy Z ape "t = Z be An(s700)
n=1 n=1 n=1
Ahora, para todo € > 0, existe ng € N tal que
IB(n, k)| < =, Vk>n>
n, —, >n > nog,
i 0

y consecuentemente, de nuevo aplicando el lema de Abel y el lema [2.8] tenemos que

m m—1
D™ = B(n, k)Ae 70 4 B(n, m)e wsm0)
k=n k=n
c m—1
< — A —Ak(s—0o0) —Am(o—00)
i ( | e ‘ +e
k=n
e (|s|'&=
< — | — A —A(0—00) —Am(oc—00)
M ( g k=n ’ e

m—1 efz\m(a'fcro)
< ¢ Ae ™ lo=o0) L =\ Vi >n > ng, (11)

y puesto que M > 1, a partir de ,

m

§ ane—)\ns

k=n

< geAnlo00) < e, Vm >n > ny,

demostrando asi que la serie converge uniformemente sobre K. [ |
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Corolario 2.28 ([2], teorema 4, pagina 5) La funcion f(s) definida como
f(s):= Zane’A"S, se{o+iteC : o>o0.},
n=1
es analitica y ademds su derivada, f'(s), es también una serie de Dirichlet, dada por

f'(s) =— Z ApAne 5.
n=1

Demostracion. Consecuencia del teorema anterior y el teorema de Weierstrass (teore-

ma. [ |

Observacion 2.29 Dada una serie de Dirichlet y su serie derivada, ambas tienen mis-

ma abscisa de convergencia (absoluta). En efecto, si o > o., tenemos que f'(c) existe
oo

al ser f analitica en su semiplano de convergencia, y ademds la serie — g anAne "7

n=1
converge a este valor, por lo que, si denotamos como o', a la abscisa de convergencia de
o

oo
la serie — g apAne ol < a.. Por otro lado, al ser — E ap A€ " es analitica en su
n=1 n=1

semiplano de convergencia, admite primitiva, y mediante un procedimiento andlogo puede
o

Ano

demostrarse que E ane "7 converge a f(o) si o > ol., con lo que o, > 0., demostrando

n=1
o
que 0. = 0.

Ejemplos 2.30 A partir del corolario y el ejemplo tenemos que

1. La funcion ((s) es analitica en {o +it € C: 0 > 1} y ademds

C(s) = _Z lnn.

ns

n=1

2. La funcion n(s) es analitica en {o +it € C: 0 > 0} con derivada,

(s) = Z (—12;11171‘
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En el caso especial de que los coeficientes {a,},>1 sean no negativos, encontramos el

siguiente teorema relativo a la existencia de singularidades:

Teorema 2.31 (Landau) ([2/,teorema 10, pdgina 10) Sea f(s) definida por la serie
Zane_)‘"s, con {a,}n>1 una sucesion de nimeros reales no negativos. Entonces f(s)
n=1

tiene una singularidad en sy = o., en el caso de que este valor sea finito.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que o, = 0. Puesto que a,, > 0
para todo n > 1, tenemos que la serie convergera absolutamente si, y sélo si, converge,

con lo que esta serie verificara que
O =04 =0, = 0.

Supongamos que s = 0 no es una singularidad de f(s). Puesto que es analitica en
{o+it: o > 0} (corolario [2.28)), podemos considerar su serie de Taylor centrada en s = 1.

fls) = Z f kfl)(s — 1) = Z % Zan)\fle_A", (12)

y esta serie tendra un radio de convergencia superior o igual a la unidad, con lo que

convergera para cierto o’ < 0

Por la convergencia uniforme de la serie sobre {o +it : 0 > 0}U{0’}, podemos invertir

el orden de sumacion, con lo que

oo o0 k
f(s) = Zane_)‘" Z %(1 —s)k Vsec{o+it:o>0}uU{s},
n=1 k=0

y a partir del desarrollo en serie de Taylor de e*,

f(s) = Zane_’\"e(l_s))‘" = Zane_)‘"s, Vse{o+it:o>0}U{o'},
n=1 n=1

o0

. — ! . .,
con lo que la serie g ane % converge, en contradiccion con el hecho de que o, = 0.
n=1
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2.3. Comportamiento asintético y unicidad

Proposicion 2.32 Si f(s) = Zane_’\"s, s € D, donde D es el semiplano de convergen-
n=1

cia de la serie, entonces se tiene que,

lim f(s):{ a; stA =0

000 0 st A1 > 0.

Demostracion. Consecuencia de la convergencia uniforme sobre {o +it € C: 0 > 0,}

y de tomar limites. |

Ejemplo 2.33 Como consecuencia de la proposicion anterior, deducimos que

lim {(s) =1 = lim n(s).

g—00 T—00
Corolario 2.34 (]2], teorema 6, pagina 6) Mediante la misma notacion que el teorema
anterior, si existe una sucesion de ceros de f, {sp}n>1, con s, = o, +it, y nh_)r& op = 00,
necesariamente f(s) es idénticamente nula.

Demostracion. Demostremos mediante el Principio de Induccion Completa que {ay, }n>1

es la sucesion idénticamente nula. Consideramos la serie

g1(s) = e f(s) = Zanef(A”ﬂl)s = Zane*‘sns cond, =AM, — A, n=12,....
n=1 n=1

Observar que ¢;(s) es una serie de Dirichlet con d; = 0, con lo que por la proposicion

[2.32] tenemos que

lim ¢;(s) = a;.
g—00

Por otro lado, tenemos que

lim gi(s,) = lim e " f(s,) = 0,

n—o0 n—oo

probando asi que necesariamente a; = 0.

Mediante hipotesis de induccion, supongamos que a; = 0 para todo k£ < n. Entonces

oo o0
f(s) = Zakze_)\ks = Zake_k’“s,
k=1 k=n

y mediante un razonamiento completamente analogo al anterior probamos que a, = 0.

Por tanto hemos probado que a,, = 0 para todon > 1y f es idénticamente nula. M
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Observacion 2.35 Notese que, en virtud del Principio de Indentidad (teorema , este

resultado es también cierto si sustituimos la condicion de que lim o, = oo por la de que
n—oo

la sucesion {0, + it, }n>1 converja.

El corolario [2.34] nos permite establecer un criterio para asegurar la igualdad entre
series de Dirichlet: si tenemos dos series de Dirichlet y consideramos la region de C donde
ambas convergen absolutamente, la diferencia de ambas puede reordenarse de tal forma
que resulta una nueva serie de Dirichlet dentro de esta region, y asi estar en disposicion
de aplicar el corolario de la siguiente forma:

Corolario 2.36 (Teorema de unicidad) Sean f(s) y g(s) dos funciones engendradas

por dos series de Dirichlet, ambas con abscisa de convergencia absoluta finita. Si existe

una sucesion {Sy}tn>1, Sn = oy +ity,, tal que f(s,) = g(s,), con lim o, = oo, entonces
- n—oo

f =g en la region del plano complejo donde ambas convergen absolutamente.

Y como consecuencia directa:
[e.e]

Corolario 2.37 Sea f(s) = E ane” % una funcion no idénticamente nula. Entonces
n=1

existe ' > o, tal que f(s) no tiene ceros en {oc+it € C: 0 > o'}.

2.4. Representacion integral

Para terminar con las series generales de Dirichlet, demostremos el siguiente resultado

que nos resultard de utilidad en la seccion 3.4

Teorema 2.38 (/2/, teorema 11, pdgina 11) Sea Zane_)‘”s con o, < 0. Se tiene que

n=1

o) 1 00 oS

Zane’““" = m/ 2 Zane’)‘"m de, Vse{o+iteC:0 >0},
$)Jo

n=1 n=1

o0

siempre y cuando la serie E an€

n=1

—sindn converja.

nS

oo
Demostracion. Puesto que E ane " converge uniformemente en (0,00) y teniendo

n=1

en cuenta la definicion de la funcion I'(s) (definicion [C.1]),
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1

> s—1 S —AnT
— T ane” ""dr
)

terminado asi la prueba.

Y=AnT
pu—
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3. Series de Dirichlet ordinarias

A lo largo de esta secciéon desarrollaremos una serie de propiedades de las series de
Dirichlet ordinarias,

Puesto que A\,, = Inn para todo n natural, tenemos que una serie ordinaria de Dirichlet

estard determinada completamente a partir de sus coeficientes {a, },>1.

3.1. Producto de series de Dirichlet ordinarias

Veamos como se comporta el producto entre dos series de Dirichlet ordinarias.

Teorema 3.1 ([1/, teorema 11.5, pagina 283) Sean f(s) y g(s) dos funciones generadas
por dos series de Dirichlet ordinarias,

00 a, 0o bn
=3y ge=3"
n=1 n=1
Entonces h(s) := f(s)g(s) es también una serie de Dirichlet ordinaria en la region

donde ambas convergen absolutamente, cuyos coeficientes, {c,}n>1, se obtienen mediante
la convolucion de Dirichlet (Seccio’n de {an}n>1 Y {bn}n>1, €s decir

Cn = (axb),.

Demostracion. Si ambas series convergen absolutamente en s, tenemos que

= a, > b, 2 apb,
- (28 (L) -y me

n=1 m=1 n=1 m=1

Precisamente por la convergencia absoluta, podemos reordenar la serie de la siguiente

forma:
adbg
d

> d CL*bk
ICEDHISEEP RS

k=1 d|k

finalizando asi la demostracion del teorema. [ |
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Ejemplos 3.2

1. C?(s) es una serie de Dirichlet con coeficientes a,, = card{d : d|n}, para s € {o+it €

C:0>1}.

2. Teniendo en cuenta el teorema[B.3, entonces

ns ns
n=1 n=1

C(s)iu(n) =1 = @Ziu(n)y Vse{o+iteC:0>1}.

3. En virtud del teorema[B.4, tenemos que

3.2. Estructura algebraica

Una vez visto como se comporta el producto de series de Dirichlet ordinarias (teore-
ma [3.1]), una cuestiéon interesante es si podemos dotar a las series de Dirichlet (o algin

subconjunto suyo) de una estructura algebraica. Partamos del siguiente conjunto:

/rLS
n=1 n=1

D_, = {Za—n Han s € CY tal que Z ‘%‘ < oo Vs € (C},

es decir, consideramos D_, al conjunto de todas las series de Dirichlet ordinarias conver-

gentes absolutamente en todo C. Este conjunto es trivialmente no vacio, pues C C D_.

Consideremos las siguientes operaciones sobre D_:

( =1 %> v (2 E) - z; : e e 2%’ =1 n® <P
(Zl %) ” (Zl ;) > P e D i 2 € Do

Veamos que estructura algebraica dotan estas operaciones a D_ ..

Teorema 3.3 (D_..,+p) es un grupo abeliano.



Adriadn Llinares Romero 31

Demostracion. En primer lugar veamos que +p esta bien definida. Para cada s = o+it,

tenemos que

> la, + by > |an + by
— lan] + [b]
< ;“ =
= mM+iM<OO vi“” ib—”eD
N n=1 ne n=1 n 7 n=1 n87n:1 n’ o
1 ooa_n)+ (mb—”)epw
con lo que (; s D ;ns

Resulta evidente que +p verifica las propiedades asociativa y conmutativa, pues las

hereda de la suma ordinaria en C.

Ademas, también se verifica que

n=1 n=1

demostrando que 0 es el elemento neutro de +p.

oo
a —a
Finalmente, para cada E = € D_,, es inmediato que E —" € D__, y asimismo

ns ns

o oo oo

(079 —ap an + (_a'n)
(D)oo (3 5m) - 3ot o
n=1 n=1 n=1
probando asi que (D_., +p) es un grupo abeliano. [ |

Teorema 3.4

1. (D_w,p) €s un monoide conmutativo.

2. -p es distributiva respecto de +p.
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Demostracion.
.y = b
1. En primer lugar, veamos que la operacion -p esta bien definida. Dadas Z = Z —~ eD_q
ns ns
n=1 n=1
y § = 0 + it a partir del teorema [3.1] y la proposicion [B.10]
—[(axb)n| o [(axb)]
P el D D
n=1 n=1
o0
(laf * [b[)n
< MEL T 1Pn
n n n n
- (S (Zh) w v m s ken.
n=1 n=1 n=1 n=1

La asociatividad y la conmutatividad se heredan de forma inmediata de la convolu-
cion de Dirichlet (teorema [B.§]).

1
Notese ademés que, dado que { {—J } juega el papel del elemento neutro para
n n>1

la convolucion de Dirichlet (teorema [B.8§]), tenemos que

- a - a
2 : n j : n
== ) V s S D—oo-
n n
n=1 n=1

Hemos demostrado asi que (D_n, p) €s un monoide conmutativo.

2. Consecuencia directa del teorema [B.9

Teorema 3.5 (D_..,+p, p) es un anillo conmutativo y unitario.

Demostracion. Inmediata a partir de los teoremas [3.3] y [3.4] |

Notacion 3.6 Una vez demostrada la estructura de anillo de (D_s,+p,p), lo denota-

remos simplemente como D_,, con el fin de reducir la notacion.
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(o)
. . _ an,
Observacion 3.7 Notese que D_,, no es un cuerpo. En efecto, consideremos E — €D
n

n=1

[o¢]
. . . . Qp
con a; = 0. Sin lugar a dudas esta serie existe, pues dada una serie E — € D_w, basta
n=1 n
considerar

n=1
y esta serie verifica las condiciones deseadas. Entonces la sucesion {ay }n>1 no es invertible
para la convolucion de Dirichlet (teorema , con lo que no existe {b, }n>1 € CN tal que

1
(a*b), = L—J , Yn>1,
n
o
y consecuentemente no existe g = € D_y, tal que
nS
n=1

() (xh) -

demostrando asi que D_o, no es un cuerpo.

Si estudiamos con detenimiento los elementos invertibles de D_.,, obtenemos los si-

guientes resultados:
o0

aTL
Proposicion 3.8 El conjunto de elementos invertibles de D_., son aquellas series Z — €D

n
n=1

tal que a; # 0.

Demostracion. Puesto que {a,},>1 es invertible para la convolucién de Dirichlet si, y
solo si, a; # 0 (teorema [B.8)), el resultado se sigue de este hecho. [

Proposicion 3.9 El conjunto Z_., de elementos no invertibles de D_,

es un ideal de D_.



34 Trabajo de fin de grado

Demostracion. La igualdad es consecuencia de la proposicion . Veamos que es
un ideal de D_

Por un lado, si Z Z — € 1_., resulta inmediato que

(f: %) +p (f: _nl:") = i Clnn—s b €71 ., puesto que a; = by =0.

n=1 n=1 n=1

Por otra parte, si a; = 0, tenemos que
(CL * b)l = a161 = O, \V/{bn}n21 € (CN,

por lo que deducimos que

e8] Eomer Erebn.
n=1 n=1

n=1 n=1 =1

La demostracion se concluye por la caracterizacion de los ideales de un anillo conmu-

tativo (teorema [A.19)). [

Observacion 3.10 El ideal I_., es maximal, es decir, si J es otro ideal de D_., tal que
I_ CJ, entonces J =1_o 0T =D_

En efecto, si T_, C J, existe un elemento de J que no estd contenido en I_.,. Por
definicion de I_.,, necesariamente este elemento debe ser invertible, con lo que a partir
de la proposicion [A.2Q forzosamente J = D_.

La propiedad de que todos los elementos no invertibles formen un ideal de cierto anillo
no es un hecho que se verifique en general (como por ejemplo el anillo de los numeros

enteros), pero que se verifique para D_,, nos permite probar los siguientes teoremas:

Teorema 3.11 Empleando la misma notacion que la proposicion anterior, tenemos que

D_w/I_o es un cuerpo.

Demostracion. El teorema nos garantiza que D_ ., /Z_ es un anillo conmutativo y
unitario. Basta probar que todo elemento no nulo tiene inverso para ver que efectivamente

D_/Z o es un cuerpo.
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Sea Z % +pZ o #ZI . Entonces Z % ¢ T . y por tanto a; # 0. A partir de la
n=1

n=1

[o¢]
b
proposicion , tenemos que existe E —z € D_,, tal que
n

n=1
y consecuentemente

con lo que D_,/Z_ es un cuerpo. [ |

Teorema 3.12 D_, /7 ., es isomorfo (como cuerpo) con el cuerpo de los nimeros com-

plejos C.

Demostracion. Probemos en primer lugar que
D_OO/I_OO = {a 4+pl_:a € (C}

La inclusién hacia la izquierda es inmediata, con lo que basta probar la inclusién hacia
o0

Qn,
la derecha. Si Z — +pZ o € D_oo/I_, tenemos que
nS

n=1

€Il
0o 00
a a
— T = — 1 = 1 € 1 «:a€C}.
; ns +p ai +p ; ns +p a, +p {CL +p a }

Establezcamos a partir de esta nueva representacion de D_.,/Z_, un isomorfismo de

cuerpos con C. Consideremos la siguiente aplicacion:

v o C — D_ /T
a — a+pZl_ .

Recordamos que C C D_, con lo que ¢ esta bien definida. Veamos que es un isomor-

fismo de cuerpos.
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» Para cualesquiera a,b € C, tenemos que

Pa+b) = (a+b)+pT o = (a+pZT_)+p(b+pZI_) = Y(a)+p(b),
Ylab) = (ab)+pT-s = (a+pT ) p(b+pT ) = 1p(a) p(b),

con lo que ¥ es un homomorfismo de cuerpos.
= ) es inyectiva pues

P(a) =9Y(0b) <= a+pZ w=b+pZ
— (a=b)+pIl =1
<~ a—-bel_
<~ a—-b=0<=a=0b.

= ) es suprayectiva, pues

W(C) ={at+pTo:acCl=D_/T w.

Asi pues, hemos encontrado un isomorfismo de cuerpos entre D_,/Z_, y C, con lo

que son isomorfos (como cuerpos). |

Teorema 3.13 D_../Z_, es algebraicamente cerrado, es decir, todo polinomio con coe-

ficientes en D_o./T_ tiene todas sus raices en D_oo /T _o.

Demostracion. Puesto que D_../Z_., es isomorfo a C y éste es algebraicamente ce-
rrado en virtud del Teorema Fundamental del Algebra (teorema |A.1)), necesariamente

D_/T_ es algebraicamente cerrado. [

Para finalizar esta seccion cabe senalar que toda la construccion realizada puede re-

petirse sustituyendo D_., por D,, donde

Ooan
DUZ:{ZEZUGSU}, para o € R.

n=1
Es decir, D, es el conjunto de series de Dirichlet ordinarias cuyas abscisas de conver-
gencia absoluta es menor o igual que un o real prefijado.
Entonces pueden probarse de forma analoga los siguientes resultados:

Teorema 3.14 D, es un anillo conmutativo y unitario.
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Teorema 3.15 FEl conjunto de los elementos no invertibles de D,, I, verifica que

I(,:{ a—”EDg:ale}.
n:1n5

Ademds, I, es un ideal mazimal de D, que cumple que D, /T, es un cuerpo isomorfo
a C.

Teorema 3.16 D, /7, es algebraicamente cerrado.

También esto induce naturalmente a la siguiente relacién de inclusion entre los suce-

sivos anillos introducidos:
Teorema 3.17 Si 0y < 09, D,, es un subanillo de D,,, .

Demostracion. Inmediata a partir de la definicion. [ |

3.3. Productos de Euler

o

Recordemos antes de empezar esta seccién que decimos que el producto infinito H Zn

n=1
n

converge si la sucesion de productos parciales sz es convergente, y decimos que es

k=1
oo

absolutamente convergente si el producto H(l + |z, — 1|) es convergente. Para mas in-
n=1
formacion constltese el capitulo 6 de [4].

También es conveniente recordar las definiciones de sucesiones multiplicativa y com-

pletamente multiplicativa, ambas disponibles en el apéndice [B]

Los siguientes resultados nos mostraran la estrecha relacion entre las sucesiones multi-
plicativas y completamente multiplicativas con los ntimeros primos, lo cual nos permitira

definir el concepto de producto de Euler de una serie de Dirichlet.

Teorema 3.18 (/1/, teorema 11.6, pdagina 286) Si {a,}n>1 una sucesion multiplicativa

tal que 5 a, es absolutamente convergente, entonces podemos expresar E a, en forma

n=1 n=1
de producto sobre todos los primos de la forma:

Zan:H(1+ap+apz—|—...).
n=1 P

Ademas, este producto es absolutamente convergente.
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Demostracion. Sea P(x) la funcion definida mediante el producto

P(x) = H <1 —i—iapn) , z€RT

p<w

o0

Puesto que la serie E a, converge absolutamente, también convergen absolutamente

n=1

oo

las series Z a,n, para cada p < z, y al ser P(z) un producto de series absolutamente
n=1

convergentes, podemos multiplicarlas y reordenar los sumandos sin alterar el resultado.

Teniendo en cuenta que {a,},>1 es multiplicativa, los nuevos sumandos quedan de la

siguiente forma:

aer...a0, =ae ox conk=card{p <z} a, e NU{0},i=1,... k.

P Dy PP
Si consideramos la notacion A := {p{*...pp* + oy € NU{0},i=1,...,k}, tenemos
P(z) =) ay.
neA

Ademés, por construccion de A obtenemos que

{n<z}CcA = {n>z} DN\ A,

y asi,
o0
E a, — P(x)| = g an
n=1 neN\A
< Y anl €D anl.
neN\A n>x
oo o0
De esta forma, como E a, es absolutamente convergente, tenemos que lim P(z) = E ,,
T—>00
n=1 n=1

tal y como queriamos demostrar.

Finalmente, para demostrar la convergencia absoluta del producto, teniendo en cuenta
o0

que E a, es absolutamente convergente, entonces

n=1

S laptap+ .| <> (apl +lap[+..) < lan| < oo,
n=1

p<x p<z
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demostrando mediante el teorema [A 8] la convergencia absoluta del producto. n

Corolario 3.19 (/1/, teorema 11.6, pdagina 286) Bajo la mismas condiciones del teorema

si imponemos ademds que {ay,}n>1 sea completamente multiplicativa tenemos que
= 1
apn = )
ST |
n=1 p

siempre y cuando |a,| < 1 para todo primo p.

Demostracion. Si {ay, }n>1 es completamente multiplicativa, resulta inmediato que

oo o]
k 1
E Apk = ap = 1—a s
k=1 k=1 p
con lo que a partir del teorema anterior, se completa la demostracion. [ |

Definicién 3.20 (Producto de Euler) Los productos que aparecen en el teorema

y el corolario [3.19 reciben el nombre de productos de Euler asociados a sus series.

Y finalmente enunciamos el teorema que nos permitiré definir los productos de Euler

de una serie de Dirichlet ordinaria:

Teorema 3.21 (]I, teorema 11.7, pdgina 288) Dada una serie de Dirichlet ordinaria
oo

— con {an}n>1 multiplicativa, tenemos que
E o >

n=1

Za_”:H(1+%+ag2+...), Vse{o+ite C:0o > 0,}.
p® p=°

Si ademds {a,}n>1 es completamente multiplicativa, entonces

1

Za_”:H—, Vse{o+iteC:0>0,},
— n® » 1l —app®

siempre que |a,p~®| < 1 para todo primo p.

Demostracion. Consecuencia del teorema y el corolario |3.19] [
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Ejemplos 3.22

1. Puesto que la sucesion a, = 1, Vn € N, es completamente multiplicativa, podemos

representar ((s) en forma de producto de la siguiente forma:

C(s)zHl_lp_s, Vse{o+iteC:0>1}.
p

2. Dado que cualquier cardcter de Dirichlet es una funcion aritmética completamente
multiplicativa con |x(n)| <1 para todo n > 1 (teoremas y[B.1§),

L(s,x) =[] !

———— Vse{o+iteC:0>1}.
Ll t }

Observacion 3.23 Podemos extender los productos de Euler a series de Dirichlet gene-

rales siempre y cuando impongamos la condicion de que
Aom = An+ Ay st (n,m) =1,
en el caso de que {an}n>1 sea multiplicativa, o
Aom = A+ Ay, Vn,m > 1,

para cuando sea completamente multiplicativa con ‘ape_)‘Ps‘ < 1 para todo p.

3.4. Propiedades de la funcién zeta de Riemann y las funciones
L de Dirichlet

3.4.1. Representaciéon mediante la funcién zeta de Hurwitz

Introducimos en esta seccion la funcion zeta de Hurwitz, ((s, a), definida mediante la
serie

((s,a) ::Zm, 0<a<l.

n=0
Por la construccion de ((s, a), tenemos el siguiente teorema relativo a sus propiedades
de convergencia y analiticidad:
Teorema 3.24 ([1/, teorema 12.1, pdgina 311) Para 0 < a <1, {(s,a) converge absolu-

tamente en el semiplano {oc+it € C: o > 1}. Ademds, ((s,a) es analitica en este mismo

semiplano.
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Demostracion. En el caso de que a = 1, ((s,a) = ((s), con lo que por lo visto en los
ejemplos N el resultado es cierto.

Si0 < a< 1, podemos escribir

f(s):=
—_——

C(S, a) = Z e~ In(nta)s _ —In(a)s + Z efln(nJra)s’
n=0 1

con lo que la convergencia absoluta y la analiticidad de ((s, a) depende de la convergencia

absoluta y la analiticidad de f(s), que es una serie de Dirichlet no convergente en s = 0.

Por tanto, al aplicar las formulas dadas en las proposiciones y [2.15] tenemos que
sus abscisas de convergencia y convergencia absoluta, o. y o,, son ambas la unidad, ter-

minando la demostracion en virtud del corolario 2.28] [ |

Observacion 3.25 A partir del teorema de Landau (teorema [2.31)), vemos que ((s,a)

tiene una singularidad en s = 1. Mas adelante veremos la naturaleza de dicha singularidad.

Para poder explorar las propiedades de la funcién zeta de Riemann y las funciones L
de Dirichlet (recordamos que sus definiciones como series de Dirichlet estan disponibles
en los ejemplos emplearemos que éstas pueden expresarse mediante (s, a). En efecto,
ya hemos visto que ((s,1) = ((s), y si L(s,x) es tal que x es un caracter de Dirichlet
modulo n, tenemos que para cada k natural existen unos tnicos ¢ y r, con 1 < r <n tal
que

k=qgn+r,

y consecuentemente, como x tiene periodo n, en virtud de la convergencia absoluta de
L(s,x) en el semiplano {o + it : 0 > 1} (ejemplo deducimos que

L(s, x) X,ilf)
e Xl )
B ;; (gn +r)*
vy ()
B ;;(qnjtr)s

Vs e {o+it:o> 1},
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y finalmente, como r < n,

n

L(s,x) = %ZX(T)C (s, %) ., Vse{o+it:o>1}. (14)

r=1

3.4.2. Extensiones analiticas

Hallaremos en primer lugar una extension de (s, a) y mediante ella se desprenderan las
extensiones de ((s) y L(s, x). Para ello, seran necesarias algunas propiedades elementales

de la funciéon gamma de Euler, disponibles en el apéndice [C]

Teorema 3.26 ([1, teorema 12.2, pigina 312) Para 0 < a < 1, se tiene que

P = [

xsfl e—ax

1—_dq:, Vse{o+iteC:0>1}.
_el'

Demostracion. Para realizar esta demostracion, emplearemos el teorema [2.38

o0
Sea 0 < a < 1. Consideremos la serie Z e~ ("5 Resulta evidente que esta serie no

n=0
converge para s = 0. Sin embargo, para ¢ > 0,

oo oo 1
§ ef(n+a)a — a0 2 eI — pmao < 00.
1—e°

[e.9]
Por tanto Z e~ ("9 converge absolutamente en {0 4 it € C : ¢ > 0}, demostrando
n=0

asi que su abscisa de convergencia, de convergencia absoluta y convergencia uniforme es

nula, con lo que estamos en condiciones de aplicar el teorema [2.38]

[(s)((s,a) = / ms_lze_("+“)xda:
0 n=0

o) xs—le—ax

Lema 3.27 Si consideramos como C a la curva de la figura[ll y 0 < a < 1, tenemos que

1 s—1,az
I(s,a) = —/Z ¢ dz,
C

27 1 —e*

es una funcion entera (respecto de la variable s ).
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Figura 1: Curva C.

La curva Cy es una circunferencia de radio ¢ < 27 y centro en el origen; mientras que

Cy v Cs son los lados de un “corte” sobre los reales negativos menores que —c.

Demostracion. Disponible en [I] (Teorema 12.3, pagina 314). [

Teorema 3.28 ([1/, teorema 12.3, pdgina 314) Para todo s € {oc +it € C:0 > 1} y
0<a<l,
((s,a) =T(1 —=s)I(s,a). (15)

as

Demostracion. Denotemos ¢(s) := T Por definicion de I(s, a) tenemos que
—e

2mil(s,a) = /cl 2519(2)612—1—/ z51g(z)dz+/ 2*71g(2)dz. (16)

C2 C3

Parametrizando por polares Cy, C5 v C3, obtenemos que

/ Zs_lg<2)d2 _ / ,r,s—le—m(s—l)g (Te—Tri) e—ﬂidr
C1 oo
= —e T / r*tg(—r)dr, (17)

™

/251g(z)dz = / le?sbg (ce®) cie® df
Co

—T

= cs@'/ g (ce”) do, (18)

—T
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/ Zs_lg<Z)dZ _ / T,s—leﬂ'i(s—l)g (7’67”‘) eﬂ—id’f’
Cs c

= e”i‘s/ 5L g(—r)dr. (19)
Combinando , , y tenemos que

omil(s,a) = —e ™ /OO 5 g(—r)dr + i /7T g (ce”)df+ e /00 5t g(—r)dr
= 2isen(ms) /00 5 g(—r)dr + i /7r g (ce”) do, (20)
con lo que
wl(s,a) = sen(ms) /00 ¥t g(—r)dr + %S /7r g (ce”) do.
A partir de la regla de L’Hopital (teorema tenemos que
iy ole) = iy 2 = iy T = - 21

de donde deducimos que sg(s), en virtud del teorema , tiene una singularidad evitable
en s = 0, con lo que es analitica en {s € C: |s| < ¢}, y consecuentemente es acotada por

cierta constante M > 0 en dicho conjunto.

Entonces dado s = o + it

S

¢ T s i0 <
5 / eq (ce )d@‘ < 5
CO'

/7r e ‘g (cew) ’ do

—Tr —T

< 3 /_: 6_9t¥d9
_ ca—le /_: e dn < Mot
conlo quesio > 1,
£1£%%s ' e g (cew) do =0,

™

y asi a partir del teorema [3.20],

wl(s,a) = lin% (sen(ﬁs)/ rs—lg(_r)dr+c_/ ¢ g (ce™) d@)

c— 2 77r

o0 .s—1_,—ar
= sen(ws)/ %dr = sen(ms)['(s)((s,a) Vse{o+iteC:0 > 1}.
0 _

Finalmente, a partir del teorema concluimos que

C(s,a) =

™

m](s,a) =T -39)I(s—a),
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como queriamos demostrar. [ |

Teorema 3.29 ([1, teorema 12.4, pdgina 316) La funcion ((s,a) definida mediante la
ecuacion es una funcion analitica en C\ {1}, teniendo un polo simple en s =1 con
residuo 1.

Demostracion. A partir de la ecuaciéon (15), tenemos que ((s,a) es producto de dos
funciones analiticas en C\ {n : n € N}, y esto unido al hecho de que ((s, a) es analitica en
{o+it:0>1} (teorema tenemos que ((s,a) es analitica en todo el plano complejo

salvoen s = 1.

Si tenemos en cuenta las propiedades de I'(s) (teorema y la observacion |C.7)) y la
propia ecuacion ([15))

ll_rg(s —1)((s,a) = £1_r>r%(s —DI'(1 —s)I(s,a)
= —il_rg ['(2—s)I(s,a)
= —I(1)I(1,a)

= —1I(1,a).

Por lo visto durante la demostracion anterior, més concretamente en la ecuacion ([20)),

tenemos que

2mil (1, a) :2isen(7r)/ ¢ d?‘—l—/ 16 dz:/ < .
c C C

1l—e" , 1 —e? , 1 —e?

as
Puesto que la tnica singularidad de

-en{s € C:[s| <c}ess=0,yaque

¢ < 2w, a partir del Teorema de los Residuos (teorema |A.13)

1 6CLZ eCLS
I(1,0) = — dz =R 0
(1) 2m'/621—ezz es<1—es’)’

pero de nuevo en la demostracion anterior y la proposicion , se puede deducir de ([21])
que Res (1 570) = —1, con lo que

— €

lim(s — 1){(s,a) =1,

s—1
es decir, que ((s,a) tiene un polo simple de residuo 1 en s = 1 por el teorema y la
proposicion [A.4] [ |

Y una vez que hemos extendido analiticamente ((s, a), transmitimos dicha propiedad

para ((s) y L(s, x) a partir de sus representaciones mediante (s, a).
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Corolario 3.30 (Extension analitica de ((s)) ([, teorema 12.5, pagina 317) La se-

o0

rie Z — admite una extension analitica a todo el plano complejo salvo en s =1, donde

n
n=1

tiene un polo simple de residuo 1.

Demostracion. Consecuencia inmediata del teorema va que ((s) =((s,1). N

Corolario 3.31 (Extension analitica de L(s, x)) ([1/, teorema 12.5, pagina 317) Sea

X un cardcter de Dirichlet modulo n.

1. Si x es el cardcter principal mddulo n, entonces L(s,x) es analitica en C\ {1},

n
teniendo un polo simple en s =1 con residuo M
n

2. St x es distinto al cardcter principal de Dirichlet mdodulo n, L(s,x) es una funcion

entera.

Demostracion. Por lo visto en , podemos prolongar analiticamente L(s, x) a todo

C\ {1}. Diferenciemos los dos casos:

1. Si x es el caracter principal moédulo n, a partir de los teoremas 3.29 y [B.19 y la

proposicion [A.4] tenemos que

lim(s — I(x.s) = % Xl = 1¢ (5 )
-1y x(r) = 2,

teniendo el resultado deseado a partir del teorema y la proposicion [A.4]
2. Si x no es el caracter principal modulo n, anidlogamente

lim(s — 1)L(s,x) =0,

s—1

con lo que L(s, x) es analitica en s = 1, demostrando que es entera.
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3.4.3. Foérmulas de Hurwitz. Hipotesis de Riemann

Lema 3.32 Consideremos la sucesion de funciones {I,(s,a)}n>1 definida de la forma

s—1 _az
In(s,a):/ S dz, (22)
C

o 1—e®
donde la curva C,, n > 1, es la curva considerada en la figura [

Entonces para s = o + it con o < 0 verifica que

nh_}rrolo I,(s,a) =1(s,a). (23)
// — _7_‘\\\
7~ ™
/ N\
Vs N
,‘/ \\
/ an ™ \
| lAN |
e —— ‘) J'
| j N,

\ \\\\_ /’/X\\ /JI
\\ A \\\ /
\ >
N 4
\\_ e
"‘\_\ //

Figura 2: Curva C,.

Para cada n > 1, C,, estda formada por dos circunferencias concéntricas de radio ¢ <
2r y R = (2n + 1)m y un “corte” sobre los reales negativos comprendidos entre dichas

circunferencias.

Demostracion. Disponible en [I] (teorema 12.6, pagina 319). [

Definiciéon 3.33 (Zeta periodica) Definimos la funcion zeta periodica F(x,s) de la

siguiente forma:
oo

F(z,s):=

n=1

627rn:m

nS
Observacion 3.34 Notese que la funcion zeta periddica, F(x,s), recibe dicho nombre
porque F(1,8) = ((s) y ademds es periddica con respecto a x de periodo 1.

Una vez conocido el lema y definida la funcion zeta periddica, estamos en dispo-

sicion de probar de forma sencilla la formula de Hurwitz para la funcion ((s, a).
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Teorema 3.35 (Formula de Hurwitz) ([1/, teorema 12.6, pdgina 319) Si 0 < a < 1,

se verifica que

C(1—s,a) = L(s) (e_”TisF(a,s) + eﬂTiSF(—a,s)) , Vse{o+it:o>1}. (24)

Demostracion. A partir del Teorema de los Residuos (teorema [A.13)), tenemos que

1 550072
In(l—s,a) = 2_7TZ . 1 _ e

- - ¥ Res(i _eez,ka'>. (25)

k=—n,k#0

Por otra parte, para cada k € Z\ {0}, a partir de la regla de L'Hopital (teorema |A.2)),
el teorema y la proposicion

—8 02 275e% + (2 — 2kmi) (—sz~(5TDe% 4 z5ge0%
lim (z — 2k:7rz')z R T ( )( )
2—2kmi 1 —e* z—2kmi —e®
62k7ria
- _ ] 26
(2kmi)® (26)
Aplicando en (25),
( \ zn: o2kmia
I,(l1—s,a) = ~
o (2kmi)
o5 L p2kmia 5 I g 2kmia
= ) 27
(27)° k; B (2 kz:; o 27)

Tomando el limite cuando n tiende a infinito en (27)), obtenemos mediante el lema

B3 que

L] LS

(& (&

I(1—s,a) = -F(-a,s), Vse{o+it:o>1}.

Finalmente, por ([15]), multiplicando esta ultima igualdad por I'(s)

C((1=s,a) = T[(s)I(1—s,a)
['(s)

2r) (e‘”TisF(a, s) + eﬂTisF(—a, s)) , Vse{o+it:o>1}.
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Observacion 3.36 Notese que si a # 1 la formula también es vdlida para s €
{o +it:o >0}
Corolario 3.37 (Formula de Hurwitz para ((s)) ([1/, teorema 12.7, pigina 322) La

funcion ((s) verifica la siguiente ecuacion funcional:

¢(s) = 2(27)*"'T(1 — s) sen (g) C(1—s). (28)
Demostracion. Tomando a = 1 en , tenemos que
¢(s) ¢(s)
F(s) mis AN mis AN
C(1—ys) o) ez F(l,s)4e2 F(—1,s)
T S

= (2m) " T(s)(s) (¢ + )
= 2(2m)°T'(s)((s) cos (%S) , Vse{o+it:o>1},

y podemos extender este resultado para todo s mediante prolongacion analitica.

Finalmente realizando el cambio de variable z = 1—s obtenemos la conclusién deseada:

C(z) = 2(2m)* (1 — 2)cos (@) C(1—2)

= 2(27)*7'T(1 — 2) sen <%Z> C(1—2)

La ecuacion (28) nos permite apreciar a simple vista que s = —2k, k > 1, es un cero

de la funcion zeta de Riemann. En efecto, a partir de (28)),
C(—2k) = 2(2m) "' (2k + 1) sen(—km)((2k +1) =0, Vk>1,

con lo que estos valores reciben el nombre de ceros triviales de la funcion ((s).

Sin embargo, esta propiedad no se verifica para los pares no negativos debido a las

propiedades de la funcion I'(s). Apreciemos con mas detalle este hecho.

Teniendo en cuenta que

sen(x) ~pe (=D (z — km), VEk € Z. (29)
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Entonces para cada k > 0, al ser ((s) continua en s = 2k, tenemos que

¢(2k) = lim ((x)

r—2k

— 1 T—1p(] i _
= mli}n;k2(27r) (1 —ux) Sen( 5 >C(1 x)
_ : x—=1/ o _1\k 7T_Q?_ .
= leIQkQ(QW) (—x)[(—x)(—1) ( 5 k:7r> ¢(1—2x)
—1)k(2n)*
= lim wa(—x)(—x +2k)¢(1 — x). (30)
x—2k 2
: : : (—1)%
Pero puesto que I'(s) tiene un polo simple en s = —2k de residuo k)| (teorema
C.10)), por la proposicion ,
lim T'(—)(— +2k)5; lim T(y)(y + 2k) = D™ 1
amp AT Ty WV ek @R
y aplicando este resultado a ,
(—1)k(2m)* 1 (—1)*(2m)*¢(1 — 2k)
2k) = 2k 1—2k) = k
(2h) (o) el = 2h) = T vk,

de donde vemos que no es posible determinar que ((2k) = 0.

Observacion 3.38 De hecho, por la representacion como serie de Dirichlet de ((s), sa-

bemos que ((2k) > 0 para todo k > 0, con lo que no pueden ser ceros de ((s).
Para k = 0, el corolario |3.30] y la proposicion nos garantiza que
y=1—x

lim ¢(1 —w)z = —lim ((y)(y — 1) = —1,

z—0 y—1

con lo que se reduce a

c(0) = tim )

z—0

D(—a)(~)e¢(1 ) = — #0

Dentro de la distribucion de los ceros de ((s) encontramos la siguiente conjetura,

formulada en el ano 1859 por Bernhard Riemann:

Conjetura 3.39 (Hipdtesis de Riemann) Todos los ceros de ((s) con parte real com-

prendida entre 0 y 1 tienen parte real %
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En 1914, Godfrey H. Hardy prob6 que existe una infinidad de ceros sobre la recta
1
{a +iteC:0= 5} ([T4]); y previamente, en 1896, Jacques Hadamard y Charles-Jean

de la Vallée-Poussin demostraron independientemente mediante argumentos muy sofisti-
cados que ningun cero yace sobre la recta {c+it € C: o = 1} ([I5] y [16]). En lo que a los
intentos numéricos de refutar esta conjetura, quizas el més importante sea el de Xavier
Gourdon en el anio 2004 ([17]), en el cual se calcularon trillones de ceros de la funcion
zeta de Riemann, todos ellos con parte real % Muchos otros resultados se han dado sobre
la localizacion de los ceros de ((s) o sus sumas parciales, pero hasta la fecha nadie ha

logrado demostrar la veracidad o falsedad de dicho enunciado.

La dificultad de este resultado es tal que David Hilbert lo incluyé dentro de su famosa
lista de los 23 problemas (conocidos como problemas de Hilbert en su honor) en su ponencia
en el Congreso Internacional de Matematicos de 1900 de Parfs; y mas recientemente, en
el ano 2000, el Clay Mathematics Institute lo reconocié como uno de los siete problemas
del milenio, recompensando al posible autor de la prueba con un millén de délares. Cabe

destacar que es la tnica cuestiéon en comun en ambas listas.

Esta conjetura puede generalizarse para las funciones L(s, ), conociéndose como hi-
potesis de Riemann generalizada.
Conjetura 3.40 (Hipotesis de Riemann generalizada) Los ceros de L(s,x) en la
banda {o + it € C: 0 < o < 1} tienen parte real §.

Una de las muestras de la importancia de la hipotesis de Riemann es su relacion in-
trinseca con la distribucién de los nimeros primos, la cual podemos intuir sin extendernos

en demasia mediante el producto de Euler de ((s) (ejemplos |3.22)) y el siguiente teorema
demostrado por Helge von Koch en 1901:

Teorema 3.41 (von Koch) La hipdtesis de Riemann es cierta si, y sélo si,

m(z) = Li(z) + O (VzInz),

donde w(z) es la cantidad de primos menores o iguales que x y Li(x) es la integral loga-

ritmica desplazada

Todt

Ll(&:) = , E

Demostracion. Véase [12]. [
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Este resultado fue mejorado en 1976 por Lowel Schoenfeld como vemos a continuacion:

Teorema 3.42 (Schoenfeld) La hipdtesis de Riemann es equivalente a que
1
|m(x) — Li(x)| < 8—\/511&(1'), Va > 2657.
T

Demostracion. Disponible en [13]. |

Para mas informacién sobre la historia de la distribucion de los niimeros primos y la
hipotesis de Riemann, recomendamos la lectura [I8], donde se encuentra disponible una

traduccion al castellano de [10].
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A. Teoremas auxiliares

A.1. Teoremas de variable compleja

En esta seccidén introducimos una serie de teoremas fundamentales en la teoria de

variable compleja, imprescindibles para el correcto desarrollo del texto.

Teorema A.1 (Teorema Fundamental del Algebra) Sip(z) es un polinomio de gra-

do n y coeficientes complejos, entonces p(x) tiene n raices complejas.

Demostracion. Véase [4] (teorema 2.4.3, pagina 35). [

Teorema A.2 (Regla de L’Hépital) Si f y g son dos funciones analiticas en un en-

torno de sy € C tal que lim f(s) =0 = lim g(s), entonces
S—S0 S$—S0

lim J(s) = lim J'(s)
S5—S0 g(s) 580 g’(s)'

Demostracion. Véase [6] (teorema 1.4, pagina 304). |

Teorema A.3 (Clasificacion de singularidades aisladas) Supdngase que f: C — C

tiene una singularidad aislada en so. Entonces
1. f tiene una singularidad evitable en sy si, y solo si, lim f(s) € C.
S—rS0

2. f tiene un polo de orden n, n > 1, en sq si y solo si, lim (s — s9)" f(s) € C\ {0}.

5—S0

3. [ tiene una singularidad esencial en sy si, y solo si, no existe lim f(s).
S5—S0

Demostracion. Véase [4] (teorema 4.1.5, pagina 64). [

Proposicion A.4 Si f: C — C tiene un polo simple en sy se tiene que

Res(f, so) = lim (s — so) f(s).

S5—S0

Demostracion. Disponible en [4] (observacion 4.2.2.d, pagina 68). |

Proposicion A.5 Si una sucesion de funciones acotadas { fy,}n>1, fn: U — C, converge
uniformemente a cierta funcion f, entonces { fn}n>1 €s uniformemente acotada, es decir,
existe K > 0 tal que

|fa(s)]| < K, VseUVn>1.
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Demostracion. Supongamos que para cada n > 1 existe K, tal que

|fu(s)| < Ky, Yz el.

Puesto que {f,},>1 converge uniformemente a f, tenemos que existe ny natural tal
que

[fuls) = f(s)| <1, VseU, Vn2=ny,

y consecuentemente

Lfa()] < [fu(s) = F() 4 1f(8) = fao(8)] + [ fao (5)]
< 2+ K,,, VseUVn>ny.

Finalmente basta tomar K := max{K,..., K,,,2 + K,,} para tener la cota uniforme
deseada. |

Teorema A.6 (Weierstrass) Sea {f,}n>1 una sucesion de funciones analiticas sobre un
abierto D C C que ademds converge uniformemente a cierta funcion f en todo compacto
de D. Entonces [ es analitica en D y {f}}n>1 converge uniformemente a f' en todo

compacto de D.

Demostracion. Disponible en [1] (Lema 3, pagina 292) y [4] (Teorema 2.2.17, pagina
30). n

Teorema A.7 (Principio de Identidad) Sean f,g: U — C, con U un abierto conexo
del plano complejo. Si f y g coinciden en un subconjunto de U con al menos un punto de
acumulacion, entonces f =g en U.

Demostracion. En [4] (Teorema 2.4.8, pagina 37). |

Teorema A.8 El producto

o0

H(l—l—an),

n=1

converge (absolutamente) si, y sélo si, la serie

o0
E Qn,

n=1

converge (absolutamente).
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Demostracion. Véase [4] (Consecuencia del lema 6.1.2, pagina 138). |

Definicion A.9 (Factores canénicos elementales) Definimos los factores candnicos

elementales de la siguiente forma:

Definiciéon A.10 (Exponente de convergencia) Dada una sucesion {an}n,>1 C C\
{0} cuyo mddulo tiende a infinito, definimos su exponente de convergencia de la siguiente

forma:

=1
M::inf{x>0:2|a |k<oo}.
n=1 n

Teorema A.11 (Factorizacion de Hadamard) Sea f una funcidn entera, no cons-
tante, de orden finito X\ y con ceros en Si,...,Sp,... (considerando sus multiplicidades

repetidas). Si denotamos p al exponente de convergencia de {s,}n>1 y k es el orden del

fls) =" 1] En (i) e’

donde g(s) es un polinomio de grado menor o igual que X\ y h es el menor entero tal que
h>p—1.

cero en s = 0, entonces

Demostracion. Disponible en [5] (teorema 3.2, pagina 207). |

Corolario A.12 Para todo s € C, se tiene que

S ()

k=1

Demostracion. Consecuencia del teorema de factorizacion de Hadamard (teorema

A.11)). ]
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Teorema A.13 (Teorema de los Residuos) Sea f : U — C analitica salvo en un

conjunto de singularidades aisladas S. Entonces para todo camino cerrado C en U\ S
/f(s)ds = 2mi Zn(C,w) Res(f, w),
¢ wesS

donde n(C,w) representa el indice de w respecto a la curva C y Res(f,w) el residuo de la

singularidad w de f.
Demostracion. Disponible en [4] (teorema 4.2.3, pagina 69). |

Teorema A.14 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Dadas dos sucesiones {an}n>1 ¥y

{bn}n>1 de nimeros complejos, se tiene que

ianbn < (i ai) 2 (il bi) 2

Demostracion. Consecuencia de que

<{an}n217 {bn}n21> = Z anbp,

n=1

es un producto escalar. [ |

A.2. Complementos de teoria de anillos

Definicién A.15 (Anillo) Decimos que (R,+,-), siendo + y - dos operaciones binarias

sobre el conjunto R, es un anillo si se verifica que

1. (R,+) es un grupo abeliano.
2. - es asociativa.

3. - es distributiva respecto de +.

Si ademds - es conmutativa o si posee elemento neutro, se dice que el anillo (R,+,-)

es conmutativo o unitario, respectivamente.

Notacion A.16 Reduciremos la notacion (R, +,-) a simplemente R. Ademds, empleando
una notacion tradicional, denotaremos como 0 y 1 a los elementos neutros de + y -,

respectivamente, en el caso de que existan.
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Definicion A.17 (Cuerpo) Si un anillo conmutativo y unitario R wverifica que todo

elemento a € R\ {0} tiene inverso para -, decimos que R es un cuerpo.

Definicion A.18 (Ideal) Sea un anillo conmutativo R y Z un subanillo suyo. Decimos

que I es un ideal de R si verifica que
xyel, VYyelVreR.

Teorema A.19 (Caracterizacion de ideales) Sea R un anillo conmutativo y T un
subconjunto suyo mo vacio. Entonces I es un ideal de R si, y solo si, se verifican estas

dos condiciones:
1. y1 — y2 € T para cualesquiera y1,y, € L.
2. xy € L para cualesquiera y € Z yx € R.

Demostracion. Véase [7]| (teorema 2.2, pagina 123). |

Proposicion A.20 Sea Z un ideal de un anillo unitario R. Entonces I contiene a algin

elemento invertible de R si, y solo si, T = R.

Demostracion. Si a € T es un elemento invertible, para todo r € R tenemos que

r:(m_l)aEI:>RCI:>I:R.

Puesto que el reciproco es trivial, es resultado queda probado. [ |

Teorema A.21 Si R es un anillo conmutativo y unitario e I un ideal suyo, R/Z es un

anillo conmutativo y unitario con las siguientes operaciones:

(a+Z)+ (b+Z) = (a+b)+Z, Va+Z,b+TeR/I,
(a+Z)-(b+Z) = (ab)+Z, Va+ZI,b+IZe€R/I.

Ademds los elementos neutros de ambas operaciones son, respectivamente, T y 1+ T.

Demostracion. Véase [7] (teorema 2.7, pagina 125). [ |
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B. Funciones aritméticas

B.1. Definicién y ejemplos relevantes

Definicién B.1 (Funcion arimética) Decimos que una funcion real o compleja es arit-

mética si estd definida sobre los enteros positivos.

Ejemplos B.2 Algunas funciones ariméticas importantes son las que siguen:

1. La funcion de Mébius.

1 sin=1
p(n) =< (=1)* sin es producto de k primos distintos
0 st es divisible por un cuadrado de un primo.

2. La funcion indicatriz de Fuler

o(n) :=card{k : (k,n)=1}.
3. La funcion de Mangoldt

In st n es potencia de
A(n) = { p p p

0 en otro caso.

4. La funcion A\(n) de Liouville

Teorema B.3

> u(d) = EJ . VYn>1.

dn

Demostracion. Véase [1] (Teorema 2.1, pagina 30). |

Teorema B.4
ZA(d) =Inn, Vn>1
d|

Demostracion. Véase [I] (Teorema 2.10, pagina 40). |
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B.2. Funciones multiplicativas

Definicién B.5 (Funcion multiplicativa) Se dice que una funcion aritmética f no

wdénticamente nula es multiplicativa st
f(nm) = f(n)f(m), si(m,n)=1.
Ademas, si se verifica
f(nm) = f(n)f(m), vn,m=>1,

se dice que f es completamente multiplicativa.

Ejemplos B.6 Retomando con los ejemplos[B.3, tenemos que

1. La funcion de Mébius es multiplicativa, pero no completamente multiplicativa.
2. La indicatriz de Euler también es multiplicativa, pero tampoco lo es completamtente.
3. La funcion de Mangoldt no es multiplicativa.

4. La funcion \ de Liouville es completamente multiplicativa.

B.3. Convoluciéon de Dirichlet

Definicién B.7 (Convoluciéon de Dirichlet) Dadas dos funciones aritméticas f y g,

definimos su convolucion de Dirichlet, f % g, de la siguiente forma:

(fg)n) =D fldg (5), vn=1.

dln

Teorema B.8 La convolucion de Dirichlet cumple que:

1. Verifica la propiedad asociativa.
2. Es una operacion conmutativa.

3. La funcion

Juega el papel de elemento neutro.
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4. f es invertible para la convolucion de Dirichlet si, y solo si, f(1) # 0. Su inversa

puede calcularse de forma recursiva de la siguiente forma:

1
-1 _
=
Upy = BYfa), v
) f<1>d|,§<nf<d>f (@), ¥n>2
Demostracion. [1] (Teoremas 2.6, 2.7 y 2.8, paginas 36 y 37). |

Teorema B.9 La convolucion de Dirichlet es distributiva respecto a la suma de funciones

aritmeéticas.

Demostracion. Si f, g y h son funciones aritméticas, para cada n > 1, se tiene que

(F*(g+m)m) = Zf 9+ (%)

- Srfe() 4 (3)
= Y flg (5) + - @ (5)

= (fxg)n)+ (f=h)(n).
[ |
Proposicion B.10 Dadas dos funciones aritméticas f y g,
[f #gl(n) < (f1*gl)(n), n=1.
Demostracion. Consecuencia directa de la desigualdad triangular. [ |

B.4. Caracteres de Dirichlet

Definicién B.11 (Caracter) Dado un grupo G, cuya operacion la llamaremos yuxtapo-
sicion, diremos que f : G — C es un cardcter (lineal') de G si no es idénticamente nula

y ademds,

f(ab) = f(a)f(b), Va,beq.

Si f(g) =1 para todo g € G, recibe el nombre de cardcter principal de G.
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Teorema B.12 Todo grupo abeliano finito admite exactamente tantos caracteres como

su orden.

Demostracion. Véase [1] (teorema 6.8, pagina 168). [

Teorema B.13 (Identidad de Bézout) Sean a y b dos enteros no nulos. Entonces

a,b) existe y existen otros dos enteros u y v tales que
Yy y
(a,b) = au + bv.

Si ademds (a,b) = 1, entonces los enteros u y v introducidos anteriormente son unicos.

Demostracion. Véase [7] (teorema 6.5, pagina 11). |

Teorema B.14 Si denotamos por Z; al grupo multiplicativo de clases residuales modulo
n, entonces [k] € Z; si, y solo si, (k,n) = 1.

Demostracion. Consecuencia de la Identidad de Bézout. [ |

Definicién B.15 (Caracter de Dirichlet) Dado un cardcter f de ZF, podemos aso-

ciarle una funcion aritmética x de la siguiente forma,

() = { F(K]) s (kn) =1

0 en otro caso.

Esta funcion x recibe el nombre de cardcter de Dirichlet mddulo n.

*
n’

Si f es el cardcter principal de 77, se dice que x es el cardcter principal de Dirichlet

mdodulo n.

Corolario B.16 FEzisten un total de ¢(n), donde ¢ es la indicatriz de Euler (véanse los
ejemplos , caracteres de Dirichlet modulo n.

Demostracion. Consecuencia de [B.12 |

Teorema B.17 Sea x un cardcter de Dirichlet modulo n. Entonces

1. x es completamente multiplicativa.

2. x es periodica con periodo n.

El reciproco es también cierto.
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Demostracion. Véase [I] (Teorema 6.15, pagina 174). |

Teorema B.18 Sea x un cardcter de Dirichlet modulo n. Entonces |x(k)| < 1 para todo
k>1.

Demostracion. Véase [§] (teorema 1.3, pagina 114). |

Teorema B.19 Sea x un cardcter de Dirichlet modulo n. Entonces

Zn: (k) = w(n) six es el cardcter principal médulo n
1 X B 0 en otro caso.

Demostracion. Disponible en [§] (teorema 2.1.ii7, pagina 119). |
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C. Propiedades de I'(s)

A lo largo de este apéndice probaremos algunas propiedades elementales de la cono-
cida funcion gamma de Euler, I'(s), como la equivalencia entre algunas de sus posibles

definiciones, las ecuaciones funcionales que verifica o la féormula de Gauss.
Para empezar, tomemos la siguiente definicion de T'(s):

Definicion C.1 Definimos I'(s) de la siguiente forma:
['(s):= / t"letdt, Vse{o+iteC:o>0}.
0
Teorema C.2 ([0, pigina 506) Para s € {c +it € C: 0 > 0}, tenemos que

oo t n
['(s) = lim 51 (1 — —> dt.
0

n—o00 n

Demostracion. Sean n € N. Teniendo en cuenta que, para todo ¢ € [0,n] se tiene que

t? t\"
1——§et(1——> <1,
n n
para cada s = o + it, con g > 0,
ns—l —t " s—1 t " " s—1 —t 13 "
t° et dt — t 1——) dt|] < t e —(1—-—
0 0 n 0 n
na—l —t 3 "
el (-2
0 n
nofl —t t t "
= /t e [1—6 (1——)](115
0 n
n t2
< /t”let {1—(1——)}&
0 n

1 n
= —/ t7 e tdt, (31)
nJo

dt

y puesto que lim t7tle 'dt = T'(0 + 2) < oo, tenemos que al tomar limites en (31)

n—oo 0
" s—1_—t " s—1 t "
/t e dt—/t <1——> dt‘:O,
0 0 n

finalizando asi la demostracion. [ |

lim
n—o0
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A partir de esta nueva representacion, estamos en disposicion de demostrar el siguiente
resultado.

Teorema C.3 (Formula de Gauss) ([6/, pagina 505) La funcion I'(s) verifica que

S

nln
['(s) = i :
(5) n1—>nc}os(s+1)...(s+n)
n t n
Demostracion. Dado n € N, consideramos la integral / o1 (1 — —) dt. Al hacer
0 n

. . t
el cambio de variable x = —, tenemos que
n

n n 1
/ 51 <1 - i) dt = ns/ 571 (1 — x)"dx.
0 n 0

Integrando por partes reiteradamente tenemos que

1 1
ns/ N1 —2)"dx = ns—/ 5(1 — )" 'da
0 0

Sy 1
_ n°n! /xs+”_1dx
s(s+1)...(s+n—-1) J

n’n!

= , 32
s(s+1)...(s+mn) (32)
y tomando limites en se desprende el resultado. [ |
g ~ 1
Lema C.4 La sucesion {y}n>1, con 7, = Z i Inn, es convergente.
k=1

Demostracion. Basta probar que {7v,},>1 es una sucesion decreciente de términos

positivos.

Para ver que es decreciente, tenemos que

_1> <0, Vn>2. (33)

1 n
Yo — Yno1 <0 <= —+1n
n n

A partir de la representacion en serie del logaritmo,
1 L (=1)R -1\ F =<1
In({1——|= — | —) =- —
w(1-7) -5 (5) - X

deducimos que
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probando asi por que v, es decreciente.
El hecho de que v, > 0 para cualquier n € N se desprende de que
" dx

1 T

lnn =

Si denotamos como P a una particion del intervalo [0,n] y Sp ( f (:c)) Su suma superior

de Riemann de la funcion f(x), entonces
= max 4 —
ekl | @

nlo ()[4

1
%ZZE_IHTLZO’ Vn € N.

k=1

~ 3
Il [
o

o=

IV

con lo que

Definicion C.5 (Constante de Euler-Mascheroni) Definimos como constante de Euler-

Mascheroni al limite de la sucesion introducida en el lema y lo denotaremos como
.
Teorema C.6 ([6], pagina 504) La funcion U'(s) satisface que

Demostracion. Para cada n € N,

n°n! ellnn)s 1
s(s+1)...(s+n) S (#)(STL")
(lnn—Z:k,,1 %)s n -1,
_ ¢ - I1 (1 + %) ef, (34)
k=1

y al tomar limites en se termina la prueba por la formula de Gauss (Teorema |C.3)).
[

Observacion C.7 El teorema nos permite extender analiticamente la funcion I'(s)

sobre todo el plano complejo salvo en { —n:neNU {O}}
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Teorema C.8 ([0, piagina 505) La funcion I'(s) verifica la siguiente ecuacion funcional:
I(s+1)=sl'(s), VseC\{—n:neNU{0}}.

Demostracion. A partir de la formula de Gauss (Teorema [C.3)),

nstin!
r 1) = 1
(s+1) n1—>r{olo<s+1)...(8+n+1)

, ns nln?
lim .
n—oos+n+1 s...(s+n)

. ns , nln®
= lim ——— lim ————
(n—>oos+n+1) (n—>oos...(8—l—n))
= sI'(s), s€C\{—-n:neNU{0}}.

Corolario C.9 I'(n) =n!, ¥n € N.
Demostracion. Realizaremos la demostracion mediante el Principio de Induccion.

Para n = 1, a partir de la formula de Gauss (Teorema |C.3)),

nln
I't) = lim ——=1
(1) = lim o

Mediante hipotesis de induccion (HI), supongamos que el resultado es cierto para n—1.
Por el teorema [C.§]

HI
I'(n)=nl'(n—1)"="n(n—1)! =nl,
y se finaliza la demostracion por el Principio de Induccion. [ |
Teorema C.10 Sin € NU{0}, entonces s,, = —n es un polo simple de I'(s) con residuo
(=1)"
n!
Demostracion. A partir del teorema [C.6] resulta evidente que s, := —n, n > 0, es

una singularidad aislada de I'(s). Completemos la demostracion mediante el Principio de

Induccioén.

Para sy = 0, por teorema tenemos que

lim sT'(s) = limI'(s +1) = (1) = 1 (_1>0,

s—0 s—0 O!
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con lo que sg, como consecuencia del teorema [A.3]y la proposicion [A.4] es un polo simple
(=1)°

o
Mediante hipotesis de induccion (HI), supongamos que s, ;1 := —(n — 1) es un polo

(!
(n—1)!

de residuo

simple de I'(s) con residuo . Veamos que s,, := —n es otro polo simple de residuo

(=n"

. De nuevo a partir de los teoremas |C.8 y [A.3| v la proposicion [A.4],

n!
: . I(s+1)
Sl_1>r£1n L(s)(s+n) = 81_1>I£1n T(S +n)
z=s+1
~~ :
= | r —1
Hfﬁtn z—1 (2)(z +n )
HI n— n
—~ =Dt (=
n(n—1)! n!
finalizando asi la demostracion. [ |

Teorema C.11 ([6/, pdgina 506) Se satisface que

™

T(s)T(1 — s) =

sen(ms)’

Demostracion. A partir del teorema [C.§] tenemos que

L(s)I'(1 —s) = =s'(s)I'(—s). (35)
A partir del teorema [C.6]
I(s)[(—s) — (6_;8 f[ (1+2)" ei) <_%f[ (1-2)" e;>

Combinando y con el corolario tenemos que

T(s)D(1 — ) = éﬁ (1 - Z—z)l - Sen?m).

k=1
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Notas

'En la literatura especializada en teorfa de grupos, suele definirse el concepto de caracter de forma
maés general que la aqui presente, siendo los caracteres lineales una subclase particular suya. Puesto que
para el desarrollo de este escrito es tan solo necesario el manejo de caracteres lineales, omitiremos este
calificativo con el fin de aligerar la nomenclatura. Para més informacion sobre esta definicién mas general

consiltese el capitulo 4 de [§].
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