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(Introduccién




[ Capitulo 0. Introduccién

En una carta fechada el cinco de enero de 1874 Cantor planteaba a Dedekind, con quien mantuvo una
fructifera y fluida correspondencia epistolar hasta 1882, la siguiente cuestién:

Zpuale una superficie (:[ijamos, un cuadrado que inc[u}/e su frontera) ser referido univocamente a una
linea (ligamos, un seﬂmenfo de recta gue incluye Los extremos) de modo gue para cada }mnfo de la su}aerﬁcie
/Laya un }mnfo coﬂes;:om{ienfe de la (fnea e, inversamente, para cada }Junfo de la linea ﬁaya un }Junfo
corres;!om[iznfe ‘l@ [‘l su}rerﬁcie.z yo €reo 7”«6 ‘iﬂ«?‘ res;mesfa a esfa ﬂ&ﬂuﬂfﬂ no va a ser un fraﬁajo fﬂ/ﬁll, no
oﬁsfanfe d ﬁecfto ¢€ 7“«6 la res;mesfa }1‘17'6(36 muy claramznfe ser ”7!0”, 5 [ﬂr ;’7‘ ueba ;Jarece cast innecesaria.

Tres afios mas tarde, en 1877, fue el propio Cantor quien escribié a Dedekind con una prueba en sentido
afirmativo a la cuestion de arriba. Este resultado era altamente sorprendente en la época, como el mismo
Cantor reconocio al escribir ;Lo veo, pero no lo creo!. Ese mismo aifio, Cantor envié su demostracion a la
revista alemana Fiir die reine und agewandte Mathematik de August Leopoid Crelle, mas conocida como
Crelle’s Journal, seguramente la revista matematica mds prestigiosa de la época. No obstante, Kronecker
(editor del Crelle’s Journal) se opuso a la publicacién del articulo, hasta que en 1878, gracias a la intervencién
de Dedekind a favor de Cantor, el articulo fue finalmente publicado.

Por supuesto, este resultado tuvo importantes implicaciones para la geometria y la nocién de dimensién
de un espacio. Pensemos que el resultado de Cantor establece, por ejemplo, que existe una aplicacién
f:]0,1] — [0, 1] x [0, 1] biyectiva. Fue el propio Cantor quien resalt6 en su articulo el hecho de que tal f
no es una aplicacién continua. También podemos encontrar una prueba de que tal aplicacién f no puede ser
continua en el Teorema de Netto (cf. [66, Th. 1.3, p. 6]).

Como era de esperar, tras la publicacién del articulo de Cantor, se plantearon muchas cuestiones, entre
ellas la siguiente: puesto que el intervalo [0, 1] y el cuadrado [0, 1] x [0, 1] tienen el mismo cardinal, ;es
posible construir una aplicacién continua ¥ : [0,1] — [0,1] x [0, 1] que pase por todos los puntos del
cuadrado? O dicho de otra forma, ;se puede construir una curva y: [0,1] — [0,1] x [0, 1] sobreyectiva?
También en este caso la respuesta es afirmativa, y fue Peano en 1890 el primero en construir dicha curva
dando lugar a lo que hoy en dia se conocen como curvas que llenan el espacio o curvas de Peano. A la
construccioén de Peano, le siguieron muchas otras como la curva de Hilbert, Lebesgue, Sierpifiski, etc... Una
excelente referencia de las curvas que llenan el espacio es el libro de H. Sagan [66]. Mostramos en la Figura
1 algunas aproximaciones de la curva de Hilbert.

Figura 1: Algunas aproximaciones de la curva de Hilbert.

Otra cuestién que se planteo tras la aparicion de las curvas que llenan el espacio fue, caracterizar los
conjuntos que son la imagen continua del intervalo [0, 1]. Esta caracterizacién nos la proporciona el famoso
Teorema de Hahn-Mazurkiewicz (cf. [66], [73]), resultado que usaremos muchas veces en esta memoria.
Dicho teorema se puede enunciar de esta forma: dado un espacio métrico (E,d), un subconjunto de E es
la imagen continua del intervalo [0, 1] si, y s6lo si, es compacto, conexo y localmente conexo. Debemos
mencionar que un resultado clave en la prueba del Teorema de Hahn-Mazurkiewicz es el bien conocido
Teorema de Hausdorff (cf. [66, Th. 6.6, p. 100]), el cual establece que en un espacio métrico cualquier
compacto es la imagen continua del conjunto ternario de Cantor.

No obstante, trabajar con curvas que llenan el espacio es, al menos desde el punto de vista computacional,
dificil. Esto es debido a que dichas curvas, por lo general, se definen como una sucesién de funciones
(uniformemente) convergente a la curva que llena el espacio. Ademas, hay que afiadir que la expresion de las
funciones que componen tal sucesién no es (de nuevo, al menos desde el punto de vista computacional) de
facil manejo. En esta memoria, por lo general, no trabajaremos con curvas que llenan el espacio sino con
otro tipo de curvas con las que se puede trabajar de una forma mucho més cémoda, y que ademds, son una
generalizacion (en el sentido indicado en el parrafo siguiente) de las curvas que llenan el espacio.

El concepto de curva o-densa (Definicién 1.1.2) fue introducido en 1997 [57]. En esencia, fijado



un espacio métrico (E,d), si dado B C E acotado existe un nimero o > 0 y una aplicacién continua
Yo : I:=10,1] — (E,d) tal que Y, (I) C By la distancia de Hausdorff de B a y(I) es menor o igual a & se
dice que Y, es una curva a-densa en B. Si para cualquier & > 0 siempre existe una curva ¢-densa en B se
dice que B es densificable. Como vemos, desde el punto de vista de la distancia de Hausdorff, las curvas
a-densas son una generalizacion de las curvas que llenan el espacio, descritas en los parrafos anteriores.
Mais adn, las curvas @-densas que usaremos en esta memoria para resolver ciertos problemas numéricos, son
funciones suaves y descritas en términos de funciones elementales, mas concretamente, de la funcién coseno.

Hasta hoy, la principal aplicacién de las curvas a-densas la encontramos en la resolucién de ciertos
problemas de optimizacién. Aunque trataremos con detalle este tema en el Capitulo 1, Seccién 1.2.1, la idea
es la siguiente: dada una funcién continua f : B C (E,d) — R, si el conjunto B es densificable, es posible
reducir el nimero de variables de la funcién f del problema siguiente:

P) inf{f(x) :xeB},

siempre que dicho infimo sea finito. Para ello, componemos la funcién f con una curva a-densa apropiada,
pongamos Yy : I — (E,d), con ¥4 (I) C B, y resolvemos el problema de optimizacién siguiente:

(P)a min {f(ya(t)) re 1}.

Entonces, el problema (P), es un problema de optimizacién de una sola variable y por lo tanto, en
general, mds fécil de resolver que el problema (P).

Ademads de aproximar las soluciones de ciertos problemas de optimizacion, probaremos en la Seccién
1.2.2 que las curvas a-densas proporcionan un método para aproximar (en caso de que existan) las raices
reales de una funcién F : K C R” — R continua, siendo K un conjunto densificable. Al igual que el método
para aproximar las soluciones de ciertos problemas de optimizacidn, la idea es reducir el nimero de variables
de la funcién F a una sola variable y buscar las raices de esta nueva funcion. Mostramos ademads varios
ejemplos numéricos para ilustrar dicho método.

Otra aplicacion que hemos encontrado en las curvas o-densas consiste en aproximar la dimensién
box-counting, también conocida como dimension logaritmica, de un objeto contenido en el hipercubo
unidad y cerrado /" C R"”, n > 1. Es un hecho bien sabido, que la dimensién logaritmica, en general, es
muy dificil de calcular, creciendo dicha complejidad de forma exponencial con la dimensién 7 (cf. [35]).
Probamos en [40] que la dimensién logaritmica de un conjunto F C ", no vacio, se puede aproximar con
error arbitrariamente pequefio, mediante la dimension logaritmica de un subconjunto del intervalo /. Para esto,
mostramos explicitamente una familia de curvas o-densas en I", pongamos Y, que verifican la siguiente
propiedad

H]Endimg(')/k_l (Fk)) = diI’IlB(F)7

siendo dimp la dimensién logaritmica, y F; C I", para cada k € N, cierto conjunto que también mostramos
explicitamente. Por supuesto, para cada k € N, el célculo de dimp(y, '(F,)) es mucho mis facil que el
célculo de dimp(F), ya que ¥, L(Fy) es un subconjunto de 1, es decir, uni-dimensional. Asf pues, las curvas
a-densas, ademds de proporcionar un método altamente preciso y eficiente en la resoluciéon de problemas
de optimizacién, también proporcionan un método para aproximar, con error arbitrariamente pequefio, la
dimensién logaritmica de objetos multi-dimensionales. Para ilustrar dicho método, en [40], mostramos varios
ejemplos (la mayoria de ellos fractales muy conocidos como el tridngulo de Sierpinski o la esponja de Menger,
cf. [35]) donde los resultados obtenidos muestran claramente que la aproximacién dimg (%, ' (Fy)) ~ dimp(F)
es realmente buena, llegando incluso a darse la igualdad en dicha aproximacién. Aunque no mostramos estos
resultados en esta memoria, los mismos han sido enviados a la revista Complex Geometry, Patterns, and
Scaling in Nature and Society para su revision y, si procede, publicacién.

En el Capitulo 1 de esta memoria estudiaremos también otro tipo de curvas, llamadas curvas V-densas
(Definicién 1.3.2). Estas curvas serdn mas ttiles para nuestros objetivos cuando trabajamos en espacios de
Banach de dimensién infinita, como quedard patente en dicho capitulo. Ademads de definir y estudiar las
principales diferencias entre las curvas ¢-densas y las curvas V-densas, mostraremos algunas aplicaciones
de las segundas en las secciones 1.4.1y 1.4.2.

En el Capitulo 2 continuamos con el estudio de ciertos problemas de optimizacion, enfocando dichos
problemas desde el punto de vista de las curvas o-densas y V-densas. Asi pues, en la Seccién 2.1 analizaremos



WY Capitulo 0. Introduccién

un problema de optimizacion en el espacio L” de las funciones de potencia p-ésima Lebesgue integrable,
del siguiente modo: planteamos una serie de problemas de optimizacidn en espacios de dimension finita
y resolvemos tales problemas mediante curvas a-densas, tal y como probaremos en el Capitulo 1. En el
Teorema 2.1.1 se prueba entonces que la sucesién de soluciones de tales problemas de optimizacién en
dimensién finita converge a una solucién del problema inicial planteado en el espacio L?.

Por otro lado, en la Seccién 2.2 del Capitulo 2 estudiaremos ciertos problemas de optimizacion en el
espacio producto. Esto es, si (X, |- |[1),---, (X, - [|») son espacios de Banach, planteamos el problema
siguiente

min{il,-f,-(b,-) L (b1,....by) €B X... xB,,},
i=1

siendo By X ... X B, CX] X ... XXy, A1,...,A, nimeros reales y f; : X; — R lineales y continuas para cada
i=1...,n. Antes de abordar el problema anterior, es necesario probar la existencia de curvas V-densas en
Xj X ...xX, , si consideramos en este espacio la topologia (débil) producto. Probaremos esto en el Teorema
2.2.1, mientras que en la Seccidén 2.2.3 analizaremos un caso concreto de este tipo de problemas.

Damos por finalizado el papel de las curvas o-densas y V-densas en los problemas de optimizacion
tras los Capitulos 1 y 2 de esta memoria, y nos ocupamos en el Capitulo 3 de la relacién de tales curvas
con el concepto de compacidad, o mejor dicho, con una generalizacién de dicho concepto. Si (E,d) es un
espacio métrico, una forma de generalizar el concepto de conjunto compacto es mediante las asi 1lamadas
medidas de no-compacidad, MNC, que recordaremos en la Definicién 3.1.1. Como su propio nombre sugiere,
y hablando de manera poco formal, tales medidas establecen, en un sentido adecuado, la distancia de un
conjunto acotado dado a la clase de los compactos de (E,d). En estas notas nos ocuparemos principalmente
del caso concreto en el que (E,d) = (X, ]| - ||) es un espacio de Banach.

Las curvas o-densas generan un grado de no-densificacion, GND ¢, (Definicién 1.1.4), que domina de
forma éptima a la bien conocida MNC de Hausdorff (Definicién 3.1.3) en espacios de Banach de dimensién
infinita. Es de sefialar que el GND ¢, no es una MNC. Dicho GND ¢, genera, a su vez, una MNC @, que
como se probard en el Corolario 3.3.1, posee la propiedad de acotar superiormente a cualquier otra MNC y
ademads dicha acotacidn es Optima en espacios de Banach de dimension infinita para la MNC de Hausdorff.
Estos resultados han sido publicados en la revista Journal of Convex Analysis [39], y como mostraremos
en esta memoria, los usaremos para probar otros nuevos resultados sobre punto fijo. Tradicionalmente, se
han probado muchos resultados (sobre todo de punto fijo) basados en las MNCs (cf. [10], [11], [14], [15])
y en esta memoria, mostraremos que se pueden establecer resultados totalmente andlogos, o incluso mas
generales, mediante el GND ¢, que pese a no ser una MNC, ha resultado ser una muy buena herramienta
para el estudio y andlisis del concepto de compacidad. Resumiremos, de forma breve, tales resultados en esta
introduccion.

Si en lugar de considerar (X, | - ||), dotamos a X de la topologia débil, pongamos (X, o), también es
posible definir sobre los conjuntos acotados de (X, o) medidas de no-compacidad, como por ejemplo la bien
conocida MNC de De Blasi (Definicion 3.1.4). En este caso, también definiremos una MNC que notaremos
por ¥ y cuya definicién estd basada en curvas totalmente A-densas (Definicién 3.4.2), que son una clase
particular de las curvas V-densas. Quedara probado que las MNC @ y ¥ tienen algunas similitudes, pero
son esencialmente distintas: como hemos sefialado antes, @ es una MNC en (X, || - ||) mientras que ¥ es una
MNCen (X,0).

Concluimos esta memoria con el Capitulo 4. En la Seccién 4.1 revisamos tres teoremas de punto fijo
muy conocidos, a saber, los teoremas de Banach, Schauder y Darbo-Sadovskii. Probablemente, uno de
los resultados de punto fijo mds influyentes es, sin duda, el Teorema de punto fijo de Banach (Teorema
4.1.1), el cual establece la existencia de un tnico punto fijo para una k-contraccién dada, con 0 < k < 1
(Definicién 4.1.2). Dicho teorema nos proporciona una sucesion convergente al punto fijo de la aplicacién
dada, mostrando incluso una cota del error cometido en cada aproximacién. Mostraremos este resultado,
detalladamente, en la Seccidén 4.1.1.

No obstante, la condicion de ser una k-contraccién para algin 0 < k£ < 1 es bastante restrictiva para una
aplicacion T : C C X — C. Asi pues, tenemos el Teorema de punto fijo de Schauder (Teorema 4.1.4) el cual
establece que si 7 : C C X — C es continua, con C convexo y compacto, entonces 7 tiene algin punto fijo.
Por supuesto, la condicién de continuidad es mucho mas débil que la condicién de ser una k-contraccion,
para algiin 0 < k < 1, aunque la condicién de compacidad sobre C, en dimensién infinita, es una condicién
bastante restrictiva. Debemos decir, que el Teorema de punto fijo de Schauder no ofrece, a priori, ningtin
método para calcular o aproximar los puntos fijos de la aplicacién 7" dada. Sin embargo, en el Teorema 4.1.5
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mostramos una sucesion, basada en curvas ¢¢-densas, que converge a algtn punto fijo de 7 en el caso de
que la aplicacién T sea no-expansiva (Definicién 4.1.2). Si T s6lo es continua, dicha sucesién posee una
subsucesion convergente a algiin punto fijo de 7', y obtenemos por lo tanto el Teorema de punto fijo de
Schauder, como indicamos en el Corolario 4.1.1.

Por otro lado, existe un teorema de punto fijo basado en MNCs que generaliza los teoremas de punto
fijo de Banach y Schauder. Nos referimos al famoso Teorema de punto fijo de Darbo-Sadovskii (Teorema
4.1.6). Revisamos dicho teorema en la Seccién 4.1.4. Ademds, mostraremos que una generalizacién del
Teorema de punto fijo de Darbo-Sadovskii se puede escribir en términos del GND ¢,. Probaremos este
resultado en el Teorema 4.1.8. Mas atin, en la Seccién 4.1.5 damos una version integral del Teorema 4.1.8
y como aplicacién mostraremos condiciones suficientes para que ciertas ecuaciones integrales de Volterra
tengan alguna solucion. Concretamente, probaremos que la siguiente ecuacion integral tiene, bajo ciertas
condiciones, alguna solucién continua

p(t)
x(t) = g(t,x(1)) + /0 F(t.5,x(s))ds,

donde g: IXR— R, p:1—[0,4)y f:IxIxR— R son funciones conocidas.

En la Seccién 4.2 estudiaremos otros resultados de punto fijo, basados en el GND ¢, (Definicién 1.1.4).
Por un lado, en la Seccion 4.2.1 generalizamos los conceptos de aplicacién no-expansiva y k-contraccion (para
0 < k < 1), que llamaremos aplicaciones @;-no-expansivas (Definicion 4.2.1) y aplicaciones ¢;-contractivas
(Definicién 4.2.2), respectivamente. Mostramos en el Teorema 4.2.1 un nuevo resultado sobre punto fijo,
basado en el concepto de aplicacidn ¢;-contractiva. Por otro lado, y como aplicacion de este nuevo resultado
de punto fijo, en la Seccién 4.2.2 probaremos en el Teorema 4.2.2 la existencia de soluciones del problema
de Cauchy, planteado en espacios de Banach de dimensidn infinita. Recordemos que dicho problema consiste
en hallar un intervalo [0,a] C [0,1] y una aplicacién x : [0,a] — (X,]| - ||) de forma que

X (t) = f(t,x(1)), Vvt € [0,q], x(0) = xo,

donde f: I xX — X y xop € X son conocidos. El Teorema 4.2.2 generaliza otros resultados, por ejemplo,
un famoso teorema de Peano sobre la existencia de soluciones para el problema de Cauchy.

Finalmente, en la Seccién 4.2.3, recordamos el concepto de estructura normal. Dicho concepto tiene un
papel muy importante en la Teoria de Punto Fijo, ya que gracias a un célebre teorema de W. A. Kirk (Teorema
4.2.3) cualquier aplicacion no-expansiva T : C — C, con C C X no vacio, convexo, débil compacto y con
estructura normal, tiene algtin punto fijo. Ademds, introducimos un concepto que hemos llamado estructura
¢4-normal (Definicion 4.2.5), y probamos en el Ejemplo 4.2.12 que cualquier conjunto con estructura normal,
en particular, tiene estructura ¢;-normal. No obstante, no hemos podido probar si dicho concepto generaliza
el de estructura normal, por lo que dejamos planteado el Problema 1. En caso afirmativo, estarfamos ante una
nueva generalizacioén del Teorema de punto fijo de Kirk, ya que en el Corolario 4.2.2 probaremos que dicho
teorema permanece valido si, en las condiciones anteriores, asumimos que C tiene estructura ¢;-normal en
lugar de estructura normal.
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(l. El Concepto de Densificacion




1.1

2 Capitulo 1. El Concepto de Densificacion

Densificacion fuerte. Curvas o-densas

En estas notas 7 denotara el intervalo unidad [0, 1]. Puesto que el concepto de curva serd crucial en esta
memoria, adoptaremos la siguiente definicién:

Definicién 1.1.1 Dado un espacio topoldgico (Z,.7 ), diremos que una aplicacién y: I — (Z,.7) es
una curva si es continua.

En lo que sigue, (E,d) serd un espacio métrico. En 1997 fue introducido [57] el concepto de curva
o-densa en un conjunto acotado B C (E,d) de la siguiente manera:

Definicion 1.1.2 Sea B C (E,d) acotado y & > 0. Una curva ¥, : I — (E,d) se dice que es una curva
a-densa en B, o que densifica a B con densidad ¢, si:

1. o(I) CB

2. Dado cualquier x € B, existe ¢ € [ tal que d(x, ¥y (?)) < o.
Si para cualquier o > 0 existe una curva a-densa en B, diremos que B es densificable.

Como se puede observar, la definicién anterior es equivalente a la siguiente: dado B C (E,d) acotado,
una curva Y, : I — E se dice que es una curva a-densa en B, si dy (B, Y (I)) < @, siendo dy la distancia
de Hausdorff (cf. [47, Chap. IV, Prob. D]). Asi pues, en un espacio métrico (E,d), el pardmetro @ mide
cudn diferente es un conjunto acotado B de un subconjunto suyo del tipo ¥, (I) que es compacto, conexo y
localmente conexo, es decir, un continuo de Peano (cf. [66], [73]). N6tese ademas, que en el caso concreto
que B sea un compacto con interior no vacio si & = 0 tenemos una curva que llena el espacio (cf. [66]). Asi
pues, podemos decir que las curvas a-densas son, desde el punto de vista de la distancia de Hausdorff, una
generalizacion de las curvas que llenan el espacio.

» Ejemplo 1.1.1 Curva de los cosenos. Dado un entero n > 1, consideremos el hipercubo unidad /" :=
[0,1] x ... x [0, 1] (n veces) del espacio euclideo R". Entonces, se tiene que I" es densificable. De hecho,
dado un entero positivo m, en [26, Prop. 9.5.4, p. 144] se prueba que la aplicacién

tE1— Yult) = (t,%(l fcos(mm)),...,%(l fcos(m”_lm))),

€s una curva —”f;l-densa en [". En las Figuras 1.1 y 1.2 podemos ver la grafica de algunas de estas curvas.
A r"‘\“\“\“‘\\a“"I“““‘”‘”\”\M\
*HW‘\
L
MH‘M\‘ |
A
Araian | | ’\‘HM‘HM‘\”M‘\‘\“
RIBTRIBIR wHHu T fWMH‘“ “\

N wuuuww

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0

Figura 1.1: Gréfica de la curva de los cosenos 7, para n := 2y algunos valores de m

Como era de esperar, no todos los conjuntos de un espacio métrico son densificables incluso cuando
éstos son conexos y compactos, como probaremos en el siguiente ejemplo.

= Ejemplo 1.1.2 Consideremos el siguiente conjunto:
B:= {(x,sen(xfl)) cxe[~1,0)U(0, 1}} u {(o,y) ye -1, 1]} CR2.

Estd claro que B es acotado, conexo y compacto, pero no es densificable: dada cualquier curva y: I — R?,
si y(I) C B, entonces Y(I) debe estar contenida en alguna de las tres componentes conexas por caminos del
conjunto B, ya que ¥(I) es un conjunto conexo por caminos. Asi pues, si 0 < & < 1, no existe en B ninguna
curva ¢¢-densa y por lo tanto B no es densificable. "
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| N 'l“!; i |H
! W'M

Figura 1.2: Gréfica de la curva de los cosenos ¥, para n := 3 y algunos valores de m

Nota 1.1.1 En [26] se prueba que cualquier hipercubo K C R", cerrado y acotado, se puede densificar
con densidad arbitrariamente pequefia o > 0, y ademds, podemos tomar una curva de clase €*. De
hecho, en la demostracién de dicho resultado, se considera la siguiente modificacion de la curva de los
cosenos del Ejemplo 1.1.1

1 1
tel—s (a1+(b1 —ata+ 3 (b—a)(1 —cos(mm)),...,an+§(b,,—a,,)(1—cos(m"*m))),

si el hipercubo a densificar es K := [T, [ai,bi] C R", con —eo < a; < b; < +eoparacadai=1,...,n

Queda claro entonces, segtin los ejemplos anteriores, que no todos los conjuntos acotados de un espacio
métrico (E,d) son densificables. Nétese, que aunque los conjuntos de los Ejemplos 1.1.1 y 1.1.2 son ambos
conexos y compactos, estas condiciones no son, por lo general, suficientes para establecer si un conjunto
es o no densificable. Como probaremos en el siguiente resultado (Teorema 1.1.1), la precompacidad y la
propiedad de ser densificable son conceptos equivalentes en conjuntos conexos por caminos.

En adelante, las bolas cerradas de centro x € E y radio r > 0 las escribiremos como B(x, r), es decir,

B(x,r) = {y €EE:d(yx) < r}.

Teorema 1.1.1 Sea B C (E,d) conexo por caminos. Entonces, B es densificable si, y sélo si, es precom-
pacto.

Demostracion. Sea oo > 0 cualquiera, y supongamos que B es precompacto. Gracias a la precompacidad de
B existe {x1,...,x,} C B tales que

Bc | )B(x, a). (1.1)

'CE

i=1

Entonces, si ¥, : I — (E,d) es la poligonal que une los puntos {xi,...,x,}, es claro que Y, es una
curva a-densa en B gracias a (1.1).

Por otro lado, si B es densificable, dado cualquier o > 0 existe una curva ¥, : I — (E,d) a-densa en B.
Puesto que ¥, (I) es compacto, dado cualquier € > 0, existe {y1,...,ya} C Yo(I) C B tales que

}’a(l) B(ylae)a (12)

-

y asi pues, de la definicién de curva ¢-densa (Definicién 1.1.2) y de (1.2) concluimos que

BC | )B(yi, o +e¢).

C:

i=1

Teniendo en cuenta la arbitrariedad de & y €, se sigue la precompacidad del conjunto B.
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O

En el teorema anterior hemos dado una caracterizacion topoldgica de los conjuntos densificables de un
espacio métrico (E,d). Por otro lado, en [26] se prueba una caracterizacién analitica de las curvas o-densas
en el espacio euclideo R” usando el concepto de funciones estocasticamente independientes. Probaremos
esto en las siguientes lineas.

Dado A C R, no vacio, notaremos por Diam(A) el didmetro de A y por A; la medida de Lebesgue en R.
Para simplificar la escritura, diremos que un subconjunto de R es medible si lo es respecto a Aj.

Definicion 1.1.3 Sean ¢y,..., @, : | — R continuas y no constantes, y sea 1) un niimero positivo tal que

N <min {Diam((p,-(])) ti= 1,...7n}.

Diremos que ¢y, ..., @, son n-estocdsticamente independientes, 7n-e.i., si dados los intervalos Ay, ..., A, C
R tales que

Diam(A,ﬂ(pi(I))Zn i=1,...,n,
se tiene que

Ao (ADN...N e, (A) > 0.

= Ejemplo 1.1.3 Las funciones @;, ¢, : I — I definidas como @y (z) :=ty @(¢) := 1 —¢ son n-e.i. siempre
que 0 <N < 4 (cf. [26, Exam. 4.3.3, p. 60]). .

Con la definicién anterior podemos generar y caracterizar las curvas a-densas (cf. [26, Th. 4.3.4 y Th.
4.3.5]):

Teorema 1.1.2 Sean ¢y, ..., @, : I — R continuas. Entonces, se tiene que:
1. Si ¢1,...,¢, son n-ei., y K :=[[}, ¢;(I), entonces, la curva y:I — R" dada por y(¢) :=

(o1(2),...,0,(t)) es Ny/n-densa en K.
2. Silacurvay:I — R" es una curva o--densa en el hipercubo cerrado y acotado [T, [a;, b;], siendo

1
O<a< Emfn{Diam((p,-(I)) N l,...,n},

entonces, las funciones @y, ..., @, son n-e.i. para cualquier 1 verificando

2aa<n < ml’n{Diam((p,-(I)) ES 1,...,n}.

En lo que sigue, notaremos por %y la clase de los conjuntos no vacios y acotados de un espacio métrico
(E,d). Como ha quedado evidenciado en el Ejemplo 1.1.2, no todos los conjuntos de %g son densificables.
Por este motivo, es conveniente definir el infimo de los & > 0 para los que existe una curva ¢¢-densa en un
conjunto B € g dado. Notaremos por I'y g 1a clase de todas las curvas ¢t-densas en B. Observemos que,
dado cualquier B € %, siempre es 'y 5 # 0 para algiin & > 0, ya que al ser B un conjunto acotado de E,
fijado cualquier xo € B, lacurva y: I — (E,d) dada por ¥(t) := xo, para cada 7 € I, es una curva o-densa
en B, cualquiera que sea a > Diam(B).

Definicion 1.1.4 Se define el grado de no-densificacién, GND, como la aplicacién ¢, : B — [0, +0)
dada por

04(B) ;:fnf{a>o:ra,3¢@}, VB € By.

Por ejemplo, si B es el conjunto del Ejemplo 1.1.2 se tiene que ¢,(B) = 1, mientras que ¢,(1") = 0 para
cadan € N, segun el Ejemplo 1.1.1. Tenemos el siguiente resultado:
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Teorema 1.1.3 (cf. [59, Th. 12]) En un espacio de Banach X se verifica que:

0 si X es de dimension finita

$a(Bx) = ;
1 si X es de dimension infinita

siendo By la bola unidad cerrada de X.

Asi pues, segtn el teorema anterior, si X es de dimension finita, entonces By es densificable, mientras
que si X es de dimension infinita, el menor o > 0 para los que existe una curva o-densa en By es igual a uno.

Algunas aplicaciones de las curvas o-densas

En esta seccion mostraremos dos aplicaciones de las curvas ¢-densas: el papel de las curvas a-densas en
los problemas de optimizacién global, y un método para aproximar (en caso de que existan) las raices reales
de funciones continuas de varias variables.

Optimizacién global en espacios métricos

Al igual que en secciones anteriores, (E,d) serd un espacio métrico y %y serd la clase de los conjuntos
no vacios y acotados de (E,d).

Una de las principales aplicaciones de las curvas ¢-densas la encontramos en los problemas de opti-
mizacién global (cf. [25], [26], [54], [57], [58]), ya que dichas curvas nos proporcionan un método para
resolver ciertos problemas de optimizacién. Podemos resumir dicho método como sigue: dado un espacio
métrico (E,d), que generalmente es E = R”, para algtin entero n > 1y d la distancia euclidea, B € g, y
una funcién f : B— R continua, consideremos el problema de optimizacién siguiente

(P) inf{ (x) :x € B,

que suponemos tiene solucidn, es decir, que el infimo de arriba es finito.
Entonces, la solucién de dicho problema puede ser aproximada por la solucién del siguiente problema de
optimizacién:

(P min{f(ralr)) 1 €1},

asumiendo que exista Yy : I — (E,d) una curva a-densa en B, para un o > 0 arbitrariamente pequefio, es
decir, asumiendo que B es densificable (Definicion 1.1.2).

Nota 1.2.1 En adelante, cuando hagamos referencia al minimo de una funcidn, si no se indica otra cosa,
nos referimos al minimo global de dicha funcién.

Por supuesto, el problema (P),, estd bien definido porque I es compacto y f o ¥, es continua, asi que
gracias a un conocido teorema de Weierstrass la existencia de soluciones de (P),, estd garantizada. La ventaja
de trabajar sobre el problema (P), es que, en este caso, estamos ante una funcién de una sola variable, lo
cual facilita mucho los cdlculos y ademads, gracias a la continuidad de f, se cumple que:

lim min {f(ya(t)) ‘te 1} - fnf{f(x) Lx eB}.

Probaremos la igualdad de arriba mas adelante. Como quedara patente en los siguientes ejemplos, el
método descrito arriba para aproximar la solucién del problema (P) mediante las soluciones del problema
(P)q resulta ser un método eficiente y altamente preciso. En ambos ejemplos, los cdlculos se han realizado
con el software ® Maple.

= Ejemplo 1.2.1 Sean f 'y g las funciones test de Rastrigin y Ackley (cf. [50, p. 468]) definidas, respectiva-
mente, cComo

S, x,) =100+ Z ()cl2 - 10005(27rxi)),
i=1
1

g(x1,...,x,) =20+ e—20exp ( -0.2 E Zn:xﬂ 7) —exp (% Zn:cos(Zﬂx;)),
i= i=1
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para cada (xi,...x,) € I". En la Figura 1.3 mostramos el gréfico de estas funciones para n := 2.

Superficie de Rastrigin f(x,y) Superficie de Ackley g(x,y)

Figura 1.3: Gréficas de las superficies de Rastrigin y Ackley

Entonces, el minimo global de ambas funciones es cero, y se alcanza en el punto (0,0,...,0). En la Tabla
1.1 mostramos los resultados obtenidos para el problema

(P)m ml’n{h(ym(t)) :te]},

para h = f, g, siendo para cada entero positivo m, };, la curva de los cosenos del Ejemplo 1.1.1. Hemos
notado por 7, € I el valor de r donde la funcion i(,(2)) alcanza su minimo global, y por A}, := h(%. (1)),

parah=f,g.

noom 1 i ’s g
10 5 325E-12 0 49E-17 -561E-8

15 625E-16 0 0 0

50 5 0 0 0 0

10 0 0 0 0

150 5 0 0 0 0

30 0 0 0 0

Tabla 1.1: Aproximaciones del minimo de las funciones test de Rastrigin y Ackley mediante la curva de los
cosenos del Ejemplo 1.1.1.

= Ejemplo 1.2.2 Consideremos la funcién f : I> — R dada por f(x,y) := exp(sen(27xy) 4 cos(27xy)) y
el problema

(P) ml’n{f(x,y):)gyel}.
Una solucién del problema (P) se alcanza en el punto

(x*,»") ~ (0.790569415042073009,0.790569415042074009),

y ademds, f(x*,y*) ~ 0.243116734434214221. Entonces, usando la curva de los cosenos ¥, del Ejemplo
1.1.1, planteamos para cada entero positivo m el problema

(P min{fm(0):r e},

y obtenemos los resultados mostrados en la Tabla 1.2. Hemos notado por 7, € I el punto donde la funcién
f(¥m(2)) alcanza un minimo absoluto. Nétese que, para m =4 es f(1(t})) = f(x*,¥*), por lo que, efec-
tivamente, la solucién del problema (P) puede ser aproximada mediante las soluciones de los problemas

Pm-
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I F(n(13)) () = f(",y)
0.584607049780029752  0.290503855258469390 0.0473871209
0.833333328405301943  0.243116734434216581  0.00000000000000226
0.783795094850843643  0.243116734434214360  0.00000000000000014
0.635025085929167176  0.243116734434214221 0

AW =3

Tabla 1.2: Aproximaciones del minimo de f(x,y) mediante la curva de los cosenos del Ejemplo 1.1.1

T T T T 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Superficie f(x,y) Curva f(74(t))

Figura 1.4: Gréficas de la superficie f(x,y) y de la curva f(y(z))

Mostramos en la Figura 1.4 las gréficas de la superficie f(x,y) y de la curva f(7y4(t)).

En las siguientes lineas, acotaremos el error cometido cuando aproximamos la solucién (o soluciones) de
un problema de optimizacién global mediante curvas ¢t-densas. En lo que sigue, K := [T}, [a;,b;] C R” serd
un hipercubo cerrado y acotado, y f : K — R continua. Nétese que, gracias al Teorema 1.1.1, tenemos que
K es densificable. Dado o > 0, Yy : I — K serd una curva o-densa en K que, segin la Nota 1.1.1, podemos
asumir que es de clase €.

Definicién 1.2.1 ([26, Def. 5.4.1, p. 85]) Se define el error de aproximacién del minimo global f de
orden 7, como:

E(f:Ya) ::min{f(}/a(t)) :tel}fml’n{f(x) :xGK}.

La funcién asociada a f de orden Y serd la funcién Fy, : K — R dada por

Fy, (x) := min { f(x) = F(ra(0)] 1 € 1}, Ve K.
De la definicion anterior se deduce facilmente que E(f;Ya) y Fy, son no negativas. Ademds

e () = Fre DI < [f() = fO)] Ve yeKk,

por lo que Fy, es una funcién continua.
Se puede definir una norma para Fy, de la forma siguiente (cf. [26, p. 85])

I Fyello :=max { min {|£(x) = f(u(0)) 1 €1} x e K,

y con la notacién que estamos usando, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.2.1 Se cumple la siguiente desigualdad:

E(f3Ya) < [Py llo < o(f;a), (1.3)



8 Capitulo 1. El Concepto de Densificacion

siendo @(f; o) el médulo de continuidad de f de orden @ que, recordemos (cf. [26]), viene dado por:

o(f:0) :=sup{|f(x) = F(¥)] : d(x,3) < @t}

Demostracion. Sea x* un minimo global de f. Entonces,
1Fello = min{1£(e) = f(ra0))] 11 € 1} = min { f(ralr)) 1 € 1}~

—ml’n{f(x) :xeK} =E(f:Y),

y tenemos la primera desigualdad del enunciado. Ahora, dado x € K, por la propia definicion de Fy, se tiene
que

Fy,(x) < |f(x) = f(Ya(2))] Vel

Como 7, es una curva a-densa en K, para cada x € K existe 7 € [ tal que d(x, ¥4 (¢)) < a, y por lo tanto,
usando la desigualdad de arriba y la definicién del médulo de continuidad deducimos que

P () < |F(0) = F(1(t))| < sup {|£(x) = f ()] 1 d(vy) S o} =

= w(f; OC),
y esto concluye la prueba del teorema.
|

El teorema anterior muestra que, efectivamente, la solucién del problema (P) puede ser aproximada por
las soluciones de los problemas (P) descritos arriba. Formalmente:

Corolario 1.2.1 Con la notacién que estamos usando, se verifica que:

lim E(f;Y) = 0.
a—0

Nota 1.2.2 Debemos observar que si el problema (P) lo planteamos en un espacio de Banach (X, || - ||)
de dimensién infinita puesto que, en general, los conjuntos acotados y conexos por caminos de X no
son densificables ya que no son precompactos (Teorema 1.1.3), el planteamiento que acabamos de ver
para aproximar dicho problema usando curvas a-densas no es valido. Necesitamos pues, establecer otro
concepto de densificacién en espacios de Banach de dimensidn infinita: la densificacion débil. De esta
cuestion nos ocuparemos en la proxima seccion.

Como hemos probado, el método para aproximar la solucién del problema (P) consiste en componer
la funcién objetivo f con una curva ¢-densa (¢ > 0 pequefio), pongamos %Y, que densifica el dominio de
definicion de f. Por otro lado, y aunque f o ¥, es una funcién real de una sola variable, en general, tiene una
gran cantidad de minimizadores locales debido a las oscilaciones' de ¥, lo que puede dificultar la bisqueda
de algtin minimizador global. Para salvar este inconveniente contamos con los denominados operadores
que preservan los optimizadores globales y que estudiaremos a continuacién. En lo que sigue, notaremos
por €*(I) la clase de las funciones /& : I — R acotadas con, a lo sumo, un ndmero finito de puntos de
discontinuidad.

Para que 7, pueda densificar el conjunto de definicién de la funcién objetivo, debe oscilar mucho para densificar dicho conjunto
con una densidad muy pequefia. De hecho, en la préctica, las curvas suelen ser funciones trigonométricas, como la curva de los cosenos
del Ejemplo 1.1.1.
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Definicién 1.2.2 Dada h € €*(I), el conjunto factible de soluciones de 4 serd el conjunto de minimiza-
dores (locales o globales) de £, y lo notaremos por S(h), es decir,

S(h) := {x € I : x es un minimo local o global de h}

Un punto ¥ € S(h) se dice que es un minimizador propio si existe un entorno de %, N (%), tal que A(¥) < h(x)
para cualquier x € N(X) distinto de ¥

Por otro lado, dado un niimero real r y h € €*(I), el conjunto de nivel r de la funcién & se define
como

La(r) == {xel:h(x) < r}.

Definicion 1.2.3 Una aplicacién T : F C €*(I) — % (I) es un operador que preserva los optimizadores,
O.P.O,, si para cualquier h € €*(I) se verifica que:

1. S(T(h)) C S(h).

2. Los conjuntos S(7'(h)) y S(h) tienen algdn minimizador global en comin.

Dada h € €*(I), ejemplos de O.P.O. son las aplicaciones T (h) :=e”, y T(h) =ah+b,cona >0y b
nimeros reales. En general, si g es estrictamente creciente, la composicién goh es un O.P.O. (cf. [26]).

Los O.P.O. han sido estudiados en [26], incluso se prueba un resultado para construir un O.P.O. cuando F
es la clase de las funciones lipschitzianas. En estas notas mostraremos un resultado, Teorema 1.2.2, probado
en [54] que permite construir un O.P.O. en una bola cerrada de %! (I,R), el espacio de las funciones reales
definidas en 7 con derivada continua, considerando este espacio dotado de su norma habitual

k)1 == [R(0)] +sup{|h’(x)| ‘xe 1}.

En el siguiente resultado ® es la funcion caracteristica de los reales positivos (funcién de Heaviside).

Teorema 1.2.2 (cf. [54, Th. 3.1]) Sea A € R cualquiera y @ : R — (0,+o0) una funcién de €' (I,R)
biyectiva y con @' > 0. Dado M > 0, consideremos los nimeros siguientes:

my :=min{®(x): xe[-M+AM+A]},

M :=méx{1+®(x): xe€[-M+AM+A]},
Dy :=méx{®'(x): xe€[-M+A,M+A]},
Dy :=max{(® 1 (w): we[m,M]},

C:= MDlDQ.

Entonces, fijados 0 < € < min{C~',1} y xo € I, la aplicacién
1
T(HE (x)) 1= @ (e + D(h(x) — h(x0) +A)) + _xO(h(x) ~h(x)), ~ Vx€l
define un O.P.O. en MB.,1, siendo By la bola unidad cerrada de (¢! (I,R), || - [|1). Ademds:

1. limg_,o(T (A& (x)) — g(x)) es constante en Ly (h(xp)).
2. Todos los minimizadores no nulos de T (h(¢)) estdn en Ly (h(x)).

El teorema anterior nos proporciona un método para eliminar los minimizadores locales obtenidos al
componer la funcién objetivo del problema (P) con una curva a-densa. Formalmente:

Corolario 1.2.2 (cf. [54, Cor. 4.1]) Sea M > 0y h € MBy1; ), siendo By ; gy 1a bola unidad cerrada

de €'(I,R) tal que S(h) es finito y cada minimizador de / es propio. Entonces, aplicando reiteradas
veces el teorema anterior a /2, obtenemos un método para hallar un minimizador global de 4.

Demostracion. Usamos la notacién del teorema anterior. Sea xp € / un minimizador cualquiera de & y
tomemos Ao := A := h(xp). Notamos por & el correspondiente € del teorema anterior y definimos la funcién

I (x) = T (A4 (1)) := & (g + B(R(x))) + éx@(h(x) (), Vxel.
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Si todos los minimizadores de /; son iguales a xq, entonces S(h1) = {xo}, y como x¢ es un minimizador
de g tendriamos el resultado deseado. En caso contrario, sea x; # xo un minimizador de la funcién Ay, el
cual en virtud del teorema anterior, serd un minimizador global de / y cumple la desigualdad

h(x1) < h(xo). (1.4)
Tomando A; := A = h(x;) y el correspondiente € del teorema anterior, que notaremos por €], definimos

la funcién

o (x) = T(AE A (1)) := B () + B(R(x))) + £l1x®(h(x) Ch(w)), Vxel.

Si S(hy) = {x0,x1 }, entonces, gracias a (1.4), tenemos que x; es el minimo global de /4 y el proceso
termina. Si por el contrario, existe xo € S(hy) \ {x0,x1}, entonces, segiin el teorema anterior, x es un
minimizador de % y, ademads:

h(x2) < h(x1) < h(xo). (1.5)
Si repetimos este proceso n + 1 veces llegamos a la funcién dada por

i1 (x) = T (R4 (x)) := ®~ (g, + D(h(x))) + gixca(h(x) —h(x,)), Vxel

n

Si S(hyt1) = {x0,...,Xs}, entonces x, es el minimo global de %, y en caso contrario, tomando x,,41 €
S(hpt1) \ {0, .., X, } tenemos que:

h(xpt1) < h(x,) < ... <h(x1) < h(x). (1.6)

Finalmente, puesto que el conjunto de todos los minimizadores globales de la sucesién de funciones
(hy)n>1 estd contenido en S(h), la sucesién (1.6) es finita y nos proporciona un minimizador global de A.

]

Recapitulando lo expuesto en esta seccién, dada una funcién continua f : K C R” — R, siendo K un
hipercubo acotado y cerrado de R”, podemos aproximar la solucién del problema

(P) ml’n{f(x):xel(}7

siguiendo los pasos indicados a continuacién:
1. Planteamos del problema (P),: tomamos, para un o > 0 pequefio, una curva ¥, : I — R" que sea
o-densa en K, y reducimos la dimensién del problema (P) planteando el siguiente problema

(P)a min{ f(va(r)) :1 € 1}

2. Con el método dado en el Corolario 1.2.2, calculamos alglin minimizador global de la funcién
h:=foYa.

El punto ¥, (t*), siendo * € I minimizador global de &, aproxima a un minimizador global de f.

4. Segtin el Teorema 1.2.1, el error de la aproximacién obtenida es

(7)) = f(¥) < o(f; ),

siendo x* € K un minimizador de f.
Terminamos esta seccién con un ejemplo:

w

= Ejemplo 1.2.3 Sea la funcién de Rastrigin R : I> — R dada por
R(x,y) := (2x—1)>+ (2y— 1) —cos(18m(2x — 1)) —cos(187(2y— 1))  Vx,y €1,

y la curva y(t) := (t, (1 — cos 11mt)), para cada t € I (es la curva del Ejemplo 1.1.1 para m = 11). Entonces,
la funcién dada por k(r) := R(7y(t)), para cada ¢t € I, posee muchos extremos locales, uno de ellos en
fo :~ 0,318209, siendo h(zp) ~ —1,8337217.

Tomando & := 0,001 y ®(¢) := ¢', la primera funcién A () obtenida con el método del Corolario 1.2.2
s6lo tiene un minimo global en #; := 0,5. Por lo tanto, la funcién A(t) alcanza su minimo global en 7 y es
h(0,5) = —2. En la Figura 1.5 mostramos la grifica de la superficie R(x,y) y de la funcién k(r).
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Figura 1.5: Griéficas de la superficie R(x,y) y de la curva h(r) := R(y11(2))

‘ 0.8

!

1.2.2 Aproximacioén de raices reales de polinomios

En este apartado || - || denotard la norma euclidea de R". Ademds, usaremos la siguiente notacién: dada
una funcién F : K C R” — R, notaremos por % (F, K) el conjunto (posiblemente vacio) de las raices reales
de F en K, es decir,

P (F.K) = {(xl,...,xn) €K :F(x1,...,x) :o}.

En esta seccion nos ocuparemos de aproximar las raices de polinomios de varias variables mediante
curvas a-densas, cuando dichas raices existan. Recordemos que un polinomio de 7 variables es una funcién
P:R" — R de la forma siguiente

P(x1,...,x,) = Z Qi
OSilSVI 3y 0<in <V

positivo v es el grado de P. El conjunto de los polinomios de n variables de grado menor o igual a v lo
denotaremos por P[n, v].

En general, dado P € P[n, v], hallar sus raices en un conjunto K dado, es decir, hallar el conjunto % (P,K)
(cuando no sea vacio) es bastante dificil. En esta seccién proponemos un método para aproximar dichas
raices usando curvas a-densas en K. La idea es reducir el nimero de variables del polinomio P a una sola,
componiendo éste con una curva -densa apropiada. El resultado clave para este propdsito es el siguiente:

Teorema 1.2.3 Sean K C R” un conjunto densificable, n, v,k enteros positivos conn > 1, P € P[n, V], y

para cada k, ¥, : I — K dada por Yy, (1) := (yl(k) (t)y.ees y,sk) (¢)) una curva ag-densa en K, con o — 0.

Entonces, se tiene que Z'(P,K) # 0 si, y solo si, Z°(Po Yy, ,I) # 0 para algin og. Mds atn, si
Z (P,K) # 0 se tiene que:

Z(PK) =] Z (P, Yo (D)) (1.7)
k>1

Demostracion. Si existe oy > 0 tal que Z°(Po Yy, ,I) # 0, entonces existe 79 € I tal que P(Yy, (to)) =0, de

donde se deduce que (yl(k) (t0),.- s yflk) (t0)) € Z(P,K), y por lo tanto, % (P,K) # 0.

Supongamos ahora que Z(P,K) # 0. Dado r := (ry,...,r,) € Z(P,K), puesto que P es una funcién
continua, existe € > 0 tal que P(r') = 0 para todo r’ € B(r,€) N K. Recordemos que B(r,€) denota la bola
cerrada centrada en r y radio €. Asi pues, tomando 0 < oy < €, puesto que ¥, €s una curva j-densa en
K, existe 1o € I tal que ||r — Yy, (f0)|| < 0% < €, y por lo tanto, ¥y, (fo) € B(r,€) N K, de donde se deduce que
P(Yo, (10)) € Z (P oYy, 1), es decit, Z(PoYy,,I) # 0.
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Para probar (1.7), supongamos que 2 (P,K) # 0. En primer lugar notemos que Z°(P,K) es un conjunto
cerrado. En efecto, dada una sucesion (zx)x>1 C Z(P,K) con zx — z, gracias a la continuidad de P se tiene
que

1P| = 1P(z) = P(z)l| — 0,

y por lo tanto, z € Z(P,K).
Por otro lado, para cada entero positivo k tenemos, como ya se ha probado antes, que Z(P, Yy, (1)) C
Z (P,K). Asi pues, tenemos la inclusién

U 2Py (1) c Z(P.K), (1.8)
k>1

ya que el conjunto Z(P,K) es cerrado. Ahora, tomemos z € 2°(P,K) cualquiera y (#);>1 C I una sucesion
tal que ||z — Yo, (k)| < i para cada entero positivo k. La seleccién de dicha sucesion (f)i>1 es posible
gracias a que cada Yq, es una curva 0y-densa en K, para cada k € N.

Entonces, puesto que K es precompacto por ser densificable (Teorema 1.1.1), existe una subsucesién de
(Yey, () )k>1, que notaremos igual, tal que Yg, () —> y para cierto

k>1
Ademés, se verifica que
Iz =1l < Nz = Yoo ()] + 11 Vey () = ¥|| < 0 + || ¥y (1) — y[| — 0,

y por lo tanto

z=ye |J Z(Py D). (1.9)

k>1
De (1.8) y (1.9) se sigue la igualdad (1.7), y el teorema queda probado.
]
Nota 1.2.3 Antes de continuar, debemos notar que en la prueba del teorema anterior, de las propiedades
del polinomio P, sélo hemos usado la continuidad del mismo, por lo que el resultado seria véalido para
cualquier funcién continua F : K C R” — R, no necesariamente un polinomio. El hecho de que en esta

seccién nos centremos en los polinomios es sélo por fijar un tipo concreto de funciones continuas, que
tengan una expresion lo mds sencilla posible.

El resultado anterior se puede aplicar a sistemas de ecuaciones polindmicas:

Corolario 1.2.3 Sean, parai=1,...,m, P(xi,...,x,) € P[n,v;], donde n > 1 y vy,...,V,, son enteros
positivos, K C R" un conjunto densificable, y consideremos el sistema de ecuaciones siguiente:

Pl(xl,...,x,,) :0
Pu(x1,...,%,) =0
Por otro lado, sea

P(x1,...,x,) = Pl-z(xl,...,xn),

on

i=1

y para cada k € N sea ¥y, : I — R" una curva og-densa en K, con oy — 0. Entonces, S tiene solucién en
K, ie N, Z(P,K)#0,si,y solo si, Z(PoYy,,I) # 0 para algiin o.

También podemos aproximar las raices de funciones de varias variables que admitan un desarrollo en
serie de potencias:
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Corolario 1.2.4 Sea f: K C R” — R, con K densificable, tal que admita un desarrollo de Taylor de
orden m en un entorno de a := (ay,...,a,) € K, es decir, existe r > 0 tal que

f(x) = Tym(x—a)+o(|x—a["),

para todo X := (x1,...,%,) € Bre(a,r) C K siendo B (a,r) la bola abierta de centro a y radio r, F
el correspondiente polinomio de Taylor de grado m de f en el punto a, y o(||x —a||™) el resto de dicho
desarrollo.

Por otro lado, sea para cada k € N Y, : I — R" una de curva oy densa en Bgx (a,r) con ax — 0.
Entonces, si 2 (7} m © Yo, ,I) # 0 para algin o, se tiene que

|f (Y, (P))] < lo(l[x—a™)],
para cualquier p € Z(Tf ;0 Yo, ,1)-

Antes de continuar, es conveniente hacer un par de observaciones. Por un lado, como hemos probado en el
Teorema 1.2.3, para aproximar las raices de un polinomio P € P[n, V], para ciertos enteros positivos n > 1y
v, debemos hallar las raices de P o ¥, (usamos la notacién de dicho teorema), que aunque es una funcién de
una sola variable, lo ideal serfa que tuviese una expresion lo mas sencilla posible, por ejemplo, un polinomio,
ya que de esta forma los cdlculos seran mds rédpidos y precisos. Por otro lado, y en el caso de que P(Yq, (7))
sea un polinomio de una sola variable, el grado de este serd, en general, muy grande (como mostraremos en
la Proposicion 1.2.1), y lo que obtendremos (con la ayuda de un software apropiado) serdn aproximaciones
de las raices del polinomio P(Yy, (t)).

Asi pues, teniendo presente los comentarios del parrafo anterior, dado P € P[n, v], para aproximar sus
raices reales en un conjunto K C R” densificable, lo mds conveniente (al menos desde el punto de vista
computacional) es que las curvas Y, que tomemos para densificar el conjunto K sean polinomios. Como
mostraremos en las siguientes lineas, tal eleccion es posible cuando el conjunto K es un hipercubo cerrado y
acotado, es decir, un conjunto de la forma [T}, [a;,b;], con —eo < a; < b; < +oo, paracadai=1,...,n.

Recordemos la definicién de los polinomios de Chebyshev (cf. [26], [37]):

Definicion 1.2.4 Para cada entero positivo m, se define el m-ésimo polinomio de Chebyshev como:

Tu(x) := cos(marccos(x)) Vx e [—1,1].

En la Figura 1.6 podemos ver algunas graficas de estos polinomios.

Tlo(x) v T (x) T30 (x)

Figura 1.6: Gréfica de algunos polinomios de Chebyshev.

En [37] se puede consultar la siguiente propiedad de los polinomios de Chebyshev (aunque la prueba es
una comprobacién rutinaria):

Tni1(x) = 2xT(x) — Ty 1 (%) Vxe[-1,1] VYm>2,
siendo Tp(x) := 1y Tj(x) := x para cada x € [—1, 1]. Asi pues, tenemos que cada T,,(x) es un polinomio de

grado m. Estos polinomios se pueden usar para definir una curva que densifica I con una densidad o > 0
arbitrariamente pequefia, como mostramos en el siguiente resultado.
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Lema 1.2.1 (cf. [26, Th. 5.2.4]) Sea ot > 0y 7, : I — R" la curva dada por
1 1
el Yult) = (t,§(1+Tm(2t_ D)5 (1 Tyr (21 = 1))),

donde cada T, es el polinomio de Chebyshev de grado k, y m € N es mayor o igual que 47+/n/c. Entonces,
%= s una curva @-densa en I"*, que llamaremos curva de Chebyshev.

En las Figuras 1.7 y 1.8 podemos ver la gréfica de algunas de las curvas del lema anterior
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T0(2) Yo0(2) Yo(t)

Figura 1.7: Gréfica de la curva de Chebyshev para n := 2 y algunos valores de m.

(1) Yio(t) %5(1)

Figura 1.8: Grifica de la curva de Chebyshev para n := 3 y algunos valores de m.

Con el resultado anterior, podemos establecer este otro:

Proposicion 1.2.1 Sea P(x1,...,Xn) := Yo<i;<vi...0<in<va ai....ip X ---xin donde iy,...,i, son enteros,

Vi,...,Vs € Ny a . ; son nimeros reales no nulos. Entonces, para cada m € N, si ¥, es la curva del
lema anterior, Po ¥, € P[1, V], donde

Vi=vi+vom+... +vm' L (1.10)
Ademds, Z(P,I") # 0 si, y s6lo si, existe m € N tal que Z'(Po¥,,I) # 0, y en este caso

{(,;,%(1 FT,(2p — 1)),...,%(1+Tmﬂ (2p — 1))) pe ff(Poym,I)} c Z(PI).

Demostracion. De la definicion del polinomio P y de los polinomios de Chebyshev (Definicién 1.2.4), la
prueba de (1.10) es evidente. La segunda parte del enunciado se tiene aplicando el Teorema 1.2.3.

O

Terminamos esta seccidn con algunos ejemplos numéricos.

= Ejemplo 1.2.4 Consideremos el polinomio siguiente:

P(x,y,2) == 102" =2y’ = 3xy2 + xz— 1 € P[3, 6]
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t P(1n(1)) V(1)
0.8851459896  -2B-9  (0.8851459896, 0.5933497330, 0.0348566906)

0.3638045198  -2E-9 (0.9435398580, 0.5654849740, 0.3080381661)
0.2019369594  -1E-10  (0.4105682559, 0.8761254004, 0.0173613654)

AW S

Tabla 1.3: Aproximacién de algunas raices de P(x,y,z)

Componiendo el polinomio P(x,y,z) con la curva del Lema 1.2.1 obtenemos los resultados de la Tabla
1.3.

= Ejemplo 1.2.5 En este ejemplo aproximaremos algunas raices, en I8, del polinomio

222 2 4.2 232 2
P(x1,...,xg) i= —X1X3x307x5 — 203 x304X5 — X338 4 2x0003 %03 — x1x3 + 1 € P[8,9).

Procediendo como en el ejemplo anterior, obtenemos los datos de la Tabla 1.4.

m t P(Ym(t))
2 0.9413797996 -1.4E-8
3 0.8718067068 9.15E-7
4 09837813419 0.0000033977

Tabla 1.4: Aproximacién de algunas raices de P(x1,...,x3)

Por otro lado, en la Figura 1.9 podemos ver la gréfica de la funcién P(7,,(¢)) para los valores de m
indicados en la Tabla 1.4

39 39

hJ'Jv”JWU".:."J“FCW‘“.P"IWm b ‘ MWW\WWW \ M”Mwllwmw‘

08

P(A() P (1)) O P()

Figura 1.9: Gréfica de algunas funciones P (¥, (?))

= Ejemplo 1.2.6 Para ilustrar el Corolario 1.2.3 consideremos el sistema de ecuaciones siguiente:
Pi(x,y) = xy* =Xy =0
Po(x,y) :=2xy—xy>—1=0

Es claro que una solucién del sistema anterior es (xo,yo) := (1, 1). Sin embargo, el software ® Maple
devuelve como solucién

(%o0,50) := (0.99999999999997386, 0.99999999999991818).
Por otro lado, definimos el polinomio

y hallamos las raices de P(t,},(t)) en I?, siendo ¥, la curva de Chebyshev del Lema 1.2.1. Para m = 2,3
tenemos que 7y := 1 es una raiz del polinomio P(z,%,(t)) y, ademas, (1, ¥%,(1)) = (x0,y0) = (1, 1). .
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= Ejemplo 1.2.7 Este dltimo ejemplo lo dedicamos al Corolario 1.2.4. Sea la funcién f(x,y) :=xy — %exy +
sen(x +y) para cada x,y € [—1,1]%. Tomamos, para cada m € N, la curva ¥, (¢) := (¢, T,,(¢)), para cada

€ [—1,1]. Se tiene (cf. [26, Th. 5.2.1, p. 79]) que cada %, es una curva «-densa en [—1,1]% si se cumple
que m > 7/ c. El hecho de tomar el intervalo [—1, 1] en lugar de I es irrelevante en este caso.

El polinomio de Taylor de f en (0,0), en la Tabla 1.5, lo notamos por .7;. Mostramos en dicha tabla
los resultados obtenidos al aproximar, mediante la familia de curvas 7, antes descritas, algunas raices del
polinomio .7;. Nétese que definimos la familia de curvas ¥, en el cuadrado [—1, 1] en lugar de algin
entorno del (0,0), aunque las raices que hallamos si pertenecen a un entorno del (0,0).

m  Grado de 7 T (1) F(v())

4 6 (-0.1696484152, 0.7763818982)  0.0001783288
4 10 (-0.1697055973, 0.7762355972) 1.6E-7

4 15 (-0.1697056492, 0.7762354644) -10E-10

5 15 (0.08600253731, 0.4173657200) 2E-10

6 15 (0.2911074329, 0.2001479056) 0

Tabla 1.5: Aproximacién de algunas raices de f(x,y) en un entorno del (0,0)

Densificacion débil. Curvas V-densas

En las secciones anteriores hemos introducido el concepto de curva a-densa asi como el de conjunto
densificable, y hemos visto algunas aplicaciones de dichas curvas. Asimismo, hasta ahora, hemos trabajado
con un espacio métrico (E,d), y lo hemos considerado, como es usual, dotado de la topologia generada por
la distancia d. Como quedard patente a lo largo de esta seccidn, en general, dicha topologia no es la més
adecuada para nuestros prop6sitos cuando X es un espacio de Banach de dimensioén infinita.

En lo que sigue y salvo que se indique lo contrario, (X, || - ||) denotard un espacio de Banach real de
dimensién infinita, y X* su dual topoldgico, recordemos

X* = {x* : X — R:x" eslineal y continua}.

La bola unidad cerrada de X la notaremos por By. Notaremos por ¢ := ¢(X,X") la topologia débil
de X, topologia que hace a X un espacio vectorial topolégico localmente convexo (cf. [45], [64], [67]).
Escribiremos por ,/16" la clase de los entornos basicos, débiles, convexos y equilibrados del vector nulo de
X. Recordamos que dichos entornos vienen dados por

V.= {XT7~..,XZ} = {xGX ()| < 1,i= 1,.“7”}’

donde x7,...,x; € X* y n € N. Salvo que se especifique otra cosa, entenderemos por entorno bdsico del cero
cualquier V de la forma dada arriba.

Si consideramos en X la topologia de la norma, hablando de manera poco formal, el ramario de los
entornos, es decir, de las bolas, nos lo proporciona el radio de las mismas. En el caso de la topologia débil, el
tamaiio de los entornos basicos del cero nos lo proporciona el siguiente nimero:

Definicion 1.3.1 Sea V := {x],...,x;}° € A4,° paraciertos x{,...,x; € X*. Se define el orden esférico
de V como el nimero

Ay = sup{ﬁ >0: BBy CV}.

Es evidente que Ay estd bien definido, ya que la topologia ¢ es mas débil que la topologia de la norma.
Ademds, tenemos el siguiente resultado para calcular de forma efectiva el orden esférico:

Proposicion 1.3.1 Dado V := {x],...,x;}° € 4 para ciertos x7,...,x; € X*, se tiene que:

1
V=" , .
max{||x}||:i=1,...,r}
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Demostracion. Sea M := max{||x}|| :i=1,...,r}. Veamos, en primer lugar, que para cada 8 € [0, ;] se
cumple:
BBy C V. (1.11)

Para B =0, (1.11) es trivial, asi que asumimos que 8 > 0. Si la inclusién (1.11) no fuese cierta, existiria
algin xy € By tal que

. 1
[ (xo)| > pM= %51, (1.12)

para algin 1 < j < r. Entonces, tenemos
i (o) | <l x| < 51,

que es contradictorio con (1.12), y en consecuencia, se verifica (1.12). Asi pues, por la propia definiciéon de
orden esférico:
Ay > ! (1.13)
v .
Si fuese Ay > ﬁ, existiria f > 0 tal que Ay > f8 > ﬁ y, ademds, BBy C V. Entonces, tenemos que

1
IX?(X)I<E<M Vi=1,...,r, VxeBy, (1.14)

y en concreto, si 1 <k < res tal que M = ||x; ||, tenemos que

1
I (x)] < = <|xl|  Vxe€By. (1.15)

B

Por otro lado, por la propia definicién® de la norma de X*, para cada entero positivo n existe x,, € By tal
que

* * 1
o I = [ (e ) | < o (1.16)

y por lo tanto, segtin (1.15) y (1.16) debe ser

. gy 1
()| < 5 < Pla)|+— VneN,

B

de donde se deduce, haciendo n — oo en la desigualdad de arriba, la siguiente contradiccién

) 1
lim g ()| = [l | < 7 < [l

B

Asi pues, tenemos que (1.13) es una igualdad y esto termina la prueba.

Una consecuencia inmediata del resultado anterior es la siguiente:

Corolario 1.3.1 Sea V := A{x*}° para ciertos A > 0 y x* € X* tal que ||x*|| = 1. Entonces, el orden
esféricode V es A.

A continuacién daremos una definicién que serd crucial en estas notas: la de curva V-densa. Hablando
de manera informal, podriamos decir que en un espacio de Banach de dimensién infinita, dotado de la
topologia débil, las curvas V-densas son muy parecidas a las curvas a-densas en espacios métricos, ya
estudiadas en secciones anteriores. No obstante, y como se probard mds adelante, estos dos tipos de curvas
son esencialmente distintas (véase el Teorema 1.3.2).

2Se recuerda que dado x* € X*, es ||lx*|| := sup{|x*(x)| : x € Bx }
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Definicion 1.3.2 Sea B C X acotado y V € .4(°. Diremos que una curva y:/ — (X,0) es una curva
V-densa en B si

1. y(I) C B.

2. Paratodo x € B, existe t € I tal que x — y(t) € V.
Si para cualquier V € .4, existe una curva V-densa en B, diremos que B es débilmente densificable, o
que B es o-densificable.

Si X es de dimension finita, la definicién anterior es la misma que la definicién de curva ¢-densa
(Definicién 1.1.2), ya que en dimension finita la topologia generada por la norma (topologia fuerte) y la débil
coinciden.

= Ejemplo 1.3.1 Sea L! el espacio de Banach de las funciones f : I — R de valor absoluto Lebesgue
integrable, con su norma habitual

! 1
1]l = /0 F()ldx, Vel

Sea L™ el espacio de Banach de las funciones i : I — R esencialmente acotadas con la norma del
supremo esencial,

72| := sup{|h(x)| . para casi todoxe]} YheL™.

Es un hecho bien conocido que L™ es isométricamente isomorfo al dual topolégico de L' (cf. [19]). De
hecho, dada i € L*, tal isomorfismo viene dado por:

h(f) = /01 h(x) £ (x)dx, vfeLl.

Por otro lado, para cada entero positivo n, sea r, la correspondiente funcién de Rademacher, que
recordemos (cf. [6], [23]) viene dada por

-1 si xe(%,%) k par
m(x) =4 0 si x=4 k=1,...,2"

1 si xe (5 5) kimpar

En la Figura 1.10 podemos ver la grafica de algunas de estas funciones.

— e - = I— - — —

ri(x) ra(x) r3(x)

Figura 1.10: Gréfica de algunas funciones de Rademacher

Las funciones de Rademacher verifican (cf. [6], [23]) que ||r,|| = 1 para cada n, fol Fn(X)rm (x)dx =0 si
n # m, y, ademds, (r,),>1 es una sucesién débilmente nula: dada i € L™, se tiene que

1
1fm / h(x)rn(x)dx‘ —0. (1.17)
n 1Jo
Definamos ahora y: I — (X, 0) como
0, sit=0
t€l— y(x) ( 4—1)(1 t) (x) +n( -I—l)(t 1 ) (x)
= _— v — 14
¥(x n(n . n+1(x) +n(n 1),
sit e [ﬁ,%} para algun entero positivo n
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para cada x € 1. Claramente y(I) C B;1, y, ademds, y es continua para cada r € (0, 1], tanto si consideramos a
L' con la topologia de la norma como si lo dotamos de la topologfa débil, ya que para dichos valores de  la
aplicacion ¥ es una poligonal que une las funciones r, y r,1. Ahora bien, como probaremos a continuacion,
¥ no es norma continua en ¢ = 0:

lim |% | = lim |71 || = im [[r,[| = 1.
t—0 n n n

Por otro lado, gracias a (1.17), se tiene que ¥ si es o-continua en ¢ = 0: dada cualquier 4 € L™, tenemos
que

/01 h(x)r,,(x)dx‘ =0.

1
/ h() 7 ()] = lim
0 n n

tim | /0 ) (¥)dx| = tim

t—0

y asi pues, tenemos que Y es una curva en (X, 0) perono en (X, || - ||).
Finalmente, fijada & € L (no idénticamente nula), se tiene que y es una curva V-densa en (B;1,0),
siendo V := ||| {%}°. En efecto, dado cualquier € > 0, segiin (1.17) existe un entero positivo m tal que

1h)crnxd)c <e Vn > m. (1.18)
| [ 1y

Dada f € By, para cualquier n > m y teniendo presente (1.18) y la desigualdad de Holder, se verifica que

[ 00— @ar| <| [ s +| [ aconeoa <

< [lAll LAl +& < 2]l + &,

y de la arbitrariedad de € se sigue que Y es una curva V-densa en B . "

Como en el caso de las curvas a-densas (Teorema 1.1.1), vamos a dar una condicién necesaria y suficiente
para que un conjunto B C X, conexo por caminos, sea o-densificable:

Teorema 1.3.1 Sea B C X un conjunto conexo por caminos. Entonces, B es 6-densificable si, y sélo si,
es acotado.

Demostracion. SeaV € 4° cualquiera, y supongamos que B es acotado. Puesto que B es acotado tenemos
que B es o-precompacto (cf. [67, Cor. 2, p. 150]), asi pues existe {xi,...,x,} C B tal que

BC{x,...,x,}+V. (1.19)

Entonces, tomando una curva y: I — (X, o) uniendo los vectores {x1,...,x,} (es posible definir tal
curva puesto que B es conexo por caminos), se tiene que Y es una curva V-densa en B gracias a (1.19).

Supongamos ahora que B es o-densificable y sea V € .4° cualquiera. Tomemos U € .4,° tal que
U+ U C V. Estaeleccién de U es posible puesto que la suma es una aplicacién continua en cualquier espacio
vectorial topolégico.

Sea v:I — (X,0) una curva U-densa en B cuya existencia estd garantizada por ser B un conjunto
o-densificable. Entonces, tenemos que

BcCy()+U. (1.20)
y puesto que Y(I) es c-compacto, existe {y1,...,y,} C y(I) tal que

y(I) C {y1,-- -y} + U, (1.21)
y de (1.20), (1.21) y la eleccién de U concluimos que

BC{y1,--,yn+U+U C {1, ., yu} +V,

y, por lo tanto, B es o-precompacto y en consecuencia acotado (cf. [67]).
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Entonces, segtn el teorema anterior, en dimension infinita By es densificable respecto a la topologia
débil, igual que en dimension finita lo es respecto a la topologia de la norma (Teorema 1.1.1). Ahora bien,
existe una diferencia esencial entre la densificacion fuerte y la densificacion débil de un conjunto dado, a
saber: si ¥ es una curva @-densa en un cierto conjunto K C X para algin o > 0, también serd o’-densa para
cualquier o' > @, esto es evidente a partir de la definicion de curva a-densa (Definicion 1.1.2). Pero si y es
una curva V-densa en K para un cierto V € .4,° de orden esférico 0 < Ay < 1, existe V' e A, de orden
esférico Ay < Ay» < 1 para el cual ¥ no es una curva V’-densa.

Teorema 1.3.2 Si X no es reflexivo, dada una curva ¥ : I — (X, o) cualquiera con ¥(I) C By, existe
Ao € (0,1) tal que para cualquier A € (0,1 —Ag) y V) € 4,° de orden esférico A, ¥ no es una curva
V) -densa en By.

Demostracion. Seay: I — (X, o) una curva cualquiera con y(I) C Bx. Observemos que y(I) # Bx puesto
que X no es reflexivo. Gracias a un conocido teorema de James (cf. [36]), como X no es reflexivo existe
x* € X* que no alcanza su supremo en By, esto es,

x| > *(x)] Vi€ By. (1.22)

Por otro lado, puesto que y(I) es o-compacto existe t* € I tal que
()| = max { | (y(0))] 1 € 1} (1.23)

Segin (1.22) tenemos que ||x*|| > |x*(y(¢*))|, asi que

ros WOEN] o

[l

Sea A € (0,1—Ap) cualquiera, y g := x™/||x*||. Segiin el Corolario 1.3.1, el orden esférico de V; := A{g}°
es A. Vamos a ver que ¥ no es V; -densa en By. En caso contrario tendriamos que:

Bx C y()+V;. (1.24)

Entonces, tomando

(1= 2A) [l =[x (r ()|
2{ )
y teniendo en cuenta la definicién de ||x*||, existe xg € By tal que

"] = |x* (x0)| < €A. (1.25)

0<e<

Asi que, gracias a (1.24), existe 7y € I tal que xo — ¥(#9) € V3, y por lo tanto
[x* (x0) —x"((0))| < A [l
Teniendo en cuenta esta desigualdad junto con (1.23) y (1.25) llegamos a que
x| = Ae < [x"(x0)| < |x* (x0) —x"(y(t0)) ] + |x"(¥(t0))| < Allx"[| + " (¥(r"))],
y en consecuencia,

(=)l = ()] e
7 <
que es contradictorio con la eleccién de € y por lo tanto el teorema queda probado.

]

Como ocurre en el caso de dimension finita con la densificacion fuerte, no todo conjunto de Py es
débilmente densificable: sean x,y € X, conx #y,y V € A4,° tal que x —y ¢ V. Entonces, si ¥ es una curva
cualquiera en B := {x,y}, debe ser y(¢r) = x o bien y(t) = y para todo ¢ € I, y por lo tanto, ¥ no puede ser
una curva V-densa en B. Asi pues, al igual que en el caso de las curvas ¢¢-densas (Definicién 1.1.4), no todo
conjunto acotado de X es o-densificable. Por este motivo, es conveniente definir el infimo de los Ay > 0 para
los que existe una curva V-densa, V € %" de orden esférico Ay, en un conjunto B € Ay dado. Notaremos
por I'y,, p la familia de todas las curvas V-densas en B con V € .4;° de orden esférico Ay.
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Definicion 1.3.3 Se define el grado de no-densificacién débil, -GND, como la aplicacién ¢g : By —
[0, +e0) dada por

0o(B) i=nf {Ay >0: Ty, 5 £0}.
para cada B € HBy.

Noétese que dado cualquier B € By siempre es I',, 7 0 para algtin Ay > 0: al ser B un conjunto acotado
de X, fijado cualquier xq € B, la curva y: I — (X, o) dada por y(t) := xo para cada ¢ € I es una curva
Ay-densa en B cualquiera que sea Ay > Diam(B).

El Teorema 1.3.1 nos proporciona el siguiente ejemplo:

= Ejemplo 1.3.2 Sea By la bola unidad cerrada de X. Entonces, ¢5(Bx) = 0. "

Algunas aplicaciones de las curvas V-densas

En las siguientes secciones estudiaremos dos aplicaciones de las curvas V-densas. Por un lado, en
la Seccidén 1.4.1 mostraremos un método para aproximar las soluciones de un determinado problema de
optimizacién en dimension infinita usando curvas V-densas.

Por otro lado, en la Seccién 1.4.2 estudiaremos un determinado programa, que llamaremos programa
de Helly, compuesto por un sistema de ecuaciones lineales con una restriccion no lineal. En este caso,
mostraremos un método para aproximar las soluciones de dicho programa usando una combinacién adecuada
de curvas V-densas y curvas ¢-densas.

Optimizacién global en espacios de Banach

Como en el caso de la densificacion fuerte (esto es, cuando consideramos en X la topologia de la norma),
una de las principales aplicaciones de la densificacién débil en espacios de dimensién infinita la encontramos
en los problemas de optimizacion global (cf. [56]). Probaremos esto en las siguientes lineas.

Dada f : BC (X,0) — R lineal y continua, consideramos el problema de optimizacién siguiente

(P) fi= inf{f(x) :xEB}.

Nota 1.4.1 Puesto que si f es lineal y continua, se sigue que f es acotada en conjuntos acotados y por lo
tanto, el infimo de arriba es finito. En otras palabras, el problema (P) estd bien planteado.

Si B es o-densificable (Definicién 1.3.2),las soluciones del problema (P) se pueden aproximar mediante
las soluciones del problema

(P)s ml’n{f(w(t)):tel}.

siendo 9 : I — (X, o) una curva V-densa en B paraun V € .4(° adecuado, de orden esférico pequefio, que
luego definiremos. Nétese que el problema (P)s estd bien planteado ya que I es compacto y la funcién f oy
es continua. Puesto que f € X*, para cada entero positivo n tenemos que:

1
Vn = E{f}o c e/%)o.

Ahora bien, como B es o-densificable, para cada n existe una curva ¥, : I — (X, ) que es V,-densa en
B, es decir,

B C yu(I) +Va. (1.26)
Puesto que ¥,(I) es o-compacto para cada entero positivo n, se tiene que
3N, := min {f(y) 1y € yn(l)} < oo,
y es claro que 1,, > f para cada n. Vamos a probar que

F=1limn,.
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Gracias a las propiedades del infimo, para cada entero positivo n existe x,, € B tal que

f(xn) Sf

:\'—‘

Por otro lado, teniendo presente (1.26), existen y, € ¥,(I) y v, € V, tales que x, = y, + vy, asi que:

o < FOn) = F0sn) — FOn) < T4+ 40 = T

:\l\)

Por lo tanto 1, — % < f < n, para cada entero positivo n, y como para cualquier  se tiene que %,(I) C B,
debe ser lim, n,, = f.
Terminamos esta seccién con un ejemplo estudiado con detalle en [56], en el que aplicaremos el método

que hemos descrito arriba.

= Ejemplo 1.4.1 Sea (L', || - ||) el espacio de las funciones de valor absoluto Lebesgue integrables (Ejemplo
1.3.1).

En Estadistica, una funcién f € L' se dice que es una funcién de densidad si f > 0y, ademas, fol f)dx=
1. El conjunto de las funciones de densidad lo notaremos por 2, es decir

9 :{fELl:fZO,/OIf(x)dle}.

El tiempo de vida, pongamos 6, de cierto componente electrénico es, desde el punto de vista matematico,
una variable aleatoria definida sobre el intervalo /. Sea ¢(6,a), para cierto a € (0, 1), una funcién continua y
positiva definida sobre I x (0, 1) que se anula en la diagonal 6 = a. El problema que se plantea en [56] es
determinar si existe f € 2 que minimice la esperanza de vida del componente electrénico dado. Esto es, si
fijado a € (0,1) existe f € Z solucién para el problema siguiente:

(P) min /f 0(0,a)do : fe@}

Este problema no tiene solucién: supongamos que existe una funcién f € 2 solucién de (P). Para cada
n > 1— definamos la sucesién

1
£(0) ;—{ nooparab€faat-] gy
0 en otro caso

Es claro que f,, € Z para cada entero n > lfla Asi pues, teniendo en cuenta que f es solucién del problema
(P) y el teorema de la media integral, debe ser:

1

1 1 aty,
| 7@)p6.01a0 < [ 1.(0)9(6.0108 =n [ p(6.a)d6 = p(61.0).
a
para algin 6, € [a,a+ %] Y por lo tanto, haciendo n — oo, tenemos que f = 0 (ya que ¢(6,,a) — 0)y

esto no es posible puesto que estamos asumiendo que f € Z.
Por otro lado, es claro que el problema

(P)o =t { /f (0,040 f€ 7}

est4 bien planteado. Para aproximar, con error controlado, el valor de fj basta aplicar el método anteriormente
descrito si definimos para cada entero positivo n

1
= (@) e,

donde ® € L* viene dada por ®(f) := fol £(8)9(8,a)dd, paracada f € L. ]
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Programas de Helly

Un teorema muy conocido en Anélisis Funcional sobre la existencia de soluciones, en una cierta bola
cerrada, de ecuaciones lineales en un espacio de Banach es el teorema de Helly (cf. [34, Teorema. 1.1.2, p.
3]). Dicho teorema establece una condicion suficiente para que tal sistema de ecuaciones tenga solucion,
pero, a priori, dicho teorema no establece ningtin método para calcular, o aproximar, dichas soluciones. En
esta seccién, usando técnicas de densificacién, mostraremos un método (Teorema 1.4.2) para aproximar, con
error controlado, las soluciones de sistemas lineales que verifican el teorema de Helly.

Nota 1.4.2 Aunque siempre hablaremos de soluciones, en plural, podria ocurrir que los problemas aqui
estudiados tuviesen una tnica solucién. El hecho de usar el plural es para generalizar, siendo irrelevante
para nuestros propdsitos el nimero de soluciones de tales problemas.

Empezamos recordando el bien conocido teorema de Helly antes mencionado:

Teorema 1.4.1 —Teorema de Helly. (cf. [34, Th. 1.1.2,p. 3]) Sean M > 0,x],...,x, €X*ycy,...,cn €
R. Son equivalentes:

1. Ve > 0 existe xe € X con ||xg|| <M+ € tal que x} (xe) =c;paracadai=1,...,n.

2. Cualesquiera que sean los nimeros ay,...,a, € R se cumple que:

Zn:aici) < M‘ ‘ zn:aix:f
i=1 i=1

Fijados M > 0, x7 € X*,y c; € Rparai=1,...,n, consideremos el sistema de ecuaciones lineales, junto
a una restriccién no lineal, siguiente:

x;(x) =¢

SM,g = )
sujeto ax € (M + €)Bx

para cada € > 0, siendo By la bola unidad cerrada de X .
I Definicion 1.4.1 Si fijado M > 0 existe € > 0 tal que el programa Sy, . cumple las condiciones del

teorema de Helly, diremos que Sy ¢ €s un programa de Helly.

En lo que sigue, asumimos que x; € X* son linealmente independientes, parai = 1,...,n, y escribiremos
Swm.e el correspondiente programa de Helly. La norma de R” la notaremos por || - ||, y por el contexto no
habra confusién con la norma de X.

Teorema 1.4.2 Sea Sy ¢ un programa de Helly, y x¢ € (M + €)Bx una solucién del mismo. Entonces,
para cada o > 0 existe una curva ¥y : I — (X, 0) tal que Yo (I) C (M +€)Bx y

x7 (xe) —x7 (Ya (1)) < & Vi=1,...,n,

paraciertot € I.

Demostracion. Para cada o > 0 definimos
Vo = %{ﬁ}fﬂ...ﬂ%{x;r eMC.
Segiin el Teorema 1.3.1, existe Yy : I — (X, 0) tal que:
(M+€)Bx C Yu(I) + Va. (1.27)
Definamos la aplicacién lineal 7' : X — R" dada por
T(x):=(x](x),...,x5(x)) VxeX.

En la prueba del Teorema de Helly (cf. [34, Teorema. 1.1.2, p. 3]) se demuestra que T es sobreyectiva y
que c:=(c1,...,cn) = (X (xe),...,x5(xe)) € (M+€)T (Bx).
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Por otro lado, consideremos la curva @y, : I — R" dada por g (f) := T (Y (t)), para cada t € I. Es claro
que @ es una curva y que 0y (1) C (M + €)T (Bx). Ahora, dado cualquier P € (M + €)T (Bx ), pongamos
P:= (x{(x0),...,x;(x0)) para cierto xo € (M + €)Byx, tenemos que

n n 2
1P — @ (1) ]| = \/X{(X?(XO) = (Ya(t0))* < \/Z{ % =a,

siendo 19 € I tal que |x} (x0) —x} (Ya(t0))] < %, cuya existencia estd garantizada gracias a (1.27). Asf pues,
tenemos que @y, es una curva o--densa en (M + €)T (By).

Puesto que (cy,...,¢,) € (M +€)T(Bx), y g es una curva a-densa en (M + €)T (Bx), existe . € I tal
que

e — @a(te)]| < . (1.28)

Entonces, dado cualquier # € I verificando (1.28), si escribimos g (¢) := (&1, ..., &), debe ser, para cada

i=1,...,n
(i = &)? = (¥} (xe) =} (Ya(1))® < 0%,
de donde se deduce que
X7 (xe) =X (Ya(t))| = |ci —&| <o paracada i=1,...,n,
y el teorema queda probado.
]

Para terminar este capitulo, a continuacién describiremos el método que se obtiene del teorema anterior
para aproximar las soluciones de un programa de Helly.

Dado un programa de Helly Sy ¢, €l Teorema de Helly (Teorema 1.4.1) garantiza la existencia de alguna
solucién del mismo en la bola (M + €)By. El teorema anterior nos proporciona un método para aproximar,
con error controlado, las soluciones de estos sistemas: fijado & > 0, y construida la curva @, de la prueba
del teorema anterior, se procede de la forma siguiente:

1. Tomamos una particién apropiada de I. Puesto que @, es continua en /, serd uniformemente continua,

asi que existe & > 0 tal que ||y (1) — 0 (1')|| < a siempre que |t —1'| < &. Entonces, la particion de

I'serd {t;:= .. :i=0,...,m}, siendo m el menor entero positivo tal que % < 8. Asipues, |t —1'| <6
siempre que t,7' € [t;_1,t;] para algin 1 <i < m.

2. Ahora, basta computar ||c — @y (f;)]|, siendo ; el punto medio de #;_;,f; parai = 1,...,m. Es evidente
que ||c — wu(f;)|| < o para algiin conjunto de puntos {7, ,...,% } C {f1,...,fu} C I, y esto nos

proporciona el conjunto (usamos la misma notacién que en el teorema anterior)

{Y(X(t_kl)v" ~»Ya(fkr)} - (M+£)BX7

que es la aproximacion de la solucién x, del programa de Helly Sy ¢.
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Optimizacion en los espacios L”

Introduccién. El problema (PL)

En lo que sigue, fijado 1 < p < 40, L? serd el espacio de las funciones reales definidas en / de potencia
p-ésima Lebesgue integrable, con la norma habitual

Il = ([ roras)”

Ademas, el dual de L? lo notaremos por L7 siendo g > 0 tal que % + é =1

Sea, paracadas € I, yi(s) := l yparak=0,1,2,...,i = 1,2,...,2* definimos la sucesién de funciones
siguiente
Ve (s) =% (s)—x (s) Vsel,
2i—2 2i—1 2i—1 2i
[2k+1’2k+1) Lkﬂ’zkﬂ)

siendo y, la funcién caracteristica del conjunto A C 1. La sucesién (¥,),>1 es una base de Schauder en L?,
es decir, dada f € L? existe una Unica sucesioén de nimeros f; tales que

f= Z JnWn,

n>1

donde la convergencia de la serie de arriba es respecto a la norma. La sucesién (y;,),>1 se denomina Sistema
de Haar (cf. [6], [23], [34]).
Sea (¢,),>1 una sucesién en LY tal que

1
(W) :/ On () Wi (s)ds = Sum Vn,m € N,
0

siendo 8y, el simbolo de Kronecker, 8, = 1 sin =my O, = 0 si n # m. Entonces, dada f € L es claro
que

=Y ou(f)vn.
n>1
Multiplicando por un nimero adecuado cada @ ,; (esto no supone ninguna pérdida de generalidad) para
cadak=0,1,2,...ycadai=1,2,...,2F se tiene que:
1 1

€ 2.1
Wk illp (p+1)2+

[P illg =

Nota 2.1.1 Aunque no usaremos este hecho, la sucesién ¢, es una base de Schauder en L4, puesto que
L7 es reflexivo (cf. [34, p. 47]).

A continuacién, vamos a describir el problema de optimizacién que analizaremos en las secciones
siguientes. Dadas g,g1,...,¢; € L9, y unos ndmeros b, ..., b; positivos, definimos el problema (PL) como:

1
f* ::inf{/o g(s)f(s)ds:fELp},
(PL)
1
sujeto a: f € By», /Ogj(s)f(s)ds:bj, j=1,...,1,

Antes de continuar, debemos decir que el problema (PL) estd bien planteado (cf. [32]), es decir, que
tiene solucion puesto que el conjunto de restricciones es no vacio.

Definicién 2.1.1 Se define el conjunto factible del problema (PL) como:

F = {feBLp:/Olgj(s)f(s)dSij, j= 1,...,1}.
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Con esta notacidn, el problema de optimizacién (PL) se puede escribir como:

(PL) = 1’nf{/01 g(s)f(s)ds: fe ?}

Nuestro objetivo serd aproximar el nimero f* mediante las soluciones de una serie de problemas de
optimizacién en dimensién finita. Veremos esto en detalle en las secciones siguientes.

Los problemas (6, —PL) y (v, — PL)

Como hemos notado anteriormente, nuestro objetivo serd aproximar las soluciones del problema (PL)
mediante soluciones de problemas de optimizacién en espacios de dimensién finita. En esta seccién definire-
mos estos problemas, ademads de otros problemas (en dimension finita) auxiliares que necesitaremos para
nuestros objetivos.

Notaremos por L}, el subespacio vectorial de L? generado por {y1,..., ¥, }, siendo (,),> €l sistema
de Haar definido en la Seccién 2.1.1. Dada una sucesion de nimeros positivos 6,, con 6, — 0, definimos el
conjunto siguiente:

n 1
Foi= {hi= Y @i £ € Bun| [ hoWils)gi(0ds —b;] < 0= 1.1},
i=1 Ay

Hablando de manera poco formal, se podria decir que cada .%,, es una truncacién del conjunto factible
Z del problema (PL).
Lema 2.1.1 %, C BLg, paracadan € N.

Demostracion. Si %, = 0 entonces el resultado es trivial, asi que vamos a suponer que %, # 0 para algtn
neN.
Dado cualquier m > n, tenemos (cf. [34, Th. 2.1.1, p. 37]) la desigualdad

n

i=

Y oi(f)wi

1

m

SHZ@W%

i=1

) 2.2)

para cada f € Byr. Por lo tanto, haciendo m — oo en (2.2) deducimos que

Asi pues, tenemos que F;, C Brp siendo

n

Y oi(f)wi

i=1

< otrw

=[fllp <1
i>1 P

n
F, = {Z(p,(f)l[/, IfEB[,n} D Yy,
i=1
y el lema queda probado.

O

Como probaremos en la Seccién 2.1.3 (Teorema 2.1.1), para una sucesién (6,),>1 adecuada se verifica
que #, # 0 para cada n > 1. Supongamos que n € N es tal que .%, # 0. Entonces, definimos el problema
siguiente:

(6, —PL) ﬁ;ﬁﬁ{é}@mgmyheﬁ@.

A continuacién, veremos el papel de las curvas a-densas en la aproximacién de las soluciones de los
problemas (6, — PL):
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Proposicion 2.1.1 Supongamos que .%, # 0 para cierto entero positivo n. Entonces, .7, es densificable.
Ademds, dado o > 0, y una curva ¥, : I —» L}, a-densa en .%,, pongamos Yy (t) := (y1(¢),...,y.(t)) para
cadar € I, si definimos el problema

(W —PL) :=min Z/ yi(t)g(s)ds : tel}
i=1
se tiene que

0<% s s allgle- 2 [1- ()]
= /n n — gqp+] p+1 .

Demostracion. Sea n € N tal que .%, # 0. Para probar que .%#, es densificable, segin el Teorema 1.1.1
bastard demostrar que .%, es acotado y convexo, ya que L}, es un espacio métrico de dimensién finita.
El conjunto .%, es acotado segiin el Lema 2.1.1. También se tiene que .%, es convexo: sean hj :=

Y oi(f1)wi(s),ha =Y, 0i(f2)yi(s) € F, para ciertas fi, f» € Br y 0 < A < 1, verificando

‘/Olhl(s)gj(s)ds—bj‘ <6, y ’./O.]hg(s)gj(s)ds—bj <6, 2.3)

paracada j=1,...,1.
Entonces, A f1 + (1 —A) f> € %, ya que

A+ (1=M)hy =Y @i(Afi+ (1= 4) o) i,
i=1
y ademads, gracias a (2.3) tenemos que

1
]/0 (A (5) + (1 = A )ha(5)) 5 (s)ds — b | =
1 1
= | [ A 9)+ (1= A)ha(s))gs (0is = 26 = (1 =200y < 2| [ (s)g(s)ds—by[+

1
(1 —)L)’/ ha(5)8(5)ds —bs| < 26, +(1-2)8, = 6,
0
para cualquier j = 1,...,l. Queda probado entonces que .%, es convexo.
Asf pues, dado cualquier & > 0 existe una curva ¥, : I — L5 que es a-densa en .%,, ya que .%, es

densificable, y por lo tanto el problema (7}, — PL) esté bien planteado.
Por otro lado, sea F' : .%, — R la aplicacién dada por:

1
:/ h(s)g(s)ds, Vhe %,
0

Dadas hy := Y7 0;(f1)Wi(s), ha ==Y @i(f2) Wi(s) € F,, teniendo presente (2.1), se verifica que
F(in < Yo - o) | Iwo)ls(oids <

n n l
<llgllgllf1 = £ ; illp < llgllgllfi = f =
lgllqllfi zl\p;H(PIIqHWIIp gllqllf1 2||pi;(p+1)l

= lelllfi= =25 [1= ()]

Asi pues, una cota superior para el médulo de continuidad de F' de orden o (véase el Teorema 1.2.1)
o(F; ) es la siguiente

F < — 11— 71 !
w(r;o o .
( ) Hqu D 1 |: (D 1) j|
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Entonces, segin el Teorema 1.2.1, tenemos que

p 1 n
0<% -1 < 0(Fio) < alel 21— (—.)'].
<h—fh foFa)< IIgIIqerl FES

y esto completa la prueba.

O

Usando la notacién del teorema anterior, nétese que si n € N es tal que .%, # 0, tenemos que ¥ > f¥,y
puesto que L} C LP, también se cumple que £ > f*.
Un esquema de nuestro método para aproximar las soluciones del problema (PL) es el siguiente:
1. Buscamos una sucesion (6,),> tal que exista un entero positivo m verificando que %, # 0, para cada
n>m.
2. Una vez planteados los problemas (6, — PL), se plantean los correspondientes problemas (¥, — PL) y
calculamos las soluciones ¥, de los mismos.
3. Laaproximacion de f*, con error controlado y arbitrariamente pequefio, nos la proporciona la sucesion
(% )n=1.
En la préxima seccién probaremos que, bajo ciertas condiciones, el método arriba descrito es convergente,
es decir, que 7, — f*.

2.1.3 Convergencia del método

El siguiente lema lo usaremos mas adelante:
Lema 2.1.2 Se verifica que:
1. El sistema de Haar es una base mondtona en L?, es decir, cualesquiera que sean los enteros positivos
n,m, con n < m, y los nimeros ay,...,a, se tiene que

n m
1Y, aivillp < I Y aivillp-
i=1 i=1
2. Para cada entero positivo m > 1, se tiene que

1
OnllgWnllp = — 1 m=1
n;ﬂ” 1HqH nHP p(p—l—l)’" 1

Demostracion. La prueba del apartado 1 del enunciado se puede consultar, por ejemplo, en [34, Lema 2.1.1
p. 39]. La prueba de 2 es simple: dado un entero m > 1 sean k,i € N con 0 < i < 2%, tales que m = 2% + .
Entonces, segtin (2.1), tenemos que:

1 1
| @l gl Winllp = Wa | Pms1llgllWins1llp = W’

y teniendo presente la bien conocida férmula de sumacién de las series geométricas, concluimos que

1 1
(P ll/ — —+ +...=
n;ﬂ” anH n”]’ (p_|_1)m (p+1)m+l

1 [H— 1 . 1 . }_ 1 p+1 1
(p+1)m p+1  (p+1)2 "1 (p+1)m p  pp+1)m”

Ya estamos preparados para enunciar y probar el resultado principal de esta seccién:

Teorema 2.1.1 Para cada entero n > 1, definimos

gy 3 bl ()]
n.ip(p—ﬁ-l)" Yy Pn= gqp-i-] Pl )

siendo M :=max{||gjll,: j=1,...,l}. Entonces, el correspondiente conjunto .%, es no vacio para cada
entero n > 1, es decir, que los problemas (6, — PL) estdn bien planteados.
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Mis ain, dada una sucesién de nimeros positivos (&,),>1 con g, — 0, existe para cada n € N una
curva ¥, : I — R" con ¥,(I) C .%,, tal que la sucesién (7 ),>1 de soluciones de los problemas (), — PL)
verifica las desigualdades siguientes:

H8||q

— = Vn > 1.
pp+1)

Ogﬁ_f*gsn"‘

Demostracion. En primer lugar, vamos a probar que .%, # () para cada n > 1. En efecto: sea fop € % una
solucion del problema (PL), es decir, fop € Brr y paracada j = 1,...,1 se verifica que

1
| &6 fom(s)s =t

Para cada n > 1 definamos
n
foi= Y @i fop) Wi € LY. (2.4)
i=1
Vamos a probar que f;, € .%,. Por un lado, segin el Lema 2.1.2, para cada m > n se verifica que
n m
fallp = 1Y @i (fop) Willp < 1Y @i (fop) Willp — [l foptl
i=1 i=1

cuando m — co, y puesto que fop € By tenemos que || f»||, < 1 para cada n. Por otro lado, dado 1 < j <1,
teniendo presente (2.4), gracias a la desigualdad de Holder y al Lema 2.1.2, tenemos que

‘./olf"(s)gj(S)ds—bj‘ _

<M||f, oillgllwilly < ———,
Ifonlly 3 ol < "

. 1
i:Z](Pi(fopt)/o llfi(s)gj(s)ds_bj‘ _

1 1
Y ol [ wl9g6)ds| < ¥ 10| [ 1vilo)s(s)lds <

i>n+1 i>n+1

y por lo tanto f,, € .%, para cada n > 1. Queda probada entonces la primera parte del teorema.

Ahora, sea (&,),>1 una sucesién de nimeros positivos con &, — 0, y para cada n € N sea 7, una curva
(&,/pn) -densa en Z,. Tal sucesion de curvas existe gracias a la Proposicién 2.1.1.

Los problemas (y, — PL) estdn bien definidos, puesto que lo estdn los problemas (6, — PL). Como
hemos notado anteriormente, para cada n > 1, ¥; serd una solucién del problema (7, — PL). Puesto que
Ye > fi > f*, pongamos:

o<y —f=n—-fith-r- 2.5
Por un lado, gracias a la Proposicion 2.1.1 tenemos que
Yo —fn < & (2.6)

Por otro lado, teniendo en cuenta una vez mds el Lema 2.1.2 y la desigualdad de Holder, llegamos a

s =| [ #6esas— [ 0| =| £ [ ommtsissas) <

i>n+1

llgllq
< l@illg Il foptllp 1wl pllgllg < llgllq leillgllwilly = — ==,
iZ;rl iZ%l pp+1)"
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y de la desigualdad de arriba se deduce que

G175 [ 1s)asds— [ fols)als)as <

2.7)
< ‘/1f,,(s)g(s)dsf/lfopt(s)g(s)ds’ < ﬂ
0 0 p(p+1)"
Sustituyendo (2.6) y (2.7) en (2.5) terminamos la prueba.
O
2.2 Optimizacién en espacios producto
2.2.1 Planteamiento del problema (OMO)
En lo que sigue, (X1, |l1),---,(Xn, || - ||ln) serdn espacios de Banach reales de dimension infinita, y
X{,..., X, sus duales topolégicos. Ademds, para cada i = 1,...,n, notaremos la topologia débil de X;* por

o =0 (X;,X]).
Dado un conjunto By X ... X B, C X1 X ... X X,, nos ocuparemos en esta seccion de estudiar, bajo ciertas

condiciones, el problema de optimizacion siguiente

n
(OMO) mfn{Z?Lix;‘(bi):(bl,...,bn)eBl><...><Bn},
i=1
donde A1,...,4, € R, positivos, y (x7, ..;,x:j) € X{ x ... x X,¥ no nulos son conocidos. Una solucién del
problema (OMO) serd cualquier (by,...,b,) € By X ... X B, tal que

Zl,xl*(l;,) < Zl,x;k(b,) V(b],...,bn) EB| x...xXB,.

Nota 2.2.1 El nombre (OMO) se corresponde con las siglas de optimizacién multi-objetivo por su
similitud, en formas, con dicho tipo de problemas (cf. [53]).

Existen varios métodos para resolver problemas de optimizacién en espacios producto, como el método
de Gauss-Seidel, por citar alguno (cf. [24, Chap. IV]). Nosotros, como ya hemos hecho en el Capitulo 1 y en
la Seccién 2.1 con otros problemas de optimizacion, estudiaremos la existencia de soluciones del problema
(OMO) con la ayuda de ciertas curvas. Para nuestro objetivo, en la Seccién 2.2.2, probaremos la existencia
de curvas V-densas en el espacio producto X; X ... x X, dotado de la topologia producto o] X ... X 0,. Al
igual que en secciones anteriores, la clave para estudiar problemas de optimizacién sera reducir el nimero
de variables del problema dado, en este caso el problema (OMO), a una sola variable mediante técnicas de
densificacion.

En la Seccién 2.2.3 plantearemos un problema del tipo (OMO), que no tiene solucién. No obstante,
proponemos el siguiente problema:

n
(OMO)’ fnf{ Y A (i) < (b, ba) € B X ... X B,,}.
i=1
Es inmediato comprobar que el problema anterior estd bien planteado si los conjuntos By, ...,B, son
acotados.

2.2.2 Densificacion débil en el espacio producto

En esta seccion notaremos X := [];_, X;. Hay muchas formas de definir una norma en X para que éste
sea un espacio de Banach, por ejemplo,

n 1
el = (L llall?) o= (o) €X
i=1
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No obstante, puesto que X es un espacio de Banach de dimensién infinita, como ya comentamos en el
Capitulo 1 (véase la Nota 1.2.2), en este caso es mds conveniente para nuestros objetivos dotar a X de la
topologia débil, en lugar de la topologia generada por una norma. En las siguientes lineas describiremos
dicha topologia débil en X.

Sea 7 la topologia producto (o topologia de Tychonoff, cf. [47], [73]) de las topologias o7,..., 0, esto es,
T := 0] X ... X 0y,. La clase de los entornos basicos, cerrados, convexos y equilibrados del cero en topologia
7 la notaremos por .4". Recordemos (cf. [47], [73]) que V € A si, y s6lo si, V = V| x ... XV, siendo
Vi EJVG" paracadai=1,...,n

Definicion 2.2.1 Sea []iL, B; C X no vacio,y V € .4*. Diremos que una curva y:/ — (X, o) en una
curva V-densa en [, B; si

1. y(I) C T, Bi.

2. Paracada (xi,...,x,) € [T}, B; existe r € I tal que (xy,...,x,) —y(t) € V.
SiparacadaV € Ji{)” existe una curva V-densa en [, B; diremos que [, B; es m-densificable..

Parece razonable pensar que un conjunto []i_; B; C X es m-densificable si, y sélo si, cada B; es o;-
densificable, paracadai=1,...,n. Y asi es:

Teorema 2.2.1 []?_, B; C X es m-densificable si, y sélo si, B; es oj-densificable, paracadai=1,...,n

Demostracion. Supongamos que [JiL; B; C X es 7-densificable. Fijado 1 < j<nseaU; € %Gj arbitrario,
y consideremos

V:=V1><...><Vj,1XU]'XVJ'+1><...><V,,EJV0”,

donde V; € Ji{) son cualesquiera, parai € {1,. —1,j+1,...,n}. Puesto que [T, B; es m-densificable
existe y: I — (X, m), pongamos ¥(¢) := (Y (¢ ) ,7/,,( )) para cadat € I, tal que

Bix...XBjx..xB, Cyu(I)x...x¥(I) x...x %(I)+Vix...xVi_y xUjx Vi1 X ...x V.

de donde se deduce que y;j : I — (Xj,0;) es una curva Uj-densa en B}, y por lo tanto B; es o;-densificable.
Reciprocamente, dado ], B; C X supongamos que cada B; es o;-densificable parai=1,...,n,y sea
Vi X ... x V, € A" cualquiera. Entonces, para cadai=1,...,n, existe %, : I — (X;, 0;) tal que:
B Cy(D)+V; i=1,...,n

Segtin el teorema de Hahn-Mazurkiewicz (cf.

[
O(t):=(91(1),...,9,(¢)) paracadat € I, tal que ¢ ()

Por otro lado, consideremos la curva @ : I — (X,

o(t) = (71(¢1(t)),-.-7 n(¢n(t))) Vel

Entonces, dado cualquier (by,...,b,) € By X ... X By, existen 11,...,t, € I tales que b; — ¥;(t;) € V; para
cadai=1,...,n. Asi pues, tomando € I tal que ¢(¢) = (¢1,...,,), llegamos a que

66], [73]) existe una curva ¢ : I — [", pongamos
I".
) dada por

(biy...,bp) — @) €Vy X ... XV,
de donde se deduce que yes V| x ... x V,,-densa en [, B; C X y esto termina la prueba.
O

A continuacién, probaremos cémo el teorema anterior nos proporciona un método para aproximar la
solucién del problema (OMO) en el caso de que dicho problema tenga solucién.
Sea B :=[]'_, B; C X m-densificable, y supongamos que existe el nimero

b= min{ZA,-x?‘(bi) (X1, %) €EBL X ... xBn}.
i=1

Dada una sucesién de niimeros positivos (& )g>1 con & — 0, definimos

U, = Ek{xT}OX...XSk{x;}OGJ%)n VkeN,
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y % : I — (X, 7) una curva Uy-densa en B, pongamos ¥ (t) := (}/,El)(t), . .,}/Ign)(r)) para cada t € I. Asi
pues, para cada entero positivo k, se verifica que:

BC %(I)+Uy. (2.8)

Sea, para cada k € N, el problema de optimizacion siguiente
n .
(% — OMO) ml’n{ Y At () it e 1}.
i=1
Nétese, que el nimero
3 (i)
Ac=min{ Y 2 (4 (1) e € 1},
i=1

existe y es finito, para cada entero positivo k, independientemente de que exista el nimero b ya que I es
compacto y cada y,ﬁ” es continua. Entonces, si tomamos (131 yeen ,l;l) € By f €1 tales que

b=Y ax(B), =Y At () (R)),

i=1 i=1

y t;, € I verificando

(b1,...,b1) —%(t) € Uy,

tenemos, gracias a (2.8), que

y puesto que & — 0, se verifica que 7y — b.

El método anterior es vélido siempre y cuando exista el niimero b. Ahora bien, se puede dar el caso en el
que dicho niimero no exista, como mostraremos en la siguiente seccion. En tal caso, como hemos comentado
en la Secci6n 2.2.1 al definir el problema (OMO)’, consideraremos €l nimero

n
i::fnf{Z)Lix,’f(bi) S (Bryevs b)) EBy X... xBn},
i=1

que siempre existe si los conjuntos By, ..., B, son acotados (o, en particular, débilmente densificables) y lo
aproximaremos mediante técnicas de densificacion, de forma totalmente andloga al procedimiento antes
descrito.

Un problema de optimizacion en ¢'(1) x ¢'(I) x L

En este apartado estudiaremos, como aplicacién del Teorema 2.1, un problema de optimizacion del
tipo (OMO) descrito en la Seccién 2.2.1. Como sugiere el titulo de esta seccidn, nos ocuparemos del caso
particular en el que X; x X» x X3 := €'(I) x €(I) x L, siendo € (I) el espacio de Banach de las funciones
continuas definidas sobre I, con la norma del supremo || - ||.., y L! el espacio de las funciones Lebesgue
integrables (Ejemplo 1.3.1), con su norma habitual || - ||;. La tGnica razén de elegir estos tres espacios no es
otra que simplificar la notacién y estudiar un caso concreto. Antes necesitamos recordar algunos resultados y
fijar la notacién que emplearemos.

Nota 2.2.2 En lo que sigue, la norma del supremo de €’(I) y la norma del supremo esencial de L™ las
notaremos de la misma forma, || - ||.. Por el contexto no habrd lugar a confusién.
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Dada una funcién f: I — R, recordemos que la variacién total de f viene dada por

Vi) = sup { Y1/ 0) — ()| P= o} € 2},

PeZ *i—1

siendo £ la clase de todas las particiones de 1. Si V(f) < +oo, se dice que f es de variacién acotada, y
notaremos por BV el espacio vectorial de dichas funciones. Si dotamos a BV con la norma ||g||zv := Vi(g),
para cada g € BV, tenemos que (BV, || - ||pv) es un espacio de Banach (cf. [12]) .

Es un hecho bien conocido (cf. [12, Th. 13.1, p. 218]) que el dual topolégico de € (I), €(I)*, es
isométricamente isomorfo al espacio BV . De hecho, la relacién entre %'(1)* y BV es la siguiente: si A € €' (I)*,
existe g € BV tal que

1
A(f) = /0 f)de(x)  VfeE,

donde la integral de arriba se debe entender en el sentido de Riemann-Stieltjes. Asi pues, dadas g1,...,8n €
BV, estas funciones definen un entorno débil basico y absolutamente convexo de cero para la topologia débil
de €(I), 0 := o(€(I),BV) de la forma siguiente:

1
(g1 gm)”i= {1 e): | [ fWdsit| < i=1...on}.
Vamos a plantear nuestro problema de optimizacién. Definamos los conjuntos siguientes

B%'(I) = {f € Bg(p) : f(x) >0 para todot € (0, 1)}7

B/ = {fEBLl : f(x) > 0 para casi todote[}7

y consideremos la aplicacién F : B% 0 X B;;( n X BZI — R dada por

1 -1 1
F(fisfoft) =1 [ Ail0dei @)+ | L0dga)+ 2 [ hfids, 29)

para cada (f1, f2, f3) € B{Z’([) X B(;(I) X le donde g1,82 € BV, h € L y A1, A3, A3 nlimeros positivos con
M + A2 + A3 = 1 son conocidos.
Asi pues, con esta notacion, el problema de optimizacién que estudiaremos serd el siguiente:

(OMO) mfn{F(fl,f27f3) H(fiu 2, f3) € Bj,gr(l) X By ) X le}

Se tiene el siguiente resultado:
Proposicién 2.2.1 El problema (OMO) no tiene solucidn.

Demostracién. Supongamos que existe (f1, />, f3) € B;;( R B;;< R B}, tal que

1
0

2 S R 5 |
(2.10)

+ha [ () (),

para cualquier (fi, f>,f3) € BZJ;( 1 X B;;(I) x B, Por otro lado, para cada entero positivo n, definamos la
funcién

fa(x) =



2.2 Optimizacidén en espacios producto 35

Es inmediato comprobar que || falle =Ly [I£ull1 = 2. y por lo tanto, para cada entero positivo n, tenemos
que (fu, fu, fn) € B%,( R B%)( N zl' Entonces, segtin (2.10), para cada n € N se debe cumplir

2 1 | A L2 1 1
;li/o ﬁ(x)dgi(x)+7t3/o h(t) f3(x)dx < ;i;l,-/o dgi(x)+%||huw <

1 1 1
< —mix {Vi(g1),Vi(g2) } + - lll < = max {Vi(g1). Vi(g2): Il |

de donde se deduce, si hacemos n — oo, que

/fl gy (x /fzdgz /h 0,

y por lo tanto f;(x) = f»(x) = 0 para cada x € (0,1), y f3(x) = 0 en casi todo x € I, lo que no es posible por
la propia definicién de ng‘( TR B;'f( R B/.

O

Aunque el problema (OMO) no tiene solucién, el problema
(OMO)/ 1/nf{F‘(fl 7f27f3) : (f17f27f3) € B(Z([) X B%’(I) X le }7
si estd bien planteado, siendo F la aplicacién dada en (2.9). En efecto, dado el vector (f1, f2, f3) € B(;( nx

Bl . xBT,

o) X Bpi» se tiene que (usamos la desigualdad de Holder):

/olf"(x)dg"(x)‘ H“‘ _/01 h(x) f3(x)dx| <

2
|F(f1, /2, 55)] Z
=

[’}

2
< Y Aillfill=llgillsy + A3l fll 11l < Y Adllgill sy + As Al <

i=1 i=1
< max {Vi(g1). Vi(g2)s [l } < +o.

Como en la Secci6n 2.2.2, notaremos X := €' (I) x € (I) x L' y & := 6 x 0 x o1, siendo & la topologia
débil de €'(I) y o1 la topologia débil de L'.

En lo que resta de este apartado, nos proponemos aproximar las soluciones del problema (OMO)’
mediante las soluciones de los problemas siguientes

(J,—OMO)  min {F(}/n(t)) re 1}7

siendo ¥, : I — (X, 7) una sucesion de curvas que luego veremos con detalle. Necesitaremos el siguiente
resultado.

Lema 2.2.1 El conjunto B}, x B

() e X le es m-densificable.

Demostracion. Gracias al Teorema 2.2.1, basta probar que B%)( 1) €8 O~ densificable, y BL1 es o1-densificable.
Pero esto es inmediato: el conjunto B;;< 1) €S convexo y acotado (esto es claro), y por lo tanto (Teorema 1.3.1)

es o-densificable. El mismo razonamiento prueba que le es op-densificable.
O

Finalmente, llegamos al resultado principal de esta seccion. Mantenemos la notacién usada en secciones
anteriores.
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Teorema 2.2.2 Dada una sucesién de ndmeros positivos (&,),>1 con &, — 0, para cada n € N existe una
curva ¥, : I — (X, m), pongamos t € I — %, € X, tal que

O S )’Z - f* S &
para cada entero positivo n, siendo

fr = inf {F(fis fou ) 2 (Fis for 3) € By X By X B | v i=min{F () e e 1},

y F la aplicacion definida en (2.9).

Demostracion. La desigualdad y; — f* > 0 es evidente, asi que nos ocuparemos de probar que y; — f* < g,

para cadan € N.
Para cada entero positivo n, definimos:

&, &, &,
— o -n o on h o 71"
"o x el x 2 e g
Tomemos, para cada n € N, una curva 7y, : [ — (X, ), pongamos

tel—s p(x) = (V@17 (0,10 (x)  vxel

de forma que:
BT =By x By X B}, C Ya(l)+ Un. 21D

La existencia, para cada n € N, de la curva 7, estd garantizada gracias al Lema 2.2.1.
Por otro lado, para cada entero positivo n, por las propiedades del infimo existe f,\ := F(fy ', fn~, fa™'),

para ciertas funciones ( f,g 1>, f,Ez), ff)) € BT tal que

£
In Sf*+Z" (2.12)
Entonces, gracias a (2.11), para cada entero positivo n, existe #, € [ tal que:
ol [ (i)
o = F(ha) <Y A = Yo ())dgi(x) |+
i=1
(2.13)
& & 3¢
| / h(x de| < Gy o B O

Teniendo en cuenta (2.12) y (2.13), concluimos que

3g,

Vo= Sy —fu + Zn F(Yas,) — fn+7 T+4_£m

y esto termina la prueba.
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3.1 Primeras definiciones y ejemplos

En esta seccién recordaremos la definicién de medida de no-compacidad (cf. [4], [11], [13], [16]), asi
como algunas de dichas medidas muy conocidas. En lo que sigue, (E,d) serd un espacio métrico y dado
B C (E,d) notaremos por B la clausura de B, mientras que % denotard la clase de los conjuntos no vacios y
acotados de E, y R, := [0, 4o0).

Aunque la definicién de medida de no-compacidad en espacios métricos puede variar ligeramente segin
el autor (compdrese, por ejemplo, las definiciones dadas en [11] y en [16]) en estas notas adoptaremos la
siguiente definicion:

Definicién 3.1.1 Una aplicacién u : g — R, es una medida de no-compacidad, MNC, si para
cualesquiera A, B € A se verifican las siguientes propiedades:
1. Regularidad: 1(A) = 0 si, y sélo si, A es relativamente compacto.
2. Invarianza bajo clausura: (A) = u(A) .
3. Semi-aditividad: u(AUB) = max{u(A),u(B)} .
En el caso particular que (E,d) sea un espacio de Banach a la aplicacién u, ademads de las
propiedades anteriores, le exigiremos las dos siguientes:
4. Semi-homogeneidad: t(sA) = |s|i(A) para cualquier s € R .
5. Invarianza bajo traslaciones: (x+A) = (A) para cualquier x € E.

Histéricamente, la primera MNC fue definida en 1930 por K. Kuratowski [52]:

Definicién 3.1.2 Se define la MNC de Kuratowski k : Zg — R como

k(B) := inf{e > 0: B se puede cubrir con un nimero finito de
conjuntos de didmetro < €},

para cada B € Hg.

Otra MNC muy conocida es la MNC de Hausdorff introducida en 1957 por Gohberg, Gol’denshtein y
Markus [43]:

Definicién 3.1.3 Se define la MNC de Hausdorff x : g — R como

x(B) := inf{e > 0: B se puede cubrir con un nimero finito de bolas
de radio < e},

para cada B € Ag.

En adelante, para simplificar la escritura, notaremos por ”//XH'H (resp. #5) los conjuntos relativamente
compactos de (X, || - ||) (resp. de (X,0) ).

= Ejemplo 3.1.1 Se tiene que x(Bx) = x(Bx) = 0 si X es de dimensién finita, mientras que k(Bx) = 2,
x(Bx) = 1L en otro caso (cf. [11, Th. 2.5, p. 23]). "

Se verifican las siguientes desigualdades entre las MNCs Ky x:

Teorema 3.1.1 (cf. [11, Th. 2.7, p. 24]): Dado B € &g, se cumple que

x2(B) < x(B) <2x(B),

y estas desigualdades son las mejores posibles en espacios de Banach de dimensién infinita.

Cuando dotamos a X de la topologia débil tenemos la MNC de De Blasi, que apareci6 por primera vez
en [29]:

Definicion 3.1.4 Se define la MNC de De Blasi 8 : Zx —> R como
B(B) := fnf{s >0:3K e # talque BC K+£BX}7

para cada B € $y.
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Nota 3.1.1 De la definicioén anterior, se sigue que B(B) =0 < B € #;7, ya que en este caso estamos
considerando en X la topologia débil en lugar de la topologfa de la norma.

= Ejemplo 3.1.2 La MNC de De Blasi 3 verifica la siguiente propiedad (cf. [29]):

0 si X es reflexivo

B(Bx) =

1 si X no es reflexivo
n

En las diferentes secciones de este Capitulo relacionaremos las MNC definidas en esta seccién con
distintos tipos de curvas. Ademads, definiremos dos nuevas MNCs basadas en tales curvas.

Algunas relaciones entre la MNC y y el GND ¢,

En este apartado estudiaremos algunas relaciones entre la MNC de Hausdorff y (Definicién 3.1.3) y el
GND ¢, (Definicién 1.1.4), que recordamos a continuacién:

04(B) := fnf{a>o:ra,3¢o} VB € By,

siendo I'y p la clase de todas las curvas a-densas en B.

Nota 3.2.1 Dado H C X y un conjunto de indices J, si {U Ay } es un recubrimiento de H, es decir,
H C UjejU;, vamos a suponer sin pérdida de generalidad que H NU; # 0 para todo j € J.

Se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 3.2.1 Dado B € % conexo por caminos se verifica que

x(B) < 9a(B) < 2%(B).
Ademéds, estas desigualdades son las mejores posibles en espacios de Banach de dimension infinita.

Demostracion. Sean B € %y conexo por caminos, € >0y a := ¢,(B). Nétese que al ser B un conjunto
no vacio y acotado, el nimero « estd bien definido. Entonces, existe una curva ¥ : I — (E,d) la cual es
(a4 %)-densa en B. Puesto que ¥ (I) es compacto, existe {y1,...,y,} C ¥e(/) de forma que

B(yia§)7 (31)

C-s=

Ye(I) C

siendo B(y;, %) la bola cerrada de centro y; y radio %, paracadai=1,...,n.
Por otro lado, fijado cualquier x € B, puesto que ¥, es una curva (o + §)-densa en B, existe y € 7. (/) tal
que d(x,y) < o+ %, y este hecho junto con la desigualdad triangular y (3.1) nos lleva a que

C-=

Bc | JB(y,a+e),

1

y puesto que € es arbitrario tenemos que X (B) < o = ¢4(B).

Sea ahora o := /(B). Entonces, dado cualquier € > 0, existe {ci,...,c,} C E tal que
" €
BcC | )B(ci,a+ 5). (3.2)
i=1
Tomemos para cadai=1,...,n, b; € BNB(c;, 00+ %) (dicha eleccion es posible segiin hemos comentado
en la Nota 3.2.1) y definamos la curva ¥, : I — (E,d) como la poligonal que une los puntos cy,...,cy.

Nétese que 7, estd bien definida puesto que B es conexo por caminos. Por otro lado, gracias a (3.2), dado
X € B, existe ¢; € E para algtin 1 < j <n tal que

€

d(x,cj) < a+ 3

(3.3)
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Asi pues, tomando ; € I con ¥%(t;) = b, de (3.3) y de la desigualdad triangular llegamos a
d(x,%(tj)) = d(x,bj) <d(x,cj)+d(cj,bj) <20 +€,

y de la arbitrariedad de € se sigue que ¢,(B) <2 =2y (B). Asi pues, la primera parte del enunciado queda
probada.

Que las desigualdades del enunciado son las mejores posibles en espacios de Banach de dimensién
infinita lo probaremos en los Ejemplos 3.2.1 y 3.2.2.

O

Antes de continuar, debemos notar que la hipdtesis de conexién por caminos es imprescindible en el
resultado anterior: dados x,y € E con x # y se tiene que x ({x,y}) = 0 ya que el conjunto {x,y} es compacto,
mientras que ¢4 ({x,y}) = ||x—y|| > 0. También se tiene que el resultado anterior es claramente falso para el
6-GND ¢ (Definicién 1.3.3), ya que ¢ (Byx) = 0 (Ejemplo 1.3.2) mientras que x(Bx) = 1 (Ejemplo 3.1.1).

Por otro lado, la aplicacion y; : Br — R dada por

%i(B) := inf{e > 0 : B se puede cubrir con un nimero finito de bolas
centradas en B de radio < €},

para cualquier B € &g se conoce como MNC interior de Hausdorff, aunque pese a su nombre no es una
MNC (cf. [15, Chap. 5, Sec. 5.6]). Siguiendo la prueba de la Proposicién 3.2.1, encontramos que X; y ¢4
coinciden en la clase de los conjuntos acotados y conexos por caminos de E. Pero, estas aplicaciones, sélo
coinciden en esta clase de conjuntos. De hecho, el conjunto B del Ejemplo 1.1.2 (conocido como seno del
topdlogo) verifica que ¢;(B) = 1 mientras que ;(B) = 0. Debemos notar que, precisamente porque J; no es
una MNC, hasta donde nosotros sabemos, no se suele aplicar para establecer resultados andlogos a los que se
pueden obtener con las MNCs. No obstante, y como probaremos a lo largo de esta memoria, el GND ¢,
si que puede ser usado para establecer resultados totalmente andlogos a otros ya existentes basados en las
MNCs.

En el siguiente ejemplo probaremos que la primera desigualdad de la Proposicién 3.2.1 puede ser estricta.

= Ejemplo 3.2.1 Consideremos el conjunto de las funciones de densidad

7= {feLl :fzo,./o.lf(x)dle},

siendo L! el espacio de Banach de las funciones Lebesgue integrables, introducido en el Ejemplo 1.3.1.
Vamos a probar que:

9u(7) =2. (3.4)

Puesto que 2 C By 1, su didmetro Diam(2) < 2. Entonces, existe una curva 2-densa en &, y por lo tanto,
debe ser ¢,(Z) < 2. Supongamos que ¢;(Z) < 2, y tomemos 1 tal que

0s(2) <n <2. (3.5)

Como la sucesién { f, := np1yin> 1} C 2, siendo Po,1] la funcién caracteristica del intervalo [0, 1],
no tiene ninguna subsucesion convergente (esto es inmediato de probar) tenemos que & no es compacto.
Asi pues, dada cualquier curva o-densa en &, pongamos Y, puesto que Yy (I) es compacto, la densidad o
de dicha curva debe ser positiva. En particular, ¥, (1) es débilmente compacto, y por lo tanto (cf. [23, Prop.
13.1]) la familia de medidas

F = {//;|g(x)|dx:g€ya(1)},

es uniformemente integrable. Asi pues, dado cualquier € > 0, existe § > 0 tal que para cualquier boreliano
A C I cuya medida (de Lebesgue) sea menor o igual que § se verifica que:

/Ag(x)dx <€, Vg € Yo (I). (3.6)



3.2 Algunas relaciones entre la MNC y y el GND ¢, 43

Puesto que o > 0, gracias a (3.5) podemos tomar 0 < € < %(% —1). Al ser Yy(I) uniformemente
integrable, para el € anterior existe un d > 0 de forma que se verifica (3.6). Tomando un entero m >
méx{1, %}, sea el boreliano A := [0, 1 -1y la funcién f;, := m@ 1) € 2. Puesto que 7 es una curva o--densa

‘m

en 9, y teniendo presente (3.6), existe g, € Y (1) tal que

1 )71
0 o= gall = [ 1) = gn@)ldx = [ " 1fn() = gm()ldr+
L 1
+ / ) = gm)ldx = [ " () = gm())dx + [, g(dx =

m 2
_/ (fin(x) — gm(x))dx — 2/ gm(x dx+/ gm(x)dx>2—-2¢e >2— a(ﬁ_l)

de donde se deduce que a > 1, y por lo tanto, ¢,(2) > 1, que es contradictorio con (3.5). Asi pues, la
igualdad (3.4) es cierta y concluimos que

$s(2)=2>12%(2),
ya que, al ser  C B, gracias a las propiedades de la MNC de Hausdorff x (3.1.3) se tiene que (2) <
X(Bp)=1.

En el siguiente ejemplo probaremos que la segunda desigualdad de la Proposicion 3.2.1 puede ser una
igualdad.

= Ejemplo 3.2.2 Sea (¥'(1),]| - ||) el espacio de Banach de las funciones continuas definidas en I con la
norma del supremo, y definamos el conjunto

= {fe%(l) 0=f(0) < f(x) <f(1)=1, paracadaxel},

el cual, es convexo y cerrado. También es evidente que C no es compacto: basta notar que la sucesién
(fn)n>1:= (¥")n>1 C C no tiene ninguna subsucesién uniformemente convergente a alguna funcién de C.
Mas aun, se tiene (cf. [11, Exam. 2, p. 169]) que

Por otro lado, no es dificil probar (cf. [68, Exam. 4.2, p. 204]) que Diam(C) = 1 y por lo tanto ¢,(C) < 1.
Si fuese ¢,(C) < 1, fijando una curva o-densa en C con 0 < a < 1, pongamos y: I — (€'(I),|| - ||) dada
port € [ — ¥ € C, tomemos € > 0 tal que 3e < 1 — a. Puesto que y(I) es compacto gracias al Teorema de
Arzeld-Ascoli (cf. [47]) es equicontinuo, y por lo tanto existe un d; > 0 tal que

In(x)—n(x) <e Vtel, (3.7)

siempre que |x —x'| < 8. Puesto que % (1) = 1, yaque % € C, para cada t € I, otra vez por la equicontinuidad
de y(I), existe &, > 0 tal que

%(x') > 1—¢€ paracualquierx’ €Icon 1—x < 6. (3.8)

Sean 0 < x' <x< 1yn e Ntales que f,(x) =x"<ey1l—x <min{d;,}. Es inmediato comprobar
que para esta eleccion de x y X’ se verifican las desigualdades (3.7) y (3.8). Entonces, puesto que ¥ es una
curva a-densa en C, tomando ¢ € [ tal que

lfn=1lls < @, (3.9)
gracias (3.7), (3.8) y (3.9) llegamos a
o> ¥ = ()] > )" =% ()] = %) - %) > 1-2e — [%(x) = %) > 1 -3¢,

que es contradictorio con la eleccién de €. Asi pues, tenemos que ¢;(C) = 1 =2x(C) y esto termina el
ejemplo. .

Para terminar esta seccién, mostraremos algunas consecuencias de la Proposicién 3.2.1. Este primer
corolario ya ha sido probado en [59] (véase el Teorema 1.1.3):
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I Corolario 3.2.1 X es de dimensién finita si, y sélo si, ¢,;(Bx) = 0.

Demostracion. Segun [11, Th. I1.2.5] X es de dimensién finita si, y s6lo si, ¥ (Bx) = 0. Entonces, el resultado
se tiene gracias a la Proposicién 3.2.1.

O
El siguiente corolario es consecuencia directa del Teorema 3.1.1 y la Proposicién 3.2.1:

Corolario 3.2.2 Dado B € %y conexo por caminos, se tiene que

$94(B) < K(4) < 204(B).

siendo k la MNC de Kuratowski (3.1.2). Ademds, estas desigualdades son las mejores posibles en
espacios de Banach de dimensién infinita.

Noétese que la hipétesis de conexion por caminos en el corolario anterior es imprescindible. Sea B el
conjunto del Ejemplo 1.1.2, recordemos:

Bi={(rsen(x)) 1x e [-1,00U(0,1]}U{(03) 1 ye [-1,1]} C R
Entonces, se tiene que ¢;(B) = 1 mientras que x(B) = 0.
Nota 3.2.2 Segtn el Ejemplo 3.2.1, se tiene que la aplicacién
B € $x — ¢4(Conv(B)),

no es, en general, una MNC: si tomamos X := L', como acabamos de probar en dicho ejemplo, 1 =
04(B;1) = 04(B;1 U2) < max{9,(B;1),04(2)} = 2, siendo B, la bola unidad cerrada de L' y 2 el
conjunto de las funciones de densidad. Por lo tanto la aplicacién anterior no posee la semi-aditividad
indicada en la Definicién 3.1.1 de MNC.

3.3 La MNC &. Una cota superior para las MNC definidas en (X, || - ||)

Mantenemos la notacién usada en secciones anteriores: %y son los conjuntos acotados de X, mientras

que VWXH'” (resp. #5’) denotard la clase de los conjuntos precompactos del espacio de Banach (X, || -||) (resp.
de (X,0)).

Como ha quedado patente en la Nota 3.2.2 el GND ¢, (Definicién 1.1.4) no es, en general, una MNC en
(X, |l 1l) ya que no se verifica la semi-aditividad que deben cumplir las MNC segtin la Definicién 3.1.1. En
esta seccidn nos ocuparemos de la siguiente cuestion: ;es posible definir una MNC en términos del GND ¢,?
La respuesta, como probaremos mds adelante, es afirmativa. Mds atin, mostraremos que dicha MNC basada
en el GND ¢, acota superiormente a cualquier MNC definida en (X, || - ||) y ademds, esta cota es la mejor
posible en espacios de Banach de dimensién infinita.

Dada una MNC v definida en los conjuntos acotados de (X, o), y por lo tanto, v(B) = 0 si y sélo si
B e %7, en [16] se prueba que

v(B) < v(Bx)B(B), (3.10)

para cualquier B € By siendo § la MNC de De Blasi (Definicién 3.1.4). Como mostraremos en el siguiente
ejemplo, la desigualdad (3.10) deja de ser cierta si v es una MNC definida en los conjuntos acotados de

(X010

= Ejemplo 3.3.1 En el espacio L' dotado de su norma habitual, consideremos el conjunto R := {r, : n € N}
de las funciones de Rademacher (Ejemplo 1.3.1), recordemos
-1 si xe(&5H %) kpar
mx) =4 0 si x=4 k=1,...,2" ,

1 si xe(k{,,],zi,,) k impar
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para cada entero positivo n y cada x € I. Es un hecho bien conocido que (r,),>1 es una sucesién débilmente
nula (cf. [6]). Asi pues, segin el teorema de Eberlein-Smulian (cf. [6], [34], [36]) tenemos que R € #° y
por lo tanto B(R) = 0.

Por otro lado, en [11, Th. 5.2, p. 185] se prueba que x(R) = 1, de donde se sigue que

1=%(R) > x(B1)B(R) = 0.

Abhora, definiremos la MNC basada en el GND ¢, que hemos comentado al inicio de esta seccidn:

Definicién 3.3.1 Se define el grado de no-densificacién convexo, GNDC, como la aplicacién @ : By —
R dada por

®(B) := sup {(bd(ConV(C)) .CcC B},

para cada B € %y, siendo B la clausura de B en (X, || - ||) y Conv(C) la envoltura convexa de C.

Es claro que el GNDC @ estd bien definido, ya que si B es acotado también lo es B'y Conv(B) (cf. [45,
Lem. B, p. 60]). De hecho, si ||x|| < M para algin M > 0 y cualquier x € Conv(B), dado C C By una curva
y:I— (X,]-|) con y(I) C Conv(C) se tiene que

=yl <Ixl+llv@)l <2M Vel

es decir, que ¢,(Conv(C)) < 2M y por lo tanto el GNDC & estd bien definido.
En el siguiente ejemplo probaremos que, en general, el GNDC & (definicién 3.3.1) y el GND ¢,
(Definicién 1.1.4) son aplicaciones distintas.

= Ejemplo 3.3.2 Se tiene que ®(B;1) = 2, siendo L! el espacio de las funciones definidas en I Lebesgue
integrables, con su norma habitual (Ejemplo 1.3.1). En efecto, dado cualquier conjunto C C By1,siy: 1 —
(L', ]|-|) es una curva con y(I) C Conv(C) siempre se cumple que

=y < [lell + [1v(0) ]} < 2 Vx € Conv(C),Vr €1,

de donde deducimos que ®(B;1) < 2.

Por otro lado, en el Ejemplo 3.2.1 hemos probado que el conjunto de las funciones de densidad 2 C By
verifica que ¢,(2) = 2, y asi pues tenemos que ®(B,1) = 2, gracias a la propia definicién del GNDC &.
Finalmente, teniendo en cuenta el Teorema 1.1.3, llegamos a ¢;(B;1) =1 < 2 = ®(B,1). .

Antes de probar que, efectivamente, @ es una MNC necesitamos el siguiente lema:
Lema 3.3.1 Sean A,B € %x. Entonces, el GND ¢, verifica la desigualdad

0u (Conv(A uB)) < méx {q)d(Conv(A)), ¢4(Conv(B)) }

Demostracion. Si ponemos a4 := @;(Conv(A)) y op := ¢,(Conv(B)) (estos nimeros estdn bien definidos
porque A y B son conjuntos no vacios y acotados), tenemos que probar la desigualdad

04(Conv(AUB)) < mix{ oy, 0 | = @ 3.11)

Dado € > 0, segin la propia definicién de ¢, existen dos curvas Y4, ¥ : I — (X, ]| -]), con 14 (I) C
Conv(A) y (1) C Conv(B) tales que

Conv(A) C ya(I)+ (ota + €)By,
(3.12)
Conv(B) C y(I) + (ag + €)Bx.

Ahora bien, puesto que Conv(A) U Conv(B) C Conv(A U B), tenemos la inclusion y4 (1) U (1) C
Conv(AUB), y por lo tanto, Conv(y4(I) Uys(I)) C Conv(AUB). Como Conv(y4(1)Uys(I)) es un sub-
conjunto convexo y compacto de (X, || -||), el teorema de Hahn-Mazurkiewicz (cf. [66], [73]) garantiza la
existencia de una curva @ : I — (X, || - ||) tal que () = Conv(y4 (1) Uyp(I)).
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A continuacién probaremos que la curva @ del pdrrafo anterior es una curva ¢-densa en Conv(A UB):
sea x € Conv(A U B) cualquiera, pongamos,

A’icia

=

Il
-

X =

14

donde A; >0, parai=1,....n, Y (Ai=1yci,...,cr €A, Crt1,...,cn € Bparacierto 1 < r < m. Este es
el caso més general que se puede dar en la eleccion de x, si todos los ¢; pertenecen sélo a A o sélo a B la
prueba es idéntica. Asi pues, sean t1,...,t, € I tales que

||C,‘*’)/A(ti)||§(XA+8 Vi=1,...,r,
(3.13)
||Ci—’)/3(l‘i)||§(XB+8 Vi=r+1,...,m.

Laelecciénde 1y, ... ,t, € I verificando (3.13) es posible gracias a (3.12). Sea

n:=Y An)+ Y, Ays(n) € Conv (VA(I) UYB(’))
i=1 i=r+1
yt € I tal que @(¢) = 1. Entonces, gracias a (3.13), tenemos que

x— @) < Y Aillei =@+ Y, Aillci— @) <
i=1

i=r+1

Mx

<

l

m m
Aiog+ Y hopt+e<a) h+e=a+e,
1 i=r+1 i=1

y por lo tanto, @ es una curva (o + €)-densa en Conv(A UB), y puesto que € es arbitrario, se verifica la
desigualdad (3.11) y el lema queda probado.

O

\ Teorema 3.3.1 El GNDC & es una MNC.

Demostracion. Hay que probar que la aplicacién & cumple las cinco propiedades de la Definicién 3.1.1.
Regularidad: Si B € %}““, entonces B es compacto y por lo tanto dado cualquier C C B, segtin el Teorema
1.1.1, es ¢4(Conv(C)) = 0 de donde se deduce que ®(B) = 0. Reciprocamente, si ®(B) = 0, en particular,
serd ¢;(Conv(B)) = 0 y una llamada al Teorema 1.1.1 nos garantiza que Conv(B) € ”//XH'H, y puesto que
B C Conv(B), se tiene que B € V/XH'H.
Invarianza bajo clausura: Esta propiedad se tiene de forma trivial por la propia definicién de .
Semi-aditividad: Hay que probar que

D(AUB) :méx{CID(A),CD(B)}. (3.14)

Sea € > 0 cualquiera. Entonces, por las propiedades del supremo, existe C; C AUB = AU B (esta tltima
igualdad es cierta en cualquier espacio topoldgico, cf. [73]) tal que

D(AUB) < ¢4(Conv(Ce)) +&. (3.15)

Por otro lado, si ponemos A := ANCg, Be := BNCg, puesto que Ce = A, UBg, segiin el Lema 3.3.1,
tenemos que

04(Conv(Ce)) < mix {(pd(ConV(Ae)), (pd(Conv(Bg))} < mdx {@(A),@(B)}, (3.16)
y uniendo (3.15) y (3.16) deducimos que

B(AUB) < mix {®(4),®(B) } +e. (3.17)
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Como ¢ es arbitrario, debe ser ®(AUB) < méx{P(A),P(B)}. Supongamos ahora que
®(AUB) <méx{<1>(A),CI>(B)}. (3.18)

Antes de continuar, notemos que si F,G € By y F C G es inmediato comprobar, a partir de la propia
definicion del GNDC @, que ®(F) < ®(G). Teniendo esto en cuenta, si max{P(A),P(B)} = P(A) (el otro
caso se prueba de la misma forma), entonces, segtin (3.18)

®(A) < D(AUB) < mix {@(A),@(B)} = ®(A),

lo cual es una contradiccién, y por lo tanto, la desigualdad (3.18) no es cierta. Queda probada entonces la
semi-aditividad del GNDC ®.

Semi-homogeneidad: Sea s un nimero distinto de cero (si s = 0 el resultado es trivial), B € By, o :=
¢4(Conv(B)), y € > 0. Entonces, existe una curva y: I — (X, - ||) que es (&t + “E—l)-densa en Conv(B).

Definiendo la curva 7(t) := sy(r) para cada t € I, es claro que ¥;(I) C |s|Conv(B). Por otro lado, dado

x € |s|Conv(B), puesto que ‘lﬂx € Conv(B) y yes unacurva (@ + ﬁ)-densa en Conv(B), existe t € [, tal que

e s £

y multiplicando la desigualdad de arriba por |s| tenemos que
= Islv(o)|| < Islec+e.
Asfi pues, tenemos que ¢;(sConv(B)) <|s|a, yaque € >0 es arbitrario. Ahora bien, si fuese ¢, (sConv(B)) <

|s|oc, tomando ¢, (sConv(B)) < r < |s|a y una curva % : I — (X,||-||) r-densa en |s|Conv(B), dado
|s]x € |s|Conv(B), existe ¢ € I tal que

[Iske— %) <7

y dividiendo por |s| tenemos que
1 r
X —= 7%(I)H S T
H ls] sl

lo que significa que la curvaﬁ Y- es ﬁ-densa en Conv(B), y por lo tanto,
r
ls]

lo cual no puede ser por la eleccién de r, y asi pues, ¢,(sConv(B)) = |s|¢;(Conv(B)).
Por otro lado,

04(Conv(B)) < — < a = ¢4(Conv(B)),

|s|®(B) = |s|sup {d)d(ConV(A)) tAC B} =sup {q)d(sCOnv(A)) tAC B},
y puesto que sConv(A) = Conv(sA) y sB = sB tenemos que

sup {(Pd(SCOnV(A)) tAC B} = sup {(])d(Conv(sA)) :sA C sB} =

= sup {q)d(sConv(A)) :sA C SE} = sup {q)d(sConv(A)) :sA C @} = ®(sB),

y por lo tanto, |s|®(B) = ®(sB) y la semi-homogeneidad de & queda probada.

Invarianza bajo traslaciones: Esta propiedad se tiene de forma inmediata. Basta tener en cuenta que si y
es una curva o-densa en Conv(B) para B € %y dado, entonces x + ¥ es una curva o-densa en x + Conv(B)
cualquiera que sea el vector x € X. Reciprocamente, si ¥ es una curva ®-densa en x + Conv(B), entonces
—x+ ¥ es una curva a-densa en Conv(B) para cualquier x € X.
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O

Como hemos comentado al inicio de esta seccidn, nuestro objetivo es definir una MNC en términos del
GND ¢, (Definicion 1.1.4), cosa que ya hemos hecho con el GNDC & (Definicién 3.3.1), y ademads, probar
que dicha MNC acota superiormente a cualquier otra MNC definida en los conjuntos acotados de (X, || - ||).
Probaremos esto tdltimo en el Corolario 3.22, el cual es una consecuencia del siguiente resultado:

Teorema 3.3.2 Dada una MNC u : By — R, se verifica que

W(B) < u(Bx)¢a(B),

para cualquier B € Py.

Demostracion. Sea B € Py cualquiera, y pongamos o := ¢,(B). El niimero o esté bien definido porque B
es acotado. Entonces, dado € > 0 existe una curva y: I — (X, || - ||) tal que

B C y(I)+ (a+¢€)By, (3.19)
y asi pues, gracias a la semi-aditividad de i, tenemos que
w(A) < u(y() + (a+€)Bx). (3.20)
Ahora bien, puesto que y(I) es compacto, existe {y,...,y,} C y(I) tal que
¥(I) C {y1,...,yn} + €Bx, (3.21)
y asi pues, segtin (3.20) y (3.21) y teniendo presente las propiedades de las MNCs
1(B) < (o +¢€)u(Bx),

y de la arbitrariedad de € se sigue el resultado.

O
Gracias a las propiedades de las MNCs, tenemos el siguiente resultado:
Corolario 3.3.1 Sea i : Zx — R una MNC. Entonces, para cada B € By se tiene que:
W(B) < u(Bx)®(B). (3.22)

Ademas, esta desigualdad es la mejor posible en espacios de Banach de dimensién infinita.

Demostracion. Sea B € Py cualquiera. Dado cualquier A C B, puesto que (1 (A) < pu(Conv(A)) gracias a la
semi-aditividad de u, segin el teorema anterior tenemos que

1(B) < u(Conv(A)) < u(Bx)¢a(Conv(A)),

y por lo tanto, gracias a las desigualdades de arriba, las propiedades de u y la propia definicién del GNDC &
(Definicién 3.3.1), concluimos que

1(B) = u(B) = sup{u(C) .CcC B} < sup{u(ConV(C)) CcC B} <

< w(Bx)sup { ga(Conv(C)) : C € B} = u(Bx)®(B),

y esto prueba la desigualdad (3.22) del enunciado.

Por otro lado, sea ¢y el espacio de Banach de las sucesiones convergentes a cero con la norma del
supremo, y B := {e; : i > 1} la base estdndar de Schauder de dicho espacio, es decir, ¢; es la sucesion
(0,...,0,1,0,...,0,...) donde el 1 estd en la posicion i (cf. [6], [23], [34]). Como |le; — || = 1 siempre
que i # j y la distancia de cualquier conjunto infinito de B a cualquier vector de ¢y no puede ser menor
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que uno, tenemos que ¥ (B) = 1 siendo x la MNC de Hausdorff (Definicién 3.1.3). Ahora bien, puesto que
¢4(B.,) = 1 (Ejemplo 1.3.2), debe ser

®(B) > 1. (3.23)

Probaremos a continuacién que ®(B) < 1. Sea C C B = By y una curva cualquiera en ¢( con ¥(I) C
Conv(C). Tomemos x € Conv(C) y z € y(I), pongamos

n m
x:= Z Aiei, 7= Z lj/-ejy

i=k; Jj=ko

donde A; > 0 para cada i = ki,...,n, A; > 0 para cada j = ka,...,my Y A=Y, Al = 1. Puesto que
|A; — A7 < 1 para cualesquiera i, j, se tiene que [x —z|| < 1. Esto implica que ¢;(Conv(C)) < 1, y puesto
que el conjunto C C B = B es arbitrario, debe ser

®(B) < 1, (3.24)

y de (3.23) y (3.24) llegamos a que ®(B) = 1.
También se puede dar el caso en el que la desigualdad (3.22) del enunciado sea estricta. Como hemos
probado en el Ejemplo 3.3.2, se verifican las siguientes desigualdades

1=x(Bp) < x(Bp)®(Bp1) =2,

siendo L! el espacio de las funciones Lebesgue integrables (Ejemplo 1.3.1) y ¥ la MNC de Hausdorff
(Definicion 3.1.3).

O

Curvas totalmente A -densas

Al igual que hemos hecho en la Seccién 3.2 con la MNC de Hausdorff y (Definicion 3.1.3) y el GND ¢,
(Definicién 1.1.4), en esta seccidn estudiaremos algunas relaciones entre la MNC de De Blasi (Definicién
3.1.4) y una nueva clase de curvas que llamaremos totalmente A-densas (Definicién 3.4.2). Antes de probar
tales relaciones, necesitamos la siguiente definicion. Recordemos que .4,° denota la clase de los entornos
basicos, débiles, convexos y equilibrados del vector nulo de X (Seccién 1.3).

Definicién 3.4.1 Dado A > 0 definimos

ﬂf&yz{Veﬂfnhzl}

siendo Ay el orden esférico de V (Definicién 1.3.1). Es decir, .#;° (1) es la clase de todos los entornos
débiles, bdsicos y equilibrados del cero de orden esférico A.

Nétese que la clase .#;° (1) # 0 para cualquier A > 0, ya que el vector nulo siempre pertenece a dicha
clase. Se tiene el siguiente resultado:
Lema 3.4.1 Dado A > 0, se verifica que

(1 V=A2Bx.
Ve ()

Demostracion. Para simplificar la notacién, fijado A > 0, escribiremos ¥ (1) :=yc. Aoy V-
Por la propia definicién de orden esférico (Definicién 1.3.1), puesto que ABx C V cualquiera que sea
V € A% (1), tenemos que:

ABx C ¥ (7).

Por otro lado, sea x € ¥'(1). Si x es el vector nulo, entonces x € ABy, si x no es el vector nulo, cualquiera
que sea x* € X* de norma uno, tenemos que |x*(x)| < A. De hecho, si tomamos V,+ := A{x*}° € 4,°(4)
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tenemos que x € V= y por lo tanto |x*(x)| < A. Ahora bien, segin el Teorema de Hahn-Banach (cf. [64])
existe y* € X* de norma uno tal que |y*(x)| = ||x||, y en consecuencia,

[l = Iy* () < 4,

es decir, que x € ABy. Asi pues, ¥ (1) C ABy y esto termina la prueba.
O

A continuacién vamos a definir el concepto de curva totalmente A-densa, el cual serd crucial en esta
seccion:
Definicion 3.4.2 Sea B C X y A > 0. Diremos que una curva ¥ : I — (X, 0) es totalmente A-densa en
B si es V-densa en B para cualquier V € .4;°(A). Es decir, y es totalmente A-densa en B si

Bcyh+ () V.
Vet ()

Dado B € #x y A > 0, notaremos por I'y g ; la clase de todas las curvas totalmente A-densas en B,
esto es,

Typoi= {y: I— (X,0):yesV-densaen B,VV € Jl{)“(l)}.

Si B € Py, se tiene I'j g ; # 0 para cualquier A > Diam(B): dado xq € B basta considerar la curva
Y(t) := xo para cada t € I, y es inmediato comprobar que y € I'y g .

Nota 3.4.1 Segtin el Lema 3.4.1 dado B € #x y una curva y: I — (X, o) con y(I) C B, tenemos que
Y €T po si, y s6lo si,

B C y(I) + ABy,

Entonces, la inclusién de arriba es la misma que si y fuese una curva A-densa en B C (X, || -||)
(Definicién 1.1.2). Pero hay una diferencia esencial que debemos tener muy presente: dados o > 0y
A > 0, una curva a-densa es una aplicacién continua de / en (X, || - ||), mientras que una curva totalmente
A-densa es una aplicacién continua / en (X, o). Es decir, en el primer caso la continuidad de la curva
se exige para la topologia de la norma de X, mientras que en el segundo la continuidad se exige para la
topologia débil de X.

Algunos ejemplos, evidentes, de curvas totalmente A-densas son: la curva constante e igual al vector
nulo de X es una curva totalmente 1-densa en By de X. Si B C (X, 0) es un continuo de Peano, la curva
cuya imagen es el propio B es una curva totalmente A-densa en B para cualquier A > 0. A continuacién
mostramos un ejemplo no trivial de una curva totalmente A-densa, para cierto A > 0.

= Ejemplo 3.4.1 Sea (X,||-||) un espacio de Hilbert separable, y < -, - > un producto interno en X . Denotemos
por {e,, : n € N} una base ortonormal de X, esto es, < ¢;,e ; >= 0;j (simbolo de Kronecker) para cada i, j € N.

Para cada entero positivo k, definamos la aplicacién g : I — (X, || - ||) de la forma siguiente:
. 1
2tepy1, sir e |0, 5]
- . n n+1
8K =N (1 Degyn+ legsns, sit = (1 ~D) I con0< I < Ln €N
0, sit=1

para cada ¢ € I, siendo 0 el vector nulo de X. Sea y:J := [1,2] — X (el hecho de tomar el intervalo [1,2]
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en lugar de / es irrelevante, tomamos este intervalo para simplificar la escritura) la aplicaciéon dada por

1 1 1
at+-—-2) si2——<tr<2-— l,neN
(1) := " " et , Vre(l,2].

0 sit=2

Es claro que ||(¢)|| < 1 paracadar € J, y por lo tanto, y(J) C By, siendo esta inclusién estricta ya que
¥(t) # e para cada t € J (esto es inmediato a partir de la definicién de las aplicaciones gi). En [17, Exam.
1.2, pag. 72] se prueba que:

(i) y:J — (X,0) es una curva.

(ii) y:J — (X, ]| -||) no es continua en el conjunto {2} U{2 — ﬁ :n €N}

Por otro lado, fijado Ay > 0 cualquiera, sea ey := Age;. Entonces, para cada ¢ € J tenemos que

17(r) = eoll> =< ¥(1) €0, ¥(1) — 0 >=< ¥(1),¥(t) > +A3 < e1,e1 >=

= ¥ +25 > 0.

Sea el conjunto Ko := y(J) U {eo}. Para ver que y € I'y, g, &, dado x € Kp, distinguimos dos casos:

Caso 1: x € y(J). En este caso, tomando ¢ € J tal que ¥(¢) = x, tenemos que ||x — ¥(z)|| = 0, y hemos
terminado.

Caso 2: x = ¢g. Segun (3.25) se tiene que

min{|17() eo|* 1 € 1} =23,
yaque y(2) = 6.

Por lo tanto, de los casos 1y 2 anteriores concluimos que ¥ es una curva totalmente Ap-densa en Ky, pues
Ko C y(J) + AoBx.

(3.25)

El siguiente resultado nos proporciona una caracterizacién de las curvas totalmente A-densas en espacios
de Banach separables:

Proposicion 3.4.1 Supongamos que X es separable, y sean B € &y y A > 0. Entonces, dada una curva
y:1 — (X,0), se tiene que Y € I') g 5 si, y solo si, dada cualquier sucesién (x,),>1 densa en B, existe una
sucesion (t,),>1 C I verificando

|x* (o — y(tn))] < A VneN,
para cualquier x* € X* de norma uno.

Demostracion. La condicién necesaria es clara por la propia definicién de curva totalmente A-densa (Defini-
cién 3.4.2), asi que probaremos la condicién suficiente.

Seanx € By V € A4;°(A), pongamos V := A{x*}° para alglin x* € X* de norma uno. Puesto que X
es separable también lo es el conjunto B, asi pues, sea (x,),>; una sucesién densa en B. Tomemos una
subsucesién de (x,),>1, que notaremos igual, de forma que

[l = x| — 0, (3.26)
cuando n — 0. Por hipdtesis, existe una sucesion (¢,),>1 C I tal que:
X" (xn —¥(ta))| <A VneNlN. (3.27)

Por otro lado, gracias a la compacidad de 1, existe una subsucesién de (#,),>1 C I, que notaremos igual,
tal que #, — ¢ para algtin ¢ € I. Teniendo en cuenta que y: I — (X, 0) es continua, se tiene que

[ (Y(t) = (1)) — O, (3.28)
cuando n — oo, Segun (3.26), (3.27) y (3.28), debe ser
o (e = y())| < " (e = 20 [ " (oo — Y (E0)) |+ X" (V1) — ¥(1))] <
<= xal + A+ [x* (v(ta) — v(2)) | — A,
y puesto que V € 4;°(A) es arbitrario, y € T’ p 5.
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O

Nuestro siguiente objetivo serd relacionar la MNC de De Blasi 8 (Definicién 3.1.4) con las curvas totalmente
A-densas.

Teorema 3.4.1 Dado B € %y y A > 0 tales que I'y g 5 # 0, se tiene que B(B) < A. Ademds, esta
desigualdad es la mejor posible en espacios de Banach de dimension infinita.

Demostracion. Sean B € #x y A > 0 tales que I'; p 5 7# 0. Entonces, gracias al Lema 3.4.1, tenemos que
B C y(I)+ ABy,

para alguna curva y: I — (X, 0). Asi pues, por la propia definicién de la MNC f3, debe ser 3(B) < A.
Por otro lado, si para cualquier A > 0 se tiene que I'y 5 5 # 0, entonces B debe ser separable. En efecto,
tomando una sucesion (4,),>1 de ndmeros positivos con A, — 0y para cadan € Nunacurva ¥, : I — (X, 0)
totalmente A,-densa en B, es claro que U,>; % (/) es un conjunto denso y separable en B.
Entonces, segtn lo expuesto en el parrafo anterior, si B es un conjunto o-compacto y no separable
(pensemos, por ejemplo, en la bola unidad cerrada de un espacio de Banach reflexivo y no separable),
tenemos que

fnf{)t >0:Tpe # @} >0=B(B),
y por lo tanto, la desigualdad del enunciado es la mejor posible en espacios de Banach de dimension infinita.
]

Como hemos probado en el Teorema 1.3.2 del Capitulo 1 si X no es reflexivoy y: I — (X,0) es una
curva V-densa en By, para cierto V € A,%(A) con 0 < A < 1, existe V' € A °(A"),con0 < A <A’ <1, tal
que Y no es V’-densa. En el siguiente corolario probaremos que si X no es reflexivo, dado 0 < A < 1y una
curvay:I — (X,0) V-densaen By, conV € 4,°(A), existe W € .4,° (A ) tal que y no es W-densa en By.

Corolario 3.4.1 Supongamos que X no es reflexivo, y sea y: I — (X, o) una curva V-densa en By,
para cierto V € .4;°(A) con 0 < A < 1. Entonces, existe W € .4;°(A) tal que y no es W-densa en By.

Demostracion. En primer lugar, notemos que dado V € .4(%(4) con 0 < A < 1, existe una curva V-densa en
Bx (Teorema 1.3.1). Asi pues, fijados A >0y V € 4;°(A),seay:I — (X,0) una curva V-densa en By.

Por otro lado, puesto que X no es reflexivo, tenemos que 3 (By) = 1 (Ejemplo 3.1.2) siendo 3 1la MNC
de De Blasi (Definicién 3.1.4), gracias al teorema anterior debe ser I'y g, » = 0 para cualquier 0 < A < 1.
Asf pues, segiin la propia definicién de la clase I’y g, 5 (Definicién 3.4.1), existe W € .4,° (1) de forma que
7Y no es una curva W-densa en By y esto concluye la prueba.

O

Para concluir esta seccién, notemos que el Teorema 3.4.1 nos proporciona una caracterizaciéon de la
reflexividad de los espacios de Banach separables:

Corolario 3.4.2 Si X es separable, entonces X es reflexivo si, y sélo si, existe 0 < A < 1 tal que
Fl7Bx,G ?é @

Demostracion. Si X es reflexivo, By es o-compacto, y al ser X separable tenemos que (Bx, 0 ) es metrizable
(cf. [6], [34], [64]), asi que gracias al teorema de Hahn-Mazurkiewicz (cf. [66], [73]) existe una curva
y:1 — (X,0) con y(I) = By, y en consecuencia I'j g, » 7 0 para cualquier A > 0.

Reciprocamente, si existe 0 < A < 1 tal que Iy p, 5 # 0, gracias al Teorema 3.4.1, debe ser B(Bx) = 0,
es decir, que X es reflexivo ya que By es o-compacto.

O
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La MNC ¥. Una nueva MNC en (X, 0).

Dado B C X, en esta seccién B denotara la clausura de B en (X, 0). Si en la Seccién 3.3 hemos definido
una MNC en términos del GND ¢, (Definicién 1.1.4), en esta seccién nos proponemos definir una MNC
en términos de la densificacién débil, y mds concretamente, en términos de las curvas totalmente A-densas
(definicién 3.4.2).

Antes de mostrar una MNC basadas en las curvas totalmente A-densas, necesitamos definir la siguiente
aplicacién:

Definicion 3.5.1 Se define el grado no-densificacién débil total, c-GNDT, como la aplicacién Y :
Bx — R, dada por

Vo (B) := inf{/'L >0:T) 5 # w},
para cada B € %y, siendo I'; p 5 la clase de las curvas totalmente A-densas en B (Definicion 3.4.2).

Notese que Y, estd bien definida, ya que si B € Py entonces fijado x9 € B tenemos que la curva
¥(¢) := xo es totalmente A-densa en B, para cualquier 0 < A < Diam(B). Otra observacién que podemos
hacer al 0-GNDT vy es que, gracias al Teorema 3.4.1, se cumple la desigualdad

B(B) < ys(B),

para cualquier B € Ay, siendo 3 1la MNC de De Blasi (Definicién 3.1.4).

= Ejemplo 3.5.1 Si X es un espacio de Banach de dimensién infinita, se tiene que

1 si X no es reflexivo

Vo(Bx) =

0 si X es reflexivo y separable

Probaremos el resultado de arriba en la siguiente proposicion (Proposicion 3.5.1). Es decir, si X no es
reflexivo tenemos que W5 (Bx) = 1 = ¢,(By), mientras que si X es reflexivo y separable, ys(Bx) =0, el
mismo valor que toma ¢, en la bola unidad cerrada de un espacio de Banach de dimension finita (véase el
Teorema 1.1.3).

De manera un poco menos formal, se podria decir que el 0-GNDT vy, actiia en espacios de Banach de
dimension infinita, reflexivos y separables, de la misma forma que el GND ¢, en espacios de Banach de
dimensién finita. No obstante, y como ya hemos sefialado en la Nota 3.4.1, las curvas totalmente A-densas y
las curvas a-densas son esencialmente distintas. Queda evidenciada asi, una vez més, la importancia de la
topologia con la que dotemos al espacio X a la hora de trabajar con los distintos tipos de curva que hemos
definido en esta memoria. .

Al igual que ocurre con el GND ¢, (Definicién 1.1.4), el 0-GNDT vy, (Definicién 3.5.1) no es una
aplicacién semi-aditiva: tomando X := L' y el conjunto de las funciones de densidad del Ejemplo 3.2.1
2 C By, razonando de la misma forma que en dicho ejemplo y teniendo presente el ejemplo anterior, se
tiene que 1 = Y5 (B;1) < 2 = W5 (2). Asi pues, el 0-GNDT y, no puede ser una MNC. No obstante, en el
caso de que X sea separable, usaremos la aplicacién Y, para definir una MNC en (X, o). Probaremos esto
mads adelante.

En el siguiente resultado, mostraremos algunas propiedades del 6-GNDT ;. Recordemos que estamos
notando por #; la clase de los conjuntos precompactos de (X, o).

Proposicion 3.5.1 Supongamos que X es separable. Dados A, B € Hy, se verifica que:
l. ys (Conv(B)) =0si, ysélosi, Be #¢.
2. Para cualquier r > 0 se tiene que

0 si X es reflexivo

Vo (rBx) =
r si X no es reflexivo

3. Yo (m(A UB)) < mdx { Vo (mm)) Vo (m(s)) }
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Demostracion. (1) Sea B € By cualquiera. Si Y(Conv(B)) = 0, tenemos que Conv(B) = y(I) para cierta
curva y: I — (X, 0) y entonces Conv(B) es o-compacto. Consecuentemente, B € #+° .

Reciprocamente, si B € %57, entonces gracias al Teorema de Krein (cf. [67]), Conv(B) € #;°. Ahora
bien, como X es separable y Conv(B) es o-compacto, tenemos (cf. [64]) que Conv(B) es metrizable. Asi
pues, segun el teorema de Hahn-Mazurkiewicz (cf. [66], [73]), el espacio métrico (Conv(B), o) es la imagen
o-continua de /, es decir, g (Conv(B)) = 0.

(2) Si X es reflexivo y separable, teniendo presente el apartado 1, debe ser ys(rBx) =0, ya que X es
reflexivo si (y s6lo si) By es o-compacto (cf. [34]).

Supongamos ahora que X no es reflexivo. Sea 0 el vector nulo de X, y definamos y: I — (X, o) como
¥(¢) := 6 para todo ¢ € I. Entonces, es claro que y es una curva totalmente r-densa en rBy, y por lo tanto,
W5 (rBx) < r. Si fuese W (rBx) < r, entonces, por las propiedades de la MNC de De Blasi 8 (Definicién
3.1.4) y el Teorema 3.4.1, tendriamos que

r=B(rBx) < Ws(rBx) <r,

lo cual es contradictorio. Asi pues, W (rBx) =r.
(3) Omitimos la prueba de esta propiedad porque que es totalmente andloga a la prueba del Lema 3.3.1.

O

Definicion 3.5.2 Se define el grado de no-densificacién convexo débil, c-GNDC, como la aplicacién
V¥ : By — R, dada por

¥(B) := sup{l//c(ConV(C)) :CC E},
para cada B € HBy.

Nétese que W estd bien definida. De hecho, si B € %y, entonces Conv(C) € Py para cualquier C C B
no vacio, y por lo tanto ys(Conv(C)) estd bien definido (esto ya lo probamos justo después de la Definicién
3.5.1).

Por otro lado, el 0-GNDT vy y el 0-GNDC ¥ en general son aplicaciones distintas:

= Ejemplo 3.5.2 En el espacio L!, sea 2 el conjunto de las funciones de densidad del Ejemplo 3.2.1. Como
ya se ha comentado tras el Ejemplo 3.5.1, y(2) =2y por lo tanto, gracias a la Proposicién 3.5.1 se tiene
que

1=Ys(Bpi) <2=Yo(Z) <¥(BL1).

Ya estamos en condiciones de enunciar el resultado principal de esta seccién:

Teorema 3.5.1 Si X es separable, el 0-GNDC W es una MNC en (X, 0).

Demostracion. Totalmente andloga a la prueba del Teorema 3.3.1, teniendo en cuenta la Proposicién 3.5.1.
O

Como hemos notado en la Seccién 3.3, desigualdad (3.10), puesto que la MNC de De Blasi § (Definicion
3.1.4) acota superiormente a cualquier MNC definida en los conjuntos acotados de (X, o), gracias al Teorema
3.4.1 tenemos que ¥ también acota superiormente a cualquier otra MNC definida en los acotados de (X, o)
si X es separable. Formalmente:

Corolario 3.5.1 Si X es separable, y v : By — R es una MNC en (X, 0), entonces
v(B) < v(Bx)¥(B), (3.29)

para cada B € By. Ademads, si X es de dimension infinita esta desigualdad es la mejor posible.
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Demostracion. Si X es reflexivo, el resultado se tiene de forma trivial gracias a la Proposicion 3.5.1, asi que
vamos a suponer que X no es reflexivo.
Dada cualquier MNC en (X,0), v : Bx — R gracias a [16, Th. 4] y al Teorema 3.4.1 tenemos que

v(B) < v(Bx)B(B) = v(Bx) sup { B(Conv(C)) : C C B} <

< v(By)sup {%(M(C)) .CcC B} = v(By)¥(B),

para cualquier B € %Bx. Queda probada entonces la desigualdad (3.29) del enunciado.

Que la desigualdad (3.29) es la mejor posible en espacios de Banach de dimensién infinita, ya lo hemos
probado en resultados anteriores: si B € #; tenemos una igualdad (Proposicién 3.5.1), mientras que si
B := By la desigualdad es estricta (Ejemplo 3.5.2).

O
Otra consecuencia interesante del Teorema 3.5.1 es la siguiente:
Corolario 3.5.2 Si X es separable, se verifica que
B(B) < ¥(B) < 2B(B), (330)

para cada B € Py, siendo  la MNC de De Blasi (Definicién 3.1.4). Ademds, si X es de dimensién
infinita esta desigualdad es la mejor posible.

Demostracion. Vamos a suponer que X no es reflexivo, ya que en otro caso el resultado se tiene de forma
trivial: §(B) = 0 por la propia definicién de 8 y W(B) = 0 si tenemos en cuenta la definicién de ¥ (Definicién
3.5.2) y la Proposicién 3.5.1. Sea B € %y cualquiera.

Por un lado, gracias al Teorema 3.4.1, tenemos que

B(B) <\¥(B), (3.31)

y queda probada la primera desigualdad de (3.30).
Por otro lado, gracias a [16, Th. 4], se verifica que

¥(B) <¥(Bx)B(B). (3.32)

Ahora bien, gracias a la desigualdad triangular, tenemos que si ¥ es una curva cualquiera en (X, o) con
y(I) C By, entonces dado x € By

e =yl < llxll + l¥@)] <2 viel,

y por lo tanto, segtin la desigualdad de arriba y (3.32), debe ser ¥(B) < 2 (Byx) =2, y las desigualdades
(3.30) del enunciado quedan probadas.

Que las desigualdades son las mejores posibles en espacios de Banach de dimensién infinita, es facil
con lo que ya hemos probado a lo largo de este capitulo: puesto que Ys(2) = 2 siendo 2 el conjunto de
las funciones de densidad de L! (la prueba es la misma que la del Ejemplo 3.2.1) y W(B;1) <2, debe ser
Y(B;1) = 2. Entonces, tenemos que

1=B(B;1) <2=Y(B.)=2B(B).

Ademis, siguiendo la prueba del Corolario 3.3.1, encontramos que ¥(B,) = 1, y por lo tanto se tiene
que

1= B(Be,) = ¥(Bay) < 2B (Bey).
O

Para terminar este capitulo, mostramos algunas desigualdades entre las distintas MNC estudiadas en
estas notas.
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Proposicion 3.5.2 Si X es separable, se verifican las siguientes desigualdades
B(B) <¥W(B) < ¥(Bx)B(B) < ¥(Bx)®P(B) < 2¥(Bx)x(B) < 2¥(Bx)®(B),

para cada B € Py siendo  1la MNC de De Blasi (Definicién 3.1.4), ¥ el 6-GNDC, ® el GNDC (Definicién
3.3.1) y ¥ la MNC de Hausdorff (Definicién 3.1.3). Ademads, estas desigualdades son las mejores posibles en
espacios de Banach de dimensién infinita.

Demostracion. Todas las desigualdades han sido probadas a lo largo de este capitulo, salvo la desigualdad
B(B) < ®(B). Pero esto es sencillo: basta tener presente la desigualdad 3(B) < ¢,(B), la cual es evidente a
partir de las definiciones de 8 y ¢, y la definicién del GNDC .

O
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Los teoremas de punto fijo de Banach, Schauder y Darbo-Sadovskil

En las siguientes secciones revisaremos los teoremas de punto fijo de Banach (Teorema 4.1.1), de
Schauder (Teorema 4.1.4) y de Darbo-Sadovskii (Teorema 4.1.6). Sin duda alguna, podriamos decir que tales
teoremas son de los mds importantes en la Teoria de Punto Fijo. Ademads, probaremos nuevos resultados
sobre punto fijo basados en el GND ¢, (Definicién 1.1.4).

Recordemos que %y denota la clase de los conjuntos no vacios y acotados de un espacio de Banach
(X,]|- 1), y Bx su bola unidad cerrada. Asimismo, puesto que el concepto de punto fijo 1o usaremos con
mucha frecuencia:

Definicion 4.1.1 Sea T : C C X — X una aplicacién cualquiera. Un vector x € C se dice que es un
punto fijo de T si T (x) = x. Notaremos por Fix(7T') el conjunto (posiblemente vacio) de puntos fijos de 7.

Algunos tipos de aplicaciones, muy conocidas, que usaremos en este capitulo son las siguientes:

Definicion 4.1.2 Sea T : C C X — X una aplicacién. Se dice que:
1. T es lipschitziana, o L-lipschitziana, si existe L > O tal que

17 () =T < Lflx—ll Vx,yeC.

2. T es una k-contraccion si es k-lipschitziana con k € (0, 1).
3. T es contractiva si ||T(x) — T (y)|| < ||x—y|| para cada x,y € C con x # y.
4. T es no-expansiva si es L-lipschitziana con L := 1.

De la definicién anterior, se deducen las siguientes implicaciones:
T es una k-contraccion = T es contractiva = T es no-expansiva = T es lipschitziana

Pero ninguna de tales implicaciones es reciproca en general, cf. [1], [11], [42], [44].

El teorema de punto fijo de Banach

En lo que sigue, los exponentes de las aplicaciones se entenderdn para la composicién, y no como
exponente algebraico. También debemos mencionar que la mayoria de los resultados sobre punto fijo que
mostraremos en un espacio de Banach (X, || - ||), son igualmente vélidos para un espacio métrico completo
cualquiera (E,d).

De todos los resultados sobre punto fijo que existen actualmente, uno de los mds importantes e influyentes
es, sin lugar a dudas, el teorema de punto fijo de Banach, probado por el célebre matemadtico polaco en 1922

(cf. [1], [11]):

Teorema 4.1.1 — Punto fijo de Banach. Sea T : C C X — C una k-contraccidn, para algtin k € (0, 1).
Entonces, existe un tnico xo € Fix(7') y ademds, fijado x| € X, la sucesién (7" (x;)),>1 converge a xg. De
hecho, para cada n € N, se verifica la siguiente desigualdad

n

k
T"(x1) —xo|| <
17" 1) ol < 7=

[lx1 =T (1)

Nota 4.1.1 Algunos autores llaman al resultado anterior principio de contraccién de Banach (cf. [42]).
No obstante, en estas notas nos referiremos al mismo como Teorema de punto fijo de Banach, para seguir
la misma terminologia de otros resultados de punto fijo que veremos mas adelante.

Como podemos comprobar en el siguiente ejemplo, el Teorema 4.1.1 no es valido para aplicaciones
contractivas.

= Ejemplo 4.1.1 Sea (¢'(1),]| - ||) el espacio de las funciones continuas definidas en /, dotado de la norma
del supremo. Consideremos el conjunto siguiente:

Ci= {fe%(]) L0 = £(0) < f(x) < f(1) = I,VXEI}.
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Es claro que C es acotado, convexo y cerrado. También es inmediato probar que la aplicacion 7 : C — C
dada por T(f)(x) := xf(x) para cada f € C'y x € I es una contraccién sin ningtin punto fijo en C. .

No obstante, si C es compacto tenemos el siguiente resultado (cf. [42, Th. 2.2, p. 12]):

Teorema 4.1.2 Sea T : C C X — C contractiva, con C compacto. Entonces, fijado x; € X, la sucesién
(T"(x1))n>1 converge al dnico punto fijo de T'.

Debemos notar que el teorema anterior no es cierto si asumimos que C es o-compacto (es decir, débil
compacto) en lugar de compacto:

= Ejemplo 4.1.2 Sea el conjunto siguiente

C:= {f:I—>I:f€L1,/O.1f(x)dx=%},

siendo L' el espacio de las funciones Lebesgue integrables (Ejemplo 1.3.1). Es claro que C es un conjunto
convexo y cerrado. Ademds, C es un segmento de L', y por lo tanto o-compacto (cf. [23, Th. 13.6, p. 140]).

Por otro lado, en [21] se define una aplicacién T : C — C contractiva sin ningtn punto fijo. No
mostramos aqui tal aplicacién T', pero diremos que estd relacionada con la aplicacién que mostraremos en el
Ejemplo 4.2.3. "

Asi pues, en el caso que el conjunto C C X sea compacto, la hipétesis de que T sea una k-contraccion,
para algun k € (0, 1), se puede hacer menos restrictiva asumiendo que 7 sea contractiva. Ahora bien, si C
ademads de compacto es convexo la continuidad de 7' (que es una condicién mucho menos restrictiva que
ser contractiva) es condicion suficiente para que Fix(7') # 0. Veremos esto con més detalle en la siguiente
seccion, concretamente en el Teorema de punto fijo de Schauder (Teorema 4.1.4). Mds atn, si 7 es no-
expansiva en el Teorema 4.1.5 mostraremos una sucesién basada en curvas q-densas convergente a un
punto fijo de 7', siendo dicha sucesion igualmente convergente en el caso de que 7 sea una k-contraccién o
contractiva, pues segun la Definicién 4.1.2 T seria, en particular, una aplicacién no-expansiva.

El teorema de punto fijo de Schauder

El teorema de punto fijo de Banach (Teorema 4.1.1) admite un par de observaciones que pensamos
pueden ser interesantes. La primera, es que dicho teorema, ademds de establecer la existencia y unicidad del
punto fijo de las k-contracciones, para k € (0, 1), proporciona una sucesién que converge al punto fijo de 7,
incluso muestra una cota superior del error de aproximacién. La segunda observacién que podemos hacer es
que la propiedad de ser una k-contraccién, para algin k € (0, 1), es una propiedad muy restrictiva para una
aplicacion. En esta seccion estudiaremos algunos resultados de punto fijo en los que la propiedad de ser una
k-contraccion, bajo ciertas condiciones, se puede cambiar por otras propiedades menos restrictivas.

En el caso particular de que X := R” tenemos el siguiente resultado (cf. [11, Th. 1.7, p. 9]), probado por
Brouwer en 1912:

Teorema 4.1.3 — Punto fijo de Brouwer. Sea T : C — C continua, con C C R" no vacio, convexo y
cerrado. Entonces, Fix(T') # 0.

A diferencia del Teorema de punto fijo de Banach (Teorema 4.1.1) el teorema anterior no ofrece, a priori,
informacidn sobre el cdlculo de los puntos fijos de la aplicacién 7', mientras que la tnica condicién impuesta
a T es que sea continua, condicién mucho més débil que ser una k-contraccién para algin k € (0, 1). Por
otro lado, en dimension finita los conjuntos acotados y cerrados son compactos (Teorema de Heine-Borel, cf.
[73]), y asi pues, es de esperar que el teorema anterior no sea valido en dimensién infinita, incluso cuando C
es un conjunto débil compacto. Mostraremos esto en el siguiente ejemplo, debido a Kakutani (cf. [11, Prop.
2.3,p. 11]:

= Ejemplo 4.1.3 Sea ¢»(Z) el espacio de las sucesiones (x,),cz de cuadrado integrable, con su norma
habitual, y {e,, : n € Z} la base estandar de ¢3(Z), es decir, e, := (...,0,0,1,0,0,...) conel 1 en la n-ésima
posicién, para cada n € Z. Definimos la aplicacion U : £,(Z) — ¢2(Z) como

U(x):= an6n+1 VX = (e Xy e ooy X1, X0, X1 e - e 5 Xy e - 2) € £2(7Z)
nez
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Entonces, no es dificil comprobar que la aplicacién T': By,(z) — 05(Z) dada por
T(x):=(1—|[x[[)eo+U(x), Vx€ Bz,

es una aplicacién continua, con T(BZZ(Z)) C By,(z), y ademds, T no tiene ningtin punto fijo. .

No obstante, el Teorema de punto fijo de Brouwer fue generalizado a espacios de Banach de dimension
infinita por Schauder en 1930 (cf. [1], [11], [42]):

Teorema 4.1.4 — Punto fijo de Schauder. Sea T : C — C continua, con C C X no vacio, convexo y
compacto. Entonces, Fix(T) # 0.

Nota 4.1.2 El teorema anterior es vélido si en lugar de asumir que el conjunto C es compacto, asumimos
que T'(C) es precompacto (cf. [11]), pero este hecho es irrelevante para nuestros propésitos.

Al igual que ocurre con el Teorema de punto fijo de Brouwer (Teorema 4.1.3), el teorema anterior no
ofrece, a priori, informacidn sobre el célculo de los puntos fijos de 7. No obstante (cf. [1, Th. 2.1, p. 12], [42,
Th. 3.1, p. 28]), en el caso particular de que T : C — C sea no-expansiva, con C convexo y compacto, fijado
x1 € C definamos para cada entero n > 1 la aplicacién 7, : C — C como

T, (x) := (1—%)T(x)+%T(x1) VxeC.

Es claro que T;, estd bien definida y que es una (1 — %)-contraccién. Entonces, segin el Teorema de punto fijo

de Banach (Teorema 4.1.1), para cada entero n > 1, existe un dnico x, € Fix(T,). Gracias a la compacidad
de C, existe una subsucesién de (x,),>| convergente a cierto xo € C. Es facil probar que x es un punto fijo
deT.

Nota 4.1.3 Si C € Py es convexo y cerrado, y T : C — C es una aplicacion no-expansiva, la sucesion
(xn)n>1 de puntos fijos de las aplicaciones 7, del parrafo anterior se denomina sucesion de puntos fijos
aproximados. Entonces, en este caso, tenemos que

fnf{||T(x)—xH :xec}zo. 4.1
ya que si, para cada entero n > 1, x, € Fix(7,) se verifica que ||T (x,) — x,|| = %HT(x,,) —T(x1)| — 0.

Asi pues, si C € By es convexo y compacto, y 7' : C — C es no-expansiva, segtin lo expuesto en la nota
anterior, podemos encontrar una sucesién convergente a un punto fijo de 7. Ahora bien, a esta sucesién le
podemos hacer un par de observaciones: la primera, es que dicha sucesién realmente es una subsucesion
de una cierta sucesién (x,),>1. La segunda, es que la sucesion (x,),>; estd formada por los puntos fijos
de las aplicaciones T,, antes definidas, es decir, para hallar cada término de la sucesién (x,),>; debemos
hallar previamente el punto fijo de la correspondiente aplicacién 7,,. En definitiva, el coste computacional del
célculo de la sucesion convergente a un punto fijo de 7 es elevado.

lteraciones

Dada una aplicaciéon T : C C X — C con Fix(T) # 0, bajo ciertas condiciones se puede mostrar,
explicitamente, una sucesién en C que converge a algiin xo € Fix(T). Generalmente, dichas sucesiones se
definen de forma recurrente y se les llama iteraciones. Por ejemplo, si T es una k-contraccion para algin
k € (0,1), fijando cualquier x; € C la sucesién

Xpg1:=T"(x1) Yn>1, 4.2)

es la bien conocida iteracion de Picard y converge al tnico punto fijo de T, segin el Teorema de punto fijo
de Banach (Teorema 4.1.1). Otra iteraciéon muy conocida es la denominada iteracion de Mann dada por

Xnt1 := (L= A)x, + 4, T (x) VYn > 1, (4.3)
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donde (A,),>1 C (0,1) y x; € C son prefijados. Si T es continua y la sucesién (4.3) converge a xy € C,
entonces xo € Fix(7T) (cf. [27, Lem. 2.1]).

En esta seccién, mostraremos una sucesion basada en curvas ¢¢-densas que converge a un punto fijo de 77
si C es compacto y T' es no-expansiva.
Lema 4.1.1 Sean (a,)n>1Y (bn)n>1 dos sucesiones de niimeros positivos tales que Y, by < 400y @py1 <
an + by, para cada n € N. Entonces, el limite 1im, a, existe y es finito.

La prueba del lema anterior se puede consultar en [71, Lem. 1]. Y ahora, el resultado principal de esta
seccion:

Teorema 4.1.5 Sea C C X no vacio, compacto y convexo, y T : C — C no-expansiva. Entonces Fix(T') #
0, y fijados A € (0,1), x; € C y una sucesién de ndimeros positivos (0y,),>1, tal que X,>1 0, < +oo, existe
para cadan € Nunacurva y, : I — (X, | - ||), o,-densa en C de forma que la sucesién dada por

Xnt1 := AT (yn) + (1= A)T(x,) VneN, (4.4)

converge a xo € Fix(7T), siendo y, € (1) tal que ||x, — y»|| < o, para cadan € N.

Demostracion. Sean x; € C, (0t;)y>1 ¥ A € (0,1) como en el enunciado. Puesto que C es convexo y
compacto, es densificable (Teorema 1.1.1), y por lo tanto para cada n € N existe una curva ;,-densa en C,
pongamos ¥, : I — (X, || ||)- Sea, como en el enunciado, la sucesién

Xng1 =AT() +(1—=A)T(x,) €C  VneN,
siendo y, € ¥,(I) tal que

%2 = yall < O, 4.5
para cada n. Por un lado, gracias a (4.5) y al hecho de que T es no-expansiva, tenemos que:

x40 =T () | = T {[AT (yn) + (1= 2A)T (x) = AT () = (1 = A)T (x| =
(4.6)
=AUm||T (yn) — T (x,)]| < Alim ||y, — x| < Alimoy, = 0.

Ahora bien, como C es compacto existe una subsucesion de (x,),>1, que notaremos por (X, )i>1,
convergente a cierto xo € C, y teniendo en cuenta (4.6) y que 7 es continua

o =T (xo) | < [0 =Xy, | oy = T o )+ 17 G ) = T (x0) | — 0,

cuando k — oo. Asi pues, xo € Fix(T).
Por otro lado, puesto que 7' es no-expansiva se tiene que

[xn1 =0l = [AT (yn) + (1 = A)T (xa) — AT (x0) — (1 = 2)T (x0)[| <
S AT (vn) = T (x0) || + (1 = )T (xn) — T (x0) || <
S Ayn = Xall + Allxn — xol| + (1= 24) [lxn — xo| < At + [0 — X0l

Entonces, tomando a, := ||x, — xo|| y b, := A0y, gracias al Lema 4.1.1, concluimos que existe (y es
finito) 1imy, [[x, — xol|, y puesto que limy [|x,, ., —xo|| = 0, debe ser lim,, [[x, — xo[| = 0 y esto concluye la
prueba.

O

Nota 4.1.4 En el teorema anterior, la sucesion (x,41),>1 definida en (4.4), por supuesto, depende de la
sucesion (y,),>1. También es claro que la sucesién (y,),>1 no tiene porqué ser dnica puesto que para
cada n, la curva a;,-densa en C, ¥;, no tiene porqué ser dnica. No obstante, si (y,),>1 €s otra sucesién
verificando las condiciones del enunciado, la sucesién x| := AT (y,) + (1 — A)T (x],) converge, segiin
se ha probado en el teorema anterior, a algtin punto fijo de 7. En definitiva, para cualquier eleccién de
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(¥n)n>1, verificando las condiciones del enunciado del teorema anterior, la sucesioén (x,+1),>1 dada en
(4.4) converge a algtin punto fijode 7.

Noétese que, puesto que C es compacto, la sucesién dada en (4.4) tiene una subsucesion convergente
y que dicha subsucesion converge, precisamente, gracias a su continuidad de la aplicacién 7', a un punto
fijo de la misma. La hipétesis de que T sea no-expansiva realmente es para probar que la sucesion dada en
(4.4) converge a un punto fijo de T'. Asi pues, del teorema anterior se deduce el Teorema de punto fijo de
Schauder:

Corolario 4.1.1 Sea C € #Bx compacto y convexo, y T : C — C continua. Entonces, la sucesion dada
en (4.4) posee una subsucesion convergente a un punto fijo de 7.

Para terminar este apartado, mostramos un ejemplo para ilustrar la convergencia de la sucesiéon dada en
el Teorema 4.1.5. Antes, necesitamos el siguiente lema:
IT;

Lema 4.1.2 Sea C C R" no vacio y convexo, y T : C —> C, pongamos T := (T1,...,T,), tal que 0 es

J
continua para cada i, j = 1,...,n. Notaremos por | - [|4 la norma matricial ||M||4 := max{}¥}_; [m;;| : i =
1,...,n} para cada matriz M := (m;;)} ;_,, y por JT (x,y) la matriz jacobiana de T en (x,y). Supongamos
que existe L > 0 tal que ||J7 (x,y)||4 < L para cada x,y € C. Entonces,

ITC)=TO <Llx=yll,  vxyeC.

siendo || - || la norma euclidea de R”. Es decir, se tiene que T es una aplicacién L-lipschitziana.

Demostracion. Sean x,y € C, y pongamos f(t) := T(x+1(y —x)) para cada r € I. Entonces, f estd bien
definida puesto que C es convexo y ademds f’(t) = JT (x,y) - (x—y) paracadar € I.
Por otro lado, puesto que

1
T(x) = T(y) = £(0) — f(1) = /0 £,

gracias a las propiedades de la integral y de la norma matricial || - ||4 tenemos que

1 1
HT(X)—T(y)IIS/O IIJT(%y)'(x—Y)lldtS/o T (x, )| allx = ylldr < Lilx—yl,

y esto concluye la prueba.

= Ejemplo 4.1.4 Sea T : I*> — I? la aplicacién definida como

1 1
T(x,y) = (5gg7 (1+3 = sen(x-+ ), 3557 (1 + ¥+ cos(r—) )
para cada x,y € I. Es claro que T estd bien definida y que las derivadas parciales de sus componentes son
continuas. Ademds, es inmediato probar que ||JT (x,y)|| < ﬁ para cada x,y € I. Asi pues, segiin el Lema
4.1.2, tenemos que T es no-expansiva. De hecho, T es una ﬁ—contraccién. El tnico punto fijo de T es

X0 i~ (0.2924565413,0.7321956943).

Sea A := %, x1 :=(0,0) y para cadan € N, 7,4 la curva ”%—densa de los cosenos del Ejemplo 1.1.1.
En la Tabla 4.1 podemos ver algunas aproximaciones de xo mediante las sucesion (3 (7 (ys) + T (1)) )n=1

del Teorema 4.1.5, la sucesién de Mann (4.3) dada por (% (x, + 7 (x4)))s>1 y la sucesién de Picard (4.2)

L 1 L 2
(T™(x1))n>1. Los errores en cada aproximacién se han notado por £,<, ) para la sucesion Teorema 4.1.5, 8,5 )

para la sucesién de Mann y 85,3) para la sucesién de Picard, para los valores de n indicados en dicha tabla.
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(1)

2)

(3)

n & & &
5 0.000403982 0.03229680 0.002689262
6 0.001140763 0.01740925 0.001326610
7 0.000393239 0.00948969 0.000419443
8 0.000372037 0.00515060 0.000423879
9 0.000221313 0.00275304 0.000221181
10 0.000293204 0.00142147 0.000285272

Tabla 4.1: Comparacion de la convergencia a xo, punto fijo de 7', de las sucesiones (3 (T (yu) + T (x)))n>1
del Teorema 4.1.5, de Mann (5 (x, + T'(x,)))n=1 y de Picard (7" (x1))n>1.

El teorema de punto fijo de Darbo-Sadovskii

En el apartado anterior hemos revisado el Teorema de punto fijo de Schauder (Teorema 4.1.4), y en
este apartado haremos lo mismo con otro conocido teorema de punto fijo basado en MNCs: el Teorema de
punto fijo de Darbo-Sadovskii (Teorema 4.1.6). Dicho resultado es muy importante dentro de la Teoria de
Punto Fijo, no sélo por sus muchas aplicaciones sino porque ademds generaliza los teoremas de punto fijo de
Banach (Teorema 4.1.1) y Schauder (Teorema 4.1.4).

Nota 4.1.5 Aunque, en lo que sigue, no lo indicaremos explicitamente siempre vamos a suponer que
todas las MNCs con las que vamos a trabajar estdn definidas en la clase Ay de los conjuntos acotados y
no vacios del espacio de Banach (X, || - ||).

Empezamos recordando la siguiente definicién (cf. [11]):

Definicion 4.1.3 Sea u una MNC, C € #Bx y T : C C X — X continua. Se dice que T es (k,1)-
contractiva si existe k > 0 tal que

u(T(B)) < ku(B),

para cada B C C no vacio, y que T es p-condensante si

p(T(B)) < u(B),

para cada B C C no vacio y no precompacto.

De la definicién anterior, resulta evidente que si 7 : C C X — X es una aplicacion (k, it )-contractiva
para algin k € (0,1), entonces 7 es, en particular, una aplicacién u-condensante. No obstante, la clase de
aplicaciones (k, [t)-contractivas, para k € (0, 1), estd estrictamente contenida en la clase de aplicaciones
u-condensantes. Probaremos este hecho en el siguiente ejemplo (véase también la Nota 4.1.7).

= Ejemplo 4.1.5 Sea f: I — R una funcién estrictamente decreciente con f(0) =1, T : By — Bx la
aplicacién dada por T'(x) := f(||x||)x, para cada x € By, y k la MNC de Kuratowski (Definici6én 3.1.2).
Entonces, en [11, Exam. 6, p. 40] se prueba que T no puede ser una aplicacién (k, K )-contractiva para ningtin
k € (0,1) y sin embargo resulta ser una aplicaciéon k-condensante. .

Nota 4.1.6 En adelante, cuando indiquemos que una MNC u definida en By es invariante mediante el
paso a la envoltura convexa, significard que p(B) = u(Conv(B)) para cada B € . Por ejemplo, las
MNC:s de Hausdorff y (Definicion 3.1.3) y de Kuratowski k (Definicién 3.1.2) poseen esta propiedad (cf.
[11]).

Se tiene el siguiente resultado:

Teorema 4.1.6 — Punto fijo de Darbo-Sadovskil. Sea 1 una MNC invariante mediante el paso a la
envoltura convexa, C € By convexo y cerrado y T : C — C una aplicacién p-condensante. Entonces,
Fix(T) # 0.
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Antes de continuar, debemos mencionar que en el teorema anterior la hipétesis de que la aplicacion
T sea u-condensante no se puede hacer menos restrictiva, en el sentido de que si ¢t es una MNC tal que
U(T(B)) < u(B) para cada B C C no vacio, es decir, T es una aplicacién (1, u)-contractiva, el teorema
anterior deja de ser valido:

= Ejemplo 4.1.6 ([11, Exam. 7, p. 41]) Sea /¢, el espacio de las sucesiones reales de cuadrado sumable, con
su norma habitual. Consideremos T : By, — By, la aplicacién dada por

T(X1,X2,. 00y Xpyen.) 1= ( 1— ||xH2,x1,x2,...,xn,...>,

para cada (X1,X2,...,X,...) € By,. La continuidad de la aplicacién 7 se sigue de la continuidad de la norma.

Es claro que podemos escribir 7 := D+ S siendo D(x) := (/1 — ||x]|2,0,0,...,0,...) y S la isometria de-
finida como S(x) := (0,x1,x2,...,X,...), paracada x := (X1,X2,...,Xy,...) € By,. Nétese que dada cualquier
sucesion (&,)n>1 C By,, puesto que la sucesion (y/1 — [|&,[|?),>1 C I posee una subsucesién convergente
se deduce que D(By,) es un subconjunto compacto de By,. Asi pues, D transforma conjuntos acotados en
conjuntos precompactos.

Por otro lado, la MNC de Kuratowski k (Definicion 3.1.2) cumple la desigualdad siguiente (cf. [11, Prop.
2.3,p.21)

K(A1+A42) < k(A)) +x(A2),

para cualesquiera que sean los conjuntos A; y A, acotados y no vacios de un espacio de Banach. Entonces,
dado cualquier B C By, no precompacto, teniendo presente la desigualdad de arriba y las propiedades de las
aplicaciones Sy D, concluimos que

k(T (B)) = k(D(B) +S(B)) < k(D(B)) + k(S(B)) = k(S(B)) = k(B),

Sin embargo, es fcil comprobar que T' no tiene ningin punto fijo en By,. .

Nota 4.1.7 El Teorema 4.1.6 fue probado en 1955 por Darbo [28] para aplicaciones (k, [t )-contractivas,
conk € (0,1), y en 1967 por Sadovskii [65] para aplicaciones {t-condensantes. Aunque a primera vista,
y segun el Ejemplo 4.1.5, la prueba de Sadovskii puede parecer una ligera generalizacién de la prueba
dada por Darbo, lo cierto es que la realidad es bien distinta. En [11, pp. 41-43] se prueba que la clase
formada por las aplicaciones (k, k)-contractivas (siendo x la MNC de Kuratowski, Definicién 3.1.2), con
k € (0,1), es de primera categoria (en el sentido de Baire) dentro de la clase formada por las aplicaciones
K-condensantes.

Abhora un lema que usaremos mds adelante, sobre las propiedades del GND ¢, (Definicién 1.1.4).
Lema 4.1.3 Sea B € Bx. Entonces, se verifica que
1. ¢4(Conv(B)) < ¢4(B), y esta desigualdad puede ser estricta.

2. ¢4(B) < ¢4(B).

Demostracion. Sea y: I — (X,||-||) una curva a-densa en B, para algin @ > ¢4(B). La existencia de
curvas a-densas en B, para o > ¢,(B), estd garantizada gracias a que B es un conjunto acotado. Entonces,
dado cualquier x € B existe ¢ € [ tal que

lx=v(@)] < e “.7

Por otro lado, segtin el teorema Hahn-Mazurkiewicz (cf. [66], [73]) existe una curva @ : I — (X, || - )

tal que w(I) = Conv(y(I)). Sea x € Conv(B), pongamos x := Y} | A;x; donde x; € B, A; > 0 para cada
i=1,...,ny Y% A =1.Segln (4.7) existen 71,....,t, € I tales que

llxi —y(#)|| <o paracada i=1,...,n. (4.8)

Asi pues, tomando ¢ € [ tal que o(¢) = Y7, 4;¥(t;), gracias a (4.8) tenemos que

x— @) <Y Aillxi— @) <«
i=1
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y por lo tanto @ es una curva a-densa en Conv(B), de donde deducimos que ¢;(Conv(B)) < o y puesto que
o > ¢4(B) es arbitrario, se sigue que ¢;(Conv(B)) < ¢,(B). Nétese, que para B := {x,y} con x # y, entonces
¢4(Conv(B)) =0 < |[x—y|| = ¢4(B), mientras que si B es convexo la desigualdad ¢,(Conv(B)) < ¢,(B) es
una igualdad.

Ahora, probaremos la desigualdad 2 del enunciado. Como B C B tenemos que y(I) C B. Ademds, dado
€ > 0, puesto que ¥ € B podemos tomar x € B tal que ||¥ — x|| < €. Tomando ¢ € I verificando (4.7) tenemos
que

[E=vOl <[Ix =]+ lx =yl <&+

y de la arbitrariedad de &, se sigue que ¢,(B) < o y por lo tanto ¢,(B) < ¢4(B) puesto que @ > ¢4(B) es
arbitrario.

O

Por otro lado, recordando que R := [0, +o0), sea A la siguiente clase de funciones:
A= {h : Ry — R, : hes mondétona creciente y limA" (s) = 0,Vs € R+}.
n

Notese que la condicién de continuidad no es requerida. Es claro que, para 0 < k < 1, la funcién A(s) := ks
para cada s € R, pertenece a la clase A. También se puede comprobar, usando el teorema del valor medio,
que las funciones In(1 +s) y arctan(s) definidas para cada s € R pertenecen a la clase A.

De la definicién de la clase A, es claro que h(s) < s para cualquier s > 0. De hecho, si fuese A(s) > s
para algin s > 0, entonces se deberia cumplir que 4" (s) > s para cualquier n € Ny por lo tanto, teniendo
presente las propiedades de &, debe ser s = 0 que es contradictorio porque estamos suponiendo que s > 0.
Entonces, si 1t es una MNC invariante mediante el paso a la envoltura convexay 7 : C — C, con C € By
convexo, una aplicacién continua verificando que (7 (B)) < h(u(B)) para cada B C C no vacio y alguna
h € A, segtn la observacion anterior, tenemos que 7" es en particular una aplicacion p-condensante, ya que
para cualquier B C C no vacio y no precompacto tenemos que 1(7(B)) < h(u(B)) < u(B).

Asi pues, gracias a las observaciones anteriores, tenemos la siguiente generalizacion del teorema de
punto fijo de Darbo-Sadovskii (Teorema 4.1.6) probada en [3]:

Teorema 4.1.7 — Punto fijo de Darbo-Sadovskil generalizado. Sea p una MNC invariante mediante
el paso a la envoltura convexa, C € %y convexo y cerrado, h € A,y T : C — C una aplicacién continua
tal que

u(T(B)) < h(u(B)),

para cada B C C no vacio. Entonces, Fix(T) # 0.

En el siguiente resultado probaremos que el Teorema 4.1.7 es vélido si reemplazamos la MNC u
(invariante mediante el paso a la envoltura convexa) por el GND ¢, (Definicion 1.1.4).

Teorema 4.1.8 Sean C € %y convexo y cerrado, T : C — C continua y supongamos que existe 2 € A
tal que

¢a(T (B)) < h(¢a(B)), 4.9)

para cualquier B C C no vacio y convexo. Entonces, Fix(T') # 0.

Demostracion. En primer lugar, notemos que al ser B un conjunto acotado, ¢;(B) < Diam(B). Del mismo
todo, puesto que T(C) C C tenemos que T (C) también es acotado y por lo tanto ¢, (7 (B)) < Diam(7(C)).

Pongamos By := C y para cada entero positivo n, sea B, := Conv(T (B,—1)). Entonces, gracias al Lema
3.3.1, la desigualdad (4.9) y las propiedades de & tenemos que

0u(Bx) = 04 (ComV(T (B, 1)) < 0u(T(By-1)) < h(9a(By1)) =
(4.10)

= 1(0:(Comv(T(B,-2))) ) <I*(04(Bo-2)) < ... H(64(C)).
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para cada n > 1. Ahora bien, teniendo en cuenta (4.10) y el Teorema 3.3.2, si 4 es una MNC cualquiera
tenemos que

lim 1t (B,) < 1t (Bx) lim ¢(By) = 0.

Asi pues, segiin el teorema generalizado de las intersecciones de Cantor (cf. [11, p. 19]), puesto que (By,)n>0
es una sucesién decreciente de conjuntos acotados de X, concluimos que K := N,>0B, e€s no vacio y
compacto.

Por otro lado, es claro que K es convexo y T(K) C K. Entonces, segtin el teorema de punto fijo de
Schauder (Teorema 4.1.4) T : K — K tiene algtin punto fijo y esto concluye la prueba.

]
Veamos un ejemplo donde se cumplen las condiciones del teorema anterior.
= Ejemplo 4.1.7 Sea ¢, el espacio de las sucesiones de cuadrado sumable, con su norma habitual. Fijado

0<pB<1/2seaT :B;, — By, laaplicacién dada por

T(x1,%0,- -y Xn,---) := (y/ 1= ||x]|3, Bx1, Bx2, ..., Bxn, - -.)

para cada x := (X1,X2,...,Xp,...) € By,. La continuidad de T se sigue de la continuidad de la norma. Ademas,
dado cualquier x € By, con ||x|| = 1 tenemos que

1T (x) = T(O)II* = [|(1, Bx1 Bcz, ... B, )P = 1+ B2 > 1 = x— 6]

siendo O el vector nulo de ¢,. Entonces, encontramos que 7" no puede ser una k-contraccion para ningin
0<k<l

Por otro lado, la MNC de Hausdorff y (Definicién 3.1.3) cumple la desigualdad siguiente (cf. [11, Prop.
2.3,p.21))

X(A1+A2) < x(A1) + x(A2),

para cualesquiera que sean los conjuntos A; y A, acotados y no vacios de un espacio de Banach. Entonces,
procediendo igual que en el Ejemplo 4.1.6 tenemos que

x(T(B)) < Bx(B) 4.11)
para cada B C By, no vacio. Asi pues, gracias a la desigualdad (4.11) y la Proposicion 3.2.1 llegamos a que
¢a(T(B)) < 2x(T(B)) < 2Bx(B) < 2B¢4(B)

y puesto que la funcién h(s) := 2f3s para cada s > 0 pertenece a la clase A, se verifican las condiciones del
teorema anterior y Fix(7T') # 0. .

Para terminar esta seccién, mostramos una consecuencia del Teorema anterior:

Corolario 4.1.2 Sean C € %y convexo y cerrado, T : C — C continua y supongamos que existe 1 € A
tal que

¢a(T(B)) < h(x(B)), (4.12)

para cualquier B C C no vacio y convexo, siendo y la MNC de Hausdorff (Definicién 3.1.3). Entonces,
Fix(T) # 0.

Demostracion. Sea B C C no vacio y convexo. Gracias a la Proposicion 3.2.1 tenemos que

X(B)) < ¢4(B), (4.13)
y teniendo presente las desigualdades (4.12) y (4.13), y las propiedades de &

9a(T(B)) < h(x(B)) < h(9a(B)),

y una llamada al Teorema 4.1.8 termina la prueba.
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4.1.5 Ecuaciones integrales de Volterra

Mantenemos la notacién usada en secciones anteriores, R := [0, +0) y
A= {h : Ry — R, : hes mondtona creciente y limA"(s) = 0,Vs € R+}.
n

El teorema de punto fijo de Darbo-Sadovskii (Teorema 4.1.6), ademds de la generalizacion dada en el
Teorema 4.1.7, admite otras generalizaciones como la siguiente (cf. [2, Th. 2.1]).

Teorema 4.1.9 Sea C € $Bx convexoy T : C — C continua. Supongamos que existe ¢ : Ry — R
Lebesgue integrable con f(f ¢ (u)du > 0 para cada € > 0, una MNC p invariante mediante el paso a la
envoltura convexa (véase la Nota 4.1.6) y una funcién % € A tales que

u(T(B)) u(B)
/ ¢ (u)du < h( / <p(u)du),
0 0

para cada B C C no vacio. Entonces Fix(T') # 0.

Noétese que para @(u) := 1 para cada u € R, el teorema anterior es, precisamente, el Teorema 4.1.7.
Asi pues, efectivamente, estamos ante otra generalizacion del teorema de punto fijo de Darbo-Sadovskii
(Teorema 4.1.6).

En esta seccién veremos que el teorema anterior permanece valido si en lugar de usar una MNC p,
invariante mediante el paso a la envoltura convexa, usamos el GND ¢, (Definicion 1.1.4). En otras palabras,
encontramos otro resultado de punto fijo basado en MNCs que permanece vélido para el GND ¢, el cual,
recordemos, no es una MNC (véase la Nota 3.2.2). Ademads, como aplicacion de dicho resultado, estudiaremos
condiciones suficientes para establecer la existencia de soluciones de ciertas ecuaciones integrales.

Teorema 4.1.10 Sea C € By convexoy T : C — C continua. Supongamos que existe ¢ : R, — R
Lebesgue integrable con [§ ¢(u)du > 0 para cada € > 0, y una funcién & € A tales que

¢4(T(B)) 04(B)
/ o(u)du < h(/ (p(u)du),
0 0

para cada B C C no vacio y convexo. Entonces Fix(7T') # 0.

Omitimos la prueba del teorema anterior puesto que es totalmente andloga a la prueba del Teorema 4.1.8,
teniendo en cuenta las propiedades de la integral de Lebesgue. Nétese que si ¢(u) := 1 para cada u € R
tenemos, precisamente, el Teorema 4.1.8. Asi pues, el Teorema 4.1.10 es, efectivamente, una generalizacién
del Teorema 4.1.8.

Por otro lado, consideremos la ecuacidn integral de Volterra siguiente

p(t
(EIV) x(t) = g(t,x(t)) +./0 )f(t,s,x(s))ds,

donde g: IXR— R, p: I — R,y f:IxIxR— R son funciones conocidas, cumpliendo ciertas
propiedades que veremos mds abajo. Como en otras secciones, (4(I), ]| - ||~) denotard el espacio de Banach
de las funciones x : I — R continuas con la norma del supremo. Para probar la existencia de soluciones de
la ecuacién (EIV), vamos a usar las siguientes hipétesis.

(C1) Las funciones g, p y f son funciones continuas, p no idénticamente nula.

(C2) Existen dos funciones ¢, como en el Teorema 4.1.10, y & € A tales que

/ZIg(t,X(t))—g(hy(t))\ P(6)=y(0)]

A o(u)du < h(/o

para cada x,y € €(I).
(C3) La desigualdad

(p(u)du) Viel, (4.14)

h(/or(p(u)du) +q, < /Or(p(u)du, (4.15)
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tiene alguna solucién ry > 0, siendo

|g(2,0) Hfo \ftsx s))|ds
qr = Sup{/O (u+ lg(t,x(1)) fg(t,0)|>du L X € Byt € [}.

Proposicion 4.1.1 Si se verifican las condiciones (C1)-(C3), entonces la ecuacién (EIV) tiene alguna
solucién x € € (I).

Demostracion. SeaT : € (I) — € (I) la aplicacién dada por

p(t)
T)(0) = gt x()) + /0 F(t,5,x(s))ds Vi€l

para cada x € €(I). De la condicién (C1) se deduce que T estd bien definida, es decir, T(x) € €(I)
para cualquier x € € (I). Ademds, T es continua. De hecho, dado € > 0, si x,y € € (I) puesto que g
y f son uniformemente continuas en los compactos I x M e I x I x M respectivamente, siendo M :=
(min{—|[x[|eo, =[|¥ ]l }, max{[|x[|es, [|¥]|eo }], tenemos que

T(x) () =T () (@) < [g(t,x(1)) — (1, ¥(t \+/ f(t,5,x(s)) = f(2,5,y(s))lds <

(4.16)
)

<y ds <
*§+/o max{p(t):iel} =

siempre que ||x —y||. < 8, para cierto § := §(€) > 0. Entonces, si ||x —y|| < 8 gracias a (4.16) tenemos
que |T(x)(t) — T(y)(r)| < € y puesto que ¢ € [ es arbitrario, ||T(x) — T(y)|| < €. Asi pues, T es continua.
Dado r > 0y x € rBy, gracias a la condicién (C2) tenemos para cualquier ¢ € I que

IT ()0 | (0.x(1) =g (1,0) | +1g(1.0) [+ T (t,5.x(s))Idis
/ ¢(u)du < / @ (u)du =
0 JO

l8(e.x(1))~(1.0)| [8(1.5(0))~8(1.0) [+ 5. O+ 7 £ (t..x(5)lds
/ o (u)du+ @ (u)du <
0 |g(t.x(r))—g(r,0)|

2lg(e.x(1))—g [g(t.x(1) g (1.0) | +g (0 + 1 (1.5.x(5)) s
/ du+/ o(u)du < @.17)
0

IN

IN

(o)] 1g(1.0) [+ 7 | (t.5.x(s))lds
n([ etwau)+ [ o (u-+ lg(0,x(0)) — 8(1,0)| ) du <
0 0

<i( [ ptudu) +a

y puesto que ¢ € [ es arbitrario, segin (4.17) debe ser

/ T o (wydu < n( [ owdu) +q.. (4.18)

Asi pues, tomando ry > 0 solucién de la desigualdad dada en (C3) y teniendo presente (4.18) concluimos

que
IT (x ||m
/0 w)du < / o(u (4.19)

y gracias a (4.19) y las propiedades de ¢, debe ser ||7'(x)||- < ro. Por lo tanto, T (roB« (1)) C roBg(p).-
No es dificil comprobar, usando el Teorema de Arzeld-Ascoli (cf. [47]), que la aplicacién S : € (I) —
& (I) dada por

p(r)
1) :/0 ft,s,x(s))ds  Vrel,
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para cada x € €(I) es compacta (cf. [11, Exam. 3, p. 13]), esto es, S transforma conjuntos acotados en
conjuntos precompactos. Ademds, si definimos G : €' (I) — €(I) como G(x)(¢) := g(t,x(t)), para cada
x€E(I)yt €l tenemos que G es continua 'y T (x)(¢) = G(x)(t) + S(x)(¢), paracadax € €(I) y t € I.

Por otro lado, sea B C roBy ;) no vacio y convexo. Dado o > ¢,;(B) tomemos y: I — (¢(I),]| -[|) una
curva o-densa en B, pongamos T € I — () € B para cada 7T € I. Entonces, dada x € ryBy existe T € I tal
que

Ix—72lleo < 0. (4.20)
Definamos la curvaI' : I — € (I) como
Le(1) = G(r) (1) = ¢(t,7:(1)) Vi€l

para cada T € I. Es claro que I es una curva en 4’ () y ademds I'(/) C G(y(I)) C G(B). Més aun, teniendo
presente la condicidn (C2), dada x € B gracias a (4.20) existe T € I, tal que

2|g(r,x(t)) =T (1)] HOR0] o
/ o(u)du < h(/ (p(u)du) < h(/ (p(u)du),
0 0

0

y puesto que o > ¢4 (B) es arbitrario, llegamos a la desigualdad siguiente

/Ocpd(zcw)) o(u)du < h( /O¢d<B> o) du)' (4.21)

Una propiedad de la MNC « de Hausdorff (Definicién 3.1.3) que usaremos mds adelante es la siguiente
desigualdad (cf. [11, Prop. 2.3, p. 21])

X(A1+A2) < x (A1) +x(A2), (4.22)

para cualesquiera que sean los conjuntos A; y A, acotados y no vacios de un espacio de Banach.
Finalmente, teniendo en cuenta la Proposicién 3.2.1, que S(B) es precompacto y las desigualdades (4.21)
y (4.22) concluimos que

94(T(B)) 2x(G(B)+S(B)) 2x(G(B))+2x(S(B))
[ ez | pludu < [ o (u)du =
0 0 0

2x(G(B)) 24(G(B)) ¢4(2G(B))
:/ o (u)du §/ (p(u)du:/ o(u)du <
0 0 0

< h(./od)d(B) (p(u)du).

Nétese que hemos usado que ¢4 (sA) = [s[¢4(A) para cada A € HBy(;) y cada nlimero s (véase la prueba
del Teorema 3.3.1). Asi pues, la aplicacién T cumple las condiciones del Teorema 4.1.10 y por lo tanto
Fix(T) # 0, es decir, la ecuacién (EIV) tiene solucién x € €'(I).

Terminamos esta seccion con un ejemplo en el que se puede aplicar el resultado anterior.

= Ejemplo 4.1.8 Sea la ecuacion

1 +scos(3x(t))

T2 ds Vtel.

1 1 L e—xz(f)(
(EIV) x(t) = ye " arctan(x(t)]) + 5 /
0

Usando la notacién de la proposicién anterior, tenemos que g(z,&) := e 'arctan(&), f(s,2,&) :=
e’éz(l-ﬁ-scos(ﬁ&))

1is?) y p(t) := 1+ para cada 5,7 € I, £ € R. Vamos a tomar ¢(u) := 2, para cada u € R.
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Entonces, la condicién (C1) de la Proposicién 4.1.1 se cumple trivialmente. También, dadas x,y € €(I),
tenemos que

¢(u)du = e "| arctan(|x(t)|) — arctan(|y(¢)])| <

0 (4.23)
< |arctan(|x(¢)|) —arctan(|y()|)] vtel,

/Z\g(m(t))*g(t,y(t))l

a—b
14-ab

y gracias a la identidad trigonométrica arctan(a) — arctan(b) = arctan( ) para cada a,b € R conab # —1,

de la desigualdad (4.23) se sigue que

2|g(t.x(1))—g(ty(1))]
/ o (u)du < arctan(|x(z) — y(r)|) < arctan(2|x(¢) — y(¢)|) =

0

_ h(/ol)f(t)—y(t) (p(u)du),

para cada ¢ € I, siendo h(s) := arctan(s) € A. Asi pues, se verifica la condicién (C2) de la Proposicién 4.1.1.
Por otro lado, dado r > 0y x € €'(I) para cada t € I tenemos que

8O+ 1 (t.x() s )
/ 0 (u+ lg(e,x(0) ~ 9(1,0)| ) du < 2(1+%) < 4,

y por lo tanto la desigualdad

h(/o (P(u)du) +¢, < arctan(2r) +4 < /0 o(u)du =2r,

donde g, viene dado en la condicién (C3) de la proposicion anterior, siempre tiene solucidon. De hecho,
cualquier ry > (% +4)/2 es solucién de dicha desigualdad. Asi pues, se cumplen las condiciones (C1)-(C3)
de la Proposicién 4.1.1 y en consecuencia la ecuacién (EIV) tiene alguna solucién x € € (I). .

Oftros resultados de punto fijo

En esta seccién nos proponemos extender los conceptos de aplicacién no-expansiva y k-contraccion, para
k € (0,1). Ademds, mostraremos algunos resultados de punto fijo para estas nuevas clases de aplicaciones.

Aplicaciones ¢,-no-expansivas y ¢,-contractivas

El concepto de aplicacién no-expansiva ha sido generalizado de muchas formas, obteniéndose ademas
resultados de punto fijo para dichas aplicaciones, como se puede comprobar en [41], [69], [72] y sus
referencias, por citar algunos articulos. En esta seccién nos proponemos establecer y estudiar una nueva
generalizacion del concepto de aplicacién no-expansiva. También mostraremos una nueva generalizacién del
concepto de k-contraccidn, para k € (0,1). Como en secciones anteriores, ¢; denotard el GND dado en la
Definicién 1.1.4, recordemos

64(B) ::inf{a>0:1"a737é(2)}7 VB € Bg.

siendo I'y g la clase de todas las curvas o-densas en B.

Proposicion 4.2.1 Sean C € &y y T : C — C no-expansiva. Entonces, se tiene que

¢a(T(B)) < ¢a(B), (4.24)
para cualquier B C C no vacio y convexo.

Demostracion. Sean C € Py y T como en el enunciado. Dado cualquier B C C no vacio, como B es acotado
y T es no-expansiva, entonces Diam (7 (B)) < Diam(B) y por lo tanto 7'(B) también es acotado. Asi pues,
tenemos garantizada la existencia de curvas a-densas en By en T(B).
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Sea B C C no vacio y convexo, y ¥ una curva o.-densa en B para un ¢ > ¢4(B) cualquiera. Para dado
T(x) € T(B) puesto que x € By Y es una curva a-densa en B, existe ¢ € [ tal que

lx=v(@)] < e (4.25)
Teniendo presente que 7" es no-expansiva y la desigualdad (4.25), llegamos a

IT0) =Ty < [x =7y < e,

y por lo tanto ¢4(T(B)) < o, yaque Toy:1 — (X,| -|) es una curva a-densa en T(B). Puesto que
o > ¢4(B) es cualquiera, se tiene que ¢,(T(B)) < ¢;(B). Asi pues, queda probada la desigualdad (4.24) del
enunciado.

|
Entonces, segiin el resultado anterior, si C € Bx y T : C — C es no-expansiva se verifica que ¢, (7 (B)) <
¢4 (B) para cualquier B C C no vacio y convexo. Este hecho nos induce a dar la siguiente definicién:

Definicion 4.2.1 SeaC € #Bx y T : C — C. Diremos que T es una aplicacién ¢;-no-expansiva si es
continua y ademas

¢a(T(B)) < ¢ua(B),
para cada B C C no vacio y convexo.

Por supuesto, si C es compacto entonces cualquier aplicaciéon T : C — C continua es ¢,;-no-expansiva
ya que, en este caso, segin el Teorema 1.1.1 se verifica que ¢,(7 (B)) = 0 para cualquier B C C no vacio y
convexo.

Aunque hemos probado en la Proposicién 4.2.1 que cualquier aplicacién no-expansiva es una aplicacién
¢4-no-expansiva, la clase de las aplicaciones ¢;-no-expansivas es mas amplia que la clase de las aplicaciones
no-expansivas. Probaremos esto en el siguiente ejemplo.

= Ejemplo 4.2.1 Sea (45, || -||) el espacio de las sucesiones de cuadrado sumable, con su norma habitual, y
T : By, — By, la aplicacién dada por

1 1 1
T(X1,X2, ey Xy e et ) i= (\/1— ||xH2,5x1,Exz,...,ix,,,...),

para cada x € By,. De la continuidad de la norma se sigue la continuidad de 7.
Entonces, T no es no-expansiva: dado cualquier x € By, con ||x|| = 1 tenemos que

17 () =T (6)|| = ? >1=|x—6.

siendo 6 el vector nulo de 4.
Por otro lado, dado cualquier B C B, no vacio y convexo, procediendo igual que en el Ejemplo 4.1.7
tenemos que

x(T(B)) < %%(3), (4.26)

siendo ) la MNC de Hausdorff (Definicién 3.1.3).
Finalmente, gracias a la Proposicion 3.2.1 y a la desigualdad (4.26) concluimos que

¢a(T(B)) <2x(T(B)) < x(B) < ¢4(B),

y por lo tanto T es una aplicacién ¢;-no-expansiva. .

Razonando como en el ejemplo anterior, si 7 : C — C, con C € Py, es una aplicacion (k, ) )-contractiva
(Definicién 4.1.3) para algiin 0 < k < 1/2 encontramos que T es, en particular, una aplicacién @,-no-
expansiva.
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Nota 4.2.1 Si en la Definicién 4.2.1 cambiamos el GND ¢, por una MNC u y no exigimos la convexidad
alos subconjuntos B C C, tenemos que T : C — C es una aplicacion (1, i )-contractiva (Definicién 4.1.3).
No obstante, puesto que ¢, no es una MNC (véase la Nota 3.2.2), ambos conceptos son esencialmente
distintos. Este hecho quedara evidenciado en el siguiente ejemplo.

= Ejemplo 4.2.2 Sea (%(I),|| - ||) el espacio de las funciones f : I — R continuas, con la norma del
supremo. Para cada n € N pongamos f,(0) = f,(1) = g,(0) = g.(1) =0,

0 si t=4/10"

0 si r=1/10" 1 si t=5/10"
f)={ 1 si t=2/10" | g,(t):={ 0 si t=6/10" :
0 si t=3/10" —1 si t=7/10"

0 si r=8/10"

y mediante interpolacién lineal, definimos las funciones f;,(¢) y g,(¢) para cadat € I.
Sea 0 la funcién idénticamente nula, y C := Conv({9, f1,21, /2,42, --.}). Entonces, en [74] se define
una isometria 7 : C — C verificando que

(o) =15 b= {m ),

y por lo tanto T no puede ser una aplicacion (k, 1 )-contractiva, para ningtin 0 < k < 2. Ahora bien, puesto
que T es una isometria, en particular, es una aplicacién no-expansiva y por lo tanto, segtn la Proposicién
4.2.1, tenemos que 7 es una aplicacién ¢;-no-expansiva. .

Debemos notar, que si T : C — C es no-expansiva no tenemos la garantia de que Fix(7) # 0 incluso
cuando C es convexo, cerrado y o-compacto:

= Ejemplo 4.2.3 Este ejemplo se debe a Alspach [8] y es, histéricamente, el primer ejemplo de una aplicacién
no-expansiva definida sobre un conjunto convexo y o-compacto que no tiene ningtn fijo. Sea el conjunto

1
C:= {feLl :/ f(x)dx=1,0 < f(x) <2, para casi todoxel}.
0

Es claro que C es convexo y cerrado, y ademds es uniformemente integrable (por tratarse de un segmento
en L') y por lo tanto débil compacto (cf. [23, Th. 13.6, p. 140]). Definamos T : C — C como

1
mfn{zf(zx),z} xe {o,ﬂ
T(f)(x):= 1 ;
méx{Zf(Zx—l),O} xe (5,1}
para cada f € K. Entonces, T es una isometria sin ningtin punto fijo. .

Asi pues, no cualquier aplicacién T : C — C no-expansiva, con C € By cerrado (o incluso o-compacto)
y convexo tiene algiin punto fijo. En consecuencia, segin la Proposicién 4.2.1, no cualquier aplicacién
T : C — C, con C como antes, ¢;-no-expansiva tiene algin punto fijo. No obstante, si T es una k-contraccion
para algtin k € (0,1), si es cierto (Teorema 4.1.1) que Fix(T') # 0. Este hecho nos lleva a generalizar el
concepto de k-contraccion:

Definiciéon 4.2.2 Sea C € #Bx y T : C — C. Diremos que T es una aplicacién ¢;-contractiva si es
continua y ademads

¢a(T (B)) < ¢a(B),
para cada B C C no vacio, no precompacto y convexo.

Razonando del mismo modo que en la prueba de la Proposicién 4.2.1, no es dificil comprobar que
cualquier k-contraccidn, para cierto 0 < k < 1, es una aplicacién ¢,-contractiva. Pero, el reciproco no es
cierto en general como veremos en el siguiente ejemplo:
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= Ejemplo 4.2.4 Sea ({, || - ||) el espacio de las sucesiones de valor absoluto sumable, con su norma habitual.
Definamos T : B, — By, como

[
T(x) = (1— ——)
@) Il 20
para cada x := (xj,...,X,,...) € £;. La continuidad de T se sigue de la continuidad de la norma. Ademas,
dado cualquier x € ¢; con ||x|| = 1 tenemos que

IT(x)=T(0)|=2>1=][x-6],

siendo 6 el vector nulo de /5. Por lo tanto, T no puede ser una k-contraccién, para ningin 0 < &k < 2.

Por otro lado, dado cualquier B C By, no vacio y convexo, tenemos que 7'(B) es conexo por caminos
puesto que T es continua. También es claro que T (B) es precompacto ya que cualquier sucesién en T (B)
posee una subsucesién convergente, y por lo tanto (Teorema 1.1.1) T (B) es densificable. Asi pues, T es una
aplicacién ¢,4-contractiva, ya que ¢4(7(B)) =0 < ¢4(B). .

Nota 4.2.2 Razonando como en el ejemplo anterior, se puede probar que cualquier aplicacién continua 7 :
C — C, con C € By, compacta (es decir, T transforma conjuntos acotados en conjuntos precompactos)
es una aplicacion ¢,-contractiva (Definicidn 4.2.2), y en consecuencia, también serd ¢;-no-expansiva
(Definicion 4.2.1). No obstante, en general, una aplicacién compacta no es no-expansiva o una k-
contraccién, para algin k € (0,1), quedando de esta forma establecido que las aplicaciones ¢;-no-
expansivas o ¢,-contractivas constituyen una clase de aplicaciones mds general que las aplicaciones
no-expansivas o las aplicaciones que son una k-contraccién, para algin k € (0,1).

Una ligera modificacién en el Ejemplo 4.2.1 nos proporciona otro caso de aplicacién ¢,-contractiva que no
es contractiva:
= Ejemplo 4.2.5 Fijado 0 < 8 < 1/2sea T : B;, — By, la aplicacién del Ejemplo 4.1.7. Entonces, como

probamos en dicho ejemplo encontramos que 7' no es contractiva, y sin embargo

0a(T(B)) <2B¢4(B) < ¢a(B),

para cada B C By, convexo y no precompacto. Asi pues, 7" es una aplicacion ¢-contractiva. .

Una vez probado que la clase de las aplicaciones ¢;-contractivas es una clase mds general que la clase de
las k-contracciones, para 0 < k < 1, veremos un nuevo resultado sobre punto fijo.

Teorema 4.2.1 Sea C € By convexo y cerrado, y T : C — C una aplicacién @,-contractiva. Entonces,
Fix(T) # 0.

Demostracion. Fijado xy € C, definimos

Y= {K C C: K es cerrado y convexo, xo € K, T(K) C K}7

B:= IQZK, D:= m(T(B) u {xo}).

Puesto que C € X, X # 0 y como xg € B, también se tiene que D # 0. Ademads, es inmediato probar que
D = B: puesto que xo € By T(B) C B, tenemos que D C By esto nos llevaa que T(D) C T(B) C D, es decir,
que D € X y en consecuencia B C D.

Por otro lado, si B no fuese compacto, teniendo en cuenta los lemas 3.3.1 y4.1.3, y que T es ¢y-contractiva
se tiene que

04(B) = ¢4 (ComV(T(B) U{x}) ) < 9 (Conv(T(B) U{xo}) ) <

< mix {0 (Conv(T(B)) ). 0u ({xo}) } = b (Conv(T(B))) < 04(T(B)) < 6u(B),
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lo cual no es posible y por lo tanto debe ser ¢,(B) = 0. Entonces, segin el Teorema 1.1.1 B es precompacto
y puesto que es cerrado, tenemos que B es compacto. Finalmente, como 7(B) C B una llamada al Teorema
de punto fijo de Schauder (Teorema 4.1.4) termina la prueba.

O

Nota 4.2.3 El resultado anterior es, en formas, muy similar al Teorema de punto fijo de Darbo-Sadovskii
(Teorema 4.1.6). Pero debemos tener presente que el GND ¢, no es una MNC como ya se prob6 en el
Capitulo 3 (véase la Nota 3.2.2).

El Teorema 4.1.2 establece que si T : C — C, con C € By convexo y compacto, es una aplicacion
contractiva, recordemos, ||7(x) — T (y)|| < ||x—y|| para cada x,y € C, con x # y, entonces, Fix(T') # 0. Ahora
bien, en el Teorema 4.2.1 la condicién de compacidad sobre el conjunto C no es necesaria. Este hecho indica
que los conceptos de aplicacién contractiva y ¢,-contractiva (Definicion 4.2.2) son distintos. Y, efectivamente,
asf es, tal y como se muestra en el siguiente ejemplo.

s Ejemplo 4.2.6 Sea T : C — C como en el Ejemplo 4.1.1, recordemos
c:{fe%uyo:fmygﬂmgfuyzhw61}

siendo (€' (I), || -||-) el espacio de las funciones f : I — R continuas, con la norma del supremo y T'(f)(x) :=
xf(x) paracada f € Cy x € I. Entonces, tenemos que T es una aplicacién contractiva sin ningtin punto fijo.

Por otro lado, en el Ejemplo 3.2.2 probamos que ¢,(C) = 1. Razonando igual que en dicho ejemplo, en-
contramos que ¢4 (7T (C)) = 1 y por lo tanto T no es una aplicacién @;-contractiva. Para terminar, observemos
que en el Ejemplo 4.2.5 hemos mostrado una aplicacién ¢;-contractiva que no es contractiva. .

Resumimos la relacién existente entre los distintos tipos de aplicaciones analizadas en este capitulo
de la siguiente forma: dada una aplicaciéon T : C — C continua, con C € Ay, se tienen las siguientes
implicaciones

T es compacta

T es ¢y—contractiva

T esno-expansiva

T esuna k-contraccion, para algin k € (0, 1)

es ¢, — contractiva.
es ¢y —no-expansiva.
es ¢y —no-expansiva.
es @y —contractiva.

HEEy

y, en general, ninguna de tales implicaciones es reciproca. Ademads, los conceptos de aplicacion contractiva y
¢4-contractiva son esencialmente distintos. Simbdlicamente:

T escontractiva ¢ T es ¢, — contractiva.

Por otro lado, segiin la Nota 4.1.3, si C € %y es convexo y cerrado y T : C — C es no-expansiva,
entonces T tiene una sucesion de puntos fijos aproximados y en consecuencia

iﬁ“h—ﬂ@”mec}:o

Esta propiedad también la tienen las aplicaciones ¢;-no-expansivas:

Proposicion 4.2.2 Sea C € %y convexo y cerradoy T : C —> C ¢4-no-expansiva. Entonces, T tiene una
sucesion de puntos fijos aproximados.

Demostracion. Fijado x; € C para cada entero positivo n > 2 definamos la aplicacién 7, : C — C como

1 1
T, (x) := (1—7>T(x)+fT(x1) VxeC,
n n
Sea B C C no vacio y convexo y pongamos @ := @;(B). Gracias a que B es acotado, o estd bien definido.
Entonces, dado € > 0 existe una curva y: I — (X, || - ||) que es (¢ + €)-densa en B.
Para cada n > 2, la aplicacién %, : I — (X, || - ||) dada por

B = (1= )+ T) el
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es una curva y ademas ¥,(I) C T,(B). En las siguientes lineas probaremos que, para cada n € N, ¥, es una

curva (1 — 1)(o + €)-densa en T;,(B).

n
Sea T,,(x) € T,(B) cualquiera. Como ¥ es una curva (@ + €)-densa en B, existe ¢ € [ tal que

Jx=y(0)|| < x +e. (4.27)

Entonces, teniendo presente la desigualdad (4.27) llegamos a

7~ 7)) = (1= )T~y < (1= ) (@+e)

y por lo tanto, ¥ es una curva (1 — 1)(a + €)-densa en T;,(B). En consecuencia, y puesto que € > 0 es
arbitrario, ¢4(7,(B)) < (1—Y)a = (1-1)¢,(B) < ¢4(B), para cadan € N.
Asi pues, para cada n > 2, tenemos que 7,, es ¢;-contractiva (Definicion 4.2.2) y gracias al Teorema 4.2.1

existe x, € Fix(T,). Finalmente, tenemos que
1
[0 =T (xa) || = ;HT(xn)_T(xl)” Vn > 2,

y esto termina la prueba puesto que, segin la desigualdad de arriba

1%, — T (xn)|| — 0.

El problema de Cauchy

En esta seccién notaremos por (%'(J,X),]| - ||) el espacio de Banach de las aplicaciones x : J — X
continuas con la norma del supremo, siendo J := [0,a] C I, con 0 < a < 1. Ademds, dado B C X notaremos
por €(J,B) :={xe€ ¥ (J,X):x(J) C B}.

Dada f: I x X — X y xo € X, recordemos que el problema de Cauchy consiste en hallar x € € (J,X),
para cierto intervalo J := [0,a] C I, de forma que

(PC) X(t)=f(t,x(t)) Vteld, x(0) = xo.

El problema (PC) lo podemos escribir de la forma siguiente

(PC) w0 =0t [ floxts)  vied,

que sera la expresion con la que vamos a trabajar en esta seccion. En el caso particular de que X := R” un
conocido teorema de Peano [62] garantiza la existencia de soluciones del problema (PC) si f es continua. Una
de las claves de la prueba de dicho teorema es el hecho de que los conjuntos acotados de R” son precompactos.
Puesto que en espacios de Banach de dimensién infinita la acotacién no implica la precompacidad, es de
esperar que dicho teorema de Peano no sea cierto en tales espacios. Y asi es:

= Ejemplo 4.2.7 ([31, Exam. 2.1, p. 18]) Sea X := ¢ el espacio de Banach de las sucesiones x := (x;),>1
con limite cero dotado de la norma del supremo ||x|| := sup{|x,| : n € N}. Si (e,)n>1 es la base estandar de
co, esto es, ¢; ;= (0,...,0,1,0,...) donde el 1 ocupa el i-ésimo lugar para cada i € N, dado x € ¢y tenemos
que

x= Zx,,en.

n>1

Consideremos el siguiente problema de Cauchy:

1
X(1):=2Y Vlxi(t)len paracadarel, x(0):=) —en.

n>1 n>1 n

Six € € (J,B) es una solucién del problema anterior, para algdn intervalo J := [0,a] C 1, entonces para
cada ¢ € J tenemos que

X (t) =2/ ]x. ()] y )c,,(O):ni2 VneN
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Asfi pues, encontramos que x,(¢) = (¢ + %)2 paracadan € Nyt € J,y por lo tanto
limx, (t) = 1> > 0,
n

para cadar € J con t > 0, que es contradictorio con el hecho de que x € ¢y. Asi pues, este problema de
Cauchy no tiene solucién. "

Si es cierto que si f es compacta y continua, entonces el problema (PC) tiene solucién (cf. [11, Th. 2.8, p.
15]), y en consecuencia el Teorema de Peano permanece vélido en espacios de Banach de dimensién infinita
bajo estas condiciones. No obstante, existen muchos resultados que establecen condiciones suficientes para
que el problema (PC) tenga solucidn. Tales resultados, por lo general, se establecen mediante el uso de las
MNCs, cf. [13, Th. 5], [11, Th. 5.10, p. 43] y sus referencias. En esta seccién, como aplicacién del Teorema
4.2.1, veremos que el problema (PC) tiene solucién cuando la aplicacién f verifica ciertas condiciones, sin
usar ninguna MNC. Como es de esperar, algunas condiciones sobre la aplicacién f son necesarias. Veremos
tales condiciones en las siguientes lineas.

Supongamos que existen unos nimeros r, M, L positivos tales que para cualquier intervalo J := [0,a] C I
se cumplen las siguientes condiciones:

(C1) Para cada x € ¢'(J,B), siendo B := B(xo, ), se verifica que

lf(#,x(2))|| <M paracasitodoz € J.

(C2) f es continua y para cualquier W C % (J,B) no vacio y convexo

q;d({fx xe W}) < Loy(W),

siendo, para cada x € W, f, € €(J,X) la aplicacién continua definida como fi(¢) := f(z,x(¢)) para cada
t€J,y ¢; el GND (Definicion 1.1.4).

Nota 4.2.4 La condicién (C2) anterior, como veremos después de la prueba del siguiente teorema, es
una generalizacién del concepto de aplicacion lipschitziana.

Ahora podemos enunciar y probar el resultado principal de esta seccién:

Teorema 4.2.2 Supongamos que se cumplen las condiciones (C1) y (C2). Entonces, para cada

r 1
0 i {17777}a
< p < min ML

el problema (PC) tiene alguna solucién x € €' (J, B), siendo J := [0, p].

Demostracion. En primer lugar, nétese que el conjunto V := €'(J, B) es convexo y cerrado. Sea T : V —»
% (J,X) la aplicacién dada por

T()(t) = %0+ /0 fox(s)ds  Vied,

para cada x € V. Entonces si (x,),>1 CV y x, — x, para algtin x € V, tenemos que

TGO =TI < [ 17053(6)) ~ (x5 s <

(4.28)
< psup{ I/ s, (s)) ~ fls,x()) s s € 1},
y en consecuencia, puesto que t € J es arbitrario
IT(0) =T )l < psup {175, 50()) = F(s,x()]| s € 7. (429)

Para probar que T es continua, segiin la desigualdad (4.29), bastard mostrar que

sup{Hf(s,xn(s)) — fls,x(s))]] 5 s eJ} —0, (4.30)
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cuando n — . Si (4.30) no fuese cierto, entonces existe & > 0 y una sucesion (s,),>1 C J tales que
Hm | f (sns %n(50)) = f (n,(50)) | = €0 (4.31)

Pero puesto que el intervalo J es compacto, existe una subsucesién de (s, ),>1 (que notaremos igual) y
so € J tal que s, — so. Asi pues,

[ (sn) = x(s0) [| < llxn($n) = x(sn)[[ 4 l[x(5n) = x(50) [| < [0 =[]0 + [}(5) —x(s0) [ = O,

cuando n — . En consecuencia, f(s,,x,(sn)) y f(sn,x(sn)) convergen a f(so,x(so), contradiciendo (4.31)
y tenemos por lo tanto (4.30).
Asi pues, T es continua. Nétese ademds que dada x € V, segin (C1) se tiene que

700 ol < [ If(s.x(o)llds < Mp<r  viel

es decir, que T'(x) € V, y por lo tanto, tenemos que 7 : V — V es una aplicacién continua. Entonces, la
existencia de alguna solucién del problema (PC) es equivalente a la existencia de algdn punto fijo de 7.

Por otro lado, sea W C V no vacio, convexo y no precompacto, y notemos o := ¢,(W). Puesto que
W es acotado, tenemos que ¢ estd bien definido. Segun la condicién (C2), dado cualquier € > 0 existe
y:I — €(J,X) una curva (Lot + €)-densa en {f, : x € W}, pongamos T € I — ¥ € {fy :x € W}. Asi
pues, dada x € W existe 7T € [ tal que:

1fx=Yell < Lo+ e. (4.32)

Definamos ¥: I — €' (J,X) como

ot
(1) ::xo—f—/o Ye(s)ds Vreld,

para cada T € I. Es claro que ¥ es una curva y ademds §(I) C T (W). Mas atin, gracias a (4.32), dado cualquier
T(x) € T(W) existe T € I tal que

70 = 7] < [ 1556 = 505) s < plLa-+e), @33

y como t € J es arbitrario, deducimos que ¥ es p(La + €)-densa en T(W). Puesto que € es arbitrario,
concluimos que ¢;(7(W)) < pLo < c.

Finalmente, una llamada al Teorema 4.2.1 concluye la prueba ya que la aplicacién T es ¢;-contractiva y
por lo tanto Fix (T )neq0.

O

En el caso particular que la aplicacién f del problema (PC) sea lipschitziana en B(xg, r) respecto a su
segunda variable, esto es, existe L > 0 tal que

1£(t.x) = f@E ) < Lllx=yll  Vx,y € B(xo,r),

para cada r € I entonces, se cumplen las condiciones (C1) y (C2). Vamos a probar que se cumple la condicién
(C2). Dado cualquier W C %(J, B) convexo no precompacto y J = [0,a] C I, si v es una curva a-densa en
W, la aplicacion

Tl Tio(s) := fre = f (5, %a(5)),

es continua y ademds verifica que six € W es cualquiera entonces

1£:(®) = T O = 1, x(0) = f (&, e )] < Llx(0) = ¥ ()] < Lllx = ¥l < Le,

siendo 7 € I es tal que ||x — ¥;|| < 0. Asi pues || fy — ¥]l < Lot y la condicién (C2) se cumple.

Por otro lado, si X := R”, un conocido resultado (cf. [42, p. 14, Exam. 2.2]) establece que si f es continua
y lipschitziana respecto a su segunda variable entonces el (PC) tiene una unica solucién. El mismo resultado
se tiene si X es una espacio de Banach cualquiera (cf. [31, Chap. 1, p. 4]). Entonces, con lo probado en el
parrafo anterior, tenemos la siguiente consecuencia del Teorema 4.2.2:
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Corolario 4.2.1 Si f es continua en B(xo,r) y lipschitziana respecto a su segunda variable, entonces el
problema (PC) tiene solucién.

Nota 4.2.5 Si f es continua y compacta la condicién (C2) se tiene de forma trivial puesto que para
cualquier W C ¢'(J,B(xo,r)) no vacio y convexo, segtin el Teorema 1.1.1

¢d({fx:x€W}> —0.

y tenemos el conocido teorema de Peano que hemos nombrado al principio de esta seccion.

Terminamos esta seccién con un ejemplo.

= Ejemplo 4.2.8 Sea, como en el Ejemplo 4.2.7, ¢ el espacio de las sucesiones convergentes a cero con la
norma del supremo || - ||, y (e,)n>1 la base estandar de dicho espacio. La norma del supremo del espacio
€ (I,co) la notaremos por || - ||. Consideremos el problema de Cauchy siguiente

X(1):=Y 0u(t)In(1+|xa(r)|)e, paracadarel, x(0):=(0,0,...,0,...),

n>1

donde para cada n € N, la funcién ¢, : I — R es continua y ademds
L:= sup{méx{\(])n(tﬂ ‘te I} ‘ne N} < oo,
Entonces, dado cualquier r € I 'y x € €(I,B.,), tenemos que

[9n(1) In(1 +|xa (1) ])] < LIn(2),

para cada n € N, y la condicién (C1) del Teorema 4.2.2 se cumple. Usaremos mas adelante las desigualdades
siguientes

In(1+a|) —In(1+ b)) <In(1+|a—b]),  In(1+]a]) < |al, (4.34)

para cada a,b € R.

Por otro lado, dado cualquier W C ¢'(1, B, ) no vacio y convexo, sea y: I — ¢'(1,X) una curva a-densa
cualquiera en W, para cierto o > ¢4(W), pongamos T € I — ¥; := (Yr)n>1 € W paracada 7 € [. La
existencia de tal curva estd garantizada puesto que W es un conjunto acotado. Definamos, para cada 7 € 1, la
aplicacién

Te(t) := ((j),,(t)ln(l n |y,,,f(z)|))n21 Viel,

que, claramente, es una curva en el conjunto {(,(z) In(1+ |x,(¢)|))n>1 : x € W}. Puesto que ¥ es una curva
a-densa en W, dado x € W existe € [ tal que

X =Yzl = sup{sup{|xn(t) —Yue(t)ine N} ‘e I} <a, (4.35)
y teniendo en cuenta (4.34) y (4.35), para cada ¢ € [ se tiene que
IT2(#) = (9n(6) In(1 + [x() ))nz1 || =

= sup {[9(1) In(1+ [1.(1)) = (1) In(1 + [x(0) ) :m € N} <

< Lsup{|ln(1 + 1Y ()]) —In(1+ |x(z)|)| : n € N} <La,

y por lo tanto, I' es una curva Lo-densa en { (¢, (¢) In(1 + |x,(¢)]))n>1 : x € W}. Gracias a la arbitrariedad de
a concluimos que

00 ({ (@) In(1 + 15, ()21 s xEW}) < Lax

y se cumple entonces la condicién (C2) del Teorema 4.2.2. Asi pues, tenemos que el problema de Cauchy de
arriba tiene alguna solucién x € € (J,co), siendo J := [0,min{1,1/LIn(2)}]. .
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Estructura ¢,—normal

Como es habitual, diremos que un conjunto B € %y es un conjunto no-trivial si Diam(B) > 0. Puesto
que este término, junto con la propiedad de ser convexo y cerrado, lo emplearemos con mucha frecuencia a
partir de ahora, vamos a introducir la siguiente notacion:

@X = {B € PBx : B es convexo y cerrado, Diam(B) > O}.

Se recuerda también que xo € B € %’7)( es un punto no-diametral de B (cf. [42], [11]) si:
sup{on —y:ye B} < Diam(B). (4.36)

Hablando de manera menos formal, la condicién (4.36) nos dice que un punto xog € B, con B € %7)(, es
no-diametral si B estd contenido en la bola de centro xo y radio r := sup{||xo —y|| : y € B} > 0. En tal caso,
se dice que B tiene estructura normal. Visto de otra forma, tal conjunto B no tiene estructura normal si
cualquier xg € B es un punto diametral, es decir, si

sup { [lxo =] :y € B} = Diam(B). (4.37)
Para trabajar de forma mas cémoda con los conceptos de arriba, se tiene la siguiente definicion (cf. [11],

[49], [68]):

Definicién 4.2.3 Dado C € @X se define el radio de Chebyshev de C como el nimero siguiente

r(C) ::inf{sup{Hx—yH IxGC} :yGC}.

Es evidente que r(C) estd bien definido, y ademds r(C) < Diam(C) para cualquier C € Hy.

El concepto de estructura normal fue introducido en 1948 por M. S. Brodskii y D. P. Milman [20] para
estudiar ciertos problemas de punto fijo relativos a isometrias. Formalizamos el concepto de estructura
normal en la siguiente definicidn:

Definicion 4.2.4 Dado C € @x se dice que C tiene estructura normal si para cualquier B C CN %7;(,
se cumple que r(B) < Diam(B) o, equivalentemente, existe xy € B no-diametral. Si cada C € %y tiene
estructura normal, se dice que X tiene estructura normal.

En [20] se muestra la siguiente caracterizacién de la estructura normal, la cual es muy usada:
Proposicion 4.2.3 Un conjunto C € %y tiene estructura normal si, y s6lo si, no tiene ninguna sucesién

diametral, esto es, una sucesion (x,),>1 C C no constante tal que

limdist(x,+1,Conv({x1,...,x,})) = Diam({x, : n € N}),
n

siendo dist(x,A) := inf{||x —y|| : y € A} la distancia del vector x al conjunto A.

Cualquier conjunto C € %y compacto tiene estructura normal ya que en otro caso, gracias a la Proposicion
4.2.3, seria posible construir una sucesion sin ninguna subsucesién convergente (cf. [60, Prop.1 , p. 3]). A
continuacién veremos algunos ejemplos menos triviales.

= Ejemplo 4.2.9 Se recuerda que un espacio de Banach es uniformemente convexo (cf. [23, p. 114]) si dado
cualquier € > 0 existe § > 0 tal que
xX+y
el < 1,101 < Lllx—ll > e = || 52| < 1-8.
En particular, cualquier espacio de Hilbert, los espacios L? y £, dotados de sus normas habituales, con
1 < p < 400, son uniformemente convexos (cf. [11], [23]). Entonces, los espacios uniformemente convexos
tienen estructura normal (cf. [11, Th. VI1.2.2, p. 114]). .
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= Ejemplo 4.2.10 (cf. [68, Exam. 4.3, p. 204]) Sea ({2, - ||) el espacio de Banach de las sucesiones de
cuadrado sumable, con la norma

s
o = max { 5l x] }.

donde || - ||2 es la norma habitual de ¢ y || - || es la norma del supremo. Sea el conjunto
Ci= {x = (ta)us1 € L2 12 > 0,V > 1, a2 < 1}.

Entonces, es inmediato verificar que Diam(C) < 1. Ademds, si xg es el vector nulo de ¢, e yo := (1,0,...,0,...)
tenemos que

Diam(C) = sup{||xfy\| IX,y € C} > lxo—yoll =1

y por lo tanto Diam(C) = 1.
Por otro lado, sea x € C cualquiera, pongamos x := (x1,X2,-..,Xs,...). Tomando € > 0 tal que x; < €, si
y:=(0,...,0,1,0,...) conel 1 en la k-ésima posicién, tenemos que

lx=yl=1-e,

y haciendo € — 0 llegamos a que x es un punto diametral. Puesto que x es arbitrario, concluimos que C no
tiene estructura normal. .

El ejemplo anterior se debe a R. C. James, y es de especial importancia ya que prueba que la compacidad
débil, e incluso la reflexividad de un espacio, no es condicién suficiente para garantizar que dicho espacio
tenga estructura normal.

Como hemos comentado anteriormente el concepto de estructura normal fue introducido por M. S.
Brodskii y D. P. Milman [20]. No obstante, fue en 1965 cuando W. A. Kirk demostré el siguiente resultado
en [48], todo un cldsico en la literatura del punto fijo:

Teorema 4.2.3 — Teorema de Kirk. Sea C € By o-compacto y 7 : C — C no-expansiva. Si C tiene
estructura normal, entonces Fix(7) # 0.

Asi pues, segun el teorema anterior, un espacio de Banach reflexivo (X, || - ||) con estructura normal
tiene la propiedad débil del punto fijo, o-PPF, es decir, dado cualquier C € ;%’7;( o-compactoy T :C — C
no-expansiva, entonces Fix(T) # 0. Este resultado pone de manifiesto la importancia del Teorema de Kirk
dentro de la Teoria de Punto Fijo.

Por otro lado, el principal objetivo de esta seccién serd intentar generalizar el concepto de estructura
normal en términos del GND ¢, (Definicién 1.1.4). Para ello, damos la siguiente definicion:

Definicion 4.2.5 Dado C € (@X diremos que C tiene estructura ¢z-normal si dado cualquier B C CN (@7;(,

se tiene que ¢4(B) < Diam(B). SicadaC € By tiene estructura @-normal, diremos que X tiene estructura
¢4-normal.

Veamos algunos ejemplos de conjuntos con estructura ¢;-normal.

= Ejemplo 4.2.11 Sea C ¢ ,@X compacto. Entonces C tiene estructura ¢,-normal, ya que en este caso
cualquier B C CN Py seria densificable (Teorema 1.1.1), y por lo tanto

¢4(B) =0 < Diam(B).

= Ejemplo 4.2.12 Cualquier conjunto C € «@x con estructura normal tiene estructura ¢;-normal. En efecto:
sea B C CN Py cualquiera, y xo € B tal que

ri= sup{||xo —x|:xe B} < Diam(B).

Entonces, la curva dada por y(¢) := x( para cada r € I, es una curva r-densa en B gracias a la desigualdad de
arriba. Asi pues, ¢,(B) < r < Diam(B) y por lo tanto C tiene estructura ¢,-normal. .
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Se tiene la siguiente caracterizacion del concepto de estructura ¢;-normal.

Proposicién 4.2.4 Sea C C %x. Entonces, C tiene estructura @4-normal si, y sélo si, dado cualquier
B C CN Py existe {x1,...,x,} C Btal que

=

BcC | |B(xi,d), (4.38)
i=1

para algtin 0 < d < Diam(B), siendo B(x;,d) la bola cerrada centrada en x; y radio d paracadai=1,...,n.

Demostracion. Supongamos que C C 33?;( tiene estructura ¢;-normal, y sea B C CN %’7;(. Por la propia
definicién de ¢,(B) (Definicién 1.1.4), dado cualquier € > 0, existe y: I — (X, || -||) la cual es (¢4(B) + §)-
densa en B. Asi pues, tenemos que

BCy(I)+ <¢d(B) + g)Bx- (4.39)

Por otro lado, puesto que y(I) es compacto existe {y,...,ym} C ¥(I) tal que

&
y(I) C {yl,---7ym}+§Bx, (4.40)

y uniendo (4.39) y (4.40) llegamos a

m

BC | JB(yi,94(B) +¢),
i=1

y como € es arbitrario, tenemos la inclusién siguiente

=

B C | JB(xi,04(B)),
i—1

l

para cierto conjunto {xj,...,x,} C B. Puesto que ¢,(B) < Diam(B), ya que C tiene estructura ¢;-normal,
gracias a la inclusion de arriba tenemos la condicion (4.38).

Reciprocamente, supongamos que dado cualquier B C CN By existe {x1,...,x%,} C By un nimero
0 < d < Diam(B) verificando (4.38). Entonces, si y: I — (X, || - ||) es una poligonal uniendo los vectores
{x1,...,x,}, encontramos que Y es una curva d-densa en B (de nuevo, gracias a (4.38)), y en consecuencia
¢4(B) < d < Diam(B). Asi pues, C tiene estructura ¢y-normal.

O

Como hemos probado en el Ejemplo 4.2.12, cualquier conjunto con estructura normal, tiene estructura
¢,-normal. Ademds, esta implicacion resulta obvia segin la proposicién anterior y la definicién de estructura
normal (Definicién 4.2.4). Consecuentemente, cualquier espacio de Banach con estructura normal tiene
estructura @y-normal. No obstante, al terminar de escribir esta memoria, no sabemos si el concepto de
estructura ¢,-normal generaliza el concepto de estructura normal. Asi pues, proponemos el siguiente
problema:

Problema 1: ;Es, realmente, el concepto de estructura ¢;-normal una generalizacién del concepto de
estructura normal?

Veamos ahora algunos ejemplos de espacios de Banach que no tienen estructura ¢;-normal.

= Ejemplo 4.2.13 El espacio €(I) no tiene estructura ¢,-normal. En el Ejemplo 3.2.2 probamos que si
C:={fe®l):0=f(0) < f(x) < f(1) =1} tenemos que
$a(C) = 1.

Vamos a ver que Diam(C) = 1. En efecto, dada cualquier funcién f € C, por la continuidad de dicha funcién,
para cualquier 0 < € < 1 existe 6 > 0 tal que f(x) < € para cada 0 < x < 8. Tomando g € C tal que g(x) =1
para cada 6 /2 < x < 1, tenemos que || f — gl > 1 — € y esto prueba que Diam(C) = 1. .
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= Ejemplo 4.2.14 El espacio L' no tiene estructura ¢;-normal, ya que en el Ejemplo 3.2.1 probamos que
Diam(2) > ¢4(2) =2 > Diam(2),

siendo Z el conjunto de las funciones de densidad de L'. Mis atin, existe un subespacio reflexivo de L' que
no tiene estructura ¢;-normal. Veremos estos en las siguientes lineas. Recordemos que ) denota la MNC de
Hausdorff (Definicion 3.1.3).

Sea, para cada n € N, r, la correspondiente funcién de Rademacher definida en el Ejemplo 1.3.1, y
consideremos C := Conv({r, : n € N}). En [11, Th. X.5.2, p. 183] se prueba que x(C) = 1, y segin la
Proposicién 3.2.1 ¢4(C) > x(C) = 1. No es dificil comprobar que Diam(C) = 1, y por lo tanto C no tiene
estructura ¢y-normal. Finalmente, gracias a las desigualdades de Khinchine el subespacio cerrado de L!
generado por C es isomorfo a ¢, (cf. [23, Cor. 9.2, p.90]) y por lo tanto es reflexivo. .

Antes de continuar, es conveniente notar que el ejemplo anterior nos proporciona una condicidén necesaria
para que un conjunto tenga estructura ¢;-normal.

Proposicién 4.2.5 Sea C € By. Si x(C) = Diam(C), siendo ¥ MNC de Hausdorff (Definicién 3.1.3),
entonces C no tiene estructura ¢,-normal.

Demostracion. Sabemos que siempre se tiene la desigualdad ¢,(C) < Diam(C), y segidn la Proposicién
3.2.1 x(C) < ¢4(C). Entonces, si x(C) = Diam(C) encontramos que ¢;(C) = Diam(C) y por lo tanto C no
tiene estructura @;-normal.

O

Una consecuencia interesante del resultado anterior es la siguiente:

Corolario 4.2.2 Sea C € By o-compacto y T : C — C no-expansiva. Si C tiene estructura ¢;-normal,
entonces Fix(T') # 0.

Demostracion. Consideremos la siguiente clase:

¢:= {B C C:Bescerradoy convexoy T(B) C B}.

Entonces, € # 0 ya que C € €. Usando el hecho de que C es o-compacto y el Lema de Zorn, es facil probar
que € tiene un elemento minimal (cf. [11], [42]), es decir, existe K C C cerrado y convexo tal que 7(K) C K
y si Ky C K es convexo, cerrado y T (Ky) C Ky entonces Ky = K. Ademds, se tiene que (cf. [42, Property
11.8, p. 125]).

2(K) = Diam(K), (4.41)

siendo ) la MNC de Hausdorff (Definicién 3.1.3).
Por otro lado, si K tuviese mds de un punto, esto es, K C CN HBy, puesto que C tiene estructura ¢,-normal,
teniendo presente la Proposicion 3.2.1 y la igualdad (4.41) llegamos a la contradiccién siguiente

Diam(K) = x(K) < ¢4(K) < Diam(K).
Asi pues, K estd formado por un tnico vector el cual, por supuesto, es un punto fijo de 7.
]

A la vista del resultado anterior, pensamos que es interesante plantear el siguiente problema:

Problema 2: Sea C € @x, con estructura ¢ -normal, o-compactoy 7 : C — C una aplicacién ¢;-no-
expansiva. (Se puede afirmar, bajo estas condiciones, que Fix(T) # 0?

Notese que una respuesta afirmativa al Problema 1 o al Problema 2 seria una generalizacién del famoso
teorema de punto fijo de Kirk (Teorema 4.2.3).
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Conjuntos numéricos
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R Conjunto de los nimeros reales.

R4 Conjunto de los nimeros reales no negativos.
Z (F,K) Raices reales de la funcién F en el conjunto K.

Espacios

,0) Espacio de Banach dotado de la topologia débil o.

X* Dual topoldgico del espacio de Banach (X, || -||)-

Ly Espacio de las funciones de potencia p-ésima integrable, 1 < p < oo,
L= Espacio de las funciones esencialmente acotadas.

Ly Espacio de las sucesiones de potencia p-ésima sumable, 1 < p < oo,
0(Z)  Espacio de las sucesiones (x;),cz de cuadrado sumable.
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€*(I) Espacio de las funciones acotadas con, a lo sumo, un nimero finito de discontinuidades.
BV Espacio de las funciones x : I — R de variacién acotada.
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