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Resumen

En este trabajo, introducimos los conjuntos densificables, una nueva clase de sub-
conjuntos de espacios métricos en los que problemas de optimización global e in-
tegración múltiple se pueden reducir a problemas unidimensionales, resolviendo el
mismo problema sobre ciertas curvas (llamadas curvas alfa-densas).

Para realizar el estudio de los conjuntos densificables en espacios métricos, intro-
ducimos las nociones de densificador, pseudo-densificabilidad, aproximabilidad por
caminos y aproximabilidad numerable por caminos, que proporcionan propiedades
topológicas y métricas de dichos conjuntos. Estos conceptos han permitido caracte-
rizar la clase de subconjuntos densificables de Rn con interior no vaćıo.

Extendemos el concepto de densificabilidad a espacios topológicos en general, intro-
duciendo las nociones de densificabilidad simple, condicional, secuencial y topológi-
ca. De esta manera, problemas de optimización global pueden ser simplificados aun
en ausencia de una métrica. Además, probamos que una de estas extensiones es
óptima, en el sentido que ninguna condición más débil permite la mencionada sim-
plificación utilizando una sucesión prefijada de curvas.

Asimismo, comparamos la densificabilidad topológica con la extensión de la densifi-
cabilidad ya existente a subconjuntos de espacios vectoriales topológicos. Introduci-
mos la noción de densificabilidad lineal, que combina ventajas de ambos conceptos.

Finalmente, presentamos una aplicación de la teoŕıa de curvas alfa-densas al cálculo
de la dimensión logaŕıtmica.
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Introducción

En 1878, G. Cantor demostró un resultado sorprendente: el intervalo y el cuadrado
unidad poseen el mismo cardinal, es decir, existe una biyección entre ellos [1].

Además, G. Peano descubrió en 1890 una aplicación continua del intervalo sobre
el cuadrado [20], de manera que [0, 1]2 es una curva (imagen continua del intervalo
unidad).

Más adelante, en 1913, H. Hahn y S. Mazurkiewicz demostraron independientemente
que un subespacio de Rn es una curva si y sólo si el espacio es un continuo de Peano
(compacto, conexo y localmente conexo) y metrizable [6, 10, 21].

Esto da lugar a una amplia variedad de curvas, como, por ejemplo, los hipercubos,
las bolas cerradas y las esferas unitarias

In :=
n∏
1

[0, 1] , Bn := {x ∈ Rn : ||x|| ≤ 1} y Sn :=
{
x ∈ Rn+1 : ||x|| = 1

}
.

En teoŕıa, esto simplifica los problemas de optimización global en el sentido que si
X ⊂ Rn es un continuo de Peano y

f : X −→ R

es continua, en vez de considerar el problema

mı́n {f (x1, · · · , xn) : (x1, · · · , xn) ∈ X}

puede elegirse una parametrización de X, es decir, una sobreyección continua

γ : I1 −→ X

y considerar el problema unidimensional

mı́n {(f ◦ γ) (t) : 0 ≤ t ≤ 1} .

Esta reducción de variables posee dos inconvenientes: por su naturaleza, sólo es
aplicable si X es un continuo de Peano y que la parametrización, en general, no
reúne ciertas propiedades anaĺıticas manejables.

Si γ es cualquier parametrización del cuadrado unidad, una aplicación del Teorema
de Netto [19] muestra que γ no puede ser inyectiva.
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INTRODUCCIÓN

Además, M. Morayne probó en 1980 que γ = (γ1, γ2) no puede ser diferenciable y
que si para cada t ∈ I1 al menos una de las funciones coordenadas γ1 (t) y γ2 (t) tiene
derivada, la hipótesis del continuo es cierta [18], lo cual imposibilita la existencia de
un ejemplo constructivo de una función con esta propiedad.

En 1997, G. Mora y Y. Cherruault generalizaron el concepto de continuo de Peano,
introduciendo el concepto de curva α-densa [15]. Una curva Γα en un espacio métrico
X es α-densa si cualquier punto arbitrario de X se encuentra a una distancia no
superior a α de algún punto de Γα.

Si X posee curvas α-densas para cualquier α positivo y arbitrariamente pequeño,
podemos elegir una curva Γn, 1

n
-densa en X, para cada n ∈ N y transformar el

problema de optimización mencionado en

mı́n {f (x) : x ∈ Γn y n ∈ N}
que es equivalente a la sucesión de problemas unidimensionales

mı́n {(f ◦ γn) (t) : 0 ≤ t ≤ 1} ,
donde cada γn es una parametrización arbitraria de Γn.

Los espacios métricos que reúnen la propiedad susodicha pasaron a llamarse densi-
ficables [16].

Además de la ventaja consistente en que la clase de los espacios métricos densifi-
cables contiene propiamente a la de los continuos de Peano, también representan
una ventaja las parametrizaciones de las curvas α-densas, en general, más fáciles de
obtener y con propiedades anaĺıticas más manejables.

En el caso del hipercubo unidad In, pueden utilizarse gráficas de funciones trigo-
nométricas o incluso polinomios de Chebyshev [12], de manera que cada parametri-
zación es inyectiva y de clase Cω.

Esta es sólo una de las tantas aplicaciones posibles de las curvas α-densas en espacios
densificables. Por ejemplo, curvas α-densas se pueden utilizar para reducir el número
de variables en problemas de integración [13, 17] y en desigualdades [14].

Claramente, para poder aplicar cualquiera de estos métodos a un problema particu-
lar, debemos saber de antemano si el espacio en cuestión es densificable.

Nuestros objetivos principales son:

Caracterizar los espacios métricos densificables mediante propiedades topológi-
cas y métricas intŕınsecas, pretendiendo obtener una caracterización completa
como la obtuvieron H. Hahn y S. Mazurkiewicz para los continuos de Peano.

Extender el concepto de densificabilidad a una clase más amplia de espacios,
pretendiendo obtener una definición de densificabilidad en espacios topológicos
en general.

Encontrar nuevos tipos de problemas multidimensionales que puedan ser sim-
plificados utilizando curvas alfa-densas, como el cálculo de la dimensión lo-
gaŕıtmica.
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Caṕıtulo 1

Conceptos previos
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1.1. COMPACIDAD, SEPARACIÓN Y SEPARABILIDAD

1.1. Compacidad, separación y separabilidad

Definición 1.1.1 Sea (X, τ) un espacio topológico.

X es compacto si y sólo si todo recubrimiento mediante abiertos de X admite un
subrecubrimiento finito.

Teorema 1.1.2 (Tychonoff) El producto de espacios topológicos compactos es
compacto.

Demostración. Ver [9, cap. 5, Teorema 13]. �

Definición 1.1.3 Sea (X, τ) un espacio topológico.

X es de Hausdorff si y sólo si para cada par de puntos distintos a, b ∈ X, existen
abiertos disjuntos U y V en X tales que

a ∈ U y b ∈ V.

Definición 1.1.4 Sea (X, τ) un espacio topológico.

X es regular si y sólo si para cada cerrado B en X y cada a ∈ Bc, existen abiertos
disjuntos U y V en X tales que

a ∈ U y B ⊂ V.

Notación 1.1.5 I simbolizará el intervalo [0, 1]†.

Notación 1.1.6 C (X, Y ) simbolizará la familia de aplicaciones continuas del espa-
cio topológico (X, τX) al espacio topológico (Y, τY ).

Escribiremos C (X) en vez de C (X,R).

Notación 1.1.7 Si f es una función, A es un subconjunto de su dominio y B es
un subconjunto de su codominio,

f [A] y f−1 [B]

simbolizarán, respectivamente, la imagen de A y la preimagen de B por f .

Definición 1.1.8 Sea (X, τ) un espacio topológico.

X es completamente regular si y sólo si para cada cerrado B en X y cada a ∈ Bc,
existe

f ∈ C (X, I) tal que f (a) = 0 y f [B] = {1} .

Definición 1.1.9 Sea (X, τ) un espacio topológico.

X es de Tychonoff si y sólo si es de Hausdorff y completamente regular.

†Si no especificamos lo contrario, consideraremos todos los subconjuntos de Rn siempre con la
métrica eucĺıdea y la topoloǵıa inducida por ésta.
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CAPÍTULO 1. CONCEPTOS PREVIOS

Definición 1.1.10 Sea (X, τ) un espacio topológico.

X es normal si y sólo si para cada par de cerrados disjuntos A y B en X, existen
abiertos disjuntos U y V en X tales que

A ⊂ U y B ⊂ V.

Lema 1.1.11 (Urysohn) Sea (X, τ) un espacio de Hausdorff. Los enunciados a
continuación son equivalentes.

(1) X es normal.

(2) Para cada par de cerrados disjuntos y no vaćıos A,B ⊂ X, existe

f ∈ C (X, I) tal que f [A] = {0} y f [B] = {1} .

Demostración. Ver [2, cap. VII, Teorema 4.1]. �

Notación 1.1.12 c simbolizará el cardinal de R.

Teorema 1.1.13 Sean L un conjunto y 〈(Xλ, τλ)〉λ∈L una familia indexada de es-
pacios topológicos.

El espacio producto ∏
λ∈L

Xλ

es separable si sólo si cada Xλ es separable y

card {λ ∈ L : cardXλ > 1} ≤ c.

Demostración. Ver [2, cap. VIII, Teorema 7.2]. �

Definición 1.1.14 Sea (X, τ) un espacio topológico.

X es completamente separable si y sólo si la topoloǵıa τ posee una base nume-
rable.

Definición 1.1.15 Sea (X, τ) un espacio topológico.

X es de Lindelöf si y sólo si todo recubrimiento mediante abiertos de X admite
un subrecubrimiento numerable.

Definición 1.1.16 Sean (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X.

La clausura secuencial de A es el conjunto
...
A caracterizado por

y ∈
...
A si y sólo si xn −→ y para alguna sucesión 〈xn〉 en A.

Definición 1.1.17 Sean (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X.

A es secuencialmente cerrado si y sólo si

...
A = A.
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1.1. COMPACIDAD, SEPARACIÓN Y SEPARABILIDAD

Definición 1.1.18 Sean (X, τ) un espacio topológico y D ⊂ X.

D es secuencialmente denso en X si y sólo si

...
D = X.

Definición 1.1.19 Sea (X, τ) un espacio topológico.

X es secuencialmente separable si y sólo si posee un subconjunto numerable y
secuencialmente denso en X.

Definición 1.1.20 Sea (X, τ) un espacio topológico.

X es de Fréchet-Urysohn si y sólo si

...
A = A para cada A ⊂ X.
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CAPÍTULO 1. CONCEPTOS PREVIOS

1.2. Espacios métricos y vectoriales topológicos

Notación 1.2.1 En un espacio métrico (X, d),

Bd (a, r) y B
d

(a, r)

simbolizarán, respectivamente, la bola abierta y la cerrada de centro a y radio r.

Omitiremos d siempre que se pueda deducir del contexto.

Definición 1.2.2 Sea (X, d) un espacio métrico.

X es precompacto (y d es precompacta) si y sólo si para cada ε > 0, existen

c1, · · · , cn ∈ X tales que B (c1, ε) ∪ · · · ∪B (cn, ε) = X.

Notación 1.2.3 N simbolizará el conjunto de los números naturales, es decir, el
conjunto

{1, 2, · · · } .

Proposición 1.2.4 Toda sucesión en un espacio precompacto posee una subsucesión
de Cauchy.

Demostración. Sean (X, d) un espacio precompacto y 〈xn〉 una sucesión en X.

Sean B0 := X y d0 := d. Una vez definidos

(B0, d0) , · · · , (Bn, dn) ,

definamos (Bn+1, dn+1) como sigue:

Como (Bn, dn) es precompacto (pues es un subespacio de (X, d)), existe una familia
finita de dn-bolas abiertas de radio (n+ 1)−1 que recubre a Bn.

Al menos una de estas bolas debe contener infinitos términos de la sucesión 〈xn〉;
sea Bn+1 una de ellas, y sea dn+1 la restricción de dn a Bn+1 ×Bn+1.

Fijemos

n1 ∈ N tal que xn1 ∈ B1

y, una vez definidos

n1, · · · , nk,
elijamos

nk+1 ∈ N tal que xnk+1
∈ Bk+1 \ {x1, · · · , xnk} .

Como cada Bk contiene infinitos términos de la sucesión 〈xn〉, la subsucesión 〈xnk〉
está bien definida. Afirmamos que esta subsucesión es de Cauchy. En efecto:

Sea ε > 0 dado y fijemos

k0 ∈ N tal que nk0 > 2ε−1.
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1.2. ESPACIOS MÉTRICOS Y VECTORIALES TOPOLÓGICOS

Si k, j > k0, tenemos que

xnk , xnj ∈ Bk ∪Bj ⊂ Bk0 ,

de manera que

d
(
xnk , xnj

)
≤ d (xnk , c) + d

(
c, xnj

)
< 2n−1k0 < ε,

donde c es el centro de la bola Bnk0
, cuyo radio es n−1k0 .

Esto prueba que 〈xnk〉 es de Cauchy, como hemos afirmado. �

Proposición 1.2.5 Sean 〈(Xn, dn)〉 una sucesión de espacios métricos,

X :=
∏
n∈N

Xn,

τ la topoloǵıa producto en X y

d : X ×X → R

la aplicación definida por

d (f, g) = sup
n∈N

dn (f (n) , g (n)) .

(1) Si d es acotada, es una métrica en X.

(2) d induce la topoloǵıa τ si y sólo si

sup
x,y∈Xn

dn (x, y) −→ 0.

Demostración. Ver [2, cap. IX, Teorema 7.2]. �

Notación 1.2.6 Y X simbolizará la familia de aplicaciones del conjunto X al espacio
topológico (Y, τY ), dotada de la topoloǵıa producto.

Ejemplo 1.2.7 (Cubo de Hilbert) IN es metrizable y la métrica d† definida por

d (f, g) := sup
n∈N

n−1 |f (n)− g (n)|

induce su topoloǵıa.

Demostración. Basta observar que

(x, y) 7→ n−1 |x− y|

induce la topoloǵıa de I para cualquier n ∈ N y aplicar la Proposición 1.2.5. �

Teorema 1.2.8 (Metrización de Urysohn) Sea (X, τ) un espacio topológico. Los
enunciados a continuación son equivalentes.

†Utilizaremos el śımbolo d para refirnos a esta métrica o su restricción a subespacios de IN.
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CAPÍTULO 1. CONCEPTOS PREVIOS

(1) X es de Hausdorff, regular y completamente separable.

(2) X es metrizable y separable.

(3) X es homeomorfo a un subespacio de IN.

Demostración. Ver [2, cap. IX, Corolario 9.2]. �

Corolario 1.2.9 Sea (X, τ) un espacio metrizable.

Si X es separable, existe una métrica precompacta d que induce la topoloǵıa τ .

Demostración. Como X es metrizable y separable, por el Teorema de Metrización
de Urysohn (1.2.8), existe un homeomorfismo

ϕ : X → Y,

donde Y es un subespacio de IN.

Escojamos una métrica de IN que, como IN es compacto, es necesariamente pre-
compacta, y sea ρ su restricción a Y .

Definamos
d : X ×X → R

mediante
d (x, y) = ρ (ϕ (x) , ϕ (y)) ,

de manera que (X, d) y (Y, ρ) son isomorfos. Aśı, d es una métrica precompacta que
induce la topoloǵıa de X.

Esto prueba el enunciado. �

Corolario 1.2.10 Sea (X, τ) un espacio metrizable. Los enunciados a continuación
son equivalentes.

(1) X es compacto.

(2) Toda métrica en X que induce τ es precompacta.

(3) X es separable y toda métrica en X que induce τ es acotada.

Demostración. Como toda métrica en un espacio compacto es precompacta,

(1) −→ (2).

Para probar que
(2) −→ (3),

basta observar que toda métrica precompacta es acotada y que todo espacio pre-
compacto es separable.

Para probar que
(3) −→ (1),

16



1.2. ESPACIOS MÉTRICOS Y VECTORIALES TOPOLÓGICOS

supongamos, por reducción al absurdo, que X sea separable pero no compacto y tal
que toda métrica que induce la topoloǵıa sea acotada.

Siendo X metrizable y separable, por el Teorema de Metrización de Urysohn (1.2.8),
existe un homeomorfismo

ϕ : X → Y donde Y ⊂ IN.

Como X no es compacto, Y no puede ser compacto. Siendo IN compacto, Y no
puede ser cerrado en IN.

Luego, existen una sucesión 〈an〉 en Y y a ∈ IN \ Y tales que

an −→ a.

Sea d la restricción de una métrica de IN a Y y definamos

ρ : Y × Y → R

mediante
ρ (x, y) = d (x, y) +

∣∣d (x, a)−1 − d (y, a)−1
∣∣ .

Como a /∈ Y , ρ está bien definida. Es inmediato verificar que ρ es una métrica.

Sean
b ∈ Y y ε > 0

arbitrarios.

Claramente,
d ≤ ρ,

de manera que
Bρ (b, ε) ⊂ Bd (b, ε) .

Por otra parte, por la continuidad de la distancia, tenemos que

d (y, a) = ĺım
z→a

d (y, z)

y que la función
fb : Y → R

definida por
fb (y) = ρ (b, y)

es d-continua y tal que
fb (b) = 0 y fb (an) −→ +∞.

En particular, esto implica que existe δ > 0 tal que

fb (y) < ε siempre que d (y, b) < δ,

de manera que
Bd (b, δ) ⊂ Bρ (b, ε) .
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CAPÍTULO 1. CONCEPTOS PREVIOS

En śıntesis, d y ρ son equivalentes y ρ induce la topoloǵıa de Y .

Definamos
σ : X ×X → R

por
σ (x, y) = ρ (ϕ (x) , ϕ (y)) .

Claramente, (X, σ) e (Y, ρ) son isomorfos, de manera que σ induce la topoloǵıa de
X.

Sin embargo,
ρ
(
a1, ϕ

−1 (an)
)
−→ +∞,

lo cual constituye una contradicción, pues ρ es acotada.

Esto prueba el enunciado. �

Definición 1.2.11 Sea (X,+, ·) un espacio vectorial † y τ una topoloǵıa en X.

(X,+, ·, τ) es un espacio vectorial topológico si y sólo si + y · son continuas.

Para los lectores no familiarizados con espacios vectoriales topológicos, recomenda-
mos [22].

Definición 1.2.12 Sea (X,+, ·, τ) un espacio vectorial topológico e Y ⊂ X.

Y es precompacto si y sólo si para cada vecindad V del vector 0 existe un conjunto
finito F tal que

Y ⊂ F + V.

Proposición 1.2.13 La imagen de un subconjunto precompacto de un espacio vec-
torial topológico por una función lineal continua, es precompacto.

Demostración. Ver [22, cap. 1, 5.4]. �

Proposición 1.2.14 Sean L un conjunto, 〈(Xλ,+, ·, τλ)〉λ∈L una familia indexada
de espacios topológicos, πλ la proyección del espacio producto

X :=
∏
λ∈L

Xλ

sobre su λ-ésimo factor e Y ⊂ X.

Y es precompacto si y sólo si cada πλ [Y ] es precompacto.

Demostración. Para probar la primera implicación, basta observar que cada πλ es
lineal y continua, y aplicar la Proposición 1.2.13.

Para probar la implicación inversa, supongamos que cada

Zλ := πλ [Y ]

sea precompacto.

†Sólo consideraremos espacios vectoriales sobre el cuerpo R.
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Sea V una vecindad del vector 0 en X.

Entonces existen

λ1, · · · , λj ∈ L tales que
∏
λ∈L

Uλ ⊂ V y Uλ = Xλ si λ /∈ {λ1, · · ·λj}

y cada Uλ es abierto en Xλ.

Si i ∈ {1, · · · , j}, como Zλi es precompacto, existe un conjunto finito

Fλi ⊂ Zλi tal que Zλi ⊂ Fλi + Uλi .

Si λ /∈ {λ1, · · ·λj}, definamos arbitrariamente

aλ ∈ Zλ y Fλ := {aλ} ,

de manera que
Zλ ⊂ Xλ = a+Xλ = Fλ + Uλ.

Sea
F :=

∏
λ∈L

Fλ.

Es claro que F es finito.

Además,

Y ⊂
∏
λ∈L

Zλ ⊂
∏
λ∈L

(Fλ + Uλ) =

(∏
λ∈L

Fλ

)
+

(∏
λ∈L

Uλ

)
⊂ F + V.

Luego, Y es subconjunto de un conjunto precompacto y, por tanto, precompacto.

Esto prueba el enunciado. �
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1.3. Curvas, continuos y conexión por caminos

Definición 1.3.1 Sea (X, τ) un espacio topológico.

X es una curva si y sólo si existe una sobreyección γ ∈ C (I, X).

Diremos que la aplicación γ es un camino y que es una parametrización de la
curva X.

Definimos ahora el concepto de continuo de Peano que nos facilitará la comprensión
de los conceptos desde un punto de vista histórico.

Definición 1.3.2 Sea (X, τ) un espacio topológico.

X es localmente conexo si y sólo si τ admite una base de abiertos conexos.

Definición 1.3.3 Sea (X, τ) un espacio topológico.

X es un continuo de Cantor si y sólo si es de Hausdorff, compacto y conexo.

Definición 1.3.4 Sea (X, τ) un espacio topológico.

X es un continuo de Peano si y sólo si es un continuo de Cantor y localmente
conexo.

Esto nos permite enunciar el Teorema de Hahn-Mazurkiewicz, que es una de las
motivaciones más importantes de esta tesis.

Teorema 1.3.5 (Hahn-Mazurkiewicz) Un espacio no vaćıo de Hausdorff es una
curva si y sólo si es metrizable y un continuo de Peano.

Demostración. Ver [8, Teorema 3.30]. �

La demostración para el caso particular de subconjuntos de Rn se puede consultar
en [6], [10] y [21].

Proposición 1.3.6 El producto de una cantidad numerable de curvas es una curva.

Demostración. Como cada curva es metrizable, por la Proposición 1.2.5, su producto
es metrizable.

Como cada curva es compacta, por el Teorema de Tychonoff (1.1.2), su producto es
compacto.

Finalmente, como cada curva es conexa y localmente conexa, por [2, cap. V, Teorema
1.7] y [2, cap. V, 4.3], su producto es conexo y localmente conexo.

El resultado se sigue del Teorema de Hahn-Mazurkiewicz (1.3.5). �

Definición 1.3.7 Sea (X, τ) un espacio topológico.

X es conexo por caminos si y sólo si para cada par de puntos a, b ∈ X, existe
un camino γ del punto a al punto b en X, es decir, un camino γ tal que

γ (0) = a y γ(1) = b.
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Proposición 1.3.8 El producto de espacios topológicos es conexo por caminos si y
sólo si cada factor es conexo por caminos.

Demostración. Sean L un conjunto, 〈(Xλ, τλ)〉λ∈L una familia indexada de espacios
topológicos y πλ la proyección del espacio producto

X :=
∏
λ∈L

Xλ

sobre su λ-ésimo factor.

Basta observar que γ es un camino de 〈aλ〉λ∈L a 〈bλ〉λ∈L en X si y sólo si cada πλ ◦γ
es un camino de aλ a bλ en Xλ. �

Notación 1.3.9 AX simbolizará la familia de componentes conexas por caminos
del espacio topológico (X, τ).

Notación 1.3.10 bxc denotará la parte entera del número real x.

Notación 1.3.11 Si X es subconjunto de un espacio vectorial, X∗ simbolizará el
conjunto X \ {0}.

A menudo, necesitaremos de una curva que pase por una cantidad finita o infini-
ta numerable de puntos prefijados de un espacio conexo por caminos. Bajo esta
consideración, presentamos el siguiente resultado.

Proposición 1.3.12 Sea (X, τ) un espacio topológico conexo por caminos.

(1) Si
F := {x1, · · · , xn} ⊂ X,

existe una curva Γ en X tal que F ⊂ Γ.

(2) Si
G := {x1, x2, · · · } ⊂ X,

existe
γ ∈ C (I∗, X) tal que G ⊂ γ [I∗] .

Demostración.

(1) Como X es conexo por caminos, para cada

k ∈ {1, · · · , n− 1} ,
existe

γk ∈ C (I, X) tal que γk (0) = xk y γk(1) = xk+1.

Si definimos
γ : I → X

por
γ (t) = γbntc+1 (nt− bntc) ,

es claro que
Γ := γ [I]

satisface las condiciones del enunciado.
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(2) Como X es conexo por caminos, para cada n ∈ N, existe una aplicación

γn ∈ C (I, X) tal que γn (0) = xn y γn(1) = xn+1.

De nuevo, si definimos
γ : I∗ → X

por
γ (t) = γbt−1c

(
t−1 −

⌊
t−1
⌋)
,

es claro que γ satisface las condiciones del enunciado. �

Teorema 1.3.13 (Sierpiński) Sean (X, τ) un continuo de Cantor y F un recubri-
miento numerable mediante cerrados de X.

Si los conjuntos de F son dos a dos disjuntos, a lo sumo uno de ellos es no vaćıo.

Demostración. Ver [3, Teorema 6.1.27]. �

La demostración para el caso particular de subconjuntos de Rn se puede consultar
en [23].

Corolario 1.3.14 Sean (X, τ) un espacio topológico y F una familia numerable de
subconjuntos conexos por caminos, cerrados de X.

Si F es una partición de X, se tiene que F = AX.

Demostración. Sólo falta comprobar que toda curva en X está contenida en un
conjunto de F . En efecto:

Sea γ un camino en X.

Como γ es continua y los conjuntos de son F son cerrados y dos a dos disjuntos,
tenemos que

G :=
{
γ−1 [Y ] : Y ∈ F

}
es un recubrimiento mediante cerrados y dos a dos disjuntos de X.

Por el Teorema de Sierpiński (1.3.13), a lo sumo un conjunto de G es no vaćıo, de
manera que existe

Y ∈ F tal que γ−1 [Y ] = I
y, por tanto,

γ [I] = γ
[
γ−1 [Y ]

]
⊂ Y ∈ F .

Esto prueba el enunciado. �

Definición 1.3.15 Sea (X, τ) un espacio topológico.

X es totalmente disconexo por caminos si y sólo si cada curva en X se reduce
a un punto.

Proposición 1.3.16 Sean (X, τ) un espacio topológico e Y ⊂ X.

Si Y es secuencialmente cerrado e Y c es totalmente disconexo por caminos, toda
curva Γ en X, o es una curva en Y o se reduce a un punto de Y c.
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Demostración. Supongamos que no. Entonces existe una curva

Γ ⊂ X tal que Γ 6⊂ Y y card Γ > 1,

de manera que Γ interseca a Y y a Y c.

Sea γ una parametrización de Γ. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

γ (0) ∈ X y γ(1) ∈ Xc.

Sea a = γ(1). Como {a} es cerrado y γ es continua,

t0 := mı́n γ−1 [{a}]

está bien definido.

Sea t1 = γ (0). Una vez definido tn, definamos tn+1 como sigue:

Sea

Tn+1 =

[
tn + t0

2
, t0

]
.

Si fuese
Tn+1 ∩ γ−1 [Y ] = ∅,

tendŕıamos que
Tn+1 ⊂

(
γ−1 [Y ]

)c
= γ−1 [Y c] ,

de manera que
γ [Tn+1] ⊂ γ

[
γ−1 [Y c]

]
⊂ Y c.

De esta manera, como Y c es totalmente disconexo por caminos, tendŕıamos que

γ [Tn+1] = {a}

en contradicción con la minimalidad de t0.

Luego, podemos elegir arbitrariamente

tn+1 ∈ Tn+1 ∩ γ−1 [Y ] .

La sucesión aśı definida satisface que

|tn+1 − t0| ≤
|tn − t0|

2
para cada n ∈ N,

y por inducción,
|tn − t0| ≤ 2−n |t1 − t0| = 2−nt0.

Entonces,
tn −→ t0, f (tn) −→ f (t0) = a

y, por tanto,
a ∈

...
Y = Y.

Esta contradicción prueba el enunciado. �
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1.4. Compactificación de Stone-Čech

Definición 1.4.1 Sea (X, τ) un espacio de Tychonoff.

La compactificación de Stone-Čech de X es el par

(βX , βX) ,

donde

βX : X → IC(X,I)

es la aplicación definida por

(βX (x)) (f) = f (x) para cada f ∈ C (X, I)

y

βX := βX [X].

Teorema 1.4.2 (Stone-Čech) Sea (X, τX) un espacio de Tychonoff.

(1) βX es un espacio compacto de Hausdorff.

(2) X es homeomorfo a un subconjunto denso de βX.

(3) Para cada espacio compacto (Y, τY ) y cada f ∈ C (X, Y ), existe una única

βf ∈ C (βX, Y ) tal que f = βf ◦ βX .

(4) Todo espacio que satisface simultáneamente (1), (2) y (3) es homeomorfo a
βX.

Demostración. Ver [2, cap. XI, Teorema 8.2]. �

Proposición 1.4.3 Si (X, τ) es un espacio normal de Hausdorff, X† es secuencial-
mente cerrado en βX.

Demostración. Supongamos que no. Entonces existen una sucesión 〈xn〉 en X y
a ∈ Xc tales que

xn −→ a.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer 〈xn〉 no posee términos repetidos, de
manera que

A := {x2n−1 : n ∈ N} y B := {x2n : n ∈ N}
son disjuntos, no vaćıos y cerrados en X.

Por el Lema de Urysohn (1.1.11), existe

f ∈ C (X, I) tal que f [A] = {0} y f [B] = {1} .
†En realidad, X es homeomorfo a un subconjunto de βX.
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Luego, por el Teorema de Stone-Čech (1.4.2), existe una extensión

βf ∈ C (βX, I) tal que f = βf ◦ βX .

Aśı, la continuidad de f implica que

0 = ĺım βf (x2n−1) = βf (a) = ĺım βf (x2n−1) = 1.

Esta contradicción prueba el enunciado. �

Definición 1.4.4 Sea (X, τ) un espacio topológico.

X es realcompacto si y sólo si existe un cardinal κ tal que X sea homeomorfo a
un subespacio cerrado de Rκ.

Es claro que todo espacio realcompacto es de Tychonoff.

Teorema 1.4.5 Todo espacio regular, de Hausdorff y Lindelöf, es realcompacto.

Demostración. Ver [3, Teorema 3.11.12]. �

Teorema 1.4.6 Sea (X, τ) un espacio realcompacto.

Si C ⊂ βX \X es cerrado, o C es discreto o cardC ≥ 2c.

Demostración. Ver [5, Teorema 9.11]†. �

Proposición 1.4.7 Sea (X, τ) un espacio realcompacto.

Si Γ una curva en βX, o Γ es una curva en X o Γ se reduce a un punto de Xc.

En particular, βX \X es totalmente disconexo por caminos.

Demostración. Supongamos, por reducción al absurdo, que Xc no sea totalmente
disconexo por caminos, de manera que existe una curva

Γ ⊂ Xc tal que card Γ > 1.

Ahora, X es realcompacto, por lo que Γ es discreto o card Γ ≥ 2c, en virtud del
Teorema 1.4.6, ya que Γ es cerrado en βX.

Claramente, esto es imposible; en el primer caso, Γ es conexo (pues es una curva) y
discreto, de manera que

card Γ = 1;

en el segundo caso,

2c ≤ card Γ = card γ[I] ≤ card I = c < 2c.

Esta contradicción prueba que Xc es totalmente disconexo por caminos.

Como, por la Proposición 1.4.3, X es secuencialmente cerrado, el enunciado se sigue
de la Proposición 1.3.16. �

†[5] prueba este teorema para espacios de Tychonoff X y subconjuntos de βX \ υX, donde
υX ⊂ βX es la realcompactificación de Hewitt de X y υX = X si y sólo si X es realcompacto.
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1.5. Distancia de Hausdorff

La distancia entre conjuntos, definida de la manera usual, posee algunas deficiencias.
De hecho para que la distancia entre dos conjuntos sea cero, es suficiente que sus
clausuras tengan un punto en común. De esta manera, la distancia entre los ejes
cartesianos de R2 es cero, a pesar de que estos conjuntos, lejos del origen, son muy
distintos.

Para tratar de subsanar esta deficiencia, [7, cap. VIII, p. 293] introduce un con-
cepto alternativo de distancia entre conjuntos. Dicho concepto y sus propiedades
serán utilizadas para nuestros propósitos, por ello presentaremos formalmente su
definición.

Definición 1.5.1 Sea (X, d) un espacio métrico.

Dados dos subconjuntos no vaćıos A y B de X, la distancia de Hausdorff entre
A y B es

Hd (A,B) := máx

{
sup
a∈A

d (a,B) , sup
b∈B

d (A, b)

}
.

Escribiremos simplemente H siempre que d se pueda deducir del contexto.

Una definición alternativa, que utiliza entornos en vez de distancias de puntos a
conjuntos, se puede consultar en [9, cap. 4, Problema D].

Observemos que la definición anterior no cumple, en sentido estricto, los cuatro
axiomas que definen una métrica. Por ejemplo, es inmediato verificar que

Hd (Q,R) = Hd (R \Q,R) = Hd (Q,R \Q) = 0.

Aunque estos conjuntos son distintos o incluso disjuntos, son muy parecidos en el
sentido que los puntos de cualquiera de ellos se encuentran arbitrariamente cerca
del otro conjunto.

Además, tengamos en cuenta que la distancia de Hausdorff entre dos conjuntos, en
general, podŕıa ser infinita. En efecto:

Proposición 1.5.2 Sea (X, d) un espacio métrico, y sean A y B subconjuntos no
vaćıos de X.

Si A es acotado y B no es acotado,

Hd (A,B) = +∞.

Demostración. Supongamos que no y sea

δ = Hd (A,B) .

Como A es acotado, existen

a ∈ A y r > 0 tales que A ⊂ B (a, r) .
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Sea b ∈ B. Como
d (b, A) ≤ Hd (A,B) < 2δ,

existe
xb ∈ A tal que d (xb, b) < 2δ,

de manera que
d (a, b) ≤ d (a, xb) + d (xb, b) < r + 2δ

y, por tanto,
B ⊂ B (a, r + 2δ) .

Esto es una contradicción, pues B no es acotado. �

La propiedad principal de la distancia de Hausdorff, es que define una pseudo-
métrica.

Proposición 1.5.3 Sea (X, d) un espacio métrico, y sean A, B y C subconjuntos y
no vaćıos de X.

(1) Hd (A,A) = 0 y Hd (A,B) ≥ 0

(2) Hd (A,B) = Hd (B,A)

(3) Hd (A,C) ≤ Hd (A,B) +Hd (B,C)

En particular, si F denota la familia de los subconjuntos acotados y no vaćıos de
X,

Hd : F × F → R
es una pseudo-métrica.

Demostración. Las comprobaciones de (1) y (2) son inmediatas.

Para demostrar (3), observemos que

d (a, c) ≤ d (a, b) + d (b, c) para cada (a, b, c) ∈ A×B × C,
ya que d es una métrica.

Tomando ı́nfimos sobre b ∈ B queda

d (a, c) ≤ d (a,B) + d (B, c) ≤ Hd (A,B) +Hd (B,C) para cada (a, c) ∈ A× C,
de manera que

d (a, C) = ı́nf
c∈C

d (a, c) ≤ Hd (A,B) +Hd (B,C) , para cada a ∈ A
y

d (A, c) = ı́nf
a∈A

d (a, c) ≤ Hd (A,B) +Hd (B,C) , para cada c ∈ C.
Por lo tanto,

Hd (A,C) = máx

{
sup
a∈A

d (a, C) , sup
c∈C

d (A, c)

}
≤ Hd (A,B) +Hd (B,C) .

Esto prueba (3).

Finalmente, es claro que la restricción a los subconjuntos acotados y no vaćıos de
X hace que Hd sea finita, lo cual completa la definición de pseudo-métrica. �

27
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Veamos como se comporta la distancia de Hausdorff en algunos casos particulares.

Proposición 1.5.4 Sea (X, d) es un espacio métrico, y sean A, B y C subconjuntos
arbitrarios y no vaćıos de X.

(1) Si A ⊂ B, Hd (A,B) = sup
b∈B

d (A, b).

(2) Si A ⊂ B ⊂ C, entonces Hd (A,B) ≤ Hd (A,C) y Hd (B,C) ≤ Hd (A,C).

(3) Hd

(
A,A

)
= 0

(4) Hd (A,B) = Hd

(
A,B

)
= Hd

(
A,B

)
(5) Hd (A,B) = 0 si y sólo si A = B.

Demostración.

(1) Es inmediato, pues al ser A ⊂ B, sup
a∈A

d (a,B) = 0.

(2) Como A ⊂ B ⊂ C, se tiene que

Hd (A,B) = sup
b∈B

d (A, b) ≤ sup
c∈C

d (A, c) = Hd (A,C) .

Para la segunda desigualdad, basta observar que si A ⊂ B, entonces

d (A, c) ≥ d (B, c) , para cada c ∈ C.

Luego,

Hd (B,C) = sup
c∈C

d (B, c) ≤ sup
c∈C

d (A, c) = Hd (A,C) .

(3) Tenemos que

A = {x ∈ X : d (A, x) = 0} .
Luego,

Hd

(
A,A

)
= sup

x∈A

d (A, x) = 0.

(4) En virtud del apartado anterior y la Proposición 1.5.3, se verifica que

Hd (A,B) ≤ Hd

(
A,A

)
+Hd

(
A,B

)
= Hd

(
A,B

)
y que

Hd

(
A,B

)
≤ Hd

(
A,A

)
+Hd (A,B) = Hd (A,B) .

Esto prueba la primera igualdad, y la segunda se sigue de ésta.
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(5) Para probar la implicación de izquierda a derecha, supongamos que

Hd (A,B) = 0.

Supongamos además, por reducción al absurdo, que

B − A 6= ∅,

y sea

x ∈ B − A.

Como x /∈ A,

Hd (A,B) = Hd

(
A,B

)
≥ d

(
A, x

)
> 0,

lo cual constituye una contradicción.

Análogamente,

A−B = ∅

y, por tanto,

A = B.

Esto prueba la primera implicación.

La implicación inversa es consecuencia inmediata del apartado anterior. �

Estas dos proposiciones nos permiten definir la métrica de Hausdorff.

Corolario 1.5.5 Si (X, d) es un espacio métrico y F es la familia de los subcon-
juntos cerrados, acotados y no vaćıos de X,

Hd : F × F → R

es una métrica (llamada métrica de Hausdorff).

Demostración. La Proposición 1.5.3 muestra que Hd es una pseudo-métrica, y sólo
falta probar que

A = B para cada A,B ∈ F tal que Hd (A,B) = 0.

En efecto:

Sean A,B ∈ F arbitrarios y tales que Hd (A,B) = 0.

Por la Proposición 1.5.4, se sigue que A = B, de manera que A = B, ya que A y B
son cerrados.

Esto prueba el enunciado. �
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Espacios métricos densificables
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2.1. Curvas alfa-densas

Uno de los principales eventos históricos que dieron lugar a esta tesis fue el descu-
brimiento de una aplicación continua del intervalo unidad sobre el cuadrado unidad
por G. Peano en 1890 [20].

De esta manera, el cuadrado unidad es una curva, un resultado que hace tambalear
nuestros conceptos intuitivos de curva y de dimensión. Curvas con estas caracteŕısti-
cas se denominan curvas tipo Peano o curvas que llenan el espacio. Formalmente:

Definición 2.1.1 Sea X una curva en Rn, n ≥ 2.

Diremos que X llena el espacio si int X 6= ∅.

Las construcciones de parametrizaciones de curvas que llenan el espacio se pueden
consultar en [21].

Enunciamos a continuación ciertas propiedades que todas estas curvas tienen en
común.

Teorema 2.1.2 Si X es una curva que llena el espacio, ninguna parametrización
de X puede ser inyectiva o diferenciable.

Demostración. Ver [18] y [19]. �

De esta manera, ninguna parametrización de una curva que llena el espacio puede
ser una función elemental ni una serie de éstas, que son precisamente aquéllas cuyas
propiedades conocemos y sabemos manejar.

A continuación, definimos formalmente el concepto de curva α-densa.

Definición 2.1.3 Sean (X, d) un espacio métrico y α ≥ 0.

Una curva Γ en X es α-densa en X si y sólo si

Hd (Γ, X) ≤ α.

Naturalmente, ninguna de las restricciones mencionadas de las parametrizaciones de
la curvas que llenan el espacio se aplica, en general, a las curvas α-densas.

Veamos a continuación un ejemplo de curvas α-densas en R2.

Ejemplo 2.1.4 Sea X = I × [−1, 1]. Las aplicaciones

γα : I → X

definidas por

γα (t) =

(
t, sen

2π

α
t

)
son claramente inyectivas, de clase Cω y parametrizan las curvas Γα que son α-
densas en X, para cada α ∈

(
0, 1

2

]
.
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Figura 2.1: α = 1 y α = 1
2

1
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1
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Figura 2.2: α = 1
4

y α = 1
8

Demostración. Corroboremos la última afirmación.

Fijemos α. Como la función seno tiene periodo 2π, sen 2π
α
t tiene periodo α, de manera

que para cada punto x = (x1, x2) en X, deben existir

t− ∈ (x1 − α, x1] y t+ ∈ [x1, x1 + α)

tales que

sen
2π

α
t− = x2 = sen

2π

α
t+.

Como α ≤ 1
2
, al menos uno, entre t− y t+, pertenece a I. Aśı, podemos elegir

t = mı́n
({
t−, t+

}
∩ I
)

de manera que
γα (t) = (t, x2)

y, por tanto,
d (Γα, x) ≤ d (t, x1) < α,

donde d denota la distancia eucĺıdea.
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Aśı, queda
H (Γα, X) = sup

x∈X
d (Γα, x) ≤ α,

como hemos afirmado. �

Las curvas α-densas nos permiten simplificar ciertos problemas de optimización glo-
bal del tipo

ı́nf {f (x) : x ∈ X} ,
como ilustra el resultado a continuación.

Proposición 2.1.5 Sean (X, d) un espacio métrico, 〈αn〉 una sucesión de números
no negativos que converge a 0 y 〈Γn〉 una sucesión de curvas tal que cada Γn sea
αn-densa en X.

Si f ∈ C (X) es inferiormente acotada,

mı́n f [Γn] −→ ı́nf f [X] .

Demostración. Sean
mn = mı́n f [Γn] y m = ı́nf f [X] .

Observemos que m está bien definido, pues f es inferiormente acotada, al igual que
cada mn, pues f es continua y cada Γn es compacto.

Sea ε > 0 dado.

Por definición de ı́nfimo, debe existir a ∈ X que satisface la desigualdad

f (a) < m+ ε.

Además, por la continuidad de f , existe δ > 0 tal que

|f (x)− f (a)| < ε siempre que d (x, a) < δ.

Como αn −→ 0, debe existir n0 ∈ N tal que

αn < δ para cada n > n0.

Para un n > n0 fijo, siendo Γn αn-densa, existe un xn ∈ Γn tal que

d (xn, a) ≤ αn < δ,

de manera que
|f (xn)− f (a)| < ε,

y, por tanto,
f (xn) < f (a) + ε.

Como xn ∈ Γn ⊂ X, es claro que

m ≤ mn ≤ f (xn)

y podemos resumir que

m ≤ mn ≤ f (xn) < f (a) + ε < m+ 2ε para cada n > n0.

Esto prueba el enunciado. �
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Naturalmente, esta técnica no es aplicable a todos los problemas de optimización
global. Bien entendido, las hipótesis de la Proposición 2.1.5 no sólo imponen condi-
ciones sobre la función, sino también sobre el espacio.

Veamos un ejemplo de un espacio que no las verifica.

Ejemplo 2.1.6 El espacio

X := [−1, 0) ∪ (0, 1]

no posee curvas α-densas con α < 1.

Demostración. Basta observar que las componentes conexas por caminos de X son
claramente [−1, 0) y (0, 1], de manera que toda curva en X está incluida en uno de
estos dos intervalos. �

Como hemos visto, los espacios métricos que cumplen las hipótesis de la Proposi-
ción 2.1.5 poseen propiedades útiles. Diremos que los espacios con esta caracteŕıstica
son densificables. Formalmente:

Definición 2.1.7 Sea (X, d) un espacio métrico.

X es densificable si y sólo si posee una curva α-densa para cada α > 0.

En otras palabras, un espacio métrico (X, d) es densificable si y sólo si para cada
α > 0, existe una aplicación continua

γ : I → X

tal que

Hd (γ[I], X) ≤ α.

Es claro que toda curva α-densa de un espacio es también β-densa para cada β > α,
de manera que un espacio métrico es densificable si y sólo si posee una curva n−1-
densa para cada n ∈ N.

Claramente, toda curva es densificable, pues es una curva 0-densa de śı misma.

Veamos a continuación unos ejemplos de espacios métricos densificables que no son
curvas.

Ejemplo 2.1.8 (−1, 1) es densificable, pero no es una curva.

Demostración. [α, 1− α] es una curva α-densa de (0, 1) para cada α ∈
(
0, 1

2

]
.

Sin embargo, (0, 1) no es una curva porque no es compacto. �

Ejemplo 2.1.9

C := (I × {0}) ∪ ({0} × I) ∪
({

21−n : n ∈ N
}
× I

)
es densificable, compacto y conexo por caminos, pero no es una curva.
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Figura 2.3: C

Demostración. C es claramente compacto. C es conexo por caminos, pues es unión
de conexos por caminos y I × {0} interseca a todos ellos.

Sin embargo, C no es una curva. En efecto:

Supongamos, por reducción al absurdo, que C sea localmente conexo. Aśı, debeŕıa
existir un abierto U tal que U ∩ C es conexo y

(0, 1) ∈ U ∩
(
R× R+

)
= ({0} × I) ∪

({
21−n : n ∈ N

}
× I∗

)
.

Claramente, esto es imposible.

Por último, para ver que C es densificable, basta observar que cada

Cn := (I × {0}) ∪
({

21−n : n ∈ N
}
× I

)
es una curva y que

H (Cn,C) ≤ 21−n. �
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2.2. Propiedades métricas

Dado que una curva es acotada porque es compacta, entre los espacios métricos
que no son densificables, se encuentran, en virtud de la Proposición 1.5.2, los no
acotados.

Basado en este razonamiento, el siguiente resultado da una condición necesaria para
la densificabilidad de un espacio métrico.

Proposición 2.2.1 Todo espacio métrico densificable es precompacto.

Demostración. Sea (X, d) un espacio métrico densificable, y sea ε > 0 arbitrario.

Como X es densificable, posee una curva ε
3
-densa Γ.

Siendo Γ compacto, el recubrimiento abierto{
B
(
y,
ε

2

)
: y ∈ Γ

}
posee un subrecubrimiento finito{

B
(
yk,

ε

2

)
: 1 ≤ k ≤ n

}
.

Afirmamos que
{B (yk, ε) : 1 ≤ k ≤ n}

es un recubrimiento de X. En efecto:

Sea x ∈ X arbitrario. Como

d (x,Γ) ≤ Hd (Γ, X) ≤ ε

3
,

existe un y0 ∈ Γ tal que

d (x, y0) <
ε

2
.

Por definición de recubrimiento, existe un k ∈ {1, · · · , n} tal que

y0 ∈ B
(
yk,

ε

2

)
,

de manera que

d (y0, yk) <
ε

2
,

lo cual implica que

d (x, yk) ≤ d (x, y0) + d (y0, yk) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Como esto vale para cada x ∈ X, se sigue que

{B (yk, ε) : k ∈ {1, · · · , n}}

es un recubrimiento de X, lo cual prueba el enunciado. �
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Ejemplo 2.2.2 Para cada n ∈ N, Rn no es densificable.

Demostración. En efecto, basta observar que Rn no es precompacto. �

Como vimos en el Ejemplo 2.1.8 y el Ejemplo 2.2.2, el intervalo (−1, 1) es densifi-
cable, pero R no lo es.

Como la aplicación

ϕ : (−1, 1)→ R

definida por

ϕ (x) =
x

1− |x|
es claramente un homeomorfismo, la densificabilidad de un espacio métrico no depen-
de exclusivamente de la topoloǵıa, es decir, un espacio métrico puede ser densificable
para una métrica, pero no para otra equivalente.

Sin embargo, la densificabilidad es un invariante métrico. En efecto:

Proposición 2.2.3 La densificabilidad es invariante bajo sobreyecciones uniforme-
mente continuas.

Demostración. Sean (X, d) e (Y, ρ) espacios métricos, donde X es densificable, y sea

ϕ : X → Y

una sobreyección uniformemente continua.

Sea α > 0 dado. Como ϕ es uniformemente continua, existe δ > 0 tal que

ρ (ϕ (x) , ϕ (y)) < α siempre que d (x, y) < δ.

Como X es densificable, posee una curva δ
2
-densa Γ.

Para cada x ∈ X,

d (x,Γ) ≤ Hd (X,Γ) ≤ δ

2
,

de manera que, por definición de ı́nfimo, existe

zx ∈ Γ tal que d (x, zx) < δ.

Aśı,

Hd (x, ϕ[Γ]) = sup
x∈X

ρ (ϕ (x) , X) ≤ sup
x∈X

ρ (ϕ (x) , ϕ (zx)) ≤ α,

donde ϕ[Γ] es una curva porque ϕ es continua.

Esto prueba el enunciado. �

Para imponer menos restricciones sobre la métrica, introducimos a continuación
un nuevo concepto que, como veremos, generaliza el concepto del espacio métrico
densificable.
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Definición 2.2.4 Sea (X, d) un espacio métrico.

X es pseudo-densificable si y sólo si para cada α > 0, existe

γ ∈ C (I∗, X) tal que Hd (γ [I∗] , X) ≤ α.

Las definiciones de espacio métrico densificable y pseudo-densificable no son equi-
valentes, como ilustra el ejemplo a continuación.

Ejemplo 2.2.5 R es pseudo-densificable, pero no es densificable.

Demostración. Ya vimos en el Ejemplo 2.2.2 que R no es densificable, aunque es
conexo por caminos.

En cambio, como γ ∈ C (I∗) definida por

γ (t) =
1

t
· cos

π

t

es sobreyectiva, tenemos que
Hd (γ[I∗]) = 0,

de manera que R es pseudo-densificable.

Corroboremos que γ es sobreyectiva:

Como cos kπ = (−1)k cuando k ∈ N,

γ
(
k−1
)

= k cos kπ = (−1)k k para cada k ∈ N,

lo cual implica que una infinidad de enteros positivos y negativos pertenece a γ[I∗].
Como γ es continua, por el Teorema del Valor Intermedio,

γ[I∗] = R,

como hemos afirmado. �

El siguiente resultado corrobora que este nuevo concepto es efectivamente una ex-
tensión del concepto de densificabilidad.

Proposición 2.2.6 Todo espacio métrico densificable es pseudo-densificable.

Demostración. Sea (X, d) un espacio métrico densificable, y sea α > 0 arbitrario.

Como X es densificable, existe

γ0 ∈ C (I, X) tal que Hd (γ0[I], X) ≤ α.

Sea γ la restricción de γ0 al intervalo I∗.
Como γ es continua,

γ[I∗] = γ0 [I∗] ⊃ γ0

[
I∗
]

= γ0 [I] ,

de manera que
Hd [γ[I∗], X] = Hd [γ0[I], X] ≤ α.

Esto prueba el enunciado. �
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Como sucede con la densificabilidad, la pseudo-densificabilidad es un invariante
métrico. En efecto:

Proposición 2.2.7 La pseudo-densificabilidad es invariante bajo sobreyecciones
uniformemente continuas.

Demostración. Basta sustituir curvas por imágenes continuas de I∗ en la demostra-
ción de la Proposición 2.2.3. �

A pesar de que la pseudo-densificabilidad exige menos de la métrica, no es una
propiedad topológica, como veremos a continuación.

Ejemplo 2.2.8 (Hipercubo Roto) Sean

Hn =
{
f ∈ IN : f (n) = 0 y f (m) ≥ n−1 si m 6= n

}
para cada n ∈ N

y

H =
⋃
n∈N

Hn.

(H, d) es (pseudo-)densificable.

Sin embargo, H no es pseudo-densificable para algunas métricas equivalentes a d.

Demostración. Cada Hn es el producto de {0} y una cantidad numerable de inter-
valos [

n−1, 1
]
,

de manera que cada Hn es una curva, en virtud de la Proposición 1.3.6.

Sea g ∈ IN. Para cada n ∈ N, definamos fn ∈ H como sigue:

fn (n) = 0 y fn (m) = máx
{
g (m) , n−1

}
si m 6= n

Entonces

d (fn, g) = sup
m∈N

m−1 |fn (m) , g (m)|

= máx

{
n−1 |fn (n)− g (n)| , sup

m∈N\{n}
m−1 |fn (m)− g (m)|

}

≤ máx

{
n−1, sup

m∈N\{n}
m−1n−1

}
= n−1

,

donde fn ∈ Hn, de manera que

Hd (Hn,H) ≤ Hd

(
Hn, IN

)
= sup

g∈IN
d (Hn, g) ≤ n−1 para cada n ∈ N.

Esto prueba que (H, d) es (pseudo-)densificable y denso en IN.

En particular, esto implica que H no es compacto, de manera que, en virtud del
Corolario 1.2.10, existe una métrica ρ, equivalente a d, que no es acotada.
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Como cada Hn es cerrado y los Hn son dos a dos disjuntos, por el Corolario 1.3.14,

AH = {Hn : n ∈ N} .

Luego, si γ ∈ C (I∗,H), tenemos que

γ [I∗] ⊂ Hn para algún n ∈ N,

de manera que, por la Proposición 1.5.2, γ [I∗] es acotado, ya que Hn es compacto.

Esto prueba que
Hρ (γ [I∗] ,H) = +∞

y, por tanto, que (H, ρ) no es pseudo-densificable. �

Cerraremos esta sección probando que la clausura mantiene la densificabilidad de
un espacio.

Proposición 2.2.9 Sean (X, d) un espacio métrico y D un subconjunto denso.

Si D es (pseudo-)densificable, otro tanto ocurre con X.

Demostración. Basta observar que, si

γ ∈ C (I,D) ⊂ C (I,X) , donde I = I o I = I∗,

la Proposición 1.5.4 muestra que

Hd (γ[I], D) = Hd

(
γ[I], D

)
= Hd (γ[I], X) . �
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2.3. Propiedades topológicas

Hemos visto en el Ejemplo 2.1.6 que

X := [−1, 0) ∪ (0, 1]

no es densificable, de manera que la precompacidad es una condición necesaria pero
no suficiente para la densificabilidad del espacio.

Aunque X sea precompacto, los puntos de X están muy distantes entre śı, en el
sentido que no existen curvas que pasen cerca de dos puntos cualesquiera de X.
Ésta es una condición que debe cumplir cualquier espacio métrico densificable.

La siguiente definición formaliza esta idea.

Definición 2.3.1 Sea (X, τ) un espacio topológico.

X es casi conexo por caminos si y sólo si para cada par de abiertos no vaćıos
U y V , existe una curva Y en X tal que U ∩ Y 6= ∅ y V ∩ Y 6= ∅.

Claramente, todo espacio topológico conexo por caminos es casi conexo por caminos.
Veamos un ejemplo de un espacio que no satisface el rećıproco.

Notación 2.3.2 Para cada n ∈ N,

Qn :=
(
2−nZ \ 21−nZ

)
∩ I.

Es claro que los Qn son dos a dos disjuntos y que Hd (Qn, I) = 2−n.

Ejemplo 2.3.3 (Velcro) Si

V1 = (I × {0}) ∪
⋃
n∈N

(
Q2n−1 ×

[
0, 1− 21−2n])

y

V2 = (I × {1}) ∪
⋃
n∈N

(
Q2n ×

[
2−2n, 1

])
,

el conjunto
V := V1 ∪V2

es casi conexo por caminos, pero no conexo por caminos.

Demostración. Claramente, V1 y V2 son conexos por caminos.

Para verificar que V1 y V2 son las componentes conexas por caminos de V, sólo
falta probar que V no es conexo por caminos. Supongamos lo contrario, y sean

a ∈ I × {0} ⊂ V1 y b ∈ I × {1} ⊂ V2.

Por suposición, existe

γ ∈ C (I,V) tal que γ (0) = a y γ(1) = b.
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Figura 2.4: V

Como I × {0} y I × {1} son cerrados, por continuidad,

A := γ−1 [I × {0}] y B := γ−1 [I × {1}]

son cerrados. Además, son no vaćıos, pues

0 ∈ A y 1 ∈ B.

Aśı, podemos tomar
t0 = máxA y t1 = mı́nB.

Claramente, t0 6= t1.

Tenemos que
γ [(t0, t1)] ⊂ (I × (0, 1)) ∩V ⊂ Q× R,

cuyas componentes conexas por caminos son de la forma {r} × R, con r ∈ Q. Por
lo tanto,

γ [(t0, t1)] ⊂ {r} × R

para algún r ∈ Q.

Por otra parte, dependiendo del valor de r,

({r} × R) ∩V = {r} ×
[
0, 1− 21−2n] o ({r} × R) ∩V = {r} ×

[
2−2n, 1

]
,

con n ∈ N, de manera que
γ [(t0, t1)]

es subconjunto de uno de estos dos conjuntos.
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Esto es una contradicción, pues si π2 denota la proyección sobre la segunda coorde-
nada, la continuidad de γ implica que

ĺım
t→t0

(π2 ◦ γ) (t) = 0 y ĺım
t→t1

(π2 ◦ γ) (t) = 1.

Por último, veamos que V es casi conexo por caminos.

Para el efecto, probaremos que V1 es denso en V, lo cual implica que todo par de
abiertos no vaćıos interseca a V1 y, por tanto, a una curva en V1.

En efecto,

H (V1,V) ≤ H (V1, I2)
≤ H (Q2n−1 × [0, 1− 21−2n] , I2)
≤ H (Q2n−1, I) + H (I × [0, 1− 21−2n] , I2)
= 21−2n + 21−2n

< 22−2n

para cada n ∈ N.

Esto prueba el enunciado. �

Casi conexión por caminos es más débil que conexión por caminos, pero más fuerte
que conexión. En efecto:

Proposición 2.3.4 Todo espacio casi conexo por caminos es conexo.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio casi conexo por caminos.

Supongamos, por reducción al absurdo, que X no sea conexo; esto es, existen A y
B, abiertos en X, disjuntos y no vaćıos, tales que

X = A ∪B.

Por definición de casi conexión por caminos, existe una curva Γ en X que interseca
a A y a B. Aśı,

Γ ∩ A y Γ ∩B
son no vaćıos, disjuntos y, por definición de subespacio, abiertos en Γ. Como

Γ = Γ ∩X = Γ ∩ (A ∪B) = (Γ ∩ A) ∪ (Γ ∩B) ,

llegamos a una contradicción, pues Γ es conexo, en virtud del Teorema de Hahn-
Mazurkiewicz (1.3.5).

Esto prueba el enunciado. �

Es intuitivamente cierto que todo espacio métrico densificable es casi conexo por
caminos, y probaremos este resultado en el Teorema 2.3.13. El rećıproco no es cierto,
incluso si el espacio es precompacto.

A continuación, presentamos un ejemplo que prueba esta afirmación, que se cons-
truye a partir del ejemplo anterior.
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Ejemplo 2.3.5 (Y de Velcro) Consideremos las aplicaciones

ϕ1, ϕ2, ϕ3 : R2 → C

definidas por

ϕ1 (x, y) = e−
π
2
i (x+ iy) , ϕ2 (x, y) = e−

π
6
i (x+ iy − 1)

y

ϕ3 (x, y) = e
π
6
i (x+ iy) + 1.

El conjunto

Y := ϕ1 [V] ∪ ϕ2 [V] ∪ ϕ3 [V]

es casi conexo por caminos y precompacto, pero no es densificable.

Figura 2.5: Y

Demostración. Es inmediato ver que ϕ1, ϕ2 y ϕ3 son isometŕıas.

Se verifica que

ϕ1 (0, 0) = 0 = ϕ2 (1, 0) , ϕ2 (1, 1) =
1

2
+

√
3

2
i = ϕ3 (0, 1) y ϕ3 (0, 0) = 1 = ϕ1 (0, 1) .
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Aśı,

A1 := ϕ1 [V1] ∪ ϕ2 [V1] , A2 := ϕ2 [V2] ∪ ϕ3 [V2] y A3 := ϕ3 [V1] ∪ ϕ1 [V2]

son conexos por caminos, pues tienen un punto en común. Además, como V no es
conexo por caminos, se verifica inmediatamente que A1, A2 y A3 son precisamente
las componentes conexas por caminos de Y.

Hemos probado en el Ejemplo 2.3.3 que V1 es denso en V, y análogamente se prueba
que V2 también lo es.

Por lo tanto, se verifica que A1, A2 y A3 son densos en

B1 := ϕ1 [V] ∪ ϕ2 [V] , B2 := ϕ2 [V] ∪ ϕ3 [V] y B3 := ϕ3 [V] ∪ ϕ1 [V] ,

respectivamente.

Esto implica que Y es casi conexo por caminos, pues si U1 y U2 son dos abiertos no
vaćıos, cada uno interseca a dos conjuntos entre B1, B2 y B3, de manera que cada
uno interseca a dos conjuntos entre A1, A2 y A3.

Por lo tanto, intersecan a la misma componente conexa por caminos, y la existencia
de una curva que interseque a U1 y U2 está asegurada.

Sin embargo, Y no es densificable para la métrica eucĺıdea d, pues

d (A1, ϕ3 (1, 1)) = 1, d (A2, ϕ1 (1, 0)) = 1 y d (A3, ϕ2 (0, 1)) = 1,

de manera que

Hd (A1,Y) ≥ 1,Hd (A2,Y) ≥ 1 y Hd (A3,Y) ≥ 1,

lo cual imposibilita la existencia de una curva α-densa con α < 1. �

El concepto que presentamos a continuación es más fuerte que la casi conexión por
caminos, y nos resultará más fruct́ıfero.

Definición 2.3.6 Sea (X, τ) un espacio topológico.

X es aproximable por caminos si y sólo si para cada familia finita de abiertos
no vaćıos F , existe una curva Γ en X tal que Γ interseca a cada miembro de F .

La aproximabilidad por caminos es una propiedad topológica. En efecto:

Proposición 2.3.7 La aproximabilidad por caminos es invariante bajo sobreyeccio-
nes continuas.

Demostración. Sean (X, τX) e (Y, τY ) espacios topológicos, donde X es aproximable
por caminos, y

ϕ : X → Y

una sobreyección continua.

Sea
{U1, · · · , Un}
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una familia finita de abiertos no vaćıos en Y .

Aśı, {
ϕ−1 [U1] , · · · , ϕ−1 [Un]

}
es una familia finita de abiertos (por definición de continuidad) y no vaćıos (por
definición de sobreyectividad) en X.

Como X es aproximable por caminos, existe una curva Γ en X tal que

Γ ∩ ϕ−1 [Uk] 6= ∅ para cada k ∈ {1, · · · , n} .
Aśı, si k ∈ {1, · · · , n},

ϕ[Γ] ∩ Uk ⊃ ϕ[Γ] ∩ ϕ
[
ϕ−1 [Uk]

]
⊃ ϕ

[
Γ ∩ ϕ−1 [Uk]

]
6= ∅,

donde ϕ[Γ] es una curva, ya que ϕ es continua.

Esto prueba que Y es aproximable por caminos. �

Tenemos el siguiente resultado, análogo a la Proposición 1.3.8, para aproximabilidad
por caminos.

Proposición 2.3.8 El producto de espacios topológicos es aproximable por caminos
si y sólo si cada factor es aproximable por caminos.

Demostración. Sea L un conjunto, 〈(Xλ, τλ)〉λ∈L una familia indexada de espacios
topológicos,

X :=
∏
λ∈L

Xλ

el espacio producto de la familia y πλ la proyección sobre la λ-ésima coordenada.

Para probar la implicación de izquierda a derecha, supongamos que Y sea aproxi-
mable por caminos.

Para cada λ ∈ L,
πλ : Y → Xλ

es una sobreyección continua, de manera que cada Xλ es aproximable por caminos,
en virtud de la Proposición 2.3.7.

Esto prueba la primera implicación.

Para probar la implicación inversa, supongamos que cada Xλ sea aproximable por
caminos.

Sea {U1, · · · , Un} una familia finita de abiertos no vaćıos de Y .

Para cada k ∈ {1, · · · , n}, existe un abierto (básico) no vaćıo

Bk ⊂ Uk tal que πλ [Bk] ∈ τλ para cada λ ∈ L y Bk =
∏
λ∈L

πλ [Bk] .

Para cada λ ∈ L, como Xλ es aproximable por caminos, existe una curva Γλ que
interseca a cada conjunto de la familia

{πλ [Bk] : k ∈ {1, · · · , n}} ,
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y podemos elegir una parametrización γλ de Γλ tal que

γλ
(
n−1k

)
∈ πλ [Bk] .

Por definición de topoloǵıa producto, existe una única

γ ∈ C (I, Y ) tal que γλ = πλ ◦ γ para cada λ ∈ L.

De esta manera,
γ
(
n−1k

)
∈ Bk para cada k ∈ {1, · · · , n}

e Y es aproximable por caminos.

Esto prueba la implicación restante. �

Claramente, conexión por caminos implica aproximabilidad por caminos. El siguien-
te resultado formaliza esta afirmación.

Lema 2.3.9 Todo espacio topológico conexo por caminos es aproximable por cami-
nos.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio topológico conexo por caminos, y sea

F = {U1, · · · , Un}

una familia finita de abiertos no vaćıos.

Eligiendo un xk en cada Uk, como X es conexo por caminos, la Proposición 1.3.12
implica que existe una curva Γ en X tal que

{x1, · · · , xn} ⊂ Γ,

de manera que Γ interseca a cada miembro de F .

Esto prueba el enunciado. �

El siguiente resultado relaciona los conceptos de pseudo-densificabilidad y aproxi-
mabilidad finita por caminos.

Proposición 2.3.10 Todo espacio métrico pseudo-densificable es aproximable por
caminos.

Demostración. Sea (X, d) un espacio métrico pseudo-densificable, y sea

{U1, · · · , Un}

una familia de abiertos no vaćıos.

Claramente, para cada k ∈ {1, · · · , n}, existe una bola

B (xk, rk) ⊂ Uk.

Tomando
r := mı́n {r1, · · · , rn} > 0,
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se verifica que

B (xk, r) ⊂ B (xk, rk) ⊂ Uk para cada k ∈ {1, · · · , n} .

Por definición de espacio métrico pseudo-densificable, existe γ ∈ C (I∗, X) tal que

Hd (γ[I∗], X) ≤ r

2
< r.

Supongamos que la curva γ[I∗] no interseca a algún Uk fijo. Esto implicaŕıa que

Hd (γ[I∗], X) ≥ d (γ[I∗], xk) ≥ r,

lo cual constituye una contradicción.

Elijamos ahora arbitrariamente un punto

yk ∈ γ[I∗] ∩ Uk para cada k ∈ {1, · · · , n} .

Como γ[I∗] es conexo por caminos, la Proposición 1.3.12 implica la existencia de
una curva Γ verificando que

{y1, · · · , yn} ⊂ Γ,

de manera que Γ interseca a cada Uk.

Esto prueba el enunciado. �

El resultado anterior tiene un importante corolario, pues proporciona una condición
necesaria e intŕınseca para la (pseudo-)densificabilidad de un espacio métrico.

Corolario 2.3.11 Todo espacio métrico (pseudo-)densificable es conexo.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio métrico (pseudo-)densificable.

Por la Proposición 2.2.6 y la Proposición 2.3.10, X es, en ambos casos, aproximable
por caminos.

Luego, X es casi conexo por caminos. Por la Proposición 2.3.4, X es conexo.

Esto prueba el enunciado. �

La Proposición 2.2.1 y el Corolario 2.3.11 muestran que todo espacio métrico densi-
ficable es precompacto y conexo. El rećıproco no es cierto, como ilustra el ejemplo
a continuación.

Ejemplo 2.3.12 (Y de Velcro) Y es precompacto y conexo, pero no es densificable.

Demostración. Y es claramente precompacto, ya que es un subconjunto acotado de
Rn.

Ya hemos visto en el Ejemplo 2.3.5 que Y no es densificable, pero śı casi conexo por
caminos.

Por la Proposición 2.3.4, Y es conexo.

Esto prueba el enunciado. �
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A continuación, presentamos una caracterización de los espacios métricos densifica-
bles en función de los nuevos conceptos definidos.

Teorema 2.3.13 Sea (X, d) un espacio métrico. Los enunciados a continuación son
equivalentes.

(1) X es densificable.

(2) X es pseudo-densificable y precompacto.

(3) X es aproximable por caminos y precompacto.

Demostración. En efecto, la Proposición 2.2.1 y la Proposición 2.2.6 prueban que

(1) −→ (2)

y la Proposición 2.3.10 prueba que

(2) −→ (3).

Para completar la prueba, supongamos (3), y sea α > 0.

Por definición de precompacidad, existen

x1, · · · , xn ∈ X

tales que la familia

F :=
{
B
(
x1,

α

2

)
, · · · , B

(
xn,

α

2

)}
sea un recubrimiento de X.

Como X es aproximable por caminos, existe una curva Γ en X que interseca a cada
miembro de F , de manera que

d (Γ, xk) <
α

2
para cada k ∈ {1, · · · , n} .

Sea x ∈ X arbitrario. Como F es un recubrimiento de X, existe k ∈ {1, · · · , n} tal
que

x ∈ B
(
xk,

α

2

)
,

de manera que

d (Γ, x) ≤ d (Γ, xk) + d (xk, x) <
α

2
+
α

2
= α.

Como esto vale para cada x ∈ X, tenemos que

Hd (Γ, X) ≤ α.

Entonces (1) se sigue. Esto muestra que

(3) −→ (1),

lo que finaliza la prueba. �
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En particular, tenemos la siguiente condición suficiente e intŕınseca para la densifi-
cabilidad de un espacio métrico:

Corolario 2.3.14 Todo espacio métrico conexo por caminos y precompacto es den-
sificable.

Demostración. Basta observar que, por el Lema 2.3.9, conexión por caminos implica
aproximabilidad por caminos, y que el Teorema 2.3.13 prueba que todo espacio
métrico aproximable por caminos y precompacto es densificable. �

El Teorema 2.3.13 muestra que los conceptos de pseudo-densificabilidad y densifica-
bilidad están estrechamente vinculados. Por este motivo, dedicaremos lo que sigue
de esta sección a las propiedades de los espacios métricos pseudo-densificables.

Hasta el momento, sólo hemos probado que aproximabilidad por caminos es una
condición necesaria para la pseudo-densificabilidad. A continuación, presentamos
otra condición necesaria, de manera que la aproximabilidad por caminos no es una
condición suficiente.

Proposición 2.3.15 Todo espacio métrico pseudo-densificable es separable.

Demostración. Sea (X, d) un espacio métrico pseudo-densificable.

Por definición, para cada n ∈ N, existe

γn ∈ C (I∗, X) tales que Hd (γn [I∗] , X) ≤ n−1.

Tomando

Y :=
⋃
n∈N

γn [I∗] ,

vemos que

Hd (Y,X) ≤ Hd (γn [I∗] , X) ≤ n−1,

de manera que

Hd (Y,X) = 0

y, por tanto, Y es denso en X.

Como cada γn [I∗] es separable, Y es separable. Luego, X es separable.

Esto prueba el enunciado. �

El Corolario 2.3.11 y la Proposición 2.3.15 muestran que todo espacio métrico
pseudo-densificable es conexo y separable. Ya que precompacidad implica separa-
bilidad, el espacio del Ejemplo 2.3.5 muestra que el rećıproco no es cierto.

La separabilidad es para un espacio métrico pseudo-densificable lo que es la precom-
pacidad para un espacio métrico densificable, pues constituye, en cierto sentido, una
limitación de tamaño. El ejemplo a continuación ilustra esto.

Ejemplo 2.3.16 El espacio vectorial X = II, con la distancia obtenida de la norma
del supremo, es conexo por caminos, pero no es pseudo-densificable.
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Demostración. Sea d la distancia obtenida de la norma del supremo, es decir,

d (f, g) = sup
t∈I
|f (t)− g (t)| para cada f, g ∈ X.

Es inmediato verificar que d es una métrica en X. Con la topoloǵıa inducida por d,
X es conexo por caminos, pues es convexo.

Sin embargo, X no es pseudo-densificable, pues no es separable.

Para corroborar esta afirmación, sea

{f1, f2, · · · }

un subconjunto arbitrario de X.

Sea 〈rn〉 una enumeración arbitraria de Q ∩ I, y definamos g ∈ X de la siguiente
manera:

g (t) =

 1 si t = rn y fn (rn) ≤ 1
2

0 en caso contrario

Aśı,

d (fn, g) ≥ |fn (rn)− g (rn)| ≥ 1

2
,

lo cual prueba que D no es denso en X y, por tanto, que X no es separable. �

Como aproximabilidad por caminos implica densificabilidad en espacios métricos
precompactos, es natural que nos preguntemos si existe un resultado análogo para
la pseudo-densificabilidad en espacios métricos separables.

La respuesta es negativa, como ilustra el ejemplo a continuación.

Ejemplo 2.3.17 (Hipercubo Roto) H es separable y aproximable por caminos,
pero no es pseudo-densificable para todas las métricas que inducen su topoloǵıa.

Demostración. Ya vimos en el Ejemplo 2.2.8 que (H, d) es pseudo-densificable (y, por
tanto, separable y aproximable por caminos), pero que H no es pseudo-densificable
para sus métricas no acotadas. �

El siguiente concepto es una extensión natural del concepto de aproximabilidad por
caminos.

Definición 2.3.18 Sea (X, τ) un espacio topológico.

X es numerablemente aproximable por caminos si y sólo si para cada familia nume-
rable de abiertos no vaćıos F , existe γ ∈ C (I∗, X) tal que γ [I∗] interseque a cada
miembro de F .

Claramente, conexión por caminos implica aproximabilidad numerable por caminos
que, a su vez, implica aproximabilidad por caminos. Los resultados a continuación
formalizan estas afirmaciones.

Proposición 2.3.19 Todo espacio numerablemente aproximable por caminos es
aproximable por caminos.
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Demostración. Sea (X, τ) un espacio topológico numerablemente aproximable por
caminos y F una familia finita de abiertos no vaćıos.

Por definición de aproximabilidad numerable por caminos, existe γ ∈ C (I∗, X) tal
que γ [I∗] interseque a cada miembro de F .

Elijamos ahora arbitrariamente un punto

yU ∈ γ[I∗] ∩ U para cada U ∈ F .

Como γ[I∗] es conexo por caminos, la Proposición 1.3.12 implica la existencia de
una curva Γ verificando que

{yU : U ∈ F} ⊂ Γ,

de manera que Γ interseca a cada conjunto de F .

Esto prueba el enunciado. �

Lema 2.3.20 Todo espacio topológico conexo por caminos es numerablemente apro-
ximable por caminos.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio topológico conexo por caminos, y sea

F = {U1, U2, · · · }

una familia numerable de abiertos no vaćıos.

Eligiendo un xk en cada Uk, como X es conexo por caminos, la Proposición 1.3.12
implica que existe

γ ∈ C (I∗, X) tal que F ⊂ γ [I∗] .
de manera que γ [I∗] interseca a cada miembro de F .

Esto prueba el enunciado. �

Análogamente al resultado en los espacios métricos precompactos, tenemos la si-
guiente condición suficiente de pseudo-densificabilidad.

Proposición 2.3.21 Todo espacio métrico separable y numerablemente aproximable
por caminos es pseudo-densificable.

Demostración. Sea (X, d) un espacio métrico separable y numerablemente aproxi-
mable por caminos.

Por definición de separabilidad, X posee un subconjunto D, numerable y denso.

Sea α > 0 dado.

La familia {
B
(
y,
α

2

)
: y ∈ D

}
es claramente un recubrimiento numerable de X, cuyos miembros son todos abiertos
y no vaćıos.

52



2.3. PROPIEDADES TOPOLÓGICAS

De esta manera, como X es numerablemente aproximable por caminos, existe γ ∈
C (I∗, X) tal que γ [I∗] interseque a todos los miembros de la familia.

Para un x ∈ X arbitrario, existe un y0 ∈ D tal que

x ∈ B
(
y0,

α

2

)
,

de manera que

d (γ [I∗] , x) ≤ d (γ [I∗] , y0) + d (y0, x) ≤ α

2
+
α

2
= α.

Como esto vale para cada x ∈ X, se sigue que Hd (γ [I∗] , X) ≤ α.

Esto prueba que X es pseudo-densificable. �

En particular, tenemos la siguiente condición suficiente e intŕınseca para la pseudo-
densificabilidad de un espacio métrico:

Corolario 2.3.22 Todo espacio métrico separable y conexo por caminos es pseudo-
densificable.

Demostración. Basta observar que, por el Lema 2.3.20, conexión por caminos implica
aproximabilidad numerable por caminos, y que la Proposición 2.3.21 prueba que todo
espacio métrico separable y numerablemente aproximable por caminos es pseudo-
densificable. �

El ejemplo a continuación ilustra que el rećıproco de la Proposición 2.3.21 no es
cierto.

Ejemplo 2.3.23 (Hipercubo Roto) (H, d) es pseudo-densificable, pero no es nu-
merablemente aproximable por caminos.

Demostración. Basta observar que, si H fuese numerablemente aproximable por
caminos, seŕıa pseudo-densificable para todas las métricas que inducen su topo-
loǵıa. �

Cerraremos esta sección probando que la clausura mantiene la aproximabilidad y
aproximabilidad numerable por caminos de un espacio.

Proposición 2.3.24 Sean (X, d) un espacio métrico y D un subconjunto denso.

Si D es (numerablemente) aproximable por caminos, otro tanto ocurre con X.

Demostración. Basta observar que, si F es una familia de abiertos no vaćıos,

{U ∩D : U ∈ F}

es una familia de abiertos no vaćıos en D. �
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Espacios topológicamente
densificables
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3.1. Densificabilidad condicional y absoluta

Hemos visto en el Ejemplo 2.2.8 que la (pseudo-)densificabilidad es una propiedad
métrica, es decir, un espacio puede ser densificable para una métrica y no ser den-
sificable para otra métrica equivalente.

A continuación, estudiaremos dos tipos especiales de espacios metrizables: los que
son densificables para todas las métricas que inducen su topoloǵıa y los que son
densificables para al menos una de ellas.

Formalmente, tenemos las siguientes definiciones:

Definición 3.1.1 Sea (X, τ) un espacio topológico metrizable.

X es condicionalmente densificable si y sólo si (X, d) es densificable para alguna
métrica d que induce la topoloǵıa τ .

Definición 3.1.2 Sea (X, τ) un espacio topológico metrizable.

X es condicionalmente pseudo-densificable si y sólo si (X, d) es pseudo-
densificable para alguna métrica d que induce la topoloǵıa τ .

Definición 3.1.3 Sea (X, τ) un espacio metrizable.

X es absolutamente densificable si y sólo si (X, d) es densificable para toda
métrica d que induce la topoloǵıa τ .

Claramente, densificabilidad absoluta implica (pseudo-)densificabilidad, que, a su
vez, implica (pseudo-)densificabilidad condicional.

El rećıproco no es cierto, como ilustra el ejemplo a continuación.

Ejemplo 3.1.4 R es condicionalmente densificable, pero no es densificable.

Demostración. En efecto, R no es densificable con la métrica eucĺıdea, pero hereda
una métrica precompacta de su embebimiento en [−1, 1]. �

Obtendremos una caracterización completa de los espacios absolutamente densifica-
bles a partir de un corolario del Teorema de Metrización de Urysohn (1.2.8).

Teorema 3.1.5 Un espacio metrizable es absolutamente densificable si y sólo si es
compacto y aproximable por caminos.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio metrizable.

Para probar la implicación de izquierda a derecha, supongamos que X sea absolu-
tamente densificable.

Sea d una métrica que induce la topoloǵıa τ . Como (X, d) es densificable, por el
Teorema 2.3.13, es aproximable por caminos.

Por otro lado, si X no fuera compacto, admitiŕıa una métrica no acotada ρ, en virtud
de el Corolario 1.2.10, de manera que (X, ρ) no seŕıa densificable y la densificabilidad
de X no seŕıa absoluta.
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Esto prueba la primera implicación.

Para probar la implicación restante, supongamos que X sea compacto y aproximable
por caminos.

Sea d una métrica que induce la topoloǵıa τ . Como X es compacto, d es precompacta
y, por el Teorema 2.3.13, X es densificable.

Esto prueba la implicación restante. �

De manera similar, podemos caracterizar los espacios condicionalmente densificables.

Teorema 3.1.6 Sea X un espacio metrizable. Los enunciados a continuación son
equivalentes.

(1) X es condicionalmente densificable.

(2) X es condicionalmente pseudo-densificable.

(3) X es separable y aproximable por caminos.

Demostración. El Teorema 2.3.13 prueba que

(1) −→ (2).

Por la Proposición 2.3.10 y la Proposición 2.3.15,

(2) −→ (3).

Finalmente, si X es separable, el Corolario 1.2.9 prueba que existe una métrica
precompacta d que induce la topoloǵıa τ .

Si, además, X es aproximable por caminos, (X, d) es densificable, en virtud del
Teorema 2.3.13.

Esto prueba que
(3) −→ (1). �

El Teorema 3.1.6 indica que la densificabilidad condicional es una propiedad to-
pológica, ya que ni la aproximabilidad por caminos ni la separabilidad de un espacio
metrizable dependen de la métrica.

De esta manera, podemos extender el concepto de densificabilidad condicional a
espacios no metrizables:

Definición 3.1.7 Sea (X, τ) un espacio topológico.

X es condicionalmente densificable si y sólo si es separable y aproximable por
caminos.

La densificabilidad condicional, definida en espacios topológicos en general, también
es una propiedad topológica. En efecto:

Proposición 3.1.8 La densificabilidad condicional es invariante bajo sobreyecciones
continuas.
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Demostración. Sean (X, τX) e (Y, τY ) espacios topológicos, donde X es condicional-
mente densificable, y f ∈ C (X, Y ) sobreyectiva.

Por la Proposición 2.3.7, Y es aproximable por caminos.

Además, como X es separable, posee un subconjunto numerable y denso D, de
manera que

Y = f [X] = f
[
D
]
⊂ f [D],

ya que f es continua.

Como D es numerable, f [D] es numerable, de manera que Y es separable.

Esto prueba el enunciado. �

Tenemos el siguiente resultado para espacios producto.

Proposición 3.1.9 Sean L un conjunto e 〈(Xλ, τλ)〉λ∈L una familia indexada de
espacios topológicos.

El espacio producto ∏
λ∈L

Xλ

es condicionalmente densificable si sólo si cada Xλ es condicionalmente densificable
y

card {λ ∈ L : cardXλ > 1} ≤ c.

Demostración. Basta combinar el Teorema 1.1.13 y la Proposición 2.3.8. �

Análogamente a la Proposición 2.2.9, tenemos el siguiente resultado para espacios
topológicos en general.

Proposición 3.1.10 Sea (X, τ) un espacio topológico y D un subconjunto denso.

Si D es condicionalmente densificable, otro tanto ocurre con X.

Demostración. La Proposición 2.3.24 prueba que X es aproximable por caminos.

Además, si C es denso en D,

C = C ⊃ D = X,

por lo que la separabilidad de X se sigue de la de D.

Esto prueba el enunciado. �
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3.2. Densificabilidad secuencial

En todo espacio métrico densificable existen, por definición, sucesiones de curvas
〈Γn〉 tales que cada Γn sea αn-densa y 〈αn〉 converja a cero. Bien entendido, estas
sucesiones puede existir sólo en espacios precompactos.

Sin embargo, la propiedad de densificabilidad condicional es topológica, lo cual su-
giere estudiar las propiedades topológicas de estas sucesiones.

Definición 3.2.1 Sea (X, τ) un espacio topológico.

Una sucesión 〈Yn〉 de subconjuntos de X es asintóticamente densa por suce-
siones en X si y sólo si para cada a ∈ X, existe una sucesión 〈xn〉 en X tal que

xn −→ a y xn ∈ Yn para cada n ∈ N.

En espacios métricos, las sucesiones asintóticamente densas por sucesiones de curvas
se pueden identificar utilizando la distancia de Hausdorff.

Teorema 3.2.2 Sean (X, d) un espacio precompacto y 〈Γn〉 una sucesión de curvas
en X.

〈Γn〉 es asintóticamente densa por sucesiones en X si y sólo si

Hd (Γn, X) −→ 0.

Demostración. Para probar la implicación de izquierda a derecha, supongamos que
〈Γn〉 sea asintóticamente densa por sucesiones en X.

Por reducción al absurdo, supongamos además que

Hd (Γn, X) 6−→ 0.

Como la sucesión 〈Hd (Γn, X)〉 es no negativa, esto implica que

s := ĺım supHd (Γn, X) > 0,

de manera que 〈Γn〉 posee una subsucesión 〈Γnk〉 tal que

Hd (Γnk , X) −→ s.

Por definición de convergencia, existe k0 ∈ N tal que

Hd (Γnk , X) >
s

2
siempre que k > k0.

Aśı, para cada k > k0, podemos elegir xk ∈ X tal que

d (xk,Γnk) >
s

4
,

ya que
s

4
<

1

2
Hd (Γnk , X) = sup

x∈X
d (x,Γnk) .
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Como (X, d) es precompacto, la sucesión 〈xk〉k>k0 posee una subsucesión de Cauchy〈
xkj
〉
.

Por definición de sucesión de Cauchy, existe j0 ∈ N tal que

d
(
xkj , xki

)
<
s

8
siempre que j, i > j0

y, en particular,

d
(
xkj , a

)
<
s

8
siempre que j > j0, donde a = xkj0+1

.

Como 〈Γn〉 es asintóticamente densa por sucesiones en X, existe una sucesión 〈an〉
en X tal que

an −→ a y an ∈ Γn para cada n ∈ N.
Sin embargo, si j > j0, tenemos que

s

4
< d

(
xkj ,Γnkj

)
≤ d

(
xkj , ankj

)
≤ d

(
a, ankj

)
+ d

(
xkj , a

)
< d

(
a, ankj

)
+
s

8
,

de manera que

d
(
a, ankj

)
>
s

8
para cada j > j0.

Esto es una contradicción, pues
an −→ a,

lo cual prueba la primera implicación.

Para probar la implicación inversa, supongamos que

Hd (Γn, X) −→ 0

y sea b ∈ X dado.

Para cada n ∈ N,
d (Γn, b) ≤ Hd (Γn, X) ,

de manera que podemos elegir

bn ∈ Γn tal que d (bn, b) < Hd (Γn, X) +
1

n
.

Como

Hd (Γn, X) +
1

n
−→ 0,

tenemos que
bn −→ b.

Esto prueba la implicación restante. �

Corolario 3.2.3 Sean (X, d) un espacio precompacto, ρ una métrica precompacta
equivalente a d y 〈Γn〉 una sucesión de curvas en X.

En estas condiciones,

Hd (Γn, X) −→ 0 si y sólo si Hρ (Γn, X) −→ 0
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Demostración. Basta observar que ambas sucesiones de distancias convergen a cero
si y sólo si 〈Γn〉 es asintóticamente densa por sucesiones en X. �

Ya que la densidad asintótica por sucesiones es una propiedad topológica, la exis-
tencia de sucesiones asintóticamente densas por sucesiones de curvas también lo es.
Formalmente:

Definición 3.2.4 Sea (X, τ) un espacio topológico.

X es secuencialmente densificable si y sólo si posee una sucesión asintótica-
mente densa por sucesiones de curvas.

Esta definición extiende el concepto de densificabilidad condicional a todos los es-
pacios topológicos. Corroboremos esta afirmación.

Proposición 3.2.5 Sea (X, τ) un espacio metrizable.

X es secuencialmente densificable si y sólo si es condicionalmente densificable.

Demostración. Para probar la implicación de izquierda a derecha, supongamos que
X sea secuencialmente densificable.

Por definición, X admite una sucesión de curvas asintóticamente densa por sucesio-
nes 〈Γn〉.
De la definición de densidad asintótica por sucesiones, se sigue inmediatamente que

Y :=
⋃
n∈N

Γn

es denso en X.

Como cada Γn es separable, Y es separable; en consecuencia, X es separable.

Por el Corolario 1.2.9, existe una métrica precompacta d que induce la topoloǵıa τ ,
de manera que

Hd (Γn, X) −→ 0,

en virtud del Teorema 3.2.2.

Por tanto, (X, d) es densificable y (X, τ) es condicionalmente densificable, lo cual
prueba la implicación de izquierda a derecha.

Para probar la implicación inversa, supongamos que X sea condicionalmente densi-
ficable.

Por definición, existe una métrica ρ que induce la topoloǵıa τ y tal que (X, ρ) sea
densificable.

Aśı, existe una sucesión de curvas 〈Φn〉 tal que

Hd (Φn, X) ≤ n−1 para cada n ∈ N,

de manera que 〈Φn〉 es asintóticamente densa por sucesiones, en virtud del Teore-
ma 3.2.2.

Esto prueba la implicación restante. �
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La densificabilidad secuencial es una propiedad topológica. En efecto:

Proposición 3.2.6 Sean (X, τX) e (Y, τY ) espacios topológicos y f ∈ C (X, Y ) so-
breyectiva.

Si 〈Γn〉 es una sucesión de curvas asintóticamente densa por sucesiones en X,
〈f [Γn]〉 es una sucesión asintóticamente densa por sucesiones en Y .

Demostración. Sea a ∈ Y arbitrario.

Como f es sobreyectiva, existe

b ∈ X tal que f (b) = a,

de manera que existe 〈xn〉 in X tal que cada xn ∈ Γn y

xn −→ b.

Por la continuidad de f , se sigue que

f (xn) −→ a,

donde cada f (xn) ∈ f [Γn].

Como la imagen de una curva por una función continua es, nuevamente, una curva,
se sigue que 〈f [Γn]〉 es una sucesión de curvas asintóticamente densa por sucesiones
en Y .

Esto prueba el enunciado. �

Corolario 3.2.7 La densificabilidad secuencial es invariante bajo sobreyecciones
continuas.

Demostración. Basta elegir una sucesión asintóticamente densa por sucesiones en el
dominio y aplicar la Proposición 3.2.6. �

Veamos un ejemplo de espacio secuencialmente densificable que no es metrizable.

Ejemplo 3.2.8 Sean

X := R \ Z∗, ϕ : R→ X

la aplicación definida por

ϕ (t) =

 t si t ∈ X
0 si t ∈ Z∗

y

τ =
{
U ⊂ X : ϕ−1 [U ] es abierto en R

}
.

El espacio topológico (X, τ) es secuencialmente densificable, pero no es metrizable.
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Demostración. Es inmediato verificar que τ es efectivamente una topoloǵıa y que ϕ
es sobreyectiva.

Ya vimos en el Ejemplo 3.1.4 que R es condicionalmente densificable, de manera que
es secuencialmente densificable en virtud de la Proposición 3.2.5.

Como ϕ es, por construcción, continua, se sigue que X es secuencialmente densifi-
cable.

Afirmamos que X no es metrizable. En efecto:

Supongamos que śı. Entonces X admite una métrica d que induce la topoloǵıa τ .

Para cada n ∈ N, definamos

Un := Bd

(
0, n−1

)
y Vn := ϕ−1 [Un] = Un ∪ Z.

Además, para cada n ∈ N y k ∈ Z, como Vn es abierto en R y Z ⊂ Vn, existe
rn,k ∈ (0, 1) tal que

(k − rn,k, k + rn,k) ⊂ Vn

y, por tanto,

(k − rn,k, k) ∪ (k, k + rn,k) = ϕ [(k − rn,k, k + rn,k)] ⊂ Un.

Sean
V =

⋃
k∈Z

(
k − r|k|,k

2
, k +

r|k|,k
2

)
y

U := ϕ [V ] =
⋃
k∈Z

((
k − r|k|,k

2
, k
)
∪
(
k, k +

r|k|,k
2

))
.

Como d induce τ y U es un entorno de 0, existe n0 ∈ N tal que

Un0 ⊂ U,

de manera que

a := n0 +
rn0,n0

2
∈ Un0 ⊂ U.

Por definición de unión, existe k0 ∈ N tal que

a ∈
(
k0 −

r|k0|,k0
2

, k0

)
∪
(
k0, k0 +

r|k0|,k0
2

)
,

de manera que

|2 (n0 − k0) + rn0,n0| = 2
∣∣∣n0 +

rn0,n0

2
− k0

∣∣∣ = 2 |a− k0| < r|k0|,k0 .

Claramente, n0 6= k0, de manera que

1 = 2− 1 < 2 |n0 − k0| − rn0,n0 ≤ |2 (n0 − k0) + rn0,n0| < r|k0|,k0 ≤ 1.

Esta contradicción prueba el enunciado. �
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Hasta ahora, hemos presentado dos extensiones del concepto de densificabilidad
condicional a espacios no metrizables.

Veamos que estas extensiones no son equivalentes.

Ejemplo 3.2.9 βR es condicionalmente densificable, pero no secuencialmente den-
sificable.

Demostración. Como R es condicionalmente densificable, βR también lo es, en virtud
de la Proposición 3.1.10.

Supongamos, por reducción al absurdo, que βR sea secuencialmente densificable, es
decir, que βR admita una sucesión de curvas asintóticamente densa por sucesiones
〈Γn〉.
Como R no es compacto, podemos fijar

a ∈ βR \ R,

de manera que deben existir 〈xn〉 y 〈zn〉 en βR tales que

xn, zn ∈ Γn para cada n ∈ N, xn −→ a y zn −→ 0.

Por la Proposición 1.4.3, R es secuencialmente cerrado en βR, de manera que infinitos
términos de 〈xn〉 deben estar en βR\R; sea 〈xnk〉 la subsucesión formada por dichos
términos.

Para cada k ∈ N, tenemos que

xnk ∈ (βR \ R) ∩ Γnk ,

de manera que

znk ∈ Γnk = {xnk} para cada k ∈ N,

en virtud de la Proposición 1.4.7.

Por tanto,

znk −→ a,

lo cual constituye una contradicción, ya que

zn −→ 0

y, por el Teorema de Stone-Čech (1.4.2), βR es de Hausdorff.

Esto prueba el enunciado. �

De especial importancia es el siguiente hecho.

Ejemplo 3.2.10 R ⊂ βR es secuencialmente densificable, pero R = βR no lo es.
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Demostración. Ya vimos en el Ejemplo 3.2.9 que βR no es secuencialmente densifi-
cable.

Afirmamos que la sucesión de curvas 〈[−n, n]〉 es asintóticamente densa por sucesio-
nes en R. En efecto:

Sea a ∈ R y definamos la sucesión 〈xn〉 mediante

xn =

 a si n ≥ |a|
0 si n < |a|

.

Aśı,
xn ∈ [−n, n] para cada n ∈ N

y, fijando n0 > |a|, tenemos que

xn = a para cada n > n0.

Esto prueba el enunciado. �

Cerraremos esta sección con un resultado que proporciona una fuente natural de
espacios secuencialmente densificables.

Proposición 3.2.11 Todo espacio conexo por caminos y secuencialmente separable
(X, τ) es secuencialmente densificable.

Demostración. Por definición de separabilidad secuencial, X posee un subconjunto
numerable

D = {y1, y2, · · · }
tal que

...
D = X.

Para cada n ∈ N, escojamos una curva Γn tal que

Fn ⊂ Γn donde Fn = {y1, · · · , yn} .

Afirmamos que 〈Γn〉 es asintóticamente densa por sucesiones en X. En efecto:

Sea a ∈ X arbitrario.

Como
...
D = X, existe una sucesión 〈xn〉 en D tal que

xn −→ a.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que x1 = y1.

Sea k1 = 1. Una vez definidos
k1, · · · , kn,

sea

kn+1 =

 kn + 1 si xkn+1 ∈ Fn+1

kn en caso contrario
.
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Tenemos que xk1 ∈ F1 por construcción, y si xkn ∈ Fn, se satisface que

xkn+1 = xkn+1 ∈ Fn+1 o xkn+1 = xkn ∈ Fn.

Por inducción,
xkn ∈ Fn ⊂ Γn para cada n ∈ N.

Además, 1 ∈ k[N] por construcción. Supongamos que m ∈ k[N], de manera que

m = kn para algún n ∈ N.

Como
xkn+1 ∈ Fkn+1,

tenemos que
j0 := máx {mı́n {j ∈ N : xkn+1 ∈ Fj} , n+ 1}

está bien definido y j0 > n.

Si
n ≤ j < j0,

tenemos que
xkn+1 /∈ Fj o j = n,

de manera que
kj0−1 = · · · = kj = · · · = kn = m.

Aśı,
kj0 = kn + 1 = m+ 1, ya que xkn+1 ∈ Fj0

y, por inducción,
k[N] = N.

Finalmente, sea U un abierto arbitrario tal que a ∈ U .

Como
xn −→ a,

existe m0 ∈ N tal que
xm ∈ U para cada m > m0.

Si
n > n0 := mı́n {n ∈ N : kn = m0 + 1} ,

tenemos que
xkn ∈ U, ya que kn ≥ kn0 = m0 + 1 > m0.

Por tanto,
xn −→ a

y 〈Γn〉 es asintóticamente densa por sucesiones en X, como hemos afirmado. �
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3.3. Densificabilidad topológica

Hemos visto en la Proposición 3.2.5 y en el Ejemplo 3.2.9 que los conceptos de
densificabilidad secuencial y condicional son equivalentes en espacios metrizables,
pero no en espacios topológicos en general.

El Ejemplo 3.2.10 sugiere que esta no equivalencia se debe a que βR no es un espacio
de Fréchet-Urysohn.

Esto sugiere definir un concepto af́ın a la densidad asintótica por sucesiones que
haga uso de entornos en vez de sucesiones.

Definición 3.3.1 Sea (X, τ) un espacio topológico.

Una sucesión 〈Yn〉 de subconjuntos de X es asintóticamente densa en X si y
sólo si para cada abierto no vaćıo U ⊂ X, existe n0 ∈ N tal que

Yn ∩ U 6= ∅ para cada n > n0.

El siguiente ejemplo muestra que los conceptos de densidad asintótica por sucesiones
y densidad asintótica no son equivalentes.

Ejemplo 3.3.2 La sucesión de curvas 〈[−n, n]〉 es asintóticamente densa en βR.

Demostración. Como R es denso en βR, cada abierto no vaćıo U interseca a R.

Fijando a ∈ U ∩ R, tenemos que

U ∩ [−n, n] 6= ∅ para cada n > n0

siempre que n0 ≥ |a|. �

Esta no equivalencia nos deja con la siguiente duda: ¿Cuál de los conceptos de
densidad es el más fruct́ıfero?

En general, esta pregunta es demasiado abierta para ser contestada. Limitemos
nuestro objetivo a determinar condiciones suficientes, tan débiles como sea posible,
para que una sucesión de curvas pueda ser utilizada para reducir cualquier problema
de optimización global a una serie de problemas de optimización global en I.

La densidad asintótica es una condición suficiente para este propósito, como veremos
a continuación.

Proposición 3.3.3 Sean (X, d) un espacio topológico y 〈Γn〉 una sucesión de curvas
asintóticamente densa en X.

Si f ∈ C (X) es inferiormente acotada,

mı́n f [Γn] −→ ı́nf f [X] .

Demostración. Sean

mn = mı́n f [Γn] y m = ı́nf f [X] .
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Observemos que m está bien definido, pues f es inferiormente acotada, al igual que
cada mn, pues f es continua y cada Γn es compacto.

Sea ε > 0 arbitrario. Por definición de ı́nfimo, debe existir

mε ∈ [m,m+ ε) ∩ f [X],

y sea r > 0 tal que
(mε − r,mε + r) ⊂ (m− ε,m+ ε) .

Como f es continua,
U := f−1[(m− r,m+ r)]

es abierto, de manera que, por hipótesis, existe n0 ∈ N tal que

Γn ∩ U 6= ∅ para cada n > n0.

Fijando
xn ∈ Γn ∩ U para cada n > n0,

vemos que

m ≤ mn ≤ f (xn) < mε + r ≤ m+ ε para cada n > n0.

Esto prueba el enunciado. �

En algunos espacios, la condición de densidad asintótica podŕıa ser debilitada, como
ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3.4 Sea (S, τ) el espacio de Sierpiński, es decir,

S = {0, 1} y τ = {∅, {0} ,S} .

La sucesión 〈{1}〉 no es asintóticamente densa (por sucesiones) en S.

Sin embargo, toda función f ∈ C (S) satisface que

mı́n f [{1}] −→ ı́nf f [S] .

Demostración. 〈{1}〉 no es asintóticamente densa en S porque

{0} ∩ {1} = ∅ donde {0} ∈ τ.

Para corroborar la segunda observación, basta observar que cada f ∈ C (S) es
necesariamente constante.

Esto prueba el enunciado. �

En contraste al ejemplo anterior, el resultado a continuación prueba que los espacios
topológicamente densificables y completamente regulares pueden ser caracterizados
por ser susceptibles al método de reducción de variables de la Proposición 3.3.3.

Teorema 3.3.5 Sean (X, τ) un espacio completamente regular y 〈Γn〉 una sucesión
de curvas en X. Los enunciados a continuación son equivalentes.
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(1) 〈Γn〉 es asintóticamente densa en X.

(2) Para cada f ∈ C (X) inferiormente acotada, se tiene que

mı́n f [Γn] −→ ı́nf f [X] .

Demostración. La Proposición 3.3.3 prueba que

(1) −→ (2).

Para probar que
(2) −→ (1),

supongamos, por reducción al absurdo, que 〈Γn〉 no sea asintóticamente densa en
X.

Por definición, existe U ⊂ X abierto tal que

J := {n ∈ N : U ∩ Γn = ∅}

sea infinito, es decir, existe una sucesión estrictamente creciente

〈nk〉 tal que J = n [N] .

Fijemos a ∈ U . Como X es completamente regular, existe f ∈ C (X, I) tal que

f (a) = 0 y f [U c] = {1} .

Como
Γnk ⊂ U c,

tenemos que
mı́n f [Γnk ] = 1 para cada k ∈ N.

Por (2),
ı́nf f [X] = ĺım mı́n f [Γnk ] = 1 > 0 = f (a) ≥ ı́nf f [X] .

Esta contradicción prueba que
(2) −→ (1). �

Este resultado prueba que, al menos en espacios completamente regulares, la con-
dición de densidad asintótica no puede ser debilitada sin perder la posibilidad de
reducir cualquier problema de optimización global en dicho espacio a una serie de
problemas de optimización global en I, es decir, la densidad asintótica es la condición
óptima para este propósito.

En contraste con el Ejemplo 3.3.2, densidad asintótica y densidad asintótica por
sucesiones son equivalentes en espacio métricos.

Proposición 3.3.6 Sea (X, τ) un espacio e 〈Yn〉 una sucesión de subconjuntos de
X.

Si 〈Yn〉 es asintóticamente densa por sucesiones en X, es asintóticamente densa en
X.
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Demostración. Si U ⊂ X es abierto y no vaćıo, podemos fijar a ∈ U .

Por definición de densidad asintótica por sucesiones, existe una sucesión 〈xn〉 tal que
cada xn ∈ Yn y

xn −→ a.

Aśı, existe n0 ∈ N tal que

xn ∈ U para cada n > n0,

de manera que
U ∩ Yn 6= ∅ para cada n0 ∈ N,

〈Yn〉 es asintóticamente densa en X.

Esto prueba el enunciado. �

Teorema 3.3.7 Sea (X, d) un espacio métrico e 〈Yn〉 una sucesión de subconjuntos
de X.

〈Yn〉 es asintóticamente densa en X si y sólo si es asintóticamente densa por suce-
siones en X.

Demostración. Para probar la implicación de izquierda a derecha, supongamos que
〈Yn〉 sea asintóticamente densa en X.

Sea a ∈ X.
Para cada k ∈ N, por definición de densidad asintótica, existe

nk ∈ N tal que Yn ∩B
(
a, k−1

)
6= ∅ si n > nk.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que la sucesión 〈nk〉 es estrictamente
creciente.

Definamos la sucesión 〈xn〉 como sigue:

Sea n ∈ N.

Tomando n0 = 0, existe un único

k ∈ N tal que nk < n ≤ nk+1.

De esta manera, podemos elegir

xn ∈ Yn ∩B
(
a, k−1

) †
Aśı,

d (xn, a) < k−1 siempre que n > nk.

Esto prueba la primera implicación.

Por la Proposición 3.3.6, la implicación restante se satisface en espacios topológicos
en general. �

†Convendremos que B
(
a, 0−1

)
= X.
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Esto nos permite reformular el Teorema 3.2.2 en función de la densidad asintótica.

Corolario 3.3.8 Sean (X, d) un espacio precompacto y 〈Γn〉 una sucesión de curvas
en X.

En estas condiciones, 〈Γn〉 es asintóticamente densa en X si y sólo si

Hd (Γn, X) −→ 0.

Demostración. Basta combinar el Teorema 3.2.2 con el Teorema 3.3.7. �

Ya que la densidad asintótica es una propiedad topológica, la existencia de sucesiones
asintóticamente densas de curvas también lo es. Formalmente:

Definición 3.3.9 Sea (X, τ) un espacio topológico.

X es topológicamente densificable si y sólo si posee una sucesión asintótica-
mente densa de curvas.

Como hemos visto en el Teorema 3.3.5, los espacios topológicamente densificables
son precisamente aquellos en los que cualquier problema de optimización global se
reduce a un problema de optimización global en I, excepto para los espacios no
completamente regulares.

La densificabilidad topológica es una propiedad topológica. En efecto:

Proposición 3.3.10 Sean (X, τX) e (Y, τY ) espacios topológicos y f ∈ C (X, Y )
sobreyectiva.

Si 〈Γn〉 es una sucesión (de curvas) asintóticamente densa en X, 〈f [Γn]〉 es una
sucesión (de curvas) asintóticamente densa en Y .

Demostración. Sea U ⊂ Y abierto y no vaćıo.

Como f es continua y sobreyectiva,

V := f−1 [U ]

es abierto y no vaćıo, de manera que existe n0 ∈ N tal que

V ∩ Γn 6= ∅ para cada n > n0.

Luego,

U ∩ f [Γn] ⊃ f
[
f−1[U ]

]
∩ f [Γn] ⊃ f

[
f−1[U ] ∩ Γn

]
= f [V ∩ Γn] 6= ∅,

de manera que 〈f [Γn]〉 es asintóticamente densa en Y .

Finalmente, como la imagen de una curva por una función continua es, nuevamente,
una curva, se sigue que 〈f [Γn]〉 es una sucesión de curvas si lo es 〈f [Γn]〉.
Esto prueba el enunciado. �

Corolario 3.3.11 La densificabilidad topológica es invariante bajo sobreyecciones
continuas.
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Demostración. Basta elegir una sucesión de curvas asintóticamente densa en el do-
minio y aplicar la Proposición 3.3.10. �

Tenemos los siguientes resultados para espacios producto.

Proposición 3.3.12 Sea L un conjunto y 〈(Xλ, τλ)〉λ∈L una familia indexada de
espacios topológicos, y para cada λ ∈ L, sea 〈Yλ,n〉n∈N una sucesión de subconjuntos
del espacio producto

X :=
∏
λ∈L

Xλ.

La sucesión 〈Yn〉 definida por

Yn :=
∏
λ∈L

Yλ,n

es asintóticamente densa en X si y sólo si cada sucesión 〈Yλ,n〉n∈N es asintóticamente
densa en Xλ.

Demostración. Sea πλ la proyección sobre el λ-ésimo factor.

Para probar la implicación de izquierda a derecha, supongamos que 〈Yn〉 sea asintóti-
camente densa en X.

Para cada λ ∈ L,
πλ : X → Xλ

es una sobreyección continua y satisface

πλ [Yn] = Yλ,n,

de manera que cada 〈Yλ,n〉n∈N es asintóticamente densa en Xλ, en virtud de la
Proposición 3.3.10.

Esto prueba la primera implicación.

Para probar la implicación inversa, supongamos que cada 〈Yλ,n〉n∈N sea asintótica-
mente densa en Xλ.

Sea U un abierto de X, de manera que existen

λ1, · · · , λj ∈ N,

dos a dos distintos, y

V1 ∈ τλ1 , · · · , Vj ∈ τλj tales que ∅ 6=
j⋂
i=1

π−1λi [Vi] ⊂ U.

Para cada Vi, como 〈Yλi,k〉k∈N es asintóticamente densa en Xλi , existe

ki ∈ N tal que Yλi,k ∩ Vi 6= ∅ para cada k > ki.

Dado
k > k0 := máx {k1, · · · , kj} ,
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elijamos

xλi ∈ Yλi,k ∩ Vi para cada i ∈ {1, · · · , j}
y fijemos arbitrariamente

xn ∈ Yn,k si n /∈ {λ1, · · · , λj} .

De esta manera

〈xn〉 ∈
(∏
n∈N

Yn,k

)
∩
(

j⋂
i=1

π−1λi [Vi]

)
⊂ Yk ∩ U

y 〈Yk〉 es asintóticamente densa en X.

Esto prueba el enunciado. �

Corolario 3.3.13 Si el producto de espacios topológicos es topológicamente densi-
ficable, cada factor es topológicamente densificable.

Demostración. Basta elegir una sucesión de curvas asintóticamente densa en el es-
pacio producto y aplicar la Proposición 3.3.12. �

Proposición 3.3.14 Sea 〈(Xn, τn)〉 una sucesión de espacios topológicos.

Si cada Xn es topológicamente densificable, otro tanto ocurre con el espacio producto

X :=
∏
n∈N

Xn.

Demostración. Para cada n ∈ N, como Xn es topológicamente densificable, existe
una sucesión de curvas 〈Γn,k〉k∈N asintóticamente densa en Xn.

Para cada k ∈ N, sea

Γk :=
∏
n∈N

Γn,k.

Por la Proposición 1.3.6, cada Γk es una curva.

Además, como cada sucesión 〈Γn,k〉k∈N es asintóticamente densa en Xn, 〈Γk〉 es
asintóticamente densa en X, en virtud de la Proposición 3.3.12.

Esto prueba el enunciado. �

Determinar si el producto de c espacios topológicamente densificables es, en general,
topológicamente densificable aún constituye un problema abierto.

Análogamente a la Proposición 3.1.10, tenemos el siguiente resultado para la densi-
ficabilidad topológica.

Proposición 3.3.15 Sea (X, τ) un espacio topológico y D un subconjunto denso.

Si D es topológicamente densificable, otro tanto ocurre con X.
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Demostración. Como D es topológicamente densificable existe una sucesión de cur-
vas 〈Γn〉 en D que es asintóticamente densa en D.

Sea U ⊂ X abierto, de manera que

DU := U ∩D

es abierto en D.

Como D es denso en X, DU es no vaćıo, de manera que existe n0 ∈ N tal que

D ⊃ DU ∩ Γn 6= ∅ para cada n > n0.

Esto prueba el enunciado. �

Dedicaremos el resto de este caṕıtulo a determinar qué relaciones existen entre
los conceptos de conexión por caminos y densificabilidad topológica, secuencial y
condicional.

La densificabilidad secuencial es más fuerte que la densificabilidad topológica. For-
malmente:

Proposición 3.3.16 Todo espacio secuencialmente densificable es topológicamente
densificable.

Demostración. Basta elegir una sucesión de curvas asintóticamente densa por suce-
siones en el espacio y aplicar la Proposición 3.3.6. �

Combinando este resultado con el ejemplo a continuación, podemos observar que
la densificabilidad secuencial es estrictamente más fuerte que la densificabilidad
topológica.

Ejemplo 3.3.17 βR es topológicamente densificable, pero no secuencialmente den-
sificable.

Demostración. Hemos visto en el Ejemplo 3.3.2 que 〈[−n, n]〉 es asintóticamente
densa en βR, y en el Ejemplo 3.2.9, que βR no admite sucesiones de curvas asintóti-
camente densas por sucesiones. �

A su vez, la densificabilidad topológica es más fuerte que la densificabilidad condi-
cional. Formalmente:

Proposición 3.3.18 Todo espacio topológicamente densificable es condicionalmente
densificable.

Demostración. Sean (X, τ) un espacio topológicamente densificable. Por definición,
X admite una sucesión de curvas asintóticamente densa 〈Γn〉.
Sea F una familia finita de abiertos no vaćıos.

Para cada U ∈ F existe, por definición de densidad asintótica, nU ∈ N tal que

U ∩ Γn 6= ∅ para cada n > nU .
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Aśı, si
n > máx

U∈F
nU ,

se satisface que
U ∩ Γn 6= ∅ para cada U ∈ F

y X es, por tanto, aproximable por caminos.

Finalmente, de la definición de densidad topológica, se sigue inmediatamente que

Y :=
⋃
n∈N

Γn

es denso en X.

Como cada Γn es separable, Y es separable; en consecuencia, X es separable.

Esto prueba el enunciado. �

Los ejemplos a continuación ilustran que la densificabilidad topológica es estricta-
mente más fuerte que la densificabilidad condicional.

Notación 3.3.19 ω simbolizará el cardinal de N.

Ejemplo 3.3.20 Como subespacio de RR,

A1 :=
{
f ∈ RR : card f−1 [R∗] ≤ ω

}
es conexo por caminos, secuencialmente cerrado y denso en RR, pero no es separable.

Demostración. Dados f, g ∈ A1, es claro que

((1− t) f + tg)−1 [R∗] ⊂ f−1 [R∗] ∪ g−1 [R∗] ,

de manera que A1 es convexo y, por tanto, conexo por caminos.

Para ver que A1 es denso en RR, sea U ⊂ RR abierto y no vaćıo.

Entonces U contiene un abierto básico de la forma

n⋂
i=1

π−1λi [Vi] ,

donde cada λi es un número real distinto, cada Vi es abierto en R y πλ denota la
proyección sobre el λ-ésimo factor de RR.

Escogiendo un ai en cada Vi, la función f ∈ RR definida por

f (λ) =

 ai si λ = λi

0 si λ /∈ {λ1, · · · , λn}

pertenece claramente a

A1 ∩
n⋂
i=1

π−1λi [Vi] ⊂ A1 ∩ U
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y A1 es, por tanto, denso en RR.

Por último, sea Y ⊂ A1 numerable y definamos

X :=
⋃
f∈Y

f−1 [R∗] ,

que es numerable, por ser unión numerable de conjuntos numerables.

Sean

f0 ∈ Y y λ0 ∈ Xc.

Como

f (λ0) = 0 para cada f ∈ Y,
tenemos que

π−1λ0 [R∗] ∩ Y = ∅,

lo cual prueba que

f0 (λ0) = 0.

Aśı,

Y ⊂
{
f ∈ RR : card f−1 [R∗] ⊂ X

}
,

donde X es numerable, de manera que A1 es secuencialmente cerrado y no es sepa-
rable. �

Ejemplo 3.3.21 Como subespacio de RR, el conjunto de todos los polinomios reales
con coeficientes racionales,

A2 :=

{
x 7→

n∑
i=0

cix
i : n ∈ {0} ∪ N y (c0, · · · , cn) ∈ Qn+1

}
,

es numerable y denso en RR.

Demostración. Identificando cada polinomio con el vector formado por sus coeficien-
tes, se obtiene una inyección

ϕ : A2 →
⋃
n∈N

Qn,

de manera que A2 es numerable.

Para ver que A2 es denso en RR, sea U ⊂ RR abierto y no vaćıo.

Entonces U contiene un abierto básico de la forma

n⋂
i=1

π−1λi [Vi] ,

donde cada λi es un número real distinto, cada Vi es abierto en R y πλ denota la
proyección sobre el λ-ésimo factor de RR.

75
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Escojamos un ai en cada Vi ∩ Q, y sea p el polinomio interpolador de Lagrange
correspondiente, es decir, la función de RR definida por

p (λ) =
n∑
k=1

ai n∏
j=1
j 6=k

λ− λj
λk − λj

 .

Como

p (λi) = ai para cada i ∈ {1, · · · , λn} ,
tenemos que

p ∈ A2 ∩
n⋂
i=1

π−1λi [Vi] ⊂ A2 ∩ U

y A2 es, por tanto, denso en RR.

Esto completa la prueba. �

Ejemplo 3.3.22 (Agua y Aceite) Como subespacio de RR,

A := A1 ∪ A2

es condicionalmente pero no topológicamente densificable.

Demostración. Observemos inicialmente que

A \ A1 = A∗2,

ya que todo polinomio no idénticamente nulo posee una cantidad finita de ráıces.

Como A1 es conexo por caminos, es aproximable por caminos en virtud del Le-
ma 2.3.9.

Por la Proposición 2.3.24, A es aproximable por caminos y, por tanto, condicional-
mente densificable.

Finalmente, supongamos, por reducción al absurdo, que A admita una sucesión de
curvas 〈Γn〉, asintóticamente densa en A.

Ya vimos en el Ejemplo 3.3.20 que A1 es secuencialmente cerrado.

Como A∗2 es, por el Corolario 1.3.14, totalmente disconexo por caminos, la Propo-
sición 1.3.16 muestra que cada Γn es una curva en A1 o se reduce a un punto de
A∗2.

Aśı, o A1 o A∗2 debe contener infinitos términos de la sucesión 〈Γn〉, de manera que
la subsucesión formada por estos términos es asintóticamente densa en ese conjunto.

De esta manera, o A1 o A∗2 es topológicamente densificable y, en virtud de la Pro-
posición 3.3.18, A1 es separable o A∗2 es aproximable por caminos.

Esta contradicción prueba el enunciado. �
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En conjunción con la Proposición 3.1.10, el resultado provee una fuente natural y
abundante de espacios topológicamente densificables.

Teorema 3.3.23 Sea (X, τ) un espacio conexo por caminos. Los enunciados a con-
tinuación son equivalentes.

(1) X es topológicamente densificable.

(2) X es condicionalmente densificable.

(3) X es separable.

Demostración. La Proposición 3.3.18 prueba que

(1) −→ (2)

y la implicación
(2) −→ (3)

se satisface por definición de densificabilidad condicional.

Para probar que
(3) −→ (1),

supongamos que X sea separable.

Por definición, X posee un subconjunto numerable y denso

D = {x1, x2, · · · } .

Para cada n ∈ N, escojamos una curva Γn tal que

{x1, · · · , xn} ⊂ Γn.

Afirmamos que 〈Γn〉 es asintóticamente densa en X. En efecto:

Sea U ⊂ X abierto y no vaćıo.

Como D es denso en X,
U ∩D 6= ∅,

es decir,
xn0 ∈ U para algún n0 ∈ N.

De esta manera,
xn0 ∈ U ∩ Γn para cada n ∈ N

y 〈Γn〉 es asintóticamente densa, como hemos afirmado. �

En espacios de Fréchet-Urysohn, el Teorema 3.3.23 y la Proposición 3.2.11 pueden
combinarse.

De esta manera, las tres nociones de la densificabilidad en espacios topológicos
que hemos definido son equivalentes en espacios conexos por caminos de Fréchet-
Urysohn.

77
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Teorema 3.3.24 Sea (X, τ) un espacio conexo por caminos de Fréchet-Urysohn.
Los enunciados a continuación son equivalentes.

(1) X es topológicamente densificable.

(2) X es condicionalmente densificable.

(3) X es separable.

(4) X es secuencialmente separable.

(5) X es secuencialmente densificable.

Demostración. Para espacios conexos por caminos en general, el Teorema 3.3.23
prueba que

(1) −→ (2) −→ (3),

la Proposición 3.2.11 que
(4) −→ (5)

y la Proposición 3.3.16 que
(5) −→ (1).

Finalmente,
(3) −→ (4) ,

ya que X es de Fréchet-Urysohn. �

Cerraremos este caṕıtulo con la prueba de que los tres conceptos de densificabilidad
que hemos definido son equivalentes en espacios metrizables.

Aśı, la densificabilidad topológica es nuestra tercera (y, en cierto sentido, óptima)
extensión del concepto de densificabilidad condicional a espacios no metrizables.

Teorema 3.3.25 Sea (X, τ) un espacio metrizable. Las condiciones a continuación
son equivalentes.

(1) X es topológicamente densificable.

(2) X es condicionalmente densificable.

(3) X es secuencialmente densificable.

Demostración. Para espacios topológicos en general, la Proposición 3.3.16 prueba
que

(1) −→ (2)

y la Proposición 3.3.16 prueba que

(3) −→ (1).

Finalmente, en espacios metrizables en particular, la Proposición 3.2.5 prueba que

(2) −→ (3),

lo cual finaliza la prueba. �
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3.4. Curvas V-densas

En 2009, G. Mora introdujo el concepto de curva V -densa, extendiendo el concepto
de α-densidad (y de densificabilidad) a espacios vectoriales topológicos.

Definición 3.4.1 Sea (X,+, ·, τ) un espacio vectorial topológico, Y ⊂ X y V una
vecindad del vector 0.

Una curva Γ es V-densa en Y si y sólo si

Γ ⊂ Y e Y ⊂ Γ + V.

Definición 3.4.2 Sea (X,+, ·, τ) un espacio vectorial topológico e Y ⊂ X.

Y es densificable si y sólo si para cada vecindad V del vector 0 existe una curva
V -densa en Y .

Este concepto posee una ventaja sobre el de densificabilidad topológica, pues la
curvas V -densas permiten medir cuán próximo está una determinada curva de los
demás puntos del espacio. En contraste, la densidad asintótica de una sucesión de
curvas sólo caracteriza las propiedades de la sucesión entera; cada curva determinada
puede estar arbitrariamente lejos de los demás puntos del espacio.

Dada la utilidad del concepto de V -densidad, analicemos los v́ınculos existentes
entre la densificabilidad en espacios vectoriales topológicos y los conceptos de las
secciones anteriores.

Proposición 3.4.3 Todo subconjunto densificable de un espacio vectorial topológico
es aproximable por caminos.

Demostración. Sean (X,+, ·, τ) un espacio vectorial topológico,

Y ⊂ X

densificable y
{U1, · · · , Un}

una familia de abiertos no vaćıos de Y .

Para cada k ∈ {1, · · · , n}, elijamos

yk ∈ Uk y Wk ∈ τ tal que Uk = Wk ∩ Y,

y definamos
Vk := yk −Wk.

Claramente, los Vk y, por tanto,

V :=
n⋂
k=1

Vk,

son vecindades del vector 0.
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Por definición de densificabilidad, existe una curva Γ en Y tal que

Y ⊂ Γ + V.

Aśı, para cada yk, existe

ck ∈ Γ ⊂ Y tal que yk ∈ ck + V,

o bien,
ck ∈ yk − V ⊂ yk − Vk = Wk,

de manera que
ck ∈ Wk ∩ Y = Uk.

Esto prueba el enunciado. �

Lema 3.4.4 Todo subconjunto densificable de un espacio vectorial topológico es pre-
compacto.

Demostración. Sean (X,+, ·, τ) un espacio vectorial topológico,

Y ⊂ X

densificable y V una vecindad del vector 0.

Como + es continua, existe una vecindad U del vector 0 tal que

U + U ⊂ V.

Por definición de densificabilidad, existe una curva Γ en Y tal que

Y ⊂ Γ + U.

Como Γ es compacto, es precompacto, y existe un conjunto finito

F ⊂ Γ tal que Γ ⊂ F + U.

Aśı,
Y ⊂ Γ + U ⊂ (F + U) + U = F + (U + U) ⊂ F + V.

Esto prueba el enunciado. �

Los dos resultados anteriores nos permiten caracterizar los subconjuntos densifica-
bles de espacios vectorial topológicos en función de un concepto del caṕıtulo anterior.

Teorema 3.4.5 Un subconjunto de un espacio vectorial topológico es densificable si
y sólo si es precompacto y aproximable por caminos.

Demostración. La Proposición 3.4.3 y el Lema 3.4.4 prueban la implicación de iz-
quierda a derecha.

Para probar la implicación inversa, sean (X,+, ·, τ) un espacio vectorial topológico,

Y ⊂ X
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precompacto y aproximable por caminos y V una vecindad del vector 0.

Como + es continua, existe una vecindad U del vector 0 tal que

U + U ⊂ V.

Por definición de precompacidad, existe un conjunto finito

F ⊂ Y tal que Y ⊂ F + U.

Como Y es aproximable por caminos, existe una curva Γ que interseca a todos los
conjuntos de la familia

{a+ U : a ∈ F} .
Pero

Γ ∩ (a+ U) 6= ∅ si y sólo si (Γ + U) ∩ {a} 6= ∅,

de manera que
F ⊂ Γ + U

y, por tanto,

Y ⊂ F + U ⊂ (Γ + U) + U = Γ + (U + U) ⊂ Γ + V.

Esto prueba la implicación restante. �

En espacios vectoriales topológicos metrizables, hemos presentado definiciones de
densificabilidad en función de curvas α y V -densas. A partir del resultado anterior,
es fácil ver que estas definiciones son compatibles.

Corolario 3.4.6 Sean (X,+, ·, τ) un espacio vectorial topológico metrizable, Y ⊂ X
y d una métrica invariante en X que induce la topoloǵıa τ .

Y es densificable como subconjunto de (X,+, ·, τ) si y sólo si es densificable como
subespacio de (X, d).

Demostración. Basta observar que, por el Teorema 2.3.13 en espacios métricos y el
Teorema 3.4.5 en espacios vectoriales topológicos, Y es densificable si y sólo si es
precompacto y aproximable por caminos. �

A pesar de esta equivalencia en espacios metrizables, la densificabilidad de sub-
conjuntos de espacios vectoriales topológicos no metrizables no es equivalente a la
densificabilidad topológica o incluso condicional de dicho conjunto.

Obtendremos un ejemplo de esta no equivalencia a partir del resultado que presen-
tamos a continuación.

Proposición 3.4.7 El producto de subconjuntos de espacios vectoriales topológicos
es densificable si y sólo si cada factor es densificable.

Demostración. Basta combinar el Teorema 3.4.5, la Proposición 1.2.14 y la Propo-
sición 2.3.8. �

Ejemplo 3.4.8 IP(R) es densificable como subconjunto del espacio vectorial topológi-
co RP(R), pero no es condicionalmente densificable.
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Demostración. IP(R) es densificable en virtud de la Proposición 3.4.7, pero no es
condicionalmente densificable, en virtud de la Proposición 3.1.9. �

Como el Teorema 3.3.5 muestra que la definición de densificabilidad topológica es,
en cierto sentido, óptima, el Ejemplo 3.4.8 resalta un inconveniente.

A continuación, presentamos una definición alternativa de densificabilidad en espa-
cios vectoriales topológicos.

Definición 3.4.9 Sea (X,+, ·, τ) un espacio vectorial topológico, Y ⊂ X y 〈Zn〉 una
sucesión de subconjuntos de Y .

〈Zn〉 es linealmente densa en Y si y sólo si para cada vecindad del vector 0 existe
n0 ∈ N tal que

Y ⊂ Zn + V para cada n > n0.

Definición 3.4.10 Sea (X,+, ·, τ) un espacio vectorial topológico e Y ⊂ X.

Y es linealmente densificable si y sólo si posee una sucesión de curvas lineal-
mente densa.

La densidad lineal está ı́ntimamente vinculada con la densidad asintótica.

Lema 3.4.11 Toda sucesión de conjuntos 〈Zn〉, linealmente densa en un subconjunto
Y de un espacio vectorial topológico (X,+, ·, τ), es asintóticamente densa en Y .

Demostración. Sea U ⊂ Y abierto. Entonces existe W , abierto en X, tal que

U = Y ∩W.

Fijando a ∈ U , tenemos que
Wa := a−W

es una vecindad del vector 0.

Por definición de densidad lineal, existe n0 ∈ N tal que

Y ⊂ Zn +Wa para cada n > n0.

Aśı, si n > n0, existe
xn ∈ Zn tal que a ∈ xn +Wa,

de manera que
xn ∈ a−Wa = a− (a−W ) = W

y, por tanto,

xn ∈ Zn ∩W = (Zn ∩ Y ) ∩W = Zn ∩ (Y ∩W ) = Zn ∩ U.

Esto prueba que 〈Zn〉 es asintóticamente densa en Y . �

En conjuntos precompactos, densidad lineal y asintótica son equivalentes.

Proposición 3.4.12 Sean (X,+, ·, τ) un espacio vectorial topológico, Y ⊂ X pre-
compacto y 〈Zn〉 una sucesión de subconjuntos de Y .

〈Zn〉 es linealmente densa en Y si y sólo si es asintóticamente densa en Y .
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Demostración. El Lema 3.4.11 prueba que la implicación de izquierda a derecha se
satisface en general.

Para probar la implicación inversa, supongamos que 〈Zn〉 sea asintóticamente densa
en Y y sea V una vecindad del vector 0.

Como + es continua, existe una vecindad U del vector 0 tal que

U + U ⊂ V.

Aśı, como Y es precompacto, existe un conjunto finito

F ⊂ Y tal que Y ⊂ F + U.

Para cada a ∈ F , existe, por definición de densidad asintótica,

na ∈ N tal que Zn ∩ (a+ U) 6= ∅ siempre que n > na.

Luego, si
n > nF := {ka : a ∈ F} ,

tenemos que
F ⊂ Zn + U,

ya que
Zn ∩ (a+ U) 6= ∅ si y sólo si (Zn + U) ∩ {a} 6= ∅.

De esta manera,

Y ⊂ F + U ⊂ (Zn + U) + U = Zn + (U + U) ⊂ Zn + V para cada n > nF ,

y 〈Zn〉 es linealmente densa en Y .

Esto prueba la implicación restante. �

El resultado anterior nos permite caracterizar los conjuntos linealmente densificables
en función de la densificabilidad topológica.

Teorema 3.4.13 Sean (X,+, ·, τ) un espacio vectorial topológico e Y ⊂ X.

Y es linealmente densificable si y sólo si es topológicamente densificable y precom-
pacto.

Demostración. Y es precompacto en ambos casos. En efecto, si Y es linealmente
densificable, admite una sucesión de curvas linealmente densa que contiene infinitas
curvas V -densas para cada vecindad V del vector 0, de manera que Y es densificable
y, por el Teorema 3.4.5, precompacto.

Por la Proposición 3.4.12, Y admite una sucesión de curvas linealmente densa si y
sólo si admite una sucesión de curvas asintóticamente densa.

Esto prueba el enunciado. �

El resultado anterior ilustra que la densificabilidad lineal combina dos aspectos útiles
de las curvas V -densas y las sucesiones asintóticamente densas. Las últimas son las
únicas sucesiones de curvas que satisfacen las condiciones del Teorema 3.3.5, mientras
que las curvas V -densas permiten medir cuán próximo está una determinada curva
de los demás puntos del espacio.
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4.1. Densificadores

Todos los conceptos que hemos analizado hasta ahora están ı́ntimamente relaciona-
dos con el concepto de curva. Como toda curva está contenida en una componente
conexa por caminos, todos estos conceptos dependen de la estructura de las compo-
nentes conexas por caminos del espacio.

El concepto a continuación abarca un caso especial de esta estructura.

Definición 4.1.1 Sean (X, τ) un espacio topológico y R ⊂ X.

R es un densificador de X si y sólo si R es denso en X y R ∈ AX.

Ejemplo 4.1.2 (Velcro) V1 y V2 son ambos densificadores de V.

Demostración. Ya vimos en el Ejemplo 2.3.3 que V1 y V2 son las componentes
conexas por caminos de V y que V1 es denso en V.

El resultado para V2 se prueba de manera análoga. �

El ejemplo anterior muestra que el densificador de un espacio no es necesariamente
único.

De manera parecida a la aproximabilidad (numerable) por caminos, la existencia de
un densificador impone ciertas restricciones sobre la familia de componentes conexas
por caminos del espacio. De hecho, la existencia de un densificador es más fuerte
que la aproximabilidad numerable por caminos.

Proposición 4.1.3 Sea (X, τ) un espacio topológico.

Si X posee densificador, es numerablemente aproximable por caminos.

Demostración. Sea R un densificador de X.

Como R es conexo por caminos, es numerablemente aproximable por caminos, en
virtud del Lema 2.3.20.

Luego, X es numerablemente aproximable por caminos, en virtud de la Proposi-
ción 2.3.24.

Esto prueba el enunciado. �

En espacios separables, la existencia de un densificador garantiza la densificabilidad
condicional del espacio.

Corolario 4.1.4 Sea (X, τ) un espacio topológico.

Si X es separable y posee densificador, es condicionalmente densificable.

Demostración. Basta combinar la Proposición 4.1.3 con la Proposición 2.3.19. �

La propiedad de poseer un densificador es topológica. En efecto:

Proposición 4.1.5 Sean (X, τX) e (Y, τY ) espacios topológicos y f ∈ C (X, Y ) so-
breyectiva.

Si R es un densificador de X, f [R] está contenido en un densificador de Y .

85
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Demostración. Como f es continua, f [R] es conexo por caminos, si S es la compo-
nente conexa por caminos que lo contiene,

S ⊃ f [R] ⊃ f
[
R
]

= f [X] = Y.

Esto prueba el enunciado. �

Análogamente a la Proposición 2.3.8, tenemos el siguiente resultado para densifica-
dores.

Proposición 4.1.6 El producto de espacios topológicos posee densificador si y sólo
si cada factor posee densificador.

Demostración. Sea L un conjunto, 〈(Xλ, τλ)〉λ∈L una familia indexada de espacios
topológicos,

X :=
∏
λ∈L

Xλ

el espacio producto de la familia y πλ la proyección sobre la λ-ésima coordenada.

Para probar la implicación de izquierda a derecha, supongamos que X posea densi-
ficador.

Para cada λ ∈ L, como

πλ : X → Xλ

es una sobreyección continua, Xλ posee densificador, por la Proposición 4.1.5.

Esto prueba la primera implicación.

Para probar la implicación inversa, supongamos que cada Xλ posea densificador Rλ.

Como cada Rλ es conexo por caminos, por la Proposición 1.3.8,

R :=
∏
λ∈L

Rλ

es conexo por caminos y, por tanto, está contenido en una componente conexa por
caminos S.

Además,

S ⊃ R =
∏
λ∈L

Rλ =
∏
λ∈L

Rλ =
∏
λ∈L

Xλ = Y,

de manera que S es denso en Y .

Esto prueba la implicación inversa. �

No todos los espacios condicional o incluso topológicamente densificables poseen
densificador.

Ejemplo 4.1.7 (Hipercubo Roto) H es topológicamente densificable, pero no po-
see densificador.
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Demostración. Sea d una métrica heredada de IN.

Ya vimos en el Ejemplo 2.2.8 que (H, d) es densificable (y, por tanto, topológicamente
densificable) y que

AH = {Hn : n ∈ N} ,
donde cada Hn es compacto.

Esto imposibilita la existencia de un densificador en H. �

A partir del ejemplo anterior, construiremos un espacio compacto y topológicamente
densificable que no posee densificador.

Ejemplo 4.1.8 (Hipercubo Roto) βH es compacto y topológicamente densificable,
pero no posee densificador.

Demostración. Por el Teorema de Stone-Čech (1.4.2), βH es compacto.

En virtud del Ejemplo 2.2.8, H es topológicamente densificable. Por la Proposi-
ción 3.3.15, otro tanto ocurre con βH.

Supongamos, por reducción al absurdo, que R fuera un densificador de βH.

Como H es metrizable y separable, es de Lindelöf y, por el Teorema 1.4.5, realcom-
pacto.

Luego, por la Proposición 1.4.7, R ⊂ H o R se reduce a un punto.

En el primer caso, R seŕıa un densificador de H, contradiciendo el Ejemplo 4.1.7; en
el segundo caso, R no seŕıa denso en βH, contradiciendo la definición de densificador.

Esto prueba que βH no posee densificador. �

A continuación, presentamos una condición suficiente para la existencia de un den-
sificador en espacios aproximables por caminos.

Proposición 4.1.9 Sea (X, τ) un espacio aproximable por caminos.

Si algún abierto no vaćıo U interseca a sólo una cantidad finita de componentes
conexas por caminos de X, X posee densificador.

Demostración. Supongamos que no.

Entonces
F := {U} ∪

{
X \ Y : Y ∈ AX y Y ∩ U 6= ∅

}
es una familia finita de abiertos no vaćıos de X.

Por definición de aproximabilidad por caminos, existe una curva que interseca a
todos los conjuntos de F; sea R la componente conexa por caminos que contiene a
esta curva.

Por construcción, R interseca a U , de manera que

∅ 6= R ∩
(
X \R

)
⊂ R ∩Rc = ∅.

Esta contradicción prueba el enunciado. �
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La Proposición 4.1.9 posee un corolario importante, pues caracteriza a los subcon-
juntos condicionalmente densificables y con volumen de los espacios eucĺıdeos.

Teorema 4.1.10 Si X ⊂ Rn tiene interior no vaćıo, es condicionalmente densifi-
cable si y sólo si posee densificador.

Demostración. Para probar la implicación de izquierda a derecha, basta aplicar la
Proposición 4.1.9 a int X.

Para probar la implicación inversa, basta observar que X es separable y aplicar el
Corolario 4.1.4. �

La Proposición 4.1.9 proporciona una condición suficiente para la existencia de un
densificador en un espacio condicionalmente densificable, pero no es necesaria, in-
cluso si el espacio es topológicamente densificable. El ejemplo a continuación ilustra
esto.

Ejemplo 4.1.11 (Velcro Roto) Si

R1 := V1,R2 := V2 \ (I × {1}) y R := R1 ∪R2,

R es simplemente densificable, pero cada abierto no vaćıo interseca a una cantidad
infinita de componentes conexas por caminos de R.

Figura 4.1: R

Demostración. Hemos probado que V1 y V2 son densos en V, de manera que V1 y
R2 son densos en R. V1 es claramente separable.

Además, hemos probado que V1 es una componente conexa por caminos de V, de
manera que, a fortiori, es una componente conexa por caminos de R. En particular,
esto significa que V1 es un densificador de R.
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Como R2 ⊂ R×Q, tenemos que cada elemento de

Q2n ×
[
2−2n, 1

]
está compuesto por varias componentes conexas por caminos de R.

Aśı,

H
(
Q2n ×

[
2−2n, 1

]
, I3
)
≤ H (Q2n, I) +H

(
I ×

[
2−2n, 1

]
, I3
)

= 22n + 22n = 21−2n

y cada abierto interseca, por tanto, a una infinidad de estos conjuntos.

Aśı, R no cumple las hipótesis de la Proposición 4.1.9, lo cual finaliza la prueba. �

Cerraremos esta sección dando ejemplo de un subconjunto densificable de un espacio
eucĺıdeo que no posee densificador.

Ejemplo 4.1.12 (Panal de Abejas) Para cada n ∈ N, sea

Pn :=
({

2−n
}
× I × {0}

)
∪
({

2−n
}
×Qn ×

[
0, 2−n

])
∪
(
I ×Qn ×

[
2−n, 1

])
.

Si
P :=

⋃
n∈N

Pn,

P es densificable pero no posee densificador.

Demostración. Dado n ∈ N, observemos inicialmente que

Pn = Jn ∪
⋃
r∈Qn

(Ln,r ∪Kn,r) ,

donde

Jn =
{

2−n
}
× I × {0} , Ln,r =

{
2−n
}
× {r} ×

[
0, 2−n

]
y Kn,r = I × {r} ×

[
2−n, 1

]
.

Como Jn, los Ln,r y los Kn,r son curvas,(
2−n, r, 2−n

)
∈ Ln,r ∩Kn,r y

(
2−n, r, 0

)
∈ Jn ∩Kn,r

y Qn es finito, se sigue que Pn es una curva.

Como los Pn son dos a dos disjuntos, por el Corolario 1.3.14,

AP = {Pn : n ∈ N} .
Aśı,

H (Pn,P) ≤ H (Pn, I3)
≤ H (Pn, I2 × [2−n, 1]) + H (I2 × [2−n, 1] , I3)
≤ H (I ×Qn × [2−n, 1] , I2 × [2−n, 1]) + 2−n

= H (Qn, I) + 2−n

= 2−n + 2−n

< 21−n
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Figura 4.2: P1 y P2

Figura 4.3: P3 y P4

y, por tanto, P es densificable y denso en I3.
Finalmente, como Pn es cerrado, no es un densificador de P.

Esto prueba el enunciado. �

Averiguar si existen espacios métricos absolutamente densificables que no poseen
densificador aún constituye un problema abierto.
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Figura 4.4: P
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4.2. Densificabilidad simple

En la sección anterior, hemos probado que la existencia de un densificador implica
densificabilidad condicional en espacios separables. Sin embargo, como veremos a
continuación, esto no garantiza la densificabilidad topológica.

Ejemplo 4.2.1 (Agua y Aceite) A es separable y posee densificador, pero no es
topológicamente densificable.

Demostración. Ya vimos en el Ejemplo 3.3.20 que A1 es un densificador de A, en
el Ejemplo 3.3.21 que A2 es un subconjunto numerable y denso de A y en el Ejem-
plo 3.3.22 que A no es topológicamente densificable. �

Para subsanar esta deficiencia en espacios no metrizables, introducimos el siguiente
concepto.

Definición 4.2.2 Sean (X, τ) un espacio topológico.

X es simplemente densificable si y sólo si posee un densificador separable.

A menudo, querremos probar que un espacio topológico es simplemente densificable
sin determinar su familia de componentes conexas por caminos. Bajo esta conside-
ración, presentamos el resultado a continuación.

Proposición 4.2.3 Un espacio topológico es simplemente densificable si y sólo si
posee un subconjunto conexo por caminos, separable y denso.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio topológico.

Para probar la implicación de izquierda a derecha, basta elegir un densificador de
X y observar que éste es conexo por caminos, separable y denso en X.

Para probar la implicación inversa, sea A ⊂ X conexo por caminos, separable y
denso en X.

Como A es conexo por caminos, existe

R ∈ AX tal que A ⊂ R.

Aśı, como A es denso en X,

R ⊂ X ⊂ A ⊂ R,

de manera que R es separable y denso en X.

Esto prueba el enunciado. �

Los espacios simplemente densificables representan una clase particularmente mane-
jable de los espacios topológicamente densificables, pues su densificación mediante
curvas se reduce a la de un subespacio conexo por caminos. El resultado a continua-
ción ilustra esto.

Teorema 4.2.4 Sea (X, τ) un espacio topológico.

X es simplemente densificable si y sólo si posee una sucesión de curvas 〈Γn〉, asintóti-
camente densa en X y tal que

Γn ⊂ Γn+1 para cada n ∈ N.
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Demostración. Para probar la implicación de izquierda a derecha, supongamos que
X sea simplemente densificable, y sea R un densificador separable de X.

Por definición, R posee un subconjunto numerable y denso

D = {x1, x2, · · · } .

Dado n ∈ N, como R es conexo por caminos, existe un camino γn que une los puntos
xn y xn+1.

Definamos

Γn :=
n⋃
i=1

γi [I] .

Usando inducción, se prueba fácilmente que cada Γn es una curva, y es claro que

Γn ⊂ Γn+1 para cada n ∈ N.

Afirmamos que 〈Γn〉 es asintóticamente densa en X. En efecto:

Sea U ⊂ X abierto y no vaćıo.

Como D es denso en X, existe

n0 ∈ N tal que xn0 ∈ U,

de manera que
xn0 ∈ Γn0 ∩ U ⊂ Γn ∩ U para cada n > n0.

Esto prueba la primera implicación.

Para probar la implicación inversa, supongamos la existencia de una sucesión de
curvas satisfaciendo las condiciones del enunciado.

Sea
R :=

⋃
n∈N

Γn.

R es claramente conexo por caminos.

Además es separable, pues es unión numerable de conjuntos separables, y es denso
en X, pues cada abierto interseca a algún Γn.

Por la Proposición 4.2.3, la implicación restante se sigue. �

Como corolario, vemos que densificabilidad simple implica densificabilidad topológi-
ca.

Corolario 4.2.5 Todo espacio topológico simplemente densificable es topológicamen-
te densificable.

Demostración. Basta aplicar el Teorema 4.2.4. �

En conjunción con el ejemplo a continuación, esto muestra que la densificabilidad
simple es estrictamente más fuerte que la densificabilidad topológica.
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Ejemplo 4.2.6 (Hipercubo Roto) H es topológicamente pero no simplemente
densificable.

Demostración. Basta recordar los resultados del Ejemplo 4.1.7. �

La densificabilidad simple es una propiedad topológica. En efecto:

Proposición 4.2.7 La densificabilidad simple es invariante bajo sobreyecciones con-
tinuas.

Demostración. Sean (X, τX) e (Y, τY ) espacios topológicos, donde X es simplemente
densificable, y f ∈ C (X, Y ) sobreyectiva.

Por definición de densificabilidad simple, X posee un densificador R, que tiene un
subconjunto numerable y denso D.

Como f es continua y sobreyectiva,

f [R] ⊃ f [D] ⊃ f
[
D
]
⊃ f

[
D

]
⊃ f

[
R
]
⊃ f [X] = Y,

de manera que f [R] es denso en Y .

Además, como f es continua, f [R] es conexo por caminos, de manera que Y es
simplemente densificable, en virtud de la Proposición 4.2.3.

Esto prueba el enunciado. �

Análogamente a la Proposición 3.1.9, tenemos el siguiente resultado para la densifi-
cabilidad simple.

Proposición 4.2.8 Sean L un conjunto e 〈(Xλ, τλ)〉λ∈L una familia indexada de
espacios topológicos.

El espacio producto

X :=
∏
λ∈L

Xλ

es simplemente densificable si sólo si cada Xλ es simplemente densificable y

card {λ ∈ L : cardXλ > 1} ≤ c.

Demostración. Sea πλ la proyección sobre la λ-ésima coordenada.

Para probar la implicación de izquierda a derecha, supongamos que X posea densi-
ficador separable.

Para cada λ ∈ L, como
πλ : X → Xλ

es una sobreyección continua, Xλ posee densificador, por la Proposición 4.2.7.

Además, X es separable, y la desigualdad se sigue del Teorema 1.1.13.

Esto prueba la primera implicación.
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Para probar la implicación inversa, supongamos que cada Xλ posea densificador
separable Rλ.

Como cada Rλ es separable y conexo por caminos, por el Teorema 1.1.13 y la Pro-
posición 1.3.8,

R :=
∏
λ∈L

Rλ

es separable y conexo por caminos.

Además,

R =
∏
λ∈L

Rλ =
∏
λ∈L

Rλ =
∏
λ∈L

Xλ = X,

de manera que R es denso en X.

Por la Proposición 4.2.3, X es simplemente densificable.

Esto prueba la implicación restante. �

En espacios topológicos en general, la densificabilidad simple no es suficiente para
garantizar la densificabilidad secuencial del espacio.

Ejemplo 4.2.9 βR es simplemente densificable, pero no es secuencialmente densi-
ficable.

Demostración. Ya vimos en el Ejemplo 3.2.9 que βR no es secuencialmente densifi-
cable.

Sin embargo, en virtud de la Proposición 1.4.7, R es un densificador de βR.

Como R es separable, βR es simplemente densificable. �

Bajo las condiciones de la Proposición 4.1.9, densificabilidad topológica implica den-
sificabilidad simple.

Proposición 4.2.10 Sea (X, τ) un espacio topológicamente densificable.

Si algún abierto no vaćıo U interseca a sólo una cantidad finita de componentes
conexas por caminos de X, X es simplemente densificable.

Demostración. Por definición de densificabilidad topológica, X admite una sucesión
asintóticamente densa de curvas 〈Γn〉.
Como U es abierto y no vaćıo, existe

n0 ∈ N tal que Γn ∩ U 6= ∅ para cada n > n0.

Aśı, estas curvas están contenidas en una cantidad finita de componentes conexas
por caminos de X y, al menos una de ellas, debe contener infinitos términos de la
sucesión 〈Γn〉.
Sea R una de estas componentes y 〈Γnk〉k∈N la subsucesión de las curvas contenidas
en R.
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El conjunto ⋃
k∈N

Γnk

es separable, pues es unión numerable de conjuntos separables, y es denso en X,
pues cada abierto interseca a algún Γnk .

Por tanto, R es un densificador separable de X, lo cual prueba el enunciado. �

Corolario 4.2.11 Todo espacio topológicamente densificable con una cantidad finita
de componentes conexas por caminos, es simplemente densificable.

Demostración. Basta aplicar la Proposición 4.2.10 al espacio en śı. �

Cerraremos este caṕıtulo presentando dos caracterizaciones de la densificabilidad
simple en espacios particulares.

En espacios realcompactos, la densificabilidad simple puede ser caracterizada en
función de la estructura topológica de la compactificación de Stone-Čech del espacio.

Teorema 4.2.12 Sea (X, τ) un espacio realcompacto.

X es simplemente densificable si y sólo si C (βI∗, βX) contiene una sobreyección.

Demostración. Para probar la implicación de izquierda a derecha, supongamos que
X sea simplemente densificable, sea R un densificador separable de X y D un sub-
conjunto numerable y denso de R.

Por la Proposición 1.3.12, existe

γ ∈ C (I∗, βX) tal que D ⊂ γ [I∗]

que, por el Teorema de Stone-Čech (1.4.2), posee una extensión

βγ ∈ C (βI∗, βX) .

Finalmente, como βI∗ es compacto y βγ es continua, tenemos que

βX ⊂ X ⊂ R ⊂ D = D ⊂ (βγ) [I∗] ⊂ (βγ) [βI∗] = (βγ) [βI∗]

y βγ es la sobreyección buscada.

Esto prueba la primera implicación.

Para probar la implicación inversa, supongamos que C (βI∗, βX) contenga una so-
breyección f .

Como I∗ es un densificador separable de βI∗, βX es simplemente densificable, en
virtud de la Proposición 4.2.7.

Pero todo densificador de βX debe estar contenido en X, ya que X es realcompacto
y, por la Proposición 1.4.7, toda curva en βX o está contenida en X o se reduce a
un punto.

Esto prueba la implicación restante. �
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En espacios metrizables, obtendremos una caracterización de la densificabilidad sim-
ple en función de uno de los conceptos introducidos en el caṕıtulo 2.

Teorema 4.2.13 Un espacio metrizable es simplemente densificable si y sólo si es
separable y numerablemente aproximable por caminos.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio metrizable.

Para probar la primera implicación, basta observar que la existencia de un densifica-
dor separable implica la separabilidad y, por la Proposición 4.1.3, la aproximabilidad
numerable de X.

Para probar la implicación inversa, supongamos que X sea separable y numerable-
mente aproximable por caminos.

Como X es metrizable y separable, por el Teorema de Metrización de Urysohn
(1.2.8), posee una base numerable B.

Como X es numerablemente aproximable por caminos, existe γ ∈ C (I∗, X) tal que
γ [I∗] interseque a cada conjunto de B, de manera que la componente conexa por
caminos R que contiene a γ [I∗] es un densificador de X.

Como X es separable y metrizable, R es separable y X es simplemente densificable,
lo cual prueba la implicación restante. �
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Dimensión logaŕıtmica
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5.1. ANTECEDENTES

5.1. Antecedentes

Existen varias definiciones de dimensión fractal, que extienden el concepto intuitivo
de dimensión (es decir, una recta tiene dimensión 1, un plano dimensión 2, etc.) a
otros conjuntos. Una de las definiciones más populares, por la relativa facilidad de
hallarla de manera computacional, es la que presentamos a continuación.

Definición 5.1.1 Sea X ⊂ Rk acotado y no vaćıo, y sea N
δ
X el cardinal mı́nimo

de los recubrimientos de X mediante conjuntos de diámetro δ ∈ (0, 1).

La dimensión logaŕıtmica inferior de X es

dlogX := ĺım inf
δ→0

logN
δ
X

− log δ
.

Similarmente, la dimensión logaŕıtmica superior de X es

dlogX := ĺım sup
δ→0

logN
δ
X

− log δ
.

Si ambos valores coinciden, la dimensión logaŕıtmica de X se define como ese
valor común, es decir,

dlogX := ĺım
δ→0

logN
δ
X

− log δ
.

La dimensión logaŕıtmica se conoce por varios nombres distintos. En inglés, el más
utilizado es box-counting dimension.

En [4], se proporcionan varias alternativas para hallar la dimensión logaŕıtmica. Tal
vez la más útil en la práctica es la siguiente:

Definición 5.1.2 Si δ > 0, k ∈ N y X ⊂ Rk, definimos

NδX := cardMδX,

donde

MδRk :=

{
k∏
i=1

[miδ, (mi + 1) δ] : mi ∈ Z para cada i ∈ {1, · · · , k}
}

es la malla de tamaño δ de Rk y

MδX :=
{
C ∈MδRk : C ∩X 6= ∅

}
es malla de tamaño δ de X ⊂ Rn.

Proposición 5.1.3 Si k ∈ N y X ⊂ Rk es acotado y no vaćıo,

ĺım inf
δ→0

logNδX
− log δ

= dlogX y ĺım sup
δ→0

logNδX
− log δ

= dlogX.

En particular,

ĺım
δ→0

logNδX
− log δ

= dlogX,

si dicho ĺımite existe.
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Demostración. Ver [4, cap. 3, p. 42]. �

De particular interés para métodos iterativos es el resultado a continuación.

Proposición 5.1.4 Si k ∈ N y X ⊂ Rk es acotado y no vaćıo y 〈δn〉 es una sucesión
en (0, 1) tal que exista c ∈ (0, 1) con

cδn ≤ δn+1 ≤ δn para cada n ∈ N,

ĺım inf
n∈N

logNδnX
− log δn

= dlogX y ĺım sup
n∈N

logNδnX
− log δn

= dlogX.

En particular,

ĺım
n∈N

logNδnX
− log δn

= dlogX,

si dicho ĺımite existe.

Demostración. Ver [4, cap. 3, p. 44]. �

La dimensión logaŕıtmica de un subconjunto de R o R2 se puede hallar utilizando
herramientas informáticas, pero el cálculo de la dimensión de subconjuntos de Rk

se hace más complejo a medida que k aumenta. En [24], se proporciona una manera
de reducir este último caso al caso real.

Teorema 5.1.5 Sean k ∈ N, X ⊂ Ik y

ψ : Ik → I

una inversa a la derecha de
γ : I → Ik,

donde γ es la parametrización de Ik de Peano, Hilbert o Sierpiński †.

Si dlogX existe, entonces

dlogX = k · dlogψ[X].

Demostración. Ver [24]. �

Si bien esto reduce el cálculo de dlogX al cálculo de dlogψ[X], donde ψ[X] ⊂ I,
añade la dificultad que supone determinar ψ y ψ[X] y el propio manejo de las curvas
que llenan el espacio.

†La construcción de estas parametrizaciones se puede consultar en [21].
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5.2. Caminos delta-uniformes

Ya que [24] muestra que las parametrizaciones de las curvas que llenan el espacio
pueden facilitar el cálculo de la dimensión logaŕıtmica, y las curvas α-densas son
aproximantes a las curvas que llenan el espacio, es natural preguntarse si las curvas
α-densas se pueden emplear para el mismo propósito.

Haremos uso de las definiciones a continuación.

Definición 5.2.1 Sean k ∈ N, X ⊂ Rk y ε > 0.

El ε-entorno de X es

VεX :=
{
y ∈ Rk : d (y, x) ≤ ε para algún x ∈ X

}
.

Notación 5.2.2 Uk,δ :=
{
Y ∩ Ik : Y ∈MδIk, Y ∩ int Ik 6= ∅

}
Definición 5.2.3 Sean k ∈ N, γ un camino en Ik y δ > 0.

Diremos que γ es δ-uniforme si existe una biyección

ϕ : U1,δk → Uk,δ

tal que
γ|J : J → ϕ (J) para cada J ∈ U1,δk .

Ejemplo 5.2.4 El camino γ en I2, definido por

γ (t) = (t,mı́n {4t, |4t− 2| , |4t− 4|})

es 1
4
-uniforme.

Demostración. Probaremos este resultado formalmente en el Teorema 5.2.7.

En este caso particular, para cada intervalo

Jm :=

[
m

16
,
m+ 1

16

]
⊂ I,

se tiene que γ [Jm] está contenido en uno de los 16 cuadrados isométricos que par-
ticionan I2, como se puede observar en la Figura 5.1. �

Ejemplo 5.2.5 El camino γ en I2, definido por

γ (t) =

(
t,

1− cos 4πt

2

)
no es 1

4
-uniforme.

Demostración. Basta observar que γ−1
[[

0, 1
4

]2]
=
[
0, 1

12

]
. �

Los caminos δ-uniformes son casos especiales de las parametrizaciones de las curvas
α-densas en Ik.
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1

1

1

1

Figura 5.1: t 7→ (t,mı́n {4t, |4t− 2| , |4t− 4|}) y t 7→
(
t, 1

2
(1− cos 4πt)

)
Proposición 5.2.6 Todo camino δ-uniforme γ en Ik, con k ∈ N, parametriza una
curva δ

√
k-densa.

Demostración. Como γ es δ-uniforme, γ [I] interseca a cada hipercubo en Uk,δ.

Luego, basta observar que el diámetro de estos hipercubos es δ
√
k. �

El resultado a continuación establece la existencia de caminos δ-uniformes con δ
arbitrariamente pequeño.

Teorema 5.2.7 Sean n, k ∈ N.

Si γ es el camino en Ik definido mediante

γj (t) = mı́n
i∈Z

∣∣nj−1t+ 2i
∣∣ para cada j ∈ {1, · · · , k} ,

entonces γ es 1
n

-uniforme.

Demostración. Sean δ = n−1 y Γj la extensión de γj a la recta real, es decir,

Γj : R→ I y Γj (t) = mı́n
i∈Z

∣∣nj−1t+ 2i
∣∣ para cada t ∈ R.

Si t ∈ [0, δj−1], tenemos que∣∣nj−1t+ 2i
∣∣ = nj−1t+ 2i > nj−1t si i ∈ Z+

y ∣∣nj−1t+ 2i
∣∣ = 2|i| − nj−1t ≥ 2− 1 = 1 ≥ nj−1t si i ∈ Z−,

de manera que

Γj (t) = nj−1t si t ∈
[
0, δj−1

]
.
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Figura 5.2: t 7→
(
t,mı́n

i∈Z
|4t− 2i| ,mı́n

i∈Z
|16t− 2i|

)

Como

Γj (t+ 2δj−1) = mı́n
i∈Z

∣∣nj−1 (t+ 2δj−1
)

+ 2i
∣∣

= mı́n
i∈Z

∣∣nj−1t+ 2 + 2i
∣∣

= mı́n
i∈Z

∣∣nj−1t+ 2 (i+ 1)
∣∣

= mı́n
i−1∈Z

∣∣nj−1t+ 2i
∣∣

= mı́n
i∈Z

∣∣nj−1t+ 2i
∣∣

= Γj (t)

para cada t ∈ R, Γj es una función periódica de periodo 2δj−1.

Además,

Γj (−t) = mı́n
i∈Z

∣∣nj−1 (−t) + 2i
∣∣

= mı́n
i∈Z

∣∣− (nj−1t− 2i
)∣∣

= mı́n
i∈Z

∣∣(nj−1t− 2i
)∣∣

= mı́n
−i∈Z

∣∣nj−1t+ 2i
∣∣

= mı́n
i∈Z

∣∣nj−1t+ 2i
∣∣

= Γj (t)

para cada t ∈ R.
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Si k = 1, γ es la aplicación identidad y no hay nada que probar.

Supongamos que el enunciado sea cierto para k − 1.

Entonces la aplicación

γ̂ := (γ1, · · · , yk−1) : I → Ik−1

es una curva 1
n
-uniforme, de manera que existe una biyección

ϕ̂ : U1,δk−1 → Uk−1,δ

tal que
γ̂|J : J → ϕ̂ (J) para cada J ∈ U1,δk−1 .

Definamos
ϕ : U1,δk → Uk,δ

como sigue:

Para cada J ∈ U1,δk , por definición de U y el algoritmo de la división, existen

m ∈
{

0, · · · , nk − 1
}
, q ∈

{
0, · · · , nk−1 − 1

}
y r ∈ {0, · · · , n− 1}

tales que
J =

[
mδk, (m+ 1) δk

]
y m = nq + r.

Sea

ϕ (J) = ϕ̂
([
qδk−1, (q + 1) δk−1

])
×

 [rδ, (r + 1) δ] si q es par

[1− (r + 1) δ, 1− rδ] si q es impar
.

Como el par (q, r) es distinto para cada J y ϕ̂ es biyectiva, se sigue que ϕ es biyectiva.

Sea t ∈ J .

Tenemos que

qδk−1 = qnδk ≤ mδk ≤ t ≤ (m+ 1) δk ≤ (q + 1)nδk = (q + 1) δk−1,

de manera que
γ̂ (t) ∈ ϕ̂

([
qδk−1, (q + 1) δk−1

])
.

Si q es par, como
t− qδk−1 ∈ [0, δk−1],

tenemos que

γk (t) = γk
(
t− qδk−1

)
= nk−1

(
t− qδk−1

)
= nk−1

(
t− nqδk

)
= nk−1

(
t− (m− r) δk

)
= nk−1

(
t−mδk + rδk

)
= nk−1

(
t−mδk

)
+ rδ,
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de manera que
γk (t) ∈ [rδ, (r + 1) δ]

puesto que
nk−1

(
t−mδk

)
∈ nk−1

[
0, δk

]
= [0, δ].

Similarmente, si q es impar, como

(q + 1) δk−1 − t ∈ [0, δk−1],

tenemos que

γk (t) = γk
(
t− (q + 1) δk−1

)
= γk

(
(q + 1) δk−1 − t

)
= nk−1

(
(q + 1) δk−1 − t

)
= nk−1

(
δk−1 + nqδk − t

)
= nk−1

(
δk−1 + (m− r) δk − t

)
= nk−1

(
δk−1 − rδk −

(
t−mδk

))
= 1− rδ − nk−1

(
t−mδk

)
,

de manera que
γk (t) ∈ [1− (r + 1) δ, 1− rδ]

puesto que
−nk−1

(
t−mδk

)
∈ −nk−1

[
0, δk

]
= [−δ, 0].

En cualquier caso,
γ (t) ∈ (γ̂ (t) , γk (t)) ∈ ϕ (J) .

Esto prueba el enunciado. �
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5.3. Resultados

Probaremos el resultado principal de este caṕıtulo en tres partes.

Proposición 5.3.1 Si k ∈ N, δ ∈ (0, 1), X ⊂ int Ik es no vaćıo y γ es un camino
δ-uniforme Ik, se tiene que

NδX ≤ Nδkγ−1 [VαX] donde α = δ
√
k.

Demostración. Como γ es δ-uniforme, existe una biyección

ϕ : U1,δk → Uk,δ

tal que
γ|J : J → ϕ (J) para cada J ∈ U1,δk .

Para probar la primera desigualdad, sea Y ∈MδX.

Como X ⊂ int Ik,
JY := ϕ−1

(
Y ∩ Ik

)
está bien definido.

Fijando a ∈ Y y t ∈ JY , tenemos que

d (γ (t) , a) ≤ α.

Aśı,
γ (t) ∈ Vα {a} ⊂ VαX,

de manera que
γ [JY ] ∩ VαX 6= ∅

y, por tanto,
JY ∩ γ−1[VαX] 6= ∅.

Como la aplicación
Y 7→ JY

es inyectiva y JY está contenido en un único cubo de MδI, el enunciado queda
probado. �

Proposición 5.3.2 Dado k ∈ N, existe ck ∈ N tal que para cada δ ∈ (0, 1), cada
X ⊂ int Ik no vaćıo y cada camino δ-uniforme γ en Ik, se tiene que

Nδkγ−1 [VαX] ≤ ckNδX donde α = δ
√
k.

Demostración. Como γ es δ-uniforme, existe una biyección

ϕ : U1,δk → Uk,δ

tal que
γ|J : J → ϕ (J) para cada J ∈ U1,δk .
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Sea
J ∈MδkI tal que J ∩ γ−1[VαX] 6= ∅,

de manera que

J =
[
−δk, 0

]
, J =

[
1, 1 + δk

]
o K := J ∩ I ∈ U1,δk .

En el último caso, fijando
s ∈ K ∩ γ−1[VαX],

tenemos que
γ (s) ∈ γ[K] ∩ VαX ⊂ ϕ (K) ∩ VαX,

de manera que existe
y ∈ X tal que d (y, γ (s)) ≤ α.

Eligiendo
Cy ∈MδX tal que y ∈ Cy,

se tiene entonces que

d (Cy, ϕ (K)) ≤ d (y, ϕ (K)) ≤ d (y, γ (s)) ≤ α

y, por tanto,
d
(
M, δ−1ϕ (K)

)
≤ δ−1α =

√
k (5.1)

se satisface si
M = δ−1Cy.

Tomemos ck tal que ck− 2 sea el número de cubos M ∈M1Rk para los que (5.1) se
satisfaga.

Ahora, si K0 es otro intervalo de U1,δk , como

M1Rk =
{
j +M : M ∈M1Rk

}
para cada j ∈ Zk

y existe
j0 ∈ Zk tal que δ−1ϕ (K0) = j0 + δ−1ϕ (K) ,

podemos observar que ck no depende de la elección de K.

De esta manera, sólo hay ck − 2 elecciones posibles para Cy y, por tanto,

Nδkγ−1 [VαX] ≤ 2 + (ck − 2)NδX ≤ 2NδX + (ck − 2)NδX ≤ ckNδX,

ya que X es no vaćıo.

Esto prueba el enunciado. �

La Proposición 5.3.2, si bien no reduce el cálculo de dlogX al cálculo de la dimensión
logaŕıtmica de un conjunto de números reales, muestra que

logNδX = logNδkγ−1
[
Vδ√kX

]
+O(1), donde γ−1

[
Vδ√kX

]
⊂ R.

Los resultados a continuación formalizan como este resultado se puede utilizar para
facilitar el cálculo de la dimensión logaŕıtmica.
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Teorema 5.3.3 Sean k ∈ N y X ⊂ int Ik no vaćıo.

Si para cada n ∈ N, γn es una curva 2−n-uniforme en Ik, se tiene que

dlogX = ĺım inf
n∈N

N2−knγ
−1
n

[
V2−n√kX

]
n log 2

y dlogX = ĺım sup
n∈N

N2−knγ
−1
n

[
V2−n√kX

]
n log 2

.

En particular,

dlogX = ĺım
n∈N

N2−knγ
−1
n

[
V2−n√kX

]
n log 2

,

si dicho ĺımite existe.

Demostración. Dado δ ∈ (0, 1), la Proposición 5.3.1 y la Proposición 5.3.2 prueban
que

NδX ≤ N2−knγ
−1
n

[
V2−n√kX

]
≤ ckNδX,

de manera que

logNδX
n log 2

≤ logN2−knγ
−1
n

[
V2−n√kX

]
n log 2

≤ log (ckNδX)

n log 2
=

logNδX
n log 2

+
log ck
n log 2

.

Tomando ĺımites superiores, vemos que

dlogX ≤ ĺım sup
n∈N

logN2−knγ
−1
n

[
V2−n√kX

]
n log 2

≤= dlogX + ĺım
n∈N

log ck
n log 2

= dlogX.

El resultado para la dimensión inferior se prueba de manera análoga. �
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Conclusiones finales

Hemos introducido las nociones de densificador, pseudo-densificabilidad, densificabi-
lidad condicional y absoluta, aproximabilidad por caminos y aproximabilidad nume-
rable por caminos. Dichos conceptos han facilitado la comprensión de la propiedad
de la densificabilidad y han permitido obtener resultados tales como la caracteriza-
ción de los densificables en Rn con interior no vaćıo. Estimamos que por este camino
se puede llegar a una caracterización de la densificabilidad en espacios métricos
compactos.

Además, hemos extendido la propiedad de densificabilidad, conjuntamente con su
aplicabilidad a los problemas de optimización global, a espacios métricos no pre-
compactos y espacios no metrizables, introduciendo las nociones de densificabilidad
simple, secuencial y topológica. Asimismo, hemos demostrado que la densificabilidad
es la extensión óptima en espacios topológicos en general.

Asimismo, hemos comparado la densificabilidad topológica con la extensión ya exis-
tente de la densificabilidad a subconjuntos de espacios vectoriales topológicos. Esto
dio lugar a la densificabilidad lineal, un nuevo concepto que combina la ventajas de
las dos extensiones anteriores.

Finalmente, hemos presentado un nuevo método de reducción de variables que hace
uso de curvas alfa-densas. Este método reduce problemas de cálculo de la dimensión
logaŕıtmica a una serie de problemas unidimensionales del mismo tipo.
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numerablemente aproximable por

caminos, 51
realcompacto, 25
regular, 11
secuencialmente densificable, 60
secuencialmente separable, 13
simplemente densificable, 92
topológicamente densificable, 70
totalmente disconexo por

caminos, 22
vectorial topológico, 18

Hipercubo Roto, 51, 53, 86, 87

Lema
de Urysohn, 12

Métrica
precompacta, 14

Malla, 99

Panal de Abejas, 89
Parametrización, 20

Sucesión
asintóticamente densa, 66
asintóticamente densa por

sucesiones, 58
linealmente densa, 82

Teorema
de Hahn-Mazurkiewicz, 20
de Metrización de Urysohn, 15
de Sierpiński, 22

Velcro, 41, 85
Velcro Roto, 88

Y de Velcro, 44, 48
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