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Fundamentos de la Mecanica Cuantica

Resumen del Tema
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica iPara qué sirven la Quimica Cuantica y la Espectroscopia?

Estudio cuantitativo de la estructura de la materia

La Quimica Cuantica y la Espectroscopia permiten estudiar cuantitativamente la
estructura de la materia, compuesta por atomos enlazados entre si.

@ La Quimica Cuantica describe cuantitativamente la existencia y propiedades de los
atomos, de sus enlaces para formar compuestos y de la reactividad de éstos.

@ La Espectroscopia permite caracterizar atomos y moléculas estudiando la
interaccién entre ellos y la radiacién electromagnética.
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica iPara qué sirven la Quimica Cuantica y la Espectroscopia?

Estudio cuantitativo de la estructura de la materia

La Quimica Cuantica y la Espectroscopia permiten estudiar cuantitativamente la
estructura de la materia, compuesta por atomos enlazados entre si.

@ La Quimica Cuantica describe cuantitativamente la existencia y propiedades de los
atomos, de sus enlaces para formar compuestos y de la reactividad de éstos.

@ La Espectroscopia permite caracterizar atomos y moléculas estudiando la
interaccién entre ellos y la radiacién electromagnética.

@ Ambas hacen uso de la Mecanica Cuantica para poder describir correctamente los
estados de dtomos y moléculas, y por tanto de sus propiedades.

@ No podemos emplear la Mecanica Clasica pues es incapaz de describir
correctamente el movimiento de particulas tan diminutas como los electrones que
forman parte de atomos y moléculas.
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica Los problemas de la fisica clasica: dualidad onda-corpiisculo

Descripcion del estado segtin la Mecanica Clasica

La Mecanica Clasica distingue entre dos tipos de sistemas:
Ondas — perturbaciones no localizadas. Estado descrito por una funcién de onda W(r, t)

A
) . .
¢ n @ Difraccion de un haz de luz

monocromatico W de longitud
st ;> de onda )\ y frecuencia v a

través de la rendija S;.

| @ La funcién de onda difractada

52 W, produce un patrén de
@)= difraccién cuya intensidad
[ s viene dada por su médulo al
* e cuadrado: /; = |V;|> = VUiV,
W(y,t) = kvt © El maximo valor de /; se
. encuentra justo delante de la
= cos(ky — wt) + isen(ky — wt) rendija Sy.
2
k= Tﬂ, w = 27v
c=w/k=vA
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica

Los problemas de la fisica clasica: dualidad onda-corpiisculo

Descripcion del estado segtin la Mecanica Clasica

La Mecanica Clasica distingue entre dos tipos de sistemas:
Ondas — perturbaciones no localizadas. Estado descrito por una funcién de onda W(r, t)
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica Los problemas de la fisica clasica: dualidad onda-corpiisculo

Descripcion del estado segtin la Mecanica Clasica

La Mecanica Clasica distingue entre dos tipos de sistemas:
Ondas — perturbaciones no localizadas. Estado descrito por una funcién de onda W(r, t)

A

a) b) . I
1 @ Difraccién de un haz de luz

Y monocromatico W de longitud

g1 - [ Xmin de onda Ay frecuencia v a

través ambas rendijas S1 y Ss.

@ La funcién de onda difractada
Yy + W, produce un patrén de

@K~ difraccién cuya intensidad
, Lo Al+12 . <
Y 2, viene dada por su médulo al
x ~—4d cuadrado: 1 > = Uy + v, 2 =
(W1 |24 |Wa|? + W Wa + Wy £y + o,
@ La intensidad que llega a Xmin @ Los maximos y minimos se

con ambas rendijas abiertas es deben a que las ondas Wy y W,
viajan distancias diferentes di

menor que cuando s6lo esta y d> para llegar a un cierto x.
abierta una: Maximos: dy — da = n\.

h1+2 (Ximin) < 11 (Xmin) Minimos: dy — da = (2n+ 1)\ /2.

142 (Xmin) < f2(Xmin)
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica Los problemas de la fisica clasica: dualidad onda-corpiisculo

Descripcion del estado segtin la Mecanica Clasica

La Mecanica Clasica distingue entre dos tipos de sistemas:
Ondas — perturbaciones no localizadas. Estado descrito por una funcién de onda W(r, t)
Particulas — corpisculos localizados. Estado depende de posicién r(t) y velocidad #(t)

a) A b) .
@ Se lanzan particulas con
* distinto angulo pero la misma
st energia. La intensidad /(x) es
el niimero de ellas que llegan a
X.
0 @ Los perfiles 1 e I tienen
formas similares al
2\ L experimento con qu., pero se
2= generan de forma discontinua
a medida que las particulas
@ /(x) con ambas rendijas llegan al detector AB.
abiertas es mayor que cuando @ Cuando se abren ambas
sélo esta abierta una, pues es rendijas, el perfil 11> es la
la suma de ambas suma de h e b.

li2(x) = h(x) + 2(x) > h(x), (x)
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica Los problemas de la fisica clasica: dualidad onda-corpiisculo

Nueva Mecanica: particulas descritas por W(r, t)

La Mecanica Clasica no es aplicable a particulas muy pequefas: la difraccién de luz a
intensidades muy bajas s6lo es explicable en términos de particulas descritas por una
funcién de onda.

@ No tenemos una onda clasica: deberiamos
observar una disminucién paulatina de la
intensidad, pero el patrén deberia aparecer
de forma instantanea en toda su extension.

@ No tenemos un conjunto de particulas
clasicas: la llegada de manera discontinua es
compatible con un haz de particulas (que en
adelante denominaremos fotones), cada una
con la misma energia, pero 112 # h + b.

@ Cuando se producen suficientes impactos, se
observa que la densidad de probabilidad de
que la particula llegue a x es
P(x) = hs2(x) = [W1(x) + Va(x)[%.
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Postulados de la Mecanica Cuantica

Fundamentos de la Mecanica Cuantica

i.Cémo extraemos de W informacién sobre el estado del sistema?

Toda descripcién mecénica de un sistema fisico debe establecer:

© Cémo especificar matematicamente el estado de un sistema en un cierto instante.
@ Cémo calcular sus propiedades dindmicas en dicho instante.

© Cémo evoluciona con el tiempo el estado del sistema.

Mecanica clasica Mecanica cuantica

1. El estado en t esta determinado cuando se 1. (P-I) El estado en t esta determinado
conoce la posicién, r;(t), y el momento lineal, cuando se conoce su funcién de onda
pi(t), de cada particula i =1,2,..., N del W(ry,ra,...,ry;t).

sistema.

trayectoria -
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica

Postulados de la Mecanica Cuantica

i.Cémo extraemos de W informacién sobre el estado del sistema?

Toda descripcién mecénica de un sistema fisico debe establecer:

© Cémo especificar matematicamente el estado de un sistema en un cierto instante.

@ Cémo calcular sus propiedades dindmicas en dicho instante.

© Cémo evoluciona con el tiempo el estado del sistema.

Mecanica clasica

2. Toda variable dindmica A es funcién de r y p:

A= A(r,p)

Si el sistema esta en un estado dado por r y p,
al medir la variable A se obtendra el valor

A(r,p).

La medida de A no altera el estado del sistema.

ca y Espectroscopia

Mecanica cuantica
2. (P-II) Toda variable dinamica A tiene

asociado un operador hermitico A:
A~ A

(P-III) Los Gnicos posibles valores, o, que se
obtienen al medir A son los autovalores de A:

A"Z)n = an¢n

Al medir A en un estado descrito por W la
probabilidad de obtener el autovalor a, es
proporcional a | [ ;W2

El estado del sistema cambia de W a 1, como
resultado de la medida.

Curso 2014-2015
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica

Postulados de la Mecanica Cuantica

i.Cémo extraemos de W informacién sobre el estado del sistema?

Toda descripcién mecénica de un sistema fisico debe establecer:

© Cémo especificar matematicamente el estado de un sistema en un cierto instante.

@ Cémo calcular sus propiedades dindmicas en dicho instante.

© Cémo evoluciona con el tiempo el estado del sistema.

Mecanica clasica

3. Conocidos ri(to) y pi(to) es posible calcular
ri(t) y pi(t) para t > to a partir de las
ecuaciones de Hamilton:

. OH
pPi=

aq;
. _OH
9= o

H(r,p) = T(r,p) + V(r,p)

Son una forma matematicamente mas
conveniente de expresar las ecuaciones de
Newton en sistemas de varias particulas.

Mecanica cuantica

3. (P-IV) La evolucién del estado del sistema
esta gobernada por la ecuacién de Schrédinger
dependiente del tiempo:

ov(t)
ot

ih = Av(t) (1.1)

donde H es el operador Hamiltoniano,
correspondiente a la energia total del sistema.

Curso 2014-2015
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica Matematicas: niimeros y funciones complejas

Nameros complejos y funciones complejas de variable real.

Niameros complejos.
Representacién binémica: z=a-+ib a,breales i =+/—1
Complejo conjugado: z¥=a—ib (i — —1)
a=(z+z*)/2 b=(z—2z*)/2i
Médulo al cuadrado: |z|2 = z* -z = (a— ib)(a+ ib) = a® + b2
Representacién polar: z = r(cos(a) + isen(a)) = re®

moédulo: r = |z| = Vz*z

argumento o fase: a = arctan(b/a)

Funciones complejas de variable real.
Aplicacion V que asigna un niimero complejo € C a un niimero real x € R.

Representacién binémica: W(x) = a(x) 4+ ib(x)  a(x),b(x) funciones reales
Funcién compleja conjugada: W*(x) = a(x) — ib(x) (i +— —i)
Médulo al cuadrado: [W(x)|?2 = W(x)* - V(x) = a?(x) + b?(x)

Ejemplo: W(x) = Ae™™, A k reales — W*(x) = Ae—* — |W(x)|? = A2, a(x) = kx

Quimica Cuéantica y Espectroscopia (U.A Grado en Quimica Curso 2014-2015



Fundamentos de la Mecanica Cuantica Analisis del primer postulado

Postulado 1

El estado de un sistema en el instante t estad determinado por su
funcién de onda

\U(rl,rz, o, Iy, t)

Quimica Cuéantica y Espectroscopia (U.A Grado en Quimica Curso 2014-2015
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica Analisis del primer postulado

Postulado I: significado fisico de la funcién de onda

Caso simple: una particula en una dimensién (x)

|W(x, t)? —  densidad de probabilidad de encontar la particula en x ...
|W(x, t)[>dx —  probabilidad de encontar la particula entre x y x + dx ...
fab |[W(x,t)|?dx > probabilidad de encontrar la particula entre ay b ...

... en el instante t

+o0
/ |W(x)|*dx = probabilidad de entrontrar la particula en el eje x = 1

iPeroysi [1°° |W(x)[?dx = K # 1? = Normalizar:

’7l " 'xzx*i'i " X2X*5*
wfﬁw/_oohll()\d—ﬁ \/R/_NIW()Idefl (1.2)
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica Analisis del primer postulado

Postulado I: requisitos matematicos de las funciones de onda

i Qué condiciones debe reunir una funcién matematica f(x) para ser funcién de onda?

Debe ser continua y de cuadrado integrable (para poder ser normalizada)

[1FeoPax < o (1.3)
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica Analisis del primer postulado

Postulado I: generalizacién a muchas particulas en el espacio

Significado fisico de la funcién de onda de varias particulas (normalizada)

El valor de:
2
W (r1,r2, ..., ey, D)W(r,r2, ... ey, t)dridr - - - dry (1.4)
representa la probabilidad de encontrar simultaneamente a las particulas del sistema, en
el instante t, en los correspondientes elementos de volumen dry, dra, ..., dry
localizados, respectivamente, en ry, r2, ..., ry.
z .
dr,
0
dr; 2
Zy
Yil ¥ y

Xy

La generalizacién de la condicién de normalizacién es:

/~~-/\U*(r17r2,.‘.,rN;t)\ll(rhrz,...,rN;t)drldrz---drN:1 (15)

ca y Espectroscopia i Curso 2014-2015 13 / 175



Fundamentos de la Mecanica Cuantica Analisis del primer postulado

Postulado I: caracter vectorial de las funciones de onda

Las funciones de onda pertenecen a un espacio vectorial de dimensién infinita denominado
espacio de Hilbert

@ La expansién de W en términos de un conjunto completo de funciones de base

W:ZCn¢nZC1¢1+C2¢2+C3¢'3+"'

es analoga a la de un vector en términos de un conjunto de vectores de base

3 T T T T 3 T T T T
2+ E 2+ B
\ v
1h Vy=2j - 1+ 20; A
J P2
0 i Vy=3i ° 91 301
1 1 1 1 Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

@ ¢, = [YyW = (¢n, V) es el producto escalar entre la funcién ¥, y la funcién W
@ El orden es importante, cumpliéndose: (¢, W) = (W, ¢,)"

@ ;Conjunto de funciones de base? < autovectores de un operador hermitico.
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica Analisis del primer postulado

Postulado I: caracter vectorial de las funciones de onda

Notacién de Dirac

En 1958 Dirac introdujo la notacién “bra-ket”, que simplifica la expresion del producto
escalar de funciones

Magnitud Funcién de onda Dirac

Estado f(1) If)  (ket)
Conjugado (7) (fl (bra)
Producto escalar | [ f*(7)g(r)dr (flg) (bracket)
Norma J () f(r)dT (fIf)

Normalizacién [ (r)f(r)dr =1 (f|f)=1
Ortogonalidad [ (r)g(r)dr =0 (flg)=0

[ (r dT (F|A|f)
L ( T)f (Flf)

Valor esperado
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica Matematicas: operadores y ecuaciones de autovalores

Operadores (1): definicién, suma y producto

@ Definicién de operador. | Af
Operacion matematica que aplicada a una funcién la transforma en otra.

Operador derivada: b= d% — %xz = 2x
Ejemplos:
Operador multiplicar por x: X = x- — x2=x-x2=x3

@ Suma de operadores. ‘ (A+ B)f = Af + Bf ‘
La suma de dos operadores sobre una funcion es igual a la suma de cada uno aplicado a
dicha funcién.

Ejemplo: (D + £)x? = Dx? + %x® = £x% 4 x - x? = 2x + x3

@ Producto de operadores. AB

El producto de dos operadores aplicado a una funcién es igual a su aplicacion sucesiva:
primero actiia el mas cercano a la funcion y, sobre la funcién resultante, el otro.

(8D)x2 = £(Dx?) = 2(2x) = 2x2
Ejemplos: en general ABf # BAf

Curso 2014-2015 15 / 175
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica Matematicas: operadores y ecuaciones de autovalores

Operadores (2): conmutadores y operadores lineales

@ Conmutador. | [A, B]f = (AB)f — (BA)f ‘ Sies 0V f, se dice que Ay B conmutan

Ejemplo de operadores que no conmutan: x, d/dx

df(x) d

o E(X . f(x))

= xf'(x) — (F(x) + xf'(x)) = —F(x) =

Ejemplo de operadores que si conmutan: x, y

[2,91F 06 y) =x v FO,y) =y - x (x,y) = 0= [[%, 9] =0]

@ Operador lineal. ‘ B(a-f+b-g)=a-Bf+b-Bg

[%, D]f(x) = (RD)f(x) — (DR)f(x) = x

a, b nameros; f, g funciones.

Ejemplos: el operador derivada es lineal, pero no la raiz cuadrada.

) 0

2 (o700 + b 80)) = - (o 70) + - (b g(x)) = 2D + p%ED

Va-f(x) +b-glx) # aV/F(x) + by/e(x)
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica Matematicas: operadores y ecuaciones de autovalores

Autofunciones y autovalores (1): definicién y ejemplos

@ Ecuacién de autovalores. | Af = of

Una funcién propia (o autofuncién), f, de un operador A es aquélla que al aplicarle el
operador proporciona la misma funcién multiplicada por un escalar, «, que es su valor
propio o autovalor.

Ejemplo: e es autofuncién de d/dx con autovalor k.
d
9o _ gk
dx

f;ég,Af:af,Ag:ocg‘

Son autofunciones distintas que, sin embargo, tienen el mismo autovalor.

@ Autofunciones degeneradas de un operador.

@ Operador lineal: nimero por autofuncién. ‘ B(c-fy=c-Bf=c-Bf =p(c-f) ‘

Para un operador lineal, el producto de una autofuncién por un escalar es también
autofuncién con idéntico autovalor.

@ Operador lineal: autofunciones degeneradas.

f#g,Bf = Bf,Bg = Bg = Baaf + c2g) = ca(Bf) + c2(Bg) = c1(Bf) + c2(Bg) = B(caf + c28) \

Para un operador lineal, cualquier combinacién lineal de autofunciones degeneradas suyas
es también autofuncién con idéntico autovalor

ica y Espectroscopia ( Grado en Quimica Curso 2014-2015 17 / 175



Fundamentos de la Mecanica Cuantica Matematicas: operadores y ecuaciones de autovalores

Autofunciones y autovalores (2): operadores independientes

@ Suma de operadores lineales independientes: autofunciones y autovalores.

Denominamos operadores independientes a aquéllos que actGan sobre variables
distintas; por ejemplo:

A(x)f(x) = af(x)
B(y)e(y) = Bsly) (16)
(3
(A + B(y)) F(x)g(y) = AX) (F(x)&(y)) + B(y) (F(x)g(y))
=g(y)(A()f(x)) + F(x)(B(y)g(y))
=g(y)(af(x)) + f(x)(Be(y))
= (a+ B)f(x)g(y) (1.7)

las autofunciones de cada uno de ellos, y como autovalores la suma de los autovalores

La suma de operadores lineales independientes tiene como autofunciones el producto de
correspondientes.
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica Matematicas: operadores y ecuaciones de autovalores

Operadores hermiticos

Definicién de operador hermitico.
Operador lineal que cumple /f*(T)A(T)g(T)dT = (/ g*(T)A(T)f(T))

Los operadores utilizados en mecanica cuantica son hermiticos.

Autovalores de un operador hermitico.
Los autovalores de un operador hermitico son reales.

Autofunciones no degeneradas.
Las autofunciones de un operador hermitico con valores propios distintos son ortogonales:

Si A es hermitico y Ayy = 11, Aa = axths con a1 # az = /L/JH& = /@05% =0

Autofunciones degeneradas.
Siempre es posible hallar combinaciones lineales de autofunciones degeneradas que sean

ortogonales entre si.

Funciones de base.
El conjunto de funciones propias de un operador hermitico forma una base completa

del espacio vectorial de Hilbert:

Dicha base siempre puede construirse ortonormal: [ ¢Fy;=5;.

19 / 175
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica Analisis de los postulados II-1V

Postulado 11

Toda variable dinadmica A tiene asociado un operador hermitico A

Quimica Cuéntica y Espectroscopia imi Curso 2014-2015 20 / 175



Fundamentos de la Mecanica Cuantica Analisis de los postulados II-1V

Postulado II: observables y operadores

Espectro: conjunto de valores de un observable

Observables <> operadores hermiticos <> autovalores reales = espectro real.
Puede ser continuo, discreto 6 mixto (combinacién de los dos anteriores).

Expresion del operador asociado a una variable dindmica

A(r,p) — A(#,p) (1.8)
Observables Operadores correspondientes
X y z X =x- y=y- 2=z
px Py P po = —ihg. By =—ihg, P =—ihg
P’ =pi+p. +p: =R+ P+ =1L+ L+ L) = 1V
T=1 T=f=tlget ot gal =4V

E=p*2m+ V(r,t) H=-EV24 V(1)

Grado en Quimica Curso 2014-2015 21 / 175
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica Analisis de los postulados II-1V

Postulado 111

@ Los (nicos posibles valores, o, que se obtienen al medir el observable
A son los autovalores del operador A asociado al mismo
Ay = antpy

@ Al medir A en un estado descrito por W la probabilidad de obtener el
autovalor o, es

2
P(an) = Ujfﬁ:ﬁﬂ

o El estado del sistema cambia de W a 1, como resultado de la medida.
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica Analisis de los postulados II-1V

Postulado III: perturbacion debida a la medida

La medida del observable A el estado del sistema

En el caso mas general W, antes de la medida, es una superposicién de autoestados de A

V= Z Chpn = a1 + Q22 + 3P + - - - ch = [rW Awn =anthy  (1.9)

sin que sepamos a priori en cuél de ellos estara el sistema inmediatamente después de
hacer la medida.

@ Si al medir A en el estado W se obtiene el autovalor o, = el estado del sistema
inmediatamente después de medir es el correspondiente a la autofuncién v, de A.
@ La probabilidad de que esto suceda es proporcional al coeficiente que la
correspondiente autofuncién tiene en la expansion de la funcién de onda (1.9)
2
_ P )P cen el

ST T W) ) (el (1.10)

P(an)

@ Si la funcién estd normalizada, f\ll*\ll =1, entonces

2 1% .
P, =cyca = |cal”, funcién de onda normalizada
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica Analisis de los postulados II-1V

Postulado III: perturbacion debida a la medida

Ejemplo: medida del observable A en el estado dado por ¥

vt ¥y,

Alﬂl:al'wl
/A\'Iﬁziazwz
Oz17éa2
N N(a1) f(a1) N(az) f(a2)
o MEAMOSA, o, gy (MEAMOSA, ) 10 01 1 11
y MedmOs A, oy (MEIMSA, oy ) 2 0 02 2 22
v medimos A 17zl)l(medlmosA 041,1/)1"') 3 1 1/3 2 2/3
" medimos A 27¢2(med|m05A az,ipz"') 4 1 1/4 3 3/4
C‘2 . . o
P(ai) = gy = limn oo f(ei) = limyo o M52 00 1/9 8/9

Quimica Cuéantica y Espectroscopia (U.A Grado en Quimica Curso 2014-2015 24 / 175



Fundamentos de la Mecanica Cuantica Analisis de los postulados II-1V

Postulado III: valor esperado

Definicién de valor esperado del observable A en el estado |W)

(\II|A|\II) . Jw(rs,. .., rN)*A\II(rl, oo, ry)dry - dry

(A = (W) [ W(ry, ... en)*VY(ry, ..., ry)drg - - dry

(1.11)

Introduciendo la expansién (superposicion) de W) = > cp|tbn) en la definicidn anterior:

Zan d)ﬂn}\'\i Zan|cn| =" a.P(ay) (1.12)

@ El valor esperado del observable A puede calcularse sumando todos los posibles
autovalores a, multiplicados por la correspondiente probabilidad P, de medir dicho
valor.

@ Es decir, el valor esperado se interpreta como el valor promedio de una serie de
medidas de A en un conjunto de sistemas preparados idénticamente.

Problema ejemplo:
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica Analisis de los postulados II-1V

Postulado III: valor esperado

Ejemplo: medida del observable A en el estado dado por ¥ = 1/3%; 4+ v/8/34»

N N(ai) far) N(az) f(az) A
v medimos A s, 2 1 0/1 1 1/1 0-a1+1- -
v medimos A az, 2 2 0 0/2 2 2/2 0O-ar+1 -
v medimos A ar, 3 1 1/3 2 2/3 1/3-a1+2/3 a2
y medimos a2, 4 1 1/4 3 3/4 1/4-01+3/4
oo 1/9 8/9 1/9-01+8/9 a
2
i . . N(a
P(a;) = <l|(1:||\U> = limy_ oo f(ai) = th*)oo% (1'13)
(A) = a1P(o1) + 2 P(az) (1.14)

Quimica Cuéantica y Espectroscopia (U.A Grado en Quimica Curso 2014-2015 26 / 175



Analisis de los postulados II-1V

Fundamentos de la Mecanica Cuantica

Postulado III: imprecision en la medida de un observable

Imprecisién en la medida de un observable = desviacion estandar AA

AA =/ (A2) — (A)2 (1.15)

Ejemplo: distribucién normal de probabilidad

T T T T T T
0.5 P(x)=exp(-(x-p)2/202)/(2n0?)}/2

Px)

Cuanto menor es la desviacién estandar, menor es la imprecisién (incertidumbre o
indeterminacion) en la medida de dicho observable
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica Analisis de los postulados II-1V

Postulado III; medida simultdnea de dos observables; indeterminacién

Teorema: relacién de indeterminacién
(interdependencia de las imprecisiones en la medida simultanea de dos observables)

AAAB > % (W[[A, B]|w) (1.11)

Por tanto sélo dos operadores que conmuten (compatibles)
[A,Bl=AB—-BA=0 (1.12)

pueden ser medidos simultdneamente con absoluta precisién.

Ejemplo: La posicién y el momento de una particula no pueden ser medidos
simultdneamente con absoluta precisién, pues:

[, ] = il = AxDpy > )2 (1.13)

Cuando una de las dos magnitudes se conoce con mayor precisién, mayor es la
imprecisién sobre |la otra — imposibilita usar la mecénica clasica para describir estados.
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica Analisis de los postulados II-1V

Postulado III: los operadores que conmutan comparten autofunciones

Teorema

Los operadores que conmutan entre si poseen un conjunto de autofunciones comunes

Conjunto completo de operadores que conmutan (CCOC)

Es un conjunto de operadores Hermiticos que:
@ Conmutan mutuamente entre todos ellos.
@ Sus autoestados comunes forman un conjunto completo y no degenerado (tnico).

De forma que sus correspondientes autovalores caracterizan el estado del sistema, pues
determinan los valores de los observables que pueden ser medidos simultaneamente y
con absoluta precision.
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica Analisis de los postulados II-1V

Postulado IV

La evolucién de la funcién de onda con el tiempo viene dada por la ecuacién de
Schrédinger dependiente del tiempo:

I,halll(rl, s, )

ot = AV(ry,...,tw, t) (1.14)

donde H es el operador Hamiltoniano, correspondiente al observable energia total del
sistema.
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica Analisis de los postulados II-1V

Postulado 1V: obtencién de la funcién de onda cuando V # V/(t)

estados estacionarios del sistema

Si V # V/(t) la ecuacién de Schrédinger tiene soluciones del tipo,
W(rs, ... en,t) = (re, ... ey)e B0 (1.14)

denominados estados estacionarios.

La parte espacial de la funcién de onda de un estado estacionario cumple la denominada
ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo:

Are, ... oen)(rn, .. o) = Eg(ra, ..., en) (1.15)

v
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica Analisis de los postulados II-1V

Postulado |V: estados estacionarios

@ Los estados estacionarios se denominan asi porque ni la energia ni la densidad de
probabilidad, |¥|?, dependen del tiempo:
2 —iEt/h)2
[W(ry, ... en, t))2 = |i(re, . .., en)e 77
= (ry, ..., rn)Y(r1, ... rn) - e Et/hgiEt/h

[(re, ... oen))?

@ La solucién mas general a la ecuacién de Schrédinger es una superposicién de
estados estacionarios:

V(.. e t) = cotba(ra, ..., ) exp(—iEnt/h) (1.16)

n
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Fundamentos de la Mecanica Cuantica Repasa y completa tu informacién

Repaso de conceptos del Tema 1.

Repasa los conceptos y compleméntalos con las siguientes fuentes
(Quimica Cuantica (Bertran y otros))

Postulados de la Mecanica Cuantica: §1.3, §1.4
Fundamentos matematicos: §1.2

Resumen de conceptos: §1.5
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Sistemas modelo

Resumen del Tema

9 Aplicacién de la Mecéanica Cuantica a sistemas modelo
@ Caracteristicas de los sistemas y esquema de trabajo
@ La particula en una caja monodimensional
@ Particula en cajas bi y tridimensionales: degeneracién
@ Oscilador arménico monodimensional: tratamiento clasico
@ Oscilador arménico: tratamiento cuantico
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Sistemas modelo Caracteristicas de los sistemas y esquema de trabajo

i Por qué vamos a aplicar los postulados a sistemas modelo?

Sencillez matematica y riqueza en informacién fisico-quimica J

@ La ecuacién de Schrédinger es relativamente facil de resolver.
@ llustran diferencias y similitudes entre el comportamiento clasico y cuantico

@ Muchos fenémenos fisicos pueden se pueden modelar empleando estos sistemas.

Potenciales independientes del tiempo )

@ Estudiaremos sistemas de una sola particula con V # V/(t) — estados estacionarios.

@ Resolviendo la correspondiente ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo.

Importancia de las condiciones de contorno al resolver la ecuacién de Schrédinger J

@ Juegan un papel decisivo, tanto a nivel matematico como fisico.

@ Determinan qué soluciones a la ecuacién de Schrédinger son fisicamente razonables.

uimica Cuantica y Espectroscopia Grado en Quimica Curso 2014-20 35 / 175



Sistemas modelo Caracteristicas de los sistemas y esquema de trabajo

Estudio de los sistemas: esquema de trabajo en quimica cuantica

1. Construccién del operador hamiltoniano A=T+V= —;"—rznc‘,’x—z + V(x),
indicando la expresion explicita del potencial en funcién de las coordenadas: V = V/(x)
4
2. Resolucién de la ecuacién (diferencial) de Schrédinger
~ i d*W(x)
HV = EV — 5 e + V(x)V¥(x) = EV(x) (2.1)

bajo las condiciones de contorno apropiadas.

I

3. Anilisis del espectro: valores de E, y de los estados: W — |W|? J
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Sistemas modelo La particula en una caja monodimensional

Paso 1. Descripcién del problema: forma del potencial

Nuestro sistema: particula confinada por dos barreras infinitas de energia potencial J
Vi(x) = o x<0yx>a
VH(X) = Vo(: 0) 0 S X S a
I II I
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Sistemas modelo La particula en una caja monodimensional

Paso 2a. Solucién general de la ecuacién de Schrédinger

@ Comenzamos dividiendo el problema en dos partes, una para cada region:
Region I: Ay = Enpy (2.2)
Regién II: I:Im/m = Eyyuy (2.3)

@ A continuacién resolvemos la ecuacién de la regién |I:

h? d?
o dxdz)l + oothr = Ejy (2.4)
n? d?
5 d;f’ + (00— E)y =0 (2.5)
s by =0 (2.6)

En otras palabras, si V = oo la particula no puede atravesar la barrera.

© La solucién general en la regién 1l es:

Ex+ B sen

= Ei/)u — w/[(X) = Acos

x  (2.7)
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Sistemas modelo La particula en una caja monodimensional

Paso 2b. Condiciones de contorno: espectro discreto

@ 1) debe ser continua — condiciones de contorno:
¥(0) =4¢y(0) =0 = Acos(0)+ Bsen(0) =0=A=0

nm

Yi(a) =¢p(a) =0 = Bsen(ka) =0= ka=nr=k=—, n=1,2,...
a

@ Como k =+2mE/h = nr/a, tenemos que tanto ) como E estin cuantizadas:

Er= n=1,2,3,... (2.8)

) n?h?

Pn = Bsen(n—ﬂx
a

@ Finalmente, determinamos B aplicando la condicién de normalizacién de 1.
Como ¢ #0s6losi 0 < x < a:

._.
Il

/_:O Y(x)T(x)dx = /oa P (xX)p(x)dx = B /Oa sen? (@>dx

a
B2 a 2nm
— (x — —— sen —x)
2nm a

S B2 2
=2 a—0=22  B=,/°
2 2 a

0

wn(x):\/gsen(ﬂax) n=1,23,... (2.9)
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Sistemas modelo La particula en una caja monodimensional

Paso 3a. Anilisis del espectro

n @ La energia mas baja es distinta de cero
25 5 < energia de punto cero

< principio de indeterminacién:
E=0—-p=0— Ap=0, pero Ax = a.

:E 16 4 @ La separacién entre dos niveles

b energéticos es:
9 3 2
. . AE=(2n+1)z — (210)
3 1 lima— oo AE = 0 — particula libre

limm— oo AE = 0 — particula clasica

Principio de correspondencia:
El comportamiento discontinuo no se puede apreciar en sistemas macroscopicos

< h? es del orden de 107%7 J2s2
< cuanto mayores son a 'y m, mas proximos estan los niveles y en particulas grandes y
recintos proporcionales, la Mecanica Cuantica lleva al continuo de la Mecénica Clasica.
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Sistemas modelo La particula en una caja monodimensional

Paso 3b. Analisis de la funcidén de onda

L e B E— T

Y f—— ———— ey

bol) — lw2(x)[2

Y1(X) ——— ——— ly1(x)|?
0 a 0 a

@ La densidad de probabilidad de encontrar a la particula no es uniforme en toda la
caja y depende del estado en cuestion.

@ Nodos: puntos donde W=0. El nimero de nodos en cada estado es n — 1.

@ Cuando n — oo el nimero de nodos es tan grande que la probabilidad de encontrar
la particula entre x y x + Ax seria la misma para toda la caja — limite clasico.

Problema ejemplo:
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Sistemas modelo Particula en cajas bi y tridimensionales: degeneracién

Paso 1. Descripcién del problema: forma del potencial

En este caso la particula se encuentra confinada en una caja rectangular de lados a 'y b:

dentro de la caja, el potencial es cero

fuera de la caja, el potencial es infinito
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Sistemas modelo Particula en cajas bi y tridimensionales: degeneracién

Paso 2. Solucién de la ecuacion de Schrodinger

@ Como el potencial dentro de la caja es cero, el Hamiltoniano es la suma de la energia
cinética en cada direccién:

2 92 2 92
H=T()+ T(Y):—%%— 2%8872 (2.11)
y por tanto suma de operadores independentes — separable.
@ Por ello la solucién a la ecuacién de ecuacion de Schrédinger:
(A() + H)) ¥ (x,y) = Ev(x,y)
es inmediata, pues podemos aplicar la técnica de separacién de variables del tema 1:
Y(x,y) = ()P(y)
= (A(x) + A)v)%(y) = (Ex + Ey)p(x)3(v)
= Aap(x) = Bab(x),  Ayi(y) = E(y)

@ La solucién de cada ecuacidn es la misma que para una caja monodimensional, por tanto:

2 Ny X 2 nym
wwwwzwwwm:%%4X) Zsen () (212)
a a b b
Wn2 W B 02 on
Enny = En + En, = s + =% = %(?2 + E)’ neny=1,2,...

Es decir: tanto la funcién de onda como la energia dependen de dos niimeros cuéanticos.
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Sistemas modelo Particula en cajas bi y tridimensionales: degeneracién

Paso 3. Analisis de la funcién de onda

@ Se observan lineas nodales
siempre que ny, n, # 1.

RN

A \\
//”/”:’,,"0.’::“\\\‘ N

,t,t,l,ln,,'oo \\\‘\ -

R “‘\“
777 'l' 0,.0

= =
0
X
Y %

@ En una caja bidimensional
o cuadrada (a = b) aparecen
dos estados degenerados
cuando ny # ny. La
degeneracién es consecuencia
de la simetria del potencial
causada por la simetria de la

\“‘sv‘.

=
-~.‘;\‘

A N “”".".",'-,'-:-—- \\ . on
W2 K .&\\\ N ~< lwi,2l? 74 ‘\\\\\\\‘\/"\\\\\\\ propia caja.
' @““’? 0 — .'...wts.‘““ 0
X
y b y b a

A ""_‘X‘\\
N
"ll',,, “""ll’.

2R >
Q\\‘\\s%,,;:/, /;z. \‘é,’,,,

LTSN
< /lN
/l"\ ‘
’llﬁ I '/'/l' ’g

2,2 <
@ 0 V"e;sm 0
0 ' 0 » é 8
b a b a
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Sistemas modelo Particula en cajas bi y tridimensionales: degeneracién

Caja tridimensional

La generalizacién a tres dimensiones es sencilla. Aplicando la técnica de separacién de

variables se llega a:

wnx,ny,nz(xv}’»z) = wnx(x)d)ny(}’)d)nz(z)> Nx, Ny,n; =1,2,. ..

2 (nxnx) 2 (nﬂry) 2 (nzwz)
= 4/ —sen —sen —sen| ——
b b c c

a a
n /n? nﬁ n?
Enx,ny,nz = Enx + Eny + Enz = 87m (; E g) (213)

@ Degeneracion: aparecera si al menos dos de los lados son iguales, siendo superior a
dos (estados con la misma energia) sia= b =c.
@ Aplicacién como modelo: permite deducir los niveles energéticos de un gas de

particulas no interactuantes.
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Sistemas modelo Oscilador arménico monodimensional: tratamiento clasico

Caracteristicas del oscilador armdnico en Mecanica Clasica

@ Es un sistema monodimensional en el que la fuerza es directamente proporcional y de
sentido opuesto al desplazamiento respecto de un punto central:

F=—k«= _V(x) — V(x) = %kﬁ (2.14)

dx
donde k se denomina constante de fuerza.

@ La integracién de la ecuacién clasica del movimiento (segunda ley de Newton) conduce a:

x(t) = Asen(wt + b) (2.15)
k .
w =27y =/ — frecuencia angular (2.16)
m
Asen b : elongacién inicial (2.17)
A elongacién maxima (amplitud) (2.18)

@ Descripcién clasica: interconversién entre energia cinética y potencial

x=20 V=0 T = Thax
x=A V = Viax T=0

1
0<|x| <A T+V:E:§kA2: const.
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Sistemas modelo Oscilador arménico: tratamiento cuantico

Autofunciones y autovalores de la ecuacion de Schrodinger

Ecuacién de Schrodinger: ecuacién diferencial de orden 2 con coeficientes variables. )
B d?y(x)  mw? ,
_ - =E 2.19
o S+ () = Evlx) (2:19)
Solucién (ver anexo del Tema 2) )
EV:hu(v+1) v=0,1,2,... (2.20)
2
y(x) = NyHy(x)e /2 a=mw/h (2.21)

donde N, es un factor de normalizacién
N, = (2"v!)~1/2 (E)l/“
K
y Hy(x) son los denominados polinomios de Hermite

v Hy (x)
0 1
1
2
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Sistemas modelo Oscilador arménico: tratamiento cuantico

Analisis del espectro y de la funcién de ond

6 T T T - v=5 /\ T V=10 K
5 F
of 7 v-t /\/\AAN\AA/\
> v=3 o
£ 3 — — > -
w v=2 =
2 - -
1 i v= v=0
V=
O 1 1 1 t T t T t
-4 -2 0 2 4 -6 -4 -2 0 2 4 6
X X

La separacién energética es constante: E, x v.
Eo # 0: energia vibracional del punto cero.

La funcién de onda se extiende méas alla del punto de retorno clasico E = V
— presencia de la particula en regiones clasicamente prohibidas: efecto tunel.

@ En el estado fundamental la densidad de probabilidad es maxima en el origen, pero
se va desplazando hacia los extremos a medida que v aumenta (limite clasico).

Problema ejemplo:
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Sistemas modelo Oscilador arménico: tratamiento cuantico

Oscilador arménico tridimensional

@ Para este sistema, la forma del potencial

1
2

1

Vix,y,z) = V(x)+ V(y)+ V(z) = %kfﬁ + DKy + Ek§z2 (2.22)

conduce a un Hamiltoniano separable:
A= HAx)+ Ay) + A(z) = (T(x) + V(x) + (T(y) + V(y) + (T(z) + V(2))

@ Por tanto, la técnica de separaciéon de variables permite separar la ecuacién de
Schrédinger en tres ecuaciones similares a (2.19), de manera que:

¢vx,vy,vz = 1/)vx(x)¢vy()/)¢vz(z)» Vx; Vy, vz =0,1,2,... (2'23)
va,vy,ivz = va + Evy + Evz
1 1 1
= (Vx + §)hI/X + (Vy + E)hvy + (vz + E)huz (2.24)

Quimica Cuéantica y Espectroscopia (U.A Grado en Quimica Curso 2014-2015 49 / 175



Sistemas modelo Repasa y completa tu informacién

Repaso de conceptos del Tema 2.

Repasa los conceptos y compleméntalos con las siguientes fuentes
(Quimica Cuantica (Bertran y otros))

Particula en una caja monodimensional: §2.1
Particula en una caja bidimensional y tridimensional: §2.2
Oscilador arménico: §2.3

Resumen de conceptos: §2.4
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Momento angular

Resumen del Tema

e Momento angular
@ Momento angular en Mecanica Clasica
@ Tratamiento mecano-cuantico del momento angular orbital
@ Autofunciones y autovalores de [, y [2: arménicos esféricos

@ El rotor rigido de dos particulas
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Momento angular =~ Momento angular en Mecanica Clasica

Definicién del momento angular de una particula en Mecéanica Clasica

@ Se define como el vector, L, que resulta del producto vectorial entre su vector de posicion,
F, y su vector momento lineal p:

[=Fxp (3.1)
1
p=mv
7’
o Cuyas tres componentes cartesianas son:
Le=ypz—2zp, Ly=2zp«—xp; Lz=xpy, —ypx (3.2)

que pueden deducirse de la expresion

. iJ ok
L=| x y =z
Px Py Pz
@ Y cuyo médulo viene dado por: || L ||=|| 7| - || 5| - senb; p
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Momento angular =~ Momento angular en Mecanica Clasica

Significado fisico del momento angular

Momento angular y giro de una particula: L caracteriza el cambio de orientacién de una particuIaJ

@ Su direccién es la del eje de giro: perpendicular al plano formado por los vectores 7y p.
@ Su sentido se obtiene de aplicar la regla del sacacorchos — sentido del giro.

@ Su longitud es tanto mayor cuanto mas pronunciado es dicho giro: mayor velocidad y/o
mayor desalineamiento entre 'y p.

Momento angular y torque sobre la particula: la derivada respecto al tiempo del momento
angular de una particula es igual al momento de la fuerza que actlia sobre ésta (torque)

- dlL  d(Fx P dp .
M:E:%:m,ﬂmf’::?mr (3.3)

Conservacion del momento angular: fuerza paralela al vector de posicion
—» campos centrales <> V = V/(r)
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Momento angular ~ Tratamiento mecano-cuantico del momento angular orbital

Operadores del momento angular: coordenadas cartesianas

Operadores del mo o angular: se usan las

A A aa 0 0
foyz—zpyf—lh(ya——za) (3.4)
S F)
Ly_zx—xz_—lh(za—x£> (3.5)
7 on an 0 o
LZ—Xy—yX——lh(xa—y—ya—X (3.6)
P=2+02+12 (3.7)

V.

y] = ih[z [

L My I] = gL |,
[[2,L]=0  [I21

i
v = [£2,L;] =0 (3.9)

@ Es imposible determinar simultaneamente con absoluta precisidn dos componentes
cualesquiera del momento angular.

@ Es posible determinar simultaneamente L2 y una de las componentes (L, L, 6 L):
autofunciones comunes.
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Momento angular ~ Tratamiento mecano-cuantico del momento angular orbital

Operadores del momento angular:

Los operadores L, Zy, L, y [2 s6lo dependen de las variables angulares 0 y ¢ J

L= /h(semz)— + cot9cos¢8¢) (3.10)
L, = —ih(cosqf)a — cot Osen¢ ¢> (3.11)
I[,= —iha% (3.12)
i?= 4‘3(% + cotegg seizeaaT;) (3.13)

Como L sélo depende b, se suele abordar la determinacion de las autofunciones y
autovectores comunes a L, y [2. — arménicos esféricos.
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Momento angular ~ Autofunciones y autovalores de L, y [2: arménicos esférico

Autofunciones comunes de L, y L?: arménicos esféricos

Determinacién de las funciones propias comunes de L, y [2 y sus respectivos autovaloresJ

L,y = by
2y =cy

@ Como L, y [? sélo dependen de las variables angulares 6 y ¢, sus correspondientes
autofunciones comunes son funciones de dichas variables:

L 0Y(0,¢) _
2 (0, oY (6, 1 Y,
h hz(# +cot é& 2 * sen0 (95;52 ¢)) =cv(0,9) (3.15)

@ Dado que L, sélo depende de ¢ podemos buscar una solucién que tenga la forma:

Y(0,¢) = ©(0)®(¢) (3.16)
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Momento angular ~ Autofunciones y autovalores de L, y [2: arménicos esférico

Expresién analitica de los arménicos esféricos

Introduciendo Y (0, ¢) = ©(0)®(¢) en las ecuaciones (diferenciales) de autovalores de [, y 2
dadas por (3.14) y (3.15), y resolviéndolas se llega a:

Y).m(0, ) = ©1,m(0)®m(¢) = Nj,mP["(cos 0)e™? (3.17)
1=0,1,2,3,... (3.18)
m=11-1,...,—I (3.19)

donde P son los polinomios asociados de Legendre y N, ,, es el factor de normalizacién

((2/+1)(I—m)!)1/2

Ny =
! ar(l + m)!

s

Algunos arménicos esféricos

/ m Yl,m(ezd))
0 0 (1/(4m))*"?
1 0 (3/(47r))1/2 cosf
1 +1 $(3/(87r))1/2sen0 etid
2 0 (5/(16))*/*(3cos2 6 — 1)
2 +1 F(15/(8m))"/? cosfsen fetiv
2 £2 (15/(327r))1/2sen29ei2’¢
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Momento angular ~ Autofunciones y autovalores de L, y [2: arménicos esférico

Caracteristicas de los arménicos esféricos

@ Cuantizacién del médulo y la componente z del momento angular:
2
L*Yim

I+ DY, — | =n/I(+1) (3.20)
LY)m=mhY, — |L,| = hm (3.21)

@ Relacién entre my I: por cada valor de / hay 2/ 4+ 1 posibles valores distintos de
m — los arménicos esféricos presentan una degeneracion 2/ + 1 respecto a [2.

@ Los arménicos esféricos forman parte de las funciones de onda que describen el
movimiento de los electrones en dtomos y moléculas, de ahi su importancia en
Quimica Cuantica.

@ Notacién habitual de los arménicos esféricos: se emplea la letra s, p, d, f, ...
segun el valor de / =0,1,2,3... y un subindice segtn el valor de m.
Ejemplo: Y32 — f.

@ Ver en el anexo del Tema 3 la representacién grafica de los arménicos esféricos.
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Momento angular ~ Autofunciones y autovalores de L, y [2: arménicos esférico

Armédnicos esféricos reales

@ Los armdnicos esféricos son funciones complejas cuando m # 0 = ®(0) = ™?.
@ Combinando Y; i |y, con Y _ |, se obtienen dos arménicos esféricos reales

X .
Yio ==Y jml = Yisiml) Vs = —= (Y1l + Vit m|) (3.22)
s NG ,—Im| 4+ m| + NG ,—Im| 4+ ml

@ Son autofunciones de [2 (combinacién lineal de funciones degeneradas), pero no de L.

‘ Ejemplo: px, py usando Y3,1(0, ¢) = 7(3/871')1/25en0e"¢, Y1,-1(0, ¢) = (3/87r)1/2sen9e_'.‘75 ‘

L, Y: 3 NY2 o (emit L b 3\Y2 e . )
px = ﬁ ( 1,-1 — 1,1) = (E) sen (e + e ) = (E) senf (cos ¢ — iseng + cos ¢ + iseng)
3\1/2 3 \1/2 x
= (—) senf cos p = (—) -
4w 4w r
; 3 \1/2 . : 3 \1/2
py = % (Y1,,1 + Y1’1) =i (E) senf (57@ — e'd)) =i (E) senf) (cos ¢ — isenp — cos ¢ — isengp)
/

3 \1/2 3\1/2 y
= (—) senfsen¢ = <—) =
47 4 r

Problema ejemplo:
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Momento angular ~ Autofunciones y autovalores de L, y [2: arménicos esférico

Armédnicos esféricos reales

@ Los armdnicos esféricos son funciones complejas cuando m # 0 = ®(0) = ™?.
@ Combinando Y; i |y, con Y _ |, se obtienen dos arménicos esféricos reales

1 i

Yi-= ﬁ(ylﬁlml “Vigim) Vi = 7

@ Son autofunciones de [2 (combinacién lineal de funciones degeneradas), pero no de L.

(Yo jm| + Yigim]) (3.22)

Algunos arménicos esféricos reales

Notacién /|  Expresién

s 0 (1/4m)'/?

pz 1 (3/47r)1/2 z/r

Px 1 (3/47r)1/2 x/r

Py 1 (3/477)1/2 y/r

d,2 2 (5/16m)"% (222 — x2 — y2)/r2
dyz 2 (15/471')1/2 xz/r?

dyz 2 (15/471’)1/2 yz/r?

da_y2 2 (15/167r)1/2(x2 —y2)/r?

dry 2 (15/16m) "% xy/r?
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Momento angular  El rotor rigido de dos particulas

El rotor rigido de dos particulas

Rotor rigido de dos particulas Problema equivalente:
rotacion de una particula de masa p

z

cje dq‘rowcnon m eje de rotacion
N > B

_mym,

\\\ 'h|+|11:

centro de masas centro de masa

m

Traslacion  Rotacion de dos particulas

masa m | =m rl2 + m2r2 = uR? momento de inercia
velocidad v w=vVv/R velocidad angular
momento lineal = v L=1 w momento angular
. . 2 W2 2 L .
energia cin. traslacién T = 7 = 5 T = % = % energia cin. rotacién
. . ., - . ~ £2
@ Hamiltoniano: energia cinética rotacional — H = 3;
@ Solucién ec. Schrddinger: arménicos esféricos — v, y(0,¢) J=0,1,... M=J,J—1,..., —J

@ Espectro: cuantizacién energia rotacional (degenerac. 2J+1) — E, = %J(J+ 1) = BJ(J +

1)
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Momento angular Repasa y completa tu informacién

Repaso de conceptos del Tema 3.

Repasa los conceptos y compleméntalos con las siguientes fuentes
(Quimica Cuantica (Bertran y otros))

Momento angular en mecanica clasica: §3.1

Tratamiento mecano-cuéantico del momento angular orbital: §3.2
Autofunciones y autovalores de [, y [2: §3.3y §3.4
El rotor rigido de dos particulas: §3.6
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Atomos hidrogenoides

Resumen del Tema

o Atomos hidrogenoides
@ Ecuacién de Schrodinger para un atomo o idn hidrogenoide

@ Analisis de los orbitales hidrogenoides

@ Analisis del espectro: niveles energéticos y degeneracion
@ Unidades atémicas

@ Espin
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Atomos hidrogenoides ~ Ecuacién de Schrédinger para un atomo o ién hidrogenoide

Ecuacion de Schrodinger

Un atomo o i6n hidrogenoide consiste en un electron de masa m. y carga —e y un
nicleo de masa m, y carga +Ze, cuya ecuacion de Schrédinger es:

R _, R _, Ze?
_ V2 == (R, 7)) = EV(R, T, 4.1
2m, " 2m. ¢ 4meo || fe — Iy || (re,r ) (re r) ( )
N——— —_—
Ta(7h) Te(Fe) Ven(7nare)
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Atomos hidrogenoides ~ Ecuacién de Schrédinger para un atomo o ién hidrogenoide

Paso 1. Separacién del movimiento: CM + movimiento interno

@ V sélo depende de la distancia niicleo-electrén: cambio de variables (7, 72) — (R, 7)

R MeletMnln oo & o Wi, 7)) — V(R 7 (4.2)
me + mp

@ El Hamiltoniano es separable en ambas variables = W(R, 7) = ®(R)y(F)

N N h2 B2 Ze?

A(7y, 7 AR, 7)) = —— V2 ——V2_ 4.
(7 72) > AR, 7) 2MvR+( 3 47”_:0,) (43)
Tem(R) Fline (F)

— A(R, A®(R)Y(F) = (Er + E)®(R)y(P) (4.4)

@ Donde ®(R) y ¢(F) son autofunciones de Tey(R) y Hine(F), respectivamente:

h? _
2MV d(R) = Egd(R) movimiento de traslacién del centro de masas  (4.5)
h2
(—fvf ) ¥(F) = Ex»(F)  movimiento interno niicleo-electrén | (4.6)
21 4megr
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Atomos hidrogenoides ~ Ecuacién de Schrédinger para un atomo o ién hidrogenoide

Paso 2. Solucién movimiento interno 0,0) = R(r)Y(

Hin: conmuta con [2 y I, (CCOQ) J
Parte radial=FH4 (r) Parte angular
2 2 2 12
Hine = (29 07\ Ze L (4.7)
2u \ rdr  Or? 4reor 2ur?
E. Cin. radial E. potencial E. rotac.
I
PN N A 1 a0 n
[Fine, L] = [Fa(r), (0,001 + 5 5 (1 ] = 0 (4.8)
o N . 1 .~
[Fine, L] = [0 (), L(0)] + 5 75 (e 7] = 0 (4.9)
Buscamos autofunciones comunes simultaneas de los tres operadores )
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Atomos hidrogenoides ~ Ecuacién de Schrédinger para un atomo o ién hidrogenoide

Paso 2. Solucién movimiento interno: ¢(r, 8, ¢) = R(r)Y (6, ¢)

@ Probamos (r,0,¢) = R(r)Yim(0,$) como autofuncién de H:

HR(r) Yim(0, ) < E R(r) Yim(6, ¢)

2
AR()+ XD R(r)| oo = ER() ooy

@ Resolviendo la ecuacién anterior se obtiene R,

Rnl(r):NnIPnl(r)e_anr 722/1,64 1 n:172,~-~
N, : factor de normalizacién E, = 22 2 I=0,1,...,n—1 (410)
P, : polinomio en r 850’7 n m=1[,1-1, ,—1

@ Comprobamos que ¥(r,0,¢) = R(r)Yin(0, @) es también autofuncién de [2y I, con los
autovalores correspondientes al arménico esférico

£2(6, 8)R(r) Yim(8, 8) = R(r)[2Yim(8,6) = I(1 + 1)h% R(r) Yim(6, &) (4.11)
L2(@)R(r) Yim(8, ¢) = R(r)LzYim(6, ¢) = mli R(r)Yim(6, ¢) (4.12)
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Atomos hidrogenoides ~ An s de los orbitales hidrogenoides

Caracterizando orbitales hidrogenoides: autovalores del CCOC

[ Yuin(r, 0, 9) = Ru(r)Yim(6, 9) |

Los orbitales hidrogenoides estan definidos por los nimeros cuanticos n, /'y m, por lo que se
suelen designar con la notacién |n/m)

Otra notacién muy empleada consiste en designar al orbital con el nimero n seguido de la
notacién introducida para el arménico esférico. Ejemplo: |310) — 3pg.

Cada uno de los nimeros cuanticos n, | y m determina el valor esperado de cada uno de los tres
observables cuyos valores pueden ser medidos con precision de forma simultanea, puesto que sus
correspondientes operadores, A, [z y L, componen un CCOC.

n: namero cuantico principal  determina E & —1/n? I:Iwn,m = Entnim
I: niimero cuantico angular determina L2 = I(/ + 1)h2  L[24pm = 1l + 1)A2 Ypim
m:  namero cuantico azimutal determina L, = mh LY nim = mhppim
Orbitales hidrogenoides reales = R, x armoénicos esféricos reales J
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Atomos hidrogenoides ~ Analisis del espectro: niveles energéticos y degeneracién

Niveles energéticos y degeneracién

@ La energia esta cuantizada — espectro
3 e discreto. . _
e . — la energia de un nivel cambiada de
signo = potencial de ionizacién del nivel
2 — 13,6 eV para el estado fundamental.
@ Separacion entre niveles: disminuye a
medida que n aumenta.
172 n=1 »
@ Degeneracion: E no depende de m
(potencial central) ni de / (potencial
Coulombiano).
. Por cada n: n — 1 posibles valores de /
: (’) T'sp° (’)" g; 5”2(2“/';') Por cada /: 2/ 4 1 posibles valores de m
> o s 0 s —7%/8 < La digeineraC|on de cada nivel es
2 1 p 11,01 gn=> 145 +1)=n?
3 0 s 0 9 —Zz%/18
3 1 P -1,0,1
3 2 d -2,-1,0,1,2
4 0 s 0 16 —z2/32
4 1 p -1,0,1
4 2 d -2,-1,0,1,2
4 3 f -3,-2,-1,0,1,2,3
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Atomos hidrogenoides ~ Unidades atémicas

Unidades atdmicas

@ En la resolucion de la ecuacidon de Schrédinger para atomos y moléculas es necesario
arrastrar toda una serie de constantes.

@ Para evitarlo se introduce un nuevo sistema de unidades, denominadas unidades atémicas
(u.a.), en las que:
La unidad de masa es la del electron — me = 1 u.a.
La unidad de carga es la del protén — e =1 u.a.

La unidad de momento angular es o — h =1 u.a.

2

La unidad de longitud es el Bohr ap = :;hez — ap =1 u.a. = 0,529177 Angstrom

La unidad de energia es el Hartree E, = % — E, =1 u.a. =4,35975.10"18 J.
']

@ Asi, en el caso de atomos hidrogenoides, la expresién del Hamiltoniano y sus
correspondientes autovalores suponiendo masa nuclear infinita (1 — me) se simplifica al
usar unidades atémicas:

~ 1 V4
A=--V2—-Z (enua) (4.13)
2 r
22
E, = 52 (enu.al) (4.14)

@ En el apéndice I.B. de “Quimica Cuantica” (Bertran y otros) puede consultarse la
definicién de todas las magnitudes fundamentales en el sistema de unidades atémicas, asi
como el factor de conversién al sistema internacional.

uimica Cuantica y Espectroscopia Grado en Quimica Curso 2014-20 69 / 175


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Bohr_Niels.html

Atomos hidrogenoides ~ Espin

Evidencia experimental del momento angular intrinseco o espin

Estructura fina del espectro de emisién del hidrégeno. )

@ EIl tratamiento mecano-cuantico realizado en las secciones anteriores es incompleto.

@ Debido a diversos términos adicionales no incluidos en el Hamiltoniano se produce el
desdoblamiento de las correspondientes lineas del espectro conformando su estructura fina.

Experimento de Stern y Gerlach. En 1922 estos dos cientificos observaron que, al hacer pasar un
haz de atomos de plata o alcalinos a través de un campo magnético no uniforme, se separaba en
dos haces simétricos en la direccion del campo.

@ Dicho experimento no podia ser explicado a partir de la Mecanica Clasica — el
desdoblamiento debia ser continuo y simétrico respecto a la direccién original del haz.

@ Tampoco podia ser explicado mediante la Mecéanica Cuantica desarrollada hasta el
momento pues seria necesario que el momento angular fuese distinto de cero, cosa que no

sucedia para los atomos en cuestion.
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Atomos hidrogenoides ~ Espin

Introduccion del espin en Mecanica Cuantica

Para justificar los resultados experimentales anteriores Uhlenbeck y Goudsmit
propusieron en 1925 que, ademas de su momento angular orbital:

El electrén tiene un momento angular intrinseco denominado momento
angular de espin o, simplemente, espin.

@ En ocasiones se justifica el espin considerando que el electrén es una esfera
cargada que rota (en inglés “spin”) alrededor de su eje.

@ Sin embargo la imagen anterior es errénea pues el momento angular de espin no
depende de los grados de libertad espaciales.

@ El espin es un grado de libertad intrinseco de toda particula microscépica que no
tiene analogo clasico, siendo un concepto puramente mecano-cuéntico.

@ Surge de forma natural del tratamiento mecano-cuantico relativista desarrollado
por Dirac en 1928.

@ La complejidad de dicho tratamiento obliga a introducir el espin en Mecénica
Cuéntica no relativista mediante una serie de postulados adicionales a los del Tema
1.
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Atomos hidrogenoides ~ Espin

amiento tedrico del espin

Se postula que el momento angular de espin tiene asociado los
correspondientes operadores 82§, S S, que estan relacionados segin

§2=8218482 (4.15)

y obedecen las siguientes reglas de conmutacién:

[5,5,] =ins.  [5,5] =inS  [5:,5] = ihS, (4.16)
[5%,5]=0 [5%,5,]=0 [5%,8.]=0 (4.17)

de manera que el electrén posee un momento magnético intrinseco dado por

—

e —
HS = —8e S

2mec

(4.18)

donde g. = 2,0023 es el denominado factor de Landé o ratio girodinamico
del electron.
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Atomos hidrogenoides ~ Espin

Tratamiento tedrico del espin

@ De las reglas de conmutacién (4.16)-(4.17) se deduce que las autofunciones comunes de
52 y S, cumplen las siguientes ecuaciones de autovalores:

82|s,ms) = s(s + 1)A2|s,ms) ; s=0,1/2,1,3/2,... (4.15)
§Z|s,ms> = mghls, ms) ; ms=—-s,—s+1,...,s—1,s (4.16)
es decir el médulo y la componente z del momento angular de espin estan cuantizados.

@ Toda particula fundamental posee un espin especifico.
Bosones: tienen espin entero. Ejemplos: piones (s = 0) y fotones (s = 1).
Fermiones: tienen espin semi-entero. Ejemplos: electrones, protones y neutrones (s = 1/2).

@ Por tanto, para estas tres particulas (s = 1/2), las ecuaciones anteriores se reducen a:
A 3
5211/2,ms) = Zh,2|1/2, ms) (4.17)
5.11/2, ms) = msh|1/2, ms) ; ms = £1/2 (4.18)

donde las autofunciones |1/2,1/2) y |1/2,—1/2) forman una base completa ortonormal
para el grado de libertad del espin:

(1/2,41/2|1/2,+1/2) =1 =(1/2,-1/2|1/2,-1/2) (4.19)
(1/2,41/2|1/2,=1/2) =0 =(1/2,-1/2|1/2,4+1/2) (4.20)
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Atomos hidrogenoides ~ Espin

Funciones a y 3

@ Es comiin representar las autofunciones de $2 y S, mediante la siguiente notacion:
o) = 11/2,41/2)  |8) = [1/2,-1/2) (4.21)
de forma que las ecuaciones del apartado anterior pueden escribirse de la siguiente forma:
Sloy =12y =218 Sl =+3Ha) S8 = —1h8) (422)
(ala) = (8]8) =1 (a]B) = (Bla) =0 (4.23)

@ El momento magnético de espin del electrén s y la cuantizacién anterior explican la
estructura fina de los espectros y la interaccién con campos magnéticos, como en el
experimento de Stern y Gerlach.
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Atomos hidrogenoides ~ Espin

Espin-orbitales

La funcién de onda que especifica el estado de un electron depende, pues, de las tres
coordenadas de posiciéon x, y, z, y también del estado del espin del electrén.
— i Qué efecto tiene en las funciones de onda y valores de la energia?

@ En el tratamiento aproximado no relativista el espin se introduce expresando la funcién de
onda del electrén como el producto

X = Yo (4.24)

denominado espin-orbital, donde 1) es un orbital hidrogenoide y 0 = a 6 8.

@ Despreciando la interaccién entre el momento angular de espin y el momento angular
orbital del electrén (ver Tema 6) el operador Hamiltoniano del atomo de hidrégeno es
independiente del espin, de forma que:

Ax = AYyo = 6 Ay = Eyo = Ex (4.25)

de forma que obtenemos las mismas energias deducidas sin considerar el espin.

© Bajo dicha aproximacién la Gnica diferencia al considerar el espin es duplicar el nimero de
estados posibles con la misma energia: ¥ — Ya, ¢S
< La degeneracién de los niveles de energia del 4tomo de hidrégeno pasa a ser 2 x n?.
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Atomos hidrogenoides Repasa y completa tu informacién

Repaso de conceptos del Tema 4.

Repasa los conceptos y compleméntalos con las siguientes fuentes
(Quimica Cuantica (Bertran y otros))

Ecuacién de Schrédinger para un atomo o ién hidrogenoide: §4.1
Analisis de los orbitales hidrogenoides y del espectro: §4.2

Espin electronico: §4.3
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Métodos aproximados

Resumen del Tema

e Métodos aproximados
@ Ecuacién de Schrédinger y sistemas de interés quimico

@ El método variacional
@ Método variacional lineal
@ Teoria de perturbaciones
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Métodos aproximados Ecuacién de Schrédinger y sistemas de interés quimico

Dificultad para resolver HW = EW en sistemas multielectrénicos

Resolucién de la ecuacién de Schrédinger )

@ Hasta el momento hemos estudiado sistemas en los que es posible resolver analiticamente
y de forma exacta la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo.

@ Sin embargo, para atomos y moléculas con dos o mas electrones la presencia del término
de repulsién bielectrénica impide que el Hamiltoniano sea separable; por ejemplo, para el
atomo de Helio se tiene que:

1_, 2 2 1 1

V3 — = — S 4 = =h(1) +h2) + — (5.1)

N 1
A=--V2
@D n n e

2 W2

@ Debido a ello la ecuacién de Schrédinger no se puede resolver analiticamente.

Métodos aproximados J

@ En estos casos es necesario recurrir a técnicas matematicas para obtener una solucién
aproximada a dicha ecuacién.
@ Para los estados estacionarios de un potencial independiente del tiempo dos de las mas

usadas son:
@ El método variacional.
@ La teoria de perturbaciones independiente del tiempo.
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Métodos aproximados El método variacional

mento del método variacional

El método variacional se basa en el teorema variacional, el cual establece que: J

El valor esperado de la energia obtenido a partir de una funcién aproximada, ®, que
cumpla con las condiciones de contorno del problema, es superior a la energia
exacta del estado fundamental Ep:

(®|H|®)
Eaprox = ~—— L > F
apro; <¢‘¢> = Lo E(’
(5.2)

donde la igualdad sélo se cumple si ® es la funcién de onda del estado fundamental Wy.

Criterio de calidad de las funciones de prueba J

@ El teorema variacional indica que una funcién aproximada es tanto mejor desde el punto
de vista energético cuanto menor es el valor esperado de la energia que proporciona.

@ El hecho de que sea la mejor funcion de prueba desde el punto de vista energético no
implica que lo sea para otros observables.
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Métodos aproximados El método variacional

Implementacion del método variacional

El método variacional J

Basandose en el criterio anterior la estrategia del método variacional consiste en:

a) Introducir parametros ajustables (a1, az,...) en la expresion de una funcién de
prueba adecuada:
d— d(ay, az,...)

b) Obtener la expresion del valor esperado de la energia en funcidn de dichos
parametros: A
(P({ai})IHI®({ei}))
E(ai,a0,...) = 5.3
(0029 = Tofa oo &3
c) El valor de dichos parametros se determina minimizando el correspondiente valor

esperado de la energia respecto de cada uno de ellos. Por tanto, como condicién
necesaria debe cumplirse que:

OE
805,' -

0 (5.4)
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Métodos aproximados El método variacional

Ejemplo practico del método variacional

Calcularemos mediante el método variacional la energia del estado fundamental del
o L, i —ar? .
atomo de hidrégeno utilizando W(r) = e~ como funcién de prueba (r en u.a.; a > 0)

Recordemos la secuencia de pasos a seguir para aplicar el método variacional:

(W(a)|HIW () ., 9E(@)
(W(a)[W(a)) da

27 ™ [eS) 2 —2ar2 73
@ Solape: (W(a)|W(a)) :/ dz;b/ de senH/ drr-e =1/ —
0 0 0 8a3

@ Energia de atraccién electrén-niicleo:

=0 > aopt —> E(aopt)

E(a) =

™
— u.a
a

27 ™ oo
Vive(a) = (W(a)| — 1/r|¥(a)) = —/0 d¢/0 do sene/o drre= 2% —

2 1 [ x3
@ Energia cinética: V2V = (432r2 —6a)e” " —— T(a) = (V(a)| — Evz\\ll(a» =3 322 u.a
a

5=.3/2_
3V2ma 8a u.a

8ma

Por tanto: E(a) = T(a) + Vne(a) =

Derivando respecto al parametro variacional e igualando a cero se tiene que:

dE(a) 3 2 8 4
0= = — —\|— — agpt = — > E(agpt) = —— = —0,4244 u.a > E(1s) = —0,5 u.a.
da 2 Ta om 37
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Métodos aproximados Meétodo variacional lineal

Fundamento: funciones variacionales lineales

Las funciones variacionales lineales: & = >"7 | ¢ifi = aifi + c2fa + -+ - cufy J

son un tipo de funcion de prueba especialmente atil en Quimica Cuantica, pues:

@ Permiten expresar el problema variacional (minimizacién del valor esperado de la
energia) de forma matricial — facil de traducir a lenguajes de programacién
informatica.

@ Permiten mejorar la calidad de la aproximacién de forma sistemética.
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Métodos aproximados Meétodo variacional lineal

Desarrollo — objetivo: {¢;, E;}

Paso 1: energia en funcién de los coeficientes de la combinacién lineal

Introduciendo la funcién de prueba (consideramos funciones f; reales para simplificar)

Zciﬁ:C1ﬁ+C2f2+"'+Cnﬁ1 (5.5)

i=1
en la expresion del valor esperado de la energia se tiene que:

’ n n -c:H:: 2 2
O|H|P) >im1 Zj:l GiciHj G Hu + cicoHiz + - + ¢ Hn

- n n = 56
(®[0) 2oi 2oy €iGiSi c2511 + c1caSi2 + - - + €3 Snn (5-6)

Hj = (f]|H|f;)  representacién matricial de A en la base {f;} (5.7)
S; = ({fi|f;) matriz de solape en la base {f;}

gt

Con funciones {fi} reales, las matrices H y S son simétricas: Hyj = Hj;, Sj = Sjj —
menor nimero de integrales a evaluar.
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Métodos aproximados Meétodo variacional lineal

Desarrollo — objetivo: {¢;, E;}

Paso 2: minimizacién de la energia respecto de los coeficientes — ecuacion secular
Hc = ESc

Derivando (5.6) respecto a cada coeficiente e igualando a cero — sistema de n
ecuaciones

c1(Hi1 — ES11) + c2(Hiz — ES12) + -+ - co(Hin — ES15) =0

c1(Ha1 — ES21) + c2(Ha2 — ES22) + -+ - cn(Han — ES2,) =0
(5.9)

C1(H,,1 — ES,,1) —+ CQ(an — Esnz) + e Cn(Hnn - Snn) = 0
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Métodos aproximados Meétodo variacional lineal

Desarrollo — objetivo: {¢;, E;}

Paso 3: solucion no trivial — determinante secular = 0 <» |[H — ES| =0 J

Para que el sistema de ecuaciones anterior tenga solucion distinta de la trivial
(1 =2 =...= ¢y =0) es necesario que el determinante de los coeficientes,
denominado determinante secular, valga cero:

(Hi1 — ES11) (Hi2 — ES12) -+ (Hin — ESin)
(H21 — ES21)  (Ho2 — ES22) -+ (Han — ES2n) —0 (5.10)
(Hnl - Esnl) (Hn2 - ESn2) (Hnn Esnn)
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Métodos aproximados Meétodo variacional lineal

Aplicacion de la metodologia: esquema de trabajo

En definitiva, éstos son los pasos a seguir para aplicar el método variacional usando
funciones lineales:

Q Evaluar Hy = (f|A|f) y Sy = (£[f).

@ Construir el determinante secular e igualarlo a cero:
H—ES| =0

© Al desarrollar el determinate se obtiene una ecuacién de grado n en E:
al resolverla dara n valores diferentes de la energia:
EO 2 E(?X?El Z Elex""7En Z EﬁX

@ Sustituir cada valor E; en la ecuacién secular y resolverla: se obtienen los
coeficientes {c¢;} de la funcién de onda de prueba que aproxima la correspondiente
autofuncién de H.

© Sin embargo, al ser cero el determinante secular, una de las filas de la ecuacién
secular es combinacién lineal de las otras
< sélo es posible obtener n — 1 coeficientes
— el restante puede obtenerse de la condicién de normalizacién
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Métodos aproximados Meétodo variacional lineal

Ejemplo practico del método variacional lineal con ¥ = ¢1 f; + & f>

Aplica el método variacional lineal para determinar los coeficientes y las energias de funciones de
prueba del tipo W = c1f1 + c2f> para el caso particular en que f; y f» sean funciones reales que
satisfacen las siguientes condiciones:

Hii = Hpp =« S11=5»n=1 (5.11)
Hiz = Ha1 =B S12=51=S (5.12)

La condicion de que el determinante secular sea cero para este caso particular adopta la forma:

(a—E) (B-ES) |_
B-E5) (a—E) |70 (5.13)

cuya resolucién conduce a los dos valores aproximados de la energia dados por

a+p a—p
E = E= 5.14
Tirs 2T 1-s (5.14)

Introduciendo cada uno de los valores anteriores de la energia en la ecuacién secular, y usando la
condicion de normalizacién de W se obtienen los coeficientes ¢; y ¢ para las correspondientes
funciones, cuyas expresiones son

1
Vi=———=(At+h) vy =

5735 (A — ) (5.15)

1
V2 =25
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Métodos aproximados  Teoria de perturbaciones

Fundamento del método de perturbaciones

Partimos de un Hamiltoniano de orden cero del que conocemos sus autofunciones y

autovalores .
A°f, = enf, (5.16)

Si perturbamos el sistema con el hamiltoniano A’

A=A +H (5.17)
es posible expresar las autofunciones y autovalores del Hamiltoniano perturbado A

Ao = Extpn (5.18)
utilizando las autofunciones y autovalores de A° para expandir los de A.

Yo = a(fi, f2,...) (5.19)
En = En(El,Ez,...) (520)
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Métodos aproximados  Teoria de perturbaciones

Resultados del método

Punto de partida: desarrollo en serie de la energia y la funcién de onda )

w,(,k) y E,(,k) denotan las correcciones de orden k =1,2,... a la funcién de onda y la energia:
Un=fo+ )+ 4 4 (5.21)
En=en+EMN +EQ 4 4 EW 4 (5.22)

El método de perturbaciones (ver anexos Il y Il del Tema 5) permite escribir 1/)5,") y Eﬁk) en
funcién de las autofunciones y autovalores de H:

Aproximacién de primer orden a la energia y la funcién de onda J
A fm|H'|f;
ES = (hIANfH) oy = Z Yl 1fr) (5.23)
(en —m)
m=#n
Aproximacidn de segundo orden a la energia )
f,, A'|fm)
=> (I A iFm) (5.24)
(en—em)

El método perturbativo proporciona aproximaciones a la energia que pueden ser mayores o
menores que la energia exacta.
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Métodos aproximados  Teoria de perturbaciones

Ejemplo practico del método de perturbaciones (particula en una caja)

Considere una particula en una caja de potencial monodimensional, de manera que

V(x)
V(x) =0, 0<a/4y3a/4<x<a
V(x) =k, a/8 < x < 3a/4

=0 x<0,x>a

0 a4 3a/4  a X
donde k es una constante. Utilizando la particula en una caja monodimensional como sistema no
perturbado, calcule la correspondiente correccién de primer orden de la energia para el estado
fundamental.

@ Autofunciones y autovalores del Hamiltoniano de orden cero (particula en una caja):

n?h?
8ma2

fn = +/2/asen(nmx/a), n=1,23,...

En

@ Aplicando teoria de perturbaciones a primer orden:

2k

. 3a/4
EY = (A1) = 25 [ sen®(rx/ ) o = Kz +2)
a Ja/a

27
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Métodos aproximados Repasa y completa tu informacién

Repaso de conceptos del Tema 5.

Repasa los conceptos y compleméntalos con las siguientes fuentes
(Quimica Cuantica (Bertran y otros))

Método variacional: §5.1
Funciones variacionales lineales: §5.2

Método de perturbaciones: §5.3
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Atomos polielectrénicos

Resumen del Tema

e Atomos polielectrénicos
@ Sistemas de particulas idénticas
@ Métodos quimico-cuanticos en atomos multielectrénicos
@ Aproximacidn orbital: configuraciones electrénicas
@ Método Hartree-Fock
@ Correlacién electrénica: términos
@ Interaccidn espin-6rbita: niveles y estados
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Atomos polielectrénicos  Sistemas de particulas idénticas

Indistinguibilidad de particulas idénticas

Sistema de particulas idénticas: todas tienen las mismas propiedades fisicas: masa,
carga, etc.

Clave en Quimica Cuantica: los electrones de &tomos y moléculas son sistemas asi.

En Mecanica Cuantica las particulas idénticas son indistinguibles )

Al contrario que en Mecénica Clasica es imposible distinguirlas siguiendo su trayectoria
debido al principio de indeterminacién de Heisenberg.

Simetria de intercambio

Cualquier observable de un sistema debe ser invariante respecto al
intercambio de particulas idénticas.
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Atomos polielectrénicos  Sistemas de particulas idénticas

Consecuencias de la indistinguibilidad para la densidad de probabilidad

Ejemplo unidimensional con dos particulas:

a) b)
Pt gh =) D2 gst D2 g Pl st Py = Py = W3 1,4 )2 = [W(4 43D
T ‘ T Dos posibilidades:
— 2 — 2
Pa=[W(3 1,4 )| Py =1¥(41,31)] V(31,4))= W(4],31) Simétrica

V(31,4])=—-V(4],31) Antisimétrica

Extendiendo lo anterior a mas de dos particulas en el espacio tridimiensional (7; = r;j, ms ;):
2 2 I
W(rt, s Tis s T ) P = (s 7T )P V=120 N (6.1)

De (6.1) se deduce que sélo hay dos posibilidades para el comportamiento de W cuando se
intercambian las coordenadas de dos particulas idénticas:

\U(Tl,...,T,-,...,TJ-,...,TN): \U(Tl,...,7]-,...,7',-,...,7',\/) Simétrica (6.2)

2
V(Ty,. oo Tiyee oy Toeey ™) = =V (T1,..., 7, ..., Ti,...,Tn) Antisimétrica (6.3)
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Atomos polielectrénicos  Sistemas de particulas idénticas

Principio de antisimetria

Postulado de etrizac

Un determinado tipo de particulas debe poseer funciones de onda de un sélo tipo
respecto al intercambio: o bien simétricas o bien antisimétricas; pero no puede
cambiar de uno a otro.

Principio de antisimetria de Pauli: Wolfgang Pauli demostré mediante la Mecanica Cuantica
relativista que:

@ Las particulas con espin semientero (s = 1/2,3/2,... etc.), denominadas fermiones,
requieren funciones de onda antisimétricas.

@ Las particulas con espin entero (s =0,1,2,... etc.), denominadas bosones, requieren
funciones de onda simétricas.

lo que coincide con la evidencia experimental.

Debido a esto no es posible encontrar dos electrones (o fermiones, en general) con el mismo
valor de ms en el mismo punto del espacio, pues:

V(71,71,73,...,7n) = —V(71,71,73,...,7n) © V(11,71,73,...,7Tn) =0

Como WV es continua = la probabilidad de encontrar dos electrones con el mismo espin muy
proximos entre si es muy pequefia.
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Atomos polielectrénicos Meétodos quimico-cuanticos en dtomos multielectrénicos

El operador Hamiltoniano de atomos multielectrénicos no es separable

El operador Hamiltoniano de un 4tomo con N electrones no es separable debido al término Vee J

. 1 N ) N 7 N N 1
He:_EZI:V(,) —ZT +ZZT (64)

= i=1 ! i=1 j>i U
N——— N—— S
Te Ven Vee

Aunque no es posible resolver de forma exacta H.W = EV en atomos multielectrénicos,
podemos:
a) Usar un Hamiltoniano aproximado A ~ I:I,-,,dep —> aproximacién orbital
b) Emplear una funcién de onda aproximada (det. Slater) W =~ W, y aplicar el método
variacional — método Hartree-Fock.

c) Averiguar qué operadores forman junto con A. un CCOC, pues sus autovalores
determinan cada estado del sistema. )
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Atomos polielectrénicos ~ Aproximacién orbital: configuraciones electrénicas

La aproximacién orbital es la base del principio de construccién

La aproximacién orbital es la base del principio de construccién:

La configuracion electrénica del estado fundamental se obtiene “llenando” los
orbitales con los N electrones del dtomo segiin su orden energético y
respetando el principio de exclusién de Pauli: “dos electrones compartiendo el
mismo orbital deben tener espines distintos”.

b2

V3

V2

ot |
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Atomos polielectrénicos ~ Aproximacién orbital: configuraciones electrénicas

La aproximacién orbital es la base del principio de construccién

La aproximacién orbital es la base del principio de construccién:

La configuracion electrénica del estado fundamental se obtiene “llenando” los
orbitales con los N electrones del dtomo segiin su orden energético y
respetando el principio de exclusién de Pauli: “dos electrones compartiendo el
mismo orbital deben tener espines distintos”.

@ La aplicacién del principio de construccién permite explicar muchas de las
tendencias observadas en la Tabla Peri6dica.

@ Sin embargo, como veremos a continuacién, es la justificaciéon quimico-cuantica del
método orbital la que permite responder a las preguntas:

@ En qué se basa el principio de construccién y cules son sus limitaciones?
@ Qué es una configuracién electrénica?

© ;Como se obtienen los orbitales y sus energias?

@ Cuél es el origen del principio de exclusién de Pauli?
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Atomos polielectrénicos ~ Aproximacién orbital: configuraciones electrénicas

Fundamento del método orbital: Hamiltoniano aproximado separable

El operador Hamiltoniano se aproxima a una suma de hamiltonianos monoelectrénicos
con potenciales efectivos centrales (Ver depende de r, pero no de 6, ¢)

7 aprox

He 2% Aingep = h(r1) + h(r2) + - - - h(ry) (6.5)

h(r) = —%vz + Ver(r) (6.6)
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Atomos polielectrénicos ~ Aproximacién orbital: configuraciones electrénicas

Orbitales y energias se obtienen resolviendo las ecuaciones monoelectrénicas

Como consecuencia de la aproximacién He — Hj,qep tenemos que:

@ El Hamiltoniano aproximado es separable — ecuacién de Scrédinger monoelectrénica,
cuya resolucién proporciona los orbitales, 1, y sus energias, ¢

A, (F) = €t Pinim, (1) (6.7)
@ Como V(r) no depende de 6, ¢ = orbital = parte radial(r) x arménico esferico(0, ¢)
Yotmy (1) = Rt (r) Yim, (0, #) (6.8)
© La parte radial # a la del hidrégeno, pero los nimeros cuénticos siguen obedeciendo:
n=12,... /=0,1,...,n—-1 m=—l—1+1,...,/ ms ==+1/2  (6.9)
@ El espin se introduce multiplicando cada orbital por una funcién de espin = espin-orbital
X=v%-0, oc=a(ms=+41/2)6 8 (ms=—-1/2) (6.10)
En lo sucesivo representaremos un espin-orbital mediante el siguiente esquema

Caja = orbital(n, /, m), flecha arriba o = «, flecha abajo o = .
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Atomos polielectrénicos ~ Aproximacién orbital: configuraciones electrénicas

Funcién de onda multielectrénica: determinante de Slater (I)

La funcién de onda no puede ser un producto de espin-orbitales, pues no es antisimétrica J

Ejemplo: dos electrones y dos espin-orbitales xa, xp. (71 = (r1, ms1) =1, 72 = (r2, ms2) = 2).
@ Funcién de partida: W(1,2) = xa(1)xs(2)
@ Intercambio de particulas 1 <+ 2: W(2,1) = x4(2)x5(1)
© Como xa(1)xp(2) # £xa(2)xb(1), ¥ no es antisimétrica, ni simétrica.

Combinando productos de espin-orbitales podemos construir funciones antisimétricas:
determinante de Slater J

@ Funcién de partida (1/+/2 es un factor de normalizacién)

¥(1.2) = 75 (6@ - @u) = =

@ Intercambio de particulas 1 <+ 2

V2. 1) = 2 (6@ ~ Lu()

© Comprobamos que W(1,2) = —W(2,1)

~¥2.1) =~ (6@x D) = — (B @) = ¥(L.2)
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Atomos polielectrénicos ~ Aproximacién orbital: configuraciones electrénicas

Funcién de onda multielectrénica: determinante de Slater (I1)

La funciéon de onda en la aproximacion orbital es un determinante de Slater.

@ Generalizacién a N electrones: filas — coordenadas, columnas — espin-orbitales

xa(1)  xb(1) - xk(1)

1 [xa(2) x(2) - xk(2)
W(1,2,...,N):W : : - = Ixa(Mxs(2) - xk(N)]

Xa(.N) Xb(.N) Xk(.N)

@ Si el determinante posee dos espin-orbitales iguales (dos columnas iguales) se anula.
Como x = 9 - o = dos electrones compartiendo el mismo orbital v, deben tener espines
distintos: principio de exclusién de Pauli.

@ Dicho principio tiene un gran impacto en la estructura electrénica de los atomos y, por
ende, en la propia existencia de la Tabla Periédica.

@ En lo sucesivo representaremos determinantes de Slater mediante esquemas como éste

[1a(1)a(1)¥a(2)8(2)¢s(3)a(3)| = [bathatp| =
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Atomos polielectrénicos ~ Aproximacién orbital: configuraciones electrénicas

Energia de un estado en la aproximacién orbital

Estado de un atomo en la aproximacion orbital = determinante de Slater:
definido indicando cuantos electrones y con qué espin ocupan cada orbital, sometidos al
principio de exclusién de Pauli.

En la aproximacion orbital, ademas, se cumple lo siguiente:
@ La energia de un estado (determinante de Slater) es la suma de las autoenergias de sus
orbitales ocupados: Eprox orbital = €1 + -+ e
EjemPIO: = V= |w15w15w25‘ = E =¢e15+ €15+ 25 =2 €15 + €25
52s
@ Las energias de los orbitales sélo dependen de ny / (e,/)

< orbitales con igual ny / y distinto m; tienen la misma energia (estan degenerados)

Subcapa: orbitales con igual ny /, y distinto m;. Capa: orbitales con igual n y distintos / y m;. J

Eiemplo: Capa 2 subcapa 2s(n =2,/ =0): orbital 2s
Jemplo: L-ap subcapa 2p (n =2,/ =1): orbitales 2p;,2pp,2p_1 — misma energia
Segiin el niimero de orbitales ocupados por electrones en cada subcapa se habla de
Subcapa cerrada: todos sus orbitales estan doblemente ocupados; si no: subcapa abierta. J
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Atomos polielectrénicos ~ Aproximacién orbital: configuraciones electrénicas

Las configuraciones electrénicas surgen de orbitales degenerados

Como consecuencia de los dos hechos anteriores, en el modelo orbital

La energia de un estado sélo depende de cuantos orbitales estan ocupados en cada subcapa.
Configuracién electrénica: grupo de estados degenerados que tienen el mismo namero de
orbitales ocupados en cada subcapa.

Se representa escribiendo el niimero de electrones de cada subcapa como superindice.

Ejemplo: la configuracién electrénica 1s22s® del Li esta formada por los siguientes dos estados
(determinantes de Slater), cuyas energias son E, = Ej, = 2e15 + €25

éllla: |1s 1s 25|
4] = wb = 11515 25|

La degeneracién de una configuracién electrénica (el nimero de estados con la misma energia)
se obtiene multiplicando entre si las degeneraciones, g, de cada subcapa ocupada.

_ (nmax> _ nmax! { Nmax = max. num. elect. en subcapa

- 2 —
nsI!(nmax — ne,)! Ng/ = num. elect. subcapa

De la férmula anterior se deduce que sélo las subcapas abiertas de una configuracién electrénica
contribuyen a su degeneracién (g # 1).

(6.11)

Ney
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Atomos polielectrénicos ~ Aproximacién orbital: configuraciones electrénicas

Dificultades y limitaciones de la aproximacién orbital

A pesar de los logros alcanzados por la aproximacién orbital existen una serie de inconvenientes
que enumeramos a continuacién:

@ No predice correctamente los espectros atémicos por la excesiva degeneracién, g de las
configuraciones de capa abierta.

@ Sin embargo, se puede demostrar que el valor de g proporciona correctamente el nimero
de estados que se corresponden con cada configuracién (aunque, como veremos, no todos
poseen la misma energia).

Ejemplo: el nimero de estados correspondientes a la configurcién fundamental del atomo
de carbono (15)2(2s)?(2p)? es

2 2 6 6! 6-5
g‘(z)'(z)'<2>_m_ 2
@ Dificultad de sistematizar la construccién del potencial efectivo V,r.

@ Para resolver el problema de la sistematicidad se puede emplear el denominado método
Hartree-Fock, que consiste en aplicar el método variacional a un determinante de Slater.
— minimizacién de E = (Wt |H|W get ) -
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Atomos polielectrénicos Método Hartree-Fock

Fundamento: método variacional aplicado a un determinante de Slater

@ Meétodo variacional a un determinante de Slater: minimizar £ = (x1 - xn|FH|x1 - xn)

@ La minimizacién conduce a un conjunto de ecuaciones de autovalores monoelectrénicas
(h+ Ver[{x3) xi = €ixi i=1,2,,...,N
| —
f. op. Fock

@ El potencial efectivo que resulta depende de los espin-orbitales del resto de electrones.

@ Solucidn iterativa hasta que el potencial efectivo se autoajusta: campo autoconsistente

{x}o = Ver[{x}o] = Fl{x}o] = fxi = eixi = {xh
= Ver[{xh1] = Fl{x}] = fxi = eixi = {x}2
< Ver[{xd2] = Fl{xt2] = Fxi = eixi = {x}3

Vef[{X}n] ~ Vef[{x}n+1]
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Atomos polielectrénicos Método Hartree-Fock

Distribucion de los espines: métodos RHF, UHF y ROHF

Dependiendo de la distribucion de espines tenemos tres variantes del método Hartree-Fock J
hA ‘Kta ‘Tf hA ‘17
v % w4 w
v ot W v -
“ - v w

Vippr = 10,02 %atats]  Vunr = [0S0 ST USYS]  Wrounr = [ P19 Pa sl

Restricted Hartree-Fock Unrestricted Hartree-Fock Restricted Open-Shell Hartree-Fock

@ Al fijar la parte de espin de los espin-orbitales, tanto la energia como las ecuaciones de
Fock para los tres métodos se expresan en términos de los orbitales.

@ Es frecuente expresar los orbitales como una combinacién lineal de funciones de base, de
manera que las ecuaciones adoptan forma matricial, facilitando su implementacién y
resolucién mediante programas de ordenador.
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Atomos polielectrénicos Correlacién electrénica: términos
N\

Operadores que conmutan con H, = 7A'e + \7,,e + \A/ee

Aproximacion orbital: He ~ Hipgep = h(1) + h(2) + - - - h(N) J

@ El conjunto de operadores h(i), 12(i), (i), 82(i)y 5:(i), i =1,2,..., N es un CCOC en
la aproximacién orbital.

@ Los autovalores de los operadores anteriores dependen del valor de los cuatro nimeros
cuanticos n, I, m;, ms de cada electrén.

@ Por eso en la aproximacién orbital el estado queda especificado cuando se conoce el valor
de los dichos nimeros cuanticos: Wger = Wyet({n;, l;, m;;, ms;}) — det. Slater.

Hamiltoniano de un atomo polielectrénico: A, = —3 SV | Vﬁ.) —»N. Z =+ >N, EJ>, 5 J

@ Desafortunadamente los operadores anteriores no conmutan con He, por lo que no sirven
para caracterizar correctamente los estados de un atomo polielectrénico.

@ Por tanto es necesario responder a dos cuestiones:

i Qué operadores forman, junto con He, un conjunto completo de operadores que
conmutan?

i Cudles son sus correspondientes autovalores?
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Atomos polielectrénicos Correlacién electrénica: términos
N\ Ay N N

Operadores que conmutan con Hy = T, 4+ Vye + Vee

Conjunto completo de operadores que conmutan: He, [2, [,, 52y 5, J

RP(iy=12+ i}z] + 2 Médulo al cuadrado del momento angular orbital total

~
N
Il
=

|
-

2(7) = 82 + Ayz + 52 Médulo al cuadrado del momento angular de espin total

(923
N
I
=
0>

I
-

@ Reglas de conmutacién analogas a las de sus homoélogos monoelectrénicos:

[Le, L) = inl: [L,,L;] =ikl [Lz, L] =inL, [[?, L] =[[%L,]=[*L]=0
[5,5,] = ihS; [5,,5:] =ihdc [5:,8] =irS, [5%,8.0=[8%5]=[%%5.]=0
@ Valores propios (en unidades atémicas):
P2—rL+1) L=0,1,2,... (6.12)
L, —s M M =L L—1,...,—L (6.13)
§2+—5(5+1) $=0,1/2,1,3/2,... (6.14)
S, — Ms Ms=5,S—1,...,-S (6.15)
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Atomos polielectrénicos

Términos espectrales: definicion

Correlacién electrénica: términos

Para el Hamiltoniano I:IE =T + Vne + Vee se cumple que:

@ Cada conjunto de valores (L, S, M;, Ms) corresponde a un (nico estado del sistema, por lo
que la funcién de onda queda especificada con ellos: V = W 5 v, s

@ Sin embargo, la energia de los autoestados de A. sélo depende del valor de L y de S, pero
node M, y Ms = E = E(L,S).

y Ms =5,5S —1,—S, denominandose Término espectral.

Por tanto, son degenerados el conjunto de estados con Ly S fijos, ycon M; =L, L —1,..., —LJ

Estados de un término
con [=1y S5=1/2

S
1/2
1/2
1/2
1/2
1/2
1/2

Ejemplo:

= e~

My
+1
0
-1
+1
0
-1

Ms
+1/2
+1/2
+1/2

-1/2
-1/2
-1/2

© La degeneracién de cada término (nimero de estados) es, pues, el producto de cuantos
valores distintos podemos tener de M; y Ms para un valor dado de L y de S:

8termino = (2L + 1)(25 + 1)

Curso 2014-2015
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Atomos polielectrénicos Correlacién electrénica: términos

Términos espectrales: nomenclatura

@ En lugar de especificar numéricamente los valores de Ly S se utiliza la notacién
simbélica

L |01 2 3 4 5 6

Simbolo [ S P D F G H |

2541 (Letra que indica el valor de L) {

@ El valor 25 + 1, que indica la contribucién del espin a la degeneracién del término,
se denomina multiplicidad de espin, y se suele utilizar la siguiente nomenclatura:

25+1 | 1 2 3 4 5 6
Nombre ‘ singlete doblete triplete cuartete quintete sextete

Ejemplo: el término espectral del ejemplo anterior, con L=1y S =1/2, se
representa P, que se lee “doblete pe’, y engloba los (2L +1)(2S +1) =3-2=6
estados degenerados en energia listados anteriormente.
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Atomos polielectrénicos Correlacién electrénica: términos

Términos espectrales: obtencién a partir de configuraciones

@ Podemos determinar los posibles valores de (L, S, M, Ms) de los distintos estados
sin necesidad de resolver la ecuacién de Schrédinger para obtener la funcién de
onda, deduciendo los que se obtienen a partir de cada configuracién.

@ Podemos hacerlo porque los valores de M, y Ms obtenidos a partir de los estados
de una configuracién electrénica

N

M, = Z my = my +my+---my (617)
i=1
N

Ms = Z Ms; = Msy + Mgy + -+ Mg, (6.18)

i=1
son correctos.

@ Una vez obtenidos M, y Ms hemos de encontrar los valores de L y S compatibles
con ellos, teniendo en cuenta los tipos de subcapas de la configuracién electrénica.
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Atomos polielectrénicos Correlacién electrénica: términos

Términos espectrales: obtencién a partir de configuraciones

Configuraciones con subcapas cerradas )

@ Existen el mismo niimero de electrones con ms = +1/2 (electrones «) que con
ms = —1/2 (electrones 8). Ademas, por cada electrén con un valor de m; existe otro con
valor —my, por lo que:

Ms=> mg=0 M =>» m =0 (6.19)

Ejemplo: para la configuracién electrénica p® = (p1)?(po)?(p—1):

my +my, +mg +m, +mg+mg=1+14+0+0+(-1)+(-1)=0=M,

1 1 1 1 1
m51+m52+m53+m54+m55+m56:*_*‘1'*_* - —

@ Los dnicos valores de S y L compatibles son, evidentemente S =0 y L = 0; por tanto:

Para una configuracién de subcapas cerradas solo hay un estado representado
por el término espectral 1S.

En configuraciones electrénicas con subcapas cerradas y abiertas, las
subcapas cerradas pueden ignorarse al deducir los términos, ya que no
contribuyen a los valores totales de L y S.
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Atomos polielectrénicos Correlacién electrénica: términos

Términos espectrales: obtencién a partir de configuraciones

Configuraciones con subcapas abiertas: electrones no equivalentes. J

Cuando varios electrones se encuentran en subcapas distintas se dice que son no equivalentes,
siendo posibles todas las combinaciones de m;, y ms;: al tratarse de electrones que ocupan
orbitales distintos no hay restricciones debidas al principio de exclusién de Pauli.

@ Dos electrones no equivalentes: puede demostrarse que los posibles valores de Ly S se
determinan a partir de los valores de (/1, k) y (s1,s2). respectivamente, de cada electrén

L:/1+/2,/1+/2—1,...,|/1—/2| (6193)
5151+52,51+52—1,...,‘51—52| (5.19b)

Ejemplo: los posibles valores de L y S para la configuracién electrénica p'd?!
(h=1,h=2;51 =sp =1/2) son:

L=1+2,...,]1-2|=3,2,1 S=1/2+41/2,...,]1/2—-1/2] =1,0
por lo que los posibles términos espectrales son:

L=3,S5=0— 1F 5 7 estados L=2,S=0— 1D — 5 estados L=1,§=0— P, 3 estados

L=3,S5=1— 3F— 21 estados L=2,S=1— 3D - 15 estados L=1,§=1— 3P 9 estados

@ Mas de dos electrones no equivalentes: aplicar repetidamente las expresiones anteriores.
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Atomos polielectrénicos Correlacién electrénica: términos

Términos espectrales: obtencién a partir de configuraciones

Configuraciones con subcapas abiertas: electrones equivalentes. J

Cuando hay varios electrones en una misma subcapa se dice que son equivalentes.

configuracién  my,  my,  mg ms, M Ms Deben considerarse las restricciones
T4 1 1 /2 -1/2 2 0 impuestas por el principio de exclusién
Tt 1 0o 1/2  1/2 1 1 de Pauli.
14 1 0o 172 -1/2 1 0 Ejemplo: subcapa tipo p>.
HT 1 o 12 1/2 ! 0 1. Determinamos los posibles valores de
L 1 0o -1/2  -1/2 1 -1 myy , my,, Ms; , Ms, compatibles con el
4 4+ 1 -1 1/2 1/2 0 1 principio de exclusion de Pauli.
T . 1 1 12 a2 o o 2. Agrupamos valoreslde My Ms,
empezando por los mas altos:
O 1 12 172 0 0 M =2,Ms=0<1L=25=0
1 1 1 1 -1/2 -1)2 0 -1 .
/ / < término 'D: agrupa 5 estados
T 0 o 1/2  -1/2 0 0
N 0 -1 1/2 1/2 -1 1 M; Mg
T4 0 112 -1/2 a1 0 i 8
e 0 112 1/2 -1 0 0 0
4 0 112 -1)2 -1 -1 -1 0
11 -1 1 12 -1)2 =2 0 -2 0
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Atomos polielectrénicos Correlacién electrénica: términos

Términos espectrales: obtencién a partir de configuraciones

Configuraciones con subcapas abiertas: electrones equivalentes. J

Cuando hay varios electrones en una misma subcapa se dice que son equivalentes.

configuracién — my  my, msy Msy M, Ms Deben considerarse las restricciones
T4 1 1 /2 -1/2 2 0 impuestas por el principio de exclusién
Tt 1 0o 1/2  1/2 1 1 de Pauli.
14 1 0o 172 -1/2 1 0 Ejemplo: subcapa tipo p>.
T 1 o 12 1/2 ! 0 3. Siguiente pareja de valores mas altos:
L 1 o -1/2  -1/2 1 -1 M =1Ms=1+L=1,5=1
T T ! -1 /2 1/2 0 ! < término 3P: agrupa 9 estados
T 1 1 -1 12 -1/2 0 0
AERE 1 a1 12 1)2 0 0 M Ms
1 1
1 1 1 1 -1/2 -1)2 0 -1 1 0
T 0 o 1/2  -1/2 0 0 1 1
N 0 -1 1/2 1/2 -1 1 0 1
0 0
T4 0 -1 12 -1/2 -1 0
0 -1
e 0 112 1/2 -1 0 1 1
4 0 112 -1)2 -1 -1 -1 0
T -1 -1 1/2 -1/2 -2 0 -1 -1
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Atomos polielectrénicos Correlacién electrénica: términos

Términos espectrales: obtencién a partir de configuraciones

Configuraciones con subcapas abiertas: electrones equivalentes. J

Cuando hay varios electrones en una misma subcapa se dice que son equivalentes.

configuracién — my  my, msy Msy M, Ms Deben considerarse las restricciones
T4 1 1 /2 -1/2 2 0 impuestas por el principio de exclusién
Tt 1 0o 1/2  1/2 1 1 de Pauli.
14 1 0o 172 -1/2 1 0 Ejemplo: subcapa tipo p>.
T 1 0 -1/2 172 ! 0 En resumen, de la configuracién p?
A 1 o -1/2  -1/2 1 -1 resultan tres términos:
T oo 2 12 0 1 ID (2:2+1)(2:0+1) 5 estados
T 1 1 -1 12 -1/2 0 0 3P (2-141)(2-14+1) 9 estados
AR 14 a1y o o 1S (2-041)(2-0+1) 1 estado
L + 1 1o-1/2 -1y2 0 -1 En el anexo Il del Tema 6 pueden
T 0 0 1/2 -1/2 0 0 consultarse los términos que resultan
Tt 0 1 1/2 1/2 1 1 para otras configuraciones.
T ° -1 vz a2 -1 0 Queda por responder la pregunta: jcual
LT 0 -1 -1/2 1/2 -1 0 es el término de menor energia?
e 0 a0 12 12 1 1 — Reglas de Hund.
™ -1 -1 1/2 -1/2 -2 0
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Atomos polielectrénicos Correlacién electrénica: términos

Término espectral de mas baja energia: reglas de Hund

@ Primera regla de Hund: regla de la maxima multiplicidad

De los términos que resultan de una configuracién dada, el de menor energia
es el que tiene la maxima multiplicidad.

@ Segunda regla de Hund

Si hay mas de un término (para una configuracion dada) con la méaxima
multiplicidad, el de menor energia es el de mayor valor de L.

Es posible obtener el término de mas baja energia de una configuracién colocando los electrones
en los orbitales de forma que tengamos el mayor nimero de espines paralelos:
Ejemplo. Para una configuracién d> tenemos:

ot 7

mp: 2 +1 0 -1 -2

El término mas bajo tiene tres espines paralelos, de forma que S =3/2 - 25+ 1 = 4.
El valor maximo de M; es 3 — L =3 — término F.
La regla de Hund predice, pues, que el término *F es el mas bajo de una configuracién d3.
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Atomos polielectrénicos Correlacién electrénica: términos

Términos espectrales: funciones de onda

@ Aunque un Gnico determinante de Slater es siempre autofuncion de S, es posible
demostrar que no siempre es autofuncién de 52.

@ Por tanto, en general, un Gnico determinante de Slater no puede usarse como
funcion de onda para representar los estados asociados a un término.

@ Sin embargo, siempre es posible combinar varios determinantes de Slater para
construir autofunciones simultaneas de 5% y 2.
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Atomos polielectrénicos Interaccién espin-érbita: niveles y estados

Interaccién espin-6rbita. Aproximacion LS.

Interaccion espin-6rbita: efecto relativista que sélo puede ser estudiado de forma rigurosa
utilizando la Mecanica Cuantica Relativista.

J

@ En la aproximacion Russell-Saunders 6 LS, valida para atomos ligeros, se debe afiadir el
siguiente operador al Hamiltoniano atémico

0y

Aso = £(r) L - (6.19)

donde Ly S son los operadores momento angular orbital y momento angular de espin,
respectivamente.

@ Consecuencias: el operador Hamiltoniano atémico deble incluir la interaccién espin-6rbita
A= f:/e + F/so (6.20)

rompiendo la degeneracién de cada término — niveles.
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Atomos polielectrénicos Interaccién espin-érbita: niveles y estados
N\ e

Operadores que conmutan con H = H, + I:ISO

Conjunto completo de operadores que conmutan: H, [2, §2, >y J.

@ J es el denominado operador momento angular total

jEZ+§, j><:[x+~§x, J’;/:I:y"‘s’:y, -jz:[z+~§z

@ Los valores propios estan cuantizados. En unidades atémicas son:
P—1(L+1) L=01,2,...
§2+—5(5+1) §=0,1/2,1,3/2,...
P JU+1) J=L+SL+5-1,...,|L—-5>0

Jy — My MJ:J,J—].,...,—J
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Atomos polielectrénicos Interaccién espin-érbita: niveles y estados

Niveles espectrales: definicién

Para el Hamiltoniano A = A + I-Algo se cumple que:
@ Cada conjunto de valores (J, L, S, M) corresponde a un (nico estado del sistema, por lo
que la funcién de onda queda especificada con ellos: W = W, | 5,
@ Sin embargo, la energia de los autoestados de A + Flso depende de los valoresde L, S 'y

J, peronode M, = E =E(J,L,S).

Por tanto, cada término espectral se desdobla en grupos de estados degenerados denominados
niveles, cada uno con idénticos valores de J, L y S, pero distinto M, J

@ La degeneracién de cada nivel (nimero de estados) es el nimero de posibles valores de
M, compatibles con J, que es igual a 2J + 1.

@ Simbolo de cada nivel: 25+1 (Letra que identifica a L)J
@ Nivel de mas baja energia de un término espectral: tercera regla de Hund

Si el nivel proviene de una subcapa llena hasta menos de la mitad, el nivel de
menor energia es el de menor J. Si proviene de una subcapa llena mas de la
mitad, el nivel de menor energia es el de mayor J.
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Atomos polielectrénicos Interaccién espin-érbita: niveles y estados

Ejemplo practico: niveles a partir de términos

Asumiendo acoplamiento LS, indique los niveles en que se desdobla el término espectral 3P.
Determine cual de ellos es el de menor energia en el caso de que el término provenga de la
configuracién 1s22s22p? del atomo de carbono.

@ Los 9 estados degenerados del término espectral 3P (L = 1, S = 1) se desdoblan en tres
grupos de niveles degenerados, uno para cada valor de J:

J=L+S,...,|L-5=2,1,0 (6.24)

los cuales se denotan 3P, 3Py y 3Py, respectivamente.

@ El primero de ellos estd compuesto por 2J + 1 = 5 estados degenerados (con
M; =2,1,0,—1,—2), el segundo por 3 (M, =1,0,—1) y el tercero por uno (M, = 0).

Estados del término 3Py Estados del término 3Py Estados del término 3P0
L S J M, L S J M, L S J M,
1 1 2 2 1 1 1 1 1 1 0 0
1 1 2 1 1 1 1 0
1 1 2 0 1 1 1 -1
1 1 2 -1
1 1 2 -2

@ La configuracién 1522s22p2 del carbono tiene menos de media subcapa p llena, por lo que
aplicando la tercera ley de Hund, el nivel de menor energia es el de menor valor de J, es
decir el 3Pg.
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Atomos polielectrénicos Interaccién espin-érbita: niveles y estados

Resumen del tema: descripcién quimico-cuantica de los atomos

Configuraciones Términos Niveles Estados My

1

1
L T < SPPOTTE : 0
P PR R |
! P 0
. 3 3 1
P P 0
3p, -1
2
1
0
-1
-2

1s2p
Hmdsp He=Te + Vne + Vee H. +1§fs.o 1:1e+1:1q.o+3
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Atomos polielectrénicos Interaccién espin-érbita: niveles y estados

Repaso de conceptos del Tema 6.

Repasa los conceptos y compleméntalos con las siguientes fuentes
(Quimica Cuantica (Bertran y otros))

Sistemas de particulas idénticas y aproximacién orbital: §6.1, §6.2
Método Hartree-Fock: Capitulo 12
Correlacién electrénica; términos: §6.3, §6.4

Interaccién espin-orbita: §6.5
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Introduccién al estudio de moléculas

Resumen del Tema

e Introduccién al estudio de moléculas
@ Aproximacion de Born-Oppenheimer
@ Molécula-ién H;: tratamiento exacto.
@ Molécula-ién H;: tratamiento aproximado OM-CLOA.
@ Molécula de Hz: métodos OM y EV
@ Configuraciones electrénicas de moléculas diatémicas
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Introduccién al estudio de moléculas = Aproximacién de Born-Oppenheimer

Hamiltoniano molecular no relativista

Hamiltoniano molecular no relativista: una molécula estd compuesta por electrones y niicleos.
Excluyendo las correcciones relativistas, H, en unidades atémicas viene dado por
An(7n) Ae(Te,n)
N 1 1 Z:7, 1 Z 1
— 2 a‘tb 2 a
R DI A D D) DB D 3 DELD D) DL
2 Ma rap 2~ — la — Tl
a a b>a i a i ioj>i Y
N———
Th(Tn) Von(Tn) Te(re) Vne(Tesn) Vee(7e)
v
@ Distancias:
rai : distancia entre el niicleo a-ésimo y el electrén i-ésimo
rj . distancia entre los electrones i-ésimo y j-ésimo
rap ¢ distancia entre el niicleo a-ésimo y el b-ésimo
@ Funciones propias: dependen de {F;} = 7e y {Fa} = 7a. Se obtienen resolviendo la
ecuacién de Scrédinger
HV(7e,mn) = EV(7e, Tn). (7.2)

@ ;Solucién exacta? No es posible resolver exactamente esta ecuacién, pero existe un
procedimiento aproximado y muy preciso que se estudia a continuacion.
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Introduccién al estudio de moléculas = Aproximacién de Born-Oppenheimer

Analisis de la aproximacion de

Masa de los niicleos > masa de los electrones — aproximacién Born-Oppenhemier:
Los electrones perciben a cada nicleo de forma individual, generando el potencial efectivo
electronico que perciben los niicleos.

Ae(te; Tn)We(Te,; Tn) = Ee(Tn)We(7e; 72)  Func. onda electrénica (7.3)
(?H(Tn) + Vn(ma) + Ee('r,,)> Wo(1h) = EW (1) Func. onda nuclear (7.4)
\U(Te, Tn) ~ lUe(Te; Tn)wn(’l'n) Func. total =~ V.-V, (75)

@ Los electrones, ligeros y rapidos, “ven” de forma individual a los niicleos fijos en las
posiciones 7,, que pasan a ser parametros en V. y He:

N ~ 7o fijos  ~ ~
— Vne(TeyTn) — He(7e7 7'n) — Vne(Te;Tn) — He(Te;Tn)

< para cada valor de 75, la solucién de (7.3) proporciona una W, y una E.

la funcién de onda electrénica depende paramétricamente de las coordenadas nucleares

@ Los nicleos, pesados y lentos, “ven” a los electrones de forma colectiva, a través de
la energia potencial que éstos generan:

< los electrones proporcionan el campo efectivo Ec(7n) para los niicleos
el Hamiltoniano para los niicleos depende de Ec(7,)
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Introduccién al estudio de moléculas = Aproximacién de Born-Oppenheimer

Aproximacion Born-Oppenheimer en la molécula de H,

Esquema de trabajo en la aproximacion Born-Oppenheimer aplicada al H». J

@ Se fijan las posiciones de los dos niicleos, H, y Hp, a un cierto valor: 7, y 7p.
Q@ Se resuelve (7.3), I:Ie\IJe = E.V,, obteniendo V. y E. para esos valores de 7, y 7.

© En moléculas diatémicas W, y E. no dependen de la orientacién de los nicleos, sélo de su
distancia R; por lo que se repite el calculo del punto 2 cambiando R a otro valor.

@ Una vez determinada Eo(R) se resuelve (7.4), (T + Van(R) 4+ E<(R))W, = EV,,,

obteniendo E y V.
U

La funcién U(R) = Ec(R) + Vnn(R) se denomina curva
de energia potencial, y representa la energia potencial
generada por los electrones que experimentan los
niicleos en una molécula diatémica.

@ Distancia de equilibrio Re: minimo de la curva.

@ Energia de disociacién De = U(o0) — U(Re):
profundidad del minimo.
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Introduccién al estudio de moléculas = Aproximacién de Born-Oppenheimer

Aproximacion Born-Oppenheimer en la molécula de H,

Resolucion de la ecuacion del movimiento nuclear: su estructura es similar a la del atomo de
hidrégeno — idéntica estrategia de resolucién.

2 h2
—— V2 ﬁvg +U(R)| v, = EV, (7.6)
b

2m,

@ Cambio de coordenadas (7a, 7p) — (Tcm, Tint) = Hamiltoniano separable: movimiento de
traslacién centro de masas 4+ movimiento relativo (interno) entre los dos nicleos

v, = Wn,trwn,int E = Ex + Eint (77)
h2
—mvicM‘Un,tr = Etrwn,tr M= m, + mp (78)
2 _, Mamp
——V°+ U(R) wn,int - Eintwn,int = ——— (7.9)
2u my + mp

@ U= U(R) = Vyiny = P(R)YM(0n, ¢n) i P(R)? — resolucién de la ecuacién radial

w2 [ d?*P 2 dP J(J + 1)h?
N (W * ﬁﬁ) * (2;¢7R2)P+ V(R)P = Bt P (7:10)

Quimica Cuéantica y Espectroscopia (U.A Grado en Quimica Curso 2014-2015 122 / 175



Introduccién al estudio de moléculas = Aproximacién de Born-Oppenheimer

Aproximacion Born-Oppenheimer en la molécula de H,

Resolucion de la ecuacion del movimiento nuclear: su estructura es similar a la del atomo de
hidrégeno — idéntica estrategia de resolucién.

@ Expansién de U(R) en serie de Taylor alrededor de R = Re

=0 (min.)

—N— 1
U(R) = U(Re)+ U'(Re) (R—Re)+ EU”(Re)(R —Re)?+--- (7.6)

@ Aproximacién arménica — se trunca la expansién a segundo orden:

1
U(R) = U(R.) + 5ks(R —Re)?, ke=U"(Re) (7.7)
Eip Eror
Eelec P,
—~ 1 JJ+1
EintzU(RE)"'_(V-"_i)hVe—"_wv V:071727---7 J:071727-"7 (78)
2 2uR2
1 Jke o A
ve = —/ — frecuencia vibracional de equilibrio (7.9)
2w\

@ Energia total: E & Eglec + Evib + Erot + Etr > U(Re) + %hz/e = energia de punto cero
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Introduccién al estudio de moléculas Molécula-ién H;: tratamiento exacto.

Hamiltoniano electrénico de la molécula HY

(7.1o)J

@ La ecuacion de autovalores de este Hamiltoniano es separable en tres ecuaciones de
autovalores si usamos las coordenadas elipticas confocales:

= LR”’, n= LRrb, ¢ = angulo plano XZ - plano ra, rp, y R (7.11)

por lo que las autofunciones de A. (orbitales moleculares) adoptan la forma
Ve(&,m,¢) = M(E)N(n) Tx(¢) (7.12)

@ En moléculas [Ae, 2] # 0, pero para diatémicas [He [.] = 0 = autofunciones comunes.
Como [, = —i9/8¢ = Tx(¢) = autofunciones de L,:

L. T2 (6) = ATA(), TA(¢):\/%e“¢, A= 0, £, 2, - (7.13)
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Introduccién al estudio de moléculas Molécula-ién H;: tratamiento exacto.

Operadores de simetria en una molécula diatémica homonuclear

Los operadores asociados a operaciones de simetria, O,, conmutan con He: [0y, He] = 0
< autofunciones comunes < W, autofuncién de O,. En H;’ hay dos operaciones de simetria.

Inversion a través del centro del enlace: O,\Ile(x,y, z) = Ve(—x,—y,—2)

(x.y.2)
O, =v, = O, = W, par: “gerade” 7?
e "¢ ™ —W. impar: "ungerade” g

Reflexién a través de un plano situado en el centro del enlace
y perpendicular a éste: OgWe(x,y,z) = Ve(x,y, —2)

(x,y,2)
N A v enlazante
OfWe = Ve = OgVe = ¢ : 7{—
R™e € RTe —W,. antienlazante (plano nodal) y2)

Orbital enlazante Orbital antienlazante

[— L v—+

v

00

b
EjeZ EjeZ
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Introduccién al estudio de moléculas Molécula-ién H;: tratamiento exacto.

Orbitales moleculares: autofunciones de un CCOC

Los orbitales moleculares W, son, por tanto, autofunciones simultaneas de un CCOC J

formado por Ae, L., O1y Og

g/u

AV, = E.(|\)V. OV, =+ v,
A~ A en/an
LV, = AV, OrV.= £ V,

Quimica Cuéantica y Espectroscopia (U.A Grado en Quimica Curso 2014-2015
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Introduccién al estudio de moléculas Molécula-ién H;: tratamiento exacto.

s moleculares: definicién y descripcion

Capa molecular: conjunto de orbitales con la misma energia. Como los autovalores de A.
dependen del valor absoluto de A = E. = E.(|\|) hay dos grandes tipos:
A =0 ( capas o) — 1 orbital A # 0 ( capas 7,0,...) — 2 orbitales.

A=0 +IAl N

o T, 8, ...

Notacion para capas moleculares: se especifica |A| con una letra, seguida del subindice g si es
“gerade” 6 u si es “ungerade”, y un asterisco “x" como superindice si es antienlazante. Se
antepone un namero, indicativo de la energia, para diferenciar capas que coincidan en |A| y

simetria. Ejemplos: log, 1o}, 20, 17y, ...

1k

A o 1 2 3 4 ... & 17 &y
Letra { o T 4 @ v (7.16) Y _
17, 1r, 1myy,

20},

20,

1o}
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Introduccién al estudio de moléculas Molécula-ién H;: tratamiento exacto.

Curvas de energia potencial de los orbitales del Hy

Curvas de energia potencial para el movimiento nuclear: U(R) = E.(R) + % J

U(R) para algunos orbitales del Hy

MR }

|
|
‘\r\«. | Estado fundamental del H3: 1o,
i’} |

TN

| \\\\) e~ R 1,0072
‘ N — U(co) —0,50000
\ e U(R.) —0,60263

-02} T T —
s s D. = U(oc) — U(R.) | 0,10263
LN D. (referencia) 0,10248
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Introduccién al estudio de moléculas Molécula-ién H;: tratamiento aproximado OM-CLOA.

Molécula H3 : aproximacién OM-CLOA

Aproximacién: Orbitales Moleculares como Combinacion Lineal de Orbitales Atémicos
OM-CLOA

Vou = Z ck(¢k)oa, ick? — método variacional lineal (7.17)
K
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Introduccién al estudio de moléculas Molécula-ién H;: tratamiento aproximado OM-CLOA.

Molécula H3 : tratamiento aproximado OM-CLOA

Aplicacién. Aproximar orbitales 1o del H;r: A = 0 = orbitales atémicos con m =X =0

@ Punto de partida: OMs = combinacién lineal de 2 orbitales 1s centrados en niicleos ay b

1 1
V= C‘:-ﬂlﬁls(3 + Cb¢lsb ¢lsa - ﬁc3/267§ra ¢lsb - ﬁc:’;/zeicrb (7'18)

@ Aplicacién del método variacional lineal: determinante secular = 0

(Haa - Esaa) (Hab - Esab) —
(Hba — E Spa)  (Hpb — E Spp)

Haa = (¢lsa|’il‘¢lsa> = be - <¢lsb"il|¢1sb> saa = <¢1sa‘¢lsa> = sbb = <¢lsb¢lsb> =1
Hab = <¢153|H|¢15b> = Hba = <¢lsb|H|¢lsa> Sab = <¢153|¢15b> = Sba = <¢15b‘¢153>
@ Soluciones:

(7.19)

Haa+Hab 1
Ey = ——, V) = ——— ~1 7.20
1 115, 1 5, (P15, + P15,) og ( )
Haa*Hab 1 / , *
Er = ——=—, Vo = —(¢15, — @ ~1 7.21
2= 5, 2= reas, (P1n ~ f1s) oy (7.21)

Quimica Cuéantica y Espectroscopia (U.A Grado en Quimica Curso 2014-2015 129 / 175



Introduccién al estudio de moléculas

Molécula-ién H;: tratamiento aproximado OM-CLOA.

Molécula H3 : tratamiento aproximado OM-CLOA

Aplicacién. Aproximar orbitales 1o del H;r: A = 0 = orbitales atémicos con m =X =0

0g =15, + 15,

N
7 AN
I+ ea 4}

/i

oy =15, — sy

SN -
Lo o
\\\ l7t7///l B
@ Soluciones:
Haa + Hap 1
E, = 22T &b Yy = ——— ~1 7.18
1 115, 1 T35, (P15, + b15,) = log (7.18)
Haa - Hab 1 ,
E, — , [ — — ~lo) 7.19
2 1_ Sab 2 m((blsa 7 15b) ay ( )
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Introduccién al estudio de moléculas Molécula-ién H;: tratamiento aproximado OM-CLOA.

Molécula H3 : tratamiento aproximado OM-CLOA

Aplicacién. Aproximar orbitales 1o del H;r: A = 0 = orbitales atémicos con m =X =0 J

@ Mejora de la funcién de prueba: afiadir funciones 2p, (m = XA = 0) —) orbitales hibridos

p— /
V = [¢1s, + co2p,, ] + [d15, + ' d2p,, |- (7.18)
04 = 2pz, +2p;, g =2p;, — 2Pz,
‘/"‘\\ /““‘\\
/ | !
(| it
N4 N
LE] L) . . . . .
. Calidad de las distintas aproximaciones OM-CLOA
i s ’ " Método Re De
- T OM-CLOA 1s,, 1s, (¢ = 1) 2,49 | 0,0647
OM-CLOA 1s,, 1s;, (¢ optim.) 2,00 | 0,0867
, OM-CLOA 1s,, 2p,,, 1sp, 2pz, (C optim.) 2,01 | 0,1003
R Referencia (Born-Oppenheimer) 1,9972 0,1026
*h
- —
S * { \‘
_ ]
l\\ Fl + /
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Introduccién al estudio de moléculas Molécula-ién H;: tratamiento aproximado OM-CLOA.

Molécula H3 : tratamiento aproximado OM-CLOA

Aproximacién de orbitales 7 del H3: |\| = 1 = orbitales atémicos con |m| = 1 J

Ty = 2Py, + 2Py, Tg = 2Py, = 2py,

b T RN T
3 . I \I 3 \ I/ \\

— — .
\ KL +/d \ ) .2 \ +/,:

® ®

N N S
= L ebi + ) L+ ) oebr —
R R M

@ El orbital m, enlazante es cero en el centro del enlace (puesto que es ‘ungerade’), pero es
distinto de cero a ambos lados del enlace.

@ La situacién seria analoga si se emplearan orbitales 2p, en vez de 2p,, con la Gnica
diferencia de que los orbitales estarian orientados perpendicularmente al plano del papel.
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Introduccién al estudio de moléculas Molécula de Hp: métodos OM y EV

Método de orbitales moleculares (OM): fundamento

Método OM = método Hartree-Fock aplicado a moléculas + aproximacién OM-CLOA J

@ Electrones en orbitales moleculares — OM-CLOA — W = 3", créx

Los electrones vienen descritos por orbitales moleculares distribuidos (en general)
por toda la molécula.

Tipicamente los orbitales moleculares se escriben como una combinacién lineal de
orbitales atémicos (OM-CLOA).

@ Orbitales — determinante de Slater

Con los orbitales ocupados se construye un determinante de Slater, de forma
analoga a como se hizo con los dtomos.

@ Optimizacién (método variacional) — orbitales

Los orbitales se suelen obtener por un procedimiento variacional, optimizando una
serie de parametros (los coeficientes de la CLOA) hasta conseguir la minima
energia.
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Introduccién al estudio de moléculas Molécula de Hp: métodos OM y EV

Método OM: aplicacién a la molécula de H»

@ Funcién de onda:
V(1,2) = |og(1)7g(2)] = gg(1)ag(2) - («(1)B(2) — B(1)a(2))/V2

@ Orbitales moleculares — OM-CLOA:

1
Oy = —————— (155 + 15,
s = Jaras, st le)
~ 1 1 1 1 1 1
@ Hamiltoniano Hp: A= --V3 - — - — —-V3 - — - — 4L
2 rai fpy 2 ra2  rpy 12
A9 : tipo Hy AQ : tipo Hy

@ Valor esperado de E:
Eo(R) = (V|A|V) = 2E, .+ (R) + <0g(1)0g(2)|r%lag(l)ag(2)>

@ Resultados de la optimizacion = método RHF:

Método Re D Al aumentar el nimero de funciones de base:

og x (1s; +1sp) | 1,383 | 0,128 . L .

g Timite AF 1461 [ 0.134 @ D. mejora, pues E > Eq (principio variacional)
Referencia 1,400 | 0,175 @ R. puede empeorar o mejorar
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Introduccién al estudio de moléculas Molécula de Hp: métodos OM y EV

Limitaciones del método OM (RHF)

Método RHF: describe mal la disociacién de la molécula de Ha en dos atomos de H J

@ Expansion de og(1)og(2): sistema que tiene un 50 % de probabilidad de disociarse en H
y H™, y un 50 % de probabilidad de disociarse en H + H.
1

og(1)og(2) = m
a

[Lsa(1) + Lsp(1)][15a(2) + 155(2)]

[152(1)1s52(2) + 15p(1)155(2) + 15a(1)155(2) + 155(1)154(2)]
Pionico(1,2) Pcovalente(1,2)

limg s 00 Pionico(1,2) = H™ +HT

limR 00 Peovalente(1,2) = H+H

1
T 2425,

@ Por tanto, la energia en el limite de disociacién sera

. 1 1
limp o0 E(05(1)05(2)) = 5 (2En + By~ + Ens) = En + - By # 2B (7.18)

@ A continuacion se describe un método alternativo que disocia correctamente.
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Introduccién al estudio de moléculas Molécula de Hp: métodos OM y EV

Método EV: aplicacién a la molécula de H,

Meétodo enlace valencia: interpretacién cuantica del concepto de enlace covalente propuesto
por Gilbert N. Lewis: Un enlace covalente es un par de electrones compartidos entre dos a’tomosJ

fy fz
. 1 2
@ Funcién de onda: &(1,2) = [c1 1s2(1)1s5(2) +c2 1sp(1)1s2(2)] ((1)8(2) — (2)8(1)) /2
@ Meétodo variacional lineal: (H11 = Has, Hip = H1, 511 = Sop =1, S1p = 521)
_ Hia + Hiz 2E + J+I§ , oa(1,2) = 15,(1)1s,(2) + 1s,(1)15,(2)
1+ S12 1453 V2 + 2512
_ Hu — Hiz J-K _ 1s5(1)1sp(2) — 1sp(1)1s5(2)
Ex = ﬁ —2EH+717532b1 ®2(1,2) = 3 = 2513
@ Disociacion correcta: limg_, oo Ex = Ea = 2Ey, pues: img_, o0 J = liMR_—y 00 K = liMR_y 00 Sap = 0
@ Resultados y mejoras:
Método Re De
EV 1s,, 1s, (exponente ¢ = 1) 1,64 | 0,1160
EV 1s,, 1s, (exponente ¢ optimizado) 1,39 | 0,1389
EV 1s, + c2p,,, 1s, + c2p;, (exponentes optimizados) | 1,42 | 0,1482
Referencia 1,40 | 0,1745
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Introduccién al estudio de moléculas Molécula de Hp: métodos OM y EV

Comparacion y mejora de los métodos OM y EV

Funcién de onda OM ) Funcién de onda EV )
1 ¢‘OM = ‘Ug5g| X (Dcovalente + <|>if;mico 1. d>EV X ¢cova|ente:153(1)15b(2) + 1sp(1)1s5(2)
2. Disocia mal: E(R — o) = (2Ey + E,—)/2 2. Disocia bien: E(R — o0) = 2Ey4

3. Mejora = afiadir determinantes (C/) 3. Mejora = afiadir Djonico ajustable

Pev+ = Peovalente T T Pionico

T(R~Re) #0 7(R— c0)=0

Pom+ = alogdgl + Czw:‘ﬂﬂ

og o< (1s5 + 1sp) oy o< (1s; — 1sp)

La funcién OM mejorada es equivalente a la funcién EV mejorada
Al expandir la funcién OM mejorada se comprueba que ®gp+ = Pey+

Comparativa

Método Re De
OM 1,38 | 0,1282
EV 1,39 | 0,1380
EV (o OM) mejorada 1,43 | 0,1478
Referencia (Kolos & Wolniewicz) | 1,40 | 0,1745
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Introduccién al estudio de moléculas = Configuraciones elec s de moléculas diatémicas

Orbitales moleculares obtenidos con el método Hartree-Fock

Empleamos el método Hartree-Fock, junto con la aproximacién OM-CLOA, para obtener
la forma y la energia de los orbitales moleculares del correspondiente determinante de
Slater.

@ Cada orbital molecular es autofuncién simultanea de cuatro operadores:

@ Por tanto, es aplicable la distribucién en capas y la contribucién de OAs observada
para la molécula de H,.

Principio de construccion: al igual que sucedia en los dtomos

La configuracién del estado fundamental se obtiene “llenando” los orbitales
con los N electrones de la molécula segiin su orden energético y respetando
el principio de exclusién de Pauli.
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Introduccién al estudio de moléculas

Configuraciones electrénicas de moléculas diatémicas

Orden energético de los OM en moléculas diatémicas homonucleares

Orden energético: 1o, < 1o, < 20, < 20, < 17y = 1y = 30, < 17, = 1mg, < 30y J

2p,

@ Las lineas de puntos indican los OAs que mas contribuyen a cada OM: ver tabla.

25, —

— 2sp

— 1sp

Simbolo OM-CLOA (mas peso)
1o, 1s; + 1sp
1o, 1s, — 1sp
2o'§ 2s,; + 2sp
20, 25, — 25
30g 2pz, — Zsz
30, 2pz, +2pz,
17y 2py, + 2be
17y 2py, + 2pYb
IW;X 2px, — 2pxb
lﬂ*y 2py, — 2py,

@ cOM enlaz. < E0As < EOM . antienlaz.: €S Mas favorable ubicar e™ en OMep,,. que en los OAs
— electrones en OMs enlazantes contribuyen a la estabilidad del enlace

< electrones en OMs antienlazantes desestabilizan el enlace

@ OMs tipo 7 estan doblemente degenerados: € = (|)]).

@ Energia 1wy, > 304 para Oz y Fa.
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Introduccién al estudio de moléculas ~ Configuraciones electrénicas de moléculas diatémicas

Configuraciones electrénicas de moléculas diatémicas homonucleares

Molécula Configuracién electrénica Orden de enlace Re (ua) De (ua)
Hy (1)t I 2,00 0,1026
Ha (10g)2 1 1,40 0,1745
Hej (10g)%(107)T 1 2,04 0,0919
Hes (104)%(1675)% = KK 0

Lia KK(20,)? 1 5,05 0,0419
Bea KK(20g)%(257)2 0

B> KK(20g)%(20;)%(17u)? 1 3,00 0,1139
[ KK(204)?(20)? (1m,)* 2 2,35 0,2337
Ny KK(20g)%(20)2(17,)*(305)T 23 2,11 0,3256
N> KK(20g)%(207)2(17u)*(305) 3 2,07 0,3639
5§ KK(20g)?(202)% (1mu)*(30g)* (1 )" 21 2,12 0,2488
0> KK(204)? (203 )% (1mu)* (30g) (1 )? 2 2,28 0,1916
Fa KK(20g)?(203)% (1mu)*(Bog)* (1my)* 1 2,71 0,0606
Nes KK(20g)?(207)2(1mu)*(Bog)* (1)) * (307 ) 0

7,1*

Orden de enlace = ~

5— n,n*=nimero de e~ en OMeplaz,OMantien;. = fortaleza del enlace J

@ Mayor OE — menor R. y mayor D.. OE=0 — ausencia enlace covalente.

@ Estabilidad cationes: depende de si el e~ eliminado € OM,,,. 6 € OM,ptienl.
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Introduccién al estudio de moléculas ~ Configuraciones electrénicas de moléculas diatémicas

Configuraciones electrénicas de moléculas diatémicas heteronucleares

@ Ausencia de elementos de simetria:
OMs clasificados por el valor de |A\| =0,1,2,...(c,m,d,...) y el orden energético.

@ ;OM enlazante 6 antienlazante? — criterio energético: €0M enlaz. < €0As < EOM antienlaz.

—B

A— Y = capa + ChPp

Homonuclear Heteronuclear

Atomo A mas electronegativo que B = €, < ¢, = Para WoM enlaz.: [Ca] > |cp|-

@ ;Orden energético de los orbitales? Demasiada variedad para establecer reglas generales
— es necesario recurrir al calculo Hartree-Fock.

@ Caso particular: moléculas “casi homonucleares” = electronegatividades similares:

Correspondencia con los OMs de la diatémica homonuclear isoelectrénica.
Ejemplo: CO vs. N2; ambas tienen 14 electrones.

N2 log ‘ 10‘3 204 ‘ 20‘3 ‘ 1my, ‘ 30g ‘ 1
3

CO{IJ{ZO‘*[3U[4U{1#{50{2W

30

u
{ 60"

R ¥

Configuracién electrénica del Na: (1og)?(10})?(204)2(20%)2(17y)* (304)?

Configuracién electrénica del CO: (10)2(20*)2(30)?(40*)?(17)* (50)>?
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Introduccién al estudio de moléculas ~ Configuraciones electrénicas de moléculas diatémicas

Repaso de conceptos del Tema 7.

Repasa los conceptos y compleméntalos con las siguientes fuentes
(Quimica Cuéantica (Bertran y otros))

Aproximacién de Born-Oppenheimer: §8.1

Molécula-ién Hy: §8.2-§8.4

Molécula de Hz; método OM: §9.1

Molécula de Hz; método EV: §9.2

Molécula de H2; comparacion y mejora de OM y EV: §9.3-§9.4
Moléculas diatémicas homonucleares: §10.1

Moléculas diatémicas heteronucleares: §10.2
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Simetria molecular

Resumen del Tema

e Simetria molecular
@ Simetria y funciones de onda: aplicaciones en quimica cuantica

@ Elementos y operaciones de simetria
@ Clasificacion de moléculas seglin su simetria
@ Tablas de caracteres
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Simetria molecular cuantica

Evaluacion de integrales y simetria de funciones

La simetria permite saber cuando las integrales anteriores se anulan sin necesidad de evaluarlas.

En quimica cuantica es necesario evaluar integrales del tipo (W4|Wg) y (Wa|A|Wg). J

Para ello nos basamos en cinco hechos relacionados con en el concepto de

o

Operacion de simetria: movimiento de un objeto que lo deja en una posicion
indistinguible de la inicial.

Toda molécula posee un conjunto de operaciones de simetria, cada una de las cuales tiene
asociado un operador de simetria O,.
Toda autofuncién, WV, del operador Hamiltoniano, I:I, lo es también de los operadores de
simetria del sistema, O, porque [H, O,] = 0:

OV =0V, n=1,2,...,h
El conjunto de autovalores {o,} determina la simetria de W: se dice que W pertenece a
una determinada especie de simetria.
(WAlWg) y (Wa|A|Wg) son cero si Wy y Wg pertenecen a especies de simetria distintas.

El nimero y tipo de especies de simetria de una molécula sélo depende de qué
operaciones de simetria posee.

Pregunta clave: jqué operaciones de simetria posee una determinada molécula?
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Simetria molecular Elementos y operaciones de simetria

Elementos y operaciones de simetria: definicion

Elemento de simetria: figura geométrica (punto, recta o plano) que se usa para definir la
operacién de simetria (movimiento). Existen 4 tipos de elementos de simetria:

Eje de rotacion (Cp).
Plano de reflexion (o).

o
o
@ Centro de inversién (/).

@ Eje de rotacién impropia o rotacién-reflexion (Sp).

Cada elemento de simetria permite definir una o varias operaciones de simetria. J

@ Notacién: representamos las operaciones de simetria asociadas a un determinado elemento
de simetria poniendo un arco circunflejo sobre el simbolo del elemento de simetria: p.e. 5.

@ La notacién enfatiza que toda operacién de simetria se define matematicamente a través
de un operador, que transforma un punto del espacio a otro: O(x,y,z) — (x',y’, 2’).

z,

Ejemplo: reflexion a través del plano
XY
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Simetria molecular Elementos y operaciones de simetria

Elemento: eje de simetria o rotacién (C,). Recta imaginaria que atraviesa la molécula.

Operacién: rotacion de 360°/n (C,) alrededor de dicho eje que deja inalterada la molécula.
n = orden del eje.

@ Ejemplo. Eje C3 en la molécula BF3 (perpendicular al plano molecular y pasa por el B):

F1 F2
‘ rotacién
—
B B
Fa F3 F3 F1
donde la rotacién se ha realizado en el sentido de las agujas del reloj.
@ Una molécula puede tener mas de un eje de simetria: el BF3 tiene tres ejes C; en la

direccion de cada enlace. Eje principal: eje de simetria con el maximo orden.

@ Nomenclatura: C; — eje binario (giro de 180°); C3 — eje ternario (giro de 120°).

@ Un eje C, tiene asociadas n — 1 operaciones de simetria (rotaciones) distintas:

» = realizar una vez la rotacién de 360°/n.

2 = realizarla 2 veces ... (" = realizarla n veces = posicién original

— & = E: operacién identidad.
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Simetria molecular Elementos y operaciones de simetria

Elemento: plano de reflexién (o). Plano que divide a la molécula en dos mitades.
Operacién: reflexion especular respecto a dicho plano (&) que deja inalterada la molécula.

@ 52 = E = este elemento tiene asociada una (nica operacién de simetria.
@ Si o es perpendicular al eje principal — op. Si contiene al eje principal — o.

@ Ejemplo. La molécula BF3 tiene un plano oy, (el plano molecular) y tres planos o
(perpendiculares al plano de la molécula y conteniendo cada uno un enlace B-F).

Elemento: centro de inversién (7). Punto del espacio.
Operacién: inversién a través de dicho punto (/) que deja inalterada la molécula.

x

m
5

=5
©
<
o
>
o
c
o
o
®
o
o
E]
a
o
>
°

@ 2 = FE = este elemento tiene asociada una Gnica operacién de simetria.

@ De existir, el centro de inversidon coincide con el centro de masas de la molécula.
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Simetria molecular

Elementos y operaciones de simetria

Elemento: eje de rotacién impropia o rotacién-reflexién (Sp).
Operacidn: rotacion de 360°/n alrededor del eje seguida de una reflexién respecto a un plano

perpendicular al eje (S,) que deja inalterada la molécula.

@ Ejemplo. Molécula de CHy: eje Sy que pasa por el C y biseca los angulos HCH.

H; Hy Hj

. rotacién reflexion
Ho - C - H,y T) Hzm-C-alHy ——m>

Hz - C - H;
plano L R

EIII

Hy

Fin

@ La presencia de un eje S, no implica que la molécula tenga un eje C, y un plano op.
@ Eje S; equivale a un plano de reflexion o. Eje Sp equivale a un centro de inversidn i.

@ La aplicacién sucesiva de S, genera otras operaciones de simetria
(las operaciones generadas dependen de cuantas veces se aplique y de si n es par 6 impar).
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Simetria molecular ~ Clasificacién de moléculas segiin su simetria

Grupos puntuales de simetria

@ Grupo puntual de simetria: conjunto de operaciones de simetria que forman un grupo

@ La aplicacién sucesiva de dos operaciones da otra del | grupo. o
© La aplicacién sucesiva de operaciones es asoaatwa 0 (O Op) = (G;0;)O.

Q Cada operacién tiene su inversa: 0,6, =616, =
Q E < grupo.
El nimero de operaciones de simetria del grupo se denomina orden del grupo.
@ El nimero de grupos puntuales de simetria es limitado.
@ Toda molécula pertenece a uno de dichos grupos = clasificacion por simetria.

Grupo | G, o i Sn
C1

Cs 1

c; 1 v

Cn 1(n>2)

Con 1(n=>2) 1Los V/ (n par) v
Cov 1(n>2) noy

Sn 1(n=4.6,..)
Dn 1(n>2)+nC L

Don 1(n>2)+nC L 1op+ no, L | /(npar) Vv
Dhd 1(n>2)+nG L nog4 V/ (nimpar) | /
Ta >1 v v
On >1 3G v v v
In >1 3G v v v
Coov (n oo: eje diatémica heteron.) | /

Dooh (n oco: eje diatémica homon.) v v v
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Simetria molecular ~ Clasificacién de moléculas segiin su simetria

Ejemplo de aplicacién: BFs.

F
B
F/ \F

iEs lineal? — No

i32 6 mas G, n>27 — No
(3C? = Si: G

(336G L G? = Si

idon? = Si

®© 6 6 6 o o

Resultado: D3
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Simetria molecular = Tablas de caracteres

Las especies de simetria de cada grupo se caracterizan mediante su tabla de caracteres J
D |E 2G 3G on 25 3o, |
A} 1 1 1 1 1 1 X2 +y?, 22
Ay |1 111 11 R:
E’ 2 -1 0 2 -1 0 (x,y) (x2 = y2,xy)
A1 1 1 -1 1 A
AL |1 11 1 1 1 z
E" 2 -1 0 -2 1 0| (Re.Ry) (yz, zx)

@ Fila superior: operaciones de simetria agrupadas en clases.

@ Primera columna: especies de simetria. Hay tantas como clases de simetria.

— Aj: especie totalmente simétrica; presente en todos los grupos.

— Orbitales o estados no degenerados € especies A 6 B.

— Orbitales o estados doblemente (triplemente) degenerados € especies E (T).
— Subindices (1,2,...) y apdstrofes (') se usan para distinguir especies.

@ Pendltima columna:

— Simetria de las funciones x, y, z en el origen de coordenadas:

— simetria de orbitales p en el atomo central.

— simetria de traslaciones en cada eje cartesiano desde el origen.
— Simetria de rotaciones Ry, Ry, R; alrededor de los ejes x,y,z.

@ Ultima columna: simetria de dobles productos de coordenadas (xz, Xy, ...)
< simetria de orbitales d en el atomo central.
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etria molecular = Tablas de caracteres

Las especies de simetria de cada grupo se caracterizan mediante su tabla de caracteres )
D |E 2G 3G on 25 3o, |
A} 1 1 1 1 1 1 X2 +y?, 22
Ay |1 111 11 R:
E’ 2 -1 0 2 -1 0 (x,y) (x2 = y2,xy)
A1 1 1 -1 1 A
AL |1 11 1 1 1 z
E" 2 -1 0 -2 1 0| (Re.Ry) (yz, zx)

Caracteres: relacionados con como se comporta una funciéon que € a una determinada especie de
simetria al aplicarle cada una de las operaciones de simetria del grupo. Se pueden usar para:

@ Determinar a qué especie de simetria pertenecen las funciones de una base.
Pueden 3 funciones de base que ¢ ninguna especie de simetria = sin simetria definida.

@ Construir funciones de base adaptadas a la simetria a partir de bases sin simetria definida.

Utilidad: si un OM se expande usando una base adaptada a la simetria, sélo las funciones
que pertenecen a la misma especie de simetria que el OM entran en la expansién, pues:

Vom =2 civvi, ¢ = (YilWom) =0 si v y Wom € especies de simetria #
@ Establecer a qué especie de simetria pertenece un determinante de Slater sabiendo a qué

especies de simetria pertenecen los OMs que lo forman.
< simetria de funciones de onda multielectrénicas = C.L. dets. Slater misma simetria.
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Simetria molecular = Tablas de caracteres

Repaso de conceptos del Tema 9.

Repasa los conceptos y compleméntalos con las siguientes fuentes
(Quimica Cuantica (Bertran y otros))

Elementos y operaciones de simetria: §7.1
Clasificacién de moléculas segin su simetria: §7.2 y §7.3
Tablas de caracteres: §7.4.1 y Apéndice Ill

Recursos on-line: pagina web de la Universidad de Otterbein
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Anexos de Quimica Cuantica

Resumen del Tema

e Anexos de Quimica Cuantica
@ Anexos del Tema 1
@ Anexos del Tema 2

An ge
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Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 1

Estados estacionarios

Demostracién de que, si V # V(t) = W(r, t) = ¢(1)e /"

ih% = AV(r, t) = Como V # V/(t) — H # H(t): probamos W(r, t) = v (7)f(t)

() D — () [Fue) + V()]
1df(t) I U PO
e ar = E#ED) = 5 [T + V()]
L df(t) ey
i 77Ef(t)»—>f(t)7e /

['f'(T) + \A/(T)]w(T) = A(7)y(7) = Ey(r) Ec. Schrédinger independiente del tiempo
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Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 2

Solucién a la ecuacién diferencial del oscilador arménico

d?y(y)
dy?

—y*U(y) = —e(y)

Solucién general: polinomio x solucién limite y — o0

Caso limite: y — +o0

dz"j}(}/) _ 2 Sol |- _ _+y?)2 _ _—y?)2 drado i bl
“r y“(y) — Soluc. general: ¢¥(y) = e —Y(y)=e (cuadrado integrable)
Determinacién de los coeficientes del polinomio J

Solucién general:  ¥(y) = f(y)e_yz/2
d?f df
Sustitucién ec. diferencial: 0= — —2y— 4+ (e — 1)f
dy? dy

o0
Expresién del polinomio:  f(y) = Za‘/y"
v=0

2v+1—¢

Relacién entre los coeficientes:  ayjp = ——————
T (v+2)(v+1)

av

Quimica Cuéantica y Espectroscopia (U.A Grado en Quimica Curso 2014-2015 150 / 175



Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 2

Solucién a la ecuacién diferencial del oscilador arménico

Condicién de contorno: ¥(y) debe ser de cuadrado integrable )

— el polinomio debe tener grado finito
— los coeficientes a; deben anularse a partir de un cierto orden

ayt2=0—=2v4+1—-e=0

E,,:hu(v+%> v=0,1,2,... (9.1)
‘ - 1/4 -
bo(x) = (2 V1) 1/2(%) H,(al/2x)e= /2 (9.2)

Polinomios de Hermite
Ho(y), y = a/2x

1

2y

4y2 2
8y3 — 12y
16y* — 48y2 + 12
32y5 — 160y3 + 120y

O~ wWwN-OI<
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Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 3

Coordenadas polares esféricas

Coordenadas polares esféricas: convenientes en sistemas con simetria esférica J
<
x=rsenfcos¢p r=+/x2+y2+ 22
(93)
6 (xyz)o(r6,0) y =rsenfsen¢ 6 = arc cos% (9.4)
z=rcosf ¢ = arctan % (9.5)
/</ : y cuyos rangos de definicion son:
X SN
0 N Y 0<r<oo (9.6)
0<6<n (9.7)
0<¢p<2r (9.8)

y, ademas

dr = dxdydz = r’senfdrdfd¢  (9.9)
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Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 3

Autofunciones y autovalores de L,

Solucién general: introduciendo Y (6, ¢) = ©(0)d(4) en la ecuacién de autovalores de L, J
do .
—ih dg:’) = bd(¢) —> Solucién: ®(¢) = Ae®?/" (9.10)
Condicién de contorno (funcién unievaluada) — cuantizacién de los autovalores de [, J
1 = cos 272
i 27b 2b h
®(0) = d(2m) s A = Aeb2™/T 4 1 = eb27/h — cos T2 | jgen Z°
h h 0 = sen 272
= ho

27b .
. % =m(2r); m=0,+1,42,43,... — | L,®pn(¢) = mhdm(0); m:O,:tl,:t2,:|:3,...‘

Normalizacién: expresion final de las autofunciones de L, J

27 . . 3
1= (Pp|dm) = |A\2/ e MPeimédgp = 2nt| A2 — A =1/V21 — | O () = ——e™?
0 V2
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Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 3

Autofunciones y autovalores de [?

@ Introduciendo Y (0, ¢) = ©(0)P(¢) en la ecuacién de autovalores de [2 (3.15), usando
®(p) = 1//2me™® y el cambio de variable w = cos @ se tiene la ecuacién diferencial:

c m2

R 1-w?

cuyas soluciones son los polinomios asociados de Legendre de grado / y orden m, P"(w):

(17w2)z”72wz’+( )z:o

[ m P"(x) | m P"(x)
0 0 1 2 0 (3x%2 —1)/2
1 0 X 2 1 —3xy/1 — x2
1 1 —v/1—x2 2 -1 (1/2)xy/1 — x2
1 -1 (1/2)/1—x2 2 2 3(1 — x3)

2 2 (1/8)(1 — x2)

@ Los valores de | y m estan cuantizados, debiendo obedecer las relaciones:

‘/:0,1,2,3,.‘. m| g/:mzo,il,ﬁ,ﬁ.,..,i/‘

@ La cuantizacién de / conduce a la cuantizacién de los autovalores de [2

‘c:/(/+1)h2; /:0,1,2,3,...‘

@ La condicién de normalizacién proporciona la forma final de ©(6):

01,m(0) = \/ B PP (cos )
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Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 3

Representacion grafica de los arménicos esféricos

Graficos polares: para cada direccion definida por 0 y ¢ se representa un segmento de
longitud igual al valor absoluto del armoénico esférico o su médulo al cuadrado.

[Yo,0l2 [Y1,0l2

&
7 s
(7,
f7
idteas

ai

Y1102

L
i

uimica Cuantica y ectroscopia i Curso 2014~ 155 / 175



Anexos del Tema 3

Anexos de Quimica Cuantica
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Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 4

Expresion matematica de R,(r)

1/2

Ru(r) = — p’Lif,l(p)e’p/z; p =2Zr/nag, ag = 0,52918 Angstrom

(5)3 (n—1-1)!
nag/) 2n[(n+ N3

Lp.: polinomios asociados de Laguerre de orden ny grado m—n

Cuadro: Funciones de onda radiales R,; de atomos hidrogenoides.

Designaciéon n | Rni(r)
1s 1 0 (Z/a0)3/22e=r/?
2s 2 0 (Z/a0)3/281/2(2 — p)e=r/2
2p 2 1 (Z/a0)3/22471/2pe=r/2
3s 3 0 (Z/a0)3/%24371/2(6 — 6p + p?)e— /2
3p 3 01 (Z/a0)3/2 486 1/2(4 — p)pe—r/2
3d 3 2 (Z/a0)3/2 2430~ 1/2 2= r/2
4s 4 0 (Z/a0)3/29671(24 — 36p + 12p2 — p3)e—r/2
4p 4 1 (Z/a0)3/?15360~1/2(20 — 10p + p?)pe—r/?
4d 4 2 (Z/a0)3/2 46080~1/2(6 — p)p2e—r/2
4f 4 3 (Z/a0)3/2 322560 1/2p3e—r/2

p =2Zr/(nao)
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Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 4

Representacion grafica de R, (r) para ciertos ny [
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@ Ry(r) tiene n — [ — 1 nodos radiales pues Li’j’,l es un polinomio de orden n — [ — 1.
@ Cuando r — oo todas las funciones radiales tienden a cero pues domina el término
exponencial.

@ Cuando r — 0: debido al término en r' de la ecuacién (4.10) existen dos situaciones
@ /=0 Rp(0)#0
Q /#0— Ry(0)=0

@ De las representaciones anteriores podria pensarse que cuando / = 0 la probabilidad de

presencia del electrén es maxima sobre el niicleo, pero ello no es asi pues falta considerar
la dependencia angular — densidad de probabilidad radial.
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Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 4

Expresién matematica de algunos orbitales hidrogenoides

Orbital hidrogenoide real = parte radial x arménico esférico real

Cuadro: Orbitales hidrogenoides reales.

oo ﬁ (%)3/2672,/30 36 81(3;)1/2 (%)3/2 (27 B 18% N ZL:‘:;)(Z’/ZW
e e (B B e L (2) o B o
o n (B) s e 2 (56 ) oo
2py = W (%)wzre_z’/zao sen 0 cos ¢ 3p, = sflijz (%)5/2 (6 — f—‘;) re—2r/330 sen fsen 13
2o = s (&) Bosen e 342 = L (£) AR et -
3dy; = sf;.ézl’ (%):j:rze—b/sao cos Osen 6 cos ¢
3dy; = sfﬂil/"’ (%) rze;/z;/ho cos fsen fsen ¢
3da_,2 = W(%) rPe=%"/3205en2 g cos 2¢
3dyy = W (%)7/2;"572'/3"0 sen? fsen 2¢
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Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 4

Densidad de probabilidad radial de orbitales hidrogenoides

Densidad de probabilidad radial: proporciona la densidad de probabilidad de encontrar al
electrén a una distancia r. Se obtiene al integrar [,m(r, 0, ¢)|? respecto a los angulos 0 y ¢:

Dn/(r)E/Qﬁ /7r (1,0, O)nim(r, 0, ) rPsen 0dOdp = R (r)r? (9.11)
$=0 J =0

donde se ha tenido en cuenta que los arménicos esféricos estan normalizados.

@ D, (r)dr = R%(r)r?dr — probabilidad de _
encontrar un electrén en una cascara esférica de
anchura dr situada a una distancia r.

@ De la condicién de normalizacién de v, (r, 0, @)
se cumple que [ Dy(r)dr =1

@ Dy(r) permite obtener el valor esperado de
propiedades que sélo dependen de r.
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Densidad de probabilidad radial de orbitales hidrogenoides

Anexos de Quimica Cuantica

Anexos del Tema 4

0.6 T T 0.2 T T 0.2 T T
0.18 - — 0.18 —
0.5 s 9 0.16 |- 25 - 0.16 | 2 A
04l | ] 0.14 | R 0.14 R
o | o 012 ! . 012 4
<~ 03 — S 0.1 — o 0.1 [ —
e I S oosf 1 S oosf ]
02 1 0.06 | R 0.06 - R
0.1 - 0.04 q 0.04 [/ ]
0.02 f B 0.02 1/ — 4
o ‘ ‘ 2 ‘ 2 S
10 15 20 0 10 15 20 0 10 15 20
rlag rlag rlag
0.12 T T 0.12 T T 0.12 T T
0.1 0.1 01
0.08 0.08 - 0.08
&S 0.06 &8 0.06 - & 0.06
0.04 - 0.04 - 0.04
0.02 - 0.02 - 0.02
0 ‘ ‘ o ‘ ‘ o
0 10 15 20 0 10 15 20 0 10 15 20
rlag rlag rlag
@ D,(0) = 0 debido al té&rmino en r?: la densidad de probabilidad de encontrar el electrén

en el nicleo es nula.

@ Dp(r — oo0) = 0 pues domina el término exponencial de Rpy(r).
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Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 4

Representacién grafica de orbitales hidrogenoides

Como los orbitales hidrogenoides son funciones de tres variables su representacién grafica
requeriria el uso de cuatro dimensiones, por lo que su visualizacién se hace de otras formas:

1. Representando por separado la parte radial y la parte angular.
2. Representando la funcién en un plano determinado: al restringir el valor de una coordenada se
puede representar en funcidn de las otras dos.

cooooooo
S2ERREE

Sodooo0000
o5 gooori
2% RE&8

Sbbo000000
Soo ooooos
228 822888

uimica Cuantica y Espectroscopia Grado en Quimi Curso 2014-2 160 / 175



Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 4

Representacién grafica de orbitales hidrogenoides

Como los orbitales hidrogenoides son funciones de tres variables su representacién grafica
requeriria el uso de cuatro dimensiones, por lo que su visualizacién se hace de otras formas:

1. Representando por separado la parte radial y la parte angular.

2. Representando la funcién en un plano determinado: al restringir el valor de una coordenada se
puede representar en funcidn de las otras dos.

3. Representando figuras envolventes: superficie de isodensidad tridimensional en el interior de la
cual la probabilidad de presencia del electron tiene un valor determinado; por ejemplo 95 %.
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Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 4

Valores esperados de ciertas propiedades para los orbitales

hidrogenoides

@ El valor esperado de r¥ es independiente del niimero cuantico azimutal m:

<rk> = (nlm\rk|nlm) = /rk|1/),,,,,,(r,0,q5)|2rzsen 0drd6d¢

oo T 27
:/ rk+2|Rn,(r)\2dr/ sen0d0 [ Y (0,6)Yim(0, $)deb
0 0 0

e o)
- / P Dy (r)dr (9.11)
0
@ Integrando en r la ecuacién anterior se demuestra que:
1 1
(ry = 5 [3n® — I(/ +1)] a0 (r?) = 5n2 [5n® +1 —3I(/ +1)] a3 (9.12)
1 2
-1 —2
— = 9.13
(r ) = o = e (9.13)

@ rmax # (r) porque Dp(r) no es simétrica respecto a su maximo

@ Empleando (9.13) el valor esperado de la energia potencial Coulombiana es:

e /1 e 1
(V)=- <*>:— - (9.14)
dreg \r dregag n
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Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 4

Resolviendo la ecuacién radial en el atomo de hidrégeno

Primer paso. Soluciones asintéticas J
d2u I(1+1
r—0: 0= (r) + ( )U(r) U(r) — 11
dr2 r2
d>U(r)  2uE (E<0) _xr
r— oo 0=— + ——U(r) U(r) —" e A= 4/2u(—E)/h
dr? h2

Segundo paso. Solucién general = solucién limite x polinomio 7(r) = berk = U(r) = P F(r)e= A"
g p g p K bk

Tercer paso. U(r) general en ecuacién diferencial — relacién de recurrencia — solucién:
polinomios asociados de Laguerre LY (x)

2
K(k + 2/ + )by = 2 [A(k - %] b1

Cuarto paso. Truncar f(r) a orden N =0,1,2,3,... para que no diverja — cuantizacién +
relacion entre ny |
2 4
_ He” p=nyi41 o pe 1 _ _
07)\(N+I+1)—h—2 B n=1,2,3,... /=0,1,2,...,n—1
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Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 5

Paso 1. Aplicamos la perturbacién de forma gradual mediante un parametro 0 < X\ < 1 que la modula,
Ay = A% + X\A':
(con X\ = 1 obtenemos las autofunciones y autovalores de A: I:Iw,, = Epp)

La correspondiente dependencia en X\ de () y E5(\) se expresa mediante series de Taylor:

Pa(A) = @ 4 A 1 229p@ ookl ) = E@ B £ a2E@ 4 aKEW 1L (9.15)
W _ 1% g - 1 d“E, 0 _ £0 _ g o016
¥ = ok o " =k Iase  Yn = ¥nla-o n o = Enlx=o (916)

Paso 2. Introduciendo las expansiones anteriores en la ecuacién de Schrddinger: J

(AO 27 (0 4 a1 220@) 1) = (O AED 2ER + ) (0 a4 2P 1) (9.17)

Paso 3. Igualando términos de idénticas potencias de )\, tenemos (hasta A2): J
PO A0 (@) — £(0),,(0) (9.18)
Al A@p@ 4 gy — g0),(1) | p(1),,(0) (9.19)
A2 Fl(o)w(l’) + /:/’w(ll — E(O)w(l’) + E(l)w(l) + E(z)w(o) (9.20)

Paso 4. Expandiendo d)s,k) con autofunciones de A°: L“‘)ﬁ,k) =37 agk)ﬁ- se llega a: J

N X (fm| A |f A | ) |2
EWM = (£|A'), M =3 %fm, ERD =" [l A1) [* (9.21)

m#n (en = em m#n (en — €m)
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Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 5

Consideraciones sobre el método de perturbaciones

@ Se podria pensar que las expansiones (5.21) y (5.22) existen siempre que la perturbacién
H’ sea suficientemente pequefia, pero desgraciadamente éste no siempre es el caso.

@ En ocasiones las series (5.21) y (5.22) no convergen.

© Si la perturbacién es pequefia, truncar la expansién a los primeros términos suele
proporcionar buenos resultados: en la practica se suele emplear la correccién a orden 2 de
la energia y a orden 1 en la funcién de onda

(0) a
En=EY + (WA + > L Arom) (0‘) id 0)>| (9.22)
m#n ( Em )
_ WA )
¥n = Y3 + %:77 £O g0 e (9-23)

@ Los coeficientes de las expansiones son proporcionales a (E£°) — E,(,?))71

<> el esquema desarrollado diverge si existen niveles degenerados para H(©)
— el método debe modificarse: teoria de perturbaciones para niveles degenerados.

© Si el Hamiltoniano de la perturbacion depende del tiempo, A’ = H/(t), es necesario
modificar el método: teoria de perturbaciones dependiente del tiempo.
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Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 5

Aplicaciones de los métodos aproximados en Quimica Cuéntica

Funciones variacionales lineales: se emplean en diversas metodologias, tales como )

@ La aproximacion OM-CLOA: expansién de Orbitales Moleculares como Combinacién
Lineal de Orbitales Atomicos. Usada, por ejemplo, en el método de Hiickel.

@ Los métodos multiconfiguracionales: expansién de funciones de onda como combinacion
lineal de determinantes de Slater. Usada en el método de Interaccién de Configuraciones.

Método de perturbaciones: base del método Mgller-Plesset (H° = I-Algf) J

Método de perturbaciones: evaluacién de perturbaciones/correcciones al Hamiltoniano J

@ Efecto Stark: modificacién de la energia al aplicar un campo elétrico externo
— interaccién con la carga de nicleos y electrones.

@ Efecto Zeeman: modificacion de la energia al aplicar un campo magnético externo
< interaccién con el momento angular orbital
— interaccién con el momento angular de espin

@ Estructura fina de espectros: correccién de niveles energéticos debida a

— el acoplamiento espin-érbita
< correcciones relativistas al operador de energia cinética: T = y/p2c2 — m2c* — mec?.
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Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 6

Desarrollo: energia de un determinante de Slater

Valor esperado de E para A de atomos polielectrénicos usando un determinante de Slater J
L N 1
E=(x1-xnlTe+ Ven+ Vee|xs--- Zh,,+ 22;2;(J,J Kij) (9.24)
i=1j
hi = (a(U)Ih(DIxi(1) A1) = —§v2(1) - ; (9-25)
Jj = (e @) () (9.26)
Ky = o)l (1) (9.27)

@ h;;. Integrales monoelectrénicas: energia de un electrén en el espin orbital x; si no
interactuara con el resto (ausencia del término Ve en el Hamiltoniano).

@ J;. Integrales bielectrénicas de Coulomb: energia de repulsion Coulombiana entre dos
distribuciones de carga asociadas a los espin-orbitales x; y x;.

@ Kj;. Integrales bielectrénicas de intercambio: no tiene analogo clasico; aparece como
consecuencia de la antisimetria de la funcién de onda.
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Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 6

Desarrollo: minimizacién de la energia

Objetivo: encontrar los espin-orbitales del determinante W = |1 - - - x| que minimiza (W|A|W) J

@ La minimizacion de (9.24) conduce a las ecuaciones de Hartree-Fock

F(Q)xi(1) = eixi(1) i=1,2,...,N (9.28)
Ver [{x}1(1)
r_’—
F(1) = h(1) + 3N, (Ji(1) - Ki(1)) f : Operador de Fock (9.29)
Jxi) = ( X; 2)—XJ( )drz) xi(1) J; : Operador de Coulomb (9.30)
1)X, ( X; 2)—X,(2)d'rz> (1) RJ : Operador de intercambio  (9.31)
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Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 6

Desarrollo: minimizacién de la energia

Objetivo: encontrar los espin-orbitales del determinante W = |1 - - - x| que minimiza (W|A|W) J

@ Los espin-orbitales x;, que son las soluciones de estas ecuaciones, estan incluidos en la
definicién del operador de Fock a través de J; y Kj.

@ Por ello, las ecuaciones deben resolverse por iteracién, hasta que la diferencia entre los
espin-orbitales en una iteracion y la siguiente estad por debajo de cierto umbral.

@ Cuando el proceso iterativo converge los espin-orbitales son autoconsistentes con el
potencial creado por ellos mismos: campo autoconsistente o SCF (Self Consistent Field).

@ La autoenergia de cada espin-orbital incluye la repulsién coulombiana con el resto,
corregida por el intercambio: ¢; = (x;|f|xi) = hii + Zszl(JU — Ki)

@ Por ello, la energia electrénica no es sélo la suma de las autoenergias, pues contariamos
dos veces dicha interaccién:

E= Ze,—fzz i — Kij) (9.28)

i=1 j=1
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Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 6

Energia y ecuaciones de Fock del método RHF: al distribuir los espines las ecuaciones dependen sélo de los orbitalesJ

Energia y Funcién de onda: determinante con N electrones apareados en N /2 orbitales

N/2 N/2N/2
VRHF = [Y1¥1%2%3 - ¥n/2¥n/2l = (YrerlAIVREF) = EREF =2 ) M+ D (200 — Ki)
k=1 k=1 =1

bige = (DAL |$i(1)) Iy = (D211 / ra2 [ (DYr(2))  Kia = ($r(1)%1(2)[1/ raz29i(1)9i(2))

Minimizacién de la energia — ecuaciones de Fock RHF:
N/2
Fwe(1) = cpwe(1), F(1) = h1) + 3 (25(1) - K1), 1=1.2,...,N/2

I=1

T e (/¢, —w,mdrz) v R (/w —wk( )dfz) (1)

Ecuaciones de Roothann-Hall: cada orbital se aproxima como una combinacién lineal de funciones de base
P = Zyzl ¢, k@ - Ello permite expresar las ecuaciones de Fock en forma matricial, mas facil de implementar y
resolver con programas de ordenador.

Insertando la expansién anterior en las ecuaciones de Fock:

Zc,,kf Zcukak(b,, , k=1,2,...,N/2
Multiplicando por ¢Z(1) e integrando:

Fuv Spv

M .
Z ok (buIF(D)]60 (1)) = D cprer (du(1)¢ (1)) <= FCj = SCyey <> FC = SCE
by

Las altimas dos expresiones, mas compactas, hacen uso de la definicién del producto de matrices. F y S son las
matrices de Fock y de solape, respectivamente. E es una matriz diagonal con las energias de los orbitales. C es la
matrix cuyas columnas, C, contienen los coeficientes ¢, que definen los orbitales.
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Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 6

Funciones de base empleadas en Quimica Cuantica

Orbitales hidrogenoides: Snim; = RniYi,m, J

@ Ventajas: son ortogonales.

@ Inconvenientes: la presencia de los polinomios de Laguerre en R, dificulta enormemente la evaluacién de las
integrales bielectrénicas Jy; y K.

Orbitales de Slater: qbf,tn? = Ne¢ r"_le_s'Y,Y,,,l. &: parametro ajustable, N¢: constante de normalizacién. J

@ Ventajas: la parte radial es mas sencilla que en un orbital hidrogenoide.

@ Inconvenientes: no son ortogonales y las integrales bielectrénicas siguen siendo dificiles de evaluar.

. . . +GTO _ n—1_—ar? . P . . P
Orbitales gaussianos: ¢nlm/ = Nqr e Y/,m/. «: pardmetro ajustable, N : constante de normalizacién.

@ Ventajas: la evaluacién de las integrales bielectrénicas es mucho mas sencilla que con orbitales de Slater o
hidrogenoides.

@ Inconvenientes: no son ortogonales y su comportamiento asintético (r — 00) y cerca del origen (r — 0) es
deficiente
@ Para mejorar el comportamiento se usan orbitales gaussianos contraidos: $CCTO = Z;LFI dpngTO.

Es una combinacién lineal de funciones gaussianas con distintos exponentes g.
Los coeficientes d, se determinan en calculos atémicos dj, y se mantienen fijos.
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Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 6

Términos espectrales derivados de configuraciones

Configuracién Términos Nimero de estados
Electrones no equivalentes
slst 1g, 33 4
stpt ip,3p 12
stdt 1D, 3D 20
plpl 3D, ]'D, 31:), ]'P, 3S, ls 36
ptd?! 3F, 'F, 3D, 'D, 3P, 'P 60
dtd? 3G, G, 3F, 'F, 3D, 'D 3P, 'P, 38, 18 100
Electrones equivalentes
s2; pb; g0 ig 1
pi p° P 6
p%: p 1g 3p, 1p 15
3 43, 2P, 2D 20
d*; d° 2D 10
d?; d® 3F, 3P, 1G, D, s 45
d3; d” 4T, 4P, 2, 2G, 2F, 2D(2), ?P 120
SD3H3GAF(2),2D3P(2
dt; o 3 GO) A ) SG) 210
64 dpand4p272
o5 SAGAFADAPI2H 252

2G(2),2F(2),2D(3),2P2s

Quimica Cuéantica y Espectroscopia (U.A

Grado en Quimica Curso 2014-2015 170 / 175



Anexos de Quimica Cuantica Anexos del Tema 7

Evaluacién de integrales del método EV

@ Es conveniente descomponer el Hamiltoniano electrénico de la siguiente manera:

. 1_, 1 1_, 1 1 1 1

A=--Vi—- —+-Vvi-—-—— - — 4+ —
2 ra1 2 M2 fa2  fp1 N2
A9 : tipo H A9 : tipo H correccién

@ La integral Hiy = (153(1)15,5(2)“:/2 + Flg + Hap|155(1)1s,(2)) puede evaluarse asi:
Hix = (15a(1)155(2) | HJ [155(1)155(2)) + (15a(1)155(2) A} |1sa(1)155(2)) + (L5a(1)155(2)] Azp|Lsa(1)155(2))

= (L5 (1)| A2 |15a(1)) (155(2)]155(2)) + (1sa(1)|1sa(1)) (L55(2)| A2 1155(2)) + (1sa(1)L55(2)|Hap|15a(1)155(2))

Ey 1 1 Eny J : integral de Coulomb
=2Eyq +J

@ Analogamente, para Hiz = (lsa(l)lsb(2)\l:lg + I:Ig + Aap|1sp(1)155(2)):
Hiz = (152(1)155(2) | AJ |155(1)15a(2)) (1sa(1)155(2) | Hf |155(1)155(2)) + (1sa(1)15(2)| Hap 155(1)155(2))
= (1sa(1)| A2 |155(1)) (155(2)|15a(2)) + (1sa(1)|155(1)} (Lsp(2)|H [152(2)) + (1sa(1)L85(2)|Hap |15 (1)15a(2))

EHSap Sab Sab EHSap K : integral de Intercambio
=2EuS2, + K
@ En la expresién de Hyp se ha tenido en cuenta que:
(155(1)| A2 1255(1)) = (Lsp(1) AT 152(1))* = Ent (L55(1)|155(1)) " = En(Lsa(1)[155(1)) = EnSap

@ Integral de solape entre f; y fa: Sp2 = (1s,(1)1s,(2)|1sp(1)15,5(2)) = (1s5(1)|1s5(1)) (155(2)]15,(2)) = Sazb
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Problemas modelo del Tema 1

Ejemplo practico de aplicacion del postulado 111

Considere un sistema cuyo estado esté dado en términos de un conjunto completo y ortonormal
de cinco vectores de estado |¢1), ) |p3), ¢5) como sigue:

) = —elon) + ——lox) + \fws NESRESVES

donde |$,) son autoestados del Hamiltoniano del sistema, H|¢,) = negl¢n) con n=1,2,3,4,5,
y donde ¢ tiene dimensiones de energia.

a) Sila energia se mide en un nimero muy grande de sistemas idénticos que se encuentran
todos inicialmente en el mismo estado |v)), ;qué valores se obtendrian y con qué
probabilidades?

b) Determine la energia promedio de dicho sistema.

@ El postulado Il establece que los posibles valores de la energia que pueden obtenerse son,
precisamente, los correspondientes autovalores de H:
Ey1 = €0, Ea = 2eq, E3 = 39, E4 = 4ep, Es = bep.

@ El postulado Il también establece que la probabilidad de que, al medir la energia en este
sistema, obtengamos cada uno de los valores anteriores es:

(al$)? _ crcn
() (YlY)

P(En) =
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Problemas modelo del Tema 1

Ejemplo practico de aplicacion del postulado 111

Considere un sistema cuyo estado esté dado en términos de un conjunto completo y ortonormal
de cinco vectores de estado |¢1), ) |p3), ¢5) como sigue:

) = —elon) + ——lox) + \fws NESRESVES

donde |$,) son autoestados del Hamiltoniano del sistema, H|¢,) = negl¢n) con n=1,2,3,4,5,
y donde ¢ tiene dimensiones de energia.

a) Sila energia se mide en un nimero muy grande de sistemas idénticos que se encuentran
todos inicialmente en el mismo estado |v)), ;qué valores se obtendrian y con qué
probabilidades?

b) Determine la energia promedio de dicho sistema.
@ Teniendo en cuenta que [¢) no estd normalizada:

2 3 5 15
2_ 45 2 2
(wh) = Z|cn| {Gnln) = Zlcn\ RETRETRETRETIRETL
pues (pj|¢;) = djj con i,j =1,2,3,4,5.
@ La probabilidad de obtener el valor E; es, pues:

_Jal? _ 1/19 _ 1
PUED = 1y 18719~ 18
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Problemas modelo del Tema 1

Ejemplo practico de aplicacion del postulado 111

Considere un sistema cuyo estado esté dado en términos de un conjunto completo y ortonormal
de cinco vectores de estado |¢1), ) |p3), ¢5) como sigue:

) = —elon) + ——lox) + \fws NESRESVES

donde |$,) son autoestados del Hamiltoniano del sistema, H|¢,) = negl¢n) con n=1,2,3,4,5,
y donde ¢ tiene dimensiones de energia.

a) Sila energia se mide en un nimero muy grande de sistemas idénticos que se encuentran
todos inicialmente en el mismo estado |v)), ;qué valores se obtendrian y con qué
probabilidades?

b) Determine la energia promedio de dicho sistema.

@ Analogamente, se obtienen el resto de probabilidades:

P(E) =1/15
P(E) = 4/15
P(Es) =2/15
P(Es) = 3/15
P(Es) = 5/15

@ Podemos comprobar que P(Ey) + P(Ez) + P(E3) + P(Es) + P(Es) = 1.
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Problemas modelo del Tema 1

Ejemplo practico de aplicacion del postulado 111

Considere un sistema cuyo estado esté dado en términos de un conjunto completo y ortonormal
de cinco vectores de estado |¢1), ) |p3), ¢5) como sigue:

) = —elon) + ——lox) + \fws NESRESVES

donde |$,) son autoestados del Hamiltoniano del sistema, H|¢,) = negl¢n) con n=1,2,3,4,5,
y donde ¢ tiene dimensiones de energia.

a) Sila energia se mide en un nimero muy grande de sistemas idénticos que se encuentran
todos inicialmente en el mismo estado |v)), ;qué valores se obtendrian y con qué
probabilidades?

b) Determine la energia promedio de dicho sistema.
@ La energia promedio puede calcularse mediante la expresién

5
1 2 3 5 52

E=S"P(E,)) En=— €0+ — 260 + — -3e0 + — - deg + — -5eg = = co.

Z (En) - En 5 €o+15 Eo+15 €o+15 Eo+15 0 = g0

n=1

@ La cual debe coincidir con el valor esperado del operador Hamiltoniano:

_ (lA) _ 19 1,8 6 12 25\ 5
= Zm Gnlflon = 1o (154 5+ 15+ 15+ 29 ) 0 = saco
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Problemas modelo del Tema 2

Ejemplo practico: particula en una caja

Considérese una particula de masa m confinada en una caja monodimensional de longitud a.
Para los estados n=1 y n = 2 calcula la probabilidad de que la particula se encuentre en el tercio

central de la caja: a/3 < x < 2a/3.

. 2 (2, 1 a dy=2a/3
P(d1,dr) = / Y (X)Yn(x)dx = 7/ sen” (wnx/a)dx = — [X - —sen(27rnx/a)]
dy aJd a 2mwn dy=a/3
1 1
P(a/3,2a/3) = [7 - — (sen(47rn/3) —sen (27rn/3))}

3  27mn
1, V3

-4+ X2 p=1
372"
1 V3

=|-——,n=2
3 4r
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Problemas modelo del Tema 2

Ejemplo practico: oscilador arménico

Calcula el valor esperado de la energia cinética para el oscilador arménico
monodimensional en su estado fundamental.

Wo(x) = (E)I/Ae_axz/z, a=

s h
A R? d?Wg(x) B2 a%/4(ax? —1) —ax?)2
Tl == =2 = Tam  a©
N +oo . h233/2 400
(1) = Wo(x) TWo(x)dx = — 2 (ax? — 1)e= " dx
oo 2mml/2 [_

h233/2 +o0 2 +oo 2
=——5 |2 x2e” ¥ dx — e dx
mn o o

H233/2 wl/2 wl/2 _ alh? _ wh hv
432 23172

T 4m 4 | 4

mnl/2
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Problemas modelo del Tema 3

Ejemplo practico: combinacién lineal de arménicos esféricos

Discitase si una combinacién lineal de los arménicos esféricos Y11 e Yi1,—1 sera funcién
propia de los operadores [ y L,. En caso afirmativo determine el valor propio
correspondiente.

Tal y como se indic6 en el Tema 1:

cualquier combinacién lineal de autoestados degenerados de un operador es
también autoestado de dicho operador.

Por tanto una combinacién lineal de los arménicos esféricos Y11 e Yi,—1 sera
autoestado de [?, pues ambas funciones tienen el mismo autovalor (2/2) de 2. Sin
embargo, no lo serd de L., por la razén contraria:

/:z(C1 Yin+ GYi—1) = C1/:zY1,1 + szzyl,—l =h(GY11— GYr,-1)
#cte- (G1Yr1+ GYi—1)

[2(C1 Yii+ GYi,—1) = Clzz Y11+ Czi2 Yi,-1 = hz(l(l +1)) (GYi1i+ GYi—1)
= 2h2(C1 Yii+ GYi-1)
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