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Proélogo

El presente trabajo se enmarca en los esfuerzos desarrolados durante las dltimas
décadas para comprender la estructura de la clase de las funciones booleanas de no
linealidad perfecta. El evidente interés practico del tema por sus aplicaciones a la
criptografia, disciplina que desde los tiempos de Bletchley Park est& irreversible-
mente unida a la vertiginosa expansion de las ciencias de la computacion, no debe
ocultar sin embargo sus dimensiones teodricas. Al fin y al cabo, el origen de las
funciones booleanas de no linealidad perfecta se remonta a un trabajo teodrico de

McFarland ([70] sobre diferencias finitas en grupos finitos no ciclicos.

Grado elevado, no linealidad perfecta y equibrio (conceptos que seran definidos
con precision més adelante) son algunas de las propiedades deseables para las fun-
ciones booleanas que intervienen en el diseno de los criptosistemas destinados a
incrementar la seguridad en las comunicaciones mediante el uso de cifradores en
bloque, cifradores en flujo y funciones hash. O, si se nos permite la ironfa, para dina-
mitarla, habida cuenta de la ancestral ambivalencia de los resultados en criptografia,

utilizables tanto para mejorar las codificaciones como para romper los codigos.

Dedicamos el capitulo 2 de la presente memoria a analizar el concepto de grado de
una funciéon booleana y a explorar sus propiedades con vistas al diseno de algoritmos
que aceleren la determinacion del grado a partir de la secuencia binaria que define la
funcion. Es sabido que, en igualdad de condiciones para las otras buenas propiedades
criptogréficas, la eficacia de los sistemas criptograficos mejora al elevar el grado de

las funciones booleanas que intervienen en su diseno.

La no linealidad es la propiedad méas importante en cualquier criptosistema de
clave simétrica para alcanzar confusion y dificultar el criptoanalisis diferencial. Como
veremos en el capitulo 1, la no linealidad se puede definir como la minima distancia

—para una precisa definicion de distancia— de una funciéon booleana al conjunto

xiii



xiv Prologo

de las funciones afines, que son, en varios sentidos, las funciones més simples. Si
el nimero n de variables es par, existen funciones booleanas que gozan de una
no linealidad maxima o perfecta. Estas funciones tienen un grado méximo de n/2.
Dedicamos tanto el capitulo 3 como el capitulo 4 a detallar diferentes procedimientos

para construir funciones de no linealidad perfecta.

Una funcién booleana se llama equilibrada si contiene el mismo niimero de 1 que
de 0 en su tabla de verdad. Las funciones equilibradas gozan de buenas propiedades
criptograficas en tanto que son el punto de partida para la construcciéon de las

funciones llamadas resilientes, que tienen inmunidad frente a la correlacion.

Las funciones de no linealidad perfecta no son equilibradas y tienen un grado
méaximo limitado (n/2, como se ha dicho anteriormente), de modo que alto gra-
do, no linealidad y equilibrio, son propiedades que, desgraciadamente, no se pueden
alcanzar simultaneamente. En consecuencia, la construccion de funciones criptogra-
ficamente buenas no es una tarea facil. La literatura especializada ha producido
una amplia gama de técnicas algebraicas y heuristicas para construir funciones bien
dotadas criptograficamente pero estos métodos suelen ser muy complejos, computa-
cionalmente dificiles de implementar (especialmente de modo directo en el hadware
para comunicaciones seguras) y no siempre producen el niimero elevado de funciones

que requiere la demanda practica.

La presente memoria de investigacion pretende contribuir al desarrollo de estas

técnicas.

Parte de los resultados aqui expuestos han sido publicados en distintas revistas o
actas de congresos [22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 36, 37, 38, 40, 41, 42]

y otros estan en proceso de evaluacion para su publicacion 34, 35, 39].

Algunos de los resultados y técnicas han sido presentados y discutidos en jor-

nadas, conferencias o congresos como los siguientes:

e Ist International Conference on Data Management and Security: Applications
in Medicine, Sciences and Engineering, Elche, Espana, 2013.

e Congreso de la Real Sociedad Matematica Espanola, Santiago de Compostela,
Espana, 2013.

e XII Reunion Espanola sobre Criptologia y Seguridad de la Informacion (RECST
2012), Donsotia-San Sebastian, Espatia, 2012.

e Algebra Lineal, Analisis Matricial y Aplicaciones (ALAMA 2012), Leganés,
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Espana, 2012

11th International Conference Computational and Mathematical Methods in
Science and Engineering, Benidorm, 2011

2010 International Symposium on Information Theory and its Applications
(ISITA 2010), Taichung, Taiwan, 2010.

XTI Reunién Espanola sobre Criptologia y Seguridad de la Informacion, Tar-
ragona, Espana, 2010.

10th International Coference on Computational and Mathematical Methods
in Science and Engineering (CMMSE2010), Almeria, Espana, 2010.

V Congreso Iheroamericano de Seguridad Informatica, Motevideo, Uruguay,
2009.

Congreso de la Real Sociedad Matemética Espanola, Oviedo, Espana, 2009.
Second Workshop on Mathematical Cryptology, Santander, Espana, 2008.

X Reunion Espanola sobre Criptologia y Seguridad de la Informacion (RECSI),
Salamanca, Espana, 2008.

IV Congreso Iberoamericano de Seguridad Informéatica, Mar de Plata, Argenti-
na, 2007.

2007 International Conference on Boolean Functions: Cryptography and Ap-

plications, Paris, Francia, 2007.

Los estudios que han dado lugar a la presente memoria han sido realizados par-

cialmente al amparo de los siguientes proyectos:

Grupo de Algebra y Geometria (VIGROB-287), 2014.

Criptologia y seguridad computacional (VIGROB-025), 2007, 2008, 2009, 2010,
2011, 2012, 2013.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introduccién

Las funciones booleanas son una poderosa herramienta para modelar una gran
cantidad de procesos de interés en la logica, la ingenieria, la ciencia o las matemati-
cas. Por citar un ejemplo, el codigo genético natural estd compuesto de manera tnica
por solo dos pares de bases codificables como secuencias binarias. Particularmente,
en criptografia se hace un uso intensivo de las mismas en la construccion y anali-
sis de criptosistemas. Las funciones booleanas juegan un papel importante en los
cifradores en bloque, los cifradores en flujo,las funciones hash |8, 11, 20, 61, 73] y la
teorfa de codigos,|7, 45, 60, 62, 69], entre otras.

En los modelos mas comunes de cifradores en flujo, la clave se produce utilizando
una funcién booleana. La seleccion de las funciones booleanas atendiendo a una am-
plia variedad de criterios permite aumentar notablemente la seguridad de las claves
producidas. La implementacion de una caja de sustitucién o S-box necesita funciones
booleanas no lineales que posean ciertas propiedades criptograficas favorables para
garantizar la resistencia a ataques tales como el criptoanalisis lineal y el diferencial
[1, 52, 78].

Las siguientes cuatro propiedades han demostrado ser importantes en la cons-

truccion de funciones booleanas para las aplicaciones criptograficas:

(a) Grado algebraico o grado del polinomio multivariante que representa a la fun-
cion booleana (véase la definicion 1.5).
(b) No linealidad o distanciamiento de las funciones afines (véase la definicion 1.7).

(¢) Fquilibrio o presencia de la misma cantidad de unos y ceros en su tabla de
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verdad (véase la definicion 1.3).
(d) Resilencia o inmunidad a la correlacion, esto es independencia probabilistica
entre los valores de la funcién y el conocimiento previo de los valores binarios

de algunas de sus variables.

La utilidad de una funcién booleana en las aplicaciones criptograficas depende
de una buena combinacién de las anteriores propiedades. Desgraciadamente, una
funcion booleana no puede satisfacer a la vez todas las propiedades plenamente. Las
funciones con maxima no linealidad, o funciones de no linealidad perfecta tienen
un grado algebraico reducido (de hecho como mucho n/2, si n es el nimero de va-
riables de la funcién) y no son equilibradas. Existe también un limite para el grado
algebraico de las funciones resilientes (n — m — 1, siendo m el orden de resilen-
cia, que cuanto mas elevado es denota mayor inmunidad a la correlacion), que son

equilibradas pero tienen una no linealidad lejana a la maxima.

Las funciones booleanas pueden ser representadas de diversas maneras. Las repre-
sentaciones que se emplean mas comuinmente en la literatura son la forma polinomial
o forma normal algebraica, la secuencia de los valores de la tabla de verdad, o forma
secuencial y la forma matricial. En su tesis doctoral [89], precursora e inspiradora de
la presente, Veronica Requena utilizo, sin embargo, el concepto clasico de minterm,
que no ha sido utilizado con frecuencia, a pesar de estar directamente relacionado

con la implementacion de circuitos logicos y su complejidad.

Cada una de las formas mencionadas de representar las funciones booleanas pre-
senta ventajas e inconvenientes practicos y teoricos y ninguna de las representaciones
puede sustituir totalmente a las otras. Por ejemplo, la forma normal algebraica pro-
porciona directamente el grado algebraico de la funcion, pero no su peso. Por otra
parte, si conocemos la tabla de verdad, podemos calcular facilmente el peso de la
funcion, pero no su grado. Peso y grado de una funciéon booleana son propiedades
vinculadas a la complejidad lineal, una de las més valiosas propiedades criptogra-
ficas de las mismas. Buena parte del presente trabajo estd dedicada a establecer
propiedades del grado de las funciones booleanas a partir de su forma secuencial.
Propiedades diversas del grado de las funciones booleanas desde otras representa-
ciones pueden encontrarse en los articulos de Barrington [4], Nisan [76], Ozols [82],
Meier [71], Zhang [98], Strazdins [95], Habib [53] o Gonda [51]

Las funciones de no linealidad perfecta son un tipo especial de funciones booleanas,
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las que poseen méaxima no linealidad. A causa de sus buenas propiedades criptogra-
ficas, tales como gozar de la mas baja autocorrelacion |72, 87|, las funciones de
no linealidad perfecta pueden ser empleadas en cifradores simétricos para resistir
los criptoanélisis citados anteriormente. Ademas, también son utilizadas en comuni-

cacion, teoria de cddigos y teoria combinatoria, entre otros muchos campos.

Las funciones de no linealidad perfecta se utilizan en los cddigos de Reed-Muller
[64]. El cddigo de Reed-Muller de primer orden consiste en todas las funciones afines
de % y, si n es par, las funciones de no linealidad perfecta de n variables pueden ser
caracterizadas como las funciones que poseen la maxima distancia posible a todas las
palabras del cddigo de Reed-Muller de primer orden. También los cddigos Kerdock
son construidos utilizando funciones de no linealidad perfecta, en este caso de un

tipo especial, cuadraticas o de grado 2.

Este tipo de funciones booleanas, que junto con el grado de las funciones booleanas
en general son el objeto de nuestro trabajo, han sido estudiadas desde principios de
los anios 70 del siglo pasado. A continuacion daremos un breve repaso a los principales

resultados obtenidos sobre ellas.

El origen de las funciones de no linealidad perfecta se remonta al afio 1973 en un
articulo tedrico de McFarland [70] sobre conjuntos de diferencias finitas en grupos
finitos no ciclicos. Un ano mas tarde, Dillon [46] en su tesis doctoral sistematizo y
extendio las ideas de McFarland, proporcionando una gran cantidad de propiedades
de las funciones booleanas de de no linealidad perfecta. E1 nombre bent con el que
también se conoce a estas funciones se debe a Rothaus [91]. En la actualidad, no
existe traduccion ni adaptacion al castellano de esta palabra que sea aceptada por
la comunidad cientifica. las funciones de no linealidad perfecta han sido objeto de
un intenso estudio, como se desprende de la abundante literatura acumulada sobre
ellas (véase por ejemplo [2, 3, 5,9, 13, 17, 49, 50, 59, 65, 77, 81| y las referencias en
ellas incluidas).

Entre sus propiedades mas relevantes cabe citar que solo existen para un nimero
de variables n par, que toda funcién de no linealidad perfecta de n variables, con
n > 2, tiene grado maximo n/2 (véase [91]), que hay funciones de no linealidad
perfecta con grado igual a n/2 y que las tnicas funciones de no linealidad perfecta
simétricas son las cuadraticas, existiendo exactamente cuatro de estas funciones

para cada n. No existen funciones de no linealidad perfecta para un nimero impar
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de variables, pero si las hay con una no linealidad muy elevada (no la méaxima
posible). Estas ultimas son denominadas funciones de no linealidad casi perfecta |79
o semibent |21, 58]. Dobbertin [48] ha resumido, aportando nuevos casos, el estado
de la clasificaciéon de las funciones casi perfectamente no lineales sobre Fy» cuando

n es impar.

A partir de las tablas de verdad de las funciones de no linealidad perfecta y
las funciones lineales, es posible construir funciones de no linealidad perfecta con
un nimero mayor de variables concatenando adecuadamente dichas tablas de ver-
dad. Pero no todas las funciones de no linealidad perfecta de 6 variables se pueden
obtener a partir de funciones de no linealidad perfecta y funciones lineales con un
nimero menor de variables, como demostro Chang [18|. Esto no significa que no sea
interesante construir funciones de no linealidad perfecta a partir de funciones de no
linealidad perfecta y lineales con un niimero menor de variables, sino que por esa via

no es posible generarlas todas.

De hecho, gracias a Canteaut y Charpin [9] conocemos dos familias infinitas de
funciones de no linealidad perfecta de n variables que no se pueden obtener a partir
de funciones de no linealidad perfecta con un nimero menor de variables. En dicho
articulo, los autores también describen un método para construir, partiendo de una
funcion de no linealidad perfecta de n variables, funciones booleanas de n—1y n—2

variables con bastante alta no linealidad.

Siguiendo una estrategia diferente, Hou y Langevin [57] describieron como a
partir de una funciéon de no linealidad perfecta conocida podemos obtener, de modo
efectivo, funciones de no linealidad perfecta nuevas con el mismo nimero de variables

que la de partida.

Yarlagadda y Hershey [97] realizan una aproximacion distinta al analisis y la
construccion de funciones de no linealidad perfecta, utilizando la secuencia de 0 y 1
formada por su tabla de verdad. Esta es una de las cuatro vias de estudio de las fun-
ciones booleanas mas utilizadas en la literatura. Otras dos recurren respectivamente

a la representacion polinémica y a la matricial de una funcién booleana.

La cuarta manera de analizar funciones de no linealidad perfecta consiste en
explorar las propiedades de determinadas estructuras algebraicas sobre Fy.. Esta
es la opcion metodologica que hemos adoptado en nuestro trabajo. Tal es el caso,
también, de Carlet y Guillot [16] o de Hou [54, 56]. Los resultados obtenidos de este
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modo son tedricamente interesantes puesto que permiten generar caracterizaciones y
teoremas de existencia, y en muchas ocasiones también se obtienen métodos efectivos
de construccion de las funciones que postulan. Con esta metodologia se han podido
determinar todas las funciones de no linealidad perfecta ctibicas de 8 variables a

partir de las funciones de no linealidad perfecta ctibicas de 6 variables (véase [55]).

Una funciéon booleana se llama homogénea cuando todos los términos de su ex-
presion polinémica son del mismo grado. Las funciones homogéneas son més faciles
de implementar y, l6gicamente, son mucho menos numerosas que las no homogéneas,
con lo que es mas asequible determinar sus propiedades. Eso es lo que han hecho
Qu, Seberry y Pieprzyk [88], caracterizando las funciones homogéneas de 6 variables
y grado 3 que son de no linealidad perfecta y las que son equilibradas. En el mismo
articulo, los autores también discuten por qué las funciones homogéneas podrian ser
muy utiles para el diseno de funciones hash. Posteriormente, Charnes, Rotteler y
Beth [19, 20| encontraron algunas funciones de no linealidad perfecta homogéneas

de grado 3 con 8 o 10 variables.

Maity y Maitra [68] estudiaron la minima distancia entre el conjunto de las fun-
ciones de no linealidad perfecta y el conjunto de las funciones booleanas 1-resilientes.
Estas funciones son equilibradas y tienen la maxima inmunidad a la autocorrelacion
(su transformada de Walsh es 0 para vectores de peso 1) mientras que las fun-
ciones bent tienen la maxima no linealidad. Como consecuencia de dicho estudio
establecieron un procedimiento para generar funciones 1-resilientes con altas cotas

de no linealidad a partir de funciones de no linealidad perfecta de 8 variables.

En la misma linea, Borissov [6] ha estudiado la relacion entre las funciones m-
resilientes y los codigos de Red-Muller. Las funciones resilientes con alta no linea-
lidad son mas resistentes a los criptoanélisis cuanto mayor es su grado algebraico.
Pasalic [83] ha generalizado un método, modificando la clase de funciones de no
linealidad perfecta de Maiorana-McFarland, para construir S-bozes en las que cada
una de las componentes, en definitiva una funcion booleana, sea m-resiliente y con

elevado grado algebraico.

Una funcion de no linealidad perfecta de n variables se llama normal si es cons-
tante cuando se restringen sus n entradas a cierto subespacio vectorial de dimensién
n/2 [47]. Hasta muy recientemente, todas las construcciones concretas conocidas

proporcionaban funciones de no linealidad perfecta normales. Ahora se sabe ya que
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todas las funciones de no linealidad perfecta de 2, 4 y 6 variables son normales. Para
mayor nimero de variables, Carlet, Dobbertin y Leander [15] han demostrado que la
suma de una funciéon de no linealidad perfecta normal y una funcién de no linealidad

perfecta no normal, de las que ahora se sabe su existencia, es siempre no normal.

Millan, Clark y Dawson |74, 75] han explorado la posibilidad de disefiar métodos
para probar sisteméaticamente la no linealidad de S-bozxes biyectivas, mostrando tam-
bién como pueden obtenerse S-boxes altamente no lineales con resultados mejores
que los obtenidos por generacion aleatoria. Como consecuencia de dicho estudio, han
disennado un algoritmo genético capaz de generar funciones booleanas equilibradas
con alta no linealidad y satisfaciendo el criterio de inmunidad por correlaciéon y el
criterio de estricta avalancha, cuya definicion y generalizacion es discutida con am-
plitud en [87]. La base del método consiste en modificar una funcién equilibrada
previamente conocida en dos posiciones de su tabla de verdad para obtener una

nueva funcién también equilibrada con no linealidad més alta.

La construccion de familias de funciones de no linealidad perfecta particulares
es importante, por un lado, para satisfacer la necesidad practica de disponer de
funciones de méxima no linealidad para implementar cifradores y, por otro lado, para
explorar tedricamente propiedades de las mismas que permitan contrastar conjeturas
y desvelar mas caracteristicas de las todavia no bien conocidas funciones de no

linealidad perfecta.

La ya mencionada tesis de Verénica Requena [89] se centra, principalmente, en
la generacién de funciones de no linealidad perfecta utilizando la representacion de
funciones booleanas como suma de minterms. Asi, usando dicho concepto, Climent,
Garcia y Requena |22, 23, 24, 26, 27, 29, 34, 35, 42] han obtenido funciones de no
linealidad perfecta de cualquier nimero de variables partiendo de funciones de no

linealidad perfecta de menor ntiimero de variables .

Un método general para generar todas las funciones de no linealidad perfecta
ain no es conocido, excepto para algunos casos particulares. Cabe destacar que
para n = 2 hay 8 funciones de no linealidad perfecta, para n = 4 hay 896 funciones
de no linealidad perfecta (que se pueden obtener facilmente mediante una bisqueda
exhaustiva por ordenador), para n = 6 Preneel [86] (véase también [18]) probo que
el nimero de funciones de no linealidad perfecta es de 5425430528 y para n = 8,

Langevin y Leander [63] probaron recientemente que el nimero de funciones de no
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linealidad perfecta es 99270589 265934 370 305 785 861 242 880. Sin embargo, para
n > 8, la clasificacién, asi como el ntmero de funciones de no linealidad perfecta,

continia siendo un problema abierto.

En esta memoria nos centraremos, principalmente, en el estudio de la estructura
algebraica de las funciones booleanas en general y, en particular, de las funciones de
no linealidad perfecta. aprovechando que la representacion en forma de secuencia de
bits (o tabla de verdad) es equivalente a un determinado subconjunto de vectores del
espacio vectorial F. El objetivo principal de este trabajo es doble. Por una parte la
construccion de funciones de no linealidad perfecta partiendo de bases de I3, donde
Fy es el cuerpo de Galois de dos elementos, 0 y 1, y, por otra parte, investigar las
propiedades del grado de las funciones booleanas en general, sean o no funciones
de no linealidad perfecta, con el proposito de generar algoritmos que determinen el

grado de una funcién booleana de forma efectiva.

La tesis se divide en tres capitulos principales, ademas del presente, en el que
repasamos brevemente la historia de las funciones bent a lo largo de estas tlti-
mas cuatro décadas y recopilamos los resultados preliminares necesarios para la
comprension y entendimiento de la tesis y de la notaciéon utilizada. En el segundo
capitulo demostramos una serie de propiedades del grado de las funciones booleanas
cualesquiera y construimos algoritmos basados en ellas, titiles para determinar com-
putacionalmente el grado partiendo del soporte o tabla de verdad que define a la
funcion. En el tercer capitulo presentamos construcciones de funciones de no linea-
lidad perfecta de 2k variables teniendo como punto de partida una base del espacio
vectorial F2*. Y por tltimo, en el cuarto capitulo introducimos construcciones de una
clase especial de funciones de no linealidad perfecta, conocidas como Partial Spread
(PS), planteando una serie de cuestiones abiertas que mereceria la pena investigar

en el futuro.

1.2 Resultados previos

Denotamos por Fy el cuerpo de Galois de dos elementos, 0 y 1, con la adicion
(denotada por @) y la multiplicaciéon (denotada por yuxtaposicion). Para cada en-
tero positivo n, F7 es un espacio vectorial de dimension n sobre Fs con la adicién

(denotada también por @) dada por



8 1.2 Resultados previos

aEBb:(al@bl,ag@bg,...,an@bn)

para @ = (ai,as,...,a,) v b = (by,bs,...,b,) en Fy. Consideramos también el
producto interno
(a,b) = a1by ® ashy @ -+ - B a,b,
de a y b.
Cada a = (ay,a9,...,a,-1,a,) € Fy, tiene asociado el entero positivo
a=a12"""+a2" P+ o+ a,12' + 02" € Zon.
Decimos entonces que a es la expansiéon binaria de n digitos de a. Dado que la
aplicacion
® . Fy — Zon definida por ®(a) =a

es biyectiva, podemos identificar F} con Zgn y asi escribir a o a, segin convenga,

para denotar los elementos de 3, es decir,
F? ={a|0<a<2"-1}

Ademas, denotamos por Env {wuy, us, ..., u;} el subespacio vectorial de F4 ge-

mn
nerado por los vectores uq, us, ..., u; € F5.

Decimos que el conjunto {wy, us,...,u} es una base de Gauss-Jordan de

cardinalidad £ si la matriz cuyas filas son uy, us, ..., u; estan en forma escalonada
reducida [10, 44].

SiFCFlyad F={a®u|uc F} para a € [}, es evidente que
Card(a @ F) = Card (F) .
Cuando F' es un subespacio vectorial de dimension £ de F decimos que a @ F es el

subespacio afin de dimension k de F} que pasa por a en la direccion de F'.

Para un vector u € F} denotamos por S(u) al subespacio vectorial de F gene-
rado por los vectores de la base canonica de F§ correspondiente a las componentes
no nulas de w; es decir, si w;,, Uy, ..., u;,, con 1 <i; < iy < --- < i < n, son las

componentes no nulas de u = (uy, ug, . . ., u,), entonces

u=2"""1@2" "2 g... 2" % y S(u)=Env{2"" 2" 2"k},
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Decimos que k, es decir, el nimero de componentes no nulas de un vector u, es el

peso de u y lo denotamos por w(u). Es evidente que dim S(u) = w(u).

Para 1 < k < n, consideraremos que F} = F% x Fg_k. Asi que, si u € F}, entonces
u = (v,w) con v € F§ y w € F3*. Por lo tanto, si v y w son niimeros enteros
cuyas expansiones binarias de £ y n — k digitos son respectivamente los vectores
vy w, entonces u = v2"F + w es el niimero entero cuya expansién binaria de n
digitos es el vector w. En particular, si a € Fg_k, también denotamos por a al vector
(0,a) € 3.

Una funcién booleana de n variables es una aplicaciéon f : Fy — Fy. Deno-
tamos por B, el conjunto de todas las funciones booleanas de n variables. Es bien
conocido que B, con la adicién usual de funciones (que también denotamos @),
definida por

(f@g)(x) = f(x)®g(x), para f, g€ B,.
es un espacio vectorial de dimension 2" sobre Fy, asf que Card (B,) = 22".

Si f € B, llamamos tabla de verdad de f (véase [80, 84]) a la secuencia binaria
de longitud 2" dada por

€f:(f(0)’ f(1)7 ERR) f(2n_1))a

es decir, la i-ésima componente de £, coincide con f(2), parat =0,1,2,...,2"™ — 1.

Definicién 1.1: Llamamos soporte de f, y escribimos Sop (f), al conjunto de vec-

tores de I} cuya imagen por f es distinta de 0, es decir,

Sop (f) = {i € Fy | f(2) # 0},

o equivalentemente,

Sop (f) ={i € Fy | f(i) = 1}.

Por tanto, Sop (f) esta formado por los vectores de F3 correspondientes a las
expansiones binarias de las componentes de £, que son iguales a 1. De acuerdo con
la identificacion que hemos hecho de los elementos de F3 y Zyn, también podemos

escribir

Sop (f) ={i € Zon | f(3) = 1}.



10 1.2 Resultados previos

Ademés, si consideramos 0 y 1 como elementos de Fy y de Z indistintamente,

entonces

w(f)=>_ f(=@).

xely

Obviamente, f es la funcion nula si y solo si Sop (f) = () y entonces w(f) = 0.
Anéalogamente, f es la funcion constante 1 si y solo si Sop (f) = F} y, en este caso,
w(f) = 2"

Si f € B, llamamos funciéon complementaria de f a la funcion g € B,, dada
por g(x) = 1@ f(x) para todo & € F5. Escribimos 1 @ f para denotar la funcion

complementaria de f. Es evidente que

Sop (1@ f) = F3 \ Sop (f)

y, por tanto, w(1 @ f) = 2" — w(f).

El soporte de una funcion booleana cumple las siguientes propiedades.

DEMOSTRACION:
(a) Consideramos la funcion g(x) = f(a @ x).

Probaremos que Sop (¢) = a @ Sop (f). Supongamos que ¢ € F3. Tenemos que
c € a®Sop(f)siy solosiexiste b € Sop(f) tal que ¢ = a @ b, pero entonces
b=a®c, conlo que f(adc) =1, esto es, c € Sop (g).
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(b) Supongamos que b € Fj. Tenemos que f(b)@ f(a®b) = 1siysolosi f(b) =1
o f(a®b) =1 pero f(b) # f(a @ b), por tanto, de acuerdo con el apartado (a),
tenemos que b € Sop (f) ob € a®Sop (f) y b ¢ Sop(f)N(a®Sop(f)), por lo que
b € Sop (f) A(a & Sop (f)). O

Analogamente podemos comprobar que, de modo méas general, si f,g € B,,
entonces Sop (f @ ¢g) = Sop (f) ASop (g), donde, como en el caso anterior, A denota

la diferencia simétrica de conjuntos. Consecuentemente

w(f ®g) =w(f)+w(g) (mod 2).

En general, si f; € B,,, para j = 1,2,...,m, entonces

Sop (@ fj> — Asop(f) (1.1)
y, por tanto,

w < fj) = Zw(fj) (mod 2). (1.2)

Definicion 1.3: Decimos que una funcién f € B, es equilibrada si su tabla de

verdad contiene el mismo nimero de 0 que de 1, es decir, si w(f) = 2""1.

Es evidente que f es equilibrada si y s6lo si 1 & f es equilibrada.

Definicién 1.4: Decimos que f € B, es una funcién afin si
fl@) =(a,z)®b

donde @ € F§ \ 0y b € Fy. Si b =0, decimos que f es una funcién lineal.

En todo lo que sigue denotamos por l,(x) la funcion lineal definida por a € Fy,
es decir l4(x) = (a,x) para todo € Fy. Denotamos por A, el conjunto de todas
las funciones afines de n variables. Puede comprobarse que cualquier funcién afin es

equilibrada, pero la proposicién reciproca no es cierta.
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Supongamos ahora que © = (21, s, ..., 2,) donde cada z;, para j = 1,2,...,n,
es una variable binaria. Si f € B, entonces podemos escribir f(x) univocamente
como (ver, por ejemplo, [60, 80, 84, 87, 88])

f(@) = P ns(u)z” (1.3)

u€clky
donde pr(u) € Fo y si, w = (uy, ua, . . ., uy,), entonces
w  uioum w w ) Th st u; =1,

17 sizg»::O.

La expresion (1.3), donde cada término x* se denomina monomio, se llama
la forma normal algebraica de f(x), mas conocida por sus siglas en inglés ANF
(algebraic normal form), que utilizaremos en lo sucesivo. Notemos que ji5 es también
una funcién booleana de n variables, conocida con el nombre de transformada de
MGdbius de f.

Definicién 1.5: Llamamos grado del monomio ® al peso del vector u, esto es a
w(u).
Para f € B, llamamos grado de f, denotado por gr(f), al grado maximo de

los monomios de su ANF. Asi que,

gr (f) = max{w(w) | py(u) = 1}. (1.4)

Obviamente, gr (1@ f) = gr(f) y gr(1) = 0. Como es habitual, decimos que
gr (0) = —o0.

Si f € B,, es una funcion afin la expresion (1.3) se convierte en
f(x)=a) @ a1z ® ara ® -+ B apx,

con (ay,ag,...,a,) € F3\ 0,y ag € Fy, con lo que gr(f) = 1.

Por otra parte, si f € B, y denotamos por p, la tabla de verdad de la transfor-
mada de Md&bious iy de f; esto es,

pp = (pr(0), pp(1), ..oy pup(2™ — 1)),
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y &; es la tabla de verdad de f, entonces (ver, por ejemplo, [87])

Ky = ngn

donde

An—l An—l
A, = paran > 1, con Ay = [1].
) An—l

Finalmente, si f € B, y para todo a € F} consideramos g, € B, tal que
Jda(x) = f(x © a), es dificil establecer una relacion entre p, y p, . Sin embargo,

resulta claro que gr(gq,) = gr(f), para todo a € Fj, y es facil apreciar que

Sop (g9a) = a® Sop (f), para todo a € F5.

La no linealidad, que definimos a continuacion, fue introducida por Pieprzyk y
Finkelstein [85].

La no linealidad de una funcion f € B, estd acotada superiormente (véase |14,
43, 73, 94]) por

Las funciones booleanas que alcanzan la maxima no linealidad posible se conocen
con el nombre de funciones de no linealidad perfecta (véase [14, 43, 73, 94]), también

denominadas funciones bent (véase [94]). Mas formalmente,
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Definicion 1.8: Sea f € B,. Decimos que f es una funcién de no linealidad

perfecta o funcién bent si

Por tanto, de acuerdo con la definicion anterior, las funciones bent solamente

existen para n par.

El resultado siguiente (véase |73, 93, 94]), que enunciamos para futuras referen-

cias, nos proporciona una caracterizacion de las funciones bent.

Teorema 1.2: Sea f(x) una funcion booleana de n variables (conn par). Las condi-

ciones siguientes son equivalentes.

(a) f(x) es una funcion bent,
(b) f(x) @ f(a® x) es equilibrada para todo a € F \ {0}.
¢) El nimero de 1 de la tabla de verdad de f(x) ®lo(x) es 2" +£2271 para todo
()
ac 7.

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es que si f(a) es una funcion

bent de n variables, entonces tomando a = 0 en el apartado (c), tenemos que el
g . — n_

niamero de 1 de su tabla de verdad, es decir, su peso, es 2"~ ' + 22! y, por tanto,

f(x) no es equilibrada.

Una funcién bent, siendo no equilibrada, se puede utilizar en la construccion de
funciones booleanas equilibradas con alta no linealidad, considerandose una buena

herramienta para la obtencion de potentes S-bozes [78|.

Otra consecuencia inmediata del teorema anterior es que si f(x) es una funcion
. — n__ ., .
bent de n variables de peso 2" 142271 entonces su funcién complementaria 1 f(x)

: s [ . — n__
es también una funcion bent de n variables, aunque su peso es 2" 1 F 2271,

Finalmente (véase [92]), si f(x) es una funcién bent de n variables, entonces
f(x®a), para todo a € Fj, es también una funcion bent de n variables con el mismo
peso que f(x). También (véase [92]), f(x) @ lq(x) es una funciéon bent de n variables

para todo a € FZ, aunque el peso de esta funciéon no coincide necesariamente con el
peso de f(x).
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1.3 Algunas construcciones clasicas de fun-

ciones bent

Como hemos dicho en la secciéon 1.1, no se conoce ningtin método que propor-
cione todas las funciones bent de n variables para cualquier entero positivo par n. Sin
embargo, existen distintos métodos que permiten obtener funciones bent de n+2 va-
riables a partir de funciones bent de n variables, o bien funciones bent de n variables
a partir de funciones (no necesariamente bent) de n/2 variables. En esta seccion
comentamos brevemente cuatro de tales métodos: la construcciéon de Rothaus, la
de Maiorana-McFarland, la de Carlet y la de Dillon, que podemos considerar como

construcciones clasicas.

Rothaus [91, pagina 303] presenta dos construcciones de funciones bent que reco-

gemos en el teorema siguiente:

Teorema 1.3: Supongamos que n = 2k.

(a) Six,y €F5 y f es una funcion booleana de k variables, entonces

Qx,y) = (z,y) © f(y)

es una funcion bent de n variables.
(b) Si A(x), B(x) y C(x) son funciones bent de n variables tales que A(x) &

B(x) @ C(x) es también una funcidn bent de n variables, entonces
R(@, 2011, Tnt2) = Alz) B(z) © B(z) C(2) © C(2) A)
© (A() ® B(x)) Tni1 © (A(x) © C(T)) Tni2 © Tni1 Tnt2

es una funcion bent de n + 2 variables.

Como veremos seguidamente, la construccién (a) es un caso particular de la
construccion de Maiorana-McFarland, por tanto, nos referiremos tinicamente a la
construccion (b) como la construccion de Rothaus. Esta construccion presenta el
inconveniente de la inexistencia hasta el momento de una caracterizaciéon general
de las ternas (A(x), B(x), C(x)) de funciones bent de n variables tales que A(x) @
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B(x) ® C(x) es también una funcion bent de n variables, excepto solamente para
algunos casos particulares (véase [91]); por tanto, no es posible contar directamente

cuantas funciones bent de esta clase existen para cada valor de n.

El resultado siguiente (que puede encontrarse, por ejemplo en |46, 59]) recoge la

construccion de Maiorana-McFarland de funciones bent.

Teorema 1.4: Supongamos que n = 2k. Si x,y € F5, 7 es una permutacion

cualquiera de F%, y f es una funcién booleana de k variables, entonces

M(z,y) = (z,7(y)) © f(y)

es una funcion bent de n variables.

Notemos que si 7 es la permutacion identidad, entonces la construcciéon de
Maiorana-McFarland coincide con la primera construccion de Rothaus definida en
el teorema 1.3(a). Es facil comprobar que el nimero de funciones bent que podemos

construir de acuerdo con el resultado anterior es (2¥)! 22",

El resultado siguiente (que puede encontrarse, por ejemplo en [12]) recoge la

construccidon de Carlet de funciones bent.

Teorema 1.5: Si fo(x) y fi(x) son funciones bent de n variables y go(y) y g1(y)

son funciones bent de m wvariables, entonces

Cly,z) = fo(z) @ g0(y) ® (folz) @ fi(x)) (90(y) © 91(y))

es una funcion bent de n + m variables.

A diferencia de la construccion de Maiorana-McFarland, en la construcciéon de
funciones bent de Carlet no podemos contabilizar cuédntas funciones bent de esta clase
podemos construir. Esto se debe a que partiendo de dos cuaternas de funciones bent

distintas,

(fO(x)v fl(w)ﬂ gO(y)7 gl(y)) y (f(/](CC), f{(iL‘), gé(y>> gi(y))7

y construyendo las correspondientes funciones bent a partir del teorema anterior,
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podemos obtener la misma funcioén bent, es decir, puede ocurrir que

C(y,z) = folz) ® g0(y) © (folz) @ fi(x)) (90(y) © 91(y))

= fo(x) © go(y) © (fo(x) ® fi(z)) (90(y) © g1 (y)) = C'(y, )

En [89, Ejemplo 1.4| puede encontrarse un ejemplo en el que se pone de manifiesto

lo dicho anteriormente.

El siguiente teorema introduce la clase PS de funciones bent dada por Dillon
(véase [46]).

Dillon denoté por PS~ (respectivamente, PS™), la clase de funciones bent para

la cual t = 227! (respectivamente, ¢ = 231 + 1).
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Capitulo 2
Propiedades algebraicas del

soporte de una funcién booleana y

de su grado

2.1 Introduccidén

En este capitulo empleamos el soporte de una funcién booleana para establecer al-
gunas propiedades algebraicas que nos van a permitir obtener el grado de una funciéon
booleana sin necesidad de calcular explicitamente su forma normal algebraica. La
determinacion completa de la forma normal algebraica de una funciéon booleana cuya
tabla de verdad (equivalentemente, su soporte) es conocida, requiere la computacion
simultanea de todos los coeficientes del polinomio que la define, pero si queremos
saber solo su grado y no necesitamos conocer todos sus monomios, es posible reducir
sustancialmente el nimero de operaciones necesarias empleando las propiedades que
introducimos en este capitulo. Ademés, utilizando dichas propiedades, construimos
algunos algoritmos y calculamos el tiempo medio necesario para la obtenciéon del

grado de funciones booleanas a partir de su su soporte.

Mas concretamente, en la secciéon 2.2, introducimos algunas definiciones y no-
taciones basicas que emplearemos en lo sucesivo, en la seccién 2.3, proporcionamos
los resultados principales del capitulo; en particular, enunciamos y demostramos al-
gunas propiedades que permiten determinar el grado de una funcién booleana de n
variables a partir de su suporte. En la secciéon 2.4, introducimos algunas propiedades

del algebra lineal que nos permiten mejorar el proceso descrito en la secciéon 2.3.

19
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Asimismo, describimos algunos algoritmos basados en las propiedades introducidas
y evaluamos el tiempo requerido en un ordenador personal estandar para obtener el
grado de algunas funciones booleanas a partir de su soporte. Una versiéon preliminar
de algunos de los resultados de las secciones 2.3 y 2.4, fue publicada en [32, 36]. La
seccion 2.5 estd dedicada a los resultados numéricos y, finalmente, presentamos las

conclusiones en la seccién 2.6

2.2 Propiedades basicas

Comenzamos esta seccion introduciendo el siguiente teorema, que es una refor-
mulacion de un resultado bien conocido de la teoria de codigos (véase [67, teorema 1,

pagina 372]).

Teorema 2.1: Si f € B,, entonces los coeficientes jip(u) de la ANF de f pueden

ser calculados como

pr(u) = @ f(a), para todo u € 7. (2.1)

acS(u)
DEMOSTRACION: Supongamos que u;,, Ui,, - - ., U;,, con 1 < i3 < iy < -+ < g <
n, son componentes no nulas de w = (uy, us,...,u,). Andlogamente, supongamos
que vj,,Vj,,...,05, con 1 < j; < jo < --- < j; < n, son componentes no nulas
de v = (v1,v2,...,v,). Ahora no es dificil demostrar que v € S(u) si y solo si

{j1,J2,--- i} C {i1,d2,...,ix}. El resultado se sigue entonces de [67, teorema 1,
pagina 372|. O

Como consecuencia del resultado anterior, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1: Sea f € B,,.

(a) Supongamos que w € Fy. El monomio x* estd en la ANF de f si y solo si
Card (Sop (f) N S(u)) =1 (mod 2).
(b) gr(f) =max{w(u) | w € Fy y Card (Sop (f) N S(u)) =1 (mod 2)}.
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DEMOSTRACION: Sea u € F;. Como consecuencia del teorema 2.1 y la expresion
(1.3) tenemos que el monomio =* estd en la ANF de f siy s6lo si @,cq) f(@) = 1.

Ahora, teniendo en cuenta que

P ra= P fla

acS(u) acSop(f)NS(u)
tenemos que % esta en la ANF de f siy solo si Card (Sop (f) N S(uw)) =1 (mod 2).
Esto prueba la parte (a).
La parte (b) se sigue de la parte (a), del teorema 2.1 y de la expresion (1.4). O

Un resultado analogo al corolario 2.1(a) fue obtenido en [99, corolario 5|.

Una consecuencia inmediata que podemos deducir del corolario 2.1(a) es el coro-

lario que sigue.

Corolario 2.2: Sea f € B,,. Entonces gr(f) = n si y solo si w(f) es un nimero

mpar.

n

DEMOSTRACION: Consideremos el vector u = @ 2"~ ¢ FY; esto es, u es el vector
i=1

con todas sus componentes iguales a 1. Claramente S(u) = F) y por tanto

Sop (f) NS(u) = Sop (f)

El resultado se sigue ahora del corolario 2.1(a) porque gr (f) = n si y sélo si el
monomio x* esta en la ANF de f, y w(f) = Card (Sop (f)). O

Como consecuencia inmediata de los corolarios 2.1 y 2.2 obtenemos el siguiente
algoritmo que nos permite calcular el grado de la funcién booleana cuyo soporte es

un conjunto dado.

Algoritmo 2.1: Supongamos que F' es un subconjunto de F y sea f € B, tal que
F = Sop (f)
Este algoritmo calcula gr (f).
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(a) Si Card (F) es impar entonces gr (f) = n. Ir al paso (d)

(b) Para u € F} calcula w(w) y Card (F'NS(u)).

(c) gr(f) =max{w(u) | v € Fy y Card (Sop (f) N S(u)) =1 (mod 2)}
(d) Fin.

Para k = 0,1,2,...,2", es evidente que el nimero de funciones booleanas de n
. . n . . .
variables cuyo soporte tiene k elementos es (2]c ), mientras que el niimero de funciones

booleanas de n variables cuyo soporte contiene un nimero impar de elementos es

277,71

on .
Z; (2@—1) =2

Entonces, por el corolario 2.2, exactamente la mitad de las funciones booleanas
de n variables tienen grado n y, para tales funciones, determinar su grado a partir

de su soporte es inmediato (ver el paso (a) del algoritmo 2.1).

Otra consecuencia inmediata del corolario 2.1(a) es que el nimero de monomios
en la ANF de f € B, viene dado por

Card ({u € F} | Card (Sop (f) N S(u)) =1 (mod 2)}).

Un resultado similar al corolario 2.1(b) fue introducido también en [99, teore-

ma 16| donde los autores establecieron que
gr (f) = max{dim U | U es un subespacio vectorial de Fy y w(fy) es impar} (2.2)

donde fy denota la restriccion de f a U. Sin embargo, nuestro resultado es mejor

que éste, como podemos ver en el siguiente ejemplo.

Observemos previamente que para cualquier conjunto U de F? (no necesaria-
2

mente un subespacio vectorial), tenemos que

w( fy) = Card (Sop (f)NU)

Ejemplo 2.1: Sea f € B, tal que Sop (f) = {2,4,5,7,8,9,11,12,13,15}.

Solo hay un subespacio vectorial de dimension 4 de F3 que se corresponde con el

vector 15 = (1,1,1,1); que es S(15) = F;. Para este vector tenemos, obviamente,
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que Card (Sop (f) N S(u)) = 10 que no es un nimero impar. Esto quiere decir, por
el corolario 2.1(b), que gr (f) < 4. Notemos que éste es exactamente el argumento
usado en la demostracién del corolario 2.2.

Los tinicos vectores de peso 3 en F4 son 7, 11, 13 y 14, para los que tenemos
S(7)=1{0,1,2,3,4,5,6,7}, S(11) ={0,1,2,3,8,9,10,11},
S(13) ={0,1,4,5,8,9,12,13} y S(14)={0,2,4,6,8,10,12,14}.
Luego
Sop (f)NS(7)={2,4,5,7}, Sop (f)NS(11) ={2,8,9,11},
Sop (f)NS(13) ={4,5,8,9,12,13} y Sop(f)NS(14)={2,4,8,12}.

Ahora, de nuevo por el corolario 2.1(a), tenemos que gr (f) < 3.

Observemos que para obtener el mismo resultado empleando la expresion (2.2),
necesitarfamos calcular Card (Sop (f) N U) para cada uno de los 35 subespacios vec-
toriales U de F3 de dimension 3 (véase, por ejemplo, |96, pag 46| para el ntimero de

subespacios vectoriales de dimension k en F7).

Finalmente, como S(3) = {0,1, 2,3}, tenemos que Sop (f)NS(3) = {2} y, dado

que w(3) = 2, una vez mas por el corolario 2.1(b), concluimos que gr (f) = 2.

Si queremos obtener la ANF de f(x), necesitamos saber qué monomios de grado
2y 1 contiene.

Primero, observemos que los vectores de peso 2 en [F3, ademas del vector 3

anteriormente considerado, son los vectores 5, 6, 9, 10 y 12 para los que tenemos
S(5) ={0,1,4,5}, S(6) ={0,2,4,6}, S(9) ={0,1,8,9},
S(10) ={0,2,8,10} y S(12) ={0,4,8,12}.
Luego
Sop (f)NS(5) ={4,5},  Sop(f)NS(6) ={2,4},  Sop(f)NS(9) = {8,9},
Sop (f)NS(10) ={2,8} y Sop(f)NnS(12)={4,8,12}.

Entonces, por el corolario 2.1(a) tenemos que los monomios definidos por los

vectores 3 y 12, esto es, los monomios x3r4 y x1272 respectivamente, estan en la

ANF de f.
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En segundo lugar, los vectores de peso 1 en F3 son 1, 2, 4 y 8 para los que

tenemos
S(1) ={0,1}, S(2) ={0,2}, S(4) ={0,4} y S(8) = {0, 8}.
Luego

Sop (f)NS(M) =0,  Sop(f)NS(2)={2},
Sop (f)NS(4)={4} vy  Sop(f)NS(8)={8}.

Entonces, por el corolario 2.1(a) tenemos que los monomios definidos por los
vectores 2, 4 y 8, esto es, los monomios x3, x5 y x1 respectivamente, estan en la

ANF de f.

Finalmente, como S(0) = {0} y 0 ¢ Sop (f), tenemos que el monomio x°, esto

es, el término constante 1, no esté en la ANF de f(x).

Consecuentemente, la ANF de f(x) es

f(x) = 20 ® 13 T4 © 1172 O T374. |

Como podemos observar en el ejemplo anterior, para determinar completamente
la ANF de f(x) a partir de Sop (f), necesitamos calcular, para todo u € F} el
subespacio vectorial S(u) y después la cardinalidad del conjunto Sop (f) N S(u).
Es decir, necesitamos calcular 2" subespacios vectoriales y la cardinalidad de la
interseccion del soporte de la funciéon booleana con este subespacio vectorial. Por
tanto, este procedimiento (es decir, el algoritmo 2.1) no constituye, en general, un

algoritmo eficiente.

El siguiente resultado nos permite determinar explicitamente el soporte y el peso

de cualquier monomio.

Teorema 2.2: Supongamos que 1 < i1 < ip < --- < 1, < n y consideremos los

vectores w,v € F} dados por

n

k
u = @ on—i; y v — @ on—1
j=1

=1
I¢{i1,i2,...,ik }
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Si f € B, es el monomio definido por u; esto es, f(x) = x, entonces

Sop (f) =u & S(v). (2.3)
En particular, w(f) = 2"*.
DEMOSTRACION: Observemos que las componentes iy, s, ...,%; de los vestores en

S(v) son iguales a cero, mientras que los componentes restantes pueden ser 0 o 1.

Primero, supongamos que a = (ay, as, . .., a,) € Sop (f). Entonces

u
l1=a"=a;a,- --a

y por tanto a;, = a;, = --- = a;, = 1. Las componentes restantes de a pueden ser 0

o 1y en consecuencia, a € u @ S(v), de modo que Sop (f) C u @ S(v).

Reciprocamente, supongamos ahora que a € u @ S(v). Entonces a = u v y
teniendo en cuenta como estan definidos u y v, resulta evidente que a* = 1; esto
es, a € Sop (f). Por tanto u & S(v) C Sop (f).

Ahora, de esta inclusion y la anterior, obtenemos la expresion (2.3).

Ademas, de la expresion (2.3), tenemos que Card (Sop (f)) = Card (S(v)); esto
es, w(f) = 2% porque S(v) es un subespacio vectorial de F% cuya dimension es
w(v) =n—k. O

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es que el peso del monomio
formado por todas las variables (es decir, cuando & = n) es 1, mientras que el
peso de cualquier otro monomio es una potencia de 2 con exponente positivo y, por
lo tanto, un nimero par. Notemos también que la expresion (2.3) nos dice que el
soporte de un monomio de grado k£ es un subespacio afin de dimension n — k de
F2. El reciproco no es cierto; es decir, si el soporte de una funciéon booleana es un
subespacio afin, entonces la funciéon booleana no es necesariamente un monomio, tal

y como podemos ver en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 2.2: Consideremos el subespacio afin de dimension 2 de F; definido por

10 ¢ Env {3,6} = {9,10,12,15}
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y sea f € By tal que Sop (f) = 10 @ Env {3,6}. Procediendo como en el ejemplo 2.1

tenemos que

Sop (f) N S(0) =0, Sop(f)NS(1) =0, Sop(f)NsS(2) =0,

Sop (f)NS(3) =0, Sop(f)NS(4)=0, Sop(f)Nns(5)=10

Sop (f)NS(6) =0, Sop(f)NS(7T)=0, Sop(f)Ns(8) =40,

Sop (f)NS5(9) ={9}, Sop(f) NS(10) = {10}, Sop(f)NS(11) ={9,10},
Sop (f) N S(12) = {12}, Sop(f)NS(13) ={9,12},

Y

Sop (f)NS(14) = {10,12}, Sop(f)NS(15) ={9,10,12,15}.
Entonces, por el corolario 2.1(a) la ANF de f es
fl@)=2 sz @z =124 D 1173 B 1122
que no es un monomio. [ |

Otra consecuencia del teorema 2.2 es que si el grado de una funciéon booleana de
n variables es menor o igual que n — 2, entonces la suma de elementos de su soporte

es el vector nulo.

Antes de demostrar este resultado, introducimos el siguiente lema técnico.

DEMOSTRACION: Consideremos, como en el teorema 2.2, el vector

n

v= @ 2~ teF.

=1
1¢{i1,i2,.. ik}
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Entonces, por el teorema 2.2, tenemos que

@a— @ a—@u@@b

aeSop(f) acu®dS(v) beS(v beS(v

El resultado se sigue ahora puesto que, para dim S(v) = n —k > 2, tenemos que
Card (S(v)) = 2"7* > 4 y consecuentemente
@ u = 0, porque cada componente es la suma de un ntimero par de 1,
besS(v)
@ b = 0, porque S(v) es un 2-grupo abeliano. O
beS(v)

Notemos que la condicion 1 < k < n — 2 del corolario anterior es necesaria.
n

Si k = n, entonces f(x) = * donde u = @2n_i. Asi, Sop(f) = {u} C Fy ¥y
i=1
claramente u # 0. Por otra parte, si k = n — 1y f(x) = ", para algin j con

1 <j <n,donde u; = u @ 2" 4 entonces Sop (f) = {u,u;} y, claramente,

udu; =2""7 £0.

Teorema 2.3: Sea f € B,,. Sigr(f) <n—2, entonces @ a=0
acSop(f)

DEMOSTRACION: Supongamos que f(z) = @), f;j(x) siendo f;(x) un monomio

de grado menor o igual que n — 2, para j =1,2,...,m
Procedemos ahora por induccién sobre m. Para m = 1 el resultado es cierto por

el lema 2.1.

Supongamos que el resultado es verdadero para m — 1, probaremos que también
es verdadero para m. En primer lugar, observemos que de la expresion (1.1) tenemos

que

Sop (f ASOp (f;) = (A Sop fJ)ASOp(fm).

Para simplificar la notacién, denotamos por

A=Sop(f), B=ASop(f;) v C=Sop(fu).
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De las propiedades de la union, interseccion y diferencia simétrica de conjuntos,
de la hipotesis de induccion y del lema 2.1, se deduce que

Oz@b:@bGBeBd y Oz@c:@c@@e.

bebB be ANB deBNC ceC ce ANC ecBNC

Ahora, sumando las dos expresiones anteriores, obtenemos

0= @ bao @ c:@a

bcANB ceANC acA

porque @ do @ e=0y (ANB)A(ANC) = A. O

deBNC ecBNC

El reciproco del teorema anterior no es cierto, como podemos ver en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.3: Si f € B3y Sop(f) = {3,5,6}. Tenemos que 3 & 5 $ 6 = 0, pero

del corolario 2.2, gr (f) = 3. Asi que, el reciproco del teorema 2.3 no es verdadero.ll

El siguiente resultado muestra que la situacion descrita en el ejemplo anterior

solo puede darse cuando Card (Sop (f)) es impar, es decir, cuando gr (f) = n.

Teorema 2.4: Supongamos que f € B, con Card (Sop (f)) un nimero par.

Si @ a =0, entonces gr (f) <n — 2.
a€Sop(f)

DEMOSTRACION: Como Card (Sop (f)) es par, por el corolario 2.2, tenemos que
gr(f)<n—-1
Sigr(f) =n — 1, entonces f tiene por lo menos un monomio de grado n — 1.

Supongamos que

f(@) = Pajle) © hia)

con gj(x), para j = 1,2,...,m, un monomio de grado n — 1 que no contiene a la

variable z;, y gr (h) <n — 2.



2 Propiedades algebraicas del soporte de una funcién booleana y de su grado 29

Procedemos ahora como en la demostracion del teorema 2.3, teniendo en cuenta

EB a=0. Slu—@Z” ¢ entonces

a€Sop(h)
@ on—i si m es par,
DD @ s Pa-i
a€Sop(f j=1 a€Sop(g;) a€Sop(h) u ®d EB 2"% i m es impar,
lo cual es una contradiccion. Por tanto, gr (f) <n — 2. O

Asi, como consecuencia de los teoremas 2.3 y 2.4 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.3: Sea f € B, tal que Card (Sop (f)) es un nimero par. Entonces

gr(f) <n—2siy sdlo si @ a=0.
a€Sop(f)

Notemos que si f € B, y Card (Sop (f)) = 2, necesariamente @ a#0y,

a€Sop(f)
por el corolario 2.3, gr (f) = n — 1. Asi pues, todas las funciones booleanas de n

variables cuyo soporte tenga 2 elementos, tienen grado n — 1.

Por otro lado, si f € B, y tenemos que Card (Sop(f)) = 2" — 2, entonces
Card (Sop (1@ f)) = 2 y por tanto gr (1 & f) = n — 1 y también gr(f) = n — 1.
Asi, todas las funciones booleanas de n variables cuyo soporte tenga 2" — 2 ele-
mentos, tienen también grado n — 1. Obtendremos estos resultados también como
una consecuencia del teorema 2.6 enunciado mas adelante en la seccion 2.4 (véase

la observacion 2.1 en la pagina 38).

El ntimero de estas funciones es

()< (2 ) =z

Antes de continuar, veremos cémo podemos usar los resultados obtenidos hasta

ahora para determinar el grado de una funciéon booleana a partir de su soporte.

Ejemplo 2.4: Consideremos de nuevo la funcion booleana f € B, del ejemplo 2.1.

Como Card (Sop (f)) = 10, es decir es un niimero par y puesto que

204050708090 11 90120913015 =0
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del corolario 2.3 se deduce que gr(f) <4 —2=2.

Por otra parte, como w(f) = Card (Sop (f)) # 8, tenemos que f(x) no es equi-
librada y, por tanto, f(x) no es ni lineal ni afin. Ademas, puesto que f no es una

funcién constante, necesariamente, gr (f) > 1.

Consecuentemente, gr (f) = 2. [ |

2.3 Resultados principales

En esta seccion, suponemos que 1 < k < n. Mediante un argumento similar
al seguido para obtener la expresion (2.1), podemos separar las n variables en dos

conjuntos de k y n — k variables, respectivamente, como describimos en el siguiente

resultado.

DEMOSTRACION: Procederemos por induccion sobre k. Para k = 1 tenemos que
flyn) =1 ey)f0,z)ounfl,z) = fox)y @ (fole) ® fi(z)y

Ahora, como S(0) = {0} y S(1) = {0,1}, tenemos que la expresion (2.4) se

cumple para k = 1.
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Supongamos ahora que la expresion (2.4) se cumple para k — 1. Sea b € F5 ' y
by, € IF5. Como

S(b,0) = {(a,0) [ac5®)} v S(b,1)={(a,0),(a,1)|acS50)}

tenemos que

Yy, yr, ) = EB @ fla,yr, ) | ¥°

= @ @ f(a'v 0, CB) ybyl(c)

(b,0)eF% \ (@,0)€S(b,0)

o P D flaa.z) |y

(b,1)eFk \ (a,a1)€S5(b,1)

= @ @ f(a”akvm) ybyzk'

(b,b)eFs  \ (a,a)€S(b,br)

Asi pues, la expresion(2.4) se cumple para k.

Ahora, la propiedad (a) es evidente y las propiedades (b) y (¢) son consecuencia

de las expresiones (1.1) y (2.4), respectivamente. O

Sea f € B, y supongamos que 1 < k < n. Supongamos también que a € F} y
sea f, € By tal que fu(x) = f(a,x) para todo x € F3~*. Si v € F3~*, entonces de

acuerdo con el teorema 2.5(a) tenemos que

v € Sop (fa) siysolosi (a,v) € Sop(f).
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De esta forma, si a y v son niimeros enteros cuya expansion binaria de k 'y n — k
digitos son los vectores a y v, respectivamente, entonces la expansion binaria de
n digitos del vector (a,v) es el nimero entero a - 2% + v. Consecuentemente, la
representacion con nimeros enteros de los vectores de Sop (f,) son los restos de la
division de la representacion de nimeros enteros de los vectores de Sop (f) cuyo
cociente es a. Més adelante, usaremos este hecho para calcular los soportes de las

funciones booleanas en el paso (1) de los algoritmos 2.2 y 2.3.

A partir de los resultados obtenidos hasta este momento, estamos en condiciones
de introducir un algoritmo para determinar el grado de una funciéon booleana. Previ-
amente mostraremos un ejemplo que nos ayudara a entender el proceso de obtencion

del grado.
Ejemplo 2.5: Sea f € B; tal que

Sop (f) = {2,3,8,9,16,20,22,23, 25, 26, 27, 28, 30, 31}

Como Card (Sop (f)) es par y
20308090160 20022023025026027D280 30031 =0

del teorema 2.4, tenemos que gr (f) <5—2=3.

Ahora, de acuerdo con el apartado (¢) del teorema 2.5, tenemos que
gr (f) = max{gr (fo),1+gr(fo® f1)}
con fy, f1 € B, tales que

fO(x% X3, Ty, SL’5) = f(07 T2, X3, T4, .1)5),
fi(@a, w3, 04, 75) = f(1, 22, 23, T4, T5)
y, del apartado (a) del teorema 2.5 tenemos que

Sop (fo) ={2,3,8,9} y Sop(fi)=1{0,4,6,7,9,10,11,12,14,15}. (2.5)

Por otro lado,

Sop (fo @ f1) = Sop (fo) ASop (f1) = {0,2,3,4,6,7,8,10,11,12,14,15}. (2.6)
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Ademés, como 24 3H8P9=0,y
0620394067810 11H12H14H 15 =0,
del teorema 2.4, tenemos que
gr(fo)<4-2=2 y g(fodfi)<4-2=2

y, por tanto gr (f) < max{2,2+ 1} = 3.

Ahora, de nuevo por el apartado (c) del teorema 2.5, tenemos que

gr (f) = max{gr (fo),1+gr(fo® f1),1+er(foD f2),2+er(fo® [rD f2© f3)}
con fo, f1, f2, f3 € Bs tales que
fo(ws, x4, 25) = f(0,0, 23,24, 75), fr(xs, 24, 25) = (0,1, 23,74, 75),
f2($3,$4, I5) = f(l, 0, xrs, 334,135), f3<I3, .CL’4,.I5) = f(l, 1, T3, T4, I’5),
y del apartado (a) del teorema 2.5
Sop (fo) =1{2,3}, Sop(f1)={0,1}
Sop (f2) ={0,4,6,7} y Sop(fs)={01,2,3,4,6,7}
en cuyo caso
SOp (fO S f1> = SOp (f()) ASOp (fl) = {07 17273}7
Sop (fo ® f2) = Sop (fo) ASop (f2) ={0,2,3,4,6,7},

Sop (fo © f1 ® f2 @ f3) = Sop (fo) ASop (f1) ASop (f2) ASop (fs) = 0.

Ademas, como fo € B3 y Card (Sop(fo)) = 2, por el comentario que sigue al

corolario 2.3,
gr(fo)=3—-1=2.

Ademés, puesto que

001®233=0 y 0®203D4B6DT=4#0
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del corollario 2.3, tenemos que
gr(fo® fi)<3-2=1 y gr(fo® fa)=3—-1=2.

Finalmente fo @ f1 @ fo @ fs =0; estoes gr(fo® f1 D fa ® f3) = —oc.
Consecuentemente, gr (f) = 3. [ ]

Los resultados anteriores nos permiten introducir el siguiente algoritmo para

determinar el grado de cualquier f € B, a partir de Sop (f).
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(3) En otro caso, hagase
maxgr () = max{gr (g5) + w(b), maxgr (g) + w(b)),

incrementar k& en una unidad e ir al paso (1).
(f) Fin.

A continuacién comentamos algunos aspectos del algoritmo anterior.

Como mencionamos anteriormente (véase pagina 22), exactamente la mitad de
las funciones booleanas de n variables tienen grado n y, para estas funciones, deter-

minar su grado a partir de su soporte es inmediato.

Por otra parte (véase pagina 29) las funciones booleanas de n variables cuyo
soporte tenga 2 o0 2" — 2 elementos tienen grado n — 1; el nimero de estas funciones
es 2"(2" — 1).

Consecuentemente, si f € B, y Card (Sop (f)) es impar tenempos que, o bien
Card (Sop (f)) = 2, o, si Card (Sop (f)) = 2" — 2, podemos obtener gr (f) sin hacer

ningin calculo.

Para el resto de los valores de Card (Sop(f)), el nimero de operaciones que
necesitamos para calcular gr (f) depende del nimero de veces que debamos repetir
el paso (1) del algoritmo 2.2. El nimero de sumas binarias requeridas en esta etapa
es alrededor de O(2Fn).

2.4 Algunas propiedades de algebra lineal

En esta seccion introducimos algunos resultados que nos permiten simplificar el

proceso descrito en la seccién anterior.

El resultado siguiente establece que cualquier subespacio vectorial de dimension k
de F} (o el complementario de cualquier subespacio vectorial de dimension k de F3)

es el soporte de una funcién booleana de n variables con grado n — k.

Teorema 2.6: Supongamos que 1 < k <n. Si F o Fy\ F es un subespacio vectorial
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de dimension k de F3, entonces existe f € B, tal que gr (f) =n—k y F = Sop (f).

DEMOSTRACION: En primer lugar, supongamos que F' es un subespacio vectorial

de dimension £k de Fj. Claramente, la aplicacion f : F§ — Fy dada por

1,
fle)= 0, sizdF

six e F,

es una funcion booleana de n variables cuyo soporte es F.

Supongamos que n — k+1 <[ <ny que la ANF de f(x) contiene el monomio

T, T, - - - ;. Entonces, por el corolario 2.1(a), tenemos que

Card (F N Env {2"_i1, gn—iz  gn—u }) =1 (mod 2).

Sin embargo, como
dim (F N Env {277% 2m7% . 2n74})
= dim F + dim Env {275 27~ 2n—al
— dim (F + Env {2n—% 2n—  gn-il)
>k+1—n>1,
necesariamente
Card (F N Env {2775 2n7%  2n~4l)
_ odim(FnEnv{2n—i gn—iz _an-i}) _ (m0d 2)

lo que es una contradiccion con la hipotesis. Entonces, la ANF de f(x) no contiene

ningtin monomio de grado [ y consecuentemente, gr (f) < n — k.
Supongamos ahora que {by,bs,...,bg} es una base de F' y completemos esta
base con vectores de la base candnica para obtener una nueva base.

de Fj. Claramente F' N Env {2"‘“, n—iz 2"_i"—k} = {0} y, por el coro-
lario 2.1(a), la ANF de f(x) contiene al monomio z;,x;, - - - z; _, . Consecuentemente
gr(f) >n—*k.
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Ahora, a partir de esta desigualdad y la anterior, tenemos que gr (f) =n — k.

Supongamos ahora que G = F4 \ F' es un subespacio vectorial de dimension k
de F7. Entonces, por el apartado anterior, existe g € B, tal que gr(g) = n — k
y G = Sop(g). Sea f € B, tal que f = 1 @ g. Claramente, gr(f) = gr(g) v
Sop (f) = F5 \ Sop (g); esto es, gr (f) =n—ky F = Sop (f). O

Observemos que, como consecuencia de este teorema, cualquier cédigo binario
[n, k] es el soporte de una funcion booleana de n variables de grado n — k (ver, por
ejemplo, [45, 62, 69] donde los autores construyen funciones booleanas con determi-

nadas propiedades usando codigos lineales).

El siguiente ejemplo muestra la ANF de una funcién booleana cuyo soporte es
el codigo binario de Hamming [7, 4].

Ejemplo 2.6: El codigo binario [7,4] de Hamming es el subespacio vectorial de FZ,

que denominaremos C, de dimension 4 constituido por los vectores

C = {0000000,0001110,0010101,0011011, 0100011,
0101101,0110110,0111000, 1000111, 1001001,
1010010, 1011100, 1100100, 1101010, 1110001, 1111111}
= {0,14,21,27,35,45,54,56,71,73,82,92,100,106,113,127}.

Segun el teorema 2.6, C = Sop (f) para alguna f € By tal que gr (f) = 3. Usando,
por ejemplo, el corolario 2.1, no es dificil obtener que

f@)=z"sz'eo?er’or' oz’ vzl 0" 9202 2™
@mll @x12 @3313 @mlﬁ @$17@w18 @3319 @wzo @m22 @wzél
@m25 @mZG @mZS ®w32 @m33 @$34 @w:‘lﬁ @3337 @w38 @3340
EB.,E41 @w42 @m44 @wlls EB',B49 @w50 @m52 @wﬁél @w65 @wGG
B2 BB er® e B o s o™ o ot @ e
EB:BSS @wQG EB:BQ'? @wQS @w104 ®w112

=1 () Ty %) Tg ) Tt b Ty ) 57 ) T5Tg ) Ty b Ty ) 47
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D T4x6 O 42627 D 425 O T4T507 D T3 D X327 D T3x6 D T3TeX7

D x305 O 374 D 37477 D 37476 D T3T4X5 D T2 D Tox7

D To6 D ToT5 D ToT527 D T2XT5%6 D Toxy D ToxyX7 B ToxyTg

D Tox4T5 D ToXs @ ToX3x7 D ToX3xg D ToX3Ts D T1 D X127

D 1726 D T1T6T7 D T1T5 B 10527 B T1X576 D T174

D L1426 D T1X4T5 D T1X3 D T1T307 D T1T3T5

D 217324 D 122 B T1T2x7 B X1T2%6 D T122T4 D T1X223. u

El siguiente resultado establece que el teorema 2.6 también se verifica si en él

sustituimos subespacio vectorial por subespacio afin.

Corolario 2.4: Supongamos que 1 < k <mn. Si F o Fy \ F es un subespacio afin
de dimension k de FY, entonces existe f € By, tal que gr (f) =n—k y F' = Sop (f).

DEMOSTRACION: En primer lugar, supongamos que F' es un subespacio afin de
dimension k de 3. Entonces F' = a & G, donde G es un subespacio vectorial de
dimension k de Fy y a € Fy \ G. Luego, por el teorema 2.6, existe g € B, tal que
gr(g) =n—ky G=Sop(g).

Ahora, sea f € B, tal que f(x) = g(x @ a) para todo « € F3. Es evidente que
gr(f)=n—kySop(f)=a®Sop(9) =a®G=F.

Supongamos ahora que G = F4 \ F es un subespacio afin de dimension k de
F7. Entonces, segin el apartado anterior, existe g € B, tal que gr(g) = n — k
y G = Sop(g). Sea f € B, tal que f = 1 & g. Claramente gr(f) = gr(g) y
Sop (f) =F4 \ Sop (g); es decir, gr (f) =n—ky F = Sop (f). O

Como consecuencia inmediata del teorema 2.6 y el corolario 2.4 tenemos la ob-

servacion siguiente.

Observacion 2.1: Supongamos que f € B,.

(a) Si Card (Sop (f)) =2y 0 € Sop(f) (respectivamente, 0 ¢ Sop (f)), entonces
Sop (f) es un subespacio vectorial (respectivamente, subespacio afin) de di-

mension 1 de F3 y, consecuentemente, gr (f) =n — 1.
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(b) Si Card (Sop(f)) = 2" —2y 0 ¢ Sop(f) (respectivamente, 0 € Sop (f)),
entonces Yy \ Sop (f) es un subespacio vectorial (respectivamente, subespacio

afin) de dimension 1 de F} y consecuentemente gr (f) =n — 1. [

Recordemos que obtuvimos estos resultados en la seccién 2.3 como consecuencia

del corolario 2.3.

El reciproco del teorema 2.6 no es cierto en general, tal y como podemos ver mas
adelante en el ejemplo 2.7. Sin embargo, si k = n, entonces F' = F} es el soporte
de la funcion constante f(x) = 1 cuyo grado es 0. Ademas, si k = n — 1, entonces
el reciproco del teorema 2.6 también se verifica, como podemos ver en el siguiente

resultado.

Teorema 2.7: Supongamos que F' C F3. Entonces F o Fy \ F es un subespacio
vectorial de dimension n — 1 de Fy si y solo si existe f € B, tal que gr(f) =1y
F = Sop (f).

DEMOSTRACION: Si F' o F} \ F' es un subespacio vectotial de dimensién n — 1 de
F%, por el teorema 2.6, existe f € B, tal que gr(f) =1y F = Sop (f).

A la inversa, sea f € B, tal que gr(f) =1y F = Sop(f). Por un lado
f(x) =ap® a1x1 B asxs ® -+ S a,zy,
para algunos ag € Fy y (ay,as,...,a,) € F3\ {0} y claramente
S ={(ug,us,...,u,) € Fy | agus ® agus ® - - - & anu, = 0}

es un subespacio vectorial de dimension (n — 1) de F4. Por otro lado, resulta facil
verque S =F siay=1,y S=Fy\ F, sia=0. ]

También es posible obtener un resultado similar al del teorema 2.7 considerando
subespacios afines. Sin embargo, en este caso la demostraciéon se deduce del hecho

de que si F' es un subespacio vectorial de dimensiéon n — 1 de 7, entonces
F;\F=a®F paratodoaclF;\F

es un subespacio afin de dimension n — 1 de 7.
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Corolario 2.5: Supongamos que F' C Fy. Entonces F o Fy\ F' es un subespacio afin
de dimension n—1 de FY si y solo si existe f € B, tal que gr (f) =1y F = Sop (f).

Como en general 2" — 2% = 2(27"=% — 1) no es una potencia de 2, este resultado

puede no ser cierto si dim F' =k #n — 1.

El siguiente ejemplo muestra como podemos usar los resultados anteriores para

mejorar el proceso descrito en la seccion previa.

Ejemplo 2.7: Supongamos que f € Bs la funcién booleana del ejemplo 2.5. Note-
mos que Card (Sop (f)) = 14 y Card (F3 \ Sop (f)) = 18, asi que ni Sop (f) ni

5 \ Sop (f) pueden ser ni un subespacio vectorial ni un subespacio afin de F5.

Tras algunos calculos, obtuvimos en el ejemplo 2.5 que
gr (f) = max{gr (fo),1+gr(fo® fi)}
con fy, fi € By dadas por
fo(xa, 23, 24, 25) = f(0, 72, 73, 74, 75),

f1<l'2,x3,$4,l'5) i1 f(1,1'2,$3,$4,$5>

Es facil comprobar (véase la expresion (2.5)) que ninguno de los conjuntos

Sop (fo), F3 \ Sop (fo), Sop (fo® f1) v Fa\ Sop (fo @ f1) pueden ser subespacios
vectoriales de F3. Sin embargo

Sop (fo) =29{0,1,10,11} =2 ¢ Env {1,10},
F5\ Sop (fo® f1) = {1,5,9,13} =13 {0,4,8,12} = 1 @ Env {4, 8}
son subespacios afines de dimension 2. Asi que, por el corolario 2.4,

gr(fo)=4-2=2y gr(fodfi)=4-2=2

y, por tanto gr (f) = max{2,2+1} = 3. Recordemos que en el ejemplo 2.5 obtuvimos
que
gr(fo® fi) <4-2=2

y, por tanto gr (f) < max{2,2+1} = 3. u
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Una forma de comprobar si un subconjunto S con 2* elementos es un subespacio
vectorial de dimension k& de 4 consiste en escribir la matriz Mk, cuyas filas son
los vectores de S y calcular su forma escalonada reducida (de hecho, es suficiente
calcular una matriz escalonada que sea equivalente a M). Si el rango de esta matriz
es k, entonces S es un subespacio vectorial de dimension k£ de F5. No obstante, este
método no es muy eficiente, asi que necesitamos un método rapido para comprobar
si un conjunto dado S, cuyo nimero de elementos sea una potencia de 2, es un
subespacio vectorial o afin de F. El siguiente resultado proporciona las bases para

un procedimiento que realice de modo eficiente tal verificacion.

Teorema 2.8: Supongamos que Ej es un subespacio vectorial de dimension k de F}
y que apy1 € F3\ Ey, entonces Eyy1 = B U (a1 @ Ex) es un subespacio vectorial
de dimension k+1 de 5.

DEMOSTRACION: Como Ej, es un subespacio vectorial, tenemos que 0 € Ey, C Ej ;.
Ahora, supongamos que x,y € Ej.1 y consideremos los siguientes casos:

e x,y € Fy. Entonces x @y € Fy, C Ej 1 por ser Ej un subespacio vectorial.
e .Y € ap1 P E;. Entonces, © = ay1 Puey = ar1 v con u,v € Ey.
Ahora, x By=udv € B C Ep1;4.
exrc E,ey € ap & E. Entonces, y = a1 & v con v € E; y por tanto
TPY=0a,1 PTPVEar 1P Er C Eiya.
e x cai P Eryy e Ey. Este caso es andlogo al anterior.
Asi, en cualquier caso, tenemos que x ©y € Ey .

Por consiguiente, ), es un subespacio vectorial de 5.

Ademas, si x € ExN(ak1 @ Ey), entonces € = a1 Gu con u € Ey y por tanto

arr 1 = x ®u € Ey lo cual es una contradiccion. Asi que, E, N (apq @ Ex) = 0.

Por tltimo, como Card (E}) = 2* tenemos que Card (Ey 1) = 2 Card (E},) = 2~!
y por consiguiente dim Ej, = 2F+1 0

Como consecuencia inmediata de este resultado tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.6: Supongamos que 1 < k < n y sea Ej un subconjunto de F} tal que

Card (Ey) = 2*. Supongamos también que para i =k — 1,k —2,...,2,1, existe un
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conjunto E; de Fy y un elemento a;; € Fy \ E; tal que
Ei+1 =FU (ai+1 Y Ez) Y E;N (a’i-i-l D El) =0.

Si By = {0,a,} con a1 # 0, entonces E;, para i = 1,2,...,k, es un subespacio

vectorial de dimension i de By y {a1,aq,...,a;} es una base de E;.

DEMOSTRACION: El resultado se sigue del teorema 2.8 y del hecho de que F; es un

subespacio vectorial de dimension 1 de F7.

Consideremos ahora que
oa1a) + ey + -+ oy1a— + oa; = 0
para algin oy, s, ..., q; € Fy. Si oy # 0, entonces
a; = oa; + a0 + -+ 1a1,

Por tanto
a; € Ei,1 N Ez = Eifl N (Ei,1 U (a,i @ EZ',1>) = (D

lo cual es una contradiccion. Asi que a; = 0.

Siguiendo un argumento similar, obtenemos que «; 1 =--- = ay = a3 = 0.
Asi que, los vectores aq, ao, . . ., a; son linealmente independientes y, consecuente-
mente, constituyen una base de E;. 0]

La siguiente observacion serd ttil para introducir nuestro préximo algoritmo. Si

u € F}, denotamos la i-ésima componente de w por w(7).
Observaciéon 2.2: Sea 1 <[ < n y supongamos que los vectores del conjunto
S =A{u, U, ..., Ug—1,Ugi—1 1, Upi-1 9, ..., Uy}
de 7 se encuentran en orden lexicografico descendente con uy = 0.
Para j =1,2,...,2" sea 1 <p <n tal que u;(:) =0 parai=1,2,...,p— 1.
(a) Supongamos que existe un nimero entero positivo r tal que
1, paraj=1,2,... 27t 2=t 41 271 2 2l g

u;(p) = :_ ol-1 -1 l
0, paraj=2""+r+ 127" +r+2,...,2°.
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Ahora, para j = 1,2,...,271 271 1 221 9 271 4 ¢ consideramos el
vector v; = u; + u;. Como v,(p) = 0, al menos uno de estos vectores no esta
en S. Por consiguiente, S no es un subespacio vectorial de F7.

Supongamos que existe un niimero entero positivo s tal que

®) 1, paraj=1,2,...,2"t —s,
ui(p) =
’ 0, paraj=2"1 s+ 1,271 542 ... 21 9

l

. o _1 _
y consideremos, para j = 1,2,...,27" —s, el vector w; = u; +u;. Puesto que

wj(p) = 1, al menos uno de estos vectores no estd en S. Por consiguiente, S
no es un subespacio vectorial de [F5.

Supongamos que

1, paraj=1,2,...,21
0, paraj=2"141.2-142 . 2

Ahora, para j =1,2,...,2"7! consideremos el vector z; = u; + ug-1.
Puesto que z;(p) = 0, si

Zj g {U21—1+1, 'l,l/2l—1+2, e ,'U/Ql}

entonces S no es un subespacio vectorial de [F7. |

Como consecuencia del corolario 2.6 y de la observacion 2.2 tenemos el siguiente

algoritmo que nos permite determinar si un subconjunto dado S de F%, tal que

Card (S) es una potencia de 2y 0 € S, es un subespacio vectorial. Antes de proceder,

necesitamos la siguiente notaciéon para una matriz M:

M (r, c) denota el elemento que esta en la fila 7 y en la columna c,

M(r,:) denota la r-ésima fila de M,

M{(:, c) denota la columna c-ésima de M,

M(ry : re,c), con ry < 1o, denota la submatriz de M formada por los elementos
en las filas 1,71 +1,...,ry y columna c,

M(ry 2 r9,:), con 11 < 19, denota la submatriz de M formada por los elementos

en las filas r1,7 + 1,...,73 y todas las columnas.
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Notemos que si el algoritmo anterior acaba mostrando que S es un subespacio

vectorial, entonces de acuerdo con el corolario 2.6, los vectores correspondientes a

las filas

Lok 41,2k 4ok typr o 2b 4okl 4241

constituyen una base de S.

Supongamos ahora que S es un subconjunto de F} tal que Card (S) = 2*, con
1 <k<n Si0¢S, entonces 0 € a @ S para todo a € S. Por tanto, podemos
aplicar el algoritmo 2.3 a @ & S para algin a € S, para comprobar si S es un
subespacio afin de dimension £ de F3.

Los siguientes ejemplos nos ayudaran a comprender este algoritmo.
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Ejemplo 2.8: Consideremos el subconjunto
S ={9,10,16,19,45,46,52,55,141,142,148,151,169,170,176,179}

de F§, con Card (S) = 2,

Dado que 0 ¢ S, tenemos que S no es un subespacio vectorial de F3. No es dificil

comprobar que

9@ S = {0,3,25,26,36,39,61,62,132,135, 157,158,160, 163, 185, 186}

Sea M la matriz 2% x 8 cuyas filas son los vectores de S en orden lexicografico

descendente; esto es,

186 10111010

185 10111001

163 10100011

160 10100000

158 10011110

157 10011101

135 10000111

A 132 U 10000100
62 00111110

61 00111101

39 00100111

36 00100100

26 00011010

25 00011001

3 000O0O0OO0OT11

| 0 0000000 0]

Sea | = 4. Como M(1,1) = 1, tenemos que ¢4 = 1. También, tenemos que

w(M(:,1)) = 23.

Sea N la matriz que obtenemos cuando sumamos la fila M(23,:) a cada una de
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las filas de M(1:23,:); entonces

I
o O O o o o o o

o O O o o o o o
o O O O = == =
o O = = O O = =
o O B = O O = =
o O O O = ==
S B O B O B O =
S =B = O O = = O

Claramente N = M (2% +1:2%:).

Ahora, disminuimos [ en una unidad (esto es [ = 3) y tomamos M = N es decir,

0011111 0]
00111101
001001171
00100100
00011010
00011001
00000011
0000000 0

Como M (1,3) = 1, tenemos que c3 = 3. También, tenemos que w(M(:, 3)) = 22.

Sea N la matriz que obtenemos cuando sumamos la fila M (2%, :) a cada una de
las filas de M(1: 22,:); entonces

(0001101 0]
00011001
00000011
0000000 0]

Claramente N = M (2% +1:2%:).
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Ahora, disminuimos [ en una unidad (es decir [ = 2) y tomamos M = N; es

decir,
00011010
00011001
M —
000O0O0OO0T1T1
0000000 0]

Como M (1,4) = 1, tenemos que ¢, = 4. También, tenemos que w(M(:,4)) = 2L.
Sea N la matriz que obtenemos cuando sumamos la fila M(2!,:) a cada una de

las columnas de M (1 : 2!,:); entonces

00 0O0O0OO0OT171
000O0O0O0OO OO
Claramente N = M (2" +1:2%:).

Ahora, disminuimos [ en una unidad (con lo que [ = 1). Al ser [ = 1, concluimos
que 9 @ S es un subespacio vectorial de dimension 4 de F§ y, por consiguiente S es

un subespacio afin de dimension 4 de F$. n
Ejemplo 2.9: Consideremos el subconjunto
S ={0,31,92,126,141,175,209, 243}

de F5. Claramente Card (S) = 23.

Sea M la matriz 23 x 8 cuyas columnas son los vectores de S en orden lexicografico

descendente; esto es,

243 11110011
209 11010001
175 10101111
M= 141 _ 10001101
126 01111110
92 01011100
31 00011111
| 0 ] 0000000 0]
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Si procedemos como en el ejemplo anterior, obtenemos que

001 111110
01011100
001000710
00000000

Como N # M(2% + 1 : 23,:), concluimos que S no es un subespacio vectorial
de F5. [ ]

Por tltimo, modificamos el algoritmo 2.2 para comprobar si el soporte (con

cardinal una potencia de 2) de la funciéon que estamos considerando es un subespacio

vectorial o un subespacio afin.
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2.5 Resultados numeéricos

Para un n dado, el nimero de funciones booleanas de n variables es 22". Para
valores diferentes de n (con 8 < n < 14) en un ordenador personal estandar obtuvi-
mos, aleatoriamente, 1000 subconjuntos de F3; es decir, 1000 soportes de funciones
booleanas de n variables. Para estos soportes determinamos el grado de la funcion
booleana correspondiente calculando la ANF utilizando la expresion (2.1) y emple-
ando los algoritmos 2.1, 2.2 y 2.4. Las columnas 2, 3, 4 y 5 de la tabla 2.1 muestran

el tiempo medio (en segundos) que obtuvimos en cada caso.

Para n = 13, 14 no tenemos suficiente memoria en nuestro ordenador. En general,
el algoritmo 2.2 resulta mas rapido que el algoritmo 2.4. No obstante, si los soportes
considerados son subespacios vectoriales, entonces el algoritmo 2.4 resulta mucho

mas rapido que el algoritmo 2.2. La tabla 2.2 muestra el tiempo medio (en segundos)
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2.6 Conclusiones

ANF  Algoritmo 2.1 Algoritmo 2.2 Algoritmo 2.4

9
10
11
12
13
14

0,0075
0,0229
0,0696
0,2151
0,7766

0,0748
0,1489
0,3564
0,8105
1,7892
5,0492
9,4359

0,0033
0,0059
0,0132
0,0278
0,0527
0,1172
0,2360

0,0038
0,0069
0,0159
0,0348
0,0767
0,2177
0,5370

Tabla 2.1: Tiempos obtenidos en el cilculo del grado de una funcién booleana de n

variables desde su soporte

n  Algoritmo 2.2 Algoritmo 2.4

8

9

10
11
12
13
14

0,0036
0,0069
0,0151
0,0324
0,0714
0,1761
0,4998

0,0004
0,0007
0,0015
0,0036
0,0087
0,0196
0,0542

Tabla 2.2: Tiempos obtenidos en el calculo del grado de una funcién booleana de n

variables cuyo soporte es un subespacio vectorial

necesario para calcular el grado de las funciones booleanas correspondientes a 1000

subespacios vectoriales de F} para diferentes valores de n.

2.6 Conclusiones

En este capitulo hemos presentado algunas propiedades del soporte de una fun-

cion booleana que nos permiten obtener los diferentes términos de su forma normal

algebraica. En particular, cuando conocemos el soporte de una funcién booleana,

podemos obtener su grado sin necesidad de calcular su forma normal algebraica.
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Por ejemplo, si f(x) es una funcion booleana de n variables, demostramos que el
grado de f es n si y sblo si el soporte de f tiene un nimero par de elementos;
observamos que es muy facil comprobar esta propiedad; de hecho, la mitad de las
funciones booleanas tienen grado n. Ademas, si el soporte de una funcién booleana
de n variables es un subespacio vectorial o afin de F%, entonces obtenemos que su

grado es n — k.

Como consecuencia de estas propiedades, también obtenemos diferentes algo-
ritmos para calcular el grado de una funcién booleana a partir de su soporte, sin

necesidad de calcular su ANF.
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Capitulo 3

Construccidon de funciones bent de

2k variables a partir de una base
de F%k

3.1 Introduccidén

En este capitulo, a partir de una base de F2*, definimos algunos conjuntos en F2*
que tienen la propiedad de ser los soportes de funciones de no linealidad perfecta
o funciones bent de 2k variables. En la seccion 3.2 detallamos un procedimiento
para obtener iterativamente dichos conjuntos de modo efectivo. En la seccién 3.3
obtenemos algunos resultados con el proposito de contar cuantas funciones de no
linealidad perfecta podemos construir usando el método introducido en la seccion 3.2
y, finalmente, en la seccién 3.5 presentamos algunas conclusiones y problemas abier-

tos.

3.2 Resultados principales

De aqui en adelante, asumimos que n = 2k y que U = {u, U, ..., Uop_1, Uy}
es una base de FJ. Para i = 1,2, ..., k, consideremos los subespacios vectoriales de

F? dados por

G; = Env {’Uq, U2, ..., W21, U%} y H;=Env {U2z‘—1, U2i} .
Obviamente, dim G; = 2i y dim H; = 2. Ademas, si consideramos G, = {0},

53
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entonces
Gz’ = Gi—l D Hl y Gi—l N HZ = {O}, (31)
y por tanto, GG; es la suma directa de G;_; y H;. En particular, G; = H;.

Para mayor claridad en la notaciéon, haremos referencia a los elementos de H;,

parat=1,2,... &k, como

a(()i) =0, agi) = Ugi—1, aéi) =Uz Yy a:(;i) = Ugi—1 D Uy

Usando los conjuntos G;_1 y los elementos de H;, para ¢ =1,2,...,k, definimos
una serie de subconjuntos de G; con algunas propiedades que permiten que los
subconjuntos de G obtenidos sean, al final del proceso iterativo, los soportes de

funciones bent de 2k variables.

Para p € {0,1,2,3} consideremos los conjuntos

3
Bp) ={af’} v B = {a"},
7
Es evidente que

Gi=B(p)UBp) vy B(p)nBp) =0 (3.2)

Ademas, si r,s € {0,1,2,3} con r # s, entonces B(r) # B(s).
Ahora, sea (p1,pa,...,pi_1,p;) € {0,1,2,3}" y supongamos que hemos definido
los conjuntos B(p1,p2,...,pi—1) ¥ B(pl,pg, ...,Di—1). Entonces, definimos

B(phan cee >pi—1,pi)

3
— (ag;) D B(pbp% s 7pi—1)> U U (Cl,((;) D B(p17p27 s 7pi—1>) ) (33)
=0
qq#pi

~

B(plap?a s 7pi—17pi)

3
= (a;(i) D B(pl,pg, C 7pi—1>) @) U (agl) %, B(pl,pg, ce 7pi—1)) . (34)
=0
qqsﬁpi

Nuestro objetivo es probar que para todo (p1,ps,...,px) € {0,1,2,3}*, los con-

juntos
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B(p17p27"'>pk) y B(p17p27"'7pk>

son los soportes de dos funciones bent de 2k variables, de forma que una es la funcién
complementaria de la otra. Sin embargo, conviene demostrar primero algunos lemas

técnicos que simplificaran el desarrollo de la demostracion del resultado mencionado.

El primer resultado establece que los conjuntos de las expresiones (3.3) y (3.4)

son conjuntos complementarios en G;.

Lema 3.1: Para i = 1,2,...,k, y para todo (p1,ps,-..,p;) € {0,1,2,3}, tenemos

que

(a) Gz - B(p17p27 cee 723\1) U E(plapb ce e 7p2)
(b) B(p17p27 ONORD 7p2) N B(p17p27 CNORD 7p2) = q)

DEMOSTRACION: Procedemos por induccién sobre i. Para ¢ = 1 el resultado viene
dado por la expresion (3.2). Supongamos que el resultado es cierto para i — 1 < k,

demostraremos que también es cierto para .

Primero, por la hipotesis de induccion, tenemos que

B(p1,p2s .-, pie1) UB(p1, D2, - -, pi1) = Gia

y por tanto

~

B(p1,p2; .- -, pie1,pi) U B(p1, D2, - - -, Di—1,Di)

3
= <az()ll) D B<p17p27 s 7pi—1)> U U (a’((;) D B(plap?a s 7pi—1)>

‘1;171'
3 A~
U (ag) ® B(p1,p2, ..., pi1)) U U (afj) @ B(p1,p2, - - ;]%-1))

q=0
q#Di

= (a']()’i) D (B(p17p27 s 7pi—1) U B(p17p27 s upi—l))>

3
U U (a’((;) S <B(p17p27"'7pi—l) UB(plvp?v"'7pi—l)>>
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3
= (a'l(?lz) © Gi_l) U ( 1(11) D Gi_l) = { (()i)va’g)aag)aa’?, } D Gz 1= G
q=0
qFpi

donde la ultima igualdad se deduce de la primera igualdad en la expresion (3.1).

Anéalogamente, tras algunas manipulaciones algebraicas, obtenemos que

B(p17p27 s 7pi—17pi) N B(pl;p?v s api—l;pi)

3

= <a’1(711) ® B(plap27 s 7pi—1)> U U (a((;) ® B(p17p27 s 7pi—1>)
=0
(;175771'
3
N ( () ) B(p17p27 y Pi 1)) U <a’¢(17j) D B<p17p27 y Pi 1))
=0
;75171'
= U <(a£i) ® B(p1,p2, ..., piz1)) N (aﬁ") @ E(phpz, e 7pze1)>> (3.5a)

r=0

U U ((a( & B( pl,pg,...,pi_1)> N (a,((;) @E(pl,pg,...,pi_1)>> (3.5b)

q#pz
U U @B p17p27-"7pi71)) N (a((]i)@B(php%"'apifl))) (35C)
qipz

U U ( a( )@ B( p17p27---,]?i—1)) N <a£i) @E(phpm e 7]71‘—1))) (3.5d)

q,r=0
q,T#Di
qF#r

Con el fin de demostrar que B(p1,pa, ..., pi—1,0) N E(pl,pg, e Din1,pi) = 0, es
suficiente comprobar que todas las intersecciones que aparecen en las expresiones

(3.5a), (3.5b), (3.5¢) y (3.5d) son vacias.

Por la hipotesis de induccion tenemos que

(a,(nz) ©® B(p17p27 s 7pifl)) N <a7(}) D E(plap% s 7pi71)>
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= aﬁf) S (B(p17p27 ceyPim1) N -/B\(plap% e 7pi—1)> =1,

por tanto, todas las intersecciones en la expresion (3.5a) son vacias.

Supongamos ahora que ¢ € {0,1,2, 3} \ {p;}. Si

T (CLI()? @E(plap%' . 7pi71)) N (a'((;) @é(plvp%' . in71)> )

entonces

— @) N ()
as—api®u—aq b v

para algunos u,v € E(pl,pg, ...,Di—1) € G,_1. Pero entonces, teniendo en cuenta

que G,_1 y H; son subespacios vectoriales, tenemos que

udv= a,z(f;) > a,((;’) € G,y NH; ={0}
por la expresion (3.1), y entonces, a,](fi) N aff) lo cual es una contradiccion. Por
consiguiente, las intersecciones que aparecen en la expresion (3.5b) son vacias.

Por un argumento similar, obtenemos que todas las intersecciones de las expre-

siones (3.5¢) y (3.5d) son también vacias. O

El siguiente resultado establece el nimero de elementos de los conjuntos definidos

por las expresiones (3.3) y (3.4).

Lema 3.2: Para i = 1,2,...,k, y para todo (p1,ps,-..,p;) € {0,1,2,3}, tenemos

que

(a) Ca’rd (B(pl7p27 o000 >pz)) — 22i_1 — Zi_l
(b) Card (B(pl,pg, c.. 7pz)) = 92%i—1 + i

DEMOSTRACION: Procedemos por induccién sobre .

Para i = 1y para todo p € {0, 1,2, 3}, tenemos que

Card (B(p)) =1=2*"1-2"1 y Card (E(p)) =3 =211 o7t

Supongamos ahora que el resultado es cierto para ¢ — 1 < k, vamos a demostrar

que también es cierto para i.
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Sea (p1,p2,---,Pi—1,p:) € {0,1,2,3}". Por un argumento similar al utilizado en

la demostracion del lema 3.1, si ¢ € {0,1,2,3} \ {p;}, entonces
<a§;? @ B(p1,ps, . .. ,Pi—l)) N (afj) ® B(p1,p2-- - pi-1)) =0,
ysig,r€{0,1,2,3} \ {p:} con ¢ # r, entonces
(al’? ® B(p1,p2.- .- pic1)) N (@l @ B(py,ps, .., piz1)) = 0.
Por tanto, de la expresion (3.3) tenemos que

Card (B(p1, p2,---,pi))

3
= Card (a'l()ii) S5, B(pl,pg, S ,pi_l)) + Z Card (G'((Ji) fan B(pl,pz, S ,pi_1)>

q=0
q#Di

— 2(i=1)=1 4 gi=1-1 4 3 (22(1—1)—1 . 2i—1—1) — 92i-1 _ gi-1

Ahora, como E(pl,pz, ooy pi) = Gy \ B(p1,pa, ..., p;) tenemos que

Card (E(plvp% s 7pz)> = 22i — Card (B(pl,pQ, . ,pz)) = 22i_1 —+ 2i_1. ]

Con argumentos similares a los de los lemas anteriores, podemos demostrar tam-

bién los siguientes resultados.

DEMOSTRACION: Procedemos, como en los lemas anteriores, por induccién sobre 1.

Para i = 1, tenemos que G = {a,él), agl), agl), agl)} donde {p,q,r, s} ={0,1,2,3},

asi que
B(p)={a} v Blp)={a,a a"}.
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Si u € G\ {0}, podemos suponer que

udal) =al,

y se sigue el mismo argumento si u @ a,()) =aVoud a,()l) =a'V.

Asi que
B(p)n (’u,@B ) {a"}n{uaal} ={al’}n{a’} =0,
y por lo tanto

Card (B(p) N (u ® B(p))) =0=2%1"2_2"1

Por otra parte, como (G es un subespacio vectorial, tenemos que

E(p)ﬂ(u@é( )—{aq ,al” aV}n{u e al )u@aﬁl),u@agl)}
_{a’q ’ 7" 7 }m{ap ) s 7 1)}
={aM,a}

y por lo tanto

Card (E( )N <u@§(p))) — 9 — 9212 | gl-1,

Ademas
B) (w5 ) = ) 1 o) .} = {af)
entonces
Card (B(p) N (u D E(p))) =1=2%"2
Finalmente
Bp)n (we B®) = {a’,a,a’} n{us e’} = {al"}
y entonces

Card (@(p) N (u ® B(p))) =1=2%"2

Por tanto, las propiedades (a), (b), (¢) v (d) se verifican para i = 1.
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Supongamos ahora que las propiedades (a), (b), (c¢) y (d) se verifican para
t — 1 < k. Demostraremos que estas propiedades también se verifican para i. Sea
(p1,p2, - pic1,pi) € {0,1,2,3} y supongamos que u € G; \ {0}. De la expresion
(3.3) tenemos que

B(p1,p2,--.,pi-1,0i) N (u® B(p1,p2,...,pi—1,p:))

= ((az(o? a5 E(pl,pg, . ,pi_1)> (u a5 a( ) @ B(pl,pg, .. J%’—l))) (3.6a)
U U (( B(py,po, . .. ,pi,l)) N (uEB a((]i) ® B(p1,p2, - - ,pi,l))) (3.6b)
q#m

U U (( @ B( p1,p2,---,pz’71)) N (U@a;(fi) @E(pl,pzv---,pifl)» (3.6¢)

q#pz

U U (( ()@Bpl,pg,...,pi,l))ﬂ(u@a&i)@B(pl,pz,...,pi,l))>. (3.6d)

q,r=0
q,7#pi

De la expresion (3.1) tenemos que u = v @ a() conv e G ylef0,1,2, 3}

Si | = p;, entonces el conjunto en la expresion (3.6a) se convierte en

al) & (E(pl,pz, ey Pic1) N (v ® B(p1,pas .- ,pi_1)>> : (3.7)

los conjuntos de las expresiones (3.6b) v (3.6¢) se convierten en el conjunto vacio, y

el conjunto de las expresiones (3.6d) se convierte en

3
U al) @ (B(p1,p2:- - pic1) N (v & B(p1,pa, ., pic1))) - (3.8)

Ademas, no es dificil demostrar que el conjunto de la expresion (3.7) es disjunto
con cada uno de los tres conjuntos que aparecen en la expresion (3.8). Es tam-
bién facil demostrar que estos tres conjuntos son mutuamente disjuntos. Por tanto,

mediante la hipdtesis de induccion,

Card (B(p17p27 cee 7pi—17pi) N (’U, @ B(p17p27 e api—hpi)))

— Card ( (p1, P2y Dic1) N (U @ B\(pl,pQ, . ,pi,l)))
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+ 3 - Card (B(p17p27 s api—l) N (’U D B(pl:va s api—l)))
_ 92(i=1)=2 | o(i-1)-1 | 3 (22(171)72 _ 2(1;71)71) _ 92i-2 _ gi-1
Sin embargo, si p; # [, entonces el conjunto en la expresion (3.6a) se convierte

en el conjunto vacio, los conjuntos de las expresiones (3.6b) y (3.6¢) se convierten

en los conjuntos

a;? D (E(PhP% s pic1) N (v @ B(py,pa, - - - 7pi—1))> (3.9)
y . ~
a’l(Z) D <B(p17p27 s api—l) N <’U D B(p17p27 e api—l))) (310)
respectivamente, y el conjunto de la expresion (3.6d) se convierte en el conjunto
(a’£«Z) % (B(p17p27 cee 7pi—1) N (’U @ B(p17p27 0 i 7pi—1>>>> (311&)
U (al’ ® (B(p1,pas-- - pic1) N (0 ® B(pr. pa, - - pi1)))) (3.11b)

para cualquier r, s € {0,1,2,3} \ {p;, [}.

Ademas, no es dificil demostrar que los conjuntos de las expresiones (3.9), (3.10),

(3.11a) y (3.11b) son disjuntos dos a dos. Asi que, por la hipotesis de induccion,
Card (B(p1,p2, - - -, Di—1,0:) N (uw @ B(p1,p2, ..., Di—1,0:)))
= Card <§(p1,p2, ooy Dic1) N (v @ B(py, pa, - - - ,pi—l)))
+ Card (B(pl,pQ, ceyDic1) N <'v D E(pl,pz, e ,pi—1)>)
+2 - Card (B(p1,p2,---,pi-1) N (v ® B(p1,p2, .., Di-1)))

— 92(i=1)=2 4 92(i-1)-2 4 9 (22(1'71)72 . 2(171)71) _ 922 _ gi-1

Por consiguiente, la propiedad (a) se verifica para i.

Por un argumento similar, tenemos también que las propiedades (b), (¢) y (d)

se verifican para 1. O
Ahora estamos en condiciones de demostrar que los conjuntos B(p1,p2, .- ., Dk)
y E(pl,pg, ..., px) son los soportes de una funcion bent de 2k variables y su com-

plementaria, respectivamente.
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DEMOSTRACION: Supongamos que u € F2*\{0}. Como F2* = Gy, por los lemas 3.1,
3.2 y 3.3 tenemos que

Card (B(p17p27 s apk’) A (’U, S B(p17p27 e apk)))
= Card (B(p1>p27 D00 7Pk)) + Card ('u, ¥ B(plap27 s )pk‘))
— 2 Card (B(plap% s 7pk) N (’U, @ B(p17p27 s 7pk)))
— 22k‘—l o 2k—1 4+ 22k:—1 o 2k—1 —9 (22k—2 o 2k—1) — 22]4:—1

y por lo tanto, B(p1, pa, ..., k) Alu® B(p1, pa, ..., px)) es el soporte de una funcion
equilibrada de 2k variables. Asi, por el corolario 2.3, tenemos que B(p1,p2, .- ., Dk)

es el soporte de una funcion bent f(x) de 2k variables.

Ademas, del lema 3.1, tenemos que E(pl,pz, o y0e) = Gi\B(p1,p2, - - -, Pr) ¥, POT
consiguiente, el conjunto B\(pl,p% ..., px) es el soporte de la funcion complementaria
1® f(x). O

3.3 Recuento de funciones bent

Con el fin de contar el nimero de funciones bent proporcionado por el teore-

ma 3.1, necesitamos el siguiente resultado.
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~

B(p1>p2> -« DL, Pl+1, P42, - - -pl+m) 7'é B(pbpz, < PG4, Q2 - -Ql+m)

para m=1,2,...,1— L.

DEMOSTRACION: Procedemos por induccién sobre m. Supongamos que m = 1.

Como pi11 # @41, podemos suponer que {0,1,2,3} = {pi1,q41,7, 8} con r # s.
Por lo tanto, si

B(p17p27 s 7pl7pl+1> = B<p17p27 S 7pl7ql+1)7

de la expresion (3.3) tenemos que
<ag(allﬂ) ® B(p1,p2, - - - ,pl)) U (agiﬂ) ® B(p1,pa, - - - 71)1))
= (a’l(]llj;l) ©® B(p17p27 77 7pl>) U (a’glill) D B(p17p27 s 7pl>> .

Sea x € a;llill) &) E(pl,pg, ..., 1), entonces

mea(l+1)@B(plap2a"'7pl) 0 mEa’(l+1)@B(p1ap2a"'7pl)'

qi+1 P41

En el primer caso,

_ o +1) _ (41)
T = a’pz+1 Du= at]z+1 Sv

con u,v € E(pl,pg, ...,m) C Gy; pero entonces

udv=ad"V etV e Gyn H,, = {0}

Pi+1 qi+1

I+1 I+1 e
por tanto al(,m) = aélil), lo cual es una contradiccion.

En el segundo caso,
(41 )
T = a1(71+1) Pu= a’l()z+1 Gv
con u € E(pl,pg, c.,p) Y v E€ B(py,pa, ..., p1); pero entonces

u=v€ B(p1,pa2,....p) N B(p1,p2,...,m) =0

lo que también es una contradiccion.
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Asi que, ninguno de los elementos de ale) P B(pl,pg, ..., ) pertenece al con-

junto
(a’((]llill) S B(p17p27 s 7pl>> U < pllj: S B<p17p27 s 7]91)) .

Un argumento analogo muestra que ninguno de los elementos de

(l+1) ) B(p17p27 s 7pl)

QZ+1

pertenece al conjunto
( f]lli_ll) S B(p17p27 s 7pl>> U < ](Jllill) S B(p17p27 s 7pl)) .

Por consiguiente, B(p1,pa,...,pi, 0iv1) # B(1,p2, - i, @v1) vy del lema 3.1,
también tenemos que B(p1,pa, .-, pi, Pis1) # B(p1,p2, - - - D1 Q)
Supongamos ahora que el resultado es cierto para m — 1, demostraremos que

también es verdadero para m. Si

B(p1,p2, <oy Pl Pi4-15 Pi+2, - - -pz+m) = B(p1>p2> - P 9415 9142, - - -(]z+m)

de la expresion (3.3) tenemos que

(af}()lli_;n) 7] B(p17p27 - s PL Py - JpH—Trz—l))

U U H_m)@B(pl p27'"7pl7pl+17""pl+m_1))

ripl-&-m

= ( ((]lli:?) @B(plap% < PL i, - - >QI+mfl)>

U U l+m @B<p17p27"‘7pl7q1+17"-7QI+m—1))

S=
S#Ql«km

Ahora, mediante un argumento similar al anterior, pero considerando los casos
Diem = Qiem Y Piim 7 Qem, Obtenemos que ninguno de los elementos del conjunto del

primer miembro de la expresion anterior pertenece al conjunto del segundo miembro.

Asi que,

B(p17p27 <oy DUy Pl+1, P42, - - 'pl-‘rm) 7é B(p17p27 - PL Q415 G142, - - 'QH-m)
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y del lema 3.1, concluimos que

~

B(plap27 <oy Pl Pi41, Pi2, - - -Pz+m) # B(pl,pQ, e DL Q415 G2, - - -q1+m)~ O

Como consecuencia de este resultado, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.1: Para una base de F2* el niimero de funciones bent de 2k variables

que podemos construir usando el procedimiento descrito en la seccion 3.2 es 22F+1,

DEMOSTRACION: Para una base fija U, podemos construir tantos conjuntos del tipo
B(p1,pa, - .., pr) como elementos haya en {0, 1,2,3}*. Lo mismo es cierto para los
conjuntos de tipo E(pl,pQ, ..., px). Por tanto, el nimero de funciones bent de 2k

variables que podemos construir es

2 Card ({0, 1,2,3}%) = 2%+1, O

En este punto surge de modo natural la siguiente pregunta: ;a partir de dos
bases diferentes U y V de F2¥, las 2%%*1 funciones bent obtenidas de la base U son

diferentes de las 2%t funciones bent obtenidas de la base V?

El nimero de bases diferentes de F3* (ver [96, pagina 46]) es []-75 " (2% — 27). En

1=

consecuencia, podemos aplicar el procedimiento iterativo de

2k—1

92k+1 H (22k . 21’)
i=0
formas distintas. Por ejemplo, para k = 2, construiremos, al aplicar cada una de esas
posibilidades, 645 120 funciones bent. Sin embargo, es bien sabido que el nimero de
funciones bent de 4 variables diferentes entre si es 896. Asi pues hay diferentes bases
que proporcionan las mismas funciones bent, tal y como podemos ver en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 3.1: Supongamos que k = 2 y consideremos la base U = {1,2,4,8} de
3. Los soportes de las funciones bent que podemos construir usando el proced-
imiento descrito en la secciéon 3.2 se muestran en la tabla 3.1. Por otra parte, si

consideramos la base V = {6,7,9,13}, entonces los soportes de las funciones bent
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~

(p1,p2) B(p1,p2) B(p1,p2)

0,0) 1,2,3,4,8,12 0,5,6,7,9,10,11,13,14,15
0,1)  0,5,6,7,8,12 1,2,3,4,9,10,11,13,14,15
(0,2) 0,4,9,10,11,12 1,2.3,5,6,7,8,13,14,15

(0,3) 0,4,8,13,14,15 1,2,3,5,6,7,9,10,11,12

(1,00  0,2,3,5,9,13 1,4,6,7,8,10,11,12,14,15
(1,1)  1,4,6,7,9,13  0,2,3,5,8,10,11,12,14,15
(1,2) 1,5,8,10,11,13  0,2,3,4,6,7,9,12,14,15

(1,3) 1,5,9,12,14,15 0,2,3,4,6,7,8,10,11,13
(2,0) 0,1,3,6,10,14  2,4,5,7,8,9,11,12,13,15
(2,1)  2,4,5,7,10,14  0,1,3,6,8,9,11,12,13,15
(2,2) 2,6,8,9,11,14 0,1,3,4,5,7,10,12,13,15
(2,3) 2,6,10,12,13,15 0,1,3,4,5,7,8,9,11,14

(3,0) 0,1,2,7,11,15 3,4,5,6,8,9,10,12,13,14
(3,1) 3,4,5,6,11,15 0,1,2,7,8,9,10,12,13,14
(3,2) 3,7,8,9,10,15 0,1,2,4,5,6,11,12,13,14
(3,3) 3,7,11,12,13,14 0,1,2,4,5,6,8,9,10,15

Tabla 3.1: Soportes de las funciones bent construidas con la base U del ejemplo 3.1

que podemos construir usando el procedimiento descrito en la seccion 3.2 se mues-
tran en la tabla 3.2. Como podemos ver, obtenemos las mismas funciones bent en

ambos casos, aunque para diferentes valores de (p,p2) € {0,1,2, 3} [

De aqui en adelante para referirnos a los soportes de las funciones bent pro-
porcionadas por el proceso iterativo descrito en la seccion 3.2 mediante la base

U ={u,uy, ..., us_1,us} escribiremos
BM(plaan"'7pk> y BM(plaan"~7pk)-

Ademas, si observamos detenidamente las expresiones (3.3) y (3.4) vemos que los

conjuntos anteriores dependen de los subespacios vectoriales H; = Env {ug; 1, ws; },
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(p1,p2) B(p1,p2) B(p1,p2)
(0,0) 3,7,11,12,13,14 0,1,2,4,5,6,8,9,10,15
0,1) 0,1,2,7,11,15 3,4,5,6,8,9,10,12,13, 14
(0,2) 0,4,9,10,11,12 1,2,3,5,6,7,8,13,14,15
0,3)  0,5,6,7,8,12 1,2,3,4,9,10,11,13,14,15
(1,0) 0,4,8,13,14,15 1,2,3,5,6,7,9,10,11,12
(1,1)  1,2,3,4,8,12 0,5,6,7,9,10,11,13,14,15
(1,2)  3,7,8,9,10,15 0,1,2,4,5,6,11,12,13,14
(1,3)  3,4,5,6,11,15 0,1,2,7,8,9,10,12,13,14
(2,0) 0,1,3,6,10,14 2,4,5,7,8,9,11,12,13,15
(2,1) 2,6,10,12,13,15 0,1,3,4,5,7,8,9,11,14
(2,2)  1,4,6,7,9,13 0,2,3,5,8,10,11,12,14,15
(2,3) 1,5,8,10,11,13 0,2,3,4,6,7,9,12,14,15
(3,0)  0,2,3,5,9,13 1,4,6,7,8,10,11,12,14,15
(3,1) 1,5,9,12,14,15 0,2,3,4,6,7,8,10,11,13
(3,2) 2,4,5,7,10,14 0,1,3,6,8,9,11,12,13,15
(3,3) 2,6,8,9,11,14 0,1,3,4,5,7,10,12,13,15

Tabla 3.2: Soportes de las funciones bent construidas con las bases V del ejemplo 3.1

para i = 1,2,...,k, y no tanto de la la base {ug;_1,us;} considerada. Por tanto

podemos establecer el siguiente resultado.
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Ademés, el orden en que cada par de vectores aparece dentro de la base no es

significativo, como podemos ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2: Supongamos que k = 4 y consideremos las bases
U=1{1,2;4,8;16,32;64,128} y V ={1,2;16,32;4,8;64,128}

de 3. Entonces, siguiendo el proceso descrito en la seccién 3.2 obtenemos a partir

de la base U los siguientes conjuntos
By (0) = {0},
By(0,2) = {0,4,9,10,11,12},
By,(0,2,1) ={0,4,9,10,11,12,17,18,19, 21, 22, 23, 24, 29, 30, 31, 32, 36,
41,42,43,44,48,52,57,58,59,60},
By(0,2,1,3) ={0,4,9,10,11,12,17,18,19, 21, 22,23, 24, 29, 30, 31, 32, 36,
41,42,43,44,48,52,57,58,59,60,64,68,73,74,75,76, 81,
82,83, 85,86,87,88,93,94,95,96,100,105,106,107,108,
112,116,121,122,123,124,128,132,137,138, 139, 140,
145,146,147,149,150,151,152, 157, 158, 159, 160, 164,
169,170,171,172,176,180,185,186,187,188,193,194,
195,197,198, 199, 200, 205, 206, 207, 208,212,217, 218,
219, 220, 225, 226,227,229, 230,231, 232,237,238, 239,
241,242,243,245,246, 247,248,253, 254, 255},
v los siguientes conjuntos a partir de la base V
By(0) = {0},
By(0,1) ={0,17,18,19, 32,48},
By(0,1,2) = {0,4,9,10,11,12,17,18, 19,21, 22, 23, 24, 29, 30, 31, 32, 36,

41,42, 43,44, 48,52,57,58,59, 60},
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By(0,1,2,3) = {0,4,9,10,11,12,17,18, 19, 21,22, 23, 24, 29, 30, 31, 32, 36,
41,42,43, 44, 48,52, 57,58, 59,60, 64, 68, 73,74, 75,76, 81,
82, 83,85,86,87,88,93,94, 95,96, 100, 105, 106,107, 108,
112,116,121,122, 123,124,128, 132,137,138, 139, 140,
145,146, 147,149, 150,151, 152, 157, 158, 159, 160, 164,
169,170,171,172,176,180, 185,186,187, 188,193, 194,
195,197, 198,199, 200, 205, 206, 207, 208, 212, 217, 218,
219, 220, 225, 226, 227, 229, 230, 231, 232, 237, 238, 239,

241,242,243, 245, 246, 247, 248, 253, 254, 255}

Observemos que By(0) = By(0) v By(0,2) # By(0,1), pero By,(0,2,1) =
By(0,1,2) y por consiguiente By (0,2,1,3) = By(0,1,2,3). Asi que, ambas bases
U y V proporcionan la misma funcion bent de 8 variables, aunque los conjuntos

intermedios en el proceso no son necesariamente iguales. [

El siguiente resultado establece la propiedad descrita en el ejemplo anterior.

Lema 3.5: Sean U = {ul, Uy, ..., U1, u2k} Yy A H {’Ul,'UQ, ;0 ,’ng_l,’vgk} dos
bases de F3*. Supongamos que exisite r,s € {1,2,...,k}, conr < s, tal que

o (V9i_1,V9) = (Ug_1,u) para i € {1,2,... .k} \ {r, s},
o ('021"—17'027*) — (u2s—17u2s) Yy (’028_1, '023) — (u2r—17u2r)7

entonces

BU(plvPQv"'apr7"'vps7'"apk) — BV(plap2a--'7p87"'7p7"7"'7pk)7

By(p1,02, -+ Prs -+ Pss -+ s Pk) = By(p1,02, -, Dsy - -+ Prs -+, DR,

para todo (py,pa,...,pr) € {0,1,2,3}*.

DEMOSTRACION: Sin pérdida de generalidad podemos suponer que s = r + 1.
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A partir de la eleccion de las bases U y V, tenemos que

BU(p17p27 oo 7pT—1> - BV(p17p27 .. 7p7’—1)

~ ~

BU(P1>p2> < 7p7“71) = BV(php% s 7p7“71)-

Siguiendo argumentos similares a los utilizados en las demostraciones de los

resultados de la seccion 3.2, no es dificil demostrar que

BZ/I(plup27 s 7pr717prapr+1) = BV(p17p27 cee >pr717pr+1;pr>>

~ ~

Bu<p17p27 R 7p7”—17p7”ap7’+1) = BV(pl,pQ, SR 7p7"—17p7’+1ap7’)’
Ahora, el resultado se sigue de la eleccion de las bases U y V. O

Como consecuencia de los lemas 3.4 y 3.5 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.3: Sean U = {wui,Us,..., U1, Uk} ¥y V = {v1,09,..., V951, V2}
bases de F2* tales que {wg; 1, U} y {Voi_1,V0:} sean bases Gauss-Jordan de cardi-
nalidad 2. Si o es una permutacion de {1,2,... k}, tal que

('UZi—h'U%) B (U2a(i)—1,uza(¢)) para 1=1,2,...k,

entonces U y V proporcionan las mismas funciones bent de 2k variables.

De aqui en adelante, ademas de considerar que {ug; 1, us;} es una base de Gauss-
Jordan de cardinalidad 2 consideraremos también que ug;—; > ug;—; (orden lexi-
cografico) si i < j. Como cada subespacio vectorial de dimension 2 tiene 6 bases
diferentes, pero s6lo una es base de Gauss-Jordan de cardinalidad 2, tenemos que el

ntimero de bases de F2* que satisfacen estas condiciones es

125, (2% — 27)
6~ - k! '

En particular, para £k = 2 tenemos 280 bases que cumplen estas condiciones.
Por consiguiente, de acuerdo con el corolario 3.1, podemos construir 2° - 280 = 8960
funciones bent de 4 variables. Recordemos que el ntimero de funciones bent diferentes
de 4 variables es 896 (448 con peso 6 y 448 con peso 10). Una busqueda exhaustiva
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por ordenador muestra que estas 896 funciones bent pueden obtenerse a partir de
las siguientes 28 bases de F:

ul = {87 7a 5a 3}a u? = {8a 7747 2}7 Z/[g = {87 7a47 1}a Z/{4 = {Sa 77 27 1}7

Us = {8767 9, 2}7 Us = {87 67473}7 U = {876a47 1}7 Uy = {87 6:2, 1}7

UQ = {8757671}7 ulO = {8a5747 3}7 z/{11 = {875a4a 2}7 UIZ = {875a2)1}7

u13 = {874767 1}7 Z/{14 = {8a47 573}7 Z/{15 = {8747 5a 2}7 u16 = {8747 27 1}a

Z/{17 = {8, 3,6, 1}, Z/{lg = {8, 3, 57 2}, ulg = {8, 3,4, 2}7 Z/{go = {8,3,4, 1},

Z/{Zl - {87 2767 1}7 u22 = {8a 27 573}7 Z/{QS = {87274a 3}7 Z/{24 = {87 2a4a 1}7

Uss = {8,1;5,3}, Uy ={8,1;5,2}, Uy ={8,1;4,3}, Uy ={8,1;4,2}.

Ademas, si consideramos las siguientes matrices binarias de tamano 4 x 4

(1 0 0 0] (1 0 0 1] (1 0 0 1]
0100 0010 0011
P, = P, = P
0010 1000 1000
00 0 1] 0110 011 1
(10 0 1] (1 0 1 0] 1 0 1 0]
0100 000 1 0100
P, — P, — P,
0110 1000 0101
00 0 1] 010 1] 00 1 0]
(10 1 1] (11 0 1] 11 0 1]
0100 0010 0011
Py Py = Py
0101 1010 101 1
00 1 1] 0110 011 1
(11 1 0]
000 1
Py =
100 1
010 1
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k  Segundos Numero de soportes
2 0,0276 25
3 0,2923 27
4 4,7412 29
5 74,5827 2l
6 1215,0815 213
7 21347,9378 215

Tabla 3.3: Para una base dada, tiempo (en segundos) para obtener todas las funciones

bent de 2k variables para diferentes valores de k

ysiparat=1,2,...,28 y j=1,2,...,10, consideramos las nuevas bases
Vig = { P, P P, Pl |

donde U; = {u1 ,u2 ,ué),u4 }, entonces, las funciones bent proporcionadas por
las bases V;; y U;, para j = 1,2,...,10, son las mismas. Hay que tener en cuenta
que no todas las bases V; ; tienen las mismas propiedades que las bases U; en el
sentido de que {Pjugl),Pjug)} y {Pjug), Pjuff)} no son necesariamente bases de
Gauss-Jordan de cardinalidad 2 y que no necesariamente Pjugi) > Pjugi) (orden
lexicografico), pero tras algunas operaciones elementales, podemos obtener una base

Vi ; con tales propiedades.

Para k = 3 no es posible obtener una clasificaciéon completa similar a la clasifi-
cacion anterior para k = 2 porque el niimero de bases que satisfacen las condiciones
necesarias es 15554 560.

Finalmente, resumimos en la tabla 3.3, el tiempo requerido (en segundos) para
obtener, en un ordenador personal estandar, los 22**! soportes de funciones bent
de 2k variables a partir de la misma base de [} usando el procedimiento iterativo
descrito en la seccién 3.2. Vale la pena mencionar que el tiempo medio necesario para
obtener aleatoriamente los soportes de 100 funciones bent de 4 variables (esto es, para
k = 2) fue de 6,56 segundos; sin embargo, tras mas de 250 horas de computacion,
no obtuvimos (aleatoriamente) ningtin soporte correspondiente a una funcion bent

de 6 variables (esto es, para k = 3).
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3.4 Mas resultados

En toda esta seccion suponemos que £y [ son dos enteros fijos tales que 3 <[ < k.
Sea By, el conjunto de todas las funciones bent de 2/ variables y denotemos por Bg) el
conjunto de todas las funciones bent de 2] variables que podemos obtener mediante
la construccién introducida en la seccién 3.2. Claramente B(Q}) C By vy, de acuerdo
con lo dicho al final de dicha seccion, la inclusién anterior es estricta, con lo que
Bg) = By \ BS) # 0 es el conjunto de todas las funciones bent que no podemos
obtener mediante dicha construccion. Sea f € B tal que w(f) = 2271 —2i-1 y

denotemos por Ay A los soportes de f vy 1 @ f respectivamente.

Por otro lado, si identificamos el vector v € F3' con el vector (0;—y),v) € F3,
podemos suponer que G; = F2' es un subespacio vectorial de dimension 2/ de F2.

De esta forma, los subconjuntos A y A de (G, satisfacen las propiedades:

e Gi=AUAy ANA=0,
e Card(A) =2%"1 — 271 y Card <A\> = 22-1 4 ol=1,

Sea {u1,us, ..., Uy _1,Uy} una base de G; y consideremos
FZIC
Ul41, W2U42, - - -, U2k—1, U2k € IF5

de manera que:

2%

o {wy, Uy, ..., Uy1, Uy, Woii1, Uoiy2, - - -, Ugp—1, Wgi } €5 una base de F3°,

o {uy 1, uy}, parai = [+ 1,1+ 2,...,k, es una base de Gauss-Jordan de
cardinalidad 2,

® Uy > Uy (en orden lexicografico), sil+1<i<j<k.

Parai =14+ 1,1+ 2,...,k, consideramos los subespacios vectoriales

Gi = Env {ui,ug, ..., U1, U, .., U1, U},

H; = Env {'U/Zifly Um'} )
de F2*. Claramente, dim G; = 2i y dim H; = 2. Ademas,
Gi=Gi.®H;, y GiinH;={0},

con lo que G; es la suma directa de G;_1 y H;.
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Igual que en la seccion 3.2, por conveniencia en la notacion, nos referiremos a los

elementos de H;, parai =1+ 1,14+ 2,...,k, como

aéi) =0, aﬁi) = U1, aéi) = U Y a:(si) = Ugi—1 D Ug;.

Para p € {0,1,2,3} consideramos los conjuntos

3

0 - (s 3) o) (5.0,
q=0
a#

3
6(]3) _ (al(Jl-H) D A) U U (a((ll-i-l) oy 2{) )
=

Ahora, si (p1,p2, ..., pi_1,p:) € {0,1,2,3}" y suponemos que hemos definido los
conjuntos C(py,pa,...,pi—1) v C(p1,pa,-..,pi—1), podemos definir

e (agi) © C(p1,p2, - - - 7pi—1)>
4 U (al? @ C(p1,p2,- .- pic1)) s

~

C(p1,p2, .- Pie1,s) = (aé,? ® C(p1,p2, - - - 7]0171))

3
Y U <a’((12) D C(plap?v s 7pi71)> .
q=0

qFpi

Asi, mediante los mismos argumentos utilizados en la seccion 3.2, es facil compro-
bar que los lemas 3.1, 3.2 y 3.3 contintian siendo vélidos si cambiamos los conjuntos
B(p1,pas- - pic1:pi) ¥ B(p1,pas - -, pic1,p;) por los conjuntos C(pr, pa, - - . pi1, p;)
y a(pl,pg, ..., Di_1, pi) respectivamente. Ademas, el teorema 3.1 también es valido
si cambiamos los conjuntos B(p1,p2,...,pk) ¥ E(pl,pg, ...,Dr) por los conjuntos
C(p1,p2y---sPk—1) ¥ é(pl,pg, ..., Dr—1) respectivamente. Finalmente, el teorema 3.2
también permite afirmar que los soportes de las funciones bent de 2k variables
obtenidas de esta forma son distintos de los soportes de las funciones bent de 2k

variables obtenidos a partir de la construccion de la seccion 3.2.
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3.5 Conclusiones

En este capitulo hemos empleado una base de F2¥ para construir 22**! conjuntos
en F2* que son soportes de funciones bent de 2k variables. La mitad de las funciones

bent obtenidas son funciones complementarias de la otra mitad.

Ponemos de manifiesto que dos bases distintas pueden proporcionar las mismas
funciones bent y damos una clasificacion completa para el caso k = 2; es decir,
para las funciones bent de 4 variables. Sin embargo, no hemos podido establecer una
clasificacion anéloga para k > 2, con lo que es necesario profundizar més en esta
construcciéon para determinar bajo qué condiciones dos bases distintas proporcionan

las mismas funciones bent.

Nuestra construccion permite obtener todas las funciones bent de 4 variables,
pero no todas las funciones bent de méas variables. Sin embargo, partiendo del soporte
de una funciéon bent de 2[ variables, con 3 < [ < k, que no se pueda obtener con dicha
construccion, podemos iniciar un proceso iterativo similar y otener més funciones
bent. Estas nuevas funciones bent son distintas de las obtenidas con la construccion
de la seccion 3.2, pero no hemos podido establecer bajo qué condiciones se da la

igualdad entre las funciones bent obtenidas. Esto sera objeto de un trabajo posterior.
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Capitulo 4

Construccidon de funciones bent de

clase PS

4.1 Introduccién

Utilizando una base de F% (con n un nimero par) y la matriz asociada de un
polinomio primitivo de grado n/2 y coeficientes en Fy, construimos los soportes de

algunas funciones bent de n variables que pertenecen a la clase PS.

El capitulo esta organizado de la siguiente manera. En la seccion 4.2, introduci-
mos algunas definiciones basicas y la notacion utilizada. En la seccién 4.3, presen-
tamos un método general para caracterizar la construccion de funciones bent de n
variables (con n un nimero par) de la clase PS utilizando una base de F§ y un
polinomio primitivo de grado n/2 en Fy[X]. En la seccion 4.4, introducimos un pro-
cedimiento practico para la obtencion del soporte de una funcién bent del tipo PS,
mostrando algunos ejemplos; ademas establecemos el nimero de dichos soportes que
podemos construir con una base y un polinomio primitivo fijo; dicho niimero consti-
tuye, en definitiva, una cota inferior del nimero de funciones bent de n variables de
la clase PS. Finalmente, en la seccion 4.5, presentamos algunos problemas abiertos

relacionados con la construccién introducida en este capitulo.

4.2 Preliminares

Para una matriz cualquiera A de tamano n x k con elementos en Fy, denotamos

por Col (A) el espacio vectorial generado por las columnas de A; por tanto, Col (A)

s
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es un subespacio vectorial de F3. En este capitulo, los vectores de [ seran siempre
vectores columna. Recordemos que la matriz de control de paridad H del [2F — 1, k]-
c6digo binario de Hamming es la matriz cuya i-ésima columna esta formada por los
k digitos de la representacion binaria del entero i para 1 < i < 2% — 1 (véase [90]);

por tanto, es evidente que los vectores de Col (A) son las columnas de la matriz AH.

Suponemos que n = 2k y nos centramos en la obtencién de funciones bent de
la clase PS. El teorema siguiente, al que haremos referencia en diversas ocasiones,

introduce dicha clase de funciones bent (véase [16]).

Teorema 4.1: Supongamos que G1,Gs, ..., Gy son subespacios vectoriales de Ty de
dimension k tales que G;NG; = {0} parai,j =1,2,...,t coni # j, y consideremos

el conjunto

t
Uear, si t=2k1
B = =1 :
{oyul JG;, si t=2141,
i=1

con Gi = G; \ {0}. Entonces B es el soporte de una funcion bent de n variables.

Dillon [46] denot6 por PS™ (respectivamente, PS™), la clase de funciones bent
para la que t = 257! (respectivamente, t = 2571 + 1).

Ahora, construimos funciones bent basadas en la clase PS utilizando los comple-
mentos ortogonales de los subespacios vectoriales en lugar de los propios subespacios.
Pero primero recordemos que el complemento ortogonal de un subespacio vecto-

rial G de F%, denotado por G, es el subespacio vectorial

G+ ={y €Fy | (x,y) =0, para todo = € G}.

El siguiente resultado, cuya demostracion se puede encontrar en cualquier libro
de algebra lineal, sera necesario para probar el corolario 4.1, que establece que los
complementos ortogonales de los subespacios vectoriales satisfacen las condiciones
necesarias para que los soportes que definen correspondan a funciones bent de la
clase PS.
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Ahora, como consecuencia inmediata del lema anterior, tenemos el siguiente re-

sultado.

DEMOSTRACION: Parai=1,2,...,2""! 4+ 1 tenemos que

dim G} =n — dimG; = k.

Ademaés, si x € G N GJ-L, entonces
(x,u) = (x,v) =0, paratodouce G;,veG;,

es decir,
(x,u®wv) =0, paratodouecG,;,ved,,
y por el lema 4.1,
(z,w) =0, paratodow € [F3.
Por tanto, = 0 y, en consecuencia G- N G5 = {0}.

Ahora, por el teorema 4.1 tenemos que B es el soporte de una funcion bent

de n variables. O
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4.3 Resultados principales

Ya estamos en condiciones de construir, de forma explicita, los subespacios G; del
teorema 4.1. Para ello, primero consideraremos algunas bases del espacio columna
de las matrices obtenidas a partir de dos matrices de tamano n x k con coeficientes
en 5 v cuyo rango es k y la matriz asociada a un polinomio primitivo de grado k
en ]F2 [X]

La demostracion del siguiente lema es directa y por ello la omitimos.

Notemos que como consecuencia de este resultado, tenemos que
rg (UC"™") =k, parai=1,2,...,2" -1

y, por tanto, las columnas de la matriz UC*"! constituyen también una base de
Col (U).
El teorema siguiente nos permite construir una familia de subespacios G; que

satisfacen las condiciones del teorema 4.1.
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Fy[X]. Si Go = Col(V), Gor = Col (U) y
Gi:Col(UC'i_1®V), parai=1,2,..., 28 -1,

entonces dim G, =k, y G, NG, = {0} parar,s =0,1,2,...,2% con r # s.

DEMOSTRACION: Claramente dim U = dim V' = k. Asi, dim Gy = dim Ggr = k.
Si dim G; < k para algtin i € {1,2,...,2F — 1}, entonces, existe a € F4\ {0} tal

que

(UC®V)a=UC"a®Va= [Uci—l V] “1=o
a

pero esto es una contradiccion ya que las columnas de la matriz [U i1 V} forman
una base de [} de acuerdo con la eleccion de las matrices U y V' y el lema 4.2. En

consecuencia, dimG; = k parai=1,2,...,2F — 1.
Evidentemente, G N Gy = {0}.
Supongamos primero que w € Gy N G; para algin i € {1,2,3,...,2F1 — 1}
Entonces, de acuerdo con el lema 4.2
w=(UC"®dV)a y w=Vb
para algunos a, b € F%. Por tanto,

UC'a®V(a®b) = [Uci—l v} “1-o0 (4.1)
adb

y otra vez, como las columnas de la matriz [UCZ'—1 V] forman una base de 7}, de
la expresion (4.1) podemos decir que
a=0 y a®b=0;
asi que, b =0 con lo que w = 0.
Por tanto, Gy N G; = {0} para i € {1,2,3,...,2F — 1}.

Supongamos ahora que w € G;NG; para algunos 7, j tales que 1 < i < j < 2P —1.

Procediendo como en el caso anterior, tenemos que

w=(UC"®V)a=(UC"'aV)b, (4.2)
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por tanto, de acuerdo con el lema 4.2, tenemos que

d

0= (UC @ V)a® (UC ' @ V)b=UdaV(@ab)= U V|
adb
para algin d € IF’QC Sin embargo, como las columnas de la matriz [U V] forman

una base de F7}, necesariamente

d=a®b=0.

En particular, a = b y, sustituyendo en la expresion (4.2), obtenemos que
UC™la=UC""a

v, por tanto, (C"""@® [)a =0yaquei < jyrg(U) = k. Ahora, como C es la matriz
asociada a un polinomio primitivo de grado k y For es isomorfo a Fy[C] (véase [66]),
podemos afirmar que la matriz C7~* @ I es invertible y, en consecuencia, a = O.
Por tanto, sustituyendo dicho valor en la expresion (4.2), tenemos que w = 0y asi,
G, NG; ={0}.

Finalmente, supongamos que w € Gor N G; para algin i € {1,2,3,...,2F — 1},

Entonces, procediendo como en el caso anterior, tenemos que
w=Ub y w=(UC"®V)a, (4.3)
para algunos a, b € F5. Por tanto, de acuerdo con el lema 4.2, tenemos que

| d
0= (UC' @ V)anUb=UdoVa=U V|
a

para algin d € IF’; Otra vez, como las columnas de la matriz [U V} forman
una base de F%, necesariamente d = a = 0, y, sustituyendo en la expresion (4.3),
obtenemos que w = 0. Por tanto, Gor N G; = {0} parai=1,2,...,2F — 1, O

En el teorema 4.2, podriamos haber considerado también los subespacios vecto-

riales
Fj=Col(UaVC/™") paraj=12,...,2"-1,
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ya que satisfacen todas las condiciones necesarias siempre que i + j # 2¥ 4+ 1. Sin
embargo, esto no es posible ya que cada uno de estos subespacios coincide con alguno
de los subespacios G; definidos en dicho teorema, como ponemos de manifiesto en

el siguiente resultado.

Teorema 4.3: Sean U yV matrices de tamano nxk tales que [U V] es invertible,
supongamos que C' es la matriz asociada a un polinomio primitivo de grado k en

Fo[X] y consideremos, para i,j € {1,2,...,2% — 1}, los subespacios vectoriales
G;=Col (UC™®V) y F;=Col(UaVC™).

Entonces para todo i € {1,2,...,2% — 1} ewiste un tnico j € {1,2,...,28 — 1} tal
que G; = Fj.

DEMOSTRACION: Claramente F} = G;.

Supongamos que w € G;, para algin i € {2,3,...,2¥ — 1}. Por el lema 4.2,
tenemos que

w=(UC"®V)a (4.4)

para algin @ € F5. Sea b = C'a, entonces, por ser C' la matriz asociada a un

polinomio primitivo de grado k, tenemos que
a=C""la=C""C""a=C"".

Sustituyendo el valor de a, obtenido anteriormente, en la expresion (4.4) tenemos
que
w=(UC oV)C* b= (Ua Ve )b
con lo que w € Fj, con j =28 +1— iy asf G; C Fj. Ahora, como dim G; = dim F},
necesariamente G; = Fj.
Evidentemente j € {2,3,...,2¥ — 1}. Ademas, si existe [ € {2,3,...,2F — 1} tal

que G; = Fj, entonces, necesariamente [ = j. O

Finalmente, como consecuencia de los teoremas 4.1 y 4.2 tenemos el siguiente
resultado que nos permite construir el soporte de una funcién bent a partir de una

base de F} y la matriz asociada a un polinomio primitivo de grado k en Fy[X].
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Ahora, con la notacion del corolario 4.2, si Card (I) = 2F~!, consideramos el

soporte y J = {0,1,2,...,2F} \ I, y denotamos por f(x) y g(z) las funciones bent
cuyos soportes son los conjuntos

B =G v B,={orulJa

iel jeJ

respectivamente, entonces g(x) = 1 & f(x).

4.4 Procedimiento practico

A continuacion, describimos un procedimiento practico que nos permitira cons-
truir los subespacios G; del teorema 4.2 a partir de una base A de F} y la matriz
C' asociada a un polinomio primitivo de grado k en Fy[X]. Supongamos pues, como
en el corolario 4.2, que agrupamos los vectores de A en dos matrices U y V de
dimension n X k. Asi, de acuerdo con lo dicho en la seccion 4.2, los vectores no nulos

de Gy, G; para i = 1,2,3,...,2F — 1 y Gy son, respectivamente, las columnas de
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las matrices

Vo=VH, Vi=UCT'@oV)H y Vu=UH

donde H es la matriz de control de paridad del [2F —1, k]-codigo binario de Hamming.
Por tanto, si consideramos, por ejemplo, el conjunto I = {0,1,2,3,...,281 — 1},
entonces, de acuerdo con los teoremas 4.1 y 4.2 y lo dicho anteriormente, tenemos

que las columnas de la matriz B
B=[vi i b Vs - Var
—|VH (UVeV)H UC®VIH (UC*eV)H - (UCY ' 2aV)H

constituyen el soporte de una funcién bent de n variables.

El siguiente ejemplo nos ayudara a entender el proceso anterior.

Ejemplo 4.1: Supongamos que n = 6 (y, por tanto, k = 3) y consideremos la base
A=1{1,2,4,8,16,32} y las matrices

UZ[I 2 4] y V:[S 16 32}-

Aqui

o o O O O
o = O O O O
_ = O O O O

y asi sucesivamente; es decir, denotamos por 2 el vector columna correspondiente a

la expansion binaria de 6 bits del entero 7, para i = 0,1,2,...,25 — 1.

Consideremos el polinomio primitivo p(X) = 1 + X + X3 € Fy[X] y su matriz
asociada
0 01

C=1101
010
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Finalmente, consideremos la matriz de control de paridad

0001111

H=101100 11

1010101

del [7, 3]-codigo binario de Hamming,.
De acuerdo con el proceso anteriormente descrito, tenemos que

0001111
V0=VH:[8 16 32} 0110011
1010101

32 16 48 8 40 24 56}

(UeV)H [9 18 36}1{

36 18 54 9 45 27 63},

=UCaV)H [10 20 35] H

[35 20 55 10 41 30 61},
V3=(U0269V)H=[12 19 SS]H

2[38 19 53 12 42 31 57}.

Por tanto, las columnas de la matriz
B=|Vy Vi Vo Vi
son los elementos del soporte de una funcién bent de 6 variables.
Si obtenemos las 23 + 1 = 9 matrices Vj, podemos construir (Q;T 1) = 126
funciones bent pertenecientes a la clase PS™ y 126 funciones bent pertenecientes a

la clase PS™, siendo todas ellas distintas. [ |

Fijada una base A de F} y un polinomio primitivo de grado k y coeficientes en Fo,

ki
) subconjuntos I de {0,1,2,...,2%} de 2*~! elementos

podemos considerar ( k-1
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y la misma cantidad de subconjuntos de 2°~! + 1 elementos. Por tanto, de acuerdo
2k

ok—1
seran distintos dos a dos ya que si i, j € {0,1,2,...,2%} con i # j, entonces V; # V;.

con el teorema 4.2, podemos construir 2( ) soportes de funciones bent, que

4.5 Problemas abiertos

Ya hemos comentado al final de la seccion anterior que fijada una base de [F y un

polinomio primitivo de grado k y coeficientes en Iy, de acuerdo con el teorema 4.2,
k

podemos construir 2 soportes de funciones bent que son distintos dos a dos.

92k—1

Surge ahora, de modo natural, la pregunta siguiente: si fijamos una base distinta,
k

ison distintos de los anteriores los 2

ok—1 > soportes de funciones bent construidos

de acuerdo con el corolario 4.17 El ejemplo siguiente pone de manifiesto que la

respuesta no es necesariamente afirmativa.

Ejemplo 4.2: Supongamos que n = 4 (y, por tanto, k = 2) y consideremos la
base A = {1,2,4,8} y las matrices U = [1 2] y V= [4 8} . Consideremos el
polinomio primitivo p(X) = 1 + X + X? € Fy[X], su matriz asociada C, y la matriz
de control de paridad H del [3,2]-codigo binario de Hamming.

De acuerdo con lo dicho al inicio de la seccién 4.4, tenemos que
11

%:VH:[4 8} 1 01

2[8 4 12},

Vi=(UeV)H=[10 5 15|,
sz(UCeaV)H:[ll 6 13],
ng(UOQ@V)H:[g 7 14},

Vi=UH=[2 1 3.

Por tanto, al aplicar el corolario 4.2 a cada uno de los subconjuntos I de {0, 1,2, 3,4}
de 2 elementos (andlogamente para los de 3 elementos), obtenemos que cada uno de

los conjuntos

By =1{1,2,3,4,8,12}, B,=1{1,2,3,5,10,15},
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By =1{1,2,3,6,11,13}, B, ={1,2,3,7,9,14},
Bs ={4,5,8,10,12,15}, B ={4,6,8,11,12,13},
B; ={4,7,8,9,12,14}, Bs={5,6,10,11,13,15},
By ={5,7,9,10,14,15}, By, = {6,7,9,11,13,14},

es el soporte de una funcién bent de la clase PS™ de 4 variables.

Si calculamos los complementos ortogonales de los subespacios vectoriales cuyos
vectores no nulos son las columnas de las matrices V;, es decir, de los subespacios

G, del teorema 4.2, obtenemos los subespacios ortogonales
Gy =1{0,1,2,3}, Gy ={0,5,10,15},
Gy ={0,7,9,14}, G3 ={0,6,11,13},
G =1{0,4,8,12}.
Puesto que
Gy =Gy, G =G, Gy =0Gs,
G§:G2 y Gi:Go,

es evidente que cada uno de los soportes construidos de acuerdo con el corolario 4.1

coincide con alguno de los soportes construidos de acuerdo con el teorema 4.1.

Consideremos ahora la base A" = {9,11,12,4} y las matrices U’' = [9 11} y
V= [12 4} :

Procediendo como en el caso anterior, tenemos que
Vo = [4 12 8}, Vi = [15 5 10},
vi=le 7 1], vi=[13 14 3|,
vi=11 9 2
y, por tanto, cada uno de los conjuntos

B ={1,2,6,7,9,11}, B, =1{1,3,6,7,13,14},
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B,=1{1,4,6,7,8,12}, B,={1,5,6,7,10,15},
B, ={2,3,9,11,13,14}, B, ={2,4,8,9,11,12},
B.=1{2,5,9,10,11,15}, B, ={3,4,8,12,13 14},

B, =1{3,5,10,13,14,15}, B, ={4,5,8,10,12,15},

es el soporte de una funcién bent de la clase PS™ de 4 variables.

Ahora, si calculamos, como antes, los complementos ortogonales de los subespa-

cios vectoriales cuyos vectores no nulos son las columnas de las matrices V!, es decir,

)

de los subespacios G del teorema 4.2, obtenemos los subespacios ortogonales
(Gy)*t=1{0,1,2,3}, (G))*=1{0,5,10,15},
(Gy)" ={0,6,8,14}, (G3)" ={0,7,11,12},
(G)* =1{0,4,9,13},

que proporcionan los siguientes soportes de funciones bent de la clase PS™ de 4

variables:

Notemos que en este caso, a diferencia de lo que ocurria en el caso anterior,

ninguno de los conjuntos (B;-)L coincide con ninguno de los conjuntos B;. [ |
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Tal como se desprende del ejemplo anterior, y en todos los ejemplos que hemos
comprobado, existen bases para las que cada uno de los soportes B coincide con
alguno de los soportes B y existen bases para las que ninguno de los soportes
B coincide con ninguno de los soportes B, Este hecho sugiere los problemas
siguientes: ; Fijada una base cualquiera, son éstas las dos tinicas situaciones posibles?

En caso afirmativo, ;{bajo qué condiciones se da cada una de dichas situaciones?

Ademas, si observamos de nuevo el ejemplo 4.2, vemos que Bs = Bj,, es decir,
solamente uno de los soportes obtenidos con la base A coincide con uno de los
soportes obtenidos con la base A’. No ocurre lo mismo si consideramos las bases
Ay A" = {1,2,5,10}, ya que en este caso, todos los soportes obtenidos con la
base A coinciden con los soportes obtenidos con la base A”. De nuevo, en todos
los ejemplos que hemos comprobado se da alguna de estas dos situaciones, lo cual
sugiere los problemas siguientes: ;Dadas dos bases cualquieras, son estas las dos
unicas situaciones posibles? En caso afirmativo, jbajo qué condiciones se da cada

una de dichas situaciones?

Otro problema que aparece en esta construccion es si influye o no el polinomio
primitivo considerado. Es decir, ; para una misma base y polinomios primitivos difer-
entes, podemos obtener idénticas funciones bent? ;y si consideramos bases y poli-

nomios diferentes?

Estos y otros problemas que puedan surgir de esta construccion se abordaran en
futuros trabajos.
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