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INTRODUCCIóN

La memoria gue presentamos está dividida en cuatro CapÍtulos que

estud ian  s is temas ( in f in i tos )  de  des igua ldades I inea les ,  de f in idos

sobre  espac ios  vec tor ia les  topo lóg icos  (EVT)  loca lmente  convexos  (LC) ,

desde puntos de vista di ferenciados claramente. A estos cuatro

capítulos se ha añadido, para faci l i tar Ia lectura de Ia mernoria,  el

Capítulo 0, en eI que se ci tan resultados conocidos, pero dispersos en

Ia  I i te ra tu ra  sobre  e l  tema,  que se  usan a  lo  la rgo  de  todo e I

trabajo. Igualmente, en cada capítulo,  cuando se ha considerado

oportuno, se recuerdan def inic iones o conceptos de uso poco frecuente

que ayudan a seguir nuestro trabajo.

En e l  p r imer  capí tu lo  se  carac ter izan  los  s is temas cons is ten tes

en EVT normados usando eI valor de un Programa Lineal part icular,  y en

espacios de Hi lbert  se da una condición necesaria para que un sistema

t  sea cons is ten te  ( f4  1 .  1  )  .

También probamos, para EVTLC, Ia equivalencia entre condiciones

de resolubi l idad del s istema homogéneo asociado, Xo, a un sistema

consistente, t ,  con la dimensional idad plena de una cuña asociada a X.

Estas condiciones ,  a su vez, son necesarias para que el  conjunto

fac t ib le  F( : )  sea  z=(X) -aco tad .o  ( fA  1 .2 )  ,  s i -n  embargo no  son

suf ic ientes, como mostramos mediante un contraejemplo. A cont inuación

caracter izamos los sistemas equivalentes, mediante 1a igualdad de las

c lausuras  de  las  respec t ivas  cuñas  carac ter ís t i cas  K( t  )  ( fA  1 .3 ) :
i

también estudiamos re lac iones d imensionales del  espacio af ín generado
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por  e I  con jun to  fac t ib le  de  un  s is tema cons is ten te  X ,  a f f  [F ( t ) ] '  y  e l

espac io  l inea l idad de  Ia  c lausura  de  Ia  cuña carac ter Ís t i ca ,  L " 'K(X) ,

part icular izando estas relaciones dimensionales al  caso de dimensión

f  i n i  t a .

En es te  p r imer  capí tu lo  también  se  es tud ia  Ia  carac ter izac ión  de

los sistenas consistentes cuyo conjunto fact ible es un pol iedro

convexo,  es tud iando la  cuña (cone)  c lK(x )  ( fa  1 .5 ) .  Damos una

condición necesaria para que F(X) sea un pol iedro, usando otra cuña

a s o c i a d a  a  X :  c l M ( X )  ( C o r o l a r i o  L . 5 . L ) .  I g u a l m e n t e  s e  c a r a c t e r i z a  e I

que F(X)  sea var iedad a f ín  usando e l  cono asoc iado a  c lK(X)  ( fg  t .A) .

Acabamos eI capítulo dando una condición suf ic iente para que Ia

cuña carac ter ís t i ca  K(>) ,  asoc iada a  un  s is tema cons is ten te  t ,  sea

cerrada (ta1es sistemas se l laman de Farkas-Minkowski (FM) ) ,  para lo

que ut i l izamos eI concepto de "conjuntos posit ivamente equivalentes" y

Ios  teoremas técn icos  1 .7  y  I .8 ,  que s i  b ien  en  d imens ión  f in i ta  son

rec Íprocos ,  nosot ros  los  hemos separado,  en  d imens ión  in f in i ta ,  con  e I

correspondiente contrae jemplo.

En el  segundo capítulo se estudian las restr icciones redundantes

de los sistemas, y las clasi f icamos en semi-redundantes, débi lmente

redundantes y fuertemente redundantes, dando ejemplos de cada t ipo.

Hacemos dist inción entre eI caso de dimensión inf ini ta y dimensión

f ini ta,  i lustrando las si tuaciones con los ejemplos correspondientes.

Caracter izamos las restr icciones fuertemente redundantes a part i r  de

Ia  redundanc ia  en  un  subs is tema f in i to  ( fa  2 .2 ) ,  y  para  espac ios

normados con espacio dual separable reducimos Ia semi-redundancia y la

redundancia débiI  en un sistema : ,  a Ia semi-redundancia y la

redundancia débiI  d.e un sistema numerable ( fQ Z.:) .

2
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En el  teorema 2.4 estudiamos el  cambio del t ipo de redundancia de

una res t r i cc ión  a l  cons iderar  subs is temas de I  s is tema in ic ia l ,  con  e I

f in de estudiar Ia invariabi l idad del conjunto de soluciones de X al

el iminar una cant idad f ini ta arbi trar ia de restr icciones redundantes

( rQ z .s ) .

Acabamos esta par te dando una condic ión necesar ia para la

semi-redundancia,  en Ia que interv ienen las d imensiones de las

envol turas l ineales del  conjunto fact ib te de E y de un subsistema Xt

( t4  z .o ) .

En eI capÍtulo 3 se estudia la redundancia en los sistemas FM y

en los sistemas f ini tos. haciendo uso de la teoría de la dual idad en

Programac ión  In f in i ta  L inea l  [5 ,  Remark  2 .1 ] .  F ina l i zando e l  cap Í tu lo

deduciendo, a part i r  de resultados obtenidos para sistemas FM, dos

cr i te r ios  de  ident i f i cac ión  y  e l in inac ión  de  res t r i cc iones  redundantes

en s is temas f in i tos .

En e I  ú I t imo capí tu lo ,  t ras  de f in i r  e l  espac io  de  parámet ros  (o

de s is temas)  (O,6)  como un espac io  pseudomét r ico ,  es tud iamos Ia

estabi l idad de sistemas Z en los que se permite perturbar

arb i t ra r iamente  todos  Los  coef ic ien tes  en  todas  las  res t r i cc iones .

Es to  Io  rea l i zamos med ian te  e I  es tud io  respec t ivo  de  los  in te r io res  de

los subconjuntos de @ que l lamamos: sistemas consistentes (LC) y

s is temas incons is ten tes  (L I ) .  A  su  vez  es te  es tud io  es tá  ín t imamenr .e

relacionado con eI estudio de las propiedades de cont inuidad de la

ap l i cac ión  "con jun to  fac t ib le "  F .

E l  resu l tado más impor tan te  de  es te  capí tu lo  es  e l  teorema 4 .1- ,

en eJ que se prueba que son equivalentes Ia propiedad de

semicont inuidad infer ior de Ia apl icación F, antes mencionada, con
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propiedades del-  s istema consistente considerado to (entre eI las, :o.

in t  LC) .  En par t i cu la r  separamos un  caso,  para  espac ios  de  H i lber t  e l

teorema incluye una equivalencia más que no se ver i f ica en espacios

met r izab les  cua lesqu iera ,  T t t  4 .2  y  4 .3 ,  dando e l  cor respond ien te

contraejemplo. En el  teorema 4.4 damos una condición suf ic iente para

que Ia apl icación F sea dimensionalmente estable.

Poster iormente ponemos de manif iesto, mediante un contraejemplo,

gue,  s i  b ien  en  e l  caso en  que X =  Rt  la  aco tac ión  de  F( to )  (o  Ia

p lena d imens iona l idad de  F( :o ) )  imp l ica  la  semicont inu idad super io r  de

F en Xo, en eI caso en que X t iene dimensión inf ini ta esto no es

c ie r to .  Para  e l lo  neces i tamos e I  teorema 4 .5 .

EI capÍtulo,  y Ia memoria, concluye, tras anal izar las

condiciones que se mantienen para sistemas inconsistentes, con un

teorema que proporciona una condición necesaria y otra suf ic iente para

que un  s is tema incons is ten te  Xoe in t  L I ,  T"4 .6 .
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CAPíTULO O.

Sea X un espacio localmente convexo real y de Hausdorf f .

Designenos por X'  su dual algebraico (conjunto de todas las
)f

funcional-es I ineales sobre [)  y por X su dual topológico ( funcionales

l inea les  cont inuas) .

Sea J + a un conjunto arbi trar io de Índices. Dados los conjuntos

{ x . :  j € J } c X  y  { c . :  j € J } c R ,
J J

consideremos eI s istema de desigualdades l ineales

X  :  =  {  < x j , g )  =  c i ,  j  e  J  } ,

este sistema de (posiblemente) inf ini tas inecuaciones I ineales sobre

un espacio localmente convexo real,  os consistente cuando posee

so luc iones  ord inar ias ,  es  dec i r ,  1  e  e  X*sa t is fac iendo : .  Cuand.o  un

sistema X no es consistente, decimos que es inconsistente.

A Io largo de todo el  t rabajo se supondrá X* dotado d" Ia topologia

débit ,  excepto en aquel los casos en que se indique otra topología. AI

conjunto de soluciones de E, que l lamamos conjunto fact ible de X, lo

s i m b o l i z a m o s  p o r  F ( X ) .  S i  e x i s t e  g " e  X * t " I  q u e  < x . , g o > ,  
" ,  

,  j  €  J ,

diremos que g" es una solución estr icta de X.

El s istema homogéneo asociado a )  es:

X o : = { ( x - , 9 ) = 0 , i € J }

Obviamente, o € X* (vector nulo de X*) ."  solución del s istema Xo, que

I lamamos solución tr iv ial .
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Para real izar un anáI is is completo de Ia redundancia en X haremos

uso de  los  conceptos  de  so luc ión  as in tó t i ca  o  so luc ión  déb i1 ,  pues

ambos conceptos  son equ iva len tes  IT ,Teorema 2 .1 , ) .

DEFINICIóN 0 .1
)É

Diremos que Ia red { 96 :  ó e D} c X es una solución

as in tó t i ca  de l  s is tema X s i ,  para  cada j  e  J ,  se  t iene  que

I i m  i n f . < x . , g . >  =  c .
O J O J

Sea  Y  =  RJ  ,  e l  p roduc to  ca r tes iano  de  ca rd (J )  cop ias  de  R ,  con

la topologia producto.

t ( r
Def inirnos Ia aplicación afín S: X ---------+ R" ,

I ___> S(rp)

donde S(g)  es eL vector  de RJ,  cuya componente j -és ina es

c .  -  1 x . , g ) ,  o  s e a  ( S ( p ) ) .  =  c .  -  1 x . , g ) ,  j  e  J .  C o n  e s t a  n o t a c i ó n
) ) J J )

e l  s is tema X se  puede escr ib i r :

* ,
S ( 9 ) s O , e e X  ( 0 e R " ) .

DEFINICIóN 0 .2

La red  {g6  6  e  D}  c  X*  
"s  

so luc ión  déb i ]  de  E,  s i  ex is ten

d o s r e d e s { V ! : 6 e D } c R r  e  { V !  : 6 e D } c R r  t a l e s q u e

S(eu)=y ; *y ; ' , con  v iso  y  
S t ru ; '=Q.

A Io largo de este trabajo seguiremos Ia notación del l ibro de

Holmes [B],  en part icular,  dado un subconjunLo Z + a ,  de un espacio

Iocalmente convexo real,  cI  Z, co Z y cone Z, denotarán Ia clausura
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topológica de Z, Ia envoltura convexa de Z y Ia cuña (wedge) generada

por Z (conjunto de las combinaciones I ineales no negat ivas de

e lementos  de  Z ,  es  dec i r ,  cone Z  :  =  [0 ,a l .co  Z  ) ,  respec t ivamente .

Si ) .  = ( tr . )  e RJ, def inimos el  soporte de tr  de Ia siguiente forma:

s u p p t r = { j e J : I . + 0 }

Se denotarán  por  R(J)={  }  e  RJ  :  card(supp t r )  <  o  } ,  1a  suma d i rec ta

de card(J )  cop ias  de  R.

Definimos por úl t imo las cuñas asociadas a X :

M t : )  :  =  c o n e  {  ( x . , c . ) ,  j  e  J  }

N ( : ) : = c o n e { " r , i € J }

K ( > )  :  =  c o n e  t {  ( x . , c . ) ,  j  e  J  }  u  { ( e , - 1 ) } l
l )

donde  o  deno ta  e I  vec to r  nu lo  de l  espac io  vec to r i a l  X .

DEFINICIóN O.3

Un sistema inconsistente que posee alguna solución débiI

(as in tó t i ca)  d i remos que es  déb i lmente  incons is ten te .  En caso

contrar io,  diremos que eI s istema es fuertemente inconsistente.

Para  fac i l Í ta r  la  lec tu ra  de  es ta  memor ia .  inc lu imos los

s igu ien tes  resu l tados :

TEOREI' IA O.1 [7,  Theorem 3.1]

Un sistema inconsistente X. es débi lnente inconsistente si  v

só lo  s i  todo subs is tema f in i to  de  X es  cons is ten te .
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TEOREMA O.2 [7,  Theorem 4.1]

i )  X  e s  c o n s i s t e n t e  s i  y  s ó I o  s i  ( o , 1 )  É  c I  M

i i ) :  e s  d é b i l m e n t e  i n c o n s i s t e n t e  s i  y  s ó I o  s i  ( o , 1 " )  e  c I M \ M

i i i )

s o l u c i o n e s  d é b i l e s ) ,  s i  y  s ó I o  s i  ( o , L )  e  M .

COROLARIO O.2 .1  [7 ,  Remark  4 .3 ]

Dado un sistema inconsistente X ,  entonces X es débi lmente

incons is ten te  s i  o  É  co{  x .  :  j  e  J  }
J

TEOREMA O.3 [7,  Theorem 4.4]

Dado un sistema inconsistente :  y el  s istema homogéneo

asociado Eo, se cumple:

i )  Si  Xo t iene una solución estr icta, entonces X no es fuertemente

incons is ten te .

i i )  S i  X  es  un  espac io  de  d imens ión  f in i ta ,  y  :  es  déb i lmente

incons is ten te ,  en tonces  X t iene  so luc ión  no  t r i v ia l .

TEOREMA O.4 179, Theorem 2l

Es condición necesaria y suf ic iente para que toda solución

de t  sat isfaga Ia inecuación (X,g)

d icha inecuac ión  es  consecuenc ia  de  E) ,  que (x ,c )  e  c I  K .
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CAPíTULO 1.

ALGT'NAS PROPIEDADES DEL CONO CARACTERÍSTICO

DE T'N SISTEMA

Sea A c X, A + a un conjunto convexo y cerrado. Def inimos la

cuña de recesión Co V eI espacio de l ineal idad Lo del s iguiente modo:

C o =  { x e X  :  x + A c A }  i  L o =  { x e X  :  x + A = A }

LEüA 1 .1

Si A c X es convexo y cerrado, se t iene:

i) C es una cuña cerrada ;
A

i i ) L - C n ( - C ) :
A A A

i i i )  a  +  L .  ,  a  €  A ,  es  un  subespac io  a f ín  nax ima l ,  en t re  los
A

subespacios af ines contenidos en A.

Prueba. -

i )  S e a  x  e  C . ,  p o r  t a n t o  x  +  A  c  A ,  d e  d o n d e

2x +  A =  x  +  (x+¡ ¡  c  x  +  A  c  A ,

y más generalmente

n x + A c A  V n e N '  ( 1 )

Puesto que A es convexo, esto signi f ica que para 0 < t  < '1,

puesto que x + A c A, x + y = z con y,z e A, Iuego
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t x + y = ( l - t ) y + L z

y en consecuencia tx + A < A.

Ahora  s i  t  =  1 ,  denotando [ t ] :=  par te  en tera  de  t ,

t x  +  A =  ( t  -  [ t ] ) x  +  [ t ] x  +  A c  [ t ] x  +  A c  A  p o r  ( L ) ,

luego se t iene :

t x + A c A ,  t = 0 ,

es to  es

txeCo si  t=0.

A h o r a  s i  x , y e C o  y 0 < t < 1 ,  t e n e m o s q u e

t )
l ( 1 - t ) x  +  t y l *  A  =  ( l - t ) ( x  +  A )  +  t ( y  +  A )  <  ( l - t ) A  +  t A  =  A ,
t . /

usando Ia convexidad de A. Esto prueba que Co es una cuña, que podría

haberse def inido como Co = {x e X :  tx + A c A, t  = 0}.

Veamos que Co es cerrada en X. Supongamos que x é Co, entonces existe

a e A y  t o >  0 ,  t a l  q u e  a  +  t x É A ,  t  =  t o  P u e s t o  q u e  a  +  t o x é A ,

existe un o-entorno abierto absolutanente convexo U, tal  que

( a +  t o " * u ) n A = a .

El cono engendrado (sin eI or igen) por el  abierto tox + U, es abierto,

cont iene el  rayo {tx,  t  > 0} en su inter ior,  y ninguno de sus rayos

está en Co (porque todos cortan a tox + U),  Iuego X\Co es abierto.

i i )  L  =  C  n ( - C  l .
A A A

E n e f e c t o ,  s i x e C o n ( - C o )  e n t o n c e s  x + A c A  y  - x + A c A ,

Iuego

x  +  A c  A  y  A  <  x  +  A  (sumando x ) ,

de donde

x + A = 4 ,  y  x e L o

Si x e Lo ,  entonces x + A = A c A, luego x e Co. Por otra parte

10
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- x + A = - x + ( x + A ) = A ,

de donde -x  €  CA,  es  dec i r  x  e  Con( -Co) .

i i i )  Demostremos ahora que a * Lo, a € A, es un subespacio afín

maximal,  entre los subespacios af ines contenidos en A.

Desde luego a + LAc A Va e A (por la def inic ión de Lo).

Si L,  es un subespacio vector ial  tal  que
L

a r + L r c A  y  L o a L r ,

veamos c fue  L  = l' 7 4

En e fec to ,  s i  ex is t ie ra  * r .  L r \Lo ,  tendr íamos,  por  la  de f in ic ión  de

Lo,  que ex is t i r ía  a re  A ,  ta l  que * r . * . r '=  b  É  A.

Por  o t ra  par te ,  la  rec ta

C:=  {a r+ lx r ,  leR}  c  a l+L lc  A ,

y uzí C (pues si ^r= al+ lx1 , entonces

* r . *  u ,  =  (L+ t r )  * r *  . ,  a  . r *  L rc  A ,  con t rad icc ión) .

V e a m o s  q u e  p a r a  t r  =  0  [ a r , a r +  t r x r J  n  l a r , b J  *  a ;

igualemos

( 1 - t ) a r +  t ( a . +  l . x . )  =  ( 1 - & ) a r +  & ( x r + a r )

y obtenemos

L. r *  (1 - t )a r+  t ) .x ,  =  (1 -U)ar+  Far+  Fxr ,

de donde

& ¿ + t = 1 , P = t ¡ . .

En tonces  s i  t r  =  0 ,  €s  ¡ r  =  0  y  t  =  1 - ,  s iendo Ia  in te rsecc ión  {a r } .  S i

t r  >  0 ,  es  F  =  
* - ,  

t  =  
+- ,  de  modo que e l  punto  de  in te rsecc ión

e s :

1 )
¡iT-ar+ TTT-- 

(ar+ xr) e A,

ya que el  segmento [ar,ar+ AxrJ c A.

1 .1
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Haciendo que tr ----) ro, obtenemos que

t r * * r : =b€c rA=A '

contradicción que demuestra gue L, = Lo

DEFINICIóN 1. T

Un conjunto A convexo y cerrado de un espacio localmente

convexo rea l  X  se  l lama I ínea l ib re  s i  L  ={o} .
A

Si A es un conjunto convexo y cerrado d.e Rn, Ia descomposición A

= L.+ (e n L: ) ,  como suma de su espacio de l ineal idad y de Ia
A A

"sección" A n L- (que es l ínea l ibre),  es la única manera de expresar
A

A como Ia suma ortogonal de un subespacio cerrado y de un conjunto

cer rado convexo l ínea l ib re  (ver  [8 ] ,  88 ,  fó rmula  a .4  ) .  Es te

resultado también es cierto si  X es un espacio de Hi lbert  real ,  como

vemos a cont inuación:

LEMA 1 .2

Si X es un espacio de Hi lbert  real ,  A convexo y cerrado,

entonces A = L + (A n Ll)  y esta descomposición es única.
A A

Prueba .-

S i  A  es  l ínea l ib re  en tonces  L  =  {o }  y  L l  =  X ,  y
A - A

e n t o n c e s A = { o } + A .

S i  A  no  es  l ínea l ib re ,  es  L ,+  io ) .  L .  es  cer rado y  por
A A

I I
tanto ex is te L ta l  sue X = L o L

A ' A A

1.2
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I
Para  probar  que A =  Lo+ (A  n  I -o )  ,  bas ta  p robar  que A.  Lo*  ( l  n  Lo)  ,

ya  que Lo*  (e  n  lo )  .  Lo*  A  =  A (por  de f in ic ión  de  Lo) .

Puesto que A = Lo* A,Va e A existen x e Lo Y ^ra A taLes que a = X*?1i

por otra parte

., = *r* *i , con xre Lo, "i = ti ,

y como

A - Lo = A + LA = A, *l  = .r- x, e A - Lo = A,

por tanto

a = x * (*r* *i  ) = (x + xr) * *i  = Lo* te n I-f l .

L u e g o A = L o +  ( e n l - o ) .

Probenos ahora que A n L- es l Ínea l ibre.

En efecto, s i  A n L; que es convexo y cerrado, contuviera un

subespac io  a f ín .  *  L "  ,  con  L"  o r togona l  a  Lo ,en tonces

Loc A -  {a }  y  L" .  A  -  {a }  = t  Lo t  L "  c  A  -  {a }

(ya que A - {a} es convexo),  con lo que A contendrÍa aI subespacio

afín a + (Lo@ t")  ,  s iendo Lo I  Lo. L" ,  lo que contradice la

maximal idad de Lo.

Veamos por úIt imo que Ia descomposición es única.

Supongamos ahora que A = M-t C, con C a MI,  C cerrad.o, convexo y l ínea

I ibre, y M subespacio vector ial  cerrado; vamos a probar que

M=LoyC=t i "o .

Se t iene:

i ) A + M = A .

En e fec to ,  A  c  A  +  M,  pues  o  e  M.

Recíprocamente ,  s i  a :=  * r *  c re  M +  C =  A,  y  m e  M,  en tonces

a +  m =  * r *  a r *  *  =  (n r+  ¡ ¡  *  
" ra  

M +  C =  A,

1.3
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I u e g o A + M c A .

i i )  M  c  L
A

Esto es consecuencia de Ia def inic ión de Lo.

i i i ) C = A n M - .

E n  e f e c t o ,  C  c  A  -  M  =  A  +  M  =  A ,  y  c o m o  C  c  M  +  C  <  A  n M

RecÍprocamente, s i  c e A n M-, entonces por ser c e A = M * C, será

I
c  =  m  *  C1  ,  n  €  M ,  c re  C  c  M

entonces

( c , [ )  -  ( i l r m )  +  ( c t , m )  < +  0  =  l l m l l 2 ,

de donde

R = o ,  y  c = c " € c .

I
Por tanto A n M c C, y se cumple Ia igualdad.

iv )  De i i i )  resu l ta  que A =  M +  (  A  n  V* ) .  Vamos a  probar  que M =  Lo .

E n  e f e c t o ,  d e  i i )  M .  L o ,  s i  s u p o n e m o s  q u e  M  $  L A , s e a  N  e l

c o m p l e m e n t o  o r t o g o n a l  d e M  r e l a t i v o  a L o ,  L o = M o  N ,  N  = M n L o .

Se t iene que N + C = C, pues C c N + C, ya que o e N.

Sea ahora  n  e  N y  c  e  C.  Tenemos que n  e  Mt  y  
"  

.  
" t l  

A  por  i i i ) ,  de

donde n + c e M*+ MI= Mr. Por otra parte, ya que c € A,

I
c = y * 1 1 , y e L O , c r e L o n A .

Luego

n  +  c  =  ( n  +  V )  +  c e  ( L +  L  )  +  ( L n A )  = L +  ( L I n A )  =  A .- l A A A A A

Por  tan to  n  +  c  e  l , t -n  A  =  C por  i i i ) .

Se concluye pues que N + C = C, y de aquí que N . L..

Luego L.* {"} ,  1o que contradice que C sea l Ínea l ibre.

Por tanto M = L. y C = tq n e = Lln A.
A A

t 4
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Si X es un espacio localmente convexo real,  y A es un

subconjunto cerrado y convexo, Ia descomposición anter ior ya no t iene

sent ido, pero en algunos casos podemos encontrar descomposiciones

semejantes, aunque no únicas. Consideremos en 1o que sigue el par dual

tÉ )r
( X , X  )  y  l a  f o r m a  b i l i n e a l  1 x , g ) ,  x  €  X ,  g  e  X ,  a s o c i a d a .

LEMA 1 .3

Si A c X es convexo y cerrado, y eI espacio de l ineal idad Lo

(que siempre es cerrado) t iene complemento topológico en X, entonces

I I *
A  =  L .+  (A  n  F  ) ,  donde F  es  un  z  (X) -complemento  de  L .  en  X

A s - A

Prueba. -

Si  X = L.  @ G, donde G es un complemento topológico de
A

, ( I I i É
L.  en  X,  en tonces  [  =  L  o  G es  una z  (X) -descompos ic ión  de  X,  y

A A s

I
h a c e m o s  F : =  G -  ( v e r  [ L 0 ] ,  T "  2 O . 5 . 1 ) .  S e  t i e n e  q u e  X  =  L o o  F - ,  ( p u e s  G

_l_L
co inc ide  con  G  ) .

Veamos  que  A  =  L^+  (A  n  F - ) .
A

En e fec to ,  A  =  Lo*  A , Iuego  Va  e  A  f  x  e  Lo  V  3  a re  A  ta les  que  a=x+a l .

C o m o X = L . @ F  ,  s e r á
A I

t 1  =  X 1 *  Y 1 ,  * r '  L o ,  Y r €  F  ,

y como

A - Lo= A + Lo= A, y1€ A - Lo= A.

Por tanto

I
a  =  x  +  y ,  e  L o +  ( A  n  F  ) .

Luego A . Lo* (A n F-) . Lo* A = A.

1 5
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LEMA 1 .4

A n  F*  es  l ínea l ib re  (con las  mismas h ipó tes is  de l  Lema 1 .3) .

Prueba .-

En efecto, s i  A n F- contuviera un subespacio afÍn a+M

(necesariamente M serÍa subespacio de F-),  entonces

L . c  A  -  a  y . M  c  A  -  a  +  L . +  M  c  A  -  a  ( p u e s  A  -  a  e s  c o n v e x o ) .
A - A

E s  d e c i r ,

a + L o @ M c A ,  c o n  L o c L o o M  = > M = { o }

debido a Ia maximal idad de Lo.

I
Por  tan to  A  n  F  es  l Ínea l ib re .

NOTA 1 .1

!

La descomposic ión A = L^+ (A n F )  depende del  complemento

I
topológico F del  espacio l ineal idad,  ahora b ien,  es c laro que s i

I
A = L . + C , c o n C c F ,

A

entonces  C =  A n  F- .  (ver  i i i )  de  Ia  p rueba de l  Lema L .2) .

DEFINICIóN 1 .2

Si K es una cuña cerrada en X y L* tiene complemento

topo lóg ico  F  (  X  =  L- ,o  F  ) ,  a  Ia  cuña K:=  K n  F  (que es  un  cono,
K

porque es l Ínea l ibre) ,  se le  l lama el  cono asociado a K con respecto

a ¡

t 6

Propiedades del cono caracteristico de un sistema de desigualdades...Germán Torregrosa Gironés.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997



S e a  X  -  { a * r , g )  >  c j :  j e J  } ,  u n  s i s t e m a  c o n s i s t e n t e ,  d i r e m o s  q u e

X es una representación de su conjunto factible.

S i  
" j  

-  0 ,  j  €  J ,  e n t o n c e s  e  €  F ( : )  y  E  e s  c o n s i s t e n t e .  E s  u n

caso carente de interés. Lo mismo puede decirse si  x :  J ---+ X es la
j +  x j

función nula.

Un programa lineal es un problema de optimización oon una función

ob je t i vo  l inea l  y  res t r i cc iones  l inea les .  Por  e jemplo :

)É
H a l l a r  i n f  ( b , g ) ,  b  e  X  ,  g  € X  ,  b  f i j o ( f unc ión  ob je t i vo )

c .  ,  j  e  J
)

su je to  a  las  res t r i cc iones  <x . ,9 )  - -
)

Llamando (P) aI programa, suponiendo que eI programa t iene solución

f ini ta v(P),  que l lamamos valor del  programa, eI conjunto de

soluciones ópt imas de (P) es el  conjunto fact ible de

++ tÉ
X  : =  {  g  e X ,  a * , , 9 )  z  c ¡ ,  i  e  J ,  ( b , p )  = v ( P )  }

Cuando e I  s is tema X:=  {  <x- ,g>
J J

inconsistente, eI  programa se dice que es no resoluble. Todo elemento

de F(X)  se  d ice  que es  fac t ib le  para  (P) .

Supongamos que X es un espacio

programa s igu ien te ,  (P) ,  permi te  dec id i r

determinar,  en algún caso, Ia distancia

mínima norma de F(X) )

Sea (P) :  sup

s u j e t o a  ( x , t )  e K ( X )

normado. La resolución deI

la  cons is tenc ia  o  no  de  X,  y

de F(Z)  a  g  .n  X*  (  l lamada

t ,  t  e  R

,  l lx l l  =  1

t 7
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Tenemos eI s iguiente cr i ter io,  en donde v(P) representa eI valor del

p r o g r a r n a  (  v ( P ) : =  s u p  {  t  e  R  :  ( x , t )  e  K ( X ) ,  l l x l l  =  1  } ) .

TEOREI.ÍA 1. 1

Sea X un espacio normado y supongamos que rel-intK(Z) * a.

S i e x i s t e  j e J t a l g u e " r  t 0 ,  y l a f u n c i ó n  j + x ¡  d e J  - - > X ,

no es Ia función nula, entonces:

L - :  e s  c o n s i s t e n t e  s i  y  s ó I o  s i  v ( P )  (  t o

I I . -  S i  E  es  cons is ten te  y  X  es  un  espac io  de  H i lber t ,  en tonces

v(P)  =  mín ima norma de X.

Prueba. -

i . -  Supongamos que t  es inconsistente. En este caso

( o , 1 )  e  c l K ( X ) .

S e a  ( x , t ) e  r e l - i n t K ( X )  c o n  x * o

E n t o n c e s  s e  t i e n e  q u e  e l  s e g m e n t o  e n  X x R ,  J ( o , 1 ) , ( x , t ) l  c  K ( X )  ,

Iuego

l ( x ,  t )  +  ( 1 - ) )  ( o ,  1 )  e  K ( t )  ,  0 < ) . s 1  .

Los puntos

l l x l l - l [ ( x , t )  +  ( r - 1 ) ( o , 1 ) ]  =  l l x l l - l ( x , t  +  ( r - 1 ) ) ,  r  =  1 , 2 , . . .

son  fac t ib les  para  (P)  y

* ¡ f r - l  l
u ,  \ r  L ,

*t4. 
-ml- =*@ '

luego v (P)  =  +o

Por  tan to ,  s i  v (P)  <  +o  ,  en tonces  X es  cons is ten te .

Supongamos que X es consistente. Probaremos la desigualdad

v ( P ) =  i n f  l l g l l  ,  9  e  F ( x )  ,

1 8
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d o n d e  l l < p l l : =  s u p {  l < x , g > l  :  l l x l l  <  L  } .

E n  e f e c t o ,  s e a  A  e  F ( X )  y  ( x , t )  f a c t i b t e  p a r a  ( P ) ,  a r b i t r a r i a m e n t e

e l e g i d o s .  P o r  s e r  ( x , t )  e  K ( X ) ,  s e  p u e d e  e s c r i b i r

( x , t )  =  I  t r , ( * , , " . , ) * I o ( o , - 1 )  ,  I e R ( J )  ,  ^ o =  o .  ( 1 )
j eJ  '

M u l t i p l i c a n d o  ( 1 )  p o r  ( 9 , - I )  e  X * x R ,

tenemos

<x ,g  >  -  f  = - !_^ r ( . " r ,9 )  -  c . )+  t ro  .  0 ,
jeJ '

de donde

t  <  < x , g >  <  l < x , g > l  =  l l g l l l  .

Por tanto, tomando supremos a1 var iar (x, t)  e Ínf imos aI var iar g

e n  F ( E )  ,  s e  o b t i e n e  q u e  v ( P )  =  i n f  { l l 9 l l ,  9  e  F ( X )  }  <  + * .

IL- Supongamos ahora que X es un espacio de Hi lbert  y sea go Ia

proyecc ión  de  Ia  func iona l  cero  O sobre  F(X)  (X*  =  X) .

E n t o n c e s  ( - g o , g - g o >  s  0  p a r a  t o d o  g  e  F ( : )  ( v e r  t z l  ,  T '  1 5 . 1 ,  ( 2 ) ) ,

de donde <eo,g> > l lgol l2 para todo g e F(x)

LLamenos z ;=  go ,  en tonces  la  re lac i6n  < l l z l l -Lz ,g> >  l l  z l l  es  consecuenc ia

de X,  por  Io  que y r  = ( l l z l l -Lz , l l z l l )  e  c lK(X)  ,  es  dec i r :  y  per tenece a  la

c lausura  de l  con jun to  fac t ib le  de  (P) .

S e a  !  : =  ( z  , t  ) ,  r  =  l - , 2 , . . .  u n a  s u c e s i ó n  d e  p u n t o s  f a c t i b t e s  d e  ( P ) ,
" r  r  r  '

ta les  que 
* i r  

y "=  V Entonce"  
.L iS  

t .=  l l z l l  s  v (P) .  Cons iderando la

segunda parte de Ia prueba de I .- ,  tenemos que v(P) = l lz l l  = min l l<pl l  ,

9  e  F ( X )

Dado e l  s is tema X:={<xr ,g )>c  j ,  
jeJ } ,  sabemos que e I  con jun to  F(X)

Q )

1.9
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es convexo y r  (X)-cerrado. EI teorema que sigue da algunas
s

*
cond ic iones  necesar ias  para  la  aco tac ión  de  F(X)  en  X [z_(X) ] .

TEOREMA 1.2

s e a  E : -  { a * r , 9 )  ¿  c j ,  i  e  J }  u n  s i s t e m a  c o n s i s t e n t e .  S i

I )  F ( t )  e s  r s ( X ) -  a c o t a d o ,

I I)  e es La única solución del s istema homogéneo asociado

X o : =  { ( x . , g )  .  O ,  . ;  e  J } ,  y

I I I )  c I  N : =  ó o n e  { x . t  j  e  J }  =  X .

S e  t i e n e  q u e  I  = )  I I  < = >  I I I .

Prueba. -

I  =>  I I .  Pues to  que F(X)  es  aco tado,  su  cono de  reces ión

*
C r , > , =  { g } ,  p e r o  C r ( x , =  {  g  e  X  t  . " j , e >  >  O }  =  F ( X o ) ,

l u e s o  F ( t  )  = { o } .
o

I I  = >  I I I .  S e  t i e n e  q u e  c l N  =  ( C r , r r ) o ,  p u e s  s i  x  e  ( C r t : l ) o ,  e s

( > ¡ , 9 ) > 0  V g e F ( X o ) ,

luego (x,0) es una relación consecuente de Eo,

y por tanto

( x , O )  e  c o r r e ( { ( x . , 0 )  :  j  €  J }  u  { ( o , - 1 ) i )

de donde

x  e  c o n e { x .  : j  e  J } .

Rec Íprocamente ,  s i  x  e  c I  N ,  X  =  l im '  VU 6  €  D,s iendo D un con jun to

d i r i g i d o ,  V o  €  N ,  y  c o m o  ( x , g )  =  l i m o ( y o , g ) ,'  - ó  ó  - ó "

s i  g  e  F ( t o ) ,  s e r á  ( y ' , g )  >  0 .

20
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Luego también  (x ,g )  >  O,  con Io  que x  e  (F(Xo) )o  =  (Co, r , )o .

En nues t ro  caso c r  N =  (co t : l  )o  =  {g }o  =  x .

I I I  = >  I I  S i  e x i s t i e r a  g o €  F ( t o )  ,  ( g o  *  O ) ,  e x i s t i r Í a  u n  v e c t o r  x  e  X
o

ta l  que <xo,go> +  0 .  Cons ideremos los  casos :

a )  < x o , g o >  (  O .  E n t o n c e s  c o m o  X  =  c I N  =  [ F ( : o ) ] o ,  ( 1 )

se  tendr ía  que xo€ [F( :o ) ]o ,  lo  que imp l ica  que <xo,g)  2  0  Vp e  F(Xo)

y  en  par t i cu la r  <xo ,go> >  0 .  Absurdo.

b )  < x o , g o >  >  O .  S e a  t  <  0 ,  e I  v e c t o r  t * o  e  [ F ( : o ) ] o  p o r  ( 1 ) ,  l u e g o

<txo ,go t  =  t<xo ,go> =  0 .  Pero  t (xo ,go> (  0 ,  luego de  nuevo se  l lega  a

un absurdo.

EI  e jemp lo  que  s igue  p rueba  que  I I  ( n i  I I I )  no  es  su f i c i en te  pa ra  I :

EJEI.ÍPLO 1. 1 Sea X: - L2 , f as sucesiones reales de cuadrado sumable,

* ^ t É
entonces X = X = L' .  A X 1o supondremos dotado de la topologÍa de la

norma (que es  compat ib le  con e I  par  dua l  (X  ,X* ) ) .
lÉ

S e a  A : - {  ?  e  X , ,  -  { y r , y r , . . . , y r r , . . . ) ,  c o n  l v r r l =  n ,  n  e  N } .

Se t iene que:

i )  A  e s  c o n v e x o ,  p u e s  s '  r l 1  , n z e  A  y  0  ( ' r  (  L ,

tenenos que

|  (  ( 1 - r ) l r +  z ? r ) , r l  =  l ( 1 - z ) V r r r +  z y r r r l  =  ( 1 - z ) n  +  z n  =  n .

i i )  A es cerrado, pues si  r l  € Á, existe una sucesión r¡  e A tal  que

2 1

Propiedades del cono caracteristico de un sistema de desigualdades...Germán Torregrosa Gironés.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997



l ln-n"ll 
---+ 0 cuando n---+ o, pero esLo implica que lvo-Vnrrl -> 0 cuando

n- -+  co  Vk ,  y  en tonces  s i  lYnr r l=  k  para  cada n ,  resu l ta  lYo l=  k ,  luego

t € 4 .

i i i )  A  n o  e s  a c o t a d o ,  p u e s  l a  s u c e s i ó n  \ r , T 1 r , . . . , ? r r , . . .  , d o n d e

?r:=( 1', +, +,...,+,.. ' )
Tz,=(t,r,+ f, . . . . .1

r? r r := (  1 ,2 , . . , ,h ,  #  . . . .  )

es táenAy l l r ' , l l  > " .

i v )  A  €s ,  por  i )  y  i i ) ,  Ia  in te rsecc ión  de  todos  los  semiespac ios

cerrados que lo cont ienen; cada uno de estos semiespacios queda

def inido por un vector X, + o, Í  e [2 y un número cI.  Asi  pues, si

I lanamos B aI conjunto de todos estos f ,  se t iene que :

A : = " . ¡ _ { ? : 1 X . , q )  =  
" f  

} .
IeB

De este modo A queda como eI conjunto fact ible del s istema

E . = { < I , r ¡ ) z c , , I e B } .

t ' )  cA= c",r ,  = {o} '

En efecto, supongamos que T a CA. Entonces si  r loe A y t>0,

lo+ t?  e  A  v t>o '

Ahora bien, esto impl ica que la coordenada n-sima lVorr+tyr,  |  = n

para todo t>0 y para cada n, luego yrr= 0 para cada n.

Por  tan to  Cr , r ,=  {0 } ,  o  sea o  es  la  ún ica  so luc ión  de l  s is tema

homogéneo Xo:=  { ( f , r ¡>  >  0  ,  I  e  B} ,  y  s in  embargo F(X)  es  no  aco tado.

Por  tan to  I I  no  imp l ica  I .
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DEFINICIóN 1 .3

Decimos que dos sistemas X, y 2, son equivalentes cuando

F ( : 1 )  =  F ( X r ) .

TEOREüA 1.3

Sean X, y X, dos sistemas consistentes. Se t iene:

I )  F ( : 1 )  c  F ( x r )  < +  K ( : 2 )  c  c l K ( E r ) .

I I )  t 1  V  X ,  s o n  e q u i v a l e n t e s  s i  y  s ó I o  s i  c l K ( X r )  =  c I K ( X z ) .

Prueba. -

S i  F ( t1 )  c  F(Xr ) ,  toda re lac ión  (x ,c )  consecuente  de  ) ,

es  consecuente  de  Er .  Luego todo (x ,c )e  c lK(Xr ) ,  per tenece a  c IK(Xr ) ,

I o  q u e  i m p l i c a  q u e  K ( X r ) c  c l K ( X r ) .

RecÍprocamente, supongamos que K(Xr)c cIK(Zr).

S i  ex is t ie ra  un  ry '  e  F( :1 )  ta l  que ú  é  F( t2 ) ,  ap l i cando e l  coro la r io

i . tF  de  [8 ] ,  ex is te  un  x  €  t  f= f * . tz - tx ) ) l . l  ta t  que <x ,e-V> >  a  >  0
\ L  s  I  )

V 9  e  F ( X r ) .

Como Ia  re lac ión  (x ,<x , ry '>  +  a )  es  consecuente  de  Xr ,  deberá  ser

(x ,  <x ,  , ¡1>  +  a)  e  c lK  (X ,  )  c  c1K (X,  )  .

Por tanto la relación (x,<x,t f> + a) es consecuente de X1 ,  y como

ry '  e  F(2 ,  ) ,  será  <x ,ú)  =  <x , t !>  +  q  +  c¿ 3  0 ,  con t rad icc ión .

La  cod imens ión  de l  con jun to  a f f  F (X) :=  z=(X) -c lausura  de  a f f tF (X) l

también  es tá  re lac ionada con K(X) .  As í :
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TEOREMA 1.4

S i  X  es  cons is ten te  y  cod im z=(X) -c lausura  de  IF( : ) -F(X) l< .

e n t o n c e s  d i m  L " r r r r l =  c o d i m  t F ( t ) - F ( : ) l

E n  p a r t i c u l a r ,  s i  c o d i m  F ( X )  =  0 ,  e n t o n c e s  L : =  L . l K ( : ,  =  { ( o , 0 ) } .

Prueba. -

L l a m e m o s  M :  =  T . ( X ) - c l a u s u r a  d e  t F ( x ) - F ( > )  l
IF

S i  c o d i m  M  =  n ,  e n t o n c e s  e x i s t e  F : =  [ u r , . .  , u r r J ,  t a l  q u e  X  =  M  @  F ,

s iendo  F  comp lemen to  t opo lóg i co  de  M (con  Ia  t opo log Ía  z . (X ) ,  ( ve r

t 1 0 l  ,  1 s . 8 . 2 )

Entonces  (por  20 .5 .4  de  t lo l  ) ,  X  =  
" t t t - ,  

es  una z  (X* ) -

r  
s i ó n  n  ( p o r  9  . r . ; ^  d edescompos ic ión  topo lóg ica  de  X,  y  M t iene d imens ión  n  (por  9 .2 .

I 1 0 l  )  .

S e a  { x - , . . . , x  }  u n a  b a s e  d e  M  ,  t e n e m o s  p u e s  q u e
1 n

I L N
t F ( : ) - F ( : ) l c  M  c  M  = . n _ [ x . ; 0 ] ,

i = 1  i -

n

p o r  l o  q u e  F ( t )  .  
, ! r [ * r t " r 1  

p a r a  c i e r t o s  n ú m e r o s  c . ,  i  =  ] . , 2 , . . r r .

E s t o  s i g n i f i c a  q u e  l a s  r e l a c i o n e s  t ( x r , c r )  ,  i  =  1 , . . . , D ,  s o n

consecuenc ia  de  t ,  o  sea que t (x r ,c r )  <  c IK(X) ,  y  por  tan to  que

{  ( x . , c . )  ,  i  =  1 , . . . , n  }  c  L .

C o m o  {  ( x . , c . ) ,  i  =  1  n  }  e s  l i b r e ,  s e  t i e n e  q u e  d i m  L  =  n .

S i  {  ( x . , c . )  ,  j  =  1 , . . . , p  }  s o n  v e c t o r e s  I . i .  d e  L ,  s e  t i e n e  q u e
J J

urr=rtr l  . .1.  t* . , " .1
J = I  J  ]

por  ro  que  cod im M =  cod im ñ=r t r l  >  cod im .1 .  t * . , " . 1  =  p  ,
l = r  I  )
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luego D 2 p, de donde n = dim L, y de aquí que dim L = codim M.

Por  ú I t imo,  s i  cod im F(X)  =  0 ,  en tonces  cod im M =  0  imp l ica

d i m  L  =  0  +  L  =  { ( o , 0 ) } .

coRoLARro t.4.7

Si  d im [ (  +o ,  en tonces  d im L . r r r : ,  =  cod im F(X)

Prueba. -

En efecto, eD este caso

M : =  T = ( X ) - c l a u s u r a  [ F ( x ) - F ( E ) ]  =  I F ( > ) - F ( > ) 1 ,

luego d im L  =  cod im M =  cod im F(X)
c t K ( ) )

coRoLARIO 1.4.2

Si  d im X =  n ,  y  F(>)  t iene  d imens ión  n ,  en tonces  K(X)  es  un

cono.

I

En e l  Teorema 1 .4  Ia  h ipó tes is  de  ser  cod im IF(>)+(D i  .  ,

es esencial  para su val idez, como vemos en eI s iguiente

EJEIIPLO 1.2 Consideremos los espacios reales [.t y L- , eue forman eI

par  dua l  (LL ,¿- ) .  Sea e I  con jun to  B  <  [1  ,

B : =  { x  e  0 1  :  x  =  ( 0 , b 2 , 0 , b 4 , . . . )  ,  c o n  b r r r =  0  s a l v o  u n  n ú m e r o  f i n i t o }

y J:= card B, con Io que cada elemento de B Io designaremos por x.  ,

j  e  J .
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S e a e I  s i s t e m a X : = {  ( ¡ . , g ) = Q ,  i € J  } .  E n t o n c e s  e s f á c i l

F ( x )  =  {  g  e  L -  :  g  =  ( g t , o , g r , O , . . . ) ,  y  q u e

c I K ( X )  c  B x l _ . , 0 1 .

Puesto que eI mayor subespacio contenido en Bxl-m,01 es

B x { O }  : =  { ( b , 0 )  :  b  e  B } ,

tenenos que Lcrr(X)c Bx{O} ,  fal lando Ia tesis del Teorema

q u e d i m L . t r t ' ) S Ñ o , m i e n t r a s q u e c o d i m F ( x ) = d i m L - l Y ( > ) >

F(X) es un subespacio cerrado del espacio de Banach 0t.

ver que

t - 4 ,  y a

ño pues

La ident i f icación de los sistemas cuyo conjunto fact ible es un

pol iedro convexo (es decir ,  una intersección f in i ta de semiespacios

* D

c e r r a d o s  d e  X  ( z = ( X ) ) ,  
, ! r {  

g  r  a * r , g )  >  c . , i = 1 , . . . , D  } )  p e r m i t e ,  e n

algunos casos, Ia transformación de un programa inf ini to l ineal en uno

t(
f in i to .  Los  semiespac ios  cer rados  de  Ia  fo rma {  xeX:  (x ,g>  >  O,geX } ,

Ios llamaremos semiespacios cerrados que tienen a o como punto

frontera.

Recordemos que una cuña se dice que es poliédrica si es Ia

intersección de un número f in i to de semiespacios cerrados que t ienen

eI o como punto frontera, y que una cuña K se dice que es finitamente

generada si  existe un subconiunto f in i to {*r . ,  . ,x,r}  c X, tal  que

K : =  { } . r x r * . . . * t r r r * r r ,  t r r = O ,  i = 1  , . . . , D } .

S i  d im X <  +cx , ,  ambos conceptos  co inc iden (ver  p .e .  T t  4 .18  Van

Tie I ) ,  ahora  b ien ,  s i  d im X =  r ,  Ios  conceptos  son d is t in tos ,  ya  que:

)i(

i )  U n  s e m i e s p a c i o  d e  X ,  {  x  :  1 x , g )  =  0 ,  g  e  X  } ,  s e r í a  u n a  c u ñ a

pol iédr ica que no es f in i tamente generada.
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i i )  S i  x  #  x  +  o ,  son  dos  vec tores  de  X,  en tonces
t 2

K , =  { t r r x r + l r x r ,  1 1 ,  ̂ 2 >  0 } ,

está en un subespacio vector ial  a Io sumo de dimensión 2, gue nunca

puede ser intersección f in i ta de semiespacios, a menos que dim X<o.

Es claro que toda cuña pol iédr ica es cerrada. También es cierta

esta propiedad para las cuñas f ini tamente generadas.

LEMA 1 .5

Si K es una cuña f ini tamente generada en X, entonces K es

cerrada en X.

Prueba. -

s e a  K : =  { ) t r x r + " ' * t r r r x r r :  } r = 0 ,  i = I  , "  ' , n }  , Y  s e a

F : = [ x . ,  . , X  ] ,  e I  s u b e s p a c i o  e n g e n d r a d o  p o r  { x _ , .  .  .  , x  } .  F  e s  u n
1 n - 1 , n

subespacio cerrado de X, cuya dimensión es menor o igual que n, por Io

que K es  cer rada en  F  (ver  t18 l  T"4 .1-7  b)  ) ,  y  por  tan to  K  cer rada en

X .

TEOREMA 1.5

Dado un sistema consistente X, entonces F(X) es un conjunto

convexo po l iédr ico  s i  y  só lo  s i  c lK(X)  es  f in i tamente  generada.

Prueba. -

S i  F ( t )  es  un  po l iedro ,  en tonces

F ( x )  =  { p  :  < 1  . , g >  =  ; . ,  i = 1  , .  . , n } ,
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e s  d . e c i r  F ( X )  =  F ( t ) ,  d o n d e  i . =  { < x .  , g )  z  ó . , i = l , . . , D } .

Entonces  por  e I  Teorema 1 .3  I I ) ,  c lK(E)  =  c IK(5)  =  f  ( l )  ,  QU€ es tá

g e n e r a d a  p o r  e I  s i s t e m a  f i n i t o  { ( ; . , ; . ) , i = 1  n  ;  ( o , - 1 ) } .

R e c í p r o c a m e n t e ,  s i  c I K ( x )  =  K { , " . , " . r ,  F = 1 , . . . , p } ,  e n t o n c e s  F ( X )  e s  e l

con jun to  fac t ib le  de l  s is tema f in i to

{ < x " , g )  =  a " ,  r = 1 , . . . , p }  ,

es  dec i r

{  p  ;  ( x , g )  >  c ,  f = 1  , . . . , p } .r r

coRoLARro 1.s.1

S e a  M ( X )  I a  c u ñ a  K { ( x . , c . )  :  j e J }  : =  c o n e  { ( x . , c . )  ,  j e J } ,

l lamada "cono de momentos de E",  y supongamos que X es consistente. Si

c IM(E)  es  f in i tamente  generada en tonces  F(X)  es  un  po l iedro .

Prueba. -

s i  c t M ( ) )  =  K { ( ; . , ; . )  :  j = 1 , . . . , p }  =  M ( : ) ,  e n t o n c e s
J J

K(x ) :=  r { ( x . ,E . )  :  j =1  p  ; ( e , - L ) }  =  c lK (x )
J J

y  se  ap l i ca  e I  Teorema 1 .5 .

TEOREMA 1.6

S i  cod in  F(X)  <  o  ,  en tonces  F(X)  es  una var iedad a f Ín ,  s i  y

sóIo si  eI  cono asociado a ctK(X) con respecto a cualquier complemento

I
topológico F de su espacio de l ineal idad L:= Lclr(E) ,  en XxR, es una

semi r rec ta .
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Prueba. -

Por eI Teorema 1.4, L es de dimensión f in i ta y (por T"

I
2 0 . 5 . 5  d e  t 1 0 l ) ,  t i e n e  c o m p l e m e n t o  t o p o l ó g i c o  F  ,  e s  d e c i r

X x R  = L o F

Supongamos que

F ( x )  =  { g  .  X *  ,  < x .  , g )  =  ó . ,  i = 1  , . . . , ñ }  =
) )

n -  [ x . ; c . ]  ,  x . €  X ,  c . €  R ,  j  =  1 , . . . , i l  .
j = t j j j j

Sea i  e I  s is tema f in i to

i  =  { < x . , g >  > ; . , < - x . , g )  >  - ó . ,  j  =  1 , .  , r } .
J ) J J

Entonces  t  y  t  son  equ iva len tes  y ,  por  Teorema 1 .3  t r I ) ,

c I K ( x )  =  c I K ( i )  =  c o n e { t ( x . , ; . ) ,  j  =  1 , . . . , r i  ( o , - 1 ) }  ( 1 )
) )

De aquí que

|  =  t {  ( ; . , ó . ) ,  j  =  r , . .  .  , m } l  ( e n v o l t u r a  r i n e a r ) ,  y
) )

K : =  c I K ( X )  n  F *  *  { ( o , O ) } ,

dado que (o , -1 )  é  L ,  pues to  que X es  cons is ten te .

S e a  ( x , c )  e  f f { ( o , O ) } .  E s  c l a r o  q u e

L  +  c o n e  { ( x , c ) }  =  L  +  { t r ( x , c )  :  } .  >  0 }  c  c I K ( Z ) .  Q )

P u e s t o  q u e  ( x , c )  e  c I K ( X ) ,  ( 1 )  p e r m i t e  e s c r i b i r :

( x , c )  = i o . ( x . , ; . )  + p ( o . - L ) ,  c ¿ . € R ,  j = 1 , . . . , r , ¡ r = o .  ( 3 )

: ! t )  
J  )  )

Entonces:

i )  S i  ex is te  g  e  F(X) ,  ta l  que (X ,g)  )  c ,  mu l t ip l i cando ambos miembros

de (3 )  por  (g , - t )  e  X*x  R,  tenemos que

m

0  (  ( x , g >  -  c  = I  a . ( < x . , g >  -  ó . )  +  p
: ? t r r i

Iuego p > 0, y de (3) obtenemos que:
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(o,-r.) = 
# ,*,",*r[rf f i , i r ,ór) e L + {)r(x,c) :  }.  > o},

Io que prueba la inclusión

c I K ( X )  <  L  +  { t r ( x , c ) ,  } .  >  0 i . ( 4 )

De (2 )  v  (a )  se  s igue que

c I K ( x )  =  L  +  c o n e  { ( x , c ) }  =  L  *  R  ( r t . t  L e m a  1 . 3 ) .

Por  tan to  f r .  =  cone{ (x ,c ) }  ,  es  una semi r rec ta .

i i )  S i  V g  e  F ( E )  e s  < x , g >  =  c ,  e n t o n c e s  ( - x ,  - c )  y  ( x ,  c )  e s t á n  e n

c l K ( X ) ,  e s  d e c i r  ( x , c )  e  ( c I K ( X )  ^  ( - c f K ( X ) )  =  L c l K ( > ) ,  y  p u e s t o  q u e

( x , c )  e  c I K ( x )  n  F - ,  h a  d e  s e r  ( x , c )  =  ( o , O ) ,  l u e g o  i i )  n o  p u e d e

ocurr i r .  Por tanto R es una semirrecta.

R e c í p r o c a m e n t e ,  s u p o n g a m o s  q u e  k  =  c o n e  { ( x , c ) ,  ( x , c ) * ( o , O ) } ,  y  s e a

{ ( ; . , ó . )  :  j  =  1 " , . . . , m }  u n a  b a s e  d e  L .  D a d o  q u e  ( o , - 1 )  e  c I K ( x ) ,
) )

podemos escr ib i r :

m

( o , - L )  =  f  a . ( x . , ó . )  *  p ( x , c )  ,  c r . €  R ,  j  =  i . , . . . , i l  ,  p  >  0 .'  
I '  j  j '  j  j

j = 7

S i ¡ r = 0 ,  ( o . - 1 " ) e L ,  l u e g o  ( o , 1 ) e L c c I K ( X ) ,  y  :  n o  s e r í a

consistente; por tanto p > 0 y

( x , c )  =  p - 7 ( o , - 1 ¡ *  i  r - o . ¡ r - 1 ) ( x . , ó . )  e  c o n e  { ( o , - L ) }  +  I - .
: ? t  

j '  i '  i

Entonces

c I K ( X )  =  L  +  f  c  L  +  L  +  c o n e  { ( o , - L ) }  =  L  +  c o n e  { ( o , - L ) }  c  c I K ( X ) .

As í  pues ,

c l K ( X )  =  L  +  c o n e  { ( o , - 1 ) }  =  c o n e  { t ( ; . , ó . )  :  j  =  1 , . . . , i l  I  ( o , - L ) } ,
J J

por Io que X es equivalente aI  s is tema

{ < i . , g >  =  ó .  ,  j  =  1 , . . . , i l } ,
J )

y  F ( ) )  =  . n - t x . ; ó .1 .j = r  j  j  t
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DEFINICIóN 1 .4

Dos conjuntos A y B de X son posit ivamente equivalentes si

c o n e A = c o n e B .

TEOREMA 1.7

Dado C < X, C*@¡ supongamos que L.one(c) t iene complemento

topológico F Entonces cone (C) cerrado y localmente compacto +

C es posit ivamente equivalente a YvZ, tal  que Z es compacto y convexo,

( . r ,g r r } ,zeZ)
cone (Y)  es  cer rado,  y  e I  s is tema I  I  es  cons is ten te .

| .<y, 9>-0, Y€YJ

Prueba. -

Sea K:=  cone (C) ,  Ioca lmente  compacto  y  cer rado.

Entonces R '= KnFr es cerrado.

Supongamos primero que K * {o}. Como K es un cono apuntado localmente

compacto, por Teorema 25.4.2 de t10l  ,  K está generado por un conjunto

Z convexo y compacto tal  que o é. Z, además se puede tomar Z c lp; \J

p a r a c i e r t a g e X * .

S i  además { ro }oe l  es  una base de  L .o r r " (c )y  tomamos Y:=  { tv ,  ae l } ,

resulta cone (Y) = Lcone(c) que es cerrado,y que

K  =  L " o r r . ( c ) +  K  =  c o n e ( Y )  +  c o n e ( Z )  =  c o n e T  v  Z ) .

Además,  yd  que co(Z)  =  Z ,

co(Z)  +  cone(Y)  es  cer rado,  y  o  é  co(Z)  +  cone(Y) ,

p u e s  s i x # o  y  ( - x )  p e r t e n e c i e r a n a  c o ( Z )  y c o n e ( Y )  r e s p e c t i v a m e n t e

e n t o n c e s + x € c o n e ( Y ) = L * ,  y  x e Z  c  F -  . A b s u r d o .

Ap l icando e I  Coro la r io  1 .5 .1  de  [1 -1- ] ,  se  t iene  que
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( r=,err } ,zeZ)
e l  s is tema 

{ .y ,er=o,y.y l  
es consis tente.

Por  ú l t imo,  s i  R  =  {o } ,  podemos tomar  Z  =  @,  Y:=  L- - .
K

En dimensión inf ini ta no se puede prescindir ,  en eI Teorema

1.7 ,  de  Ia  h ipó tes is  de  que cone(C)  sea loca lmente  compacto ,  como pone

de manif iesto el-  s iguiente

EJEMPLO 1.3 En lú,r  Qz)l  consideramos

O = ,  r c e L 2 : l l r c l l  = L l n R N

Entonces, cone(C) = Lzn RN es cerrado en /2 y no es r  (Lz)- localmente

compacto, pues si  Io , t . .J,  exist i r ía un entorno débi1

V  , -  : =  {  r c  e  2 2  :  s u p  l < r c , r 1 . > l  .  c ,  i  =  1 , . . . , D  }
l 1 r " ' , T o ; e  

-  i

ta l  que V- n cone(C) serÍa r  Qz)-compacf,o, y por tanto^  ' l l t , . . . , f l r r i €  s

acotado en  ! ,2  (  t "  20 .  LL .8 ,  de  t10 l  ) .  Pero  es to  es  absurdo ya  que e l

subespacio M de codimensión n,

M  : = . n - K e r ( r ¡ . )  =  1 r c  e  ! , '  ;  ( K , ? . )  =  Q ,  i  =  1 , . . . , n )
l = L  l  I

corta a RN en puntos K * o, y si  rc e M n RN c cone(C) ^ Ur,

e n t o n c e s ) . r c e c o n e ( C ) n  V  V ¡ , > 0 ,
T r , .  , T r r i e

y por tanto lltrr¡ll = ),llrcll ---) *o cuando tr ---) *co, con Io que

cone(C)  n  V  no  es tá  aco tado en  L2 .
T l , " ' , T l r r ; 8

Luego cone(C) no es localmente compacto.
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Entonces tomando

l¿2 , r  (¿2 )1 ,  z  v  Y

TEOREI,IA 1.8

Dado

YvZ, tal  que Z

t",,"
1  t y ,g t  '
\

Prueba. -

Si Z = a, no hay nada

Tenemos que cone(C) = cone(Y)

s is tema cons is ten te ,  o  é  Z  y  por

separado de o por hipótesis,  resulta

de t11 l  ) ,  y  ya  que Z  es  compacto ,

por tanto cerrado (Teorema 25.4.2 de

A d e m á s ,  Z  +  c o n e ( Y )  =  c o ( Z )  +  c o n e ( Y )

.  C es posit ivamente equivalente al  conjunto

to  y  convexo,  cone(Y)  cer rado,  y  e l  s is tema

es cons is ten te  +  cone(C)  es  cer rado.

Z es compacto y convexo

cer rado,  y  e I  s is tema

incons is ten te .

que probar.

+  cone(Z) .  Entonces  por  ser  e l

es ta r  co(Z)  =  Z  es t r i c tamente

que conelZ) es un cono (Lema 1.5,

cone(Z) es localmente compacto y

t 1 0 l ) .

e s  c e r r a d o ,  y  (  C o r o l a r i o  L . 5 . L

z

=  Z ,  c o n e ( Y )

1 z , g )  )  O  z

< y , g )  z  0  y

! =  { a }r  ( v ,  '

=  { o }  e s

e Z

e Y  
e s

en

Luego  l a  h ipó tes i s  sob re  cone (C) ,  de  se r  l oca lmen te  compac to ,  es

esenc ia l  pa ra  I a  va l i dez  de l  Teo rena ,1 .7 .

Los sj-stemas consistentes : ,  tales que K(>) es cerrado son de

gran in te rés  en  Ia  teor ía  de  s is temas l inea les  (s is temas de

Farkas-Minkowski) .  El  teorema siguiente es básico para establecer una

condición suf ic iente para que K(X) sea cerrado.

CcX, C*a

es compac

0 ,  z e Z  
\0, y.Y 
J
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de t l1 l )  o  É  co(Z)  +  cone(Y) ,  de  donde tenemos que

- c o n e ( Z )  n  c o n e ( Y )  =  { o } .

L l a m a n d o  A : =  - c o n e ( Z ) ,  B : =  c o n e ( Y ) ,  s e  t i e n e  q u e

C o  =  - c o n e ( Z ) ,  C "  =  c o n e ( Y ) ,

con A convexo, cerrado y localmente compacto, B convexo y cerrado, y

C.  n  C_ =  {o } ,  por  Io  que ap l i cando e l  Lema 15.D de [8 ] ,  se  t iene
A B

que B-A es cerrado, es decir  cone(Z) + cone(Y) = cone(C) es cerrado.

Los  teoremas 1 .7  V  1 .8  no  son rec íprocos ,  como muest ra  e I

siguiente

E J E M P L O l . 4  S e a C : = { r c e ! , 2 , l l r c l l  =  t  } n R N  E n t o n c e s

cone(c) = ¿2n Rl

Se t iene que:

i)  cone(C) es cerrado en Lz y no es localmente compacto.

i i )  s i  l lamamos Z = o e Y = C, entonces Z es compacto y convexo,

cone(Y)  es  cer rado,  y  e I  s is tema

I t = ,9>>o  zez  +
t  .u ,gt  = ó ;  ¿ t  t iene a I  =  o como soruc ión '

Luego de Ia hipótesis del Teorema 1.8 no se puede deducir 1a hipótesis

de l  Teo rema  1 .7 .
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COROLARIO DE LOS TEOREMAS I.7 Y 1,.8

Si C c X, C + a y dim X < io,  son equivalentes las dos

proposiciones siguientes :

I )  cone(C)  es  cer rado.

I I )  C  es  pos i t i vamente  equ iva len te  a  YvZ,  con Z  compacto ,  cone(Y)

( < z , g > > o , z e Z )
cerrado v er s istu*"  

l .u,9)=0,u." I  
"  

is tente.

Prueba. -

I  +  I I . -  S i  cone(C)  es  cer rado,  es  loca lmente  compacto .

Además L .^.  t iene complemento topológico. Luego apl icamos el
c o n e ( C )

Teorema 1.7.

I I  +  I . -  S i  Z  es  compacto ,  tomamos Zr ;=  co  (  que es  compacto  y

convexo, y además cone(Z) = cone(Z-).

Por  o t ro  lado,  s i  e I  s is tema

( " ' 9 " o  ' z e Z

J (1)
[ < y , g > ' o  , y € Y

es consistente, entonces también es consistente eI s istema

( r= , r r ro  , zeZ ,
1
[ < Y ' 9 > - o  ,  Y € Y

En e fec to :  sea  g  so luc ión  de l  s is tema (L) ,  y  sea

0  (  m o : =  m i n  {  q ( z )  z  z  e  Z  }  =  g ( z o ) ,  p a r a  a l g ú n  z o e  Z .

Tomamos

( 2 )

2  e  co (Z ) ,  2  = l  a . z .  ,  a .=  0 ,  r
t  i  i  i  L  t r =  1 '  z ' ez  '  i  =  1 ' . ' ' ' P  '

i = 1  i = l

y tenemos que

g k )  =  e ( a - 2 . + . . . + a  z  )  =  a - g ( z - ) + . . . + a  9 Q  )  >  ( a - + . . . + a  ) m ^  ='  '  7 t  p p  L '  r  p  p  1  p  o  
i l o '
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con Io  que g(z )  =  *o  )  0  ,  V  z  e  co(Z) .

P o r ú I t i m o ,  s i  z e  c o ( Z ) ,  s e a  z  - - - - )  z  c o n  z e c o ( Z )  V n e N .
n n n

Entonces, al  seup(2 )  > n^ V n € N, debe selpGl = m^ > 0. Por' n O O

tan to  e l  s is tema (2)  es  cons is ten te .

Finalmente se apl ica el  Teonema 1.8.

Para el  teorema siguiente asociamos al  s istema

:  =  { ( x . , 9 )

e 1  c o n j u n t o  C :  = {  ( x . ,  c .  )  ,  j  e  J }  d e  X x R .
J J

TEOREMA 1.9

Supongamos que el conjunto C asociado al sistema t es

posit ivamente equivalente a YvZ, donde cone(Y) es cerrado,Z compacto y

convexo, y que vo,= (po,s)exxxR, cumpre ,t { l i ' , ;": : l :  : i : i  (1)
t  - '

Si una de las condiciones siguientes se cumple, entonces t  es

cons is ten te  y  K(E)  es  cer rado:

I )  s  <  0

I I )  s  =  0  y  ( e , 1 )  É  c o n e ( y ) .

Prueba. -

En pr imer lugar,  apl icando eI Teorema 1.8,

M ( x ) : =  c o n e ( C )  e s  c e r r a d o .

Probaremos ahora que t  es consistente bajo cualquiera de las

c o n d i c i o n e s  I )  o  I I ) .  P o r  e I  T e o r e m a  ' J . . 2  d e  t 1 1 l ,  l a  i n c o n s i s t e n c i a  d e
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2 equivale a que

( o , 1 ) e  c I M  =  c o n e ( C )  =  c o n e ( Y v Z ) ,

y  p o r  ( 1 )

< ( o , L ) , V o >  =  ( ( g , f ) ( P o , S ) )  =  s  z  0 .

Así pues I  impl ica la consistencia de X.

S i  suponemos ahora  que s  =  0 ,  (o ,1 )  É  cone(Y)  y  X  incons is ten te ,  como

(o ,  1 )  €  cone (C)  =  cone (YuZ)  ,

será

( o , 1 )  =  I r y r * .  .  . *  t r o t o *  F r r r * . . . *  F o r o ,  I r =  O ,  & . 2  0 ,

pero  a I  menos a lgún f r t  0  (pues  de  Io  cont ra r io  (o ,1 )  €  cone(Y) ) ,  y

p o r  ( 1 )  s e  t i e n e  < ( o , L ) ,  ( g o , s ) )  =  s  >  0 ,  c o n t r a d i c c i ó n .

As í ,  I I  imp l ica  también  Ia  cons is tenc ia  de  X.

Probaremos f inalmente que K(X) es cerrado. En efecto, sean

A:  =  cone{  (o ,  1  )  } ,  B :  =  cone (C)  .

Tenemos que A y B son cerrados y convexos de XxR, A es localmente

compacto ,  Co =  A,  y  C,  =  B ,  s iendo Co^  C"  =  { (o ,0 ) }  (pues  de  o t ro  modo

( o ,  1 )  €  c o n e ( C )  =  c l M ,  y  X  s e r í a  i n c o n s i s t e n t e ) .

Ap l i cando e I  Lema 15.D de [8 ] ,  tenemos que

c o n e ( C )  -  c o n e { ( o , 1 ) }  =  c o n e ( C )  +  c o n e { ( o , - 1 ) }  =  K ( l )  e s  c e r r a d o .
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NOTAS

1..2.-  En eI Teorema 1.1 eI resultado es igualmente vál ido cuando se

s u s t i t u y e  K ( X )  p o r  c o n e { ( x . , c . )  ,  j  e  J }  =  M ( X )  e n  ( P ) ,  p u e s  a m b o s

programas t ienen igual valor.

1 .3 . -  La  equ iva lenc ia  de  dos  s is temas garant iza  la  igua ldad en t re  las

c lausuras  de  sus  conos  carac ter Ís t i cos :  K(X. )  i  =  I ,2 ,  pero  no  en t re

dichos conos, como muestra eI s iguiente

EJEMPLO 1.5

E r : = { ( t , x ) . - L ,  t > 0 }

v

x r :=  {< t , x )  >  - L ,  t  >  o  ;  <1 , x>  =  o }

1 . 4 . -  N o  v a l e  e I  r e c Í p r o c o  d e l  C o r o l a r i o  1 . . 4 . 2 .

EJEI{PLO 1.6

S e a  X  : -  { < c o s t , x )  >  s e n t ,  t  €  f u , Z n l l .

Es evidente que K(X) es apuntado y que F(:)  = {0},  conjunto que no

t iene dimensión máxima.

Jó
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CAPíTULO 2.

RESTRICCIONES REDTJNDANTES: CLASIFICACIóN

Como es bien sabido. la redundancia es un fenómeno de

considerable t rascendencia en e1 terreno de Ios métodos numér icos en

programación matemát ica,  con eventuales efectos posi t ivos (mejorar  e l

cond i c i onamien to  de I  p rob lema  o  pos ib i l i t a r  I a  ap l i cac ión  de  mé todos

más ef ic ientes)  y  negat ivos ( incrementar  e l  esfuerzo computacional  o

p rop i c i a r  l - a  f o rmac ión  de  c i c l os ) .

Aqui  se anal iza eI  fenómeno de Ia redundancia en s is temas de

inf in i tas desigualdades l ineales sobre un espacio localmente convexo

rea l ,  X ,  p ropo rc ionando  d i f e ren tes  c r i t e r i os  pa ra  I a  c l as i f i cac ión  de

una restr icc ión dada en redundante o no redundante.

Se han escr i to  mul t i tud de t rabajos acerca de la  redundancia de

sis temas de f in i tas inecuaciones en espacios de d imensión f in i ta ,

véase Karwan-Lof t i -Telgen-Zionts t9 l  y  los t rabajos que a l l í  se

mencionan,  pero tan sólo en Eckhardt  t4 l  y  Goberna-López t6 l  se hace

referencia a la  redundancia en s is temas de inf in i tas inecuaciones,

pero en ambos casos,  sobre un espacio de d imensión f in i ta ,  X = Rn.
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DEFINICIóN 2 .1

Sea E un  s is tema cons is ten te .  D i remos que una res t r i cc ión

1x ,g) = c es redundante en >, cuando todas las soluciones del
s s

s i - s tema  resu l t an te  de  e l im ina r  d i cha  res t r i cc ión  :

:  : -  { < x . , 9 >  >  c . ,  j  e  J \ { s } }
S J )

I o  s o n  d e  ) ,  e s  d e c i r  F ( X )  =  F ( > = ) .

Cuando una restr icción no es redundante, se dice que es act iva.

TEOREMA 2.1

S i  <x  , g>  z  c  es  ac t i va ,  en tonces  e I  h i pe rp lano :
s s

H  = { g e X * : ( X , g > = c }
s s s

cont iene a lgún punto  de  F(E) .  Es  dec i r ,  es  cons is ten te  e l  s is tema :

X t : -  { ( x . , g )  z  c . ,  j  €  J \ { s }  l ( X , g )  =  c  } .
) ) s s

Prueba .-

Por  ser  X  cons is ten te ,  ex is te  i  e  n (>)  y  , t  , ip ,  z  c
s s

Por  h ipó tes i s  l a  res t r i cc ión  (X  ,g )  =  c  es  ac t i va ,  l uego  ex i s te  una
S S

soluc i -on g Oa t ,  ta l  que <xs,g ,  a  
" .

De f i n imos  l as  ap l i cac iones  :

IF

O : X ---------+R
s- 

A ----------+ O (rp) = (X ,g> - c
s s s

*
g : [0,].1 -----------+ X

t -----------) g(t) = (1-t) I + I I

Ambas son c la ramente  cont inuas ,  por  lo  que s i  f :=  Ooo g ,  f  es

c o n t i n u a  e n  [ 0 , ] .  1 ,  y
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Por  e I  teorema de Bo lzano ex is te  a  e  [0 ,1 ] ,  ta l  que :

0  =  f ( c r )  =  O  t ( l - a )  g  *  
"  

g l  :  =  é  ( e " )  =  1 X , e . >  -  c
s  

'  s  
' 1  

s "  1  s

E s  c l a r o  e u e  g r  e  H =  n  F ( t ) .

DEFINICIóN 2 .2

Si (x ,g) > c es redundante en X y >'  es consistente,
s s

diremos que <x ,g> ¿ c es semi-redundante en X.
s s

Puesto que Ia inconsistencia de : t  garant iza Ia red.undancia d.e

< x  , g >

c las i f i cac ión  de  los  s is temas incons is ten tes .

DEFINICIóN 2 .3

(x ,g) ¿ c es débilmente redundante en X , cuando E= es
s s

débi lmente inconsistente.

<x ,g) = c es fuertemente redundante en X , cuando E= es
s s

fuer temente inconsistente.

Et ejemplo que sigue i lustra cada uno de los t ipos de

redundancia.

EJEI.ÍPLO 2.1

' r  - - lÉ ^cD
Sea X = l , ' ,  X = ! . - ,  y sea A c X formado por todos los vectores

rc = (x )  ,  x -  0,  con sólo un número f in i to de componentes no nulas y
h ñ

al-  menos x = 1 para a1gún p.
p

4 T
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Cons ideremos e I  s is tema:

t  : -  { ( rc , r ¡>  >  L  ,  K  €  A \u1  ;<u1 , r ¡>  >  0 ,  r ¡  e  / '  } .

E s  c l a r o  q u e  r a s  u n i d a d e s  u t  = ( 0 , . j : . . , 1 , 0 , . . . )  e  A  ,  y  q u e  c u a l q u i e r

K e  A es  combinac ión  l inea l  de  los  ü ' ,  de  coef ic ien tes  pos i t i vos ,

siendo aI menos uno de el los igual a L.

Se t iene que eI s istema X es consistente, pues tomando r¡  =(y ) ,
p

con y  =  I  V  p  e  N,  tenemos que
co

^ @ . Í r'n  e l - .  ( l ln l l_ = 1.)  y <rc,?> = 
L *o= 1

P=1

i )  Las  res t r i cc iones  <Ks, r l )  z  1 ,  K=+ u t ,  n  €  N ,  son  red .undantes  en  X,

. .cxtya que si  r¡  e Z-- es una soLución de1 sistema:

x ' =  { < r c , r )  2  1 ,  K  +  K ,  K  €  A \ u l ;  < u t , r ¡ >  =  0 } ,
s s

tenemos que (un ,T¡ )  =  l ,  s i  n  >  2 ,

1o  que imp l ica  que y . ,=  t  para  n  =  2 ,3 , .  .

También V, = I, Pues si suPonemos que
n n n

t 2 t
K s  : =  X l  U  *  * r  t  * . . . *  * a  r t  ,

cons ideramos e l  vec tor

t  1 ,  p  - ,  o  
t 1  n z  t t  

Iu  +  -  u '  ,  n  €  N  ,  s i e n d o  u '  +  u  , u  , . . , u  ,  u  ,n

entonces  es te  vec tor  es tá  en  A\ {u ,  }  y  es  d is t in to  de  rc= ,  po f  Io  que:

r L D
<u-  +  

"  
u - ,  T ,>  =  1  ,  o  sea

t 1( u ' , 1 )  +  - +  < u p , 4  ) >  L  V  n  e  N ,  I u e g o  < u 1  , r ¡ >  =  y - >  I . P o r  t a n t on  ' r

( r c  , T ¡ )  =  x - y  + . . .  +  x . y  =  x  +  + x  )  1 ,
s '  t - r ,  a - r a  1  t

y  4  es  so luc ión  de  X

i i )  Las  res t r i cc iones  <un, I>  =  1 ,  n  )  1 - ,  son  también  redundantes  en : ,

ya que si x ----+ 0 cuando p-) cD , siendo x > 0 V p € N, eI
p - p

punto  x  u l  +  un  €  e \ {u1}  y  es  d is t in to  de  u t .  Por  1o  que s i  r ¡  e  .0 t ,- p

42

Propiedades del cono caracteristico de un sistema de desigualdades...Germán Torregrosa Gironés.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997



es soluc ión de

X . ,  : =  { ( K , r ¡ >  >  L  ,  K  €  A  \ { u 1  }  ,  K  *  u n ,  ( u l  , ? >  >  O  } ,

se tiene que

a "  r r t +  u t , r ¡ >  >  1 ,  e s  d e c i a  *  a r r t , r ) )  +  ( u n , ¡ )  =  f  ,
p p

y haciendo que p -+ co tenemos que <ut,rr> > 1.

Luego ¡  es soluc ión de E

Como el  s is tema

(  r l  =  ( y  )  con  y  =  1  V  p  e  N  es  so luc ión  ) ,  l as  res t r i cc iones
p p

(ut , r ¡ )  > L son semi-redundantes en X,  para n >L.

E I  s i s tema  X t  pa ra  K  #  u t  ,  D  €  N  es  i ncons i s ten te .En  e fec to ,  s i

K  : =  x  a . ,  
t *  

. . .  +  x  , ,  P  *  r r o ,  q  =  1  , e # f r - , . . . , n
s n n l D

1 D

s

entonces cualquier solución n de X ha de tener y > L ,  p z 1, por Io
D

q u e  < K  , I )  Z  x  +  . . .  +  X  +  L  >  L
s n n

i i i )  Es tud iemos e I  t ipo  de  redundanc ia  de  Ia  res t r i cc ión  ( rc= , r l )  >  1 .

a) Supongamos pr imero que q > 1. Entonces eI subsistema f ini to SO de

x=:
n n

S A , =  { a r r  
t , ? ,  =  1 , . . . ,  ( u  P , . ¡ ¡ )

inconsistente,  pues s i  r ¡  cumple las (p+1 ) -desigualdades cuyos

segundos miembros son > L,  no puede cumpl i r  la  ú l t ima (K=,r l )  = 1,  ya

q u e  ( r c  , 7 l )  2  x  +  . . .  +  x  +  L  >  L
s n n

b) Si suponemos ahora que q = L y que xn + . . .  *  * . ,  s 1,  en este

caso el-  subsistema f ini to

n

S o  =  { < u  
1 , 1 >  =  1 " , . . . , ( u  P , 1 l )  2 I ,  ( u 1  , Q )  -  0 ,  ( r c - , T l  )  =  L  }

es c laramente inconsistente.
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E n  l o s  c a s o s  a )  y  b )  l a  r e s t r i c c i ó n  < K , n >
s

redund.ante, pof ser el  s istema Xt fuertemente inconsistente, en vir tud

de l  Teorema O.1 .

c) Supongamos por úl t imo que q = 1, y que 0 (  xr. ,  + . . .  *  
" . ,  

= 1- ,
1 p

entonces eI subsistema f ini to
n n. , |

S ^  ' = { ( ü  , T l ) = 1  a ,  o , ? > t 1  
, < u l  , r ¡ > - 0 , ( K  , 7 ¡ )  =  1 , ( r c  , T ¡ > = 1 } ,

A D 5

2 n

d o n d e  K  =  u 1  +  - ] -  ( x  u  
1  + . . . +  x  u  P  

) ,  n > Z
s n n n

e s  i n c o n s i s t e n t e ,  p u e s  s i  4  =  ( U r , U ,  y r , .  . )  e  Z t ,  f u e r a  s o l u c i ó n

de  S^  ,  t end r íamos :
l] )

s l n n n n
t L P P

n .
( u t , ? ) > L < +  y  t L  V i = 1 , 2 , . . . , p

t i

( r c  ,T )¿1e  L=y -  *  - 1 - t *  y  + . . . +x  y  )
s  - 1  

n  n  
- n  

n  
- n

n 1 1  p p

I o  q u e  i m p l i c a  q u e  ( 1 - y - ) n  =  L - y -  ,  y  c o m o  y . 1  ,  i -  =  1 , . . . , p  ,  s e
I  - I  -  " n .

deduce que 0 s 1-y, = 0, es decir  que y, = L, y por tanto

x  Y  + . . . + x  Y  
-  0 .

n n n n
r 1  p p

C o n t r a d i c i ó n .

Por  tan to  la  res t r i cc ión  (K  , r l )s

también.

iv) Finalmente, Ia restr icción (u' ,1) = O es débi lmente redund.ante en

>,  pues to  que e I  s is tema:

) 1 , =  { < r c , ? >

a d m i t e  a  I a  s u c e s i ó n  r l t r =  {  + , D , D , . . . }  
d e  L '  ,  n  €  N ,  c o m o

so luc ión  déb i I .
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Parece conveniente observar que

X ' : =  { ( x . , g )  z  O ,  j  e J \ { s }  ;  < x  , g >  =  O } ,
o  j "  s

carece de soluciones estr ictas, por Io que Ia condición suf ic iente del

Teorema 0 .3  i )  no  puede u t i l i za rse  para  c las i f i car  una res t r i cc ión

como débi lmente redundante. No obstante, resaltamos que cuando la

d imens ión  de  X es  f in i ta ,  la  par te  i i )  de  es te  teorema nos  permi te

af i rmar que en las representaciones casi- l ineales de conjuntos

acotados no puede darse la redundancia débi l  En efecto:

Sea e I  s is tema

)  : =  { < x . , g )  =  c .  ,  j  €  J ,  x . €  R t ,  g  e  ( R t ) * =  R t ,  c .  e  R }
J ) J J

cons is ten te ,  ta l  que

F ( : ) : = { g €  x * r a * r , g ) z c j ,  i e  J }

sea un subconjunto acotado. Entonces eI cono de recesión de F(X) es

r -  = 1 g e  X * :  < x . , g > > 0 ,  j € J ) = { e } ,
" ¡ t E l  { Y / s ' r

por Io que eI cono de recesión de F(X) n H= es también {e},de modo que

X l  s ó 1 o  t i e n e  l a  s o l u c i ó n  t r i v i a l  y  p o r  e l  T e o r e m a  O . 3  i i ) ,  ( x , 9 )  >  0
v s

no puede ser débilmente redundante.

S i  d im X =  o ,  supongamos que F(Z)  *  a  sea

incons is ten te .  Entonces  A := {<xs ,g> i  g  e

infer ior,  y es un conjunto acotado convexo

acotado. Si c = inf  A, puede ocurr i r :

:tÉ

acotado en X

F ( : )  )  t i e n e  a

de R, luego es

-sy que ¿ sea

c por  cota
s

un intervalo

i )  q u e  e x i s t a  g ^  e  F ( X ) ,  t a l  q u e  ( X , g _ )  =  c ,  e n  c u y o  c a s o  c  (  c ,  y  l a
O  '  s " O  s

res t r i cc ión  1X  ,9 )  =  c  ,  po r  se r  pa ra le la  ¿  (X  ,g>  =  c ,  se r Ía
s s s

fuer temente redundante.  Esto,  que ocurre necesar iamente en d imensión

f i n i t a ,  pues  F (X )  es  compac to ,  es tá  i l us t rado  en  e I  s i gu ien te  e jemp lo :
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EJEMPLO 2.2

Sea A .=  { rc  e  Lz  :  l l r c l l ^  s  1  i  ,  y  cons ideremos e Ix  x 2

s i s tema  x  :=  {  <K , r ¡> ' .  - 1 - ,  
l l r c l l ,  =  t  } ,  en tonces

F ( : )  : =  {  r l  e  L2  :  (K , r l )  >  - 1 ,  K  €  A  }  =  A "

Por  ot ra par te

Ao= {  neL2 :  (K , r ¡>= -1  , l l " l l  2= I  } ,

luego todas las rest r icc iones <K, l> > -1 de t ,  con l l " l l ,  .  1  ,  son

redundantes, y si l l" . l l ,  .  1 y r € Ao, se t iene que

|  <rco, ?> |  s l lK. l l r .  l ln l l r= l l " . l l  , .  t  ,

l uego -L  <  - l l " . l l ,  <  <Ko, r ¡>  ,  lo  que imp l ica  que e l  s is tema

¡ o . =  { ( r c , r ¡ >  >  - L ,  K  €  A \ { r c o } ,  ( * o , r ¡ )  =  - 1 }

es inconsistente, y dicha restr icción no es semi-redundante.

. 1  1
S e a  

" o ' =  
( i , 0 , 0 , . . . )  ;  e s  c l a r o  q u e  l l r c o l l ,  =  

t  
<  1  y  q u e

{< rc  , r>  :  t t4 t t ^=  1  }  =  l -+  ,+ - l  Por  tan to ,  en  es te  caso,  tao 2 L ¿ ¿ J

restr icción (Ko,r l> = -1 es fuertemente redundante, ya que eI

hiperplano en X* ,  1K ,g) = -L es paralelo aI hiperplano soporre
o

1
< K o , 9 >  =  -  

t ,  Q U €  d e j a  a I  c o n j u n t o  f a c t i b l e  F ( : )  e n  e l

1
semiespacio (Ko,g> > -  -Z-

i i )  que  no  ex is ta  go  €  F(>)  ta l  que a* . ,go t  =  c ,  en  cuyo caso para

c a d a n e N  e x i s t e  g e F ( X )  t a l q u e  c  = c < ( X , g > <  c +  - ] -' n  -  s  s ' n  n

C o m o  g _  e  F ( X ) ,  s e r á  p a r a  c a d a  j  e  J ,  ( x . , 9  )  -  c .  ,  l u e g o
N J N J

I i m  i n f  < x . , 9  >  ¿  c .  V  j  e  J \ { s } ,  Yn . l n J

I  im inf  
, r<xs,  

gn> = c.
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P o r  t a n t o ,  s i  c  =  c " ,  l a  r e s t r i c c i ó n  ( x r , g )

redundante, pues {g :  n € N } sería una solución débi l  del  s istema X".
n

El ejemplo que sigue i lustra esta si tuación:

EJEMPLO 2.3

Consideremos eI par dual <L'  , ! ,*r ,  y dotemos a l , t  de cualquier

topo log ía  compat ib le  con e l  par  dua l ,  por  e jemplo  c (L- ,¿7)  =  T  QL)  ,

entonces /1 es el  dual cont inuo de / t lc(Lt,LL)1 .

S e a  X : -  { < r c , I )  2  - I  ,  l l r c l l  =  L } .  E n t o n c e s

F ( X )  =  t ' ,  .  ¿ '  :  l l r ¡ l l " =  1 ) .

F(X) es absolutamente convexo, cerrado y acotado en LL, pero no es

conpacto.

Si  rco := (1 -1  , I  -+ , I  -+  1  -+ , . . .  ) ,  se  t i ene  que  t t r co t t .o=  1  y

.P
s i  r ¡  e  0 ^ ,  ? = ( a r , d 2 , . . . , á r r , . . . ) ,  c u m p l e  q u e  

L  l a r r l = 1  ,  e n t o n c e s
n = 1

F j(Ko,r ¡ )  =  
|  ar r (1 -  

; )  está est r ic tamente comprendido entre -1 y  1,
n =  1

es decir ,  la imagen de F(X) mediante Ia funcional cont inua rc es eI

i n t e r v a l o  a b i e r t o  I  - 1 ,  L  [ .

La restr icción (Ko,?) = - I  es débi lmente redundante, pues el

sistema inconsistente

: o : =  {  ( K , r ¡ )  -  - L ,  *  *  * o ,  l l r c l l r =  1 ,  ( K o , r ¡ )  =  - 1  }

es  déb i lmente  incons is ten te ,  s iendo {n  :  r t= I ,2 , . . .  }  una so luc ión

( n

d é b i l ,  d o n d e  ? r r r =  ( 0  - 1 , 0 , . . . ) .

En los sistemas f ini tos no puede darse tampoco la redundancia

débi l ,  pues Xt no puede ser,  en este caso, débitmente inconsistente.
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EI concepto de redundancia débi l  es un concepto de transición entre

las otras dos formas de redundancia y,  por consiguiente, part ic ipa

alternat ivamente de las propiedades de una y otra, según ponen de

manif iesto los resultados que siguen.

LEMA 2 .1

<Xs r g>

e x i s t e n  ^ . * ( J \ { s } )  ,  y  6 > o  t a r e s q u e

( x , c  )  = I  l . ( x . , c . )  +  6 ( o , - L )  ( 1 )
s '  s  l ¿ _ .  i  j '  j

¡ € J \ { s }

Prueba. -

S i  ( X r , g >

fuertemente inconsistente, y por el  Teorema 0.2 i i i )

( o , 1 )  €  c o n e  {  ( x . , c . )  ,  j  e  J  ;  ( - x r , - c = )  } ,  Q )

por lo que exist"r ,  7 e R( ')  y ¡r  > 0 tales que

( o , 1 ) = I  z . ( x . , c . )  -  p ( x , c ) =
: ? t r J I s s

I  r .e . ,c . )  +  e  _p )  (x ,c  )
¡ E ; r { r }  

J  )  J  s  s  s

Si fuese Zs- fr  = 0, serÍa t  fuertemente inconsistente, luego

Z s -  ¡ r  <  0 .  D e n o t a n d o  ó : =  ( &  -  n r ) - t  y  ^ ,  ' - 6  Z j ,  o b t e n e m o s  ( 1 ) .

Rec íprocamente ,  s i  se  cumple  (L ) ,  puede escr ib i rse

( o , 1 ) =  f  6 - 1 ¡ , . ( x . , c . ) + 6 - 1 ( - x  , - c  ) ,
r -e ; t { r }  

I  )  J  s  s

por lo que se cumple (2),  y Xt es fuertemente inconsistente.
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TEOREMA 2.2

(X,g)  2  c  es  fuer temente  redundante  en  t  s i  y  só lo  s i ,
s s

(X ,g) 2 c es fuertemente redundante en un subsistema f ini to de X.
s s

Prueba. -

S i  ( X = , 9 >

a p I i c a n d o e 1 L e m a 2 . t ( c u y a n o t a c i ó n u t i l i z a m o s ) , < X s , 9 > >

fuertemente redundante en eI s istema f ini to

{ < x . , g >  ¿ c . r  j e s u p p } . ; < x , g > > c  }
J J S S

RecÍprocamente,  s i  (X" ,9> = . "  es fuer temente redundante en e l

subs i s tema  f i n i t o

> ^  ' =  { < x . , g )  -  c .  ,  j  e  A  i  ( X , g >  > -  e  } ,  A  c  J \ { s } ,  c a r d ( A )  (  o ,
A ) J s s

entonces  por  e I  Lema 2 .1  ex is ten  I  =  R1 y  6  >  O,  ta les  que+ "
'  

t r . ( x . , c . )  +  6 ( o , - 1 )t * r , " r t =  L ,  ,  ,  J
j € a

Def  in iendo ) . .=  0  para  j  e (J \ {s } ) \A ,  ob tenemos e I  ^  =  
" (J \ {s } )J +

que nos ex ige e l  Lema 2.1 para conclu i r  que <xs,g)  > c es fuer temente

redundante en ).

Para el  s iguiente resultado requerimos que X sea un espacio
*

normado tal  que su dual X sea separable (con la topologÍa de la

n o r m a ) .
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TEOREMA 2.3

i)  Si  <xs,g> > cs es semi-redundante en X, entonces

(X ,g) -  c es semi-redundante en un subsistema numerable de X.
s s

i i )  Si  <xr,g> > cs es débi lmente redundante en X, entonces

1X ,g) > c es débilnente redundante en un subsistema numerabl-e de X.
s s

Prueba. -

i )  Como Xx es  normado separab le ,  y  F(X)  =  F( t  ) ,  ex is te
s

un subconjunto T de J\{s},  numerable, tal-  que F(X) puede representarse

c o m o  {  9  €  X ' i '  :  ( x . , Q )  z  c . ,  j  e  T  } .
) )

S e a  E : -  { < x . , 9 )  2  c . ,  j  e  T  u  { s }  } .  S e  t i e n e  q u e
) )

r t i l  c  F( ;  )  =  F(x)  c  r t i ) ,
s

de donde F( :  )  =  F(X) ,  V  (X  ,e )  - -  c  es  redundante  en  X.
s s s

Además

X = , -  { < x . , g )  2  c . ,  i  e  T  ;  ( X , g )  =  c  i
J ) s s

es un subsistema deI sistema consistente

(X ,9) = c es semi-redundante .r ,  i .
s s

i i )  Cons ideremos T  c  J  \  {s }  como en i ) .  Es  ev idente  que (x ,  e )  >  c
s s

no es semi-redundante .r ,  i  ,  pues F(E)n H =r( i )n H = a.
s s

Tampoco puede ser fuertemente redundant. un i por el Teorema 2.2,

puesto que Io serÍa en un subsistema f ini to de i  c Z, 1o que obl igarÍa

a que <x , g> > c fuese fuertemente redundante en X, en contra de la
s s

h i p ó t e s i s .

50

Propiedades del cono caracteristico de un sistema de desigualdades...Germán Torregrosa Gironés.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997



TEOREMA 2.4

S e a n ( x , g ) I  c  y  a * n ,  g >

redundantes en E.

i)  Si  <xn,g> = ck no es semi-redundante en X, entonces

<xk,g> = cn es redundante y no es semi-redundante en X".

i i )  S i  < x k , g >  =  c k  y  < x s , g >  =  c s  s o n  d é b i l m e n t e

redundantes en X, también (xn,g)

i i i )  S i  <xk ,g> =  ck  y  (X=,9)  z  c ,  son  fuer temente

redundantes en X, también (xn,g)

Prueba. -

i )  En  e fec to ,  H.  n  F(X )  =  H.  n  F(X)=  a  ,  luego- k s k

(X. ,g)  Z c.  no es semi-redundante en X
K K S

i i i )  Como :k es fuerternente inconsistente, existe un conjunto f in i to

A c  J ,  k  €  A ,  ta l  que e I  s is tema

{ ( x . , g >  =  s .  , j  e  A \  i k }  I  ( X _ , p >  =  c - }
j  j  -  

k ' '  k

es incons is ten te .

Si s é A ,  entonces (xn,g> > ct  es fuertemente redundante en X,

en vir tud del Teorena 2.2. Si  s e A, al  ser <xs,g> = cs redundante en

un subs is tema f in i to  de  X (Teorema,2 .2)  ex is te  un  con jun to  f in i to

T  c  J  ( s  é  T ) ,  t a l  q u e  < x s , g >

eI subsistema

{ ( x . , 9 >  =  c . ,  j  e  T  ;  < x , g >  >  c  }
J J S S

(es  dec i r ,  (X  , 9 )  Z  c  eS  consecuenc ia  de l  s i s tema
s s

{ ( x . , 9 ) > c . , j e T } ) .
J J

AI ser inconsistente el  s istema
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{ < x . , 9 >  >  c .
J )

Ia  res t r i cc ión  <xn,g> >

{ ( x . , 9 > = s . ,  j e A v
J )

de X , se concluye que
s

,  i  e  A  u  T  \  { s , k }  ;  ( x * , g )  =  c n  } ,

c es fuertemente redundante en el subsistema
k

T \ {s }  }  ,  y  s iendo és te  un  subs is tema f in i to

<x .r¿> > c es fuertemente redundante en X
k . -  k  s

i i )  D o s  c a s o s  s o n  p o s i b l e s  p o r  i ) :

1.-  <x- ,e) 2 c_ es débi lmente redundante en X
k - '  k  s

2.- <x .o> >- c es fuertemente redundante en X
k "  k  s

Descar temos 2 .  En e fec to ,  s i  fuera  c ie r to  2 ,  ex is t i r ía  un  subcon jun to

f in i to  A  c  J  \  {s } ,  con  k  €  A ,  ta l  que (xo ,g)  >  cn  ser ía  fuer temente

r e d u n d a n t e  e n  { < x r , g )  >  c j ,  i  €  A  }  p o r  e l  T e o r e m a  2 . 2 ,  o  s e a ,  e f

s i s t e n a  { < x . , 9 )  >  c . , j  e  A  \  { s , k }  i  ( X . , 9  >  =  c .  }  e s  i n c o n s i s t e n t e ;
i i - k k

pero entonces el  s istema

incons is ten te ,  y  por  tan to  (x* ,9 )

redundante en X, en contra de la hipótesis.

TEOREMA 2.5

El conjunto de soluciones de

(simultáneamente) un conjunto f in i to arbi trar io de restr icciones

redundantes, no semi-redundantes.

Prueba. -

Razonamos por inducción sobre eI cardinal n de las

res t r i cc iones  e l im inadas.

Si n = I ,  e l  resul tado es c laro por  def in ic ión de redundancia.

Supongamos que es c ier to para n = k,  y  probémoslo para n = k+1.
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Consideremos pues un conjunto de k+L restr icciones redundantes en X,

no semi-redundantes. Designemos por Xn*, el  s istema resultante de

supr imi r las .  Sea (x .  ,g>

sistema que resula" o. =rp. i t i r ra en x, y xn eI s istema resultante de

e l i m i n a r  d e : I a s  o t r a s  k  r e s t r i c c i o n e s .  T e n e m o s  q u e  F ( t )  =  F ( : 1 ) .

Ahora bien X es el  s istema crue resulta también aI suprimir en )
k+1 1

l as  res tan tes  k  res t r i cc iones ,  Ias  cua les  por  e I  Teorema 2 .4  i )  son  no

semi-redundantes en E, ,  luego por la hipótesis de inducción

F ( t l )  =  F ( E o * r )  ,  y  p o r  t a n t o  F ( X )  =  F ( X n * r )

S e a  E  : =  t F ( > )  -  F ( t ) l  c  X * ,  I a  e n v o l t u r a  l - i n e a l  d e  F ( X ) - F ( : ) .  E I

t e o r e m a s i g u i e n t e p e r m i t e c I a s i f i c a r I a r e s t r i c c i ó n ( X = , 9 > >

cuando F( : ' )  +  o  y  e I  subespac io  vec tor ia l  E ,  .=  [F (>=)  -  F ( : ' ) ]  c  E ,

cumple que dim (E1) < dim (E) -  I .  El  enunciado engloba tanto eI caso

f ini to como eI inf ini to,  observando que en este úl t imo caso

d i m ( E ) - l = d i m ( E ) .

TEOREI.IA 2.6

S i  F( ts )  +  s  y  d im (Er )  <  ¿ im (E)  -  i .  ,  en tonces

(xr,9) = c.  es semi-redundante en x-

Prueba. -

S e a  7 : =  d i m  ( E ) .  S i  ( x " , 9 )  2  c .  f u e r a  a c t i v a  e n  X ,

e x i s t i r Í a  u n a  g  e  F ( X  )  \  F ( : )  t a 1  q u e  < x , g >  <  c  P u e s t o  q u e
o s s o s

d i m  ( a f f  ( F ( : )  u  i p  ) ) )  >  a i m  ( a f f  F ( x ) )  =  t r  ,
o
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ex is t i rá  un  eon jun to  C c  F(X)  ,  con  card  (C)  2  T ,  ta l  que e1  con jun to

B : = { g - g o : g e C )

es  un  s is tema l ib re  en  E.
,É

Ya que en el  segmento lg,go) existe fra X tal  que (x", \ [ rr)  = c=,

encontramos un ^,  t  O, xg = 1, tal  que úg= go * ^,  , ,  -  go) .  H.

Por  o t ra  par te ,  todo e l  segmento  cer rado [g ,go ]  c  F(X" )  (por  ser  F(X=)

convexo) ,  luego i I / -^ € F(>=) V g e C. La famil ia {V-- :g e C} es
9 ( p

af inmente  independ ien te ,  pues  s i  &L , . . . , cúq  son esca la res  ta les  que

C ¡ q

)  a = O  v  )  a V  = 0
L  i  "  L  i a

i = 1  i = f  i

a l  ser

fr
l
L

I  = r

y puesto que

=  0 ,  i  =  L ,  ,  .  , ! [ ,  e s  d e c i r  ü , = ,  .  .

rr
a { r  =  )  c r

i A I ¿' i  
i = l

1 a  f a m i l i a

,  [9o * \ ,  (9r-  9o) = ( t p - t o )
g . ' i  ' o

I

se tiene que

= cú  =  0 .
q

9 .
I

Cf

)  a I
L i

i  = 1

1  i b r e ,

i

Por tanto dim

Contradicción.

{e -ao p € C l e s

, ) = c a r d ( C ) = Z = d i m ( E ) .

I
9 .

I

( E

Terminaremos esta sección mostrando eue, conocer Ia relación

entre las dimensiones de F(>) y F(:")  puede ser út i1 en algunas

ocasiones, pero que no proporciona un cr i ter io para la clasi f icación

de (x= ,  g )

siempre redundantes, cualquiera que sea Ia dimensión de F(>s)).

Se sabe eue, cuando F(t")  = a, (X.,g>

fuer temente)  en  E.  Es  fác i l  ver  que d im F( t ' )  =  d im F(X)  -  j .  es  un

caso dudoso: (x ,g) = c puede ser tanto redundante como act iva en : ,
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1o que se pone de manif iesto en eI s iguiente ejemplo

EJEMPLO 2.4

S e a  x : = { < ( r , - L ) , ( x r , * r ) r  7 '  - L ,  r  ¿  I i

< ( 1 , 0 ) ,  ( x r , x r ) >  >  0 ;

< ( - 1 , 0 ) ,  ( x 1  , * r ) u  ¿  - 3  ) .

C o n s i d e r a n d o  l a  r e s t r i c c i ó n  < ( 1 , 0 ) ,  ( x r , x r ) >  =  0 ,  s e  v e r i f i c a  q u e

d in  F( : ' ¡  =  d im F(>)  -  t ,  y  la  res t r i cc ión  es  redundante .  Mien t ras  que

s i  c o n s i d e r a m o s  < ( - 1 , 0 ) ,  ( x r , * r ) t  '  - 3 ,  t a m b i é n  s e  v e r i f i c a

d i m  F ( : = )  =  d i m  F ( : )  -  1 ,  y  s i n  e m b a r g o  l a  r e s t r i c c i ó n  e s  a c t i v a .

NOTAS. -

2 .L . -  En Ia  c las i f i cac ión  de  las  res t r i cc iones  de  un  s is tema desde e l

punto de vista de la redundancia, son clases inestables las dos

intermedias: las semi-redundantes v Ias débi lmente redundantes. En

efecto, €D ambos casos una pequeña perturbación en los parámetros

correspondientes las puede convert i r  en act ivas o fuertemente

redundantes.

2 .2 . -  No va le  e l  rec Íp roco de l  Teorema 2 .3  i ) ,  tan to  s i  e I  subs is tema

es f ini to como numerable.

EJEMPLO 2.5 Sea eI s istema en R'

x  : = { ( ( - 1 , - 1 " ) ,  ( x ,  , x 2 ) >  >  ' J .  
; < ( - 1  , - 1 . ) , ( * r , r r ) >  =  0 ;

< ( - 1 , 0 ) ,  ( x ,  , * r ) ,  -  o  ; < ( 0 , - L ) ,  ( x ,  , * . ) ,  >  o  ) .
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E s  f á c i l  v e r i f i c a r  q u e  < ( - I , - 1 . ) , ( x r , * r ) u  >  0  e s  s e m i - r e d u n d a n t e  e n  X r ,

a Desar de ser fuertemente redundante en X.

2 .3 . -  No va le  e I  rec íp roco de l  Teorema 2 .3  í i ) .

EJEMPLO 2.6

S e a  x  : = { < ( * . t , 1 ) , ( x . , * r ) t  z  ( 1 " - t ) e t  ,  t  e  R  ;

< ( 1 , 0 ) , ( x r , * r ) t  >  0  ;  < ( 0 , L ) , ( x r , * r ) u  >  0 ) .

P u e s t o  q u e  < ( 0 , 1 ) , ( x r , * r ) t  =  O  e s  r e d u n d a n t e  e n  e I  s u b s i s t e m a  f i n i t o

( t ó m e s e t = 0 ) :

i  , =  { < ( - 1 , L ) ,  ( x r , x r ) >  >  L  ; < ( t , o ) ,  ( x 1 , x r ) >  >  o  ; < ( 0 , 1 " ) ,  ( x r , x z ) >  >  o  }

c u y a S s o ] u c i o n e s s a t i s f a c e n < ( 0 , ] . ) , ( x r , * , ) , >

< ( 0 , 1 ) ,  ( x . , * r ) u  =  0  e s  f u e r t e m e n t e  r e d u n d a n t e  e n  X .

Sin embargo el  s istema

x o  , =  { < ( - e t , 1 ) ,  ( x r , * r ) ,  =  ( 1 - t ) e t , t  e  g ;  < ( 0 , 1 ) ,  ( x r , * r ) ,  =  0  }

e S d é b i I m e n t e i n c o n s i s t e n t e , p o r I o q u e < ( 0 , 1 ) , ( x , , * ' ) , >

débi lmente redundante en un subsistema numerable de X.

2 .4 . -  En e I  Teorema 2 .3  no  puede sus t i tu i rse  numerab le  por  f in i to .

EJEMPLO 2.7

<(0 ,L) , (x r , * r ) t  z  0  no  es  redundante  en  n ingún subs is tema f in i to  de

{ < - e t , 1 ) , ( x r , * r ) t  >  ( 1 - t ) e t ,  t  e  R  ; < ( 0 , L ) , ( x r , * r ) ,  >  0  }

2 .5 . -  Es  pos ib le  e l im inar  secuenc ia lmente  res t r i cc iones  redundantes  de

un sistema consistente sin al terar su conjunto de soluciones, pero

siempre que Ia restr icción a el iminar sea redundante en el  s istema
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reducido, pues debe tenerse en cuenta que una restricción redundante

en el  s istema inic ial  puede dejar de ser lo después de Ia reducción. El

Teorema 2.4 prueba que esto último no ocurre cuando Ia redundancia es

fuer te  o  déb i l .  Lo  d icho va le  inc luso  en  los  s is temas f in i tos

(considérese un sistema formado por una inecuación no tr iv ial  y un

múl t ip lo  pos i t i vo  de  la  misma) .

2.6.-  En eI caso f ini to puede el ininarse en bloque todas las

restr icciones fuertemente redundantes y alcanzar sistemas minimales al

el iminar secuencial-mente l -as "semi-redundantes" (el  orden en gue son

escogidas Ias restr icciones semi-redundantes en eI s istema inic ial

de tern ina  e ]  s is te rna  n in ima l  resu l tan te  de l  p roceso;  véase 1141.  Las

cosas no son tan simples en eI caso de sistemas de inf ini tas

inecuaciones. Aunque eI s istema carezca de restr icciones

semi-redundantes, puede ser imposible alcanzar un subsistema minimal

equivalente. Hablando con más precisión, la el iminación simultánea de

restricciones débilmente o fuertemente redundantes, en cantidad no

f ini ta,  puede al terar sustancialmente el  conjunto de soluciones. Esto

es  as Í  inc luso  en  e l  me jor  de  los  casos ,  i .e .  cuando ex is te  un

conjunto de restr icciones fuertemente redundantes.

EJEMPLO 2.8

:  ' .=  {  -x
r

I inea l  de l  o r igen.A l  ser  X t  =
o

0.3 i i )  se deduce gue todas

fuertemente redundantes en X.

una representación l ineal del

r  =  I , 2 , . . .  )  e s  u n a  r e p r e s e n t a c i ó n

{ x  =  0 }  p a r a  r  =  ! , 2 , . . .  , d e l  T e o r e m a

las  res t r i cc iones ,  excepto  -x

Pero su eliminación simultánea conduce a

i n t e r v a l o  l - o , 0 J .
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CAPíTULO 3.

REDT'NDANCIA EN SISTEMAS FARKAS-MINKOI{SKI (FM) Y EN

SISTEMAS FINITOS

Esta sección está dedicada a l  estudio de la  redundancia en Ios

s i s temas  FM y ,  en  pa r t i cu la r ,  en  l os  s i s temas  f i n i t os .

DEFINICIóN 3 .1

U n  s i s t e m a  c o n s i s t e n t e  X : =  {  ( x . , 9 )  =  c , ,  j  e  J  }  s e  d i c e

que es de Farkas-üinkowski (FM) si  Ia 
" .rO" 

K(t ;  asociada a: es

cerrada. Equivalentemente (en vir tud deI Teorema 0.4),  un sistema

consistente

también consecuencia de un subsistema f ini to

Sea X un sistena consistente cualquiera:

X : = { 1 x . , 9 ) 2 c . , i e J } .
) J

Una forma natural  de abordar Ia clasi f icación de la restr icción

( x _ , 9 )
s s - s

Programac ión  In f in i ta  L inea l  (P . I .L .  )  s igu ien te :

( P  )  I n f  { < x  , 9 ) , e  e  F ( X  ) }
s s s

Denotaremos por v(P ) el  valor de P .  Obviamente Ia inecuación
s s

1x ,g )  ¿  T  es  consecuenc ia  de  X s i  y  só lo  s i  7  s  v (P ) .
s s s

Las propiedades de P sóIo perni ten clasi f icar groseranente Ia
s

res t r i cc ión  <x  , g>  >  c  como  redundan te  o  ac t i va .  La  c las i f i cac ión
s s
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comple ta  só Io  es  pos ib le  para  c ie r tas  c lases  de  s is temas.

TEOREMA 3.1

i )  < x  , g >  >  c  e s  a c t i v a  e n  X  s i  y  s ó l o  s i  v ( P  )  <  c
s s s s

i i )  <x  , g>  >  c  es  sem i - redundan te  en  X  s i  y  só Io  s i
S S

v ( P ) = c  y P  e s r e s o l u b l e .
s s s

i i i )  (X ,g)  > c es débi lmente redundante en X s i
s s

v (P  )  =  c  y  P  no  es  reso lub le .
s s s

iv)  Si  <x ,g> >c es fuer temente redundante en X,  entonces
s s

v ( P ) > c
s s

Prueba. -

i )  ( X  , 9 )  l  c  e s  a c t i v a  e n  E  s i  y  s ó I o  s i  e x i s t e  g -  e  F ( X  )s '  s  -  ' 7  s

t a I  q u e  1 x , e - >  <  c  ,  e n  c u y o  c a s o  v ( P  )  3 ;  ( X , g - >  <  c- s 1  
s - s s 1  s

EI  rec íp roco es  t r i v ia l .

i i )  ( X , g )  >  c  e s  s e m i - r e d u n d a n t e  e n  X  s i  y  s ó I o  s i  ( X , g ) .  c  e s
s s s s

c o n s e c u e n c i a d e X  y  F ( t )  n H + a .  P o r  1 o  p r i m e r o  c  =  v ( P )  y p o r
s s s s s

l o  s e g u n d o  a  g ^  e  F ( X )  n  H  t a l  q u e  < x , e ^ >  =  c ,  d e  d o n d e
¿ s s s ¿ s

c o n c l u i m o s q u e  v ( P ) = c .
s s

EI  recíproco también es inmediato.

Pa ra  conc lu i r  I a  p rueba  bas ta  p roba r  i v ) .  Po r  e I  Lema  2 .1  ex i s ten

( J \ { s } )
t r e  R ' - " - "  y  6>0 , t a l esque :

( x - , c - )=  f  ) , . ( x . , c . )+  ó (o , -1 ) .
'  t ¡ e ; t { = }  J  J  J

( 1 )

Sea g  una so luc ión  arb i t ra r ia  de  Xr ,  mu l t ip l i cand.o  por  f i , - f )  ambos

m i e m b r o s  d e  ( 1 ) ,  s e  o b t i e n e :
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^ r -
( x , g ) - s  = )  ) t . ( < x . , g > -  c . ) + 6 = 6 > 0

s  s ¡ e 3 r t = r  J  )  J

D e d o n d e v ( P ) > c  + ó > c
s s s

coRoLARIO 3.1.1

<x ,g> > c es redundante en X si  y sóIo si  v(P ) = c
s s s s

coRoLARro 3.1.2

Si  :  es  FM.  se  t iene :
s

i )  < x  , g >  ¿  c  e s  a c t i v a  e n  X  s i  y  s ó I o  s i  v ( P  )  <  c
S S S S

i i )  <x ,g> > c es semi-redundante en X si  y sólo si
s s

v ( P ) = c  y  P  e s r e s o l u b l e .
s s s

i i i )  (x ,g )  -  c  es  déb i lmente  redundante  en  X s i  y  só Io  s i
s ' s

v ( P ) = c  y  P  n o e s r e s o l u b l e .
s s s

iv)  <x ,g> > c es fuertemente redundante en X si  y sóIo si
s s

v ( P ) > c
s s

Prueba. -

Bas tará  demost ra r  e I  rec Íp roco de l  Teorema 3 .1  i v ) .

S e a  6  -  v ( P  )  -  c  >  0  C o m o  l a  r e s t r i c c i ó n  1 x , g )  ¿  c  +  6  e s
s s s s

consecuenc ia  de  E r ,  po r  e l  Teo rema  0 .4  ,  ( * " , "= *  U )  e  c I  K (E=)  -  K ( := )

( p o r  s e r  : ,  F M ) ,  r u e g o  e x i s t e n  r  .  * ( J \ { s } '  u  p  z  o  ,s +

ta les aue

(x= 'c=+61:  
L,  nr(" r ' " r '  *  ¡ r (o ' -1) '

j € J \ { s }

es  dec i r
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Desde luego,  s i  X  es  f in i to ,  puede ap l i carse  e l  Coro la r io  3 .1 .2 ,  b ien

entendido que i i i )  no se da nunca.

( x  , c  I  =  I  I . ( x . , c . )  +  ( ¡ r+6 ) (o . - 1 )  ,
s  s  

¡ É : r t " l J  
'  J

l o  q u e  ,  p o r  e I  L e m a  2 . 1 ,  n o s  i n d i c a  q u e  < x , g > :  c  e s  f u e r t e m e n t e

redundante en X.

Apl icaremos ahora Ia teoría de Ia dual idad en P.I .L.  (ver t7l  Remarks

2. t ,  pag.138) ,  para  ob tener  cond ic iones  nás  opera t ivas .  Ta les

condiciones involucran el  conjunto siguienter

I -  : =  {  Z  €  R ( J )  |  T  -  - j . ;  t .  >  o ,  j  €  J \ { s }  }

consid.eremos, para .rr i . r  . "oJar"ro.r .= innecesarias, 1as

propos ic iones :

( A ) E x i s t e u n Z e f  q u e s a t i s f a c e f  T . x . = o  ( 1 )
, 2 ,  J  J

y I  Tc .=o (z )
s?t 

r r

( B )  E x i s t e u n Z e f  q u e  s a t i s f a c e  ( 1 ) ,  y  I n . " .  >  0  ( 3 )
: ? : J J

TEOREMA 3.2

i )  S e  v e r i f i c a  ( B )  s i  y  s ó I o  s i  ( X , g )  =  c  e s  f u e r t e m e n t e

redundante.

i i )  S i  s e  v e r i f i c a  ( A )  y  n o  ( B ) ,  e n t o n c e s  < x s , g >  =  
" .  

e s

semi-redundante o débilmente redundante.
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Prueba. -

i )  Es  consecuenc ia  de l  Lema 2 .1 .

i i )  P o r  s e r  f a l s o  ( B ) ,  s e  t i e n e  q u e  x s  =  
_ 1 . 1 ,  " ,  

i m p l i c a  q u e
j  € J \ { s  }  

-

t  _  _  - J \ { s }

L trr"r= 
"=' 

cuarquiera que sea l '  = R; "-"

j € J \  { s  }

Por tanto, v(D ) s c ,  s i  representamos por D eI problema dual de P
s s s s

A1 cumpl i rse  (A) ,  v (Dr )  =  
" ,  

(s iendo además D.  reso lub le ) .  En tonces

por eI teorema de dual idad de GolÉtein [8,pag.94],  tenemos que

c  =  v ( P  ) ,  y  p o r  e l  C o r o l a r i o  3 . 1 . 1  ( X , g )  Z  c  e s  r e d u n d a n t e  e n  ) ,
s s s s

no pudiendo ser fuertemente redundante por i).

coRoLARro 3.2.1

Supongamos que X, es FM. Se tiene:

i)  <x",9) Z c= es semi-redundante o débi lmente redundante en X,

s i  y  s ó I o  s i  s e  v e r i f i c a  ( A )  y  n o  ( B ) .

i i )  <x ,g) > c es fuertemente redundante en X, si  y sóIo
s s

s i  ex is te  una Z  e  I '  que  sa t is face  (B) .

Prueba. -

Bas tará  demost ra r  e l  rec íp roco de  i i )  en  e I  Teorema 3 .2 .

P o r  e I  C o r o l a r i o  3 . t . 2  i i )  y  i i i ) ,  v ( P = )  =  
" =  

V  P =  s e r á  r e s o l u b l e  o

no. Por otra parte la inecuación (X=,9> = 
"" 

es consecuencia de )=

( p o r  s e r  c  =  v ( P  ) ) ,  y  p o r  s e r  :  F M ,  e s  ( x  , c  )  e  K ( :  ) ,  I u e g o- s s s s s s

existen un z € *J\{s} y ¡r  > o tales que:
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( * . ' "= '  =r=k,=r ' r ( t r ' " r '  *  ¡ r (o ' -1) '  de  donde

" ,  
=  L  r r " r=  v (D=) .

j € J \ { s }  -  -

Por  tan to  v (P)  =  v (D)  y  D=es resorub le ,  s iendo r  e  *J \ {s }  una

so luc ión  de  Dr ,  Iuego I  Z ,c , -  c ,  =  0  ,  de  donde (pon iendo Z-  =  -1 )

; e t { = }  J  J  s  s

tenemos que:

tr{
)  z . c .  =  0 ,  o  s e a  I a  c o n d i c i ó n  ( 2 ) .

: ? :  r l

Además x = I  T-x. ,  luego I  T.x.  = e poniendo T = - 'J. ,  por
'  

¡=? . .< . i j  
j  

:2 t  
- j  j  '  s

t a n t o  s e  v e r i f i c a  ( A ) .

Si suponemos ahora que Z € f  y cumple (1),

como v(D=) = 
" .= _[  -  1r" ,  ,  entonce" 

I_rr" ,  
= 0.

j € J \ { s } -  -  j € J  -

Luego se cumple no (B).

Una vez  más,  s i  :  es  f in i to  o  F(X)  es  compacto  (y  :_  FM) ,

ob tenemos un  c r i te r io  de  c las i f i cac ión :

i )  caracter iza a las restr icciones semi-redundantes, y

i i )  a las fuertemente redundantes,

mientras que

I  , . * .=  "  
===> I  z .c .<  o

: E t ) r  : ? t  r r

para todo T € l ,  caracter iza a Ias restr icciones act ivas en X.

Tanbién se deduce, en part icular,  para tales sistemas que

(x,g) > c.  es redundante en X si  y sólo si  existe un Z € f  tal  que

I r . * .= .  y  f7 .c .=o
t ?s r r  ;E - ¡  

j r
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Para poner de manif iesto Ia potencia de los resultados anter iores

der ivaremos,  a  par t i r  de  e l los ,  dos  de  Ios  c r i te r ios  más u t i l i zados

para ident i f icación y el iminación de restr icciones redundantes en

sistemas f ini tos, empezando por eI denominado "cr i ter io general"  de

C h e n g  t 1 l .

coRoLARro 3.2.2

Sean & una matr iz mxn (cuyas f i las denotamos por A,

A r : A . e  R t ,  i = 1 , . . . , m )  y  b  e  R t .  S u p o n g a m o s  c o n s i s t e n t e  e I

s is tema t  '=  {  l x

r e d u n d a n t e  e n  X  s i  y  s ó l o  s i  e x i s t e n  e s c a l a r e s  O .  ' 0 ,  i  =  1 , . . . , i l  ,

con Oo = 0, tales que

m
tr

A  =  )  O A
k l r i i

i = 1

m

b
k L i i

t = 1

Prueba. -

Bas ta  ap l i car

X  =  {  ( - A t , X )

1a  ú1 t ima  obse rvac ión  a I  s i s tema

>  - b .  ,  i  =  1 , . . . , [ l  x  >  0  ]
l n

La presencia de restr icc iones de igualdad en E no impide apl icar

eI  Teorema.3.2,  según se pone de mani f iesto a cont inuación.
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coRoLARIO 3.2.3

Dado eI s istema consistente X := {  &.x = a; Bx = b},  donde d

( m x n ) ,  I  ( p x n ) ,  a  €  R m  y  b  e  R P ,  < 3 t , x >  =  b ,  e s  r e d u n d a n t e  e n  x  s i'  
k '  k

y sóIo si  existen vectores r^r € Rm y v e Rp tales que

d t w + 3 t v = o

a ' w  + b ' v  s  0

t '  =  o '  V  i  + k

t n = - 1

Prueba. -

Reformulando eI s istema en Ia forma = Ia condición de

r e d u n d a n c i a  s e  r e d u c e  a  I a  e x i s t e n c i a  d e  e s c a l a r e s  q , . ( i =  1 , . . . , i l )  y

t . ( j =  1 , . . . , p ) ,  c o n z .  = - !  y  t . > o  j + k ,  t a l e s q u e- j  -  - k  '  -  j

m m m m

I  o,A,*I  z,B.=o y I  o, . ,*  I  z,b,  =0,
i = 1  j = r  i = 1  j = r

b a s t a n d o t o m a r w  '  ' t-  t o r , . . . , d * /  Y  u  -  ( T t  , o ) t .

NOTAS

3.1 . -  En las  p ropos ic iones  i i i )  y  i v )  de l  Teorema 3 .1  los  rec íp rocos

son generalmente falsos. En otras palabras, Do es supérf lua la

h ipó tes is  de I  Coro la r ío  3 .1 , .2 .

EJEMPLO 3.1

Sea X el  s istema en R2 def inido por:

x  =  {  < ( - . t , 1 ) , ( x r , * r ) ,  =  ( 1 - t ) e t ,  t  e  R ;  < ( 0 , 1 ) , ( x r , * r ) ,  =  - L } .

Se conprueba que *, = -I es débilmente redundante en E, mientras que

v(P )  =  0  )  -1 ,  no  s iendo P reso lub le .
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3 . 2 . -  T a m p o c o  e s  v á l i d o ,  e n genera l ,  e I  rec íp roco de l  Teorema 3 .2  i l ) .

EJEMPLO 3.2

S e a x = { x > -  
1
r

en X. No se cumple,

e s  d e c i r :

,  |  =  I r 2 r . . , i  x

s in embargo,  (A)

> 0 ) .  x = 0 es semi-redundante

a l  s e r  i m c o m p a t i b l e s  ( 1 )  y  ( 2 ) ,

t r . t r - 1
L  T "=  t  y  L  

( - r )  ^  
Z .  =  0  ,  7 .  >  0 ,  r  = ' J . , 2 , . . .

r = 1  r = 1

3.3 . -  E I  Coro la r io  3 .2 .2  es  va lo rado de  es ta  fo rma Dor  su  au tor :

"Esta caracter ización general  no sóLo unif ica algunas de las técnicas

existentes para ident i f icar restr icciones redundantes (en sistemas

f in i tos ) ,  s ino  que proporc iona también  bases  teór icas  para  ta les

técnicas".  En apoyo de esta af i rmación muestra Cheng t1l  cómo ciertos

resu l tados  de  Thompson,  Tonge y  Z ion ts  [L5 ] ,  Eckhard t  [3 ] ,  GaI  ts l  y

Te lgen [L3 ] ,  son  consecuenc ias  inmed ia tas  de l  Coro la r io  3 .2 .2 .  Lo  que

omite Cheng es que pueden el iminarse simultáneamente todas aquel las

res t r i cc iones  en  que la  des igua ldad On =  
I  

t rb ,  es  es t r i c ta .  Los
i = 1

sistemas como los del enunciado del Corolar io 3.2.2 son los estudiados

en eI exhaust ivo "survey" de Karlran, Loft i ,  Telgen y Zionts t9l  acerca

de Ia redundancia en sistemas l ineaLes f ini tos.

3 . 4 . -  E l  C o r o l a r i o  3 . 2 . 3  e s  e I

que tampoco permite dist inguir

fuertemente redundantes.

Teorema 2 .2  en  Te lgen [14 ] ,  resu l tado

entre restr icciones semi-redundante v
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CAPíTULO 4.

ESTABILIDAD

Sea X un espacio vector ial  topológico, Iocalmente convexo,

Hausdorf f ,  y netr izable, cuya topología viene def inida por una

sucesión (creciente) l l  de se¡ninor¡nas {p,. :  n < N} cont inuas. Entonces

sabemos que Ia topologÍa z de X está def inida por la métr ica

Lf  p(x-v)  ) .
d(x,y) ,= ). lLr.o r*_¡ l+ ,

" -  
| .  

' n  
)  ¿

que es  invar ian te  por  t ras lac ión ,  (  11 .71 ,  pag.21 .4 ,  e j .5 ) .

Por X* denotaremos eI dual cont inuo de X[ 'u] ,  al  que

supondremos do tado de  Ia  topo log Ía  déb i l  o ' (X* ,X) .

Dado un subconjunto arbi trar io de índices J * o ,

cons ideremos las  func iones :  x  :  J  - - - - - - -+  X ,  c  r  
{  

- - - - - - - )  R ,  con  lo
J  . - - - _ ) * j  J  + c j

que tenemos que (x ,c )  e  XJrRJ:=  @.

A cada par  (x ,  c )  €  @,  Ie  asoc iamos e I  s is tema de

d e s i g u a l d a d e s  I i n e a l e s  t  ' . =  { < x . , g >  z  
" j  

,  j e J } ,  g  €  X * ,  u

ident i f i camos Los  pares  (x ,c )  con  los  s is temas X.

La pr imera parte de este capÍtulo está dedicada aL estudio

de Ia  es tab l l idad  de  s is tenas :  en  los  que se  permi te  per tu rbar
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arbi trar iamente todos Ios coef ic ientes en todas Ias restr icciones.

Para def inir  e1 tamaño de una perturbación, vamos a establecer una

pseudométr ica 6 en @, que def inirá el  espacio de parámetros (  o de

s i s t e m a s )  ( O , 6 ) .

I t r ,=  
(x ,c )  := { (x . ,p )

s i  t l  , 2 ,  e  @,  s iendo  
t  , r ,=  (y ,d )  z={<y  j ,g>

def in imos ó :  @ x @ -- - - - - )  [0 ,+o]  así :

(X, ,X, ) -------+ 6 (>1 , tz)

6 (>_ , t ^ )  : =  sup  {max  [ d ( x . , y . ) , l d . - c . l ] ]
L ¿ - ) J J J

j € J

Es claro que 6 es una pseudométr ica que def ine una topología

Hausdorf f  en @, que sat isface eI pr imer axioma de numerabi l idad. En Io

que sigue se consider" 
"  

RJ ident i f icado con el  subespacio (or,c) de

(@,6), €D donde a, : J --------) X , o sea RJ es un espacio-  
i  o r ( j ) = o

p s e u d o m é t r i c o ,  s i e n d o  6 ( f , g )  : =  s u p  l f . -  g . l .
j € J ) )

Asociamos a cada s is tema dado

te
F(X)  c  X  y  l as  cuñas  ( "wedges " )  de f i n i das

, j e J )

, i e J )

su conjunto fact ible

e 1  C a p í t u l o  0  ( p a g . 7 ) .

j

> A
j

:

en

Denotaremos por LC, LW y LS los subconjuntos de @

cor respond ien tes  a  "s is temas cons is ten tes" ,  "déb i lmente

inconsistentes" y " fuertemente inconsistentes" respect ivamente. De

acuerdo con e l  Teorema 0 .2 ,  X  e  LC (L Iü ,LS)  s i  y  só Io  s i  (o ,1 )  É  c IM

[ ( o , ] . )  e  c I M \ M  ,  ( o , 1 )  e  M ,  r e s p e c t i v a m e n t e l .

El  conjunto de los "sistemas inconsistentes" será

representado por LI = LW v LS.

Uno de nuestros propósitos es la caracter izací6n del
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i n te r io r  ( respec to  a  Ia  6 - topo log ía  de  @) ,  de  los  con jun tos

anter iores. La respuesta dada a esta cuest ión está ínt imamente

relacionada con eI motivo pr incipal:  eI  estudio de las propiedades de

continuidad de la aplicación conjunto factible

F: @ --------+2X
t ---+ F(t)

DEFINICIóN 4 .1

Sean X e  Y espac ios  vec tor ia les  topo lóg icos ,  Ioca lmente

convexos y de Hausdorff , y sea S : X --------) 2Y una función de

conjunto.

1,. S se dÍce semicontinua superiormente en el punto xo€ X si y sólo

si ,  para cada conjunto abierto VI de Y, con S(xo) c W, existe un

conjunto abierto V en X, con xo€ V, ta1 que S(x) c W, para cada x e V.

2. S es semicontinua inferiormente en el punto

para cada conjunto abierto !l de Y, tal que l.I n

conjunto abierto V en X, xo€ V, tal  que S(x) n W

*oa X,  s i  y  só Io  s i

S ( x o )  ¡  e t  e x i s t e  u n

+ a p a r a t o d o x e V .

3. S es cerrada en

( x o ) c X  e  ( V o ) c

con yc¿€ S(xo) para

eI punto xo€ X, si  sólo si  para

Y ,  que sat isfacen *o- xo en

todo cr,  se t iene que yo€ S(xo).

cada par de redes

X, Yo._---) Yo en Y,

NOTA 4 .L .  La  ap l i cac ión  con jun to  f ac t i b l e  F

cerrada en general ,  como lo prueba eI  s iguiente

: l y

t
-------) 2x
-----) F(t)

no es
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EJEMPLO 4.1. Sea

una sucesión de

considerada como

X , = 3 - E , E = R p a r a t o d o n ,
n = l  n  n

espacios iguales a R, con Ia

subespacio topológico de fr t" .

Ia  suna d i recta de

topo log ía  usua l ,

un el-emento de

en donde los

card X . cono -

x .  , . . .  )
J

n

n = 1

Cada elemento f € X puede considerarse como

*
X  S e a  X _ c  X  e I  c o n j u n t o  d e  l o s  x  = ( 1 , x .  x , . . . ) ,

O - 1 n

1
*r, ro nulos están en I i, 

11 . Sea J + a LaI que card J =

Io que cada x e Xo se puede representar por un x.  =(1,X,
J  J z

para  j  e  J .

Consideremos eI s i s t e m a  X . : -  { < x . , 9 )  Z  I ,  ¡  e  J } ,  g  e  X  y
r  i ' '

' J .  
,  ¡  e  J) ,  s iendodef inamos Err: =

(
( n )  |

X  = {,I

{ . *1" )  ,e> >
J

( 1 , x .
J z

( 1 , x .
J ^¿

, . . . , X '
J.r- 1

, . . ' , X .
Jrr-1

, D X

n

.  , x .  , . . . )  s i  x .  +  0
J '  J r r * l  J '  j  e  J

, x .  )  s i  x .  =  0
J  

n + 1  
J '

para  n )L .
( n

s e a  g r r : = (  1  
, g  o , 3 - , 0 , . . .  )  p a r a  n > ] .

(  r  *z *  >L
E n t o n c e s  g  e  F ( X  )  n ) 1 ,  p r r . "  . * ( t ) , g  t  = . 1  I  

j . ,
n  n  J  n  

|  
'  + 2  >  1\ n

Veamos  que  r  (X ) - l im  g  =  ( f  ( f unc ión  ce ro  de  X* ) ;  pa ra  e l l o  sea  x  €  X ,
t 

,, --)o n

x 2 x
y vemos que <x,g > = =t * =t ------) 0, cuando n----) @. Entonces- n  n  n

6tenemos que X - :+  > . ,  eue g  €  F( t  )  y  g  - - - )  e  É  F( : - ) .  Luego F  no  es-  
n  t  

-  ' n  
n  

-  ' n  
I '

cerrada.

Si suponemos que X es un B-espacio ref lexivo y que X t iene
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Ia topologÍa fuerte, entonces en este caso F :  @ -----+ 2X es cerrada.

En efecto, la '  apl icación bi l ineal XxX 
* 

--)  R es entonces
( x , g ) - - - - - - - )  < x , g >

c o n t i n u a ,  y a  q u e  e s  s e p a r a d a m e n t e  c o n t i n u a  (  t 1 0 1 , 4 0 . 2 . 1 , p a g . 1 5 8 ) ,  y

se t iene eue si  x, . ,  3 t ,  ,  esto obl iga a que * j" ' - ----  x.  en X, y que

( n )

d.  - - - - -J  c .  en R,  para cada j  e  J ,  y  s i  además 9-e F(X_) y  g^-- - - - )  gL
J ) n n n

*  ¡ - r  , e
en X ,  entonces [*1") ,  grr)  --)  (*r ,  r ,  )  en XxX ,  Io que por Ia

cont inuidad de Ia forma bi l ineal ,  impl ica que a*t t '  
,  r , r ,  ------)  ,*  

j ,gru

e n R , y c o m o . " . ' , , 9 , = d : " ) , e n t o n c e s I i r n < " ( ' ) , 9 ) >
J  n  J  

n - ) o  
J  n  

n J o  
J

d e c i r  a * r , g r t  =  c .  p a r a  c a d a  j  e  J ,  l u e g o  g i e F ( : 1 )  y  F  e s  c e r r a d a .

S e a  E o : -  { < x  . , g )  2  c .  ,  j  e  J } .
) J

DEFINICIóN 4.2

a) Xo sat isface la "cond, ic ión de Slater"

t a l  q u e  < x . , $  >  >  c .  V j  e  J .
J J

b) :o sat isface la "condición fuerte de Slater" s i

_ ,iÉ

e>0 y un g e X ( l lamado elemento SS) taI  que (X.,g

s i e x i s t e p . X "

ex i s te

> ¿ c +
i

esca la r

V j  e J .

un

t ,

c )  x o  e s  " n o

l(

S : X -------J

I --------+

R J  ( : =  { f  :  f

el sent ido

.  : =  { x . r g )
) )

l ) ,  y  0 r '

de Tuy) si  0,

- c  R J . =
j +

J ------+ R
i -------+ 0 

r( 
j )=

x T
É  b d l s ( X  ) - R ' 1 ,  d o n d e

+

e l  cono  pos i t i vo  de

crí t ico" (en

t ( ' \
R" ,  l s (v )  |
s (p)  \  /

. > 0  V j e J
)

7 T
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d) :o  es  " regu la r "  (en  e l  sen t ido  de  Rob inson)  s i  c  e  in t [So

x T l \
donde S-  :X  - - - - - - - - )  R"  se  de f ine  lS^( rp )1 .  =  1x . ,9 )  ,  es

o  [ o  ) i  i

perturbaciones suficientemente pequeñas de las funciones c

no afectan Ia consistencia del s istema.

x T
(x )-R" l

+

dec i r

=  ( c )

S 1

j  j €J

*

e) F :  @ -------+ 2X es "R-esüable" en :o (en el  sent ido de Robinson),

si :o es consistente y para cada go € F (to ) y cad.a seminorna pr,,

n= I ,2  de  las  que de f inen Ia  topo log ía  de  X,  ex is ten  e ,P  >  0

(dependientes de go y pr,)  ,  tales que se ver i f ique Ia desigualdad

d . , [ g o , F ( > ) ]  s  f 3 . v ( g o , > ) ,  p a r a  t o d o  E  t a I  q u e  ó ( > o , > )  ¡  r r  s i e n d o

d , r [ 9 o , F ( > ) ]  : =  i n f  { s u p I  l < p o - p , * > l  :  p ^ ( x )  =  1 ]  ]
g e F ( x )  n

y  d r , [ g o , F ( t ) ]  : =  + @  s i  F ( X )  =  @ ,  y  d o n d e  s i  X : - { < y j , g )  z  d . , j  e  J }

, r { 9 o , : )  : =  m a x  { 0 , s u p  ( d . -  < y . , g o > ) }  e  [ 0 , + r 1
J € J  

J  )

es una medida de Ia no fact ibi l idad, para X, del  punto go.

SISTEMAS CONSISTENTES

Establecemos ahora los resultados pr incipales de este capítulo.

Sea Eo:=  {a" r ,g )  >  c j  ,  i  €  J }  un  s is tema cons is ten te  dado.

Consideremos los siguientes enunciados:

i)  F es semicont inua infer iormente en to.

i i )  : o  e  i n t  L C .

. . . ,  - oi i i )  : -  e s  n o  c r í t i c o .
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. , - orv j  ¿  es  regutar .

v )  ( o , 0 )  É  c l l c o n v { ( x . , c . )  :  j  e  J } 1  e n  X x R .

v i )  Xo sa t is face  Ia  cond ic ión  fuer te  de  S la te r .

v i i )  F  es  R-es tab le  en  xo .

TEOREMA 4.1

Los enunciados i)  a vi)  son esuivalentes.

Prueba. -

i )  + i i ) .  Si  F es semicont inua infer iormente en >o,para cada

conjunto abierto w c Xx tal  que ÍJ n f( :o) + a ,  existe un conjunto

abierto V en @ con Xoe V, tal  que F(X) n Vl *  @ para todo X e V, luego

Xoe int  LC en @.

i i )  +  i i i ) .  E n  e f e c t o ,  s e a  e > 0  t a 1  q u e  e ( X o , e )  c  L C  ,  y  s e a

> e  e(Xo,e) .  Sea f  : J  - - - - - - - - )  R  ta l  que l f  . l=  e  V j  e  J .

Puesto que

X - . =  { < x  . , g >  >  c . +  f . ,  j  e  J  }  e  g ( > o , " )  c  L C ,
r  j '  j  j

podemos tomar a lgún 91€ F( :1) .  Entonces

P j t =  a * j , p " )  -  c .  -  f  .  >  0  p a r a  t o d o  i  e  J ,  e s  d e c i r

f ,  = . * r , g L )  -  
" j  

-  p j  , ( s i e n d o  , * j , g r ,  -  
" j  

= [ S ( r l r ) J .  ) .

Luego Ia función f  e  S(X*)-RJ ,  es deci r ,  la  bola cerrada de centro Ia

función O,  y  radio e en RJ,  está contenida en S(X*)-RJ

* T

Luego 0J  é  bd  tS(X ) -R" l

73

Propiedades del cono caracteristico de un sistema de desigualdades...Germán Torregrosa Gironés.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997



i i i )  +  i v ) .

Ia función 0

x T
f  e  S ( X  ) - R '

+

q u e  ( c + f ) : =  
[ " ,

Puesto que to es consistente y no crí t ico, se ver i f ica que

, É T

,  e  in t ts (X  ) -R; f .  En tonces  ex is t i rá  un  a  >  0  ta l  que

= a Vj e J.  Para una tal  función f ,  se t iene

e so(xx) - * j  ,  o  sea que c  e  in t  [ so(x* ) -nJ ]

,  t  e  R ,  t a l  q u e  < ( o , 1 ) , 0 >  <  0  (  e q u i v a l e  a

) , 0 >  >  0  V j  e  J .  A n á l o g a m e n t e ,  s e a  i [ ¡ : =  ( V ¡ ; s ) ,

t a l  q u e  ( ( x . , e . ) , V >  >  6  >  0  V j  e  J .
J J

s i  l f . l
)

)*t,J,.,

iv)  + v).  Supongamos que :o es regular y que

( o , 0 )  e  c l  c o n v { ( x . , c . )  :  j  €  J }  c  X x R .

Entonces existe una sucesión { }  
, r :  n e N } en eI cono convexo RJ cRJ,

de sucesiones f in i tas posit ivas ( funciones reales no negat i , r .= ]obru

J que se anulan en todas partes excepto sobre un subconjunto

f in i to  de  J ) ,  ta les  {ue  ¡E ;  
t r r , j  =  1 ,  n  e  N ,  y

(o '  o )  =  
*9 ,  ;E . ,  

r r , . i ( * r ' t ,  ) '

Ahora ,  sea  e  >  0  dado,  ta l  que c+ f  e  S- (X* ) -RJ ,  para  cua lqu ie r- O +

f  : J - - - - - - - - +  R  t a l  q u e  s u p  { l f . l  :  j  €  J  }  s  e .  E n  p a r t i c u l a r ,  s i  f . : =  e

V j  e  J ,  e l  s i s t e m a  X ^ : =  { ( x . , 9 ) 2  c . r e  ,  j  e J  }  e L C .  P e r o
U J J

l i U . I _  I . ( x . , c . + e )  =  ( o , e ) ,
n - ) o  j € J  n j  j -  j

por  tan to  (o ,e )  e  c I  M(E^) ,  Io  cua l  es  una cont rad icc ión .

v )  +  v i ) .  L a  c o n s i s t e n c i a  d e  X o  n o s  p e r m i t e  s e p a r a r  ( o , 1 )  d e  c I  M ( t o ) ,

y  por  v )  podemos separar  fuer temente  (o ,0 )  de  conv  { (x . ,c . )  :  j  e  J  }

(  I 8 l  1 1 F .  C o r .  ) .

S e a O : =  ( < p ; t ) ,  g € X

tomar  t  <  0  )  y  < ( " . , , " . ,

*
ú e X , s € R  y  6 > 0
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Consideremos ahora un punto O:= (ar;r)  e {  i l r  + aO: a > O } c X*xR, tal

que r  <  0 .  Entonces  para  [ r=  -  J r ,  se  t iene  que

<x . , [>  -  c .  =  -  +  < (x . , c . ) , f ) )  >  -  +  >  0 ,  v j  e  J ,
j  j  r  j '  j '  r

por tanto g es un elemento SS para Xo.

v i )  +  i ) .  S e a  g  €  X * ,  t a l  q u e  r * . , 6 ,  >  c . +  e  V j  e  J ,  y  c i e r t o  e  >  O .
J J

)r
Sea W c X un conjunto abierto tal  que W n f(>o) * a.  Demostraremos

que trl n F(Xo) contiene un elemento SS p"t" >o

Tomemos un ry '  e W n f(>o) y consideremos o:= (1- l)  , l t  + ^g, para algún

I  e  10 ,11 ,  ta l  que ar  e  I . l  n  f  ( to )  Se t iene

( X . , 0 )  =  ( 1 - t r )  u < x . , ú )  +  I < x . , 6 ,  =  c .  +  I e  ;j '  j . '  j "  j

por tanto o es un elemento SS para Xo Puesto que Ia apl icación que a

cada x asocia | <x, r.r> | , def inida de X en R* , es una seminorma

cont inua,  ex is te  m e  N ta l  que l (o ,o ) l  s  mp,

S e a  X  : =  { < y . , 9 )  >  d . ,  j  e  J  }  u n  s i s t e m a  a r b i t r a r i o  t a l  q u e
J J

ó( t . to ) (B :=  rg

2'(zm+Ie )

P (x ' -Y')  +-- m  - l  "  j '  
.  ,  z ^  .  ¡  I eE n t o n c e s  - L + p  

t x . - y . , r  4 ,  
- I r  +  p m ( x . - y . )  <  

z ^  ,  j  e  J  ;
J  J  r ?  

Z n

y t a m b i é n  l d . - c . l  . - - - - 1 9 - .  ^ " ;  =  j e  J , y a s Í :
r J zt(Zm+tre ) zm ¿

( Y . , ü ) ) = < y . - X . + x . ' o > = ( y . - x . , t r l ) + < x . ' o > = ( X . , 0 ) - m p ^ ( x . * y . ) >

>c.+r r -4a =c.++1 >d. ,
j ¿ j ¿ j

o sea que o e F(X) n l l ,  y F es semicont inua infer iormente en to.
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TEOREMA 4.2

El enunciado vi i )  impl ica los enunciados (equivalentes)

d e s d e  i )  a  v i ) .

Prueba. -

En efecto, supongamos que F es R-estable en :o y que

c  e  bd{s  (x* )  -RJ}
o +

Tomemos go e  r ( :o ) ,  p  e  f i  ,  y  cons ideremos F ,e  >  0  para  los  que se

veri f ica la desigu"ra" l

d r , [ p o , F ( E ) ]  =  F  v ( p o , : ) ,

para  todo X ta l  que ó( to , t )  <  e .

podemos ha l la r  f  :  J  - - -+  R,  ta l  que l f . l  =+  ,  pdro  todo j  €  J ,

de modo que c + f  d So(X*)-* j  .

E n t o n c e s  s i  E  : =  { a * " , , 9 )  =  
" j  

*  t r ,  j  e  J  } , t e n e m o s  q u e

ó ( : o , t ) =  
7 r " ,  

y  t  e s i n c o n s i s t e n t e .

Por  tan to ,

v ( g o , x )  =  s u p  ( c . +  f  . -  < x . , g o > )  s
J J J

= s u p  f . +  s u p  ( c . -  < x . , p o > )  =  j -  *  0  <  e ,  m i e n t r a s  q u e- j - j j " z

d , n [ g o , F ( : ) ]  =  + r  ( p u e s  F ( 2 )  =  a ) ,  y  t e n e m o s  I a  c o n t r a d i c c i ó n  + o  (  B e .

Sin embargo no es cierto que las condiciones de i)  a vi)  impl iquen Ia

v i i ) ,  como prueba e I  s igu ien te

EJEMPLO 4.2 Sea Xoc RN , €I conjunto de todos los vectores t cuya

76

Propiedades del cono caracteristico de un sistema de desigualdades...Germán Torregrosa Gironés.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997



primera componente es I ,  y las restantes no negat ivas. Sea J * a LaI

que card J = card Xo. Se puede por tanto representar cada elemento de

X^ como un f .  ,  para j  e J.
o J

S e a x o : = { < r . , g ) 2 ! ,  j e J  } ,  d o n d e g . R ( " )  I  E o : =  ( I , c ) ,  d o n d e
J

c: J -----+ R
i  - - -+  c ( j )=1

E s  c l - a r o  q u e  : o  e  L C  ,  p r r . =  g o r =  ( 1 , 0 , . . . , 0 , . .  .  )  e  f ' ( : o ) .

L.  -  Veamos que

F ( : o )  =  1 g -  ( g t , g r , . . . , g r , , . . . )  e R ( N )  ,  g r > r ;  g . , = 0 ,  n >  1  )

En e fec to ,  es  c la ro  que un  ta I  g  e  f (Xo) .

R e c í p r o c a m e n t e ,  s i  g  e  f ( > o ) ,  p u e s t o  q u e  e 1 =  ( 1 , 0 , . . . , 0 , . . . )  €  X o ,  h a

de ser <er,g> = g, = 1. También gr,  = 0 para n > 1",  pues supongamos

que I

p o d r Í a m o s  h a l r a r  l .  f x l . = t 1 , X .  ,  : . .  , . . .  ) )  e n  X ^  
" o . r o  

t "  c o o r d e n a d a
j  j  i r '  j n '  o

x. suf ic ientemente grande para que eI producto <1.,g> = i  " .  
p.

' o  t  . ? t  J ,  t t

fuese menor que L.

2.- Consideremos ahora

d o n d e  q . : =  l .  -  e u  ,) )

entonces se tiene que

L + e , j

y  o<a

e J  ) ,

,+;

e s  l y .  -  x
J

Il

pues I

Supongamos ahora que g

n

,  n  €  N  y  F ( Z )  *  a  ,. l)
n

= 8

I  r+e .o .  n , .  . l  er (>) .
I  l - t  ' v ' " ' ' v  

)

( 9 r , 9 r , " ' , 9 , r , " ' )  e  F ( x )  ,  e n t o n c e s

L + e
l_, , Pues si tomamos9r
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t ¡ . : =  ( 1 - e , 0 , . . . , 0 , . . . )  =  ( 1 - , e , t , . . .  )  -  ( e , e , 8 , . . . ) ,
Jo

e s  < ?  
i  , 9 )  =  ( 1 - e ) e ,  =  L + e  ,  l u e g o  9 ,  = +
- o

También 9., = O para n ) 1, pues podemos escoger un ?. cuya componente

n-sima y. = x.  -  e ,  fuese tan grande como quisiéramos, de modo que
J., J.,

R
" i  

g '  fuera menor que cero, entonces <r¡ j ,Q, = 
L- 

yj  g,  a 0 ,  con Io
r = 1  r

que g  no  per tenecer ía  a  F(E) .  Cont rad icc ión .

Por tanto se tiene que

a  +  F ( E )  c  {  9  e  R ( N )  .  e t  + = ,  9 , ,  Z  o ,  n > L  }

3.-  La topologÍa de RN viene def inida por Ia sucesión de seminormas

f i  ' =  ( p  ) t .  ,  d o n d e  p  ( I )  =  l x  I  ,  p o r  I o  q u e' n  
n = 1  n  n

ó (> ,>o )  : =  sup  I  max  {  d ( f . , n . )  ,  l d .  -  c . l  } ]  =  r ,
J € J  

J  J  J  J

ya que

l x . - y .  l
r l " J r r J r r r l

d ( f . , r . )  =  )  -
r  )  t - , "  

-Gl t . - : t . - f  =Li  l=<'L r"  
=t '

nz1 ¿ J' Jr, ' l l ni ¿

y  l c .  -  d . l  =  l l - t - e l  =  e ,  p a r a  c a d a  j  e  J .
J )

S e a  g o  : =  ( 1 , 0 , . . . , 0 , . . . )  e  F ( : o )  y  p '  c o n  n  >  L  f i j a d o  T o d o s  l o s

v e c t o r e s  I : =  k e ,  =  ( k , 0 , 0 , . . . )  ,  c o n  k  >  0  a r b i t r a r i o ,  e s t á n  e n  I a

\I
bo la  {  I  e  R"  :  p r r ( I )  =  L  } ,  y  se  t i ene  pa ra  9  €  F (X )  que

sup  l <go -g , t> l  =  l r po -p , ke -> l  =  ( p - -  1 ) k  >  , ' 9 -  n .
n r r { } ) = r  

7  '  1  l - a

Por tanto

d r , [ p o , F ( t ) 1  : =  i n f  l s u p  {  l < g o - g , t > l  :  p - ( f )  s  1 } ]  =  * @  ,
geF (X )

mientras que

t ó
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v ( g o , > )  : =  m a X  {  0 ,  s u p  [ ] . +  
"  

-  ( r  -  e ) l  ]  =  2 e  ,
j € J

por Io que F no es R-estable en :o

4.- Sin embargo Eo e int LC. En efecto, veamos que la bola

B ( :o , r )  cLC ,  con  O<rs  7 ¡F ¡ ; f  
( s i endoO<e ,  

+ ,  comoan tes ) .

Sea x  =  (n ,d)  e  B(xo,  2 f t *y l ,  r ¡  :=  ( r . ) j . r ,  d  := ,or r r=r ,  u

xo ,=  ( l , c ) . : * : o .

Se  t i ene  que  6 ( t , : o ) .  Zd€ -  imp l i ca  d ( I . , 1 . ) .  , d ; I  
y

, a
ld ¡ - . ¡ l  <2- ¡1 ¡ ¡ -  para  todo i  e  J ,  luego lx .  -y i  l  <  e ,  y  por  tan to

J t  l t

1 -  e  s  y j .  =  1 . +  e ,  1 -  e  s  d .  s  l _ +  e  p a r a  c a d a  j  e  J .

-  L + e
S e a  m  t  

¡ _  
"  

,  y  d e f i n a m o s  g  ' =  ( m , 0 , . . . , 0 , . . . )  ,  e n t o n c e s  g  e  F ( E )

y a q u e  1 n . , 9 )  = y . . m =  ( 1 - e ) m >  L + e = d . ,  p a r a t o d o  j e  J .
t  ) !  )

Por tanto E e LC ,  y >o e int  LC. Luego la condición i i )  no impl ica

v i i ) .

TEOREI,IA 4.3

S i  X  es  un  espac io  de  H i lber t ,  Ios  enunc iados  de  i )  a

v i i )  son  equ iva len tes .

Prueba. -

Só1o nos fa l ta  probar que los enunciados i )  a  v i )

imp l i can  v i i  )  .

Sea  go  e  f ( : o )  dado  Pues to  que  se  ve r i f i ca  i i )  ,  F (> )  *  a  ,  pa ra
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X : = { < Y . , 9 > = d . ' j e J } ,
J J

suf ic ientemente 6-próximo B Xo, y existe un punto g Fe 
F(x) ,  ta1 que

p leo ,F(>) l  :=  in f  {  l l go-9 l l  :  9  e  F(x )  }  =  l lpF-po l l

Nos l imitaremos a aquel los sistemas X tales que gF * go y qrr.

v1go, : )  :=  maX {0 ,  sup  (d . -  <y . ,go>)  }  <  +r  (pues  de  o t ro  mod.o  Ia
j € J  )  )

des igua ldad deseada se  ver i f i ca  t r i v ia lmente) .

Como gF es la proyección de go sobre eI cerrado convexo F(t) ,  se

v e r i f i c a  (  l 2 l  ,  T ' 1 5 . 1  Q ) )  q u e  , g o - g o , g - g F > = o , v  g  e F ( x ) ,  d e

donde ,g'-go,g> > <gF-go,gF) es una relación consecuente de x, por

Io  que e I  par  (go-go ,ag ' -go ,gF>)  e  c l  K( : )  ,  y  por  tan to  ex is ten

suces iones  ( t r t ) t - r .  R(J )  y  (p . ) t - ,  c  R*  ,  ta les  que

( p ' - p o , r e ' - g o , p F > )  =  r i m  {  I  r :  ( y . , d . )  *  p - { o . - r )  } .  ( 1 )
r---)o t¡É; ) ) J r )

Mult ip l icando escalarmente por (g '  , - I )  ambos miembros de (1 ) ,

obtenemos

f .. ¡ - o \
r im  . {  I  l :  ( <y . ,  eF>  -  d . )  +  p -  l  =  o  Q )

r - ) c o  ( . ¡ € ,  i  
- i "  

i  
' "  

)

Io que a su vez implica que 
: i  

U.= O , y que

t1*  I  ^r ( . " reF>-or)=o (3)
r -)co j €J

a causa de la no negat iv idad del término general  en ambas sucesiones.

Aná logamente ,  mu l t ip l i cando (1 )  por  (g" -9o ,0)  ,  se  t iene

l l r " - ro l l ' =  r im I  I l  I (<y . ,pF)  -  d . )  +  (¿ .  -  <y , ,po>) l
r - + o ; ? ;  i  - i '  j  j  ' i "

Entonces de (3) se deduce

l l ro - ro l l '=  r i *  I  r i ta .  -  ayr ,eo>)  =  v{eo,x)  r im sun I  r :  (4 )
r ) o  j € J  -  

r ) @  j € J

Puesto que vi)  también se ver i f ica, consideremos un elemento SS, I
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' l t i- .1.^l t , ,6'- r im 1.1,,^]o,, 
- u,- ] 

=
t --¡- ¡a, 

J J 
r -)o tj€J

l im  I  r i t . y . , , p t  -  a . l  +  I im  p  =  I im  I r i  [ <y . , p>  -  d .  ]
r -+o ¡?;  

J  J  J  rJo 
t  

. -+.  ¡E;  
)  )  J

P o r  t a n t o ,  d e  ( 5 ) ,

,e'-eo,6 -p', = + ttT ="o.1_ rl ,
r  - )co j€J

p a r a  : o ,  y  e > O  t a l  q u e  < x . , [ >  -  c .  =  t  ,  V j  e  J .
J )

Recurr iendo de nuevo a (1),  obtenemos

,g ' -go ,6  -p ' ,  =  lgF-go,g  ,  -  ,go-go ,eF> =

o sea

.e ' -eo ,p  -  p ' ,  =  r im I  r i  [<y . ,p>  -  a . ] .  (5 )
r-+o ¡?; J t  r

sea  er  ;=  e (2+2 l lp l l l - t .  s i  6 (> ,>o)  <  
" ,  

,  escr ib iendo

y . : =  x . + 2 .  ,  d . : =  c . + f  .  ,
) J J J J J

se t iene para todo j  e  J

< Y . , 9 >  -  d .  =  < x . , [ >  -  c .  +  a = . , 9 ,  -  f .  >
J J ) ) J )

e  +  ( -  l l z . l t . l t 9 i l  -  l f  l . )  =
t )

e  -  ( l l z . l l . l l 9 l l  +  l f  . l )  >
J J

a - a ( l l ó i l + 1 ) = j - .-  - 1 ' " r "  
2

de donde resul-ta

r im sup f ¡ l  = ? ,ro-rol.  rr f i  -eFrr.  (6)' I ¿ i A

r -)(D j€J

Ahora consideremos el  conjunto abierto

l^I := {g € X*= X r l lg -  gol l  < e }

que sat isface obviamente Ia relación lü n f( :o) *  a.  Puesto que F es

semicont inua in fe r io rmente  
" r ,  

>o  ( ( i ) ) ,  ex is te  e ,  ,  0  (  e ,  (  e r , ta l
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que !J n F (Z) + a para cualquier X que veri f ique 6(: , :0) < , ,

En este caso

p ( e o , F ( : )  )  =  I e o - e F ( x ) i l  .  . ,

y tenemos que

l p  - p F ( : ) u .  t t f  - 9 o l  *  l p o - p F ( t ) " .  e  +  t t f i  - 9 o l l

Sust i tuyendo en (6) ,  y tomando B :  = r( , .  J!9=-91LJ ,

se t iene

r im sup f  r l  = ? , r ' - rou.  (e + rr f i  -got t )  = 13 lgF-gou (T)- l -  
J  e

r --)o j€J

Mul t ip l i cando e I  p r imer  y  e l  ú I t imo miembro  de  0)  por  v  [ ,po , : )  ,  V

ten iendo presente  (4 ) ,  resu l ta

P ( q o , F ( t ) )  =  l l g F - g o l l  =  F  v ( , P o , x )

que es la desigualdad buscada.

DEFINICIóN 4 .3

t(

F: @ ------) 2X es dimensionalmente estable en

consistente y existe un entorno abierto de : ,  V, tal  que para cada

E  e  V  s e  c u m p l e  c o d i m  t F ( ¿  ) - F ( : J i  =  
" o ¿ i r  

t F ( t ) - F ( > ; f  .
t ' t l

TEOREMA 4.4

S i  X  e  in t  LC y  cod in  tF( t .  ) -F( : -  ) i  .  '  para  cada X-  de  un
L T ' I

cierto entorno U de : ,  U contenido en LC, entonces F es

dimensionalmente estable en E.
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Prueba. -

Como X e int  LC. entonces se ver i f ican todas las condiciones

desde 1) hasta vi)  del  teorena anter ior.  Tomemos un elemento SS,

- r É
g e X ,  e s d e c i r

< * . , $  >  >  c . +  c ,  V j  e  J  y  c i e r t o  e  >  0 .
) )

S i  (x ,  s )  +  (o ,0 )  per tenece a  Lc l r (X)  c  c IK(X)  ,  en tonces  tan to  (x ,  s )

como (- i , -=) pertenecen a cIK(x) y por tanto se pueden obtener como

I ími tes  de  suces iones  en  K( : ) .  Es  dec i r ,  podemos ha l la r  suces iones  en

^ ( J )  . - r r  ¡  r
R ' " ' ,  { l ' }  y  { z ' } ,  y  s u c e s i o n e s  e n  R * ,  1 u " }  y  { 1 . } ,  t a l e s  q u e

^ f - - 'l
( x , s )  =  l i m  {  I  } :  ( x . , c . )  +  p  ( o , - 1 )  |  ( 1 )

" l . tÉ't  J J J r )

( - i , -=)  =  r im.  {  I  z i  (x , ,c , )  *  ? .  to . - r l  }  Q)
\ ¡E ;  )  r  r  r  )

Mu l t i p l i cando  (1 )  y  (2 )  po r  @, - t )  e  X*x  R  =  (XxR) * ,  resu l ta

1 . .  ¡  -  -  )( x , g )  -  s  =  I im  I  )  ) \ ' .  [  <x . , 9 )  -  c . ]  +  p  |  =  O  (3 )
"  l . ; € . r  i  i  i  

' r  
)

. - ) ,9 r+s= t im {  I  r " .  [<x . ,6 r - . . ]+n  ]=o  (4 )
"  \ rÉ t  r  r  s  ' )

Se sigue pues que ai ,gt  -  s = O, y que las sucesiones

f _ ' l

{  I  r :  [  <x. ,6,  -  
" .  ]  |  ,

\ ; E ; J J J )

f _ \

{  I  r ' .  [<x. ,6r-" .  ]  f  ,( ¡E ;  r  r  )  )

1r.)  y {?.}  convergen a cero.

Final-mente, ya que

I  r '  [  <x. , lp ,  -  
" .1  

= e I r i ,
. ¡ ? . ¡  

)  t  t  
: ? t t

obtenemos que
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l im I I l = O Y, análoganente, t im I T'. = O'
" :?,  '  " j?,  r

S i  ó ( t , > 1 )  (  o ,  d o n d e  E r : =  {  < y r , g >  =  d . ,  j  e  J  } ,  e x i s t e  u n  k  >  0

tal  que Vj e J se ver i f ica

m a x  I  d ( x . , y . )  ,  l d . -  c . l  ]  =  k

Entonces por la propiedad tr iangular

df I  r :  (* . ,v.)  I  *  |  I  ) r l  (d.-  c.)  |  -
L;? ;  r  r  r  I  :? ¡  r  )  r

r  ¡ . ' d (x . , y . )  *  I  l r l  l d .  -  c . l  =  zk  I  ¡ . "L
j€J J  J  '  

:É,  
J  )  t  

:? t  
t

de donde

r im  I  ) , ' d (x . , y . )  =  0  y  r im I  r :  l d . -c . l  =  o ,' ;E r r r " jE ) ) )

Io que implica que para cada seminorma p de las que definen Ia

topología de X, se t iene que

l im  I  l ' p  ( x . - y . )  =  O  y  t im  I  ) . "  l d . - c . l  =  Q .
" :? t  J  n  J  J  t - ¡8 ,  )  J  )

Entonces en XxR, Ia sucesión

I  ) , :  (x . -y . ,d . -c . )  = f .  I  ^ :  (x . -y . )  ,  I  r l  ta . - . . )  
' l

1 . t t  )  )  r  r  \ ¡ ? ; r  )  )  : 2 t  )  r  )  )

t i e n d e  a  ( o , 0 ) .

Recordando (1),  establecemos que

l i m  { l  l : ( y . , d . ) + p  ( o , - r . ) } =
" l ; ? ;  )  r  r  r  )

r im  I  r :  ( y . -x . ,  d . -c . )  +  i im{ I  r l  ( x . , c . )  + ¡ r (o , -1 )  }=. :E  r  )  r  r  ,  . \ ;E ;  r  )  r  r  )

(o ,O)+( ; , s )= ( i , s )

De modo s imi lar  obtendríamos que

r im  { l  r ' .  ( y . ,d . )+n  (o , -L ) }= ( - i , -= )= - ( i , s )
" [ ; E r  )  J  J  r  )
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y por tanto

es  dec i r  Lcr r (E)

P u e s t o q u e X e U

Si  Xr .  V,  Er .

obtenemos que L

( i , s )  e  c IK (x r )  n  [ - c IK (x r )  I  =  L . rK {2 ,

c  L . rx (X 
)

L

, podemos tomar un cü > 0 tal que

V : = { X r e @ : 6 ( X r , : ) < a } c

int LC, e intercambiando los

c l K ( x r )  
c  L . l r ( E )  '  e s  d e c i r  L " l r ( x )

) t

U .

papeles de t-  y
L

- T

" c t r ( X  ) '
I

: ,

Apl icando ahora eI teorema 1.4, obtenemos que

c o d i m  t F ( :  ) - F ( : 1 ) l  =  d i m  L c r r ( X ,  =  d i m  L c l r ( X )  =  c o d i m  t F ( > ) - F ( t ) l
1 , ,

Hacemos algunas observaciones adicionales en relación a1

Teorema 4.1, en eI caso en que X sea un espacio de Hi lbert ,  eue

demuestran, hablando sin precisión, que la estabi l idad de los sistemas

de desigualdades I ineales t iene eI mismo signif icado para Ia mayoría

de los autores. Tuy I16l  prueba, en una versión más general ,  la

equ iva lenc ia  en t re  i i i )  y  o t ro  concepto  de  es tab i l idad  116,  Def in ic ión

L l ,  seña lando que "  resu l tados  muy parec idos  . . .  han s ido  ob ten idos  ya

por  S .M.  Rob inson "  [16 ,  p .33J ,  s in  dar  un  resu l tado concre to .  De

hecho, Robinson UZI probó iv) <=+ vi i )  para una clase de sistemas

I inea les  que no  inc luye  a  @,  dando una co ta  exp l Íc i ta  para  p [ r lo ,F(X)  ]

1,1-2, Teorema 11. Nuestro Teorema 4.1 también da una cota del error,

B  v (g^ ,X) ,  que depende de l  e lemento  SS que tomamos,  [ ,  y  e I  esca la r'  ' o '

pos i t i vo  asoc iado e :

(  . . -  o . .  
' l

I l l<¿ - <o-ll I
B t = 2 1  1 * *  |t")
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Observamos que Ia estabi l idad, en el  sent ido de

semicont inuidad infer ior,  se reduce a la estabi l idad con respecto a

1as  func iones  de l  "  Iado derecho "  l c j  c ( . ) ] .

E1 Teorema 4.1 se puede apl icar directamente incluso a

mode los  en  los  que só Io  t iene  sent ido  la  per tu rbac ión  de  c ( . ) .  Es te  es

eI caso, por ejemplo, para eI s iguiente problema de aproximación:

dada una función f : [*,f:] -------+ R ,encontrar un polinomio, P, de
¡ _____+ f( j )

g r a d o  m e n o r  q u e  n  e  N  d a d o ,  t a l  q u e  l f ( j ) - P ( j ) l  s  e ,  ( e ) 0 )  V  j  e  [ a , f 3 ]

Podemos suponer sin pérdida de generalidad 0 < cr < B, de modo que las

i n c ó g n i t a s  s o n  l o s  c o e f i c i e n t e s  d e  P ( i ,  -  g r *  g . i  * . . . *  g , r i ' - t .

Tomando J = [-F,-c¿] u [4, f3] ,  e1 problema consiste en encontrar una

s o l u c i ó n  d e  x o : =  {  a * r , g )  >  c  j ,  i  €  J ,  x . € R n ,  g  e  ( R t ) *  =  R t  } ,  d o n d e

s ó f o  c .  d e p e n d e  a e  f ( j ) :

X . t =  ( x .  , X .  , . , , , x .  , . . . , X .  )
J J t ) z J i J '

r  .  r  i - 1

l - ( - i ) - -  ; - f 3= i= -a
x .  =  {  ,  i  =  I , Z , , . . ,D  ,  yj ,  (  j t - '  ,  c s  j . 1 3

"r= {

- f ( - j )

r ( j l  -

- p= j s

a= j=13

- e

Cuando X es Rt se cumple que si  F(:o) es acotado ( o todo X),

entonces Ia apl icación conjunto fact ible F es semicont inua

superiormente en Xo. En eI caso en que dim X = r ,  la acotación de F())

no impl ica l -a semicont inuidad superior,  como veremos a cont inuación.
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Necesitaremos eI Teorema siguiente

TEOREMA 4.5

Si X es un espacio de Banach de dimensión inf ini ta,  existe

un con jun to  ab ie r to  A  en  X ta1  que B(X)  c  A ,  d tB(X) ,X \A l  =  0 ,  donde

B(X)  es  Ia  bo la  un idad cer rada,  y

d lB(X) ,X \A l  =  in f  i  l l x -y l l  :  xeB(X) ,  yeX\A i

Prueba. -

S e a  S ( X )  I a  e s f e r a  u n i d a d ,  i . e .

S ( X ) : =  {  x  e  X  :  l l x l l  =  1 "  } .

Puesto que S(X) no es precompacto,  ex is ten un cú > 0 y una sucesión

{  x  }  c  S(X) de manera que l lx  -x  l l  )  cr ,  m*D r  m,n € N.
n n m

( t 
'l

P o n e m o s  y : = l  1  +  _ -  l x  ,  n  €  N .  E n t o n c e s  s i- n  
I  n  )  n

6 :=  in f  {  l l y r -  Vr r l l  :  m*n ;  m,n  €  N } ,

se t iene que 6 > 0.

Para cada n e N, hal lamos Ia bola cerrada B' de centro y '  V de

1
r a d i o p > O , c o n p < + - 6  y  B n B ( X ) =  o' n  n  4  -  n

Definimos ahora una función real f' en X, poniendo

( r , l x ) = o  , x é B
l n n' f  

r  t " l  =  p -7  (p  - l l x  - y  l l ) ,  x  €  B
( n n n n n

Obviamente, f  es cont inua, n e N y f  (y )  = L.
n n n

cf,

Tomamos f :=  I  f r ,  (1 )
n = 1

P u e s t o  q u e  B r , B 2 , .  . , B r r , .  s o n  d i s j u n t o s  d o s  a  d o s ,  I a  s e r i e  ( 1 )
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converge puntualmente, por l-o que f es una función real bien definida

en X.

Tomamos x e X. Sea B Ia bola de centro x v de radio j -  O. t i
o  o -  +

B  n  B =  a ,  V n  e  N ,  e n t o n c e s  f  ( x )  =  Q  s i  x  e  B  y  p o r  t a n t o  f  e s
n

continua en x
o

Supongamos ahora que existe p € N tal  que B nBo* o Sea q e N,

q + p. Veamos que B ^ Bq = a. Si  no fuera así,  tomarÍamos zle B n Be y

z e B  n B  e n t o n c e s
2 q '

l l y  -y  l l  =  l l y  -z - l l  +  l l z . -x - l l  +  l l x_ -z - l l  +  l l z^ -y  l l  s' p  - q  - p  
I  1 .  O  O  2  2  - q

1 1 ' , t 1 1 1
p  +  i - ó +  j - 6 + p  <  j - 6 +  j - 6 +  j - 6 +  j - 6 = ó

p ¡:r ¡* q 4 
- 4 

- 
4 

- 
4 

- -'

1o que es una contradicción con Ia def inic ión de 6.

Consecuentemente, f rr(x) = 0, x € B, n > p; y así f  es cont inua

en x Luego f es continua en X.o -

Obv iamente ,  f  va le  cero  en  B(X) .

Ponemos

A : = { x e X : f ( x )  <  l " } ,

A  es  un  ab ie r to  de  X,  y  B(X)  c  A .

P o r o t r a p a r t e ,  d a d o e ) 0 ,  h a 1 l a m o s r e N  t a l q u e  1  a r .  E n t o n c e s- r

x e  B ( X ) ,  y e X \ A  y
r r ' 1 ,

d t B ( X ) , X \ A l  =  ¡ ¡ V r  x r l l  =  
; -  

(  e ,

de donde se deduce que dtB(X),X\Al = 0.

NOTA 4.2 Si X es un espacio de Banach no ref lexivo, el  teorema de

James proporciona un abierto débiI  que cumple Ias condiciones del

e n u n c i a d o  (  [ 8 ] ,  1 9  A ) .
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Damos ahora el contraejemplo anunciado:

EJEI,ÍPLO 4.3 Sea X un espacio de Banach de

cons ideramos e l  s is tema X:=  {  1X, ,1 )  -  - "J - ,

i(

F ( X ) : = { 4 e X  :  i l 4 t l

Entonces

F( r  )e

Sea A un abierto en

e n t o n c e s V e ) 0 ,  e n l a

está contenido en A, por

dimensión

i l r i l  =  1  ) ,

=  l -  ) .

in f in i ta ,

entonces

I

t ( 1
= { r¡  e X :  l l ¡ l l  < 

1=- } .

)r
X  ,  t a l  q u e  A  )  F ( > )  y  q u e  d t F ( > ) , X \ A l

b o l a  B ( X , e )  e n  @ ,  e x i s t e  X "  t a l  q u e  F ( X "

Io que J-a apl icación conjunto fact ible

F : @ -----+ 2x ,
: ---------+ F(E)

Dado un e tal  que 0 (  e (  L,  sea

X " : =  { ( f , r ¡ >  >  - 1 ,  l l f l l  =  L - e  }  =  {  < ( L - e ) I , r } >  =  - 1 ,  l l l l l  =  1

= 0 ,

) n o

no es semicont inua superiormente en X, a pesar de ser F(E) acotado.

SISTEMAS INCONSISTENTES

A  1 o  l a r g o  d e  e s t a  s e c c i ó n  Z o : =  { ( x . , g ) ' c ,  ,  j  e  J }  s e r á
J J

un sistema inconsistente dado.

En pr imer lugar,  observemos que Ia apl icación conjunto
*

factible F : @ -------s 2X es semicontinua inferiormente en Xo de modo

t r i v ia l  (pues to  que F( to )  =  a ) ,  m ien t ras  que no  es  n i  R-es tab le  n i

regular,  y no sat isface la condición de SIater.  Por tanto, nuestra

89

Propiedades del cono caracteristico de un sistema de desigualdades...Germán Torregrosa Gironés.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997



atención estará dir igida sobre }as propiedades restantes.

TEOREMA 4.6

Condiciones necesarias para que Xo e int  LI  son:

i )  t o  e s  n o  c r í t i c o .

i i )  F es sernicont inua superiormente en Xo.

La  cond ic ión  i i )  es  también  su f ic ien te .

Prueba. -

l F r

i )  Supongamos lo  cont ra r io ,  es  dec i r ,  0 r€  bd [S(X )  -  R ; f .

* r r

Entonces existe una sucesión {f" ,  r  € N} c S(X ) -  R-c R", tal  que

ó - I i m  f  t j l  =  0  ( e s  d e c i r ,  I i m  f  ( j )  =  0  u n i f o r m e n e n t e  e n  J ) .
r r

r -)(xt r -+o

Consideremos Ia sucesión en @

X . = { < x . , 9 } z  c . + f  ( j ) ,  j  e  J i ,  r € N .
r J J T

O b v i a m e n t e ,  t  e  L C ,  r  e  N ,  y  l i m
r  

r - ) c .  
r

en contra de que Eo e int  LI .

i i )  Si  Xo e int  LI  ,  existe un conjunto abierto V c @ tal  que

X o e V c L I

Entonces, para cada conjunto abierto W c X*,

W )  F(E)  para  cada X e  V.

Por tanto F es semicont inua superiormente en Xo.

En orden a denostrar Ia af i rmación recíproca, supongamos lo contrar io.

Sea {X }o.c LC tal  que ó- l im t  = >o Tomando l l  = o ,  tenemos que
r r=1 

r -+o,

u  =  F ( > o )  c  l ' l  ,  m i e n t r a s  q u e  F ( X )  c  W  f a l l a  p & r a  r  =  I , 2 , . . .  E s t o
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signif ica que F no puede ser semicont inua superiormente en Eo.

EI Teorema 4.6 nuestra que Ia estabi l idad, para sistemas

inconsistentes, puede ser ident i f icada con semicont inuidad superior.

Obsérvese que i ) no es suficiente para que :o e int LI , pues

considerando

{ < o , g > > 0 ,  o = 0 € R ,  g e R } ,

tenemos que

té
O  e  b d  t S ( X . " ) _ R 1 l  =  b d i l _ o , O [ )  ,

+

luego (0,9) > L es no crí t ico y sin embargo

1!e ,g)  >  1 ,  t  e  6 -d is ta  de  é I  menos que e ,  y  es  cons is ten te .

Luego (0 ,9 )  =  L  no  per tenece a I  in te r io r  de  L I .

9 t
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