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INTRODUCCISN

La memoria que presentamos estd dividida en cuatro Capitulos que
estudian sistemas (infinitos) de desigualdades lineales, definidos
sobre espacios vectoriales topolégicos (EVT) localmente convexos (LC),
desde puntos de vista diferenciados claramente. A estos cuatro
capitulos se ha afiadido, para facilitar la lectura de la memoria, el
Capitulo O, en el que se citan resultados conocidos, pero dispersos en
la literatura sobre el tema, que se usan a lo largo de todo el
trabajo. Igualmente, en cada capitulo, cuando se ha considerado
oportuno, se recuerdan definiciones o conceptos de uso poco frecuente
que ayudan a seguir nuestro trabajo.

En el primer capitulo se caracterizan los sistemas consistentes
en EVT normados usando el valor de un Programa Lineal particular, y en
espacios de Hilbert se da una condicidén necesaria para que un sistema
S sea consistente (T2 1.1).

También probamos, para EVILC, la equivalencia entre condiciones
de resolubilidad del sistema homogéneo asociado, ZO, a un sistema
consistente, X, con la dimensionalidad plena de una cufia asociada a X.
Estas condiciones , a su vez, son necesarias para que el conjunto
factible F(Z) sea TS(X)—acotado (r2 1.2), sin embargo no son
suficientes, como mostramos mediante un contraejemplo. A continuacién
caracterizamos los sistemas equivalentes, mediante la igualdad de las
clausuras de las respectivas cuflas caracteristicas K(Zi) (T2 1.3);

también estudiamos relaciones dimensionales del espacio afin generado
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S
por el conjunto factible de un sistema consistente £, aff [F(2)], y el

espacio linealidad de la clausura de la cufia caracteristica, LcuuZ)’
particularizando estas relaciones dimensionales al caso de dimensién
finita.

En este primer capitulo también se estudia la caracterizacién de
los sistemas consistentes cuyo conjunto factible es un poliedro
convexo, estudiando 1la cufia (cone) clK(Z) (Té 1.5). Damos una
condicién necesaria para que F(Z) sea un poliedro, usando otra cufia
asociada a X: cIM(Z) (Corolario 1.5.1). Igualmente se caracteriza el
que F(Z) sea variedad afin usando el cono asociado a clK(Z) (T2 1.6).

Acabamos el capitulo dando una condicién suficiente para que la
cufia caracteristica K(X), asociada a un sistema consistente I, sea
cerrada (tales sistemas se llaman de Farkas-Minkowski (FM)), para lo
que utilizamos el concepto de "conjuntos positivamente equivalentes" y
los teoremas técnicos 1.7 y 1.8, que si bien en dimensién finita son
reciprocos, nosotros los hemos separado, en dimensién infinita, con el
correspondiente contraejemplo.

En el segundo capitulo se estudian las restricciones redundantes
de los sistemas, y las clasificamos en semi-redundantes, débilmente
redundantes y fuertemente redundantes, dando ejemplos de cada tipo.
Hacemos distincién entre el caso de dimensién infinita y dimensién
finita, ilustrando las situaciones con los ejemplos correspondientes.
Caracterizamos las restricciones fuertemente redundantes a partir de
la redundancia en un subsistema finito (T2 2.2), y para espacios
normados con espacio dual separable reducimos la semi-redundancia y la
redundancia débil en un sistema £, a la semi-redundancia y la

redundancia débil de un sistema numerable (Tg 2.3).
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Fn el teorema 2.4 estudiamos el cambio del tipo de redundancia de
una restriccién al considerar subsistemas del sistema inicial, con el
fin de estudiar la invariabilidad del conjunto de soluciones de Z al
eliminar una cantidad finita arbitraria de restricciones redundantes
(12 2.5).

Acabamos esta parte dando una condicién necesaria para la
semi-redundancia, en la que intervienen las dimensiones de las
envolturas lineales del conjunto factible de ¥ y de un subsistema s°
(12 2.6).

En el capitulo 3 se estudia la redundancia en los sistemas FM y
en los sistemas finitos, haciendo uso de la teoria de la dualidad en
Programacién Infinita Lineal [5, Remark 2.1]. Finalizando el capitulo
deduciendo, a partir de resultados obtenidos para sistemas FM, dos
criterios de identificacién y eliminacién de restricciones redundantes
en sistemas finitos.

En el ultimo capitulo, tras definir el espacio de parametros (o
de sistemas) (0®,8) como un espacio pseudométrico, estudiamos la
estabilidad de sistemas X en los que se permite perturbar
arbitrariamente todos los coeficientes en todas las restricciones.
Esto lo realizamos mediante el estudio respectivo de los interiores de
los subconjuntos de ©® que llamamos: sistemas consistentes (LC) y
sistemas inconsistentes (LI). A su vez este estudio estd intimamente
relacionado con el estudio de las propiedades de continuidad de la
aplicacién "conjunto factible" F.

El resultado mas importante de este capitulo es el teorema 4.1,
en el que se prueba gque son equivalentes la propiedad de

semicontinuidad inferior de la aplicacién F, antes mencionada, con
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propiedades del sistema consistente considerado ZO (entre ellas, Zoe
int LC). En particular separamos un caso, para espacios de Hilbert el
teorema incluye una equivalencia mas que no se verifica en espacios
metrizables cualesquiera, T 4.2 y 4.3, dando el correspondiente
contrae jemplo. En el teorema 4.4 damos una condicién suficiente para
que la aplicacién F sea dimensionalmente estable.

Posteriormente ponemos de manifiesto, mediante un contraejemplo,
que, si bien en el caso en que X = R° la acotacién de F(=°) (o la
plena dimensionalidad de F(=%)) implica la semicontinuidad superior de
F en ZO, en el caso en que X tiene dimensién infinita esto no es
cierto. Para ello necesitamos el teorema 4.5.

El capitulo, vy 1la memoria, concluye, tras analizar las
condiciones que se mantienen para sistemas inconsistentes, con un
teorema que proporciona una condicién necesaria y otra suficiente para

que un sistema inconsistente s%¢ int LI, T*4.6.
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CAPiTULO O.

Sea X un espacio localmente convexo real y de Hausdorff.
Designemos por X su dual algebraico (conjunto de todas las
funcionales lineales sobre X) y por X* su dual topolbégico (funcionales
lineales continuas).

Sea J # @ un conjunto arbitrario de indices. Dados los conjuntos

{ xj : jeJ}YcecX y { c jJeJ} cR,
consideremos el sistema de desigualdades lineales

T = <Xj,w> = cj , jedl},

este sistema de (posiblemente) infinitas inecuaciones lineales sobre
un espacio localmente convexo real, es consistente cuando posee
soluciones ordinarias, es decir, 3 ¢ € X*Satisfaciendo 2. Cuando un
sistema ¥ no es consistente, decimos que es inconsistente.
A lo largo de todo el trabajo se supondra X* dotado de la topologia
débil, excepto en aquellos casos en que se indique otra topologia. Al
conjunto de soluciones de Z, que llamamos conjunto factible de £, lo
simbolizamos por F(Z). Si existe ¢°e X*tal que <Xj,¢°> > cj , J e J,
diremos que ¢° es una solucién estricta de .
El sistema homogéneo asociado a X es:

z o= <xj,¢> z0, jeJ}

o
* *
Obviamente, 8 € X (vector nulo de X ) es solucién del sistema ZO, que

1lamamos solucioén trivial.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997



Propiedades del cono caracteristico de un sistema de desigualdades...German Torregrosa Gironés.

Para realizar un analisis completo de la redundancia en 2 haremos
uso de los conceptos de solucidén asintética o solucién débil, pues

ambos conceptos son equivalentes [7,Teorema 2.1].

DEFINICIGN 0.1
*
Diremos que la red { Ps 8 € D} ¢ X es una solucidn
asintética del sistema £ =i, para cada j € J, se tiene que
i i < > =z
lim 1nf6 xj,wa = cj
Sea Y = R’ , el producto cartesiano de card(J) copias de R, con
la topologia producto.

*
Definimos la aplicacién afin S: X ——— R’
¢ — S(¢)

donde S(¢) es el vector de RJ, cuya componente j-ésima es
c, - <xj,¢>, o sea (S((p))j =c, - <xj,¢>, j € J. Con esta notacién

el sistema X se puede escribir:

* J
S(p) =0, p eX (0 € R7).

DEFINICIGON 0.2
%*
La red {wa : 8 € D} ¢ X es solucién débil de Z, si existen
dos redes {yé . 5eD}cR e {yé’ . 8 € D} c R’ tales que

bRl

S(wa) = yé + yé’ , con yé =0 y 1lim vy = 0.
)

A lo largo de este trabajo seguiremos la notacién del 1libro de
Holmes [8], en particular, dade un subconjunto Z # @ , de un espacio

localmente convexo real, cl Z, co Z y cone Z, denotaradn la clausura
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topolégica de Z, la envoltura convexa de Z y la cufla (wedge) generada

por Z (conjunto de las combinaciones lineales no negativas de

elementos de Z, es decir, cone Z : = [0,0[.co Z ), respectivamente.

Si A= (Aj) € RJ, definimos el soporte de A de la siguiente forma:
supp A = {j € J : Aji 0}

Se denotaran por R(J)={ A eR card(supp A) < o } , la suma directa

de card(J) copias de R.

Definimos por ultimo las cufias asociadas a X :

M(Z) = cone { (xj,cj), jeJ}
N(Z) = cone { Xj, jed}
K(Z) : = cone [{ (Xj’cj)’ jJeJ}Yu {{e,-1)}]

donde © denota el vector nulo del espacio vectorial X.

DEFINICIGN 0.3
Un sistema inconsistente que posee alguna solucidén débil
(asintética) diremos que es débilmente inconsistente. En caso

contrario, diremos que el sistema es fuertemente inconsistente.

Para facilitar la lectura de esta memoria, incluimos los

siguientes resultados:

TEOREMA 0.1 [7, Theorem 3.1]

Un sistema inconsistente X, es débilmente inconsistente si y

s6lo si todo subsistema finito de ¥ es consistente.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997



Propiedades del cono caracteristico de un sistema de desigualdades...German Torregrosa Gironés.

Volver al Indice/Tornar a l'index

TEOREMA 0.2 [7, Theorem 4.1]
i) Z es consistente si y sbélo si (e,1) ¢ cl M
ii) £ es débilmente inconsistente si y sélo si (e,1) € cIM\M
1ii) % es fuertemente inconsistente (es decir, no posee

soluciones débiles), si y sélo si (e,1) € M.

COROLARIO 0.2.1 [7, Remark 4.3]

Dado un sistema inconsistente X , entonces ¥ es débilmente

inconsistente si e € co{ x_ : je J}
j

TEOREMA 0.3 [7, Theorem 4.4]

Dado un sistema inconsistente X y el sistema homogéneo
asociado ZO, se cumple:
i) si Zo tiene una solucidén estricta, entonces ¥ no es fuertemente
inconsistente.
ii) Si X es un espacio de dimensién finita, y £ es débilmente

inconsistente, entonces % tiene solucidn no trivial.
[+

TEOREMA 0.4 [19, Theorem 2]
Es condicién necesaria y suficiente para que toda solucidn
de I satisfaga la inecuacidén <x,¢> = c, (en cuyo caso se dice que

dicha inecuacidén es consecuencia de Z), que (x,c) € cl K.
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CAPiTULO 1.

ALGUNAS PROPIEDADES DEL CONO CARACTERiSTICO

DE UN SISTEMA

Sea A c X, A # ¢ un conjunto convexo y cerrado. Definimos la
cufia de recesién CA y el espacio de linealidad LA del siguiente modo:

CA ={xeX:x+AcA} ; LA ={xeX: x+ A=A}

LEMA 1.1
Si A ¢ X es convexo y cerrado, se tiene:
i) CA es una cufla cerrada ;
ii) L =C n (-C) ;
A A A
iii) a + LA , a € A, es un subespacio afin maximal, entre los

subespacios afines contenidos en A.

Prueba. -
i) Sea x € CA , por tanto x + A ¢ A, de donde
2x + A = x + (Xx+A) € x + A < A,
y mds generalmente
nx + Ac A VYn e N. (1)
Puesto que A es convexo, esto significa que para 0 = t < 1,

puesto que x + ACc A, x +y =2z con y,z € A, luego
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tx +y = (1-t)y + tz
y en consecuencia tx + A c A.
Ahora si t z 1, denotando [t]:= parte entera de t,
tx + A= (t - [t])x + [tlx + Ac [tlx + Ac A por (1),
luego se tiene :
tx + A c A, t=0,
esto es
txeCA si t=0.

Ahora si x,y € CA y 0 <t <1, tenemos que
{(1—t)x + ty]+ A= (1-t)(x + A) + t(y + A) ¢ (1-t)A + tA = A,

usando la convexidad de A. Esto prueba que CA es una cufia, que podria
haberse definido como CA ={xeX: tx+AcCcA t=z=0}
Veamos que CA es cerrada en X. Supongamos que X ¢ CA, entonces existe
a €Ay to > 0, tal que a + tx ¢ A, t = to . Puesto que a + tox ¢ A,
existe un o-entorno abierto absolutamente convexo U, tal que

(a + tx + UnA=g2.
El cono engendrado (sin el origen) por el abierto tox + U, es abierto,
contiene el rayo {tx, t > 0} en su interior, y ninguno de sus rayos
esta en CA (porque todos cortan a tox + U), luego X\CA es ablerto.
ii) L, = CAn(-CA).
En efecto, si x € CAn(—CA) entonces x + Ac A y -x + A cA,
luego

Xx+AcA y Acx+ A (sumando x),

de donde

X +A=Ay X € LA .

Six e LA , entonces x + A = A ¢ A,luego X € CA. Por otra parte

10
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-X + A= -x+ (x + A) = A,
de donde =-x € C,, es decir x € Cn(-C ).
A A A
iii) Demostremos ahora que a + LA, a € A, es un subespacio afin
maximal, entre los subespacios afines contenidos en A.
Desde luego a + LAc A Va € A (por la definicién de LA).
Si L1 es un subespacio vectorial tal que
a+LcA yv LclL,
11 A 1
veamos que L =1.
1 A
En efecto, si existiera X1€ Ll\LA, tendriamos, por la definicién de
LA, que existiria ae A, tal que x1+a2:= b ¢ A.
Por otra parte, la recta
C:= {a +Ax , AeR} < a +L ¢ A,
1 1 1 1
y aze C (pues si a= a1+ Axl , entonces
x+a = (1+A) x+ a € a + L ¢ A, contradiccién).
1 2 1 1 1 1
Veamos que para A =z 0 [a2,a1+ Axl] n [al,b] =@
igualemos
(1—t)a2+ t(a1+ Axl) = (1—u)a1+ u(x1+a2)
y obtenemos
ta1+ (1—t)a2+ t?\x1 = (1—p)a1+ pa_t px ,
de donde
p+t=1, p=ta.

Entonces si A =0, es p =0y t =1, siendo la interseccién {al}. Si

_ A _ 1 . . .
A>0, es p-= By t = Sy de modo que el punto de interseccidn
es
1 A
T AT e (Bt X)) €A

ya que el segmento [az,a1+ Axl] < A.

11
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Haciendo que A — +w, obtenemos que
a+ x:=b e clA =A,
2 1

contradiccién que demuestra que L1 = LA

DEFINICIGN 1.1
Un conjunto A convexo y cerrado de un espacio localmente

convexo real X se llama linea libre si LA={e}.

. . n - s
Si A es un conjunto convexo y cerrado de R, la descomposicidén A

4
= LA+ (A n LA ), como suma de su espacio de linealidad y de la

"seccidén”" A n Li {(que es linea libre), es la Unica manera de expresar
A como la suma ortogonal de un subespaclio cerrado y de un conjunto
cerrado convexo linea libre (ver [8], 8B, férmula 8.4 ). Este
resultado también es cierto si X es un espacio de Hilbert real, como

vemos a continuacidn:

LEMA 1.2
Si X es un espacio de Hilbert real, A convexo y cerrado,

1L
entonces A = LA+ (A n LA) y esta descomposicién es unica.

Prueba .-

L
Si A es linea libre entonces LA = {e} vy LA

il
>
<

entonces A = {e} + A.

Si A no es linea libre, es LA¢ {e}. LA es cerrado y por

1 1
tanto existe LA tal que X = LA@ LA

12
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L 4
Para probar que A = LA+ (An LA) , basta probar que A c LA+ (A n LA) ,

1
ya que LA+ (A n LA) c LA+ A = A (por definicién de LA).
Puesto que A = LA+ A,Va € A existen x € LA y ale A tales que a = x+a1;

por otra parte

L1
a =x+x ,conxelL, x €L ,
1 1 1 A
y como
1
A-L =A+L =A x =a-~-x € A-L =A,
A A 1 A

por tanto

L L L
a=x+(x+x )=(x+x)+x elL+(AnL).
1 1 1 1 A A
L
luego A=L+ (AnL).
A A
1
Probemos ahora que A n LA es linea libre.

1L
En efecto, si A n LA que es convexo y cerrado, contuviera un
subespacio afin a + LB , con LB ortogonal a LA,entonces
— —_ => -—
LAc A-{a}y LBc A - {a} LA@ LB c A - {a}
(ya que A - {a} es convexo), con lo que A contendria al subespacio
afin a + (Le L) , siendo L S Le L, lo que contradice la
A B A A B
maximalidad de LA.
Veamos por Ultimo que la descomposicidn es Unica.
4
Supongamos ahora que A =M + C, con C ¢ M, C cerrado, convexo y linea
libre, y M subespacio vectorial cerrado; vamos a probar que
1
M=L yC=LnA.
A A
Se tiene:
i) A+ M= A,
En efecto, A c A + M, pues © € M.
Reciprocamente, si a:= m1+ c,€ M+ C=A, ymeM, entonces

a+m=m1+cl+m=(m1+m)+cleM+C=A,

13
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luego A + M c A.
ii) Mc L.
A
Esto es consecuencia de la definicién de LA.
L
iii) C=AnM.
1 1
En efecto, Cc A-M=A+M=A, ycomCcM =CcANnM.
1
Reciprocamente, si c € An M, entonces por ser c € A = M + C, sera
1
c=m+cl,meM, cleCcM
entonces
<c,m> = <m,m> + <cl,m> = 0 = HmHz,

de donde

L
Por tanto An M c C, y se cumple la igualdad.
A
iv) De iii) resulta que A=M + { AnM ). Vamos a probar que M = LA.

En efecto, de ii) M c LA, si suponemos dque M S LA, sea N el

1
complemento ortogonal de M relativo a LA, LA= Me N, N=Mn LA.
Se tiene que N + C =C, pues C c N + C, ya que © € N.
1 4
Sea ahora n € Ny c € C. Tenemos que n € M y c € M n A por iii), de
1l L 1
donde n + c e M+ M =M . Por otra parte, ya que c € A,
= + L LL A
c=y+c,yel,celnA

Luego

1 1
n+c=(n+y)+ c € (LA+ LA) + (LAn A) = LA+ (LAn A) = A.

1
Por tanton + c e M n A = C por iii).
Se concluye pues que N + C = C, y de aqui que N C LC.

Luego LC¢ {e}, lo que contradice que C sea linea libre.

1 1
Por tanto M = LA yC=MnA-= LAn A.
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Si X es un espacio localmente convexo real, y A es un
subconjunto cerrado y convexo, la descomposicién anterior ya no tiene
sentido, pero en algunos casos podemos encontrar descomposiciones
seme jantes, aunque no Gnicas. Consideremos en lo que sigue el par dual

* *
(X,X ) y la forma bilineal <x,¢>, x € X, ¢ € X , asociada.

LEMA 1.3
Si A c X es convexo y cerrado, y el espacio de linealidad LA
(que siempre es cerrado) tiene complemento topoldégico en X, entonces

L 1 *
A= LA+ (AnF ), donde F es un TS(X)—complemento de LA en X .

Prueba. -

Si X = LA ® G, donde G es un complemento topoldégico de

LA en X, entonces X = LA® G es una T (X)-descomposicién de X , y
S

1 1
hacemos F:= G (ver [10], T® 20.5.1). Se tiene que X = LA® F, (pues G

1L
coincide con G ).

1l

1
Veamos que A LA+ (AnF ).

En efecto, A LA+ A,luego Va € A 3 x € LA y 3 a € A tales que a=x+af

L
Como X = LA@ F , sera
L FL
= x +
a X*ty, xe€L,Vye )
y como
A-L=A+L=A veA-L=A,
A A 1 A

Por tanto

L
a=x+y € LA+ (AnF ).

1
Luego A ¢ LA+ (AnF ) c LA+ A = A. n
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LEMA 1.4

1
A NnF es linea libre (con las mismas hipdétesis del Lema 1.3).

Prueba .-
1
En efecto, si A n F contuviera un subespacio afin atM
1
(necesariamente M seria subespacio de F ), entonces
LAC A-ayMcA-as LA+ Mc A - a (pues A - a es convexo).

Es decir,

a+LeMcA, con LAcLA@M => M = {eo}

debido a la maximalidad de LA.

1
Por tanto A n F es linea libre.

NOTA 1.1

4
La descomposicién A = LA+ (A n F ) depende del complemento

1
topolégico F  del espacio linealidad, ahora bien, es claro que si

1
A= LA+ C, conCcVF ,

1
entonces C = A nF .(ver iii) de la prueba del Lema 1.2).

DEFINICIGN 1.2

Si K es una cufla cerrada en X vy LK tiene complemento

iR 1 L
topolégico F ( X = LK@ F ), a la cufia K:= K n F (que es un cono,

porque es linea libre), se le llama el cono asociado a K con respecto

1
aF .
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Sea X = {<xj,¢> = cj : jeJ }, un sistema consistente, diremos que
S es una representacidén de su conjunto factible.
Si cj =0, j e J, entonces 8 € F(X) y £ es consistente. Es un
caso carente de interés. Lo mismo puede decirse si x : J——> X es la
j——%XJ_

funcién nula.

Un programa lineal es un problema de optimizacidén con una funcién
objetivo lineal y restricciones lineales. Por ejemplo:
*
Hallar inf <b,p>, be X, ¢ € X, b fijo (funcidén objetivo)

sujeto a las restricciones <x ,¢> =2c, , j e J
j J

Llamando (P) al programa, suponiendo que el programa tiene solucién
finita v(P), que llamamos valor del programa, el conjunto de
soluciones é6ptimas de (P) es el conjunto factible de

* *
S:={peX : <xj,¢> = c jeJ, <b,e> = v(P) }

*

Cuando el sistema Z:= { <x ,¢> =2 c, j € J } es consistente y I
i] j

inconsistente, el programa se dice que es no resoluble. Todo elemento

de F(Z) se dice que es factible para (P).

Supongamos dque X es un espacio normado. La resolucién del
programa siguiente, (P), permite decidir la consistencia o no de 3, y
determinar, en algin caso, la distancia de F(Z) a 6 en X* ( 1llamada
minima norma de F(Z) )

Sea (P): sup t, t € R

sujeto a (x,t) € K(Z) , Ixll =1

17
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Tenemos el siguiente criterio, en donde v(P) representa el valor del

programa ( v(P):=sup { t e R : (x,t) € K(Z), Ixll =1 }).

TEOREMA 1.1
Sea X un espacio normado y supongamos que rel-intK(X) # @.
Si existe j € J tal que cj > 0, y la funcién j — xj de J — X,
no es la funcidén nula, entonces:
I.- = es consistente si y sélo si v(P) < +w .
II.- Si £ es consistente y X es un espacio de Hilbert, entonces

v(P) = minima norma de .

Prueba. -
I.- Supongamos que X es Iinconsistente. En este caso
(0,1) € clK(Z).
Sea (x,t)e rel-intK(Z) con x=zo .
Entonces se tiene que el segmento en XxR , J(e,1),(x,t)] c X(Z) ,
luego
Alx,t) + (1-2)(e,1) € K(2) , 0O<a=l.
Los puntos
i~ (x,t) + (r-1)(e,1)] = Ixi ™ (x,t + (r-1)), r = 1,2,...

son factibles para (P) vy
. t+(r-1) _

lim =+
r S xIl

luego v(P) = 4w .
Por tanto, si v(P) < +o , entonces T es consistente.

Supongamos que £ es consistente. Probaremos la desigualdad

v(P)= inf lell , ¢ € F(2) ,

18
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donde llpll:= sup{ [|<x,¢>| : lxll = 1 }.
En efecto, sea ¢ € F(2) y (x,t) factible para (P), arbitrariamente

elegidos. Por ser (x,t) € K(Z), se puede escribir

(J)

(x,t) =Y a (x ,cj)+Ao(e,—1) , AR "7, A= 0. (1)
jeJs
*
Multiplicando (1) por (¢,-1) € X xR,
tenemos
K,p>-t=YA(x_,¢>-c )+A =0, (2)
. J j 0
jeJ
de donde

t = <x,¢> = |<x,0>] = lipll.
Por tanto, tomando supremos al variar (x,t) e infimos al variar ¢
en F(Z) , se obtiene que v(P) = inf {lgll, ¢ € F(2) } < +w.
II.- Supongamos ahora que X es un espacio de Hilbert y sea wo la
proyeccién de la funcional cero @ sobre F(Z) (X* = X).

a

Entonces <—¢O,¢-¢0> = 0 para todo ¢ € F(Z) (ver [2] , T 15.1,(2)),
0 0,2

de donde <¢ ,9> = llp II° para todo ¢ € F(2)

Llamemos z:= wo, entonces la relacién <HzH—1z,¢> z llzll es consecuencia

de £, por lo que §:=(HZH_1Z,HZH) € clK(S) , es decir: y pertenece a la

clausura del conjunto factible de (P).

Sea ;r:= (zr,tr), r =1,2,... una sucesién de puntos factibles de (P),

tales que lim y = y . Entonces lim t = llzll = v(P). Considerando la
r r r —mw r

segunda parte de la prueba de I.-, tenemos que v(P) = lizll = min el

¢ € F(2)

Dado el sistema Z:={<xj,¢>20j,jej}, sabemos que el conjunto F(Z)

19
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es convexo y T (X)-cerrado. El1 teorema dque sigue da algunas
s

*
condiciones necesarias para la acotacién de F(Z) en X [rS(X)].

TEOREMA 1.2

Sea Z:= {<xj,¢> E= cj , J € J} un sistema consistente. Si
I) F(2) es TS(X)— acotado,
II) 6 es la dUnica soclucién del sistema homogéneo asociado

Zo:= {<Xj,(p> 20, jelJd}, vy

III) cl N:= cone {xJ_: jeJr =X
Se tiene que I => II <=> III.

Prueba. -

I => II. Puesto que F(2) es acotado, su cono de recesién

*
C = {8}, pero C ={oeX : x,¢p>2z0}=F(E),
F(2) J Y

F(2) P

luego F(ZO) ={6}.
0

)O, pues si x € (C )7, es

=> . i =
II III. Se tiene que clN (Cc )

F()
x,p> 20 Vp eF(Z),
luego (x,0) es una relacién consecuente de ZO,
y por tanto
(x,0) € 655&({(xj,0) : jeJtu{le,-1)})
de donde
X € éaﬁé{xj :j e J}.

Reciprocamente, si x € c1 N, x = 1lim 8 € D ,siendo D un conjunto

s Vs

dirigido, Vs € N, y como <x,¢@> = lim6<y5,¢>,

si g e F(Zo), sera <Y 9> = 0.
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Luego también <x,p> = 0, con lo que x € (F(Zo))o = (CF(Z))O'

En nuestro caso cl N = (CF(Z))O = {8}° = X.

IIT => II Si existiera X F(ZO), (¢0 # 0), existiria un vector X € X

tal que <x0,¢o> # 0. Consideremos los casos:

a) <xo,¢0> < 0. Entonces como X = clN = [F(ZO)]O, (1)
se tendria que X € [F(Zo)]o, lo que implica que <xo,¢> =z 0 Vp e F(ZO)
y en particular <x0,¢0> =z 0. Absurdo.

b) X 9> > 0. Sea t < 0, el vector txo € [F(Zo)]O por (1), luego
<txo,¢0> = t<x0,¢o> =z 0. Pero t<x0,¢0> < 0, luego de nuevo se llega a

un absurdo.

El ejemplo que sigue prueba que II (ni III) no es suficiente para I:

EJEMPLO 1.1 Sea X:= 22, las sucesiones reales de cuadrado sumable,
* *
entonces X ~ X = £°. A X lo supondremos dotado de la topologia de la
*
norma (que es compatible con el par dual (X ,X )).
L 3
Sea A:={neX,n=((y,y,...,¥,...), con |ly |=n, n e N}.
1 2 n n
Se tiene que:
i) A es convexo, pues si nl,nz e A yv 0<1T<I1,
tenemos que
[((1-t)n+ ) | = |(1-7t)y. + Ty_ | = (1-T)n + Th = n.
1 2 n in 2n

ii) A es cerrado, pues si m € A, existe una sucesién m € A tal que
n

21
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[n-n |] — 0 cuando n— w, pero esto implica que ka—yknl——9 0 cuando
n

n— o Yk, y entonces si kanls k para cada n, resulta kals k, luego

n € A.
iii) A no es acotado, pues la sucesién nl,nz,...,nn,... ,donde
_ 1 1 1
A R T
_ 1 1
nz'—(1;2, ?9 Py —E‘, ..... )
1
nn '—(1,2, , 1, —I.l.:'T ..... )

estaen Ay |n] > n.

n
iv) A es, por i) y 1ii), la interseccién de todos los semiespacios
cerrados que lo contienen; cada uno de estos semiespacios queda

- 2 . . X
definido por un vector X # o, ¥ € £* y un nlmero c Asi pues, si

X
llamamos B al conjunto de todos estos X, se tiene que :

Ar= 0 {n:<X,m> z ¢, }.

¥eB X

De este modo A queda como el conjunto factible del sistema

=:={<X,n> =z ¢ ¥ eB}.

x b
v) CA= CF(Z) = {8}.

En efecto, supongamos que 7 € CA. Entonces si € A y t>0,
no+tn € A vit>0.

Ahora bien, esto implica que la coordenada n-sima Iy0n+ty£| = n

para todo t>0 y para cada n, luego y.= 0 para cada n.

Por tanto CF(Z)= {6}, o sea 6 es la Unica solucién del sistema

homogéneo ZO:= {<X,m> =20, ¥ € B}, y sin embargo F(Z) es no acotado.

Por tanto II no implica I.
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DEFINICIGON 1.3
Decimos que dos sistemas 21 y 22 son equivalentes cuando

F(Z1) = F(Zz)'

TEOREMA 1.3
Sean 21 y 22 dos sistemas consistentes. Se tiene:
1) F(Zl) C F(Zz) = K(Zz) C clK(Zl).

11) 21 y 22 son equivalentes si y sélo si clK(Zl) = clK(ZZ).

Prueba. -

Si F(Zl) C F(Zz), toda relacién (x,c) consecuente de 22
es consecuente de Zl. Luego todo (x,c)e clK(Zz), pertenece a clK(Zl),
lo que implica que K(Zz)c clK(Zl).

Reciprocamente, supongamos que K(Zz)c clK(Zl).

Si existiera un Y € F(Zl) tal que Yy ¢ F(Zz)’ aplicando el corolario

11F de [8], existe un x € X [=[X*(TS(X))]*] tal que <x,¢-y> > « > O

Vo € F(Zz).

Como la relacidén (x,<x,y> + «) es consecuente de 22, debera ser
(x,<x,¥y> + o) € clK(Zz) C clK(Zl).

Por tanto la relacién (x,<x,¥> + a) es consecuente de 21, y como

/= F(Zl), sera <x,y> = <x,¥> + o« > a = 0, contradiccién.

s
La codimensidén del conjunto aff F(Z):= TS(X)—clausura de afflF(Z)]

también estd relacionada con K(Z). Asi:
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TEOREMA 1.4
Si £ es consistente y codim TS(X)~clausura de [F(Z)-F(Z)]<w

s

entonces dim L = codim [F(Z)-F(2)]
clK(2)

= {(e,0)}.

En particular, si codim F(Z) = 0, entonces L:= LcuuZ)
Prueba. -
Llamemos M:= TS(X)—clausura de [F(Z)-F(Z2)]

Si codim M = n, entonces existe F:= [ul,...,un], tal que X * =MaekF,
siendo F complemento topolégico de M (con la topologia TS(X), (ver
[10], 15.8.2)

Entonces (por 20.5.4 de [10]), X = MLeFL, es una rs(X*)—
descomposicién topolédgica de X, vy M~L tiene dimensién n (por 9.2.7a de

[101).

1
Sea {X1""’X } una base de M , tenemos pues que
n

J_L n
[F(Z)-F(2)Ilc M c M =iQ1[xi;O],
n
por lo que F(Z) < inl[xi;ci] para ciertos nimeros c, i = 1,2,..n.
= 1
Esto significa que 1las relaciones i(xi,c_) , 1 = 1,...,n, son
1

consecuencia de Z, o sea que i(xi,ci) € clK(Z), y por tanto que

{ (xi,ci) , i=1,...,n } cL.
Como { (Xi,ci) , 1 =1,...,n } es libre, se tiene que dim L = n.
Si { (xj,cj) , J=1,...,p } son vectores 1.i. de L, se tiene que

— S

P
aff F(2) < .n [x;c ]
j=1 j 3

— 5 P
por lo que codim M = codim aff F(Z) = codim _nl[xj;cj] =p,
J:
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luego n z p, de donde n = dim L, y de aqui que dim L = codim M.
Por dltimo, si codim F(Z) = 0, entonces codim M = 0 implica

dimL=0=1L = {(e,0)}.

B
COROLARIO 1.4.1
Si dim X< +w, entonces dim L = codim F(Z)
clK ()
Prueba. -
En efecto, en este caso
M:= TS(X)—clausura [F(Z)-F(Z)] = [F(Z)-F(=)]1,
luego dim LblK(Z) = codim M = codim F(X)
| |

COROLARIO 1.4.2
Si dim X = n, y F(Z) tiene dimensién n, entonces K(Z) es un

cono.

_— S
En el Teorema 1.4 la hipodtesis de ser codim [F(Z)-F(2)] < o

es esencial para su validez, como vemos en el siguiente

EJEMPLO 1.2 Consideremos los espacios reales ¢ y P, que forman el
1,0 . 1
par dual (£,£7). Sea el conjunto B ¢ ¢,
B:= {x € i ox = (0,b2,0,b4,...) , con b2n= 0 salvo un numero finito}
y J:= card B, con lo que cada elemento de B lo designaremos por x_ ,
J

J e J.
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Sea el sistema =:= { <xj,¢> 20, jeJ}. Entonces es facil ver que
F(2) ={ ¢ € e = (¢1,0,¢2,0,...), y que
clK(Z) ¢ Bx]-w,0].
Puesto que el mayor subespacio contenido en Bx]-»,0] es
Bx{0} := {(b,0) : b € B},

tenemos dque lblx&hc Bx{0} , fallando la tesis del Teorema 1.4, ya

que dim L Ro’ mientras que codim F(Z) = dim E/F(E) > Xo pues

=
clK(X)

F(Z) es un subespacio cerrado del espacio de Banach .

La identificacién de los sistemas cuyo conjunto factible es un

poliedro convexo (es decir, una interseccién finita de semiespacios

* n
cerrados de X (T (X)), ,nl{ o : <x_,¢> = c_,i=1,...,n }) permite, en
s

1= 1 1
algunos casos, la transformacién de un programa infinito lineal en uno
. s - - *'

finito. Los semiespacios cerrados de la forma { xeX : <x,¢> = 0,¢eX },
los 1llamaremos semiespacios cerrados que tienen a © como punto
frontera.

Recordemos que una cufia se dice que es poliédrica si es 1la
interseccién de un nUmero finito de semiespacios cerrados que tienen
el o como punto frontera, y que una cufla K se dice que es finitamente

generada si existe un subconjunto finito {Xl,...,X } ¢ X, tal que
n

K:= {A1x1+...+h X, A=z0, i=1,...,n}.

nn i
a

Si dim X < +w, ambos conceptos coinciden (ver p.e. T  4.18 Van
Tiel), ahora bien, si dim X = o, los conceptos son distintos, ya que:

*
i) Un semiespacio de X, { x : <xX,¢> =2 0 , ¢ € X }, seria una cufia

poliédrica que no es finitamente generada.
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ii) Si x1¢ x2¢ o, son dos vectores de X, entonces
K:i= {Ax +A x, A ,A = 0},
171 272" 172
estd en un subespacio vectorial a lo sumo de dimensién 2, que nunca
puede ser interseccién finita de semiespacios, a menos que dim X<ow.
Es claro que toda cufia poliédrica es cerrada. También es cierta

esta propiedad para las cufias finitamente generadas.

LEMA 1.5
Si K es una cufla finitamente generada en X, entonces X es

cerrada en X.

Prueba. -
Sea K:= {A1x1+...+h X : A =0, i=1,...,n} ,y sea

nn i

F:=[x1,...,x ], el subespacio engendrado por {Xl,...,X }. F es un
n n
subespacio cerrado de X, cuya dimensién es menor o igual que n, por lo

que K es cerrada en F (ver [18] T°4.17 b) ), y por tanto K cerrada en

X.

TEOREMA 1.5
Dado un sistema consistente ¥, entonces F(Z) es un conjunto

convexo poliédrico si y sélo si clK(Z) es finitamente generada.
Prueba. -

Si F(Z) es un poliedro, entonces

F(Z) = {¢p : <§i,¢> z E_, i=1,...,n},

1
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es decir F(Z) = F(Z), donde Z:= {<>—<i,(p> = c,i=1,..,n}.
Entonces por el Teorema 1.3 II), clK(Z) = clK(Z) = K(Z) , que esta
generada por el sistema finito {(;i,ai),i=1,...,n ; (0,-1)}.
Reciprocamente, si clK(Z) = K{(xr,cr), r=1,...,p}, entonces F(Z) es el
conjunto factible del sistema finito

{<xr,¢> =c, r=1,...,p} ,

es decir

{¢: <x,¢p>2z2c, r=1,...,p}.
T r

COROLARIO 1.5.1
Sea M(Z) la cufia K{(x‘,cj) : jeJ} := cone {(xj,c') , JjeJ},
J j
llamada "cono de momentos de X", y supongamos que X es consistente. Si

cIM(Z) es finitamente generada entonces F(Z) es un poliedro.

Prueba. -
Si cIM(Z) = K{(ij,éj) : j=1,...,p} = M(Z), entonces
K(2):= K{(ij,ij) : §=1,...,p ;(0,-1)} = clK(%)

y se aplica el Teorema 1.5.

TEOREMA 1.6
Si codim F(Z) < w , entonces F(X) es una variedad afin, si y
s6lo si el cono asociado a clK(Z) con respecto a cualquier complemento

1
topolégico ' de su espacio de linealidad L:= L , en XxR, es una

clK(Z)

semirrecta.
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Prueba. -
Por el Teorema 1.4, L es de dimensién finita y (por T
1
20.5.5 de [10]), tiene complemento topolégico F , es decir
1
XXxR =L e F .
Supongamos que

F(2) = {¢ € X* : <§j,¢> = Ej, j=1,...,m} =

m
nilx;cl ,xeX, ceR, J=1,...,m.
j=1 i ] j J

Sea T el sistema finito
z—: = {<§.’¢> Z E.,<—>_<-.’¢> Z —C.’ j = 1,""m}'
3 j b j

Entonces X vy T son equivalentes y, por Teorema 1.3 II),

clK(Z) = clK(Z) = cone{i(§j,5j), j=1,...,m (e,-1)} (1)
De aqui que
L = [{(Qj,Ej),j =1,...,m} (envoltura lineal), y

R:= cIK(Z) n F- = {(e,0)},
dado que (eo,-1) ¢ L, puesto que I es consistente.
Sea (x,c) € K\{(e,0)}. Es claro que
L + cone {(x,c)} =L + {A(x,c) : A =2 0} c clK(Z). (2)

Puesto que (x,c) € clK(Z), (1) permite escribir:

m
(x,c) = Z a (x ,c ) + ple.-1), o« €R , j=1,...,m , u=0. (3)
2 j

Entonces:

1) Si existe ¢ € F(Z), tal que <x,¢p> > c, multiplicando ambos miembros

*
de (3) por (¢,-1) € X x R, tenemos que

0 < x,p> - cCc =

o (<X ,¢> - Cc) +p
j J J J

1

ne~18

luego p > 0, y de (3) obtenemos que:

29

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997



Propiedades del cono caracteristico de un sistema de desigualdades...German Torregrosa Gironés.

m - _ _
(o,-1) = 1 (X’C)+Z H(x_,c_) e L + {Aa(x,c) : A > 0},
M 521 M 3

lo que prueba la inclusién
clK(Z) ¢ L + {A(x,c), A > 0}. (4)
De (2) y (4) se sigue que
clK(Z) = L + cone {(x,c)} =L + K (ver Lema 1.3).
Por tanto K = cone{(x,c)} , es una semirrecta.
ii) Si V¢ € F(2) es <x,¢> = c, entonces (-x,-c) y (x,c) estan en

clK(Z), es decir (x,c) € (clK(Z) n (-clX(®)) =L y puesto que

clk(X)’
L

(x,c) € clK(Z) n F, ha de ser (x,c) = (eo,0), luego ii) no puede

ocurrir. Por tanto K es una semirrecta.

Reciprocamente, supongamos que K = cone {(x,c), (x,c)%(e,0)}, y sea

{(x,c) : j =1,...,m} una base de L. Dado que (e,-1) € clK(=),

SIS |

podemos escribir:

m
(e,-1) = Z « (x,c) + plx,c) , «a€R, j=1,...,m, p=0.
g2 3 j

Sip=0, (6.-1) e L, 1luege (o,1) €L c clK(Z), vy £ no seria

consistente; por tanto p > Oy

(x,c) = u_l(e,—1)+ z haju_l)(ij,aj) € cone {(o,-1)} + L.
j=1

Entonces

clK(Z) =L +KcL +L + cone {(e,-1)} =L + cone {(e,-1)} c clK(Z).
Asi pues,

clK(Z) = L + cone {(e,-1)} = cone {i(§j,6j) :j=1,...,m; (e,-1)},
por lo que ¥ es equivalente al sistema

{<x ,¢>=c., j=1,...,m},
J J

y F(2) =

[
o 8
-

[x ;c .
] J ||
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DEFINICIGN 1.4
Dos conjuntos A y B de X son positivamente equivalentes si

cone A = cone B.

TEOREMA 1.7

Dado C ¢ X, C#g, supongamos que L tiene complemento

cone (C)
1
topolégico F . Entonces cone (C) cerrado y localmente compacto =
C es positivamente equivalente a YUZ, tal que Z es compacto y convexo,
<z,p>>0, zeZ

cone (Y) es cerrado, y el sistema es consistente.
<y,p>=0,yeY

Prueba. -
Sea K:= cone (C), localmente compacto y cerrado.
Entonces K := KnFL es cerrado.
Supongamos primero que K # {e}. Como K es un cono apuntado localmente
compacto, por Teorema 25.4.2 de [10] , K esta generado por un conjunto
Z convexo y compacto tal que © ¢ Z, ademds se puede tomar Z < [¢;1]

*
para cierta ¢ € X .

Si ademas {v } es una base de L y tomamos Y:= {*xv , «ael},
o ael cone(C)
resulta cone (Y) =1L que es cerrado,y que
cone(C)
K=1L + K = cone(Y) + cone(Z) = cone(Y v Z).
cone (C)

Ademéds, vya que co(2) = Z,

co(Z) + cone(Y) es cerrado, y © ¢ co(2Z2) + cone(Y),
pues si x # © y (-x) pertenecieran a co(Z) y cone(Y) respectivamente
entonces *x € cone(Y) = LK, Yy X€Zc Fl .Absurdo.

Aplicando el Corolario 1.5.1 de [11], se tiene que
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<z,p>>0,z€2

el sistema <y, @>20,yeY es consistente.

Por Gltimo, si K = {e}, podemos tomar Z = @, Y:= LK.

En dimensién infinita no se puede prescindir, en el Teorema
1.7, de la hipdtesis de que cone(C) sea localmente compacto, como pone

de manifiesto el siguiente

EJEMPLO 1.3 En [Zz,r (82)] consideramos
S
C:={ kel :lkl=11}n Rf .

Entonces, cone(C) = #n Rf es cerrado en £° y no es tg(ﬂz)—localmente
compacto, pues si lo fuera, existiria un entorno débil

2 .
s : < >l = =1,...
VT) ome {kel sup | KoM, | < g, i 1, n}

1 n

tal que Vn e N cone (C) seria TS(EZ)—compacto, y por tanto

11""nn’

acotado en 22 ( T* 20.11.8, de [10] ). Pero esto es absurdo ya que el

subespacio M de codimensién n,

n

M:=nKer(n) ={«e P <«®,m>=0,1i=1,...,n}
corta a R' en puntos Kk # ©, v 8i Kk € M n R cone(C) nV ,
+ + n »M S E
1 n
entonces Ak € cone{(C) n V e YA > 0,
nl"' ’ n,
y por tanto llanll = Allkll — +x cuando A — +w, con lo que
cone(C) n Vn .o Do esté acotado en 2.
1""’ n,

Luego cone(C) no es localmente compacto.
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Entonces tomando Z := C, Y := {e}, Z es compacto y convexo en

[ZZ,TS(EZ)], ZuvY=2, cone(Y) {e} es cerrado, y el sistema

z
Y

m

es inconsistente.

m

<z,¢> >0 =z
{ <y, >z 0 vy
Luego la hipétesis sobre cone(C), de ser localmente compacto, es

esencial para la validez del Teorema 1.7.

Los sistemas consistentes £, tales que K(E) es cerrado son de
gran interés en la teoria de sistemas Ilineales (sistemas de
Farkas-Minkowski). El teorema siguiente es basico para establecer una

condicién suficiente para que K(X) sea cerrado.

TEOREMA 1.8
Dado CcX, C#¥@. C es positivamente equivalente al conjunto
YuZ, tal que Z es compacto y convexo, cone(Y) cerrado, y el sistema

<z,¢> > 0, zeZ

<y,9> z 0, yeY es consistente > cone(C) es cerrado.

Prueba. -
Si Z = @, no hay nada que probar.

Tenemos que cone(C) = cone(Y) + cone(Z). Entonces por ser el
sistema consistente, © ¢ Z y por estar co(Z) = Z estrictamente
separado de @ por hipdétesis, resulta que cone(Z) es un cono (Lema 1.5,
de [11] ), y va que Z es compacto, cone(Z) es localmente compacto y
por tanto cerrado (Teorema 25.4.2 de [10]).

Ademds, Z + cone(Y) = co(Z) + cone(Y) es cerrado, y ( Corolario 1.5.1,
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de [11]) o ¢ co(Z) + cone(Y), de donde tenemos que
-cone(Z) n cone(Y) = {o}.
Llamando A:= -cone(Z), B:= cone(Y), se tiene que
C, = -cone(Z), C, = cone(Y),
con A convexo, cerrado y localmente compacto, B convexo .y cerrado, y
CA n CB = {o}, por lo que aplicando el Lema 15.D de [8], se tiene

que B-A es cerrado, es decir cone(Z) + cone(Y) = cone(C) es cerrado.

Los teoremas 1.7 y 1.8 no son reciprocos, como nmuestra el

siguiente

EJEMPLO 1.4 Sea C:={ k € £ : Ikl = 1 } n R, . Entonces
cone(C) = £°n Rf
Se tiene que:
i) cone(C) es cerrado en & y no es localmente compacto.
ii) si llamamos Z = @ e Y = C, entonces Z es compacto y convexo,

cone(Y) es cerrado, y el sistema

<z,¢> > 0
{ 29 >0 ; : 3 tiene a ¢ = 6 como soluciédn.

Luego de la hipdtesis del Teorema 1.8 no se puede deducir la hipdtesis

del Teorema 1.7.
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COROLARIO DE LOS TEOREMAS 1.7 Y 1.8
Si CcX, C#2w@ ydim X < +0, son equivalentes las dos
proposiciones siguientes:
I) cone(C) es cerrado.
II) C es positivamente equivalente a YuZ, con Z compacto, cone(Y)

<z,p>>0,zeZ

cerrado y el sistema <y, p>20, yeY consistente.

Prueba. -
I > II.- Si cone(C) es cerrado, es localmente compacto.
Ademas L (C)tiene complemento topolégico. Luego aplicamos el
cone

Teorema 1.7.

co (Z) que es compacto y

IT » I.- Si Z es compacto, tomamos 21:
convexo, y ademds cone(Z) = cone(Zl).
Por otro lado, si el sistema

<z,p> > 0 , Z € Z

(1)
<y, 9>=20 ,ye¥

es consistente, entonces también es consistente el sistema

<z,¢> >0 , z € Z1
(2)
<y,9>=z0 , yeY

En efecto: sea ¢ solucidén del sistema (1), y sea
0 < m = min { ¢(z) : ze€ Z2 } = w(zo), para algin z e Z.

Tomamos
p
z € co(2), z fz a.z aiz O,.Z a=1, ze2 , i=1,...,p ,

y tenemos que

p(z) = ¢(a121+...+apzp) = a1¢(21)+...+apw(zp) E= (a1+...+ap)mo =m,
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con lo que ¢(z) = m >0,V z e colZ).

~

Por ultimo, si z € co(Z) , sea z —> z con z € co(Z) ¥ n € N.
n n

Entonces, al ser ¢(§ ) = m, V n € N, debe ser ¢(z) = m > 0. Por
n
tanto el sistema (2) es consistente.

Finalmente se aplica el Teorema 1.8.

Para el teorema siguiente ascociamos al sistema
Z=1{x,¢> = c_ ,jeJ}
J 3

el conjunto C:={(Xj,cj), j € J} de XxR.

TEOREMA 1.9
Supongamos que el conjunto C asociado al sistema Z es
positivamente equivalente a YUZ, donde cone(Y) es cerrado,Z compacto y

<z,w°> > 0, VzeZ

o_ ,0 *
convexo, y que ¥ := (¢ ,s)eX xR, cumple que <y,WO> = 0, VyeY

(1)

Si una de las condiciones siguientes se cumple, entonces X es
consistente y K(X) es cerrado:
I) s <0

II) s =0y (o,1) ¢ conel(Y).

Prueba. -
En primer lugar, aplicando el Teorema 1.8,
M(Z):= cone(C) es cerrado.
Probaremos ahora dque Z£ es consistente bajo cualquiera de las

condiciones I) o II). Por el Teorema 1.2 de [11], la inconsistencia de
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Z equivale a que
(e,1)e cIM = cone(C) = cone(YuZ),

y por (1)

<(e,1),w°> = <(e,1)(¢o,s)> =g =z 0.
Asi pues I implica la consistencia de Z.
Si suponemos ahora que s = 0, (o,1) ¢ cone{(Y) y £ inconsistente, como

(0,1) € cone(C) = cone(YUZ),

sera

(o, 1) =Ay+...+Ay+pz+...+pz, A20, p=z=o0,
171 PP 11 qq 1 1

pero al menos algin > 0 (pues de lo contrario (e,1) € cone(Y)), y
por (1) se tiene <(e,1),(¢o,s)> = s > 0, contradiccién.
Asi, II implica también la consistencia de Z.
Probaremos finalmente que K(X) es cerrado. En efecto, sean

A:= cone{(e,1)}, B:= cone(C).
Tenemos que A y B son cerrados y convexos de XxR, A es localmente
compacto, CA = A, vy CB = B, siendo CAn CB = {(e,0)} (pues de otro modo
(e,1) € cone(C) = clM, y T seria inconsistente).
Aplicando el Lema 15.D de [8], tenemos que

cone(C) - cone{(e,1)} = cone(C) + cone{(e,-1)} = K(X) es cerrado.
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NOTAS

Volver al Indice/Tornar a l'index

1.2.- En el Teorema 1.1 el resultado es igualmente valido cuando se

sustituye K(Z) por cone{(xj,cj) , j e J}

programas tienen igual valor.

= M(Z) en (P), pues ambos

1.3.- La equivalencia de dos sistemas garantiza la igualdad entre las

clausuras de sus conos caracteristicos: K(£ ) i = 1,2, pero no entre
1

dichos conos, como muestra el siguiente

EJEMPLO 1.5
21:= {<t,x> =2 -1 =z 0}
y
22;= <t,x> 2 -1, t <1,x> = 0}
1.4.- No vale el reciproco del Corolario 1.4.2.
EJEMPLO 1.6
Sea % := {<cost,x> =2 sent , t € In,2nl[}.

Es evidente que K(Z) es apuntado y que F(Z) = {0}, conjunto que no

tiene dimensién maxima.

38

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997



Propiedades del cono caracteristico de un sistema de desigualdades...German Torregrosa Gironés.

CAPiTULO 2.

RESTRICCIONES REDUNDANTES: CLASIFICACION

Como es Dbien sabido, la redundancia es un fendmeno de
considerable trascendencia en el terreno de los métodos numéricos en
programacién matemdtica, con eventuales efectos positivos (mejorar el
condicionamiento del problema o posibilitar la aplicacidén de métodos
mis eficientes) y negativos (incrementar el esfuerzo computacional o

propiciar la formacién de ciclos).

Aqui se analiza el fendémeno de la redundancia en sistemas de
infinitas desigualdades lineales sobre un espacio localmente convexo
real, X, proporcionando diferentes criterios para la clasificacién de

una restriccidén dada en redundante o no redundante.

Se han escrito multitud de trabajos acerca de la redundancia de
sistemas de finitas inecuaciones en espacios de dimensidéon finita,
véase Karwan-Lofti-Telgen-Zionts [9] y los trabajos que alli se
mencionan, pero tan sélo en Eckhardt [4] y Goberna-Lépez [6] se hace
referencia a la redundancia en sistemas de infinitas inecuaciones,

. ; s . - n
pero en ambos casos, sobre un espacio de dimensién finita, X = R".
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DEFINICION 2.1
Sea ¥ un sistema consistente. Diremos que una restriccién
<xs,¢> = cS es redundante en X, cuando todas las soluciones del
sistema resultante de eliminar dicha restriccién :
T = {x_,p>zc , je I\{s}}
s J J

lo son de =, es decir F(Z) = F(Z ).
S

Cuando una restriccién no es redundante, se dice que es activa.

TEOREMA 2.1

Si <x ,¢> =z ¢ es activa, entonces el hiperplano:
s s
H ={¢peX*: <x,p=c}
S S s

contiene algin punto de F(Z). Es decir, es consistente el sistema
%= {<x_,p> = c_, je N{s} ;<x ,¢>=c }.
3 J s s
Prueba .-
Por ser Z consistente, existe ¢ € F(Z) y <x ,¢> 2z ¢
s s
Por hipdtesis la restriccién <x ,9> = ¢ es activa, luego existe una
s s
solucién 5 de £ tal que <x ,5 > < c .
s s S
Definimos las aplicaciones :
*
¢ : X ——> R
s

p —— @ (@) = <x ,¢> - ¢C
s s s

%
g: [0,1] — X . _
t ——— g(t) =(1-t) o+ t ¢

Ambas son claramente continuas, por lo que si f := @ o g, f es
s

continua en [0,1], vy

£(0).£(1) = @ (9).0_(p) = (<x_,@> - c). (<x_,p> - c) =0
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Por el teorema de Bolzano existe o« € [0,1], tal que
0=fla) =0 [(1-a) p +a @]l : = (p.) = <x ,9.> - C .
S s 1 s 1 S

Es claro que ¢, € HS n F(Z).

DEFINICIGN 2.2
Si <x ,¢> =z ¢ es redundante en ¥ y > es consistente,
S S

diremos que <x ,¢> = cC es semi-redundante en .
S S

s s = s - .
Puesto que la inconsistencia de X garantiza la redundancia de
<X ,¢> = ¢ en 2, dos nuevos conceptos se derivan de la
s

s

clasificacidén de los sistemas inconsistentes.

DEFINICIGN 2.3

<xs,¢> = cS es débilmente redundante en ¥ , cuando =% es
débilmente inconsistente.

<xs,¢> = cs es fuertemente redundante en = , cuando 2% es

fuertemente inconsistente.

El ejemplo que sigue 1ilustra cada uno de los tipos de

redundancia.
EJEMPIO 2.1
*
Sea X = 21, X =4, y sea A c X formado por todos los vectores
K = (xn) ;X = 0, con s6lo un numero finito de componentes no nulas y

al menos x = 1 para algun p.
P
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Consideremos el sistema:
1 1 0
Ti={<k,> =21, ke Au;<u,n» =0, nedl }.

Es claro que las unidades " =(0,.5?..,1,0,...)

€ A, y que cualquier
k € A es combinacién lineal de los un, de coeficientes positivos,
siendo al menos uno de ellos igual a 1.

Se tiene que el sistema T es consistente, pues tomando 7 =(yp),

cony =1 V peN, tenemos que
p

nel” ([[n[[00 =1)y <k,n> = Z xpz 1
p=1

. . . n
i) Las restricciones <k ,m> =2z 1, k # u, n € N, son redundantes en X,
s s

. 0 . . .

ya que si n € £ es una solucidén del sistema:
1 1
Z:={k,p> 21, k#K , KeAu; <u,n> =0},
s s

tenemos que <up,n> z1, sinz=z2,

lo que implica que ynZ 1 para n = 2,3,...

También Y, =z 1, pues si suponemos que

n n n
1 2 t
K =X u + x U + + x u ,
s 1 2 t
consideramos el vector
1 1 " Py Ty 1
u + o u® , n € N, siendo @ = u , 4 ,..,u , u,

entonces este vector esta en A\{ul} y es distinto de k , por lo que:
S

1 1
<u” + 0 up, n> z 1, o sea

1
<u1,n> + 0 <«uf,n >z 1 V n € N, luego <u1,n> = ylz 1. Por tanto

<K > =X +... + X =Zx + ... +x >1
s’n 1yn1 tynt 1 t !

y 1 es solucién de

ii) Las restricciones <up,n> z 1, n> 1, son también redundantes en %,
ya que si x —> O cuando p——> o , siendo x > 0 V p € N, el
p P

punto xpu1 + " e AU’} y es distinto de u”. Por lo que si 7 € £,
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es solucidén de

Po<al,p> =00},

1
s o={kk,> =21, keA\{u}t, k=u
n
se tiene que
1 n . 1 n
<xu'+u,p> =1, es decir x <u ,n> + <u ,n> = 1,
P P
vy haciendo que p —> » tenemos que <u§,n> = 1.
Luego m es solucién de Z
. n .
Como el sistema 3=° para kK =Uu , n > 1 es consistente,
s

(7 = (y) con yp = 1 V p e N es solucién ), las restricciones
p

n N
<u,n> =z 1 son semi-redundantes en X%, para n >1.

. S n . M s
El sistema ¥ para k # u , n € N es inconsistente.En efecto, si
s

K =X u + ... +X u + u’, q=z1 ,qinl,...,n
P

entonces cualquier solucién n de £ ha de tener y 21, p = 1, por lo
p

que <K ,M> = X + ...+ x +1>1
S nl n
p

iii) Estudiemos el tipo de redundancia de la restriccién <k ,mp> = 1.
S

a) Supongamos primero que g > 1. Entonces el subsistema finito SA de

P
n1 n
SA:= {<u ",p> = 1,..., <uP,p» = 1, <ul,p> = 1,<k ,m> = 1} es
S
inconsistente, pues si 7 cumple las (p+l1)-desigualdades cuyos
segundos miembros son = 1, no puede cumplir la dltima <k ,m> = 1, vya
S
que <K ,7> = X + ... + X +1>1
s n n
1 P
b) Si suponemos ahora que q = 1 vy que X + ...+ X > 1, en este
n1 np
caso el subsistema finito
™1 n 1
SA ={<u ,pzl,...,<uf,p =1, <u,» =0, <k ,n>=1}
s

es claramente inconsistente.
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En los casos a) y b) la restriccién <Ks,n> =z 1 es fuertemente

. S . q .
redundante, por ser el sistema ¥ fuertemente inconsistente, en virtud

del Teorema O.1.
c) Supongamos por Ultimo que g = 1, y que 0 < X + ... +x =1 ,

entonces el subsistema finito
n n

SA :={<u 1,n>21,-.-,<u p,n>21,<u1,n>20,<K N> = 1,<c >z},
2 s Sn
n n
donde K =u! + ! (x u Yy v+ x uP ), n=2
s n n n .
n 1 P
es inconsistente, pues si 5 = (yl,yz,...,y ,e..) € Z , fuera solucién
m
de SA , tendriamos:
2
K, =1s1=y +xy + ...+x ¥y
s 1 n - n n'n
11 P P
n.
1
<u', P zle y =1 Vi=1,2, P
n

<k > zle 1=y + (x vy +...+x vy )
s 1 n’n n - n

n 1 1 P

1A

P
1—y1 , ¥y como ynzl , 1 =1,...,p , se
i

lo que implica que (1—y1)n

deduce que 0 = 1—y1 = 0, es decir que y, T 1, y por tanto

Contradicién.

Por tanto la restriccidén <k ,m> = 1 es fuertemente redundante en £
S

también.

. . . e 1 L1 =
iv) Finalmente, la restriccién <u ,> = 0 es débilmente redundante en

2, puesto que el sistema:

1 1 . .
S hi= {k,m> = 1, kK € A\{ul}, <u’,m> = 0 }, que es inconsistente,
. . . n 1 00
admite a 1la sucesién 7 := | ?;—,n,n,...} de ¢ , n € N, como

solucién débil.
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Parece conveniente observar que

z::= {<xj,¢> 20, j el\{s} ; <x_,¢> =0},
carece de soluciones estrictas, por lo que la condicién suficiente del
Teorema 0.3 i) no puede utilizarse para clasificar una restriccién
como débilmente redundante. No obstante, resaltamos que cuando la
dimensién de X es finita, la parte ii) de este teorema nos permite
afirmar que en las representaciones casi-lineales de conjuntos
acotados no puede darse la redundancia débil. En efecto:
Sea el sistema

n

T o= {<xj,¢> = cj , jeJ, xje R", ¢ € (Rn)*= R, cj e R}
consistente, tal que
F(Z) :={ ¢ € X <xj,¢> = cj, jeJ}

sea un subconjunto acotado. Entonces el cono de recesidén de F(Z) es

C o ={gpeX : x,9>=0,jel} =0},
por lo que el cono de recesién de F(2) n HS es también {0},de modo que
ZZ sélo tiene la solucién trivial y por el Teorema 0.3 ii), <XS,¢> z 0
no puede ser débilmente redundante.
Si dim X = w , supongamos que F(Z) # @ sea acotado en X* y dque s° sea
inconsistente. Entonces A :={<xs,¢> : ¢ € F(2) } tiene a c_ por cota
inferior, y es un conjunto acotado convexo de R, luego es un intervalo
acotado. Si c = inf A, puede ocurrir:
i) que exista 9, € F(Z), tal que <X_,¢> = c, en cuyo caso c<ec,y la
restriccién <XS,¢> = cS , por ser paralela a <xs,¢> = ¢, seria
fuertemente redundante. Esto, que ocurre necesariamente en dimensidn

finita, pues F(Z) es compacto, estd ilustrado en el siguiente ejemplo:
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EJEMPLO 2.2
Sea A := {k € £ : || s 1} , vy consideremos el
sistema I := { <k,m> = -1, "K"2 =1 } , entonces
F(£) :={nel:<wmz=z-1,ckeA}l=A
Por otra parte
AR ={nel: «wxm=z-1,|c],=1}),
luego todas las restricciones <k,n> =z -1 de &, con “K"2 <1, son
redundantes, y si ||lc°||2 <1 y meA’, se tiene que
Ik ,0>1 = e |- Jn] = e < 1,
luego -1 < —||K0||2 <<k LM, lo que implica que el sistema
%= {<k,n> = -1, Kk € A\{Ko}, <Ko,n> = -1}

es inconsistente, y dicha restriccién no es semi-redundante.

_ 1 . _ 1
Sea K = (-—Er—,O,O,...) ; es claro que ”K°”2 = —5— < 1 vy que
<k ,m> : gl = 1 } = {-——l— , ——l——]. Por tanto, en este caso, la
o 2 2 2

restriccién <k ,m> = -1 es fuertemente redundante, ya que el
o

*
hiperplano en X , <K°,¢> = -1 es paralelo al hiperplano soporte
k9> = - —é%— , que deja al conjunto factible F(Z) en el
semiespacio <k ,p> = - -—j;—.
o 2

ii) que no exista p, € F(Z) tal que <xs,¢o> = c, en cuyo caso para
cada n € N existe ¢ e F(Z) tal que ¢ =c < <x ,p> < c + !

n s S n n

Como ¢ € F(X), sera para cada j € J, <xj,¢n> e cj » luego
lim inf <x_,p> = c. V j e IN\{s}, y
n i''n j

lim inf <x ,¢ > = c.
n s n
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Por tanto, si ¢ = ¢, la restriccién <x ,¢> = c seria débilmente
s s S
- = 7 P - q S
redundante, pues {¢ : n € N } seria una solucidén débil del sistema Z.
n

El ejemplo que sigue ilustra esta situacién:

EJEMPLO 2.3
Consideremos el par dual <f}£w>, y dotemos a ©° de cualquier
topologia compatible con el par dual, por ejemplo o{ﬂw,ﬂl) = rs(ﬂl) ,
entonces £' es el dual continuo de Zm[o(ﬂw,ﬂl)].
Sea Z:= {<k,n> = -1, IIKIIoo = 1}. Entonces
F(2) ={mel : Inls=1}

F(Z) es absolutamente convexo, cerrado y acotado en 21, pero no es

compacto.
Si k :=(1-1,1 -1 1 -1 R L ...), se tiene que Ik Il =1 y
0 ’ 2’ 3’ ’ n’ ’ o ®

1 4]

sinedl, n=(a ,a_,...,a ,...), cumple que Z |a |=1, entonces
1 2 n n
n=1

(S 1
<K°,n> = Z an(l - ?;‘) estd estrictamente comprendido entre -1 y 1,

n=1

es decir, la imagen de F(Z) mediante la funcional continua k es el
o
intervalo abierto ]1-1,1[.

La restriccién <k ,n> = -1 es débilmente redundante, pues el
[e]

sistema inconsistente

(o]

Si={ <k, z=-1, k#EK, Ikl =1, <k , 7> = -1}
o] o0 [o]
es débilmente inconsistente, siendo {n : n=1,2,...} una solucidén
n
(n
débil, donde n_:= (0,...,-1,0,...).

En los sistemas finitos no puede darse tampoco la redundancia

s . S s s N .
débil, pues ¥ no puede ser, en este caso, débilmente inconsistente.
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El concepto de redundancia débil es un concepto de transicién entre
las otras dos formas de redundancia y, por consigulente, participa
alternativamente de las propiedades de una y otra, segun ponen de

manifiesto los resultados que siguen.

LEMA 2.1

<X ,p> = c,£ es fuertemente redundante en ¥ si y sélo si

s
existen A € RiJ\(S)) , y &85>0 tales que
(x ,c ) = A(x ,c ) + 8(e,-1) . (1)
s s . J J J
JEIN{s)
Prueba. -

Si <xs,¢> = c es fuertemente redundante, X° es
fuertemente inconsistente, y por el Teorema 0.2 iii)
(e,1) e cone{ (x,c) , jeJ; (-=x,-c) }, (2)
J ] s s

por lo que existen y € RiJ) y M =0 tales que

(0,1) = y.(x,c) - plx,c)=
j;J J J J s s
=z ¥ (x,c) + (y u) (x ,c)
JEIN{s) 7] s s ®

Si fuese 75— u = 0, seria % fuertemente inconsistente, luego
¥ k< 0. Denotando & := (u - WS)_l y A =8 75 obtenemos (1).
J
Reciprocamente, si se cumple (1), puede escribirse

(e,1)=z 87 (x ,c)+8 M (-x ,-c ),
j eN{s} J J s s

por lo que se cumple (2), y £ es fuertemente inconsistente.
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TEOREMA 2.2
<X ,¢> z C es fuertemente redundante en ¥ si y sélo si,
s s

<x ,¢> =z ¢ es fuertemente redundante en un subsistema finito de Z.
S s

Prueba. -
Si <x ,¢> = cC es fuertemente redundante en %,
s s
aplicando el Lema 2.1 (cuya notacién utilizamos), <x ,¢> =z ¢ es
s s

fuertemente redundante en el sistema finito
{<x ,¢> =z c, je€supp A; <X ,¢> =2 c }
J ] s s

Reciprocamente, si <x ,¢> = ¢ es fuertemente redundante en el
s s

subsistema finito

8

o= {x,e>=2c. , jeh ; <x,p>=c }, A c IN{s}, card(A) <
A J J s s
entonces por el Lema 2.1 existen A € Rﬁ y 8 > 0, tales que

(x_,c_)= Z A (x e ) + 8(e,-1)

jelA

Definiendo Aj= 0 para j €(I\{s})\A, obtenemos el A € Riyds))

que nos exige el Lema 2.1 para concluir que <x ,¢> = ¢ es fuertemente
s S

redundante en Z.

Para el siguiente resultado requerimos que X sea un espacio
*
normado tal que su dual X sea separable (con la topologia de la

norma) .
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TEOREMA 2.3
i) Si <XS,¢> z c_es semi-redundante en Z, entonces
<xS,¢> = cs es semi-redundante en un subsistema numerable de Z.
ii) si <XS,¢> = c_ es débilmente redundante en %, entonces

<x ,¢> =z ¢ es débilmente redundante en un subsistema numerable de Z.
S s

Prueba. -

i) Como X* es normado separable, y F(Z) = F(ZS), existe
un subconjunto T de J\{s}, numerable, tal que F(Z) puede representarse
como { ¢ € X* : <xj,¢> = Cj , jeT}.

Sea £:= {<xj,¢> S c, jJeTu{s} }. Se tiene que

F(Z) ¢ F(Z) = F(8) c F(5),
de donde F(%S) = F(%), y <xs,¢> =c_es redundante en %.
Ademas

§5:= {<xj,¢> = cj , jeT; X, p> = c_ }
es un subsistema del sistema consistente =° , luego la restriccién

~

<X ,¢> =z ¢ es semi-redundante en X.
S s

ii) Consideremos T <« J \ {s} como en i). Es evidente que <xS, > = c_
no es semi-redundante en i , pues F(Z)n HS =F(£)n Hs= @.

Tampoco puede ser fuertemente redundante en % por el Teorema 2.2,
puesto que lo seria en un subsistema finito de % c Z, lo que obligaria

a que <x , ¢> = ¢ fuese fuertemente redundante en Z, en contra de 1la
s S

hipétesis.
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TEOREMA 2.4

Sean <xs, > = C_ y <Xk, > = cC dos restricciones
redundantes en .
i) Si <Xk,¢> = ck no es semi-redundante en X, entonces
<xk,¢> = ck es redundante y no es semi-redundante en ZS.
ii) si <Xk,¢> zc Y <XS,¢> = c_ son débilmente
redundantes en %, también <xk,¢> = ck lo es en Zs.
iii) si <xk,¢> Zc Yy <X_,p>=c_ son fuertemente

redundantes en %, también <xk,¢> = c, lo es en ¥ .
s

Prueba. -
i) En efecto, Hk N F(ZS) = Hk n F(E)= o , luego

<xk,¢> = c, Do es semi-redundante en 2 .
S

iii) Como Zk es fuertemente inconsistente, existe un conjunto finito
A cJ, k e A, tal que el sistema
{<x ,¢> 2z c_,je A\ {k} ; <x ,¢> =c }
J j k k
es inconsistente.
Si s ¢ A , entonces <xk,¢> = ck es fuertemente redundante en X
S
en virtud del Teorema 2.2. Si s € A, al ser <x ,¢> =z c redundante en
s s
un subsistema finito de ¥ (Teorema 2.2) existe un conjunto finito
T cJ (s ¢ T), tal que <x ,¢> = c es fuertemente redundante en
s s
el subsistema
{x,p>zc_, JeT; <x,p>z= c_ }
J J s s
(es decir, <XS,¢> = c es consecuencia del sistema
s
{<x_,p> zcj , jeT}).
J

Al ser inconsistente el sistema
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{<Xj,w> = cj , jeAuTN\ {s,k} ; <xk,¢> =c, ¥,

la restriccién <xk,¢> = ck es fuertemente redundante en el subsistema
{<xj,¢> z cj , Je AuTN\{s} } , y siendo éste un subsistema finito
de ZS , se concluye que <xk,¢> = c, es fuertemente redundante en ZS.
ii) Dos casos son posibles por i):

1.- <Xk,¢> = c, es débilmente redundante en ZS

2. <Xk,¢> = ck es fuertemente redundante en Zs.
Descartemos 2. En efecto, si fuera cierto 2, existiria un subconjunto
finito A ¢« J \ {s}, con k € A, tal que <xk,¢> = c seria fuertemente
redundante en {<Xj,¢> = cj , j € A} por el Teorema 2.2, o sea , el
sistema {<Xj,¢> = cj ,j € AN {s,k} ; <xk,¢ > = ck} es inconsistente;
pero entonces el sistema s tendria un subsistema finito

inconsistente, y por tanto <Xk,w> = ck no seria débilmente

redundante en Z, en contra de la hipdtesis.

TEOREMA 2.5
El conjunto de soluciones de &£ no varia al eliminar
(simultdneamente) un conjunto finito arbitrario de restricciones

redundantes, no semi-redundantes.

Prueba. -
Razonamos por induccién sobre el cardinal n de las
restricciones eliminadas.
Si n =1, el resultado es claro por definicidén de redundancia.

Supongamos que es cierto para n = k, y probémoslo para n = k+1.
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Consideremos pues un conjunto de k+1 restricciones redundantes en Z,
no semi-redundantes. Designemos por Zk+1 el sistema resultante de

suprimirlas. Sea <x_ ,¢> = ¢, una de estas k+l restricciones, 21 el
J J
o o

sistema que resulta de suprimirla en Z, y Zk el sistema resultante de
eliminar de ¥ las otras k restricciones. Tenemos que F(Z) = F(ZIL
Ahora bien Zk+1 es el sistema que resulta también al suprimir en 21
las restantes k restricciones, las cuales por el Teorema 2.4 i) son no
semi-redundantes en Zl , luego por la hipdtesis de inducciédn

F(Z1) = F(Zk+ ) , y por tanto F(Z) = F(Zk+ )

1 1

%*
Sea E := [F(Z) - F(Z)] ¢ X, la envoltura lineal de F(Z)-F(Z). El

3

teorema siguiente permite clasificar la restriccidn <x ,¢> z= ¢
s s

cuando F(£°) # @ y el subespacio vectorial E1 := [F(=°) - F(=°)] ¢ E,

cumple que dim (E1) < dim (E) - 1. El enunciado engloba tanto el caso

finito como el infinito, observando que en este Gltimo caso

dim (E) - 1 = dim (E).

TEOREMA 2.6
Si F(2°) # 2 y din (E1) < dim (E) - 1 , entonces

<X ,¢> =z ¢ es semi-redundante en .
s S

Prueba. -
Sea y := dim (E). Si <xs,¢> = cS fuera activa en X,
existiria una ¢ € F(ZS) \ F(£) tal que <x ,¢ > < ¢ . Puesto que
s o s

dim (aff (F(Z) v {p 1)) = dim (aff F(2)) = 7 ,
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existird un conjunto C ¢ F(2) , con card (C) = y, tal que el conjunto
B:=1¢ - ¢ Qe C}

es un sistema libre en E.

Ya que en el segmento [¢,¢0] existe Wwe X* tal que <xS,W¢> =c,

encontramos un Aw > 0, A¢ = 1, tal que W¢= o+ A¢ (¢ - wo) € Hs .

Por otra parte, todo el segmento cerrado [w,wo] c F(ZS) (por ser F(ZS)

convexo) , luego Ww € F(=) V ¢ € C. La familia {Ww :p € C} es

afinmente independiente, pues si @ ,...,6& son escalares tales que
q

al ser

iil aiq’¢i = i‘xi [q)O * A(p_((pi_ ‘00) - i “ikq).((pi- gDO) ’

i=1 i i=1 1

y puesto que la familia {¢ - 0, ¢ € C} es libre, se tiene que

oA =0,1=1,...,q, es decir a« =...= a = 0.
i ¢i 1 q

Por tanto dim (E1) =z card (C) =z y = dim (E).

Contradiccidn.

Terminaremos esta seccién mostrando que, conocer la relacién
entre las dimensiones de F(2£) y F(£°) puede ser dtil en algunas
ocasiones, pero que no proporciona un criterio para la clasificacién
de <xs,¢> = c, (obsérvese que dos restricciones iguales en I son
siempre redundantes, cualquiera que sea la dimensién de F(=%)).

Se sabe que, cuando F(=%) = z, <xs,¢> = c_ es redundante (débil o
fuertemente) en X. Es facil ver que dim F(=°) = dim F(2) - 1 es un

caso dudoso: <xX ,¢> = c puede ser tanto redundante como activa en Z,
s S
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lo que se pone de manifiesto en el siguiente ejemplo

EJEMPLO 2.4

v

Sea Z:={<(r,-1),(x1,x2)> =z -1, r 1;
<(1,0), (Xl’X2)> = 0;
<(—1,0),(X1,X2)> =z -3 }.
Considerando la restriccién <(1,0),(X1,X2)> z 0, se verifica que
dim F(=°) = dim F(Z) - 1, y la restriccién es redundante. Mientras que

si consideramos <(—1,0),(X1,X2)> = -3, también se verifica

dim F(=%) = dim F(Z) - 1, y sin embargo la restriccién es activa.

NOTAS. -

2.1.- En la clasificacién de las restricciones de un sistema desde el
punto de vista de la redundancia, son clases inestables 1las dos
intermedias: las semi-redundantes y las débilmente redundantes. En
efecto, en ambos casos una pequefia perturbacién en los parametros
correspondientes las puede convertir en activas o fuertemente

redundantes.

2.2.- No vale el reciproco del Teorema 2.3 1), tanto si el subsistema

es finito como numerable.

EJEMPLO 2.5 Sea el sistema en R®

zoo={<(-1,-1),(x ,x )> =1 ;<(-1,-1),(x_ ,x_)> = O;
1° 2 1° 2

<(-1,0),(x1,x2)> =0 ;<(0,—1),(x1,x2)> =0 }.
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Es facil verificar que <(—1,—1),(x1,x2)> = 0 es semi-redundante en 21,

a pesar de ser fuertemente redundante en Z.

2.3.- No vale el reciproco del Teorema 2.3 ii).

EJEMPLO 2.6
Sea s :={<(—et,1),(x1,x2)> z (1-t)e' , t e R ;
<(1,0),(x1,x2)> =0 ; <(0,1),(X1,X2)> = 0}.
Puesto que <(0,1),(X1,X2)> = 0 es redundante en el subsistema finito
(témese t = 0)
.= - > = < > = . < > =
T o= {<( 1,1],(x1,x2) =1 ; (1,0),(x1,x2) = 0 ; (O,1),(x1,x2) =0 }
cuyas soluciones satisfacen <(0,1),(X1,X2)> =z 1 , es evidente que
<(0,1),(X1,X2)> z 0 es fuertemente redundante en I.
Sin embargo el sistema
t t
= {< (- > = (1- . < > =
ZQ {<(-e ,1),(x1,x2) (1-t)e ,t € Q; (0’1)’(X1’X2) 0 }
es débilmente inconsistente, por 1lo que <(0,1),(X1,X2)> = 0 es

débilmente redundante en un subsistema numerable de Z.

2.4.- En el Teorema 2.3 no puede sustituirse numerable por finito.

EJEMPILO 2.7
<(O,1),(X1,X2)> z 0 no es redundante en ninglin subsistema finito de

{<-et,1),(X1,x2)> = (1-t)e" , t eR ;<(O,1),(X1,X2)> =0 }

2.5.- Es posible eliminar secuencialmente restricciones redundantes de
un sistema consistente sin alterar su conjunto de soluciones, pero

siempre que la restriccién a eliminar sea redundante en el sistema
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Volver al Indice/Tornar a l'index

reducido, pues debe tenerse en cuenta que una restriccién redundante
en el sistema inicial puede dejar de serlo después de la reduccién. El
Teorema 2.4 prueba que esto Gltimo no ocurre cuando la redundancia es
fuerte o débil. Lo dicho vale incluso en 1los sistemas finitos
(considérese un sistema formado por una inecuacién no trivial y un

maltiplo positivo de la misma).

2.6.- En el caso finito puede eliminarse en bloque todas las
restricciones fuertemente redundantes y alcanzar sistemas minimales al
eliminar secuencialmente las "semi-redundantes" (el orden en que son
escogidas las restricciones semi-redundantes en el sistema inicial
determina el sistema minimal resultante del proceso; véase [14]. Las
cosas no son tan simples en el caso de sistemas de infinitas
inecuaciones. Aunque el sistema carezca de restricciones
semi-redundantes, puede ser imposible alcanzar un subsistema minimal
equivalente. Hablando con mas precisién, la eliminacidén simultdnea de
restricciones débilmente o fuertemente redundantes, en cantidad no
finita, puede alterar sustancialmente el conjunto de soluciones. Esto
es asi incluso en el mejor de los casos, i.e. cuando existe un

conjunto de restricciones fuertemente redundantes.

EJEMPLO 2.8
> :=9{ -x 20; x = - i , T =1,2,... } es una representacién
lineal del origen.Al ser ZZ = {x = 0} para r = 1,2,... ,del Teorema

0.3 ii) se deduce que todas las restricciones, excepto -x = 0, son
fuertemente redundantes en 2. Pero su eliminacidén simultanea conduce a

una representacién lineal del intervalo ]-«,0].
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CAPiTULO 3.

REDUNDANCIA EN SISTEMAS FARKAS-MINKOWSKI (FM) Y EN

SISTEMAS FINITOS

Esta seccidén estid dedicada al estudio de la redundancia en los

sistemas FM y, en particular, en los sistemas finitos.

DEFINICIGN 3.1

Un sistema consistente % := { <Xj,¢> = cj, jeJ} se dice
que es de Farkas-Minkowski (FM) si 1la cufia K(Z) asociada a X es
cerrada. Equivalentemente (en virtud del Teorema 0.4), un sistema
consistente ¥ es FM si toda inecuacién que es consecuencia de I es

también consecuencia de un subsistema finito

Sea X un sistema consistente cualquiera:
z = A <xj,¢> z cj, jeJ}.
Una forma natural de abordar la clasificacién de la restriccidn
<xs,¢> = c_ en 2, consiste en asociarle el problema (PS) de
Programapién Infinita Lineal (P.I.L.) siguiente:
(PS) Inf {<xs,<p>,<p € F(ZS)}
Denotaremos por V(Ps) el valor de PS. Obviamente la inecuacién
<xs,¢> = y es consecuencia de ZS si y sbélo si y = V(Ps).

Las propiedades de P sélo permiten clasificar groseramente 1la
s

restriccién <x ,¢> = c como redundante o activa. La clasificacién
S s
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completa sélo es posible para ciertas clases de sistemas.

TEOREMA 3.1
i) <xs,¢> > c  es activa en Z si y sdélo si V(PS) < c
ii) <x ,p> = c_ es semi-redundante en £ si y sdélo si
s
v(P ) =c y P es resoluble.
s S s
iii) <x ,¢> = c_es débilmente redundante en X si
S
v(P ) =c y P no es resoluble.
s S S
iv) Si <xs,¢> =c es fuertemente redundante en ¥, entonces
s
v(P ) >c
s S
Prueba. -
i) <XS,¢> =c  es activa en £ si y sbélo si existe ¢, € F(2)
s
tal que <x ,¢.> < ¢ , en cuyo caso V(P ) =<x ,¢> < ¢,
s 1 s s s 1 s
El reciproco es trivial.
ii) <xs,¢> = c, es semi-redundante en X si y sélo si <x ,¢> =z c es
S s
consecuencia de ZS v F(ZS) n Hsiz. Por lo primero c = v(P ) y por
s s
lo segundo 3 ¢ € F(Z) n H tal que <X ,¢.> = c, de donde
2 s s s 2 s
concluimos que v(P ) = c_.
s

El reciproco también es inmediato.

Para concluir la prueba basta probar iv). Por el Lema 2.1 existen

A€ RinS}) y & >0, tales que:
(x_,c)=) A (x,c)+ 8le,-1). (1)
S S J J
jeIN{s}

~

Sea ¢ una solucién arbitraria de £ , multiplicando por (¢,-1) ambos
s

miembros de (1), se obtiene:
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<X ,p> - c = A(x ,p> - c)+8=28>0
s % ENs) .

De donde v(P ) 2 ¢ + 38 > c .
s S S

]
COROLARIO 3.1.1
<X ,p> = c_ es redundante en ¥ si y sdélo si V(PS) =z c .
s s
COROLARIO 3.1.2
Si ZS es FM, se tiene:
i) <xs,¢> = c_es activa en Z si y sélo si V(PS) < c_
ii) <X_,p> = c_es semi-redundante en ¥ si y sélo si
viP) =c y P es resoluble.
s S s
iii) <xs,¢> = c_es débilmente redundante en £ si y sdélo si
viP)=c y P no es resoluble.
S S s
iv) <xs,¢> z c_ es fuertemente redundante en ¥ si y sélo si
v(iP) > c.
s S
Prueba. -
Bastard demostrar el reciproco del Teorema 3.1 iv).
Sea & = V(Ps) - c > 0 . Como la restriccién <x ,¢> =z ¢ + 8 es
s s
consecuencia de ZS, por el Teorema 0.4 , (x ,c + 8) € cl K(Z ) = K(Z)
s S s s
(por ser Zs, FM), 1luego existen A € R:y“S)) y g =z 0 ,
tales que
(x_,c +6)=Z Alx,c ) + pule,-1),
s . 33
jeIN{s)
es decir
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(x ,c ) = Z A(x,c) + (u+8)(e.-1) ,
% @ds) I

lo que , por el Lema 2.1, nos indica que <x ,¢> = C es fuertemente
S s

redundante en Z.

Desde luego, si Z es finito, puede aplicarse el Corolario 3.1.2, bien

entendido que iii) no se da nunca.

Aplicaremos ahora la teoria de la dualidad en P.I.L. (ver [7] Remarks
2.1, pag.138), para obtener condiciones mas operativas. Tales

condiciones involucran el conjunto siguiente:

r:={yer? :y =-1 7,20, j e I\s}}
Consideremos, para evitar repeticiones innecesarias, las
proposiciones:
(A) Existe un ¥ € T que satisface z YX =0 (1)
€5 2
y Z yc =0 (2)
33
JE€J
(B) Existe un ¥ € T que satisface (1), y z yc. >0 (3)
i
JjEJ

TEOREMA 3.2
i) Se verifica (B) si y sélo si <X > = c_ es fuertemente
redundante.
ii) Si se verifica (A) y no (B), entonces <xs,¢> =z c es

S

semi-redundante o débilmente redundante.
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Prueba. -
i) Es consecuencia del Lema 2.1.

ii) Por ser falso (B), se tiene que x = Z A x_ implica que
5 geisy?

IN{s}

Z A cC=c, cualquiera que sea A € R+
i s

JEIN{s}

Por tanto, V(DS) = c_ si representamos por D el problema dual de P .
s s

Al cumplirse (A), v(D) = c_ (siendo ademas DS resoluble). Entonces

s
por el teorema de dualidad de Golstein [8,pag.94]), tenemos que
c = V(Ps), y por el Corolario 3.1.1 <x_,p> = c_ es redundante en I,
S

s

no pudiendo ser fuertemente redundante por i).

COROLARIO 3.2.1
Supongamos que ZS es FM. Se tiene:
i) <xs,¢> = c,6 es semi-redundante o débilmente redundante en Z,
si y s6lo si se verifica (A) y no (B).
ii) <xs,¢> = cs es fuertemente redundante en X, si y sélo

si existe una 7y € I’ que satisface (B).

Prueba. -

Bastard demostrar el reciproco de ii) en el Teorema 3.2.
Por el Corolario 3.1.2 ii) y iii), V(PS) =c vy PS serd resoluble o
no. Por otra parte la inecuacién <XS,¢> = c, es consecuencia de ZS

(por ser ¢ = v(P)), y por ser & FM, es (x ,c) € K(Z), luego
S s s s S s

I\{s}

existen un 7y € R+ p = 0 tales que:
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(x ,c) = ¥y {(x,c) + u(e,-1)}, de donde
T jeis J
c = yc. =v(D).
JEN{s} s
. IN{s}
Por tanto v(P) = v(D) y D es resoluble, siendo ¥ € R+ una
s s s
solucién de D, luego yec-c = 0 , de donde (poniendo ¥ = -1)
s jevgsy 7 7 s
tenemos que:
yc. =0, o sea la condicién (2).
. J i
jeJ
Ademds x = z ¥y x.  , luego Z Y¥X = © poniendo ¥ = -1, por
S . J 3 . J ] s
JEIN s} jeJ

tanto se verifica (A).
Si suponemos ahora que y € T vy cumple (1),

como v(D) = c= ¥y c. , entonces Z yc =0.
s s
jeiesy’ jes 17

Luego se cumple no (B).

Una vez mas, si £ es finito o F(Z) es compacto (y Zs FM),
obtenemos un criterio de clasificacién:
i) caracteriza a las restricciones semi-redundantes, y
ii) a las fuertemente redundantes,

mientras que

ZW.X.= [e) === Z 7_0_( 0
jer I jE€5 ]

para todo y € I', caracteriza a las restricciones activas en .

También se deduce, en particular, para tales sistemas que

<X,p> Z c, es redundante en X si y sélo si existe un ¥y € T tal que
s

Z’J.XF@ y 27.0.20
jeJ ) j&eJ JJ
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Para poner de manifiesto la potencia de los resultados anteriores
derivaremos, a partir de ellos, dos de los criterios mds utilizados
para identificacién y eliminacién de restricciones redundantes en
sistemas finitos, empezando por el denominado "criterio general" de

Cheng [1].

COROLARIO 3.2.2

Sean & una matriz mxn (cuyas filas denotamos por A1

Y -\ :Aie Rn, i=1,...,m) vy b e R". Supongamos consistente el
m
sistema ¥ := { 4dx = b; x = o }.La restriccién <A;,x> = bk es
n
redundante en ¥ si y sbélo si existen escalares 6. 20, i =1,...,m ,
1

con ek = 0, tales que

Prueba. -
Basta aplicar la ultima observacién al sistema

S={<A',x>=z-b ,i=1,...,m; x=0}
1 1 n

La presencia de restricciones de igualdad en £ no impide aplicar

el Teorema 3.2, segln se pone de manifiesto a continuacién.
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COROLARIO 3.2.3
Dado el sistema consistente I := { dx = a; Bx = b}, donde «

m

(mxn) , B (pxn), a€R y be RP, <£;,x> =< bk es redundante en £ si

4 . s m
y s6lo si existen vectores we R y v e RP tales que
t t
dw + Bv=o9
a’'w +b’v =0

v, 20, V1i=k
1
v =-1

k
Prueba. -
Reformulando el sistema en la forma = , la condicién de

redundancia se reduce a la existencia de escalares o« (i= 1,...,m) ¥y
1

yj(j =1,...,p) , con ¥, = -1 vy 7j =20 j=k, tales que

NOTAS
3.1.- En las proposiciones iii) y iv) del Teorema 3.1 los reciprocos
son generalmente falsos. En otras palabras, no es supérflua la

hipétesis del Corolario 3.1.2.

EJEMPLO 3.1

Sea Z el sistema en R2 definido por:

> =A <(‘et,1),(X1,X2)> = (1-t)e® , t € R; <(0,1),(X1,X2)> = —-1}.

Se comprueba que X, z -1 es débilmente redundante en £, mientras que

V(Ps) =0 > -1, no siendo P resoluble.
S
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Volver al Indice/Tornar a l'index

3.2.— Tampoco es valido, en general, el reciproco del Teorema 3.2 ii).

EJEMPLO 3.2

Sea £ = { x =z - ! , r=1,2,...; x 20 }. x 2 0 es semi-redundante
r

en . No se cumple, sin embargo, (A) al ser imcompatibles (1) y (2),

es decir:

3.3.- El Corolario 3.2.2 es valorado de esta forma por su autor:
"Esta caracterizacidén general no sélo unifica algunas de las técnicas
existentes para identificar restricciones redundantes (en sistemas
finitos), sino que proporciona también bases tedéricas para tales
técnicas". En apoyo de esta afirmacién muestra Cheng [1] cémo ciertos
resultados de Thompson, Tonge y Zionts [15], Eckhardt [3], Gal [5] y
Telgen [13], son consecuencias inmediatas del Corolario 3.2.2. Lo que
omite Cheng es que pueden eliminarse simultineamente todas aquellas

restricciones en que la desigualdad bk z Z 8. b es estricta. Los
1 1
i=1

sistemas como los del enunciado del Corolario 3.2.2 son los estudiados
en el exhaustivo "survey" de Karwan, Lofti, Telgen y Zionts [9] acerca

de la redundancia en sistemas lineales finitos.

3.4.- El Corolario 3.2.3 es el Teorema 2.2 en Telgen [14], resultado
que tampoco permite distinguir entre restricciones semi-redundante y

fuertemente redundantes.
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CAPiTULO 4.

ESTABILIDAD

Sea X un espacio vectorial topolégico, localmente convexo,
Hausdorff, y metrizable, cuya topologia viene definida por una
sucesién (creciente) N de seminormas {pn:n € N} continuas. Entonces
sabemos que la topologia T de X esta definida por la métrica

L pn(X—y) 1
dix,y) := E: 1+pn(x—y) ’

n=1
que es invariante por traslacién, ( [17], pag.214, ej.5).
*
Por X denotaremos el dual continuo de X[t]l, al que

%*
supondremos dotado de la topologia débil o(X ,X).

Dado un subconjunto arbitrario de indices J # @

H

consideremos las funciones: x : J —— X , c:J ——> R, con lo
J — X, J — ¢,
j
J _J
que tenemos que (x,c) € X"xR™:= B.

A cada par (x,c) € ©, le asociamos el sistema de
L3
desigualdades lineales ¥ := {<Xj,¢> = cj , JeJ}, ¢ € X, e
identificamos los pares (x,c) con los sistemas Z.

La primera parte de este capitulo esta dedicada al estudio

de la estabilidad de sistemas £ en los que se permite perturbar
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arbitrariamente todos los coeficientes en todas las restricciones.
Para definir el tamafio de una perturbacién, vamos a establecer una
pseudométrica 8 en @, que definira el espacio de parametros ( o de

sistemas) (©,8).

z = (x,c) :={<x_,¢> =2 c_, jeJ}
Si £,,%, € ®, siendo J J
Z:= (y,d) :={y ,o> =2d, , jeJ}
2 J J
definimos 8 : @ x @ —— [0, +wo] asi:

(21,22) E— 8(21,22)

8(z ,Z 1= d y , |d -
( . 2) ?:g {max [ (xj yj) [ ; le]}

Es claro que 8 es una pseudométrica que define una topologia
Hausdorff en O, que satisface el primer axioma de numerabilidad. En lo
que sigue se considera a RJ identificado con el subespacio (@J’C) de

(6,3), en donde eJ : J — X , O sea RJ es un espacio
j — eJ(j)= e

pseudométrico, siendo 8(f,g) := sup Ifj— g l.
j
jed

Asociamos a cada sistema dado ¥ su conjunto factible
F(2) ¢ X* y las cufias ("wedges") definidas en el Capitulo 0 (pag.7).

Denotaremos por LC, LW y LS 1los subconjuntos de ©
correspondientes a "sistemas consistentes", "débilmente
inconsistentes" y "fuertemente inconsistentes" respectivamente. De
acuerdo con el Teorema 0.2, X € LC (LW,LS) si y sélo si (e,1) ¢ clIM
[(e,1) € cIM\M , (o,1) € M , respectivamente].

El conjunto de los ‘“sistemas inconsistentes" sera
representado por LI = LW v LS.

Uno de nuestros propésitos es la caracterizacién del
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interior (respecto a 1la d&-topologia de ), de los conjuntos
anteriores. La respuesta dada a esta cuestién estd intimamente
relacionada con el motivo principal: el estudio de las propiedades de
continuidad de la aplicacién conjunto factible

*

F:08 — 2X

T — > F(2)

DEFINICIGON 4.1

Sean X e Y espacios vectoriales topolégicos, localmente
convexos y de Hausdorif, y sea S : X —— ZY una funcidén de
conjunto.
1. S se dice semicontinua superiormente en el punto xoe X si y sblo

si, para cada conjunto abierto W de Y, con S(xo) c W, existe un

conjunto abierto V en X, con xoe V, tal que S(x) ¢ W, para cada x € V.

2. S es semicontinua inferiormente en el punto XOE X, si y sé6lo si
para cada conjunto abierto W de Y, tal que W n S(xo) # @, existe un

conjunto abierto V en X, X € V, tal que S(xX) n W # @ para todo x € V.

3. S es cerrada en el punto X € X, si sélo si para cada par de redes
(Xa) cX e (ya) c Y , que satisfacen Xy T X, en X, Yo Y, €D Y,
con y € S(Xa) para todo «, se tiene que Y€ S(xo).

*

NOTA 4.1. La aplicacién con junto factible F 8 —— 2X no es
¥ —— F(2)

cerrada en general, como lo prueba el siguiente
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EJEMPIO 4.1. Sea X := S E , E= R para todo n, la suma directa de
= n

una sucesién de espacios iguales a R, con la topologia wusual,
[re]

considerada como subespacio topolégico de 7T En.
n=1

Cada elemento ¥ € X puede considerarse como un elemento de

%
X . Sea Xoc X el conjunto de los x =(1,x,...,X,...), en donde los

X no nulos estan en [—%—,1]. Sea J # @ tal que card J = card Xo’ con
n

lo que cada x € X0 se puede representar por un x =(1,x ,...,x ,...)
B

para j € J.
*
Consideremos el sistema X := {<xj,¢> =1, jelJ}, e X y

n

definamos X := {<x;),¢> =1, je J}, siendo
n

m (1,Xj ,...,xj ,nxj ,xj ,...) si xj 0
X, = 2 n-1 n  “n+l n jed
J (1,x.,...,x. ,n ,xX. ,... ) s8ix =0
J2 Jn—1 Jn+1 Jn
para n>1.
(n
Sea ¢ :=(—l—,0,...,0,—%—,0,...) para n>1.
n n n
1 +2x > 1
Entonces p € F(Z ) n>1, pues <x?n,¢ > = o In
n n j n 1
—+ 2 > 1
n
*
Veamos que TS(X)—lim p =6 (funcién cero de X ); para ello sea X € X,
n —
X, 2xn
y vemos que <x,¢n> = 5 + 5 0, cuando n—— . Entonces

tenemos que Zn—§+ 21 , que ¢ € F(Zn) ye — 0 ¢ F(Zl). Luege F no es

cerrada.

%
Si suponemos que X es un B-espacio reflexivo y que X tiene

70

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997



Propiedades del cono caracteristico de un sistema de desigualdades...German Torregrosa Gironés.

la topologia fuerte, entonces en este caso F : 8 —— ZX es cerrada.

E 3
En efecto, la aplicacién bilineal XxX ——> R es entonces
(x,9) — <x,¢>

continua, ya que es separadamente continua ( [10],40.2.1,pag.158), y
se tiene que si Zn —Jée 21 , esto obliga a que x;n)———e x_ en X, y dque
j

(n)

d —> c_ en R, para cada j € J, y si ademas ¢ne F(E) yv ¢ —> ®,
J J n n

* (n)

*
en X , entonces (xj ,wn) — (xj,wl) en XxX , lo que por la

(n)

continuidad de la forma bilineal, implica que <x > — <x',¢1>
» I J

en R, y como <x9ﬂ,¢ > = d?n, entonces lim <X9ﬂ,¢ > = 1lim d?“ , €s
j n j n

n —oo J n—)wJ

decir <xj,¢1> = cj para cada j € J, luego € F(Z1) y F es cerrada.

Sea 5°:= {<xj,¢> = cj , J e J}.

DEFINICIGON 4.2
a) s° satisface la "condicién de Slater" si existe & e X

tal que <x‘,5 >>c, VjeJ.
j J

b) ZO satisface la "condicién fuerte de Slater" si existe un escalar

- * -
€>0 y un ¢ € X (llamado elemento SS) tal que <x ,p > = c + & , Vj &J.
j j

L3
c) s° es "no critico" (en el sentido de Tuy) si 0J ¢ bd[S(X )—Rf], donde

* J
Ss: X —>R R [S(w)]_ 1= <X _,9¢> - C_ , Rf es el cono positivo de
¢ —— S(¢) ) ’ g

RJ (:= {f : sz 0 Vjeldh), vy 0J :J —> R
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*
d) =0 es "regular" (en el sentido de Robinson) si c € int[So(X )—Rf] ,
*
donde So X — RJ se define [So(w)], = <xj,¢> , es decir si
j
perturbaciones suficientemente pequefias de las funciones ¢ = (cj)jEJ

no afectan la consistencia del sistema.

*

e) F: 0 —> 2X es "R-estable" en ° (en el sentido de Robinson),

si =% es consistente y para cada wo € F(ZO) y cada seminorma p ,
n
n=1,2,..., de las que definen la topologia de X, existen £,B > O

(dependientes de goo y pn) , tales que se verifique la desigualdad
dn[wo,F(Z)] = B.v(wo,Z), para todo £ tal que 6(20,2) < g, siendo

d [¢°,F(2)] := inf {supll<¢®-p,x>| : p (x) = 11}
" peF (=) n

y dn[wo,F(Z)] := +0 si F(Z) = 2, y donde si Z:={<yj,¢> = dj,j e J}

v(wo,Z) := max {0,sup (dj— <yj,¢o>)} € [0, +w]
jEJ

es una medida de la no factibilidad, para X, del punto wo.
SISTEMAS CONSISTENTES
Establecemos ahora los resultados principales de este capitulo.
Sea ZO:= {<xj,¢> S cj , J € J} un sistema consistente dado.
Consideremos los siguientes enunciados:
i) F es semicontinua inferiormente en s°.
- 0 .
ii) £ € int LC.

(0] sy .
iii) £ es no critico.
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iv) 2 es regular.
v) (e,0) ¢ cl[conv{(xj,cj) : Jj € J}] en XxR.
vi) Zo satisface la condicidén fuerte de Slater.

vii) F es R-estable en =°.

TEOREMA 4.1

Los enunciados i) a vi) son equivalentes.

Prueba. -

i) » ii). Si F es semicontinua inferiormente en Zo,para cada

%*
conjunto abilerto W <« X tal que W n F(ZO) # @ , existe un conjunto
abierto V en ® con e V, tal que F(2) n W # @ para todo £ € V, luego

5% int LC en O.

ii) = iii). En efecto, sea £>0 tal que E(z°,s) ¢ LC , y sea
T e B(s%e). Seaf :J — 5 R tal que £ 15 e VjeJ.
Puesto que
Si=dx,p>zcrf , jel}e B(z%,e) ¢ LC ,
podemos tomar algln wle F(21)' Entonces

pj:= <xj,¢1> - cj - fj z 0 para todo j € J, es decir

f =<x,¢p>-c - , (siendo <x ,¢ > - c. =[S .
; ; ¢, ; Pj ; 9, ; [ (wl)]j )

%*
Luego la funcién f € S(X )—Rf , es decir, la bola cerrada de centro la
. . J . . * J
funcién OJ y radio € en R, estd contenida en S(X )—R+

*
Luego 0J ¢ bd [S(X )—Rf]
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iii) = iv). Puesto que £ es consistente y no critico, se verifica que

*
la funcién OJ e int[S(X )-Rf]. Entonces existird un € > 0 tal que
%* J o
f e S(X )—R+ , si |f ] =g Vj e J. Para una tal funcién f, se tiene
j

* J . * J
que (c+f):= [Cj+fj]jEJ € SO(X )—R+ , O sea que c € int [SO(X ) R+]

iv) = v). Supongamos que 50 es regular y que

(9,0) € cl conv{(xj,cj) : j e J} ¢ XxR.

. < . J J
Entonces existe una sucesién { A : n e N } en el cono convexo R+ <R,
n
de sucesiones finitas positivas (funciones reales no negativas sobre
J dque se anulan en todas partes excepto sobre un subconjunto

finito de J), tales que T A =1, neN, y
je€J nj

(e,0) = 1lim = A (x.,c.).
n S0 JEJ mnj  j ]

*
Ahora, sea £ > 0 dado, tal que c+f € SO(X )—Rf , para cualquier
f :J——> R tal que sup {lfj| : jeJ} =e. En particular, si f := ¢

j
VYj € J, el sistema Z€:= {<xj,¢> zc+e , je€eJ } e LC. Pero
j

lim % A (x.,c +g) = (o,€),
—0 nj j j

n jeJ

por tanto (e,e) € cl M(Ze)’ lo cual es una contradiccién.

v) s vi). La consistencia de £ nos permite separar (e,1) de cl M(ZO),
y por v) podemos separar fuertemente (o,0) de conv {(xj,cj) : jeJ}
( [8] 11F. Cor.).

Sea ®:= (¢;t) , ¢ € X*, t € R, tal que <(o,1),8> < 0 ( equivale a
tomar t < 0 ) y <(xj,cj),¢> =z 0 Vj e J. Andlogamente, sea ¥:= (y;s),

*
yeX,seR y 8>0 tal que <(xj,cj),@> 28>0 VjeJ.
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*
Consideremos ahora un punto Q:= (w;r) € { ¥ + a®: a =2 0 } c X xR, tal

que r < 0. Entonces para $:= - ——%—w, se tiene que

<X.:‘;> -Cc. =- _1 <(X.’C.),Q> =AY 6_ > O’ Vj € J>
J J r J ] r

por tanto ¢ es un elemento SS para ZO.

- * -
vi) 3 i). Sea ¢ € X , tal que <xj,¢> = cj+ € Vj e J, y cierto € > 0.

Sea W ¢ X* un conjunto abierto tal que W n F(ZO) # @. Demostraremos
que W n F(3°) contiene un elemento SS para =0 .
Tomemos un ¥ € W n F(=°) y consideremos w:= (1-A) ¥ + Ap, para algin
A e 10,11, tal que w € W n F(ZO) . Se tiene

<xj,w> = (1-A) <xj,¢> + A<xj,§ > = c, + Ag ;
por tanto w es un elemento SS para s° . Puesto que la aplicacién que a
cada x asocia |<x,w>|, definida de X en R

, €S una seminorma

continua, existe m € N tal que |<eo,w>| = mp
m

Sea £ := {<yj,¢> z dj , J €J} un sistema arbitrario tal que
6(2.20) < B := e
2" (2m+Ae)
A€
p (x -y.)
m j j 2m A€ .
< —_— .
Entonces T (X =y ) e > pm(Xj yj) < 5y J € J
moJJ 1+ 2m
y también |d -c | < Ae < Ae = AZ , jeJ, y asi
b 2" (2m+ag) 2"
<y ,w> = <y =X +x ,w> = <y -x ,w> + <X ,0> =z <x _,0> - mp (x-y) =
b S R jo J J moj ]
Ag AE
Z2c+Ag ~— =cCc .+ — >d ,
j 2 j 2 j

. . . . 0
0 sea que w € F(£) n W, y F es semicontinua inferiormente en % .
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TEOREMA 4.2
El enunciado vii) implica los enunciados (equivalentes)

desde i) a vi).

Prueba. -
En efecto, supongamos que F es R-estable en =0 y que

* J
c € bd{S (X ) -R"}
o] +
Tomemos ¢0 € F(ZO) , P € Tt , v consideremos B,g > 0 para los que se
verifica la desigualdad
d [¢°,F(2)] = B v(¢°,%),

para todo £ tal que S(ZO,Z) < g,

€

Podemos hallar f : J —— R, tal que Ifjl 5*72' , para todo j € J,
* J
de modo que ¢ + f ¢ SO(X )—R+ .
Entonces si Z := {<xj,¢> = cj + fj , JeJ} ,tenemos que
0 € . .
8(z7,2) = 5= <€,y Z es inconsistente.

Por tanto,

v(wo,Z) =sup (c + f - <x_,¢0>) =
j j j

<sup fj+ sup (cj— <Xj,¢0>) = —%— + 0 < £ , mientras que

dm[wo,F(Z)] = +o (pues F(Z) = @), y tenemos la contradiccién +o < Be.

5in embargo no es cierto que las condiciones de i) a vi) impliquen la

vii), como prueba el siguiente

EJEMPLO 4.2 Sea Xoc RN , €l conjunto de todos los vectores X cuya
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primera componente es 1, y las restantes no negativas. Sea J # @ tal
que card J = card Xo' Se puede por tanto representar cada elemento de

X0 como un fj , para j € J.

Sea °:= {<£j,¢> 21, jed}, donde ¢ € g™ ; s0.= (¥,c) , donde
c: J — R
J — c(y)=1
0 0 0
Es claro que £ € LC , pues ¢ := (1,0,...,0,...) € F(Z7).
1.- Veamos que
FE) ={¢=(,0,....0,..0eRY . 921, 920, n>1}
1 2 n 1 n
En efecto, es claro que un tal ¢ € F(s%).
Reciprocamente, si ¢ € F(ZO), puesto que €,= (1,0,...,0,...) € Xo’ ha

de ser <el,¢> = ¢1 =z 1. También ' =z 0 para n > 1, pues supongamos

que ¢ := (¢1,0,...,0,¢i,O,...,O,wi,O,...) y algun e, < 0, entonces
2 P p
podriamos hallar ¥ (¥ :=(1,x ,...,X_ ,...)) en XO con la coordenada
j ] i, i,
xj suficientemente grande para que el producto <X ,¢> = i X @,
J j i
P r=1 "i r

fuese menor que 1.

2.—- Consideremos ahora el sistema £ := { <n_,¢> 21 + ¢ , je€J } ,
J
donde nj:= %j - eu , siendo n := (1,1,...,1,...) v 0O < g < 7%— :
entonces se tiene que si n.:=(y. ,..., ¥y ,...) ,
J 3, i
es ly - x | = ¢ < 1 , heN vy F(EX) =@,
b j 2
n n
ues ¢ := 1+e 0 0 e F(2)
p Q : T 050, .
Supongamos ahora que ¢ := (¢1,¢2,...,¢n,...) € F(2) , entonces
> 1*e ues si tomamos
wl - 1_8 ’ p
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n := (1-£,0,...,0,...) = (1,e,e,... ) - (g,e,e,...),
j
)

1+g
1-¢

es <nj N2 (1—8)<p1 = 1+e , luego ¢ =
0

También ¢ = 0 para n > 1, pues podemos escoger un 7, cuya componente
n J

X, - & , fuese tan grande como quisiéramos, de modo que
]
n n

n—-sima y.
j

si ? fuera menor que cero, entonces <nj,¢> = i y. @, < 0, con lo

r=1 r

que ¢ no perteneceria a F(Z). Contradiccién.

Por tanto se tiene que

@#F(EZ)c{ope rY . ) 1+e

\j

, ¢ =0, n>1 }
n

3.- La topologia de RN viene definida por la sucesién de seminormas
[o0]
= (pn)n=1 , donde pn(f) = Ixnl , por lo que

»

s(5,5°) := sup [ max { d(f_,n ), |dj - le 11 = ¢

jeJ
ya que
d(x’n.) 1— n 1_ i—— = >
i of 1+[x -y
nz1 i e 2" 5 2"
y ICj - dj| = |1-1-g| = e, para cada j € J.
Sea ¢0 := (1,0,...,0,...) € F(z%) y p_conn > 1 fijado . Todos los
vectores ¥ := ke1 = (k,0,0,...) , con k > 0 arbitrario, estan en la
bola { ¥ € RN : pn(f) =1 }, y se tiene para ¢ € F(Z) que
0 2e
sup |<p’-p,¥>| = |<¢ -9, ke Sl = lo- Dk =z o= k.
p (¥)=1 €
n
Por tanto
dn[wo,F(Z)] := inf [sup {|<¢o—¢,f>l : p (%) s 1}] = 40,
n

peF ()

mientras que
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v(¢°,2) :=max { 0, sup [1+ e - (1 - €)]} = 2¢ ,
jeJ

por lo que F no es R-estable en ZO .

4.- Sin embargo ZO € int LC. En efecto, veamos que la bola

0 € . 1
L — < -
B(Z',r) ¢ LC, con O < r = ACETS (siendo 0O e < 5— » como antes).
Sea T = (n,d) e B, —5——) , 0 := (m)) d:= (d) y
? > 2(1+g) ? j jey ’ i jes ’
%= (%,¢). = # 3°.
Se tiene que 8(Z % <« & implica d(X ,n ) < -5 y
’ 2(1+¢) i3 2(1+¢)
£
d - < = j - <
| 5 cjl ACET) para todo j € J, luego Ixj yj | e , y por tanto

1 1

1- € = yj =1l+e, 1- € = dj = 1+ € para cada J € J.
1

1+ €

1- ¢ °

Sea m > {m,0,...,0,...) , entonces ¢ € F(X)

y definamos ¢ :

ya que <nj,¢> =y, .m z (1- e)m > 1+ € = dj , para todo j € J.
1

Por tanto £ € LC , y ZO € int LC. Luego la condicién ii) no implica

vii).

TEOREMA 4.3
Si X es un espacio de Hilbert, los enunciados de i) a

vii) son equivalentes.
Prueba. -
S6lo nos falta probar que los enunciados i) a vi)

implican vii).

Sea wo e F(2°) dado . Puesto que se verifica 1ii) , F(Z) # @ , para
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z = Y = dj , JeJ},

suficientemente &-préximo a 20, y existe un punto ¢ Fe F(Z) , tal que
ple®, F(2)1 := inf { Ne’-pll : ¢ € F(£) } = lig" 9"l
Nos limitaremos a aquellos sistemas Z tales que ¢F * wo y que

v(¢’,=) := max {0, sup (d - <yj,¢o>) } < +» (pues de otro modo la
j€J

desigualdad deseada se verifica trivialmente).
Como pF es la proyeccidén de wo sobre el cerrado convexo F(Z), se
verifica ( [2] , T°15.1 (2)) que <¢0—¢F,¢—¢F> =0, Vg e F(T), de

F 0 F 0 F . .
donde <p -¢ ,¢> = <@ -¢ ,¢ > es una relacidén consecuente de X, por

lo que el par (¢F—¢O,<¢F—¢o,¢F>) € cl K(Z) , y por tanto existen
. r,o (J) ©
sucesiones (A )r=1e R, y (ur)r=1 <R _, tales que
F 0 F O F .
(¢ -¢ ,<p ~¢ ,¢ >) = lim { Z AT (y.,d)) o+ u (e.-1) }. (1)
r— \j&€5 b

Multiplicando escalarmente por (¢F,—1) ambos miembros de (1),

obtenemos
lim { Z AT (ky ,e'>-d) +p } =0 (2)
r —0 jes ] J T
lo que a su vez implica que 1lim p =0, y que
r 5w i
lim z AT (ky Lo > -d) =0 (3)
r oo jE€J J J

a causa de la no negatividad del término general en ambas sucesiones.

Anadlogamente, multiplicando (1) por (wF—wo,O) , se tiene

lo'-6°1? = 1im § AT [y ,¢™> - d) + (@ - <y ,¢>)]
r -0 j€J J J J J J

Entonces de (3) se deduce
le"~°I* = 1im } AT(d - <y ,97>) = v(e",%) 1im sup § AT (4)
r—oeo je; 7 ] r 0 j&5

Puesto que vi) también se verifica, consideremos un elemento SS, ¢
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para 20, y €>0 tal que <xj,5> - cj z e, Vjeld.

Recurriendo de nuevo a (1), obtenemos
F 0~—- F F 0 - F 0 F
K- ,¢ 9> =<0 - ,¢> - <p-¢,p>=

<1lim ZA’, vy . > - lim [z Ad) - u ] B
N J Y J 1] r
r Do j&J r —>0 j&eJ

lim z A‘f[<yj,<7>> -d]+lin g = lin ZA’T [<yj,<7>> - d ]

r -0 j&J r —00 r —0 j&EJ
O sea
<9 -¢",0 - ¢>=1in ) A" [<y ,p> - d ], (5)
r 0w j&J J J
Sea & := e2+20p)t. si 8(x,5%) < e, , escribiendo
y.:= X+z , d:=c+f_,
] ] ] J J J

se tiene para todo j € J
<y ,p> —d = <x,p> —c_+<z ,p> - f =
J 3 J J J

J

e+ (- Nz ll.llph - |f] ) =
J J

e ~ (lz I.lgll + |f |) =
J J

- €
€ el(ku +1) = - -
Por tanto, de (5),
<@ -9",9 9> = —%— lim sup AT,
r—>o j€3 ’
de donde resulta
lim sup } A" = 2 g =% g =g (6)
3 >

r —m j€J
Ahora consideremos el conjunto abierto
* 0
W={peX=X:llp-¢ll <e}

que satisface obviamente la relacién W n F(ZO) # @. Puesto que F es

. . . . 0 . .
semicontinua inferiormente en £ ((i)), existe €, 0 < £, < sl,tal
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que W n F(Z) # @ para cualquier £ que verifique 6(2,20) < €

2
En este caso
p(wo,F(Z)) = H¢0—¢F(Z)H < e,
y tenemos que
e -oF E = g =%l + %" Z < & + g~
g - ¢°l

Sustituyendo en (6) , y tomando B := 2[ 1+ '_ELETEL___] ,
se tiene

lim supz AT = 2— g —¢°ll. (e + Nlp —¢°1) = B N = (7)

r —>o &

Multiplicando el primer y el Ultimo miembro de (7) por V(wo,Z) , Y
teniendo presente (4), resulta
p(@° F(£)) = lig' -p°Il = B v(g’,%)

que es la desigualdad buscada.

DEFINICISN 4.3

F: &8 —> 2X es dimensionalmente estable en I, si X es

consistente y existe un entorno abierto de Z, V, tal que para cada

S

21 € V se cumple codim [F(Z1)_F(Z1)] = codim [F(Z)-F(Z)].

TEOREMA 4.4

-_——————— S
Si £ € int LC y codim [F(Zl)—F(Zl)] < w para cada 21 de un
cierto entorno U de X, U contenido en LC, entonces F es

dimensionalmente estable en Z.
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Prueba. -

Como Z € int LC, entonces se verifican todas las condiciones

desde i) hasta vi) del teorema anterior. Tomemos un elemento SS,

- *
¢ € X, es decir

<Xj,5 > = Cj+ €, VjeJ ycierto € > 0.

: #
Si (x,s) (,0) pertenece a Lle&h

< clK(Z), entonces tanto

~

(x,8)

como (-x,-s) pertenecen a clK(£)} y por tanto se pueden obtener como

limites de sucesiones en K(Z). Es decir, podemos hallar sucesiones en

(J)

R, {A"} vy {¥"}, v sucesiones en R, {u} vy {n}, tales que

r

(x,s) = lim {z AT (x ,c) +p (e,-—l)}
r i€ J J ] r

(—;,—s) = 1im { Z yf (x ,c) +7n (o.-1) }
r 5y ) it r

- * *
Multiplicando (1) y (2) por (¢,-1) € X x R = (XxR) , resulta

~

<X,p> - S

lim AT [ <x ,e> - C + =0
) {j;J . [ ] i ] ] & }

A

<—x,5> + s

lim{z'yl:[<x.,<;>—c_]+n}20
r R ] J J r
jeg

~

Se sigue pues que <x,9> - s = 0, y que las sucesiones

{z h’f[<X.,<7>>-0.]},
€5 J J J

{Zarr.[<><.,<3>—0.]},
ETE j j
{ur} y {nr} convergen a cero.

Finalmente, ya que

Z AT [ <x,p>-c. ] =zc¢ Z A,
< ] J J .
jes jeJ

obtenemos que
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lim z Af = 0 vy, andlogamente, lim Z yf = 0.
Tjey =X

Si 6(2,21) < o , donde Zl:= { <yj,¢> =2d , jeJ}, existe un k > 0
j

tal que Vj € J se verifica

max [ dix ,y), |ld-c | 1 =k.
577 T\ /4

Entonces por la propiedad triangular

r r
d[ jEE:J Aj (xj,yj) ] + I_Z Aj (dj cj) | =

ATdlx Ly )+ ) AT ld -cl =2k} Al
j€s J J J j€s J J J R ]

de donde

lim z AT d(x,y) =0 y lim z A" |d-c | =0,
r, J J J r., ] J J
jeJ jeJ

lo que implica que para cada seminorma P de las que definen la

topologia de X, se tiene que

. r _ . r _ -
11er Aip (x-y) =0y 11mrz A ld-c | = 0.

jeJ j€J
Entonces en XxR, la sucesidn
Af (x -y ,d-c)) = [ A (x-y)) o, A" (d -c)) ]
;EJ J DI R R j;; J j;J j o

tiende a (e,0).

Recordando (1), establecemos que
lim {Z AT (y,d) +p (e,-1) }=
g 3 T r

li AT (y-x., d-c) + 1i
im Z 5 (yj xj 5 cj) 1mr{ z

AT (x,c) + p (e,-1) } =
j€J j€J J b r

(6,0) + (x,8) = (x,8)

De modo similar obtendriamos que

limP {j;; 7j (yj,dj) o (e,-1) } = (-x,-s) = -(x,s)
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y por tanto

(x,s) € clK(Z ) n [-clK(Z )] = L'clK(Zl) ’

i L
es decir LblK(Z) < clK(Zl)

Puesto que £ € U , podemos tomar un « > 0 tal que
V:={21€®:6(21,Z)<o¢}CU.
Si Zle v, Zle int LC, e 1intercambiando los papeles de 21 y 2,

obtenemos que L , es decir L = L

clK(Zl) < Lcnc(Z) clK(Z) clx(zl)'

Aplicando ahora el teorema 1.4, obtenemos que

- s —_—s
codim [F(Z1)_F(Z1)] = dim LblK(Zl) = dim LblK(Z) = codim [F(Z)-F(Z)]

Hacemos algunas observaciones adicionales en relacién al
Teorema 4.1, en el caso en que X sea un espacio de Hilbert, que
demuestran, hablando sin precisién, que la estabilidad de los sistemas
de desigualdades lineales tiene el mismo significado para la mayoria
de los autores. Tuy [16] prueba, en una versién més general, la
equivalencia entre iii) y otro concepto de estabilidad [16, Definicién

1], sefialando que resultados muy parecidos ... han sido obtenidos ya
por S.M. Robinson " [16, p.33], sin dar un resultado concreto. De
hecho, Robinson {[12] probé 1iv) «» vii) para una clase de sistemas

lineales que no incluye a ®, dando una cota explicita para p[wo,F(Z) ]
[12, Teorema 1]. Nuestro Teorema 4.1 también da una cota del error,

B v(wo,Z), que depende del elemento SS que tomamos, ¢, y el escalar

positivo asociado €:

= 0
B:= 2| 1 + e — @'l
) €
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Observamos que la estabilidad, en el sentido de
semicontinuidad inferior, se reduce a la estabilidad con respecto a
las funciones del " lado derecho " [cj= c(.)].

El Teorema 4.1 se puede aplicar directamente incluso a
modelos en los que sélo tiene sentido la perturbacién de c(.). Este es
el caso, por ejemplo, para el siguiente problema de aproximacién:
dada una funcién f : [«,B] —— R ,encontrar un polinomio, P, de

J —> £(J)
grado menor que n € N dado, tal que |[f(j)-P(j)| =€, (&>0) V J € [«,B]
Podemos suponer sin pérdida de generalidad O < a < B8, de modo que las
incégnitas son los coeficientes de P(j) = ¢ + 93 *...+ wnjn_l
Tomando J = [-B,-a] u [«,B], el problema consiste en encontrar una

s 2 (o] . n n,* n
solucién de £ := { <xj,¢> = cj , jeJ, xjeR , ¢ € (R7) =R }, donde

sélo cj depende de f(j):

Cuando X es R" se cumple que si F(2°) es acotado ( o todo XJ,
entonces la aplicacién conjunto factible F es semicontinua
superiormente en s°. En el caso en que dim X = o, la acotacién de F(Z)

no implica la semicontinuidad superior, como veremos a continuacién.
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Necesitaremos el Teorema siguiente

TEOREMA 4.5

Si X es un espacio de Banach de dimensién infinita, existe
un conjunto abierto A en X tal que B(X) < A, d[B(X),X\A] = 0, donde

B(X) es la bola unidad cerrada, y

d[B(X),X\A] = inf { lIx-yll : xeB(X), yeX\A }

Prueba. -
Sea S(X) la esfera unidad, i.e.
S(X):={xeX: lIxll =1}
Puesto que S(X) no es precompacto, existen un a« > 0 y una sucesién

{ x} ¢ S(X) de manera que llIx -=x Il > @, m#n , m,n € N.
n n m

Ponemos yn:=[ 1 + —%— ]xn , n € N. Entonces si
S:=inf { ly - y Il : m#n; m,n € N },
m n

se tiene que & > 0.

Para cada n € N, hallamos la bola cerrada B de centro y vy de
n n

radio P> 0, con pn< —%~ 3 vy Bnn B(X) = o

Definimos ahora wuna funcién real f en X, poniendo
n

fn(x)
fn(x)

0 , X & B
n

pM(p -lx =y 1), x € B
n n n n
Obviamente, fn es continua, ne Ny f (y ) = 1.

n n

o]
Tomamos f:= ¥} f (1)
n=1

Puesto que B1,B2,...,Bn,... son disjuntos dos a dos, la serie (1)
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converge puntualmente, por lo que f es una funcién real bien definida
en X.

Tomamos xoe X. Sea B la bola de centro X, VY de radio -%— 8. Si
B n Bn= @, ¥Yn € N, entonces fn(x) = 0 si x € B y por tanto f es
continua en X,

Supongamos ahora que existe p € N tal que B n Bp # 2 . Sea q € N,
q # p. Veamos que B n Bq = @. Si no fuera asi, tomariamos z,€ B n Bp y

zze B n B, entonces
q

ly -yl =lly -zl + llz-xIl + llx-z Il + llz -yl =
yp yq yp 1 1 © o 2 2yq

1 1 1 1 1 1
+ - 8§ + < = — —- — 8 =
P+ St g Stp < g8t 8t 8+ 8=,
lo que es una contradiccién con la definicién de 8.
Consecuentemente, fn(x) =0, x € B, n>p; yasi f es continua

en X . Luego f es continua en X.
Obviamente, f vale cero en B(X).
Ponemos
A:r={xeX: f(x) < 11},
A es un abierto de X, y B(X) c A.
Por otra parte, dado € > 0, hallamos r € N tal que —%— < €. Entonces

xe BX), ye X\A y
r r

1
d[B(X),X\A] = IIyr-— Xr" = - < g,

de donde se deduce que d[B(X),X\Al = 0.

NOTA 4.2 ©Si X es un espacio de Banach no reflexivo, el teorema de
James proporciona un abierto débil que cumple las condiciones del

enunciado ([8], 19 A).
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Damos ahora el contraejemplo anunciado:

EJEMPLO 4.3 Sea X un espacio de Banach de dimensién infinita, y

consideramos el sistema =:= { <¥,n> = -1, Xl = 1 }, entonces

F(Z):={ n € X* s gl =1 }.

Dado un £ tal que 0 < € < 1, sea

Z€:= ¥, =z -1, WXl = 1-¢ } = { <(1-€)X,n> =z -1 , lXIH =1 }.

Entonces

*
F(Z) ={meX : lnl= 50—

%
Sea A un abierto en X , tal que A > F(Z) vy que d[F(Z),X\A] = 0,
entonces ¥V € > 0, en la bola B(Z,g) en ©, existe Ze tal que F(Ze) no
estad contenido en A, por lo que la aplicacién conjunto factible

*

F:06 —— ZX ,

T —— F(2)

no es semicontinua superiormente en ¥, a pesar de ser F(Z) acotado.

SISTEMAS INCONSISTENTES

. . 0 . .
A lo largo de esta seccién Z:= {<x ,¢> =z ¢c , J € J} sera
j J
un sistema inconsistente dado.

En primer 1lugar, observemos que 1la aplicacién conjunto
%
factible F : @ —— ZX es semicontinua inferiormente en 3° de modo

trivial (puesto que F(z°) = 2), mientras que no es ni R-estable ni

regular, y no satisface la condicién de Slater. Por tanto, nuestra
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atencidén estara dirigida sobre las propiedades restantes.

TEOREMA 4.6

Condiciones necesarias para que 5% € int LI son:
1) ¥° es no critico.
ii) F es semicontinua superiormente en 2.

La condicién ii) es también suficiente.

Prueba. -
L3
i) Supongamos lo contrario, es decir, OJe bd[S(X ) - RjL
*
Entonces existe una sucesién {f , r € N} ¢ S(X ) - ch RJ, tal que
r
8-lim £ (j) = 0O {(es decir, lim f (j) = 0 uniformemente en J).
r —w r r —0 r

Consideremos la sucesidén en © ,

Si={x,p>zc +f (J), j € J}, r €N.
r j j r

Obviamente, Zr €elC, reN, vy linm Zr = Zo , por tanto ZO € bd LC,
r —m

en contra de que s° € int LI.

ii) si 0 e int LI , existe un conjunto abierto V ¢ ® tal que
5 e V ¢ LI
*
Entonces, para cada conjunto abierto W ¢ X ,
W > F(Z) para cada X € V.
Por tanto F es semicontinua superiormente en s°.

En orden a demostrar la afirmacién reciproca, supongamos lo contrario.

50 . Tomando W = @ , tenemos que

Sea {£ }” c LC tal que &-lim X
r r=1 r
‘ r —m

o =FE%) cW , mientras que F(Z) ¢ W falla para r = 1,2,... . Esto
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Volver al Indice/Tornar a l'index

s s . . A 0
significa que F no puede ser semicontinua superiormente en .

El Teorema 4.6 muestra que la estabilidad, para sistemas
inconsistentes, puede ser identificada con semicontinuidad superior.
Obsérvese que i) no es suficiente para que ZO € int LI , pues
considerando

{<@,¢> 2 0, o= 0 € R, ¢ € R},

tenemos que
* 01
0 € bd [S(X )-R,] = bd(]-w,00) ,
luego <0,¢> =2 1 es no critico y sin embargo
<tg,p> =z 1 * € J-dista de é1 menos que €, y es consistente.

Luego <0,¢> = 1 no pertenece al interior de LI.
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