
Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.

http://www.adobe.es/products/acrobat/readstep2.html
http://www.adobe.es/products/acrobat/readstep2.html
http://www.adobe.es/products/acrobat/readstep2.html
http://www.adobe.es/products/acrobat/readstep2.html


Ijniversidad de Alicante

I)epartamento de Estadística
Operativa

e fnvestigación

: -,1

. : i ,

i
¡

:  
: .  :  ' L )  

i ; '

fle
'  i : -  i  . ' i , - r  : .
i

Teoremas de convergencia y de comparación para

particiones y multiparticiones

Alicante" 16 de Diciembre de

Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



Don MIcupl ANcpL GoBnnNe ToRRpNr, Catedrático de Universidad del Depar-

t,amento de Estadística e Investigación Operativa de la Universidad de Alicante y tutor

del doctorando Doña M.q.m C¡.RtvlpN Ppnp¡. Menco.

CERTIFICA:

Que la presente memoria Teoremas de conaergencia y de comparac'ión para particiones

y multi,parti,c'iones, realizada bajo la dirección de Don Jonru Jospp CuupNr ColoMA, en

el Departamento de Estadística e Investigación Operativa de la Universidad de Alicante,
por la licenciada Doña Mnru Cenunx Ppnsn MRRco, constituye su tesis para optar al
grado de Doctor en Matemáticas.

Para que conste, en cumplimiento de la legislación vigente, se ratifica en la autoriza-

ción de la presentación de la referida tesis doctoral ante la comisión de Doctorado de la

Universidad de Alicante, firmando el presente certificado.

Alicante, 16 de Diciembre de 1997.

Fdo.: Miguel Angel Goberna Torrent

Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



Don JoeN Jossp Cutr¿pNr Colovte, Profesor Titular de Universidad del f)eparta-

mento de Tecnología Informática y Computación de la Universidad de Alicante,

CBRTIFICA:

Que la presente memoria Teoremas de conuergenci,a y de comparac'ión para part''ici,ones

y multipartici,ones, ha sido realizada bajo su dirección, en el Departamento de Estadística

e Investigación Operativa de la Universidad de Alicante, por la Licenciada Doña Me-

RI CARMEN PEREA MARco, y constituye su tesis para optar al grado de Doctor en

Matemáticas.

Para que conste, en cumplimiento de la legislación vigente, autoriza la presentación

de la referida tesis doctoral ante la comisión de Doctorado de la Universidad de Alicante,

firmando el presente certificado.

Alicante, 16 de Diciembre de 1997.

Fdo.: Joan Josep Climent Coloma

Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



A Ia memoria de mi padre,

A mi madre y a mi hermano,

por eI apoyo que me han dado para seguir adelante.

A Cayetano,

por su paciencia y comprensión'

Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



Quiero expresar mi más sincero agradecimiento

o al profesor Joan Josep Climent Coloma por haberme dado la oportunidad de tra-

bajar con él y por su constante orientación, sin cuya ayuda y dirección habría sido

imposible la realización de esta memoria,

. al profesor José Requena Ruiz, por haberme sugerido la posibilidad de trabajar con

el profesor Joan Josep Climent Coloma,

r a los miembros del Grupo de Computación Paralela del Departamento de Tecnología

Informática y Computación de la Universidad de Alicante por haberme transmitido

el ambiente agradable que existe entre ellos,

o al profesor Daniel B. Szyld del Departamento de Matemáticas de la Universidad de

Temple, Philadelphia, por su constante colaboración,

o al Departamento de Estadística e Investigación Operativa por haber aceptado la

presentación de esta tesis.

Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



Indice

Prólogo

Preliminares 1

1 .1  Espac iosvec to r i a l esno rmados  . , . . ,  1

1.2 Sistemas parcialmente ordenados. Conos 4

1.3 Operadores acotados 8

1.3.1 Propiedades generales de o¡reradores acotados en espacios de Banach 8

1.3.2 Operadores acotados no negalivos en espacios cle Banach reales 9

1.3.3 Operadores acotados en espacios de }lilbert cornplejos . . . . . . 11

1 .4  Teo r íaespec t ra l deope rado resaco tados .  . . . . .  13

I.4.1 Definiciones y propiedades generales . 1,4

1.4.2 Bspectro de un o¡reraclor no negativo . . . . . 16

1.4.3 Espectro de un otrrerador definiclo no negativo 18

Métodos iterativos 2t

2 l

XI

2. I  In t roducción

Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



xtI Indice

2.2

2.3

2.4

2.5

Ivlétodos iteral ivos secuenciales 22

28

29

32

35

35

i\'létodos iteral ivos paralelos

Antececlcntes 1, sstr¿o actual

Objetivos de la nrernoria

Teoremas de convergencia para particiones

3.1 Intl 'orlucció¡r

3.2 Particiones <lébilcs no negativas y part,iciories débiles

3.3 Part iciones rlef iniclas posit ivas

4 Teorernas de comparación para.particiones

4.1 Introducción

4.2 P¿uticiones rlébi les

4.3 Part iciorres clélr i les

no negativas

4.4 P¿rlt iciones rlef inir las posit ivas

37

47

D D

d d

B8

1 I l

Relaciones entre condiciones de comparación LIT

5 .1  I n t r o r l ucc i ó ¡ r .  . . . . . l l 7

5.2 Particiones rlébiles no negativas y ¡rarticio¡res clébiles . . . . 118

5 .3  Pa ¡ t i c i onesc le f i n i daspos i t i vas  . . . . . IST

Mult ipart iciones de matrices 161

6.1 In t lo t l r r<:c i t i l l  .  .  .  .  161

Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



ind.ice xlll

6.2 lvlultiparticiones débiles no negativas

6.3 lvlultiparticiones definidas positivas

A Líneas futuras

Bibliografía

163

1 F t É
I f J

181

183

Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



Prólogo

La resolución de sistemas de ecuaciones lineales es una de las herralnientas más uti-

lizadas en matemática aplicada puesto que, gran cantidad de problelnas de campos tan

diferentes como la sinrulación de sistemas cle naturaleza estocíistica, problemas de inge-

niería o economía, pueden ser resneltos nlediante la resolución <le un sitema lineal. Por lo

tanto, el desarrollo de algoritmos eficientes para su resolución es cle vital importancia.

Los avances acaecidos en los últimos años en computación paralela, han provocado la

necesidad de renovar los algoritmos clásicos de la computación matricial.

Centrando nuestra atención en los métodos iterativos, en principio parece bastante

lógico que las posibles líneas de desarrollo van a girar entorno a la ¡raralelización de los

algoritmos secuenciales cliísicos, así como la obtención de nuevos algoritmos paralelos que

obtengan el máximo rendimiento de la arquitectura paralela con la qtle se vaya a trabajar.

Tanto la adecuación de los algoritmos clásicos como el desrrollo de nttevos algoritmos

paralelos, llevan consigo la necesidad de utiliz,ar no sólo las herratnientas desarrolladas para

los métodos secuenciales, sino otras más cornplejas y generales. De ahí, la importancia de

obtener nuevas herramientas.

La teoría de convergencia y comparación de particiones es, ha sido y puede ser la

herramienta fundamental a la hora de desarrollar algorittnos soctlellcialcs. Adem¿ís ésta

también es útil en el desarrollo clel los algoritmos paralelos. Con el objetivo de ampliar

la teoría de convergencia y comparación para particiones, así como dar un paso en el

desarrollo de una teoría general de convergencia y comparación para nrultiparticiones en

esta memoria tratamos los siguientes aspectos:

En el capítulo 1 introduciremos los concepl;os y resultados básicos sobre teoría de
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xvi Prólogo

operadores acotados en espacios de Banac:h, necesarios para un completo entendimiento

de la memoria. En el ctr¡rítulo 2 recordalernos los conce¡rtos y resultados básicos sobre

métodos iterativos secuenciales y paralelcls.

Los restantes capítulos contribriyen la parte filndamental de la memoria. En los

capítulos 3 y 4 generalizarnos los resultaclos de convergencia y comparación qr"re hasta

ahora se han introducido para rnatrices a o¡reraclores acotados en espacios de Banach

reales y a operadores acotados en espacios de Ililbert complejos, además introducimos

nuevos resultados de convergencia también para operadores. En el capítulo 5 establece-

mos las relaciones existentes entre las clistintas condiciones de comparación introducidas

en el capítulo 4. Finalment,e, en el capítulo 6 generalizamos e introducimos nuevos resul-

tados de convergencia y comparación para mrrltiparticiones de matrices.
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Capítulo 1

Preliminares

En este capítrrlo present;aremos, cle la forma más claray esr:uet;a ¡rosiblc, los concept,os

y resultados necesarios para el com¡llet;o en[elrclilniento clcl tles¿rrrollo cle esl,¿ ntenloria.

Haremos uso de los resultados más generalcs y elementales, en mttchas ocasiones, sin

mención explícita de ellos.

1.1 Espacios vectoriales normados

Las definiciones y resultados que presentarnos en esta secciórt pueclen encontrarse en

Dunford y Schwartz [24],

I)enotaremos por IE un espacio vectorial clefinido sobre un cuerpo K. Llamaremos

vectores a los elernentos de IE y escala,res a lr:s elernentos clc K. l)irelnos que IE es Lln

espacio vectorial norrnado si a cada vect,or n e E le corres¡lontle un nítnlero real llrll

llamado norma que satisface las condiciotlcs siguientes:

( i )  l l0 l l  :0 ;  l lac l l  >0si , r#o;

(i i) l l r  + sl l  S l lnl l  + l lsl l  para cualesquiera n, U e E;

( i i i )  l lor l l  :  l " l l l t l l  paracualesquicra ae K y r€8.
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7 Preliminares

En los espacios vecl,ot'iales normados, lzr convergencia cle una sucesión se define en
función de la norrna corno

. ,lIL r" : r s¿ ,lil¿ llr,, 
- 0ll : o.

En general, si una sucesión de vectores {r,,} cs convergente, entonces satisface la condición
de Cauhcy, es clecir,

JgL,jl15 ll',, - r".ll : o;
sin embargo, en general el recíproco no es cierto, es decir, una sucesión que satisface la
condición cle Cauchl', no tiene porqué ser convergente. Un espacio vectorial normado para
el cual toda sucesión que satisface la condición de Cauchy es una sucesión convergente, se
dice que es completo, Diremos que IE es un espacio de Banach si es un es¡tacio normado
completo. Notemos que tcldo espacio vectorial normado de dimensión finita es un espacio
de Banach.

Si consideramos altot'a dos espacios vectorjales normados cualesquiera y un operador
lineal ? entre ellos, entonc:es se satisface el siguiente resultado.

Lema L.L. Sea T u,n operatlor li'neul er¿tre dos espacios uector'iales normados. Las
condici,ones s'igui,entes s on equiu alentes :

( i) ? es cont' inuo;

(ii) 
" 

es cont'i'nuo en algrírt, punto;

(ii i) sup ll?zll < oo;
l l ' l l l t

(iv) ll"cll f allrll ytara algtín escala'r o !) para todo n.

A partir del resultado anterior introducimos la siguiente definición de norma de un
operador lineal.

Definición 1.1. Se¿ 7 ttn operador lineal entre dos espacios vectoriales. Llamamos

norma de T y denotamos por ll?ll al siguiente valor

sup l l?oll .
l l ' l l l t

Diremos clue el o¡reraclor ? es acotado si ll?ll es un número finito.
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1.1 Espacios vectoriales normados

Como collsecuencia directa del lcma 1.1 y de la definición arrt,erior, tenernos que un

operador lineal? es continuo si, y sólo si, es acotado. Normalnrente llamaremos operadores

acotados a las aplicaciones lineales continuas entre dos espacios vectoriales normados.

Notemos también, que en el caso particular en que el espacio vectorial es de dimensión

finita, los conceptos de aplicación lineal y de aplicación continua son equivalentes. Una

consecuencia directa de la definición 1.1 que se usa con bastante frecuencia es la siguiente

l l"sl l  < l l" l l l lsl l ,
donde T y S son dos operadores lineales, tales que el dominio de 7 está contenido en el
rango de,5.

Por otra.parte, si E y F son dos espacios
espacio vectorial de las aplicaciones lineales y

denotaremos B(tr) al espacio vectorial B(8, E).
siguiente definición.

de Banach, denotaremos por 6(8, F) al
continuas de E en IF. Por simplificación
Utilizando esta notación. introducimos la

Definición L.2. Llamaremos espacio dual de IE, y Io denol,aremos por IE', al espacio

vectorial formado por las aplicaciones lineales y continuas de E en el cuerpo K, es decir,

B@"rc).

Análogamente, denotaremos por E" el espacio dual de lE' que llamaremos espacio

bidual de E.

Como consecuencia de la definición anterior y el lema siguiente tenemos que IE' es un

espacio de Banach.

Lema L.2. Sean E y F' dos espaci,os uectori,ales normados. 5z F' es completo, entonces

B(E,f') es un espaci,o de Banach con la norn'La introducida en la rlelinición 1.1.

Definición L.3. Direnros que un es¡racio de Ranach es reflexivo si la aplicación

N:  E - - -+

u H

con &g' : A't para y' € IE' es sobreyectiva.

Notemos que en dimensión finita todos los espacios vectoriales normados son reflexivos,
puesto que las dimensiones de E, W' y M" coilrciclen.

E"

t
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7 Preliminares

Un caso muy particular y especial de espacio de Ranactr reflexivo es el que introdncimos
en la definición siguiente.

D.efinición 1.4. Un espacio de Hiltrcrt cs un espacio vectorial IE sobre el cuerpo
de los números conr¡>lejos, junto con la función com¡rleja (., .) definida en E x E y que

satisface las propiedades siguientes:

( i) (r,  tr) :  0 si,  y sólo si,  r :  0;

( i i)  (o, n) > 0, para todo r € IE;

( i i i )  ( r  +U ,z ) :  (ü ,2 )  +  (U ,z ) ,  ¡ ra ra  c r ra lesqn ie ra  t ,U ,z  e  E ;

(iv) (ar, A): a(n,37), para todo cr € K y para cualesquiera n,y e E';

(u)  ( t ,  u ¡ :  k t ,n ) ;

( v i )  S i  { r " } i " : ,  e  IE , ) , r ,HT ,_ ( * " - f r r , , , t , , - t n r ) : 0 ,en toncesex i s teun r€ lE ta l que

,,,JiT*('" 
- n'T"- 0) : o'

La función (., .) ." llarna producto escalar o producto interno en I0 y (*,A) se llama
prodrrcto escalar cle ar e y. La norma en E es l l* l l  :  (n,n¡rtz,

Como conseclrencia del teorema siguiente podemos identificar IE' con lE.

Teorema 1.1. Todo g' € W' detetmina tm único g € lE tal que .

U't :  (*,Ull ,  para todo a € ts.

t.2 Sistemas parcialmente ordenados. Conos

En el desarrollo de esta sección, consideraremos que ID es un espacio vectorial normado

y IE' su dual.

Introducir en llrl espacio vectorial normado lo que a continuación definiremos como

orden parcial, puede resultar muy útil, como podremos comprobar en el desarrollo de esta

memoria.
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1.2 Sistemas parcialmente ordenados, Conos

Definición 1,.5 (Definición I.A.2.1 de [24]). Diremos que (tr,  <) 
"r 

un sistema

parcialmente ordenado, si .F es no vacío y ( es nna relaciórr de orden parcial, es decir

( i )  o<apa ra todoo€F ;

( i i )  S i  a3b  ) ' b<c ,en tonces  a1c .

Como veremos a continuación alguna^s eslructuras algebraicas ¡rertttiten introducir un

orden parcial en iE.

Definición 1.6 (Definición 1.1 de [35]). Un conjunto /l c IE es un semigrupo

lineal si satislace la.s propiedades siguientes:

(i) Si r €. I(, entonces )n, e I{ para toclo ,\ ) 0;

(ii) Si r, U € /(, entonces r * A e. I(.

Un sernigru¡:o 1( se dice que ticne inl;erior si contiene pturlcls interiorcs. I)enot,amos

por int(K) al conjunto de puntos interiores de I{.

La definición anterior nos permite definir el siguiente orden parcial.

Definición 1.7. Sean ü, U € IE, diremos que

t<U  s i , y só los i ,  n -U  € l ( .  ( 1 .1 )

Dn particular, dirernos que z 2 0 si r € I(, en cuyo caso <lirenros (llle u 2 0 es un

vector no negativo.

Es fácil comprobar que la relación (1.1) dcfine una relación cle orden parcial en IE. De

las definiciones 1.6 y 1.7 se decluccn las siguientes propieclacles (véase KreYn y Rutman

[35]) :

(a)  S i  n  1U,  entonces -A < - r .

(b) Si n < g y ) > 0, entonces )z ( )9.
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o 7 Preliminares

(c)  S i  r t  I  u t  y  nz 1gr2,  entonces 11 f  nz 1at  *  az.

Además, si 1( es un semigrupo lineal con interior, entonces podemos introducir también

la relación siguiente.

Definición 1.8. Si .K es un semigrupo lineal con interior diremos que

t  1U,  s i ,  y  só lo s i ,  ü  -  U e in t (K) .  (1 .2)

En particular, r > 0 si r es un elemento de int(K), en cuyo caso diremos que c ) 0 es

un vector positivo.

Es fácil observar que la relación fi < A implica la relación ú < A. A continuación,

presentamos propiedades análogas a las introducidas para el orden parcial (, introducido

en la definición 1.6, para la relación definida en (1..2),

Si K es un semignr¡ro lineal con interior, entonces se satisfacen las propiedades si-

guientes (ver l{rein y Rutnran [35]):

(a )  S i  n  <U e  A  <2 ,  cn l , onces  n  <  z .

(b) Si K es distinto de E, entonces para toclo r > 0 se tiene que -g /. K.

( c )  S i  n<g  y )>0 ,en tonces ) , n< \9 .

(d)  S i  n t  1Ut  y  tz  192 entonces r r  *  nz 1Ut  *  Uz.

(e) Cada elemento c € IE puede re¡rresentarse como

t : ' l t - u ,  conu ,o )0 .

Ahora, vamos a presentar las características del dual del semigrupo lineal K.

Definición L.9 (Definición 1.2 de [35]). Llamaremos dual de K al semigrupo li-

neal K'de las aplicaciones lineales t' eTE', tales que n'(t) ) 0 para todo r e K.
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1.2 Sistemas parcialmente ordenados. Conos

Notemos, que todas las consideraciones realizadas para K y IE son válidas para K' y
IE' puesto que K' es un semigrupo lineal de IE'.

A continuación introducimos uno de los casos particulares rnás utilizados de semigrupo
lineal.

Definición 1.L0 (Definición 2.2 de [35]). Diremos que If c IE es un cono si es
un semigrupo lineal cerrado y para cada r € I{, r l0 se satisface q:ue -r, y' K.

Si además, para ,0, g € K existe un o > 0 tal que

l l *+al l>" l l r l l ,

diremos que K es un cono normal.

Si K es un cono normal de E, es fácil cornprobar que K' es un cono normal de E'.

En los capítulos 3-5 consideraremos el caso en el que lE es un espacio de Banach
generado por un cono nornal K, es decir E : K - I(. A<lerrrrís, en clichos capítulos
presentaremos diversos ejemplos, para los cuales consideraremos siernpre el caso particular
en el que IB es un espacio de Banach real de dirnensión n y I( : Rl, es decir, r e I{ o
r ) 0denota unvectorcuyascomponentesson no negativas y fr € int(K) orr> 0denota
un vector cuyas componentes son positivas.

Notemos que Marek y Szyld [38] reernplazan el concepto de int(K) por el concepto
más general de d-interior:

I (d : {ne l {  :  n ' ( t )  )0 ,  ¡>ara todor 'e l ( ,  n '+0} .

No obstante, si int(K) # A, entonces int(K) : Kd (véase KreYn y ltutman [35, Corolario
1 .41) .

En todo lo que sigue, cuando aparezca una desigualdad est,ricba, estamos suponien-
do implícitamente que int(K) I 0, Sin embargo, para desigualdades no estrictas, los
resultados son válidos independientemente cle que el interior sea vacío o no lo sea.
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7 Preliminares

1.3 Operadores acotados

En esta sección varnos a introducir en primt:r lugar, los conceptos y resultados básicos

del conjunto de o¡reradores acotados 6(8, F'). Presentaremos las principales particulari-

dades del conjunto de o¡>eradores acotados no negativos de un espacio de Banach real

así como algunos resull,a<los característicos cle los operadores acotados en un espacio de

Hilbert complejo, en particular de operaclores definidos positivos y definidos no negativos.

1.3.1 Propiedades generales de operadores acotados en espacios

de Banach

Sea ? un operador de B(E,lF), diremos que es no singular o invertible, si existe un

elemento ?*r cle B(F', E) tal que

'TT-r  :  Iw,  y  T '17:  I r .

El operador adjunto T' de ? es r¡na a¡rlicación del espacio lF' en IE' definido como

T'A' : g'7. Si consicleramos el caso particrrlar 6(R",R-) y consideramos.¡1 la matriz de

tamaño nxn'L que define al o¡rerador 7, entonces el operador ?' está definido por la matriz

traspuesta 4". Si consideramos B(R.") poclemos determinar si un operador es no singular

por medio del determinante de la matriz A asociada a dicho operador. Sin eubargo, en

el caso en el que el espacio es de dimensión infinita no podemos definir funeiones como el

determinante o la traza (suma de los elementos diagonales de una matriz) definidas para

matrices, puesto que dichas funciones están definidas haciendo uso de forma explícita del

concepto de base.

Para el caso general, presentamos alguno de los resultados más elementales y relevan-

tes.

Teorema 1.2 (Proposición 12.f de [9]). Un operadorT de 6(E,F) es no singular

si,, E sóIo s'i, T es acotatlo y sobreyecti,uo.

Teorema 1.3 (Lema.VI.7 de lzal). SeaT un operador de B(E,F), eri,steT-r de-

fini,do entod,o iF, si, E sólo si,, para el operador adjtmtoT' eriste (?')-t. Si eristen di'chas

inuersas, entonces (?-t)' : (?')-1.
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1.3 Operadores acotados

Otras propiedades fundamentales para operadores acotados, que son bastante cono-

cidas en el caso particular en el que el espacio es de dimensión finita, son las siguientes

(véase Brown y Pearcy [9]).

Lema L3.  Sean S yT enB(E) .

( i) Si T es no singnlar, entonces (f-t¡-t  :T g (f"¡-t :  (7'-t)", para úodo r¿ € N.

(ii) ,Si S AT sanno singulares, entonces ST es no singular g (ST)-r -T-lS-1.

(iii) (sr)' -- T's' .

En algunas ocasiones, nos encontraremos que para poder generalizar resultados para

matrices a operadores acotados en 6(E,F), o imprescindible que dichos operadores sigan

manteniendo características similares a las de las matrices. Una clase de operadores, que

como pondremos de manifiesto en la sección siguiente goza de características muy similares

a la de los operadores lineales en dimensión finita, son los operadores compactos.

Definición 1.1L. Diremos que un operador T en B(ts,,iF) es compacto o comple-

tamente continuo si la sucesión de las inrágenes {7c"} de cualquier sucesion acotada

{ar"} de E contiene una subsucesión de Cauchy.

Las características generales de los operadores compactos mas importantes están re-

cogidas en en los dos resultados siguientes.

Teorema 1.4 (Teorema VI.5.2 de [24]),
si, y sólo si, su operad,or adjunto T' Io es.

Teorema 1..5 (Teorema VI.5.4 de [24]).
pactos es l¿n operador compacto. El produ,cto de
acotado es también, un operador comytacto.

L.3.2 Operadores acotaclos no negativos en espacios de Banach

reales

Consideremos ahora el conjunio de operadores B(E) con IE un espacio de Banach real
generado por el cono normal I(. Como generalización de los órdcnes parciales inducidos

I

Un operador T en 6(8, f') es compacto

Una combin,ación lineal de operadores con'¿-

un operador cornytacto por un operador
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10 7 Preliminares

por el cono K en el espacio normado IE, definiclos en 1.7 y 1.8, introducimos el siguiente

orden parcial en 6(E).

Definición L.tz. f)ire¡nos que un o¡reraclor 
" 

de 6(E) es no negativo (respectiva-

mente, posit ivo) siTI( C /f (respcctivamcnle,T(K \ {0}) c int(K)) y lo denotaremos

por ? ) 0 (resliectivarncnte,T ) 0). Análogamente paraT y ,S en B(E), denotaremos

T * S ) 0 (respectivarnent,c, T -S > 0) si ? ) S (respectivamente, 
" 

> S).

Notemos que si consitlelamos el caso particular B(R") y K: Ri,7 ) 0 (respectiva-

mente, 7 > 0) denota l¿is matrices cuyos elementos son no negativos (respectivamente,

positivos). El caso particular anterior será el consiclerado en todos los ejemplo que consi-

deremos en el desarrollo de esta memoria para operadores no negativos.

Aunque el resultado sigrriente es váliclo para K un semigrupo lineal, nosotros lo intro-

ducimos para un cono K (para más del;alle ver KreYn y llutman [35]).

Lema 1.4. S'¿ consitleram'os T u,n operurlor rle B(W) y lln cono K con i,nteri,or, se

sati,sfacen las propiedades s igu,ientes :

(i) .9, TK C K U * 1 y con a, A e W er¿tonces

Tn 1 Ty.

(i i) .S¿ TK C K, entoncesT'K'c K'. Recíprocamente, s' i K es cerrado'yT'K'c K'

entoncesTK c K.

( i i i )  ,9?T I (  c  K  y  ea is teu ,nn  enWta l  q teTr )0 ,  en toncesTA>0 para  caday)0 .

En particrLlar, de fi1 1 fr2 se si,gue qtrc Tr1 1Tn2.

Dentro clel conjunl,o cle operaclores no negativos, operadores con características par-

ticulares como los que iutroclucimos a cont,inuación, jugarán un papel muy importante,

tanto en la sección siguiente, como en el ca¡rítulo 4.

Definición 1.13 (Definición 6.1" de [35]). Sea K un cono normal con interior y T

un operador acotado de 6(E). Diremos que 7 es K-irreducible, si para todo r ) 0 con

n + O, existe un núrnero natural rn: n'L(ü), tal que T^n > 0.
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Definición 1.1-4. Sea .K un cono normal con interior y 7 un o¡rerador acotado de

B(E). Diremos que 7 es K-primitivo, si existe un número natural m tal que para todo

z20con rD  lO ,T^ t>0 .

Como consecuencia inmediata de las definiciones 1.13 y 1.1.4, si un operador es K-

primitivo entonces es /{-irreducible y todo o¡rerador 7 > 0, con 7 en B(E) es .K-irreducible

y K-primitivo.

Berman y Plemmons [B], introducen conceptos y resultados análogos a los presentados

en esta sección, para el caso en el que B(E) es cle dimensión finit,a. Adernás, para el caso

particular en el que IE : lR" y I( : IR|, haciendo uso de la traza de una matriz, presentan

la siguiente relación entre la definición 1.13 y 1.14.

Teorema 1-.6 (Corolario 2.28 de [a]) . Una matriz l(-irredttcible es K-primiti,ua si

su traza es positiua.

1.3.3 Operadores acotados en espacios de Hilbert complejos

Consideremos en el desarrollo de esta subsección que 7 es un operador de 6(E) con E

un espacio de llilbert complejo. Bn primer lugar, tenemos que por ser IE reflexivo se tiene

que T" : ?. Sin embargo, la característica más importante de los operadores acotados

en espacios de Hilbert, es la que introducimos en la definición siguiente.

Definición 1.15. Sea lE un espacio de llilbert y T un operador de 6(E). Existe un

único operador T' en 6(E), que recibe el nombre de adjunto del espacio de Hilbert

de 7, que satisface la siguiente igualdad

(Tn,g l :  ( r ,  T 'g l .

Por simplificación heremos referencia a 7' simplemente como operador adjunto de ?.

En el siguiente resultado introducimos las propiedades gerrerales de los operadores

acotados en espacios de l{ilbert.

Lema L.5 (Lema VI.L0 de [25]). SeanT y S dos operadores acotados enun espa-

cio de Hi,lbert, entonces

11
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12 7 Preliminares

( i )  ( "+S) ' :T ' *S ' ;

(i i) (a")' :dT';

(iii) /' : I donde I es el operador i,denti,dad.

(iv) l l7' l l  : l lr l l .

A continuación, introclucimos diferentes [i¡ros de operadores bastante conocidos por

sus aplicaciones en otros campos como en teoría de la perturbación o en tratamiento

de operadores diferenciables, que nosotros tambión utilizaremos de forma especial en el

desarrollo de esta mernolia.

Definición 1.16. Dirernos que un o¡rerador 7 de 6(E) es normal siTT' :T'7.

Dentro de los cliferentes tipos de operadores normales que podemos encontrar en la lite-

ratura de espacios cle llilbcrt, nosotros harernos uso es¡recialmente de los qr¡e presentamos

en la definición siguiente.

Definición t.L7. Sca T un operaclor acotado en un espacio de llilbert, diremos que

7es

o autoadjunto o herrnítico si T' : T;

o definido no negativo si es herniít,ic<¡ y (Tt,o) > 0 para todo c € 'E;

o  de f i n i do  pos i t i vos i  ( ? r ,C I )  >0pa ra todo r€  E  conn f  0 .

Los concelllos de opc:rarlores definiclos no ncgativos y definidos positivos nos permiten

introducir el siguiente ot'clen parcial

Definición 1.18. Sean ,9 y ? operadores en 6(E). I)iremos que

S > T si, y sólo si, S -T es definido positivo. (1 .3)

Análogamente,

S ¿T si, y sólo si, S - T es clefinido no negativo. (1  4 )
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L.4 Teoría espectral de operadores acotados

Es fácil comprobar que (1.4) es urla relación de orden parcial sobre S(E) (véase Dunford
y Schwartz [25]). Para dicho orden se satisfacen las propiedades ¡rresentarlas para el orden
parcial introducido en la definición 1.7.

Por otra parte, a partir de la definición de operador definirlo no negativo y definido
positivo Dunford y Schwartz l25l presentai la siguiente caracterizaciín de operador no
singular.

Lema 1.6. Urr, operadorT defini.do no n,e.gati,uo es no singu,Irr,r si,, y sóIo s,i, para algún
6 ) 0, T - eI es rln operador defini,do Ttositi,uo.

Como consecuencia inmediata clel lenra anl,erior tenemos qne lorlo operador definido
positivo es no singular.

Otra característica interesante de los operadores definidos no negativos, que en algunas
ocasiones utilizaremos, es que tierren ráiz cuadrada definida no negat,iva, es decir, un
operador ,S se dice que es raí2, cuadrada cle 7'si ,52 : 7. Al operaclor raíz cuadrada de ?
lo denotaremos por 7ll2.

Finalmente, si consideramos el ca^so particular I0 : C" podemos considerar la siguiente
extensión del conce¡rto de operador definido no negativo y <lefiniclo ¡rositivo introducido
en la definición 1.17.

Definición 1.19 (Definición 2.2 de [63]). I) irenros quc una rnatriz . l1 es

o real no negativa si (,,lal, r) > 0 para t;oclo r € iR";

o real posit iva si (Ar,rD) > 0 ¡>ara l ;oclo r € lR' con n 10.

L,4 Teoría espectral de operadores acotados

En esta sección consideramos que 7 es un operador acotado de un espacio de Banach
complejo en sí misnlo. En primer lugar, ¡rresentarernos los con<:e¡rtos y resultados gene-

rales más importantes y en las subsecciones 1.4.2 y 1.4.3 presentaremos características y

resultados particulares clel espectro de los diferentes ti¡ros de operaclores estucliados en las
secciones t.3.2 y 1.3,3, respect, ivarnente.
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L.4.L Definiciones y propiedades generales

Se llama resolvente de ? y lo denotamos por p(") al conjunto de números complejos
) para los cuales ̂I -T es no singular. Se llama espectro de ? y lo clenotamos por o(?)
al conjunto complementario de AQ).

La resolvente p(") es un conjunto abierto y el espectro o(?) es un conjunto compamo.
Llamaremos radio espectral de ? y lo denotaremos por p(T) a

p(T) : srrp llo(?)ll : 
"lgg 

(Fq

Por otra ¡rartc, en algunas ocasioncs resulta interesante dividir los puntos de o(?) en
los sigtrient,es subconjurrtos (ver f)unford y Schwartz l24l):

(a) Bl espectro puntual de ?, denotaclo ¡ior oo(?), que está formado por el conjunto
de puntos ) e o(?') tal que ̂ I - T no es biyectiva. Es decir,

, \  e oo(?) si,  y sólo si,  Tn: \n para algún n eF,, n + 0.

(b) El espectro continuo de ?, denotado por o"(?), que está formado por el conjunto
de puntos ) € o(") tal que ̂ I - T es biyectiva y (^/ - 7)E es denso en IE, pero
( ) /  -  T)F, lw.

(c) Bl espectro resiclual de ?, denotado por o,(?), que está formado por el conjunto
de puntos )' e o(7') tal que ̂ I - T es biyectiva pero (l/ - ?)E no es denso en E.

Los conjuntos oo(7), o"(T) J, o,(T) son disjuntos y

o (T) : or(T) U o 
"(T) 

U o,(T)

además se satisfacen las siguiente cadena cle inclusiones:

o,(T) I op(T') 9 o,(T) u oo(?) (1.5)

Notemos que si T es un operador compacto, entonces o(T): or(T). En el caso en el
que IE sea de dimensión finita, es decir, ? una matriz, entonces o(T) : oo(T).

Bn el siguiente resull,aclo presentamos algunas de las propiedades más importantes del

espectro de un operador (ver Brown y Pearcy [9]).
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7,4 Teoría espectral de operadores acotados

Lema L.7. Sean S g T dos operadores de B(B).

(a) p(Ts) : p(ST);

(b) o(r') : o(T);

(c) ,Si eri,ste un operador no singttlar B en B(W) tal qu,e S : l3T B-t , entonces
o(^9) : oQ).

A continuación presentamos uno de los resultados más im¡rortantes y úrtiles a la hora

de caracterizar el espectro de un operador (véase Dunford Schwartz [24]).

Teorema 1.7 (Teorema cle aplicaciones espectrales) . Si f estrí enF(T), enton-

ces

f  @Q)) :  o( f  ( r ) ) ,

donde f (T) es el conjunto de funciones analíti,cas en algtín en,tonto de o(T).

Del resultado anterior se deduce que si ) € o(T), entonces .\" e o(?").

Por otra parte, colno ponen de nlanifiesto los siguientes resull,aclos, el radio espectral
juega un papel muy importante en la deternlinación de la convergencia de sucesiones y

series de operadores (véase, por ejenrplo Kato [34]).

Teorema 1,8. SeaT u,n operador de B(W). Entonces

j$7" : g si,, g sólo si, pg) < 1.

Para terminar esta sección, introclucimos el siguiente resultarlo que nos caracteriza la

convergencia y la suma, de una serie de operadores, en función del valor del radio espectral

de dicho operador, que se conoce con el nombre de "series de Neumann".

Teorema t.9. SeaT un operador acotado. Si p(T) 1I, entonces I -T es no si,ngular

y se satisface la sigui,ente igualdad

oo

( I  -T\ - t  -  \ - r "\-  /--r '
n=0

15

Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



16 I Preliminares

L.4.2 Espectro de un operador no negativo

Consideramos IE un espacio de Banach real generado por el cono norm al K . En
esta subsección vamos a centrar nuestra atención en las propiedades y características que

satisface p(T), donde ? > 0 es un operador de 6(E).

Krein y Rutman [35] como generalización a operadores de los conocidos resultados
introducidos por ftobenius sobre el radio espectral de matrices no negativas introducen
los siguientes teoremas para el caso en el que el operador ? sea compacto.

Teorema L.10 (Teorema 6.1 de [35]). Sea T ] 0 un operador compacto, tal que

o(T) contiene por lo menos tLn pu,nto disti,nto de cero. Entonces eri,ste un ualor propi,o
p : p(T), nxallor o igu,ol en módu,lo qu,e el resto de ualores propios, para el cual eni,ste
por lo rnenos trn 'uectorprop'io r 2 0 tal qrte Tn : pn y también eriste por lo rnenos un

uector prop'io r' ) 0 tal que T't' : pfi' .

Si además ? es K-irreclucible, entonces se satisface el siguiente resultado.

Teorema 1.1-1 (Teorema 6.3 de [35]). Su,pongamos que K es un cono norynal con

interi,or g T un operado'r compacto I( -i,rredu,cible. Entonces T satisface las condiciones

si,guientes:

(a) 7 tiene ttn tin'ico uector propi,o r ) 0 tal queTn: p!)n.

(b) 
" 

t'iene u'n tín'ico uector proqt'io r > 0 tal queT't' : p(T)n'.

(.) p(") es maAor en núdulo qu,e el 'resto de ualores propi.os de T.

Recíprocamente, si un operadorT ) 0 sati,sface las condi,ci,ones (a), (b) g (c) entonces

T es K -irreduci,ble.

Krein y Rutman [35] tarnbién introdujeron resultados análogos a los teoremas 1.10
y 1.11 para el caso en el que lE : IR', que también podemos encontrarlos en Berman y

Plemmons [8].

Por otra parte Marek y Szyld [38] para poder generalizar algunos resultados de matrices
no negativas a operadores introducen la llamacla propiedad "d", diciendo que un operador
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7 e B(E) tiene Ia propiedad "d" si para el operador ?' existe un vector r' €. K' , tal que,

T'ü' : p(T)n' , pero en la mayoría de sus resultados exigen l¿r, existencia de un vector

fr e I( tal que Tn : p(T)r, por tanto, nosotros utilizaremos la siguiente definición de

propiedad "d".

I

Definición 1..20, Diremos que un operador f e B@) tiene la propiedad "d" si
para los operadores T y T' existen vectores ü e I( y t' e,Il', respectivamente, tales que,

Tn: p(T)r y T'n' :  p(T)n'.

BI motivo de introducir la propiedad "d" es poder generalizar a operadores acotados

resultados análogos a los cle las matrices, sin tener que exigir que estos sean compactos.

Utilizando la propiedad ((d" en el sentido de Marek y Szyld [38J tenemos el siguiente

resultado.

Lema 1..8. (i) (Corolario 3.2 de [38J) Sea f > 0 y r,> 0 tal qu,eTn-an] 0.
Entonces a < p(T). Además si T tiene la propi,edad "d" A Tu - ar, ) 0, entonces
a < p(T).

(ii) (Lema 3.3 de [38]) SeaT > 0 con la propiedad "d" y sel,r ) 0 tal qu,e ar-Tn ) 0.
Entonces pg) Sa. Ademó,s,  s ' ian-T*t0 entonces p(T) <a.

Resultados análogos al lema anterior junt,o con un estudio bastante amplio en el que

no sólo aparecen caracterizaciones del radio espectral, si no de todos los elementos del

espectro de 7, podemos encontrarlos en Berman y Plemmons [8] para el caso particular

en el que IE: IR".

El siguiente teorema es otro tipo de resultados que tambión podemos encontrar en

Berman y Plemmons [B] para matrices y que KreYn y Rutrnan [35] introdujeron para

operadores.

Teorema 1.L2 (Lema 6.1 de [35]). SeaT ] 0, tal que para algún u > 0 se sati,s-

faceTu: p(T)u. Entonces para tod,o * ) 0, to rucrriór 
l  /  T 1r I 

-

t \ao/ 
* 

| n:,se 
encuentra

a una distanci,a positiua de la frontera de K.
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Notemos que para ,, = (#)'r, "n 
el caso en el que el espacio sea de dimensión

finita y K : R] el teorern¿r 1.12 rros dice que para una matriz T > 0,la sucesión de
vectores {U¡}flt satisfa<;e la condición U¡ 2 du > 0 para algún d > 0 y ?¿ un vector con
todas las componentes iguales a 1.

Nosotros, para el caso en el que el operaclor ? sea K-primitivo y satisfaga la propiedad

"d" introducimos el sigrriente resultado.

Teorema 1.13. SeaT un operador K-pr',imi,tiuo con la propi,edad "d", entonces para

tod,o n ) 0 con n t 0 exi,ste u,n enteroJo ) 0 tat qu,e ta sucesión { f+l'*}* se
| .  \ p (7 ' ) /  ) , : ^

encu,entra a una d'istant:'ia posi,tiua de la f\-or¿tera de K.

Demostración. Si ? cs K-primit ivo, cn part icular es K-irreducil i le, por lo tanto del

teorema 1.11 tenernos que existe un vector r > 0 tal que Tu: p(T)n.

Por otra parte, por la K-priniitividad cle ? tenemos que para todo c ) 0 existe un
número natural m tal que gf : T^fr ) 0. Ilntonces, por el teorema 1.12 la sucesión de

(  r  r  \k l*
vectores 

t 
(m/ o 

J *=,está 
a una clistancia positiva de la frontera de K, o lo que es

(  '  T 1i  l *equivalente, para todo r > 0 la sucesión de vectores { ( 
;n".,- ) 

* 
| 

con j6 : m I I
[ \ . .  )  j : i o

se encuentra a una distancia positiva de K. r

L.4.3 Espectro de un operador definido no negativo

Ahora vamos a considcrar ? un o¡rerador acotado de 6(E) con E un espacio de Hil-

bert complejo. Concretirnente, vamos a presentar las propiedades más importantes del

espectro de operaclores nolmales.

Lema 1.9 (Lema X.3.3.( i i)  de [25]). SeaT un operadornormal deB(E), entonces

se sati,sface

(i) p(r) : l l"l l;
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7.4 Teoría espectral de operadores acotados

(ii) e/ espectro residual o,(T) es uacío.

Como consecuencia tlirecta del lema anterior y las inclusiones (1.5) tenemos el siguiente

corolario.

Corolario L,L. SeaT u,n operador normal de B(M). ^Sz,\ e or(T), entonces ), e

oo(T')'

Por otra parte, el espectro de los diferentes tipos de operadores normales introducidos

en la definición 1.16, queda totalmente caracterizado por el siguiente resultado.

Teorema 1.14 (Teorema X.4.t.2 de [25]). UnoperadornormalT deB(W) esher-

mítico (respecti,uamente, defini,do posi,tiuo) si, y sólo s'i, su espectro está contenido en el

conjunto de los ntí'meros reales (respectiuan'tente, en el conjunto de los números reales no

negatiuos).

Finalmente, en el resultado siguiente, haciendo uso del orden parcial introducido en la

subsección 1.3.3, se establece una relación entre el espectro de dos operadores compactos

y hermíticos.

Teorema 1.15 (TeoremaX.4.3 de [25]). SeanT y S dos operadores compactosy

hermíticos. Sean {)"}P, A {p"}Ta las respectiuas sucesiones de ualores prop'ios posi,ti,uos

ordenadas en orden decreci,ente con las repeti,ciones de acuerdo con la muLtipli,cidad para

cadauno de los ualores propios.  S iT < S,  entonces ) , ,  (  pn paran:1,2, . . . .

19
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Capítulo 2

Métodos iterativos

2.t Introduccron

Los métodos iterativos para la resolución de un sistema lineal de la forma

An :  b  ( 2 .1 )

donde A es una matriz no singular de tamaño n x n, ü es el vector de incógnitas y b

es un vector dado; están basados en la idea de construir de alguna manera un sistema

equivalente de la forma

t , :T t * c ,

que resolvemos generando una sucesión de vectores que converja a la única solución A-tb

del sistema (2.1).

Dada la cantindad de problemas de diversa naturaleza que se reducen a resolver un

sistema lineal de la forma (2.1), se han desarrollado numerosos métodos iterativos para su

resolución, los cuales podemos clasillcar en dos grandes grupos: secuenciales y paralelos,

para los cuales en las secciones 2.2 y 2.3, respectivamente, serán introducidos los conceptos

y propiedades más importantes de cada uno de ellos.

La modelización matemática de diversos problemas como la sitnulación de sistemas, o

los procesos estocasticos pueden dar lugar a un sitema lineal de la forma (2.1) donde A es

2 l
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2 Nlétodos iterativos

un operador acotado en lln espacio de Banach general. Por tanto, realizaremos el estudio
de los métodos iterativos secuenciales para dicho caso general.

Bn la sección 2.4 realizaremos una brcve exposición sobre las diversas líneas de in-
vestigación que ltasta ahora han llevado ¿r cabo los diversos autores que han abordado
el problema de determinar la convergencia, así como la velocidad de convergencia de los
métodos iterativos secuenciales y paralelos, que es el principal objeto de esta trabajo. Por

. último, especificaremos las líneas de investigación que nosotros continuamos y los puntos
que de cada una de ellas trataremos en el desarrollo de la memoria.

2.2 Métodos iterativos secuenciales

En esta sección como ya ltemos mencionaclo antes, vamos a considerar el sistema lineal
(2.1) donde.4 es un operador.acotado en un espacio de Banach general.

En primer lugar, conro generalización del concepto clásico de partición para matrices
presentamos la siguientc defi nición.

Definición 2.1. Sea.rl un operador acotado, diremos que.4 - lrf - N es una parti-

ción de A si M es no singular y el operador N no es idénticamente nulo.

Ahora, si consideramos la partición A : M - N del sistema (2.1) obtenemos el esquema

iterativo secuencial

c ( f t + t ¡ :M - rNn$ )+ I I - L ' .  , t >0 ,  ( 2 .2 )

donde el operador M-L N recibe el nombre cle operador de iteración.

La convergcncia clel csqtterna itera[ivo (2,2) se puede estudiar mediante el siguiente

análisis del error.

Sea r* la solución exacta del sistema (2.i), entonces

n* : M-rNn* -F M-Lb.

Consideremos e( i )  :  M- t  / fe( i - l ) ,  j  :  1 ,2, . . . ,  donde

e$ ) - " ^U ) - f r *

22
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2.2 Métodos iterativos secuenciales

es el vector error en la j-ésilna iteración, entonces:

eU)  -  (M- tN ¡ i . t o l ,  j : ! , 2 , . . .  ,

por lo tanto, el esquema iterativo será convergente si, y sólo si,

'Ug('- 'N)': o'

por consiguiente, de la expresión anterior y como consecuencia directa del teorema 1.8

obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.1. Et esquenln i,teratiuo (2.2) conuerge (r la solución A-rb del sistema

(2.1) si, y sóIo si,, p(M-rN) < 1, donde p(M-rN) es el radio espectral del operador de

iteración M-r N.

Por lo tanto, el problema de determinar la convergencia dcl esquema iterativo secuen-

cial (2.2) se reduce a determinar el valor de p(M-rN). Por otra ¡>arte, el valor del radio

espectral también nos proporciona el siguiente concepto de velocidad de convergencia.

Definición 2.2. Se llama velocidad asintótica de convergencia de un operador

acotado T al valor

n*( f ) :  - ln  Pg) '

De la definición anterior se deduce que el estudio de la velocidad de convergencia del

esquema iterativo (2.2), se reduce a determinar el valor de p(M-r N), ademrás, cuanto más
pequeño sea éste, mayor será la velocidad de convergencia.

Los métodos iterativos secuenciales clasicos, para el caso particular en el que A es una

matriz, son los siguientes:

o Jacobi

M:D v  N: -L-U.

23

o JOR

M:w- tD  y  ¡ü :  o-1[(1 - a)D - ul '  -  rul '
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24 2 Métodos iterativos

o Gauss-Seidel

IU I :D-L  y  N : *U.

o SOR

A, [  :a - l (D  -uL)  y  N  :a - l [ ( t -  u )D  - ru l .

- donde D es la diagonal <le A, -.L es la parte estrictamente triangular inferior de A y -U

es la parte estrictamente triangular superior de A.

A continuación introducimos algunos tipos de matrices a partir de los cuales se puede

establecer la convergencia de los métoclos iterativos clásicos.

Def in ic ión 2.3.  Sea A: Ion¡ l  con 1 Si , , j  (n  una matr iz  rea l ,  sediceque

(i) ,4 es diagonal dominante si

lon , l>  É b , ¡1 ,  i :7 ,2 , . . . , f r .  (2 .3)
j = 1 , i * i

(ii) / es irreduciblernente diagonal dominante si es una matriz irreducible y dia-

gonal dominante con al menos r¡na de las desigualdades (2.3) estricta.

( i i i )  , 4esuna  l t [ -ma t r i z ,  s i  a¿ ;  (0pa ra todo¿  I  jV  A -1  >0 .

El leorema siguiente recoge una serie de resultados para los métodos iterativos clásicos

que son bastante conocidos (véase por ejemplo Young [63]).

Teorema 2.L. Sea A ut¿a matri,z no si,nottlar.

(i) S, A es tma Iv[ -mutriz, el método de Jacobi y Gauss-Seidel conuergen.

(ii) .9¿ A es ircedt¿ci,blemer¿te di,agonal do'mina'nte, entonces los métodos de Jacobi,, Gauss-

Seidel, JOR 'y SOR (estos tíltimos pa'ra 0 1w 1 l) conuergen.

Teorenra 2,2. Sea .4 u,na matriz rto s'ingu,lur real y si,rnétrica con, elementos positi,uos

en Ia diagonal. Entonces, el métotlo JOR conuerge si,, y sólo si,, A y Z'w-r D - A son

defini,das pos'it'iuas
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2.2 Métodos iterativos secuenciales

En el siguiente resultado, que puede verse en Young [63], se comparan las velocidades
de convergencia <le los métodos iterativos de Jacobi y Gauss-Seidel.

Teorema 2.3 (Teorema de Stein-Rosemberg). Sea J la ¡natriz de iteración de
método de Jacobi g L la matriz de iteració¡t del método de Gau,ss-Seidel. Si, J > 0,
entonces se satisface una g sólo una de las sigtti,entes relaciones:

(t) p(J) : p(L) : o;

(ii) p(L) < p(J) < I;

( i i i )  p( l )  : .p(L):  t ;

( i v )  1<p(J )<p(L ) .

Los resultados anteriores de convergencia y de comparación, no se pueden generalizar
a operadores acotados en un espacio de Banach general porque ulilizan de forma explícita,
el concepto de base de un espacio vectorial. Sin ernbargo, Varga [56] como generalización
de los resultados de convergencia y cornparación para los nót;odos iterativos clásicos,
introduce la definición y el resultado siguiente.

Definición 2.4. Sea A una matriz, dirernos que la partición A : M - 1{ es regular
s iM- r20yN>0.

Teorema 2.4 (Teorema 3.2 de [56]), sea A una matriz no singular y A: M - N
una partición regular. Entonces

p(M-r N) < t si, y sólo si,, .4-r > 0

A partir de la definición 2.4 se han introducido diferentes tipos de particiones que a
continuación presentamos generalizándolos a operadores.

Definición 2.5, Sea ,,{ un operador acotado diremos que la partición A: M - N es

oregu la rs iM- r>0yN¿0,

o no negativa si M-r > 0, M-lN ) 0 y ¡\¡M-l > 0.

25
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26 2 Métodos iterativos

¡ débil no negativa del primer tipo si M-r > 0y M-rN > 0, débil no negativa

del segundo t ipo si M-r ) 0 y N I4-r > 0,

o débil  del primer t ipo si M-tl f  > 0, débil  del segundo t ipo si NM-r > 0.

Nos referiremos a las particiones introducidas en la definición anterior con el nombre

de parti,ci,ones no negat'iuas. Ademiís, por sirnplificación, diremos que la partición es débil

no negativa (res¡rectivamente, débil) si es dóbil no negativa del primer o del segundo

tipo (respectivamente, si es débil del primer o del segundo tipo).

Notemos que no todos los autores utilizan la misma clasificación para particiones no

negativas introducida en la definición 2.5. La definición de partición no negativa dada

en dicha definición, es la misma que la de débil regular de Ortega y Rheinboldt P171,
aunque otros autores, como Amedjoe [2], I3eauwens [4], Berman y Plemmons [8], Elsner

[26], Neumann y Plenrmons la+l V O'Leary y White [45] consideran partición débil regular

como débil no negativa del primer tipo y partición no negativa como partición débil del

primer tipo. Marek y Szyld [38] también utilizan partición débil regular como partición

débil no negativa <lel primer tipo y partición débil como partición débii del primer tipo.

Entre los diferentes tipos de particiones qlle hemos englobado con el nombre de par-

ticiones no negativas, se satisfacen las relaciones que recoge el siguiente resultado, que es

una generalización de los Corolarios 3.1 y 6.1 de Woánicki para operadores acotados en

espacios de Banach reales. 
;

Teorema 2.6. Sea A un operador no singu,lar. Una parli,ción regular de A es una

partición no negatiua de A. Una partición no negati,ua de A es una part'ición débil no

negatiua del primer y del segundo ti,po de A. Una partici,ón débi,l no negatiua del primer

(respecti,uamente, segundo) tipo de A es es u,na partición del primer (respectiuantente,

segundo) ti,po de A. Los 'recíprocos no son ci,ertos.

Como veremos en la sccción 2.4 y como pondremos de manifiesto en el capítulo 3, a

partir del teorema2.4 se ha desarrollado toda una teoría de convergencia para particiones

no negativas.

Por otra parte, en fillrción del concepto de matriz definida positiva también se introduce

el siguiente tipo de partición.

Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



2.2 Métodos iterativos secuenciales

Definición 2.6. Sea A una matriz, diremos que la partición A : M - N es P-regular
si Mr * N es definida positiva.

En cambio, a partir de las particiones P-regulares no se han introducido ningún otro
tipo de partición, y excepto el resultado de convergencia que recordaremos en el capÍtulo
3, tampoco se han introducido nuevos resultados. Con el objetivo de introducir nuevos
resultados de convergencia en función de operadores definidos positivos en espacios de
Hilbert complejos, generalizalnos en la definición siguiente el concepto de partición P-
regular a operadores e introducimos nuevos tipos de particiones.

Definición 2.7. Sea A un operador acotado en un espacio de Hilbert complejo. Di-
remos que la partición A: M - N es

P-regular s\ M'* N > 0;

débil definida no negativa del primer tipo si M-r N > 0 y débil definida no
negativa del segundo tipo si NM-r > 0.

Nos referiremos a los diferentes tipos de particiones introduciclos en la definición ante-
rior con el nombre de particiones defini,das posi,tiuas. Por dim¡rlilicación también diremos
que una partición es débil definida no negativa si es clóbil definida no negativa del
primer o del segundo tipo.

Como generalización del teorema 3.1 de Woánicki [61] a operadores y de la definición
2.1 de partición de un operador acotado y no singular.rl, obtenenlos el siguiente resultado.

Lema 2.L. Sea A un operador acotado no si,ngular en u,n espacio de Banch general y
A : M - N una partición, entonces

M- l  N A-1 :  ¡ - r  ¡ ¡  p¡ - r

27

g los operadores M-rN y A-rl{ con,m,utan,

también connlutan, es deci,r

M-t N A-rN : A-rlú M-t N u

así como los operarlores N M-r A N A-r

N M-|NA- l  :  l fA-r l f  ¡4- t .

Finalmente, para culaquier partición tanrbién se pueden establecer las relaciones que

introducimos en el resultado siguiente.
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28 2 Métodos iterativos

Lema 2.2. Sea A u¡t, operador acotado rto si,ngu,lar en un espaci,o de Banach general

U A: Il[ - N u,na part'ición. Entonces se sati,sfacen las sigui,entes relaci,ones

( i )  M-t ¡ü :  ( /  +  / - '  ¡vr ) - tÁ- '  N.

( i i )  ¡ 4 -1 ¡g :  ( . , 1 - rA ' t ¡ - t (A - tM  -  I ) .

( i i i )  NM-l :  ¡{,{-r (/  + ¡\ iA-l¡ú)-t .

( i v )  NM- t  :  ( I [A - t  -  I ) (MA- t ) - t .

Como consecuencia directa del lema anterior y el teorema 7.7 obtenemos el lema
siguiente.

Lema 2.3. Sea A un operador acotado no si,ngular en un espacio de Banach general.

( i )  Si  ̂  e o(1, [ -1 N),  t ,e o(A-rN) con, p f  - l  u P e o(A-rM) con B f  0,  entonces

(a) )  :  - t ! - .
l + t L

i ? -  I(b)  ) : r  
"  

.
f,t

( i i )  ,S¿  ) ,e  o (NAÍ - t ) ,  Feo(NA- t )  conp+ - t  A  Beo(MA- t )  conBf  0 ,  en tonces
se satisfacen las igu,aldades (o) y (b).

2.3 Métodos iterativos paralelos

En los Írltimos años los avances de la cornputación paralela hacen efectivo la utilización

de algoritmos paralelos para la resolución del sistema lineal (2.1). Uno de esos esquemas

iterativos paralelos consiste en la paralelización del esqnema iterativo secuencial (2.2\,

que fue introduci<lo por O'l,eary y White [a5] a partir del concepto cle multipartición que

a continttar:ión ¡>rcscn I.ar rrc-ls.

Definición 2.8. l)ilenros que {lv[¡, N¿, Et]l:, es una multipartición cle A si
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2.4 Antecedentes y estado actual 29

(i i  )

(i i i)

( i )  A :  Mt -N t  esunapar t i c ión  deA, I :1 . . .p

ü>0  esunama t r i z  d i agona l ,  l : 1 . . . p

p

\ - p  -  r
L " P  

-  ' '

t :1

De esta forma obtenemos el esquerna iterativo paralelo

n (k+ r ) :  Hn (k )  +Gb , k  :0 ,1 ,2 , .  .  .

donde

(2.4)

p

Ir :LE¿Mlt N¿ y
t : l

p

c: I  DtMl ' .
t : l

(2.5)

Mediante un razonamiento análogo al realizado para el análisis del error del esquema
iterativo secuencial (2.2) obtenemos que el esquema iterativo paralelo (2.4) converge a la
solución del sisterna (2.1) si,  y sólo si,  p(/1) < 1.

Por otra parte, como generalización de la definiciones 2.5 y 2.7 direnlos que: la multi-
partición {Mt, Nt, Dt}l:, es regular, débil no negativa del primer (respectivamente,

segundo) tipo, débil del primer (respectivarnente, segundo) tipo, si cada una de las
particiones que la forman lo son.

Análogamente, diremos que la multipartición {Mt, N¿, Et}l=, es P-regular, débil de-
finida no negativa del primer(respectivarnente, segundo), tipo si cada una de las
particiones que la forman lo son.

2,4 Antecedentes y estado actual

Como ya hemos mencionado en la introducción de este ca¡>íl,ulo, los problemas cuyo
modelo matemático nos conducen a la resolución de un sistenra lineal de la forma (2.1),
pueden tener naturalezas tan distinLas como puede ser el cálculo de estructuras, la dis-

cretización de una ecuación en derivadas parciales, etc; lo cual se traduce en la obtención
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30 2 Métodos iterativos

de matrices de coeficientes ,4 con características diferentes. En la práctica, la mayoría de

dichas matrices pueden clasificarse en dos gnlpos: matrices monótonas, es decir, aquellas

para las cuales A-r > 0 y las matrices definiclas positivas.

A la hora de determinar la convergencia del esquema iterativo secuencial (2.2), a partir

del resultado introducido por Varga en 1960 (véase Varga [56]) para matrices monótonas y

particiones regulares, se ha desarrollaclo toda una teoría de convergencia para particiones

no negativas siguiendo cliferentes líneas de investigación. Por una parte, Vandergraft [57]
introduce la generalización del teorema2.4 pala particiones débiles no negativas del primer

tipo respecto al orden parcial inducido por r¡n cono normal K. Posteriormente, autores

como Miller y Nerrmann [40], Song [52, 53] introducen nuevas condiciones necesarias y

sufiecientes para particiones débiles del prirner t,ipo de matrices no singulares en general.

Más recientemente, \Voánicki [61] al introducir las particiones del segundo tipo, presenta

nuevas condiciones de convergencia, tanto para particiones débiles no negativas del primer

y segundo tipo, como para particiones débiles del primer y del segundo tipo, pero en ambos

casos para matrices monótonas. Siguiendo una línea diferente, Berman y Plemmons

[8] introducen, para particiones débiles del primer tipo de una matriz no singular en

general, una condición suficiente de convergencia en función de productos del tipo matriz-

vector. En cambio, para rnatrices definidas positivas sólo contamos con el resultado de

convergencia ¡rara partit;iones P-regulares, a partir clel cual no se han introducido nuevos

resultaclos ni otro tipo clc particiones.

Respecto al problema cle comparar la velocidad de convergencia de dos métodos ite-

rativos de una misma matriz, es decir, comparar los radios espectrales de sus respectivas

matrices de iteración, al que nos referimos como resultados de comparación, partiendo

del resultado introducido por Varga [56] V el resultado posterior de la tesis doctoral de

Woánicki en 1973 (ver trabajos suyos posteriores [61]), ambos para particiones regulares

de matrices monótonas se ha desarrollado toda una teoría de comparación para particiones

no negativ¿rs. Autores como Csordas y Varga [22] trabajando con particiones regulares de

matrices monótonas introclucen condiciones más generales. Sin embargo, otros autores lo

que hacen es generalizar los resultados de com¡raración introducidos por Varga y WoZnicki

antes mencionados, para otros tipos de particiones. Por ejemplo, Elsner [26] gneraliza di-

chos resultados para el caso en el que una partición sea regular y la otra débil no negativa

del prirner ti¡ro, Ivlarek ¡, Szyld [38] los generalizan para particiones débiles y convergentes,
pero como novedad importante, para o¡reradores acotados en espacios de Banach reales
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2,4 Antecedentes y estado actual

generado por un cono normal K, adem¿ís tarnbién introducen para particiones regulares

de operadores acotados la equivalencia entre la condición de comparación introducida por

Woinicki en 1973 (véase su trabajo posterior [0t]) V la rnonotonía de sucesiones generadas

a partir del esquema iterativo (2.2). Woinicki [61] utilizando la.s particiones del segundo

tipo, generalizael mencionado resultado de Varga y el suyo propio para particiones débiles

no negativas del mismo tipo y para particiones débiles no negativas de diferentes tipo,

respectivamentes; además utilizando la matriz traspuesta en un¿r de las matrices de una de

las particiones introducen nuevas condiciones de comparación para particiones débiles no

negativas del mismo y distinto tipo, aunque dichos resultados sin la condición adicional de

que la matriz A sea sirnétrica, no son ciertos en general como pondremos de manifiesto en

el capítulo 4. Autores con Miller y Neumann [40], Beauwens [,1] y Song [52, 53] siguiendo

la línea de Csordas y Varga [22] introducen nuevas condiciones generales, esta vez para

particiones débiles del primer tipo de matrices no singulares en general. Para matrices

definidas positivas, al igual que en el problema de determinar la convergencia del esquema

iterativo (2.2), solo contamos con un result,aclo de comparación introducido recientemente

por Nabben [a1].

Los resultados de convergencia y comparación para matrices monótonas y particiones

débiles no negativas del primer tipo y el resultado de convergencia para matrices defini-

das positivas y particiones P-regulares, que acabamos de mencionar, son utilizados como

herramienta para introducir resultados de convergencia y comparación para métodos ite-

rativos alternativos. Por ejemplo, Lankzron, Il.ose y Szyld [36] los utilizan para aportar

teoremas de convergencia y comparación del método iterativo en dos etapas, es decir, los

métodos que consisten en aproximar la solución del sistema

¡4 *&+ r ) :  N re  +  b ,  k : 0 ,  1 ,2 , . , .

donde A : M - N recibe el nombre de partición externa, de fonna iterativa, considerando

para ello la partición interna M : P - Q; así corno para los llalnados métodos iterativos

anidados, obtenidos como generalización de los rnétodos en dos etapas al realizar sucesivas

particiones internas. Benzi y Szvld [5] también utilizan dichos resultados para introducir

teoremas de convergencia y colnparación para el método iterat;ivo

31

n(k+r/2)

t (k+ t )
(2.6)

donde  A :M  -N -  P -Q  sondospa r t i c i ones .
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32 2 Métodos iterativas

Por otra parte, a la hora de abordal el problerna de resolver el sistema de ecuaciones
lineales (2.1) por métoclos iterativos paralclos también se han seguido diferentes líneas
de investigación. Arrtores como White [59], f.]ommer y Mayer [30] V Deren [23] han
presentado la paralelización de algoritlnos secuenciales clásicos. Otros autores como Bru,
Elsner y Neumann [10], Flonrmer [29], Illsncr y Neumann [28] y Bru, Migallón y Penadés

[12, 13] han introclucido y estudiado nuevos algoritmos paralelos centraclos en obtener el
mayor renclimiento posil-rle dc la arquitectura paralela y el problema en concreto con el que
se esté trabajando, cent,rando para ello su investigación en el reparto del trabajo entre los
diferentes procesadores y en la forma de actualizar la aproximación a la solución obtenida
en las diferentes iteraciones. Sin embargo, los Írnicos resultados de convergencia generales
para el esquema iterativo pararelo (2.4) son los introducidos por O'Leary y White [a5]
para el caso en el qrte la matriz .4 sea monótona y la multipartición débil no negativa
del primer tipo, así corüo para el caso en el que la matriz ,4 sea definida positiva y la
multipartición P-regular. Para dichos casos, Elner [26] V Nabben [41], respectivamente,

introducen cotas su¡>eriores e inferiores rlel raclio espectral de la matriz de iteración del
esqucma iterativo ¡ lalalelo (2:- l).

2.5 Objetivos de la memoria

El objetivo global de esta memoria es establecer resultados de convergencia y com-
paración de los esquem¿rs iterativos (2 2) V (2.4) para los distintos tipos de particiones y

multiparticiones, respectivamente, introducidos en las secciones anteriores.

Para el esquema it,erativo secuencial (2.2) nuestros objetivos son: para particiones no
negativas, utilizando las particiones del segundo tipo introduciremos nuevas condiciones
de convergcncia ¡lara particic¡¡res débilcs rro ¡legativas y para ¡:articiones débiles de opera-
dores acotados en es¡lacios de lJanach, además siguiendo una línea similar a la de Marek y

Szyld [38] también extertclerenlos e introduciremos nuevas condiciones de comparación pa-

ra particiones no negativas de operadores acotaclos en un espacio de Banach real. Para las
particiones definidas ¡rositivas, extenderemos el resultado de convergencia para particiones

P-regulares de matrices definidas positivas a operadores acotados en espacios de Hilbert
complejos, e introducircmos nuevas condiciones de convergencia para particiones débiles
definidas no negativas de operadores acotados en espacios de I{ilbert, por primera vez
sin ninguna conclición arlicional sobre el operador acotado .A, excepto la de ser no singu-
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2.5 Objetivos de la mentoria

lar. Además t,aurbión cxlcucleremos el resrrlt¿do de comparación introducido por Nabben

[41] para parl,iciones P-r'egulares de matrices definidas positivas a operadores acotados
en espacios de IIilbert, e intt'oduciremos nuevos resultados de comparación para particio-

nes débiles definidas no negativas. En el ca¡:ítulo 5 estableremos las diversas relaciones

existentes entre las distintas condiciones de comparación introducidas en el capítulo 4.

En el capítulo 6 utilizanclo los nuevos rcsul[ados de convergencia y comparación para

particiones, generalizaremos el resultado de convergencia de O'Leary y White [45] para

multiparticiones débiles no negativas del primer tipo, para multiparticiones débiles no

negativas del segundo ti¡ro, aunque con la condición adicional de que las matrices E¿ para

I : 1,2,. . .  ,p sean escalares. Uti l izando la rnisma condición adicional también introduci-

remos resultados de convergencia para particiones débiles definidas no negativas, tanto del
primer tipo como del segundo tipo. Por otra parte, utilizando el concepto de matriz real
positiva, introduciremos un resultado de convergencia para multiparticiones débiles. Fi-

nalmente, extenderemos el resultado de com¡:aración de Elsner [26] para multiparticiones

débiles no negativas del segundo tipo e introduciremos nuevos resultados de comparación

para particiones débiles no negativas, débiles definidas no negativas y débiles.
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Capítulo 3

Teoremas de convergencia para

particiones

3.1 Introduccron

En este capítulo, así como en los capítulos 4 y 5, considerarnos el sistema lineal

An :  b ,  ( 3 ,1 )

donde,4 es un operador no singular y acotado en un espacio de Banach real o en un espacio

de Hilbert complejo, r es el vector de incógnitas y b es un vect,or dado. La solución del

sistema (3.1) puede obtenerse a partir del esquema iterativo secuencial

t ( k+ I ) :  M - rNn ( t )  +M- rb ,  k  ) 0 ,

donde A: M - 1ú es una partición de ,4.

(3.2)

Nuestro objetivo en este capítulo va a ser la primera y principal cuestión que se debe

abordar a la hora de resolver el problema que acabamos de plantear, es decir, establecer

condiciones necesarias y suficienbes pa.ra que el esquema iterativo secuencial (3.2) sea

convergente, o lo que es equivalente segÍrn hemos visto en la sección 2.2, que se satisfaga

la desigualdad p(M-tN) < 1.

La convergencia del esquema iterativo (3.2) lra sido abordada por diversos autores para

el caso particular en el que el espacio vecLorial es de dinrensión finita y principalmente,
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36 3 Teoremas de convergencia para paúiciones

para dos tipos de matrices; es decir, para matlices monótonas y para matrices definidas
positivas, que son las qrre normalmente a¡rarecen en la práctica.

A partir de los resultados de convergcncia introducidos por Varga [56] en 1960 para

particiones regulares de matrices monótonas, y qlre podemos considerar como la genera-

lización de los resrrltados cle convergencia para métodos iterativos concretos como Jacobi
y Gauss-Scidel, diversos autores han introducido resultados de convergencia para los di-

ferentes tipos de particiones que en la definición 2,5 hemos denominado particiones no

negativas. Más concretamente, autores como Berman y Plemmons [8], Beauwens [4] y

Song [52, 53] introducen resultados de convergencia para particiones débiles no negativas

del primer tipo y para particiones débiles del primer tipo; recientemente, Woánicki al

introducir las particiones débiles no negativas del segundo tipo y las particiones débiles

del segundo tipo aporta resultados de convergencia para dichos tipos de particiones.

Partiendo cle los resrrltarlos de convergencia aportados por los diferentes autores que

acabamos de mencionar) en la sección 3.2 introduciremos resultados de convergencia para

particiones débiles no negativas (del primer y segunclo tipo) y para particiones débiles

(del primer y segundo tipo) de operadores acotados en espacios de Banach reales.

Por otra parte, como ya hemos mencionado, otro tipo de matrices que aparece con

bastante frecuencia son las matrices definidas positivas, para las cuales John [33] intro-

duce una condición necesaria y suficiente cuando la partición es P-regular, que también

podemos considerarlo como generalización de los resultados de convergencia de métodos

iterativos concretos para nratrices definidas positivas. En cambio, a partir de dicho resul-

tado no se han introducido nuevas condiciones generales de convergencia ni otro tipo de
particiones más generalcs como ocurre para particiones no negativas.

Con el objetivo de ampliar la clase de operadores y particiones para los cuales po-

damos asegurar ltr convcrgencia del esquerna iterativo secuencial (3.2), en la sección 3.3
generalizaremos a operadores acotados en un espacio de l{ilbert complejo el resultado de
convergencia para matrices definidas positivas y particiones P-regulares. Además intro-
duciremos resultados de convergencia para particiones débiles definidas no negativas (del
primer y segundo tipo) introducidas en la definlclín 2.7 dentro de lo que hemos denomi-

nado particiones definidas positivas, también para operadores acotados en un espacio de

Hilbert complejo, Finalmente, utilizando el concepto de operador real positivo, introdu-

ciremos un resultado de convergencia para ¡rarticiones débiles de operadores acotados en
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3.2 Particiones débiles no negativas y particiones débiles 37

un espacio de Hilbert, alternativo a los que introduciremos en l¿r sección3.2.

3.2 Particiones débiles no negativas y particiones dé-

biles

En esta sección, dentro de lo que hemos denominado particiones no negativas, solo

introduciremos resultados para particiones débiles y para particiones débiles no negativas

de operadores acotados en espacios de Banach, pero como consecuencia del teorema 2.5

dichos resultados también son válidos para particiones regulares y no negativas.

Uno de los resultados rnás representativos obtenidos a partir del teorema 2.4 es el

siguiente resultado, introducido por Song [53] para matrices, que contiene como caso

particular, a la mayoría de condiciones necesarias y suficielrtes l)ara que una partición

débil del primer tipo sea convergente.

Teorema 3.1 (Lema 9.3 de [53]). Sea A ttna matri,z no singular y A: M - N una
parti,ción débi,l del primer ti,po. Son equi,ualentes:

( i )  A-tM > o.

(ii) ,4-1¡\I > 0.

(i i i) p(M-'N) < 1.

( i v )  p (M- 'N)  :  ^A- tM) : r .
p(A-rM)

(u)p(M-'rú) : #;h

Por otra parte, Woánicki [61] al introducir las particiones débiles del segundo tipo
introduce las siguientes condiciones necesarias de convergencia.

Teorema 3.2 (Theorem 6.1- de [61]). Sea A una matriz no singular y A: M * N
una partición conuergente g débil de A con A-r > 0. Entonces:
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38 3'Ieoremas de convergencia para particiones

(i) ¿-t > IvI-t

( i i )  p (A í - IN)  :  p (NAI - ' )  <  1 .

(i i i) o Sd A[-t¡ú > 0 entonces A-t¡/ > ¡,,f*lN.

o Si  NNI- |  )  ( l  entonces NA-l  2 N¡vl- t .

(iv) p(M-'N) :##L

Nosotros, utilizando tanto las parliciones dél-iiles del primer como las del segundo tipo,

introducimos para operadores acotados los dos ¡esultados siguientes que contiene al teore-

ma 3.1 así como a los resultados introduciclos por Woánicki [61] como casos particulares.

Tleorema 3.3. ,Sea A u,n operador no s'inEtlar en un espac'io de Banach y sea A :

M - N tma par"t'iuón déb'il del primer t'ipo cort lvl-l N U A-t N funi,endo la propi,edad "d",
Las concli,ciones sigttientes so'it eqtuiualentes :

( i) .4-1¡,1 > o.

( i i )  p (M-LN)  :  
p (A , ' , t ! )  

^  
1 .

p(A- lNr)

( i i i )  p(M*'N) :  p(NI/- ' )  < 1.

( iv)  ( /  -  M-lN)-r  > 0.

(v) ,4-1N > 0.

(vi) ,4-t¡ü > /\,1-1¡/.

(vii) p(rur-,¡/):#fi+,

Demostración. (i) * (ii) Como A-t A,t ) 0, por la propiedad ((d)' existe un vector
p rop io r )0 ta lq ¡e

A-L Mn : p(A-r M)n.
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3.2 Particiones débiles no negativas y particiones débiles 39

Ahora, de

M- tN:Q l - tM) - r@-1M- I ) (3.3)

tenemos que

p(A 'M)  -  r
M- l  Nn :  , ' \ " r  r " i , r  =  

'
-L-4

p(A-t  A[)  
w'

y por el apartado (i) del lema 1.8 tenemos que

p(A-t M) - 1' ffi<p(M-tn.

Por otra parte, por ser M-r N ) 0, por la propiedad ((d" existe un vector propio g ) 0
tal que

M-'Na :  p(M-|  N)g.

En este caso, de (3.3) tenemos que

p(M-t  N)u :  ( r t - '  M)- t  (A-1 M -  I )s

y por el apartado (i) del lema 1.8

p(M-, N) t 
p(tt,-)Y),; | (B.b)'  /  :  p (A_ lM)

Finalmente, de las desigualdades (3.4) y (3.5) obtenemos (ii).

(ii) --l (iii) Obvio.

(iii) --' 
""' 

'"',, 
- 
"rl,**i ,o :',':;;;,;1,'',,;':. :'r:""emos 

que

por tanto, (I - tW-r¡¡)-t > O.

(iv) ---r (v) De A: M - N tenemos que

.4- r ¡ \ r  :  (M _  N) - tMM-rN:  ( l  _  M- rN) - tM* t ¡ {  >  0

ya que (I * ttt-t¡¡)-1 > 0 y !v[-tN > 0.

(3.4)
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3 Teoremas de convergencia para particiones

(u) . '  (vi) De A: tr4 - N tenemos que

A,[-t :  (,4 + 1ú)*'  :  A-1(/ + /úA-r)-t,

o también

A-t  :  A ' l - t  +  I4- rNA-r

y por tanto,

A - IN  :  M- rN  +  A - INM- rN .

de donde

A-1 N _ M-r  N :  A-1 N M-rN > 0.

yaque  A - tN  20y ¡4 - 'N>0 .

El recíproco es trivi¿rl.

(u) -- (vii) Siguientlo un razonamiento análogo al llevado a cabo en la implicación
(i) --+ ( i i)  ut i l izando A-t N en lugar cle A-t M y la igualcl ad M-tN : (/  + A-tN)-rA-1N
en lugar de la igualdad (3.3).

( u )  - ( i )  De  I t [ :A *N tenemosque

A- tM : I * .A - rN>0 ,  
:

por ser suma de operadores no negativos.

(vii) --, (iii) Obvio. I

Análogamente, para particiones débiles del segundo tipo tenemos el siguiente resulta-
do, cuya demostración se lleva a cabo probando las mismas implicaciones y siguiendo los
mismos razonamientos que en el teorema anteriot.

Teorema 3.4, Sea A u.n operador no singular U sea A: M - N una partición débil
del seEtndo tipo con A(-t N y A-r ltl tenientlo la propieclad "d". Las condiciones siguientes
son eqtú,ualentes:
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3,2 Particiones débiles no negativas y particiones débiles

( i )  MA-t  > o.

(i i) p(NM-') : P(u!.t:t) '* t 
.

o(M l-r¡

( i i i )  p (M- tN)  :  p (NM- t )  <  r ,

( iv)  ( /  -  NM-t)-r  > 0.

(v) NA-r > 0.

(vi) NA-r >* N M-t .

(vii) p(NM,) : #I0,h

Por otra parte, Berman y Plemmons [8] establecen, para matrices, las siguientes condi-

ciones suficientes para que una partición dóbil del primer tipo sea convergente en función

de productos matriz-vector.

Teorema 3.5 (Corolario 5.4 de [8]). Sea A tma matriz no si.ngttlar y sea A - M -

N una partición, Si A, M y N sati,sfacen las condi,ciones sigu,ientes:

(i) ArV > 0 implica Nry,

(ii) Mrs ) 0 implica Nrs 20,

entonces

p (M- tN )  <  t .

Nosotros, adem¿ís de generalizar dicha corrdición para operadores acotados, introduci-

mos nuevas condiciones similares, Para ello, previamente introclucimos el siguiente lema.

Lema 3,1. .  SeaAunoperadorno s ingt t lary  A-  M -N tmapar t ic ióncualquiera.

(i) Son equiaalentes:

( l )  A 'g '20  i ,mp l i ca  N ' y ' )  0 ,

41
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42 3 Teoremas de convergencia para particiones

(2) ,4-'¡\/ > o.

( i i ) ,Son equ, iualentes:

(L) A'U' 20 irnpl' ica A,l 'y' )-A,

(z )  l t I [>o .

(iii) Son equ,'i'ualerúes:

(I) M'U' 2 0 implica N'gt ) 0,

(2 )  M- tN >  o .

(iv) ^9on equi,ualentes:

(1) Aa 2 0 i,mpl'ica Ns ) 0,

(2) N,4-' > o.

(v) Son eqtLi'ualentes:

(I) Aa ) 0 impl'ica lt[g ] 0,

(2)  MA-t  >  o.

(vi) Son equ,iualentes:

(1) Mu )_ 0 impl'ica Ns 2 0,

(2) NM-| > o.

Demostración. (i) Sea fr ' : A'A', entonces (A')- '* ': g/, por tanto, podemos escri-
b i r  la condic ión ( i ) ( l )  como

r '  > 0 impl ica N'(A')- t  n '  )  0,

con lo que, (A-rl{) ': l{ '(A'¡-t > 0 y en consecuencia, A-tN > 0.

Recíprocamente, si -4-1N ) 0 entonces N'(,4')-L : (A-rN)'> 0. Ademrís, si n' :
A'a' ) 0, tenemos que

N'g'  :  N'(A')-rn '> 0.
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(ii) Análogo al apartado (i) cambiando N por M.

(iii) Análogo al apartado (i) cambiando A por M.

(iv) Sea Í: AA, entonces A-tn: g, por tanto, podemos escribir la condición (iv)(1)
como

u  )0  i n r ¡ r l i ca  ¡ \ I / - r c>0 ,

con lo que, NA-l > 0.

Recíprocamente, si NA-r > 0 y n: AA ) 0, tenemos que

Na :  NA-1o  )  o '

(v) Análogo al apartado (iv) cambiando N por M.

(vi) Análogo al apartado (iv) cambianclo A ¡>or M. r

Como consecuencia del lema anterior oblcnemos el corolario siguiente que contiene
como caso particular al teorerna 3.5.

Corolario 3.L, Sea A u,n operador no singu,Iar A A - [t[ - N u,na parti,ción.

(i) Supongamos qIrc M-rN y A-rlt{ tienen la propi.edad "d". Si, se satisfacen alguna
de las condiciones siguientes:

( l )  A 'U ' )  0  impl ica N'U'>.  0 ,  u  M'a ' )  0  i ,mpl i ,ca N'g '>0

(2 )  A ' g ' ) 0  i n r y l i caM 'a ' ) 0 ,  U  M 'a ' ) 0  i ,mp l i caN 'g ' ) 0 ,

entonces p(M-tN) < 1.

(ii) Supongernos qrte N M-t U N A-1 tienen Ia propiedad "d". Si se sati,sface alguna de

las condi,ciones sigtti,entes:

(I) AA >_0 im,¡t l i .ca Ng ) 0, A Mg > 0 i ,mplica Na 20,

(2) AA ) 0 impli,ca MU ) 0, U My > 0 implica Ny ) 0,

entonces p(M-rN)  < 1.
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44 3 Teoremas de convergencia pam particiones

Demostración. (i) La demostración es consecuencia directa de los apartados (i) y
(iii) del lema 3.1 y el teorema 3.3 si se satisface la condición (1) V de los apartados (ii) y
(iii) del lema 3.1 y el teorenia 3.3 si se satisface la condición (2).

(ii) Consecuencia directa de los apartaclos (iu) V (vi) del lema 3.1 y el teorema 3.4 si
se satisface la conclición (1) y de los apartados (v) y (vi) del lema 3.1 y el teorema 3.4 si
se satisface la condiciórr (2). r

Los recíprocos clel corolario anterior no se satisfacen, como ponemos de manifiesto en
el ejemplo sigttiente, es decir, del hecho de ser p(M-r N) ( 1 no se puede deducir ninguna
de las condiciones (1) y (2) de los apartados (i) y (ii) del corolario 3.1.

Ejemplo 3.L. Consideremos Ia matr

A _

y la partición A - Il - N, donde

IvI - A I -
J  J \  _

Entonces p(lzt-rN): 0.7965 < 1. Sjn embargo, no se saúisfacen ninguna de las partes (l)
y (2) de los apartados (i) y (ii) del corolario 3.1 (ver las correspondientes equivalencias
estableciadas en el lema 3.1 con las dondiciones condiciones (t) y (Z) de Jos apartados (i)
y (ii) del corolario 3.1).

Woánicki [61] establece que el teorema 3.2 sigue siendo válido si cambiamos "partición
convergente y débil" por "débil no negativa". A continuación, teniendo en cuenta dichas
implicaciones y siguienrlo la misma línea que en los teoremas 3.3 y 3.4 establecemos los
dos resultados análogos para el caso en el qrre la partición sea débil no negativa del primer

tipo y débil no negativa del segundo tipo, respectivamente.

iz no singu

3 ^r
l t  -

4-2

oi1

00i

-i1-+
t+ o
000

1
3
4

1
, -1

T4

00

Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



3.2 Particiones débiles no negativas y particiones débiles

Teorema 3.6. Sea A un operador no s'ingular A A - M - N una parti,ción débi,I no

negatiua del primer tipo con los operadores M-r N y A-r ltt teni,endo la propiedad ud'.

Las condiciones siguientes son equiualentes:

( i) A-' > o.

( i i )  A- l  > M-t .

( i i i )  A-'M > o.

(iv) p(M-'N) : O@",Y); L .p(A-rM)
:

(u) p(M-, / f )  :  p(NM-t)  < r .

( v i )  (1  -M- tN) * l  >0 .

(vii) ,A-tN > 0.

(v i i i )  A- lN > M-rN.

(ix) p(M-'¡ü) :#fr+)

Demostración. Por el teorema 2.5 y el teorema 3.3, las condiciones (iii)-(ix) son

equivalentes. Por lo tanto, para que el teorema quede demostrado será suficiente probar

las siguientes implicaciones: (i) * (ii), (i) r (v) V (vi) -' (i).

( i )  *  ( i i )  De M :  A*N se sigue que

M-r  -  A- rU +N,4-1) - r .

Multiplicando en ambos nliembros cle la igualclad anterior por la derecha por .I + NA-l,

obtenemos que

¿- t  _  M- l  :  M- lNA-L  >  0 ,

ya que M-rN 2 o y,4-t  > 0.

El recíproco es trivial puesto que M-r 2 0.

45
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46 3'Ieoremas de convergencia para particiones

( i )  *  (v )  Sea T  :  A , [ - tN ,  para  n t . :0 ,1 ,2 , . . .  tenemos que

¡  *ym+t :  
É  7 ie  - \ .
j=0

De A: A,l - N tenernos que M-r A - I - ?, de clonde se sigue que

i f ¡ ¡¿-t  :  ( l  -7nt+t)y ' - t  < 4-r .
fu-  

t f t

Si consideramos l ln vector r > 0 tenemos que M-l n ) 0 y A-rn > 0.

Sea ahora oá > 0 tal que n'oT : T'r'o : p(T)n'0, entonces

c:'sil-ln > *6 I Ti M-t ü : L p(T)i r'oM-r n,
j :0 j=0

de donde

lo cual

(ui)

por ser

r 'uA-t r _,
r ' ( r I I lz .  '

es una contrarl ic:ción, por t

- - ( i )  DeA :A I -Nses

A- t - (M-N)

( I  -  u - t ¡ú) - '>  oy  l1 [ - r

I m+t,
)

I p(")"'*'
I p(r) -

anto, p(T)

igue que

- 'MM*t  =

>0 .  r

r

para p(T) : I

para p(?) > 1

M-r  N)- t  M-t  )  0 ,

t
1

1.

: ( /

I

Si consideramos ahola qrte la partición es débil no negativa del segundo tipo obtenemos
el siguiente resultado análogo al teorema anterior. En este caso, las condiciones (iii)-(ix)
son equivalentes por el t,eorema 3.4 y el resto de la demostración se realiza probando las
mismas implicaciones qlle en el teorema anterior siguiendo razonamientos similares.

Teorema 3.7. Sea A un operador no si'ngu,lar lJ A - M - N una partici,ón débi,l no
negati.ua del seEn"tdo tipo con los operadores N M-r ,! N A*t funiendo la propiedad ud".

Las condi,ciones sigu,i,entes son equ,iualentes:
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3.3 P articiones definidas posiüivas 47

( i )  A-1 > o.

( i i )  ¿-t  > M-t > 0.

(iii) MA-t > o.

( iv )  p(NM- ' )  :  P(M4=t ' )  ' -  t

o(M t-r¡

(u)  p(M- ' l f )  :  p(NM-t )  <  1.

(v i )  (1  -  NM- l ) - t  >  o .

(vii) NA-t > 0.

( v i i i )  NA-L  >  NM-L .

( ix)  p(NM- ' )  :  P(¡ r { l ) , '  .1 + p(rua-t¡ '

3.3 Particiones definidas positivas

A lo largo de esta sección, aunque no lo nrencionemos de fornla explícita, considera-

remos que el espacio normado es un espacio de l-lilbert, puesto que vamos a trabajar con

operadores definidos no negativos y definidos positivos.

Como hemos mencionado en la sección 3.1, a pesar de que las rnatrices definidas posi-

tivas aparecen con bastante frecuencia al discretizar una ecuación en derivadas parciales,

hasta ahora, en función de matrices definidas positivas sólo se han definido las particio-

nes P-regulares, para las cuales el resultado rnás importanl;e es el siguiente. Podemos

encontrar dicho resultado en Berman y Plemmons [8] y para el caso particular en el que

la matriz .zl sea real en Ortega [46],

Teorema 3.8.,9e¿ A una m,atri,z com,pleja y hermíti,ca g tl - M - N una partición

P-regular. Entonces

p ( tW- r l )  <  t  s i ,  y  só lo  s i ,  A>  0 .
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48 3 Teoremas de convergencia para particiones

Puesto que en la definición 2.7 henros dado el concepto de partición P-regular para
operadores acotados en espacios de l{ilbert, en esta sección generalizamos el teorema 3.8
para una partición P-regular de un operador acotado; empezaremos con Ia generali zación
del teorema de Stein, cu1,¿ u".."n para matrices puede verse, por ejemplo en Ortega[a6]
o Young [631.

Lema 3.2. Sea A tnt. operador definido pos'it'iuo g II un operador para el cual eriste un
uector ft + 0 tal qtr,e IIn : p(II)n. Si A- II'AII es definido positiuo, entonces p(II) < l.

Demostración. Puest,o que .r1 y A - II'AII son definidos positivos, tenemos que

n 'An>  0  y  ü ' (A -  Í I tAH) f t >0 ,

por tanto,

r '  An > n' I I '  AÍls : (p(II)r) '  A(p(II)n) : p(H)2t, An,

de donde p(H) < L

La demostración del leln¿i anterior, así corno la demostración que presentamos a con-
tinuación de la generalización del teorema 3.8 a operadores, es similar a la que presenta
Ortega [,16] para matricr:s,

Teorema 3.9. Sea ,4 tm operador definido positi,uo. Sea A - M - N nna partición
P-regular E M-rl{ un operador para el a¿al eriste n # 0 tal que lt[-rNr: p(M-rN)r,
entonces p(M-rN)  < L.

Demostración. Por el lema 3.2 será suficiente probar que el operador

Q :A - (M- 'N ) 'A (M- tN )

sea definido positivo.

De N -  M -A tenemos que M- lN -  I  -  A, [ - t  A,por  tanto

A :  A_ ( I  _  IV ' I_ I4 'A( I  -  M_ lA\

: A(tvt-L A) + (tut-t i l 'A - 1r4-t A),A(M-t A), (3 6)
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3.3 Particiones defrnidas positivas

ahora teniendo en cuenta que (M-1,4)' : A(M-t)' y qu" podelnos expresar el operador
A como

A:MM_LA Y A :A(M_IA) "

de (3.6) tenemos que

Q:  (M- rA) , (M,+  M -  A )@- tA)

o equivalentemente,

Q:  (M- ,  A) , (M,  +  N) (M- |A)

ya que N : M -.4, entonces por ser la partición P-regular y I,l-tA no singular tenemos
que I es definido positivo. r

Igual que en la sección anterior hemos introducido resultados de convergencia para

los distintos tipos de particiones que se han ido introduciendo a partir del concepto de
partición regular, en esta sección, utilizando el concepto de partición débil definida no
negativa (del primer y segundo tipo), introducido en la definición 2.7, aportamos los
siguientes resultados de convergencia, con el objetivo de introducir resultados alternativos

al teorema 3.9.

Teorema 3.10. Sea A un operador no si,ngu,lar g A - M - N una partición débil
defini.da no negatiua del primer tipo. Las si,gtü,entes condi,ci,ones son equiualentes.

( i )  A-tM > o.

(ii) p(M-'\N) : PWIY); r .
p(A*t M)

(i i i) p(M-tN) : p(N M-L) < t.

(iv) (/ - M-tN)-l > 0.

(v ) ,4 -1NL0.

(v i )  A-tN L M-tN.

(v i i )  p (M- ' ¡ l )  :  P(A, l \ . ) .= , .
I  +  p (A- t  N) '
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50 3 Teoremas de convergencia para paúiciones

Demostración. (i) * (ii) Por los lemas 2.2 y 2.3 tenemos que

M-LN :  (A-r  M)-r1¿-r  Ut _ t )

y que se satisface la rel¿rción /, : + 
donde p y ^denotan los elementos del espectro

de M-L N y A-t ltI, respectivamente Además por ser A-r M > 0 y no singular, y
M-r N F 0, sabcmos qlle sus espectros est,án contenidos en el conjunto cle los números

reales positivos y no negativos respectivamente, por tanto, como la función f (r):t 
- I
T

es monótona para valorcs <le r ) 0 obtenemos el a¡rartado (ii).

( i i) -* (i i i) Obvio.

(iii) --' (iv) Por ser /l,l-r.lú > 0 y p(I,t-tN) : ll¡4-tl{ll ( I por el teorema 1.9
sabemos que (/ - All-r N)-l es hermítico ¡' clrre su espectro está contenido en el conjunto
de los nútmeros reales positivos. Ahora, por el teorema 7.74, (I - Aí-rN)-t > 0.

(iv) --+ (v) De ser ly'-rN > 0 y (1 - M-t N)-t F 0 se deduce que los valores del
espectro de (1 - M-r N)-r adem¡ís de ser reales positivos han de ser mayores o iguales
que uno. Por otra parte cle la definición de partición tenemos que

A-1I,t : ( lvt - N)-' ItI : (I - M-t N)-r

asl como,

(3.7)

(3,8)A-t N :  A-I(M _ A) :  A-t  A, l  _ I  :  ( /  _ M-rN)-t  _ I

De donde se deduce quc;l-r. lú es hermítica, ¡rrresto que (l  - tvt-t¡¡)-t lo es. Además,

como el espectro de A-11/ está contenido en el conjunto de lo reales no negativos, de

nuevo el teorema 1.14, ,4-lN > 0.

(u) - (vi) De la definición de partición tenemos que.4-rM es no singular y utilizando

las expresiones (3.7) y (3.8) obtenemos que

A-LN -  M- tN :  A - r I , [  -  I  *  ( I  -  t r 4 -14 ) :  A - rM +  M- rA -2L  (3 .9 )

Ademrís, de la expresión (3.8) también se deduce que A-r M F 0; por lo tanto, si p denota

un valor pertenecient,e al espectro de A-t1{ - M-'N, por el teorema 1.7 y la expresión

(3.9) tenemos que

F:),*i-r: (^  -  1 ) '
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3.3 Particiones defrnidas positivas

con ) ) 0 perteneciente al espectro de A-r M. Bn consecuencia, tenemos que A-1¡¿ -

M-r N es hermítica y tiene su espectro contenido en los reales no negativos, luego, por el
teorema I.I4 A-rN - M-rN L 0, es decir, A-rN > M-r N.

(vi) -' (vii) Por ser A-lN t M-rN es evidente que A-rN > 0 y utilizando la

expresión M-rN: (1-r¡f * I)-r¡-rlú tenemos por los lemas 2.2 y 2.3que p: 
*,

51

con ) ) 0 perteneciente al espectro de,zl-r/ú. Bntonces conro f(r):

función monótona para r ) 0 obtenemos (vii).

(vii) --+ (iii) Obvio. r.

L

es una
l * r

Para particiones débiles definidas no negativas del segundo tipo tenemos el siguiente

resultado cuya demostración se lleva a cabo probando las mismas implicaciones y siguiendo

razonamientos análogos a los del teorema 3.10, pero en este caso sobre los operadores

NM-t, NA-l y MA-t en lugar de M-rN, /-rN y A*rM respectivarnente.

Teorema 3.1L. Sea A un operador no singular y A - M - N una parti,ci,ón débil no

negatiua defini,da del segundo tipo. Las condi,ciones si,gnientes son equ,iualentes.

( i) MA-l > o

( i i )  p (NM- ' ) :
p(M A-1) - 1

o(M A-t¡

(i\ i) p(M-t¡ü) : p(N M-t) < 1..

(iv) (/ - NM-t)-r > 0.

(v) NA-l L o

(vi) /fÁ-t >- N M-t.

(v\ i )  p(N M-t)  :
p(N A-')

1 + p( l ra- t ¡ '

Notemos que en los teoremas 3.1.0 y 3.11 hernos introducido nuevas condiciones necesa-

rias y suficientes para que el esquema iterativo (3.2) sea convergetrte, sin exigir condiciones
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52 3 Teoremas de convergencia para parúiciones

adicionales al o¡rcrador ,rl, excepto que sea no singular. Además, es fácil observar, que
tienen la misma estructttra que los teoremas 3.3 y 3.4 respectivamente, aunque los órdenes
parciales considerados en cada caso son clistintos y ademrás de que los teoremas 3.3 y 3.4
son válidos para operadores acotados en espacios de Banach reales y los teoremas 3.10 y
3.11 son válidos para operadores acotados en espacios de Hilbert complejos.

También cabe destacar qlle no existe ninguna relación entre la definición de partición
P-regular y partición débil definida no negativa y por lo tanto, tampoco existe relación
entre los teoremas 3.10 y 3.11con el teorema 3.9 para particiones P-regulares, como existe
entre las particiones regulares y el resto de ¡rarticiones englobadas en la definición 2.5 como
particiones no negativas y las respectivas condiciones de convergencia, como ponemos de
manifiesto en el ejem¡llo siguiente.

Ejemplo 3.2. Consideremos la matriz defrnida positiva

I s -rI
A: I  l ,

y lapartición A- l1t[ - N donde 
L 

-1 5 I

f o ol f t 1lM:l I  v N: l  I
Lo 8J t1 3l

que es P-rcgular como se comprueba fácilmente, Sin embargo,

Iu[- lN : vNvr-'1:lii]
no son defrnidas no neg'ativas ni del primer tipo ni del segundo tipo.

Por otra parte, si consideramos la matriz A del ejemplo 3.1 y las particiones A
M1- Nt :  Mz -  N2 con

IVT I : ,  y 'úr:

3
4

0

l 1

26
13
816

10 29-nn

72
n5
529- in

10 25-nn

55
63
525- i  

14
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3.3 Particiones definidas positivas 53

v

i 0+ 000
292

Mz: o U 91. N,:lo ; ;14 5l ' rvz: l -  28 3l '

o -+; o-; #
Es fácil comprobar que A - Mt - Nr es débil defrnida no negativa del primer tipo y que

A : Mz - N2 es débil defrnida no negativa del segundo tipo. Sin embargo, ninguna de las

dos particiones son P-regulares.

Para terminar, considerando el caso particular IE : C" y utilizando el concepto de

matriz real positiva introducido en la definición 1.L9, presentarnos el siguiente resultado

similar al introducido por Plemmons [48] para el caso en el que .Á es una matriz definida

no negativa y A: M - N una partición débil del primer tipo.

Teorema 3 ,12 .  SeaAunamat r i , zno  s ingu la ry rea lpos i , t i ua .  y  seaA-  M-N una

partici,ón débit. Si M es real positiua, entonces p(M-rN) < 1.

Demostración. Supongamos que la partición es débil del primer tipo, entonces M-rlú )

0 y por el teorema 1.10 sabemos que existe ttn vector n ) 0 tal que

M-t  Nn :  p(M-r  N)r .

Por otra parte, como

A:  M( l  -  M- tN) ,

y A es real positiva, tenemos que

0  <  u ,An :  ( t  -  p (M- rN) )n ,Mn

de donde p(M-'N) < 1 ya que u'Mn ) 0 por ser M real positiva. I

Notemos que en el resultado anterior hemos establecido, eIr el caso de dimensión finita,

una nueva condición de convergencia para particiones débiles del primer y del segundo
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54 3 Teoremas de cont ergencia para particiones

tipo, alternativa a las condiciones int,roduciclas en los teoremas 3.3 y 3.4, que nos permiten
averiguar la convergencia de la ¡lartición sin necesidad de conocer matrices como A-lN o
NA-1. Además, el teorema 3.12 nos será irtil para establecer en el capítulo 6 resultados
de convergencia para multiparticiones débiles.
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Capítulo 4

Teoremas de comparación para
¡ o  a

parf,rcrones

4,L Introducción

Una vez que nos hemos asegurado que la partición consiclerada es convergente, o

equivalentemeute que el esquema iterativo (3.2) converge a la soltrciólt del sistema para

cualquier vector inicial considerado, es de vital importancia conseguirlo con la precisión de-

seada en el menor número de iteraciones posible, es decir, con la mayor velocidad posible.

Por tanto, en este capítulo nuestro objetivo será comparar la velocidad de convergencia de

dos particiones distintas, y evidentemente convergentes, de un tnismo operador acotado.

Para ello, según vimos en la sección 2.2 tendremos que comparar el valor de los radios

espectrales de los respectivos operadores de iteración.

La teoría de particiones no negativas, aclern¿ís de ser una lterrramienta muy útil en el

análisis de la convergencia del esquema iterativo (3.2), como ya ¡rudimos comprobar en la

sección 3.2, nos aporta resultados de conr¡:aración muy interesantes que aparecen también

como generalización de los teorernas de comparación muy conocidos, introducidos por

Varga [56], así como los no tan conocidos introducidos por Woánicki en su tesis doctoral

en 1973 (véase por ejemplo Woánicki [61]), en ambos casos, para particiones regulares de

matrices monótonas. Estas condiciones forman parte de lo que Woánicki [61] denomina

condiciones naturales, es decir, condiciones fáciles de comprobar en la práctica, puesto
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co 4 Teoremas de comparación para particiones

que están en frrnción de matrices que en muchos de los métodos iterativos obtenidos a
partir del esquema iterativo (3.2) calculamos o son fáciles de hacerlo.

En los últimos años, el problema de cornparar los radios epectrales de los operadores de
iteración, para los distintos tipos de particiones englobadas con el nombre de particiones no
negativas, ha sido estudiado por diversos autores desde distintos puntos de vista. Csordas
y Varga [22], también para particiones regulares de matrices monótonas, introducen una
nueva condición de comparación más general y en ese mismo trabajo aparece por primera
vez un recíproco parcial a dicha condición de comparación. Sin embargo, Elsner [26]
generaliza los resultados de Varga [56] V los que aparecen en la tesis de Woánicki (véase
por ejemplo [6t]) para el caso en el que arnbas particiones son débiles no negativas del
primer tipo y para el caso en el que una partición es débil no negativa del primer tipo y la
otra partición es regular, respectivamente. Autores como Beauwens [+], Mitter y Neumann

[40], Song [52, 53] intro<lu<;en condiciones generales, igual que Csordas y Varga [22] pero,
para particiones débiles tlel ¡>rimer tipo y sin la hipótesis de que la matriz ,4 sea monótona.
Dichas condiciones, aunqt¡e son rnás generales, desde el punto de vista práctico son poco
útiles, puesto que son muy <lifíciles de com¡rrobar, sin embargo, pueden utilizarse como
herramienta para probar resultados de comparación de otros métodos (ver por ejemplo,
Lanzkron, Rose y Szyld [36]).

Por otra parte, lvlarek y Szyld [38] extienden los teoremas clasicos para particiones

regulares de matrices monótonas introducidos por Varga [S6l V Wolnicki [61] antes mencio-
nados, para particiones convergentes débiles del primer tipo, ahora de operadores acotados
en espacios de Banach reales y conos normales. llecientemente, Woánicki [61J al introducir
las particiones débiles no negativas del segundo tipo y las particiones débiles del segundo
tipo extiende tanrbiér¡ los citados resultados de Varga y Woánicki. Adenrás, mediante la
utilización de la matriz t,ras¡ruesta en una de las matrices de una de las particiones aporta
nuevas condiciones naturales de com¡raración, aunque como pondremos de manifiesto en
la sección 4.2 dichos resrrlt,ados no son ciertos en general.

No obstante, para los diferentes tipos de particiones englobados con el nombre de
particiones definidas positivas, hasta ahora sólo contamos con el resultado de compara-
ción introducido recientemente por Nabben [41] para particiones P-regulares de matrices
definidas positivas.

En este capítulo, considerando las particiones del segundo tipo para operadores, junto
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4.2 Particiones débiles no negativas

con el operador adjunto en uno de los operadores de una de las particiones y siguiendo

una línea similar a la llevada a cabo por Marek y Szyld [38], en las seccione,s 4.2 y 4.3,

extenderemos las condiciones de comparación introducidas por los diferentes autores antes

mencionados e introduciremos nuevas condiciones de comparación lrara particiones débiles

no negativas y para particiones débiles, respectivamente. Por últirno, en la sección 4.4

extenderemos el resultado de cornparación de Nabben [41] para ¡larticiones P-regulares

de matrices a operadores, e introduciremos resultados de com¡laración para particiones

débiles definidas no negativas, analizando para cada uno de los resultados las diferencias

y similitudes con algunos de los resultados introducidos en las secciones 4.2 y 4.3.

4.2 Particiones débiles no negativas

En el transcurso de esta sección vamos a presentar teoremas de comparación para

particiones débiles no negativas de operadores acotados con inversa no negativa, que por

los teoremas 3.6 y 3.7 son particiones convergentes. Por lo tanto, en los resultados que

probemos a lo largo de la sección daremos por supuesta la convergencia de las particiones

sin mención alguna y irnicamente haremos hincapié en la denlostración de la desigualdad

entre los radios espectrales de los respectivos o¡reradores de iteración.

Antes de dar pa,so a los resultados propios de la sección establecemos un par de lemas

técnicos que nos serán de utilidad para el desarrollo de la misma.

Lema 4.L. Sea A un operador no sin,gular en un espacio de Banach y sean A :

Mt - Nt: Mz - Nz dos particiones cualesquiera. Entonces,

(i) Nr I N2 s'i, y sólo si, M1 3 Mz .

(ii) A-rNr ¿-r < A-r NzA-r si, E sóIo si, A-t Mtl-r < A-r MzA-1

Demostración. (i) Si Nr I /{z entonces M1 - A < Mz - A, de donde Mt 3 My

Recíprocamente,  s i  MtSM2,entonces ¡ l*Nr < A+Nz y portantoNl </{2.

( i i )  Si  A-tNtA-r  < A*lNzA-l ,  entonces,4-r(Mt-  A) l - t  < A-t(Mr- r t )A-| ,  de

donde A-r MtA-r < A-r MzA-r.

c l
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58 4 Teorcmas de comparación para particiones

Recíprocamente, si rl-r MtA-\ 1 A-r MzA-l, entonces

/ - ' ( ¡ r r  +A)A- t  <A-1(Nz+ A)A- ' ,

de donde y'-t / /r/-r < 4-1N2A-1. r

Si consideramos allora un espacio cle llilbert y A un operador no singular y hermítico,
mediante un razonamiento análogo al antcrior y utilizando que A -* A' obtenemos el
resultado siguiente.

Lema 4.2. Sea A tm operador no si,ngu,lar y hermítico en un espaci,o de Hilbert. Si
A : Mt - Nl : Ivlz - N2 son dos partici,ones cualesqtri,era. Entonces

(i) Nr < N', si, y sólo si,, M1 < A[i.

( i i )  A-lNrA-r < A-tNiA-t si, ,  y sólo si. ,  A-1Mr¿-r < A-rMiA-|.

Observación 4.1. Los lemas 4.1 A 4.2 si,gu,en siendo uálidos si. cambi,amos 1 por 1
en los apartados (i) E ( i i) .

A continuación recordamos uno de los primeros resultados de comparación introducido
en 1960 por Varga [56] para particiones regulares de matrices monótonas, a partir del cual,
se han desarrollado el resto de condiciones de comparación existentes hasta el momento.

Teorema 4.1 (Teorema 3.15 de [56]). Sea A una matriz no s,ingular con.A-r > 0
g sel,n A: Mt - Nl : M2- N2 dos partici;ones regulares. Si,

Nr ( Nz, Nt * Nz, (4 1)

entonces

p(Ml 'N,,)  < p(M; '  ¡úr)  < t .

Si en lugar cle considcrtrr particiones regulares consideramos particiones débiles no ne-
gativas del mismo tipo, el t,eorema anterior deja de ser cierto como ponemos de manifiesto
en el ejemplo siguiente.
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4.2 Particiones débiles no negativas 59

Ejemplo 4.1. Sea A:

Ias particiones A: Mt - Nt : Mz - N2 donde

q -1 l
2 |

. , | 
. Es fácil comprobar queA-l > 0. Consideremos

- r  
t )

11

-9
',:[1 il Y Nz :

-?l

+)
Ambas particiones son débiles no negativas del segundo típo, se satisface N1 1 N2 y

N1f  N2,  pe lo

p (M t tN r ) :  
* :  

p (M ; tNz ) .

Noúemos que ambas particiones son convergentes.

Posteriormente, Woánicki [61] separa, para particiones débiles no negativas del mismo

tipo, el teorema 4.7 en dos. El primer caso, en el que no excluye la igualdad en la expresión

(4.1), demostrando que p(M;rNr) < p(M;lNz) V en el segundo caso considera la expre-

sión (4.1) con desigualdad estricta, demostranclo entonces que p(M;rNr) < p(MlrNz).

Por otra parte, Marek y Szyld [38] generalizan el teorema 4.1 a operadores acotados

en espacios de Banach reales y conos normales, considerando sólo particiones débiles del
primer tipo, introduciendo el siguiente resultado.

Teorema 4.2 (Teorema 3.5 de [38]). Se A un operador no singular en un espacio

de Banach con A-r ) 0. Sean A - Mr - ¡ú : Mz- N2 dos particiones conuergentes

g débiles del primer tipo. Supongamos q1.Le MitNt U M;tNz tienen la propiedad ud ".

Sean n) 0 y z > 0 dos uectores tales qu,e

M;l Np : p(Mlt Nr )r y lttl;r N2z : p(Mlt N)2.

Si se satisface alguna de las condiciones siquientes

N y z l J { 2 2  o  N 1 n 1 N 2 ' , ,
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60 4 Teoremas de comparación para particiones

entonces

p(/vti 'Nr) s p(M;LNz).

Si además A-t > 0 y Nr # Nz, entonces

p(A,t; lNr) < p(M;tNz).

Siguiendo una línea similar a la del teorema anterior, extendemos a continuación el
teorema 4.1 para particiones débiles no negativa^s no sólo del mismo tipo, sino también
de diferente tipo, aunque exigiendo en este caso que N, - Nr transforme el cono K en sí
mismo; esto es Nl S /úr. Dl caso de particiones débiles será abordado en la sección 4.3.

Teorema 4.3. Sea '4 tm operador no si,ngu,lar en un espacio de Banach con A-L ) 0.
Sean A - Mr - Nl - Mz - N2 d,os parti,ciones débi,les no negatiuas d,el mismo o d,i,ferente
tipo. Para lc:7,2, strpondrqmos qrl,e M;tNu u A-rN* t ienen Ia propieclad ud" si A:
M¡ - N¡ es del primer t'ipo; no obstante, supondremos que N*Mlt u NnA-r tienen la
propi,edad 'td" si A: IVI¡ - AIr es del segtmtlo tipo. Si

Nr S Nz, (4.2)

entonces

p(Mt 'N)Sp(M; 'N)<r . (4.3)

Además si A-r > 0 y

Nr ( Ab, (4.4)

entonces

p(Mr'  Nr)  < p(Ar l ; t  N) < 1.

Demostración. lln ¡rrimer lugar, supondremos que A : Mt - /úr es clel primer tipo.
Como A-r >- 0, de la desigualclad (4.2) y clel aparüado (vii) del teorema 3.6 tenemos que

(4 5)

0  <  / - t ¡ { ,  1A- 'Nz , (4.6)
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4.2 Particiones dóbiles no negaüivas

Como A-r¡''lt tiene la pro¡rieclacl "c1", exisl,e un vector ¡rro¡rio r ) 0lal qrre

,4- tNr  a :  ¡ t (A- t  Nr  )c ,

y de la <lesiguaklarl (a.6) tclrernos <yut:

'4-t N2e^ - P("|-t / f  r)r 2 0.

cle doncle se siguc por cl zr¡rartaclo ( i) clcl lcnr¿r l .B qrre

¡t(t l- l lúr) < p(t l*t N2). U.T)

Si.4: I \ [z- AI2 es tarnbión rlcl ¡ lr i tner t i¡ro, a¡r l ican<lo el n¡rart,arlo ( ix) clcl teorenra 3.6 a

la desigual<tacl (a.7) y t,enienrlo en cuenl,¿r r¡trc la fturción /(") - :- es crreciente para'  
l : * l

valores cle :r ) 0 obl,ellelnos la <lcsigual<larl (4.ii),

Si ,¡l : htz - 1/z es del segun<lo ti¡ro, lr:nicnclo en cuertt,a <1uc la desigualclzrd (4.7) es

equivalente a

p(A-- l /úr )  < ¡ \N2A-t ) .

por el apart,aclo ( ix) de los t,eorenras 3.6 ¡ '11.7 lcncmos ql le

p$t ; lNr)  I  ¡ \Nr1 ' , , t ; t )

que es equivalcrtt,c a la clesiguaklad (4.11).

(.1 8)

Supongamos ahora <¡ue ,ul : A,lt - N1 os tlcl scgunclo tipo. Sigrricrrclo un argumento

similar al caso en el <¡tte r l iclra ¡>arl ic: ir irr cs <lcl ¡rr i l rrer t i¡ro, oblcnenlos alrora, cle la

desigtraldad (4.2) y del a¡:artado (vi i) clr: l  I ,eorcrna 3.7, la desigrralcla<l

0 ( / ú r ' z l * r  1N2A- l

en lugar de la desigualclad (,1.6), así coltlo l¿ <lcsigrraldad

p (N1A- t )  S  p@zA* ' ) ( , t .9)

en lugar de la desigu¿rlclacl (r1.7). I't,r' lo l.¿urlo, si z1 : A[z - N2 cs talrrbirin clel segunclo

tipo, por el apartado (ix) del t ,eorr:nra l l .7 sc olrt icnc la t lesigrralr larl  (4.11). l ln canrl: io, si

A: Mz - /Vz es clel ¡:r inrer t i1;o, tetrernos (l t tc la desigrralclacl (,1.9) es cqtt ivalente a la

rlesigual<lacl

61

¡ t (N1A^ t )  <  p (A - t  N r ) (4 10)
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62 4 Teoremas de comparación para particiones

y por el apartado (ix) de los teoremas 3.6 y 3.7 tenemos que

p(N1A[ , t )  <  p (M; 'N r )

que es equivalente a la clesigualdad (4.3).

Supongamos ahora que A-1 > 0. Si A : A[t - lú es del ¡lrimer tipo, de la desigualdad

Q.ü V clel apartaclo (vi i)  clel teorem¿r 3.6 tcncnros que

0 s ; l - t  N1 < A- t  N2,  (4 .11)

con lo que á-lNz es K-irrcducible, por el l ,eorcnla 1.11 existe un vector propio g > 0 tal
que

A-t NzA : pQl-t N)g

y de la desigualclad (4.11) tenemos que

p(A-t Nz)u - A-t Nta ) o,

de donde se sigue por el apart;ado (ii) del lcnla 1.8 que

p(A- 'Nr)  < p(A- 'Nz) .  (4 .12)

Altora, ut i l izando la desiguri ldad (4.12) en lrrgar de la desigualdad (4.7), mediante un

razonamiento antilogo ol¡tenemos la dcsigual<larl (,1.$).

Finalmente, si ;{ : A,[t - N¡ es del segunclo ti¡ro, a partir de la desigualdad (4.4)

obtenemos que

0<Nr / - r  1N2A- l

y siguiendo un razonamienl,o análogo al antelior, pero utilizando esta desigualdad en lugar

de la desigualdad (4.11), obtenemos

p(MA- ' )  <  p(NzA- ' ) ,  (4 .13)

que es la desigunldatl (4.9) con desigualdad est,ricta, por lo tanto, siguiendo el mismo

razonamiento seguir lo a 1>art ir de dicha clcsigrralclad obl,enemos la desigualdad (4.5). ¡

Como consecuencia <l irecta del a¡rartado (i) del lema 4.1 y la observación 4.1 obtenemos

el siguiente resultado.
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Corolario 4.I. Sea A un operador no singttlar en u,n espaci,o de Banach con A-r ) 0.
Sean A - Mt - Nr : Mz- N2 dos particiones débiles no negatiuas del mismo o diferente
tipo. Para k: r,2, supondrenxos que M;tNo g A-rNt tienen la ytropied,ad ud" si A --

Mu - N¡ es del primer tipo; no obstante, su,pondremos qu,e Nullfit A N*A-r tienen la
propiedad "d" si A: Mx - Nr es del segtmdo tiyto.

Si Mr 1 Mz, entonces se satisface Ia desigttaldad (4.3).

Además, si A-1 > 0 y Mt 1M2, entortces se sati.sface Ia de.sigualdad (1,5),

El siguiente resultado es una generalización, para particiones débiles no negativas
de operadores acotados, del resultado introclucido por Csordas y Varga {22, Teorema 2)
para particiones regulares de matrices y extendiclo por Woánicki [61, página 330] para
particiones débiles no negativas de distinto tipo.

Teorema 4.4, Sea A un operador no si,ngular en un espacio de Banach con A-r ) 0.
Sean A - Mr- Nl : Mz- Nz dos particion,es débiles no negatiuas de diferente ti,po. Para
k:1,2,  supondrenlos que M; tNr  A A-1N¡ t i ,enenlapro¡ t iedad "d"  s i  A:  Mt" -  N¡  es
del prirner tipo; no obstante, ntptondremos qlLe NxMl' U NrA-t t,ienen la propiedad (d"

si A: Mr - N¡ es dcl segtLndo tiyto, Si

/-tNr ¡-r < A-t N2A-1,

entonces se sati,sface Ia desigualdad (/r.3).

Ademas, si A-r > 0 g

A-l NtA-t < A-r N2A-r,

entonces se satisface Ia desi,gualdad (4 5)

(4,14)

(4 .15)

Demostración. Supongamos qlle A : A[t * N1 es del printer ti¡lo, entonces por los

teoremas 3.6 y 3.7 tenemos que.zl-lNl ) 0 y NzA-r ) 0. Por lo tanto, por la propiedad

"d" existe un vector propio ci > 0 tal qrre

*\A-t Iú1 :  (z l - rN,) ' r i  :  p(A-1N,)r i

y de la desigualdad (4.14) tenemos que

(4.16)

p(A-' /ú¡ )r1 ¡-r < n'rA-r N2A-l
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61 ,l'Ieoremas de comparación para particiones

Considerandoa\: f i ' tA-r ) 0 podemos escribir la desigualdad anterior como

p(A-, Nr)u', 3 a'tNzA-r,

y por el apartaclo (i) del lema 1.8 tenemos la desigualdad (4.8). Ahora mediante el mismo

razonamiento seguido en la clemostración <lcl t,corerna 4.3 a partir de dicha desigualdad,

obtenemos la desigualdatl (e1.31.

Si,4 : I 'h - Nt es dr; l  segundo t, ipo, e¡to¡ccs N1 A-t > 0 y A-r N2) 0. De nuevo por

la propiedad "cl" existe rrn vector ¡l'o¡:io 11 ) 0 tal c¡rre

N tA- ' q  :  p (N1A- t ) * t  (4 .17 )

y de la desigualdad (4.11) tenemos que

p(MA-t )A- ' * ,  <  71- t  N2A-rry

Para 91 : A-1r1 ) 0 ¡rr>denros escribir la dcsigualclad anterior como

p(N tA* l )u t  <  A - t  N ru ,

y por el apartado (i) del lcnra 1.8 tenemos la <lcsigualdad (4.10). Ahora mediante el mismo

razonanriento segrri<lo err l¿r de¡nostración clcl tcorcrna 4,3 a partir de dicha desigualdad,

obtenemos la dcsigrraldarl (4.3).

Supongamos allor¿r c¡rre ,4-l > 0. Si ,,1 : Ilh - N1 es del primer tipo, entonces

,A-rNr > 0 y Nz,A-') 0. Por lo tarito, por ltr ¡rro¡rieclad "d" existe un veclor nz> 0 tal

que

NzA-lr,2: p(N,2A-t)*,

y de la desigualdad (4.15) tenernos qrre

,4-rN1A-I  nz < p(NzA-t )A-rn2.

Consideranclo al lora l |z: A-rnz ) 0 tenemos que

p(NzA-')a, - A-t Ng2 > 0

y por el al lartado (i i)  dcl lenra 1.8 terremos <¡rrc

p(A- tNr)  < p(N2Á-1)
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que es la desigualdad (a.8) con desigualdad estricta, por tanto, siguiendo el mismo razo-
namiento seguido a partir de dicha desigualdad obtenemos la dcsigualdad (4.5).

Si ,4 : Mt - N1 es del segun<lo tipo, ent,onces mediant;e un razonanriento análogo al
anterior, teniendo en cuenta que ahora Nr¡l-l ) 0 y A-tNz ) 0 ¡' collsiderando en este
caso un vector rr 2 0 tal que se satisfaga la igualclad (4.17), clc la clesigualdad (4.15)

p(MA-t )A- t  * t  <  A-r  N2A-\  r1 .

Considerando gr : A-Icr ) 0 tenerrtos t¡tte

A - 'N ra , -p (N tA - t ) g ,>0

y por el apartaclo (i) del le'ma 1.8 obtenernos que

p(N tA-1 )  <  p (A - 'N r )

que es la desigualdad (21.10) con desigualclacl est,ricta, por tanto, siguiendo el mismo razo-
namiento seguido a partir de dicha desigualdacl obtenemos la desigualdad (4.5). r

El teorelna anterior no es cierto l)ara ¡>arl,iciones débiles no negat,ivas del mismo tipo
como pondrernos de manifiesto en el ejerlr¡rlo 5.1. Por otra ¡rtrte, conto consecuencia
directa del apartado (i i)  del lema rl . l  y la observación 4.1 obt;enen)os el siguiente corolario.

Corolario 4.2, Sea A u,n operador n,o sirt.gular en LLn espaci.o de Banach con A-r ) 0.
Sean A - Mt - Nl : Mz - Nz dos Ttarti,ciones débiles no negatiuas de diferente tipo . P ara
k : 1,2, supondrem,os que M;t No U A-t N¡ tienen la ¡troytiecla¿l 

ud" si A : Mt * N¡, es
del primer ti¡to; no obstante, nr¡tondremos q?"Le NxMl' A N*A-1 tienen. la propiedad "d'
si A: Mr - Nl- es del segu,ndo tipo, Si

A-t MtA-1 < A-t  MzA-t ,

entonces se satisface la desigu,aldad (4.3)

Adentás, si A-t > 0 y

A- '  Mr¡- t  a A-t  M2A-r,

entonces se satisface Ia desigualdad (4 5)

65

(4.18)

(4 1e)
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Otro de los resultados básicos de com¡raración para particiones regulares cle matrices,
junto con el teorema 4.1, es el siguiente, introducido por Woánicki en 1973 en su tesis
doctoral (ver por ejemplo Csordas y Varga I2Zl V Woánicki [61]).

Teorema 4.5 (Teoremas 5.1 y 5.2 de [61]). Sea A una matriz no si,ngular con
A-r > 0 g A: A[t - Nl : I4z- N2 tlos partici,ozes regulares.

Si Mrr > I,t;t, entonces se satisface la tlesiguaklacl (4.3).

Si ademós A-r >0 y ltlrl > A,t;t, entonces se satisfacela desi,guaklad, (4.5).

En 1989, Elsner [26] demuestra que el teolerna anterior sigue siendo váliclo en el caso
en el que ttna de las palt,iciones sea regular y la otra débil no negativa del primer tipo.
Recientemente, \4/oánicki [61] lo extiende ¡rara particiones débilqs no negativas de distinto
tipo. Finalmente, Ivlarek y Szyld [38] introducen el siguiente resultado para operadores
acotados y conos norrnales.

Teorema 4.6 (Teorema 3.11 de [38]). Sean A - Mt - Nr : M2 - N2 dos parti,-

ciones conuergentes y débiles delprimer tipo. Supongamos que Mr'N, y lt[;rN2 ti,enen
la propiedad utl". Sea'n t > 0 y z > 00 dos uectores tales qu,e

A,tt I Ntn : p(Mt rlúr 
)CI U A,l;' N2z : p(A[;t N2)2.

Si se satisface N¡;r ) 0 o N2z > 0 y Alr' > ll[;', entonces se sati,sface l.a d,esigu,aldad,

u.s).
Si, además, Mr'> AI;t, entonces se satisface Ia d,esi,gttakl,ad (/r.5).

El teorema anterior, adem¿ís de ser una generalización a operadores del resultado
de Elsner [26], debilita las hipótesis de dicho resultado puesto que considera particiones

débiles del primer tipo y convergentes en lugar de A-r > 0 y particiones débiles no
negativas del primer tipo y sólo exige que un cierto vector de K tenga su imagen en K
a través del operador N1 o N2. Sin embargo, al utilizar sólo particiones del primer tipo

hay casos que refleja ol lesrrlt,ado de Woánicki [61] para matrices y particiones débiles no

negativas de distinto tipo que no se abordan en el teorema anterior. Con el objetivo de

reflejar dichos casos, también para operadores, introducimos el siguiente resultado.
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4.2 Particiones débiles no nesativas 67

Teorema 4.7. Sea A un operador no singu,lar en 1Ln espacio de Banach con A-r ) 0.
Sean A - Mr- ¡ü : Mz- Nz dos particiones dó,biles no negatiuas de diferente tipo. Para
k : I,2, supondrernos que M;'Nn U A-1N¡ tienen la propi,edacl (d" si A: Mt, - Nt es
del primer tipo; no obstante, ntpondremos que NnMlt a Nt A-t tienen Ia propiedad "d'
si A: M¡r- Ifr es del segu,ndo tipo. Si

Ml, > M;t, (4.20)

entonces se satisface la designaldad (4.3).

Además, si, A-r > 0 g

:  
Mtt  > IvI ; l  (4.21)

entonces se satisface la desigualdad (4.5),

Demostración. Supongamos que A : Mt - /fi es del primer tipo. Escribamos la
desigualdad (4.20) como

M;r 4¿-t > A-t AM;t. @.22)

Ahora por el apartado (iii) de los teoremas 3.6 y 3.7 tenenlos que

01A-1Mt  y  o1M2A-1 ;

multiplicando en ambos miembros de la clesigualdad (4.22) por la izquierda por A-r Mt
y por la derecha por M2A-1, obtetrenros la clesigualdad (4.18) y, por el corolario 4.2, se
satisface la desigualdad (4,3).

Si .4 : M1 - Nr es del segundo tipo, escribiendo en este caso la desigualdad (4.20)
como

A-t AMrt > M;r  AA-r,  (4.2s)

utilizando de nuevo el apartado (iii) cle los teorernas 3.6 y 3.7 tenemos que

01M1A- r  y  01A- rM2,

y multiplicando ahora en ambos mienrbros de la desigualdad (,1.23) por la izquierda por

A-LMz y por la derecha por M1A-l obtenernos otra vez la desigualdad (4.18). De nuevo
por el corolario 4.2 se satisface la desigualdad (a.3).
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Si ,4-1 > 0, ttteclianlc ttn razonamicnt,o análogo obtenemos la clesigualdad (4.19) y de
nuevo por el co¡olario 4.2 se satisface la desigualdad (4.5). r

En el caso en el que ambas particiones sean débiles no negativas del mismo tipo

Woánicki [61] muestra c¡le el resultado antericlr deja de ser cierto.

Para el caso de nrat,r'ices, las conclicio¡les cle comparación introducidas hasta ahora,

además de formar piirte rle las llamadas concliciones naturales, son las condiciones de

comparación b¿ásicas a llartir de las cuales cliversos autores han introducido condiciones

más generales que esturliarernos m¿ís adelante en e.sta sección y que, como veremos en la

sección 4.4, son más rlébiles, aunque tarnbión rnenos Írtiles desde el punto de vista práctico

puesto que son mu)¡ clifí('iles de com¡rrob¿ir. Sirr cmbargo, recientemente Woánicki [61] con

el objetivo de introclucir rutevas condiciones de comparación que nos perrnitan abarcar un

mayor nítmero cle particiones y que adeniás sigan siendo útiles desde el punto de vista

práctico, considera la iclea de utilizar la m¿triz traspuesta en una de las matrices de una

de las particiones introrlucienclo los resultados siguientes.

Teorema 4.8 (Teorema 3.13 de [61]). Sea A u,na matriz no singular con,A-r > 0

u A : Ilh - Nt : lt'l'¿ - Nz dos parti.c'iones tléb'iles no negati,uas del mi.smo ti,po. Si

N' < Nl'

entonces se sati,sface la tlesigualdad (/, 3)

Teorema 4.9 (Teolema 3.14 de [61]). Sea A una matriz no singular con,A-r > 0

U A = Mt - Nt : Iúz - N2 dos part'iciones déb'iles no negat'iuas del mi,smo tipo . Si.

a,Ir, > (NI;r\,

entonces se satisface la desigualdad (4.3).

Ahora bien, estos tcorcmas sin la hipótcsis adicional de "A simétrica" no son ciertos

en general como poncmos clc rnanifiesto en los c.jem¡rlos siguientes.
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Ejemplo 4.2. Consideremos Ia matriz no simétrica

A_

Es fácil comprobar que A-t > 0. Consideremos las particiones A - M1- lfr : Mz - Nz,
donde

, - ;0

-q , -!
2-2

o-lz z

o*o

00t
000

0.0  0
I

;oo
110
22

! 8 21
7 49 49 |
23281
I 4e 4s l-o0 ? +l
tícular, débiles no negativas del

>0Mt :

Mz:

2 0 0

- |  2o

, - ;2

z-| o

,-!-2

- l  2

A r _
r  l Y l  -

, ,  N2 :

v

>0.- l

1
2

; o o

3 i 0
I31
nsi

Puesto que

M,, : >o J '  M; t :

tenemos gue ,las dos particiones son regu/ares y, en paÍ
mismo tipo. Ademas,

N' < Nl'
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con lo que se cunplen todas las hipótesl's del teorema 4.8, no obstante

p(MttN,):f , ft:o@;'wr)
con lo que dicho teorema no es cietto en general.

Ejemplo 4.3. Consideremos la matriz no simétrica

o:l : -'l=fj 'l
Es fácil comprobar que A-r > 0. Consideremos las particiones A - Mt - Nt : Mz - Nz
donde

l, -1 I f ']lu,:l 4 l,r,:l rn l=olo z) L;ol

^r2:l;; ] *: l; ;]='

f i *l f * ol
nn_r_12 16 |n"': 

L; 
'; 
J-" 

oot': 
l; ;l-'

tenemos que /as dos particiones son reg'ulares, y por tarúo, son débiles no negativas del

mismo tipo. Ademas

Puesúo que

Mr'> ( I / t ; l ) r  >-0,

con Io que se cump)en todas las hipótesis del teorema 4.9, no obstante

perlNt):#t | :  p(M;rNz)

poniendo de manifresüo que dicho teorema no es cierto en general.
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Los ejemplos 4.2 y 4.3 no sólo ponen de rnaniliesto que los t;eoremas 4.8 y 4.9 son
falsos para particiones débiles no negativas del rnisrno tipo, silto talnbién para particiones

regulares. Ademrís, como consecuencia de dichos ejemplos los corolarios 3.3 y 3.4 y el

teorema 3.15. de Woánicki [61] tampoco son ciertos en general.

Como ya hemos mencionado antes, es suficiente añadir la hipótesis adicional de ",4
simétrica" para que los dos resultados anteriores sean ciertos. A continuación, presenta-

mos la generalización de dichos resultados a operadores acotados en espacios de Hilbert,

extendiendo adem¿ís el teorema 4.8 para particiones débiles no negativas de distinto tipo.

Teorema 4.L0. Sea A un operador no singztlar y herntítico en un espacio de Hi,Ibert

con A-r ) 0. .Sean A : Mt-Nl : Mz- Nz dos partici.ones débilcs no negat'iuas del mismo

o di,ferente tipo. Para k: !,2, suytondrem,os que M;tNo U A-rNt tienen la propi,edad

"d" si A : Il[n * N¡ es del primer tipo; no obstante, supondrent,os que NtMl' U NnA-r

tienen Ia propiedad ud" si A: Mr- Nr es del segundo tipo. Si

/fi < Ní

entonces se satisface Ia desigualdad (4.3).

Además, si A-L > 0 y

Nr < túá,

entonces se satisface la desigualdad (4.5).

(4.24)

(4.25)

Demostración. Supongamos que A: Mt - N1 es del primer tipo. Por ser A-l ) 0,

de la desigualdad (4.24) y del apartado (vii) del teorema 3.6, tenernos que

o < .4-rNl < /-1¡\I; : (NzA-\' (4.26)

ya que A es hermítico. Además, por la propiedad "d" del operador ¡l-t/{t existe un vector
propio 0i > 0 tal que

r'A-r Nt : (A-' Nt)'ri : p(A-r Nr)r',

y de la desigualdad (4,26) tenemos que

71

(NrA-t) ' r \-  p(A-'¡ i , )r i  Z o
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de donde se sigrre ¡rol el a¡l trrtado (i) del lclna 1.8 que

p(A- 'Nr)  < p(NzA-t ) ,

que es eqrtivalente a la desigualdad (a.7). Ahora, mecliante el mismo razonamiento seguido
en el teorema 4.3 a partir de dicha clesigualdad, obtenemos la desigualdad (4.3).

Si ,4 : Mt - y'fr es del segunclo ti¡ro, de la desigualdad (4.24) y del teorema 3.7
" obtenemos qlle

o < NrA-t < N'rA-' : (A-rN)'

y mediante un razonaiertto análogo al caso anterior sabemos que existe un vector propio
t i >0  t a l  que

r' N¡A-r : (Nly'- l  ) '  n' t  :  p(NrA-r)n'r,

Por tanto, de la desigualcl¿d (4.26) tenernos qrre

(A-t N)'r\  - p(NtA-I)r ' ,  > 0

y por el apartado (i) del lema 1.8 tenemos c¡ue

p(NtA- ' )  S p(A- 'Nz) ,

que es equivalent,e a la tlesigualdad (4.9), por tanto siguiendo el mismo razonamiento que
en el teorema 4.3 a partir de clicha desigualdacl obtenemos la desigualdad (4.3).

Por otra part,e si ,4-r > 0 y A: Il,h - N¡ es del primer tipo, de la desigualdad (4.25)
y el apartado (vi i) dcl teorena 3.6 tenemos (lue

o < A- t l {1  (  .4- r  Nt :  (N2A-t ) t  (4 .27)

por ser A hermítico. Oomo (N2A-t) 'es K-irreducible, por el teorema 1.11, existe un
vector propio A' > 0 tal que

(NzA-') 'a'  :  p(N2A-t)U'

y como U'A-lNt : (A-t Nt)'U', de la desigualclad (4.27) tenemos que

p(NzA-t)ur -  1¿-t lú,) 's '> 0,

72
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4.2 Particiones débiles no negativas

de donde se sigue, ¡ lor el a¡lartado (i i)  del lcrna 1.8 que

p(A- tN' )  <  p(NzA- ' )

que es equivalente a la dcsigualdad (4.L2). Ahora mccliante el mismo razonamiento llevado

a cabo en el teorema ,1.3 a partir de dicha clcsigualdad obtenemos la desigualdad (4.5).

Si A: M¡- l{r es del segundo t ipo, a part ir de ladesigualdad (4.25) obtenemos que

o < NrA-t < NiA-' : (A-rN2)'

y mediante un razonamiento análogo al seguido a partir de la desigualdad (4,27) obtene-

mos

p(MA-t )  < p( ,  - t l {z) ,

que es equivalente a la dcsigualdad (4,13), Por lo tanto, mediante el mismo razonaminto

seguido en el teorerna .1.3 a ¡lartir de dicha clesigualdad obtenemos la desigualdad (4.5).

t

Como consecuencia directa del apartado (i) del lema 4.2 y la observación 4.1 obtenemos

el siguiente resultado.

Corolario 4.3. Sea ,4 un operador no singu,lar y hermítico en un espaci,o de Hi.lbert

con A-r ) 0. Sean A : Mt-Nr : Mz- Nz dos partici,ones débiles no negati,,uas del mi.smo

o d,iferente tipo. Para k : 1,2, nrpondrernos qu,e It[;rN¡ U A-rNx tienen la propi,edad
4d" si A: M* - N¡, es del primer ti.po; no obstante, supondremos qrle NnMl' A NxA-r

tienen la propiedad ud" si, A : M* - Nr es del segundo tipo. Si

Iv'lt < M;, (4.28)

entonces se satisface la desi,gttaldod (4.3).

Ademó,s, si A-r > 0 y I\h < M'r, entonces se satisface la desigualdad (1.5).

Si en la desigualdad (4.14) consideramos N{ en lugar de Ah y la condición adicional de

.4 hermítico, mediante un argumento similar al del teorema 4.4, teniendo en cuenta que

N'rl-t : (á-t¡ú2)', obtcnemos una nueva condición de comparación que presentamos en
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el siguiente resultado para particiones clébiles no negativas del rnisrno tipo y que introclujo
por primeravezWoánicki [6], Corolario 3.3] para matrices, pero sin Ia hi¡rótesis adicional
de,4 simétrica, sin embargo, los ejenrplos 4.2 y 21.3, ponen de nlanifiesto que dicha hipótesis
es necesaria.

Teorema 4.tI. Sea A un operador no singular y h,ermítico e¡t u,n espac,io d,e Hitbert
con A-r ) 0, Sean A - Mt - Nl : Mz- N2 d,os particiones débites no negatiuas d,e
diferente tipo. Para k:1,2, supondremos qu,e M;'Nr y A-rNt, tienen la propiedad ud,

si' A: M¡-N¡ es del primer tipo; no obstante, supond,remos que Nt Mlt u N*A*r ti,enen
la propiedad "d' si, A: M* - N¡ es del seELndo tipo. Si

(4.30)

Como consecuencia inmediata del apartado (ii) del lema 4.2, de la observación 4.1 y
del teorema anterior, obtenemos el resultado siguiente.

Corolario 4.4. Sea A un operador no sirtgular y herm.ítico en un espacio d,e Hitbert
con A-r ) 0. Sean A - Mr - Nr : M2 - N2 d,os particiones débiles no negatiuas d,e
diferente ti,po, Para k : 1,2, suytondremos que M;'Nr u A-1N¡ tienen la propied,ad .,d,,

si A: M*- N* es del prirner tipo; no obstante, supondremos que Nt Mlt a NnA-t ti,enen
la propiedad '(d" si A: Mr - N¡ es del segundo tiyto. Si,

A-1 NtA-t S A-t N;A-t,

entonces se satisface Ia desigualdad (4.5).

Adentás, si A-r > 0 y

A-1 NtA-r < A-r N;A-t ,,

entonces se satisface la desigualdad (/r.5).

A-1 MtA-t  < t l - t  M;A-r ,

entonces se satisface la desigualdad (/r.3).

Además, si A-r > 0 y

A-t  MtA-t  .  ¡ - t  MtA_r,

entonces se satisface la desigualdad (l.S¡.

(4.2e)

(4.31)

(4.32)
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Para finalizar con las condiciones naüurales para particiones dóbiles no negativas in-
troducinlos el siguiemte resultado, en el que ex[cndemos a operaclores el teorema 4.9 con
la condición adicional de ¡1 hermítico.

Teorema 4,t2. Sea A un operador n,o sin.gttlar y h,ermítico en ttn espacáo de Hitbert
con A-r > 0. Sean A - M1- Nr : Il[z- N2 dos particiones débites no negatiuas d,e
diferente tipo. Para k: I,2, supondrernos que M;'No U A-1N¡ ilen,en la propied,ad ud,

si A: Mn- N* es del primer tipo; no obstante, supondrentos qlle. N,,Ml' a N*A-r tienen
la propiedad "d' si A: M* - Nr es del segmtdo tipo. Si

Mlt > (M;t)"

entonces se sati,sface la desigualdad (4.3),

Ademó,s, si A-t > 0 y

I , l r ,  > (M;r) ,

entonces se satisface Ia desigualdad (/r.5),

(4.33)

(4.34)

Demostración. Supongamos que anrb¿us ¡rarticiones son del prinrer tipo. Del apar-
tado (iii) del teorema 3.6, tenemos que

0 1 A-r Mt y 0 < (A-t M)',  :  MIA-,

por ser A es hermítico. Escribiendo la desigualdad (4.33) conlo

Mlt AA-t > ¡-t A(M;r)"

y mtrltiplicando ambos miembros de la dcsigual<lad ant,erior por la izquierda por A-r M1
y por la derecha por M!rA'r, obtenemos la desigualdad (4.31). Ahora, por el corolario 4.4
obtenemos la desigualdad (a.3).

Si ambas particiones son del segunclo tipo escribiendo la aclesigualclacl (4.33) como

A-L AMr L 
> (M;t) '  AA-r , (4.3b)

utilizando en este ca^so el apartado (iii) del teorema 3.7 tenemos que

0 S MÁ-t y 0 S (MzA-t) '  :  A-'  M;,
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y multiplicando en ambos miembros de la clesigualclad (4.35) por la izquierda por A-r lt1l
y por la derecha por Ml4-1, obtenemos la clesigualdad (4.31), y, de nuevo por el corolario
4.4 se satisface la desigrraldad (a.3).

Si ,4-t ) 0, siguielrdo el argurnento ar¡telior tanto si son del primer como del se-
gundo tipo, obtenemos la desigualdad (4.32) entonces por el corolario 4.4 obtenemos la
desigualdad (4.5). r

Los teoremas 4.11 y 4.I2, así como el corolario 4.4 , no son ciertos para particiones
débiles no negativas de distinto tipo, como muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.4. Sea

Es fácil comprobar que A-r > 0. Consideremos las particiones A - Mt - Nr : Mz - Nz,
donde

Mr: Y  Mz:

Es fácil comprobar que la partición A: A4t- Nr es débil no negativa del primer (pero
no del segundo) tipo, mientras que Ia partición A : Mz - Nz es débil no negativa del
segundo (pero no del primer) tipo.

Ademas, se saúisfacen las desigualdades (4.29), (4.s0), (4.s1),(4.s2), (4,ss) y @se y
sin embargo, no se satisfacen las desigualdades &.5) V U.5) .

Hasta ahora, hemos generalizado e introducido nuevas concliciones de comparación
naturales utilizando como lterramienüas fundamentales las particiones débiles no negativas
del segundo tipo junto con la utilización del operador adjunto en uno de los operadores
de una de las particioncls, siguiendo una línea similar a la de los rmultaclos introducidos
por Marek y Szyld [38] para operadores.

,:f_i;]

I rza zBl

lT ,n I
L-zr 4b l

I I il
L-a rl
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A continuación, utilizando las mismas hcrramientas vamos a generalizar e introdu-

cir nuevas condiciones de comparación que, aunque en un principio tengan un interés

mrís teórico, puesto que desde el punto de vista práctico result,an muy complicadas de

comprobar, veremos como algunas de ellas contienen nuevas condiciones de comparación

naturales, adem¿ís de resultar útiles para J:robar la convergencia de otros métodos como
ya mencionamos en la introducción de este capítulo.

Teorema 4.13. Sea A un operador no singu,lar en un espacio de Banach con A-r ) 0,

Sean A - Mt- Nl : Mz- Nz dos partici,or¿es débiles no negatiuas de diferente ti,po. Para

k : 1,2, supondrenxos que M;t Nn u A-t Nt, tienen Ia propiedad "d' si A : M* - N¡ es

del pri,mer tipo; no obstante, supondremos qlle Nt,MlL y NnA-r tienen la propiedad ud'

si A: Mn -'Nn es del segu,ndo tipo.

( i )  S¿ A-t 2.0 u

(,4-tNt)i A-'< (/- ' Nr)i A-t para algtín i > l,

entonces se sati,sface la desigu,aldad (/, 3).

(ii) .9i A-t > 0 a

(A-r wt¡i ¿-t a 1¿-t N)i A-' para algút, i >_ l,

entonces se satisface Ia d,esiguald,ad, (4.5).

(4.36)

(4.37)

Demostración. (i) Supongamos que A: Mt - Nr es del ¡>rimer tipo, por lo tanto,

A : Mz - Nz es del segundo tipo, entonces por los teoremas 3.6 y 3.7 tenemos que

,A-tNl > 0 y Nr¡-r > 0. Ahora por la pro¡riedad ('d" existe un vector propio r,, > 0 tal
que

*'rA-tN1 : (,21-r/{r ) 'r i  :  p(A-tNt)r i

y de la desigualdad (4.36) tenenros que

r 'r(A-r Nr¡i ¡-r : p(A-'N)i *'rA-'

:  n ' rA-r(NrA-r¡ i .

77

(4.38)
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Si g/, : n\A-t ) 0, ¡rodemos escribir la clesigualdacl anterior como

p(A-, N,)iu,, S u,r(N2A-r¡i

y por el apartado (i) del lcma 1.8 tenemos clue

p(A- t  Nt) i  <  p(NzA-t ) i ,

de donde se obtiene la dcsigualdad (4.8), ¡:or t,anto, siguiendo el mismo razonamiento que
en el teorema 4.3 a ¡tarl,ir de dicha desigualclad obtenemos la desigualdad (4.3).

Si .4 : Mt - Nr es del segundo tipo, siguiendo un razonamiento análogo al anterior
sabemos por los teoremas 3.6 y 3.7 que Nl.ul-l > 0 y A-r Nz ) 0. Ahora por la propiedad

"d" existe un vector propio 11 ) 0 tal que

(Nt ,4- '  ) t t  :  p(N1A-t )n1

y como (/*t¡¿,¡ i¿-t :  A-t (Nr¿-t) i ,  d. la desigualdad (a.36) tenemos que

/- ' ( l / '  A- t ) i  * ,  :  p(A- l  Nr) i  A- t  * r  S (A- tA¡2) i  A* '  n t .

Si gr, : A-t *, ) 0, l¡oclemos escribir la desigualdad anterior como

p(NtA- l ) iu ,  <  (A- t  Nr¡ i r ,

y por el apart,ado (i) del lenra 1.8 tenemos clue

o($A-r¡ i  <  p(A- tN) i ,

de donde se obtiene la desigualdad (21.10), por lo tanto, siguiendo el mismo razonamiento
que en el teorema 4.3 a ¡rartir de dicha clesigualdad, obtenemos la desigualdad (4.3).

(ii) Si A : Mt- N¡ cs del primer tipo, siguiendo un razonamiento análogo al apartado
(i) tenemos qr¡e,4-rNr > 0 y N2¡-t ) 0. Ahora para p(NzA-r) existe un vector propio
n2 )0 ta l que

(N2A-t ) r2:  p(N2A-t )n2.  (4 .39)

Entonces de la desigualdad (4.36) tenemos qrre

(A- t  wt¡ i  ¿- t * ,  <  (A-L wr¡ i  ¿- t  * r :  A-1(N2A- ' ) t * r :  p(N2A-r) j  A- ' *2,
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4.2 Particiones débiles no negativas

Considerando Ar: A-rnz > 0 la desigualdad alrterior se convierte en

(A-1 Nr¡i oz < p(NzA-') i  a,

y por el apartado (ii) del lema 1.8 tenernos que

p(A- tNr) i  <  o(NrA-r ¡ i .

Como consecuencia de la desigualdad anterior tenemos de nttevo que se satisface la des-

igualdad (4.10) con desigualdad estricta y por tanto, se satisface la desigualdad (4.5) por

el apartado (ix) de los teoremas 3.6 y 3.7.

Si A : Mt - Nr es del segundo tipo, la dentostración es anriloga teniendo en cuenta

alrora que N1,4-t > 0 y /-tNz > 0. Iln este caso consideranros rt )- 0 asociado a

p(NrÁ-l) tal que

(Nt¡ - '  ) r ,  :  p(N1A-r) r ,1

y la desigualdad (4.37) tenemos que

A-1 (NÁ- ' ) i  * ,  :  p(NÁ- ' ) i  A- ' * ,  <  (A- t  Nr) i  A-1 r t .

Considerando gr : A-r*L > 0la desigualdad anterior se transforma en

o(N1A-r¡ ia t  < (A- t  Nz) is t

y por el apartado (i) del lema 1.8 tenemos que

p(NÁ- l ) i  <  p(A- 'Nr) i ,

de donde se sigue la desigualdad (4.10) con desigualdad estrict,a, y por tanto, tenemos

que se satisface la desigualdad (4.5) pol el apartado (ix) de los teoremas 3.6 y 3,7. I

El teorema anterior, fue introducido para matrices y para particiones regulares por

Csordas y Varga lZ2l V extendido posteriormente para particiones débiles no negativas de

distinto tipo por Woánicki [61J.

79
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Observación 4.2. El teorema /.13 sigu.e si,endo cierto si, cambi,amos Nk por Mk parl,

k : t,2, es decir, si remplazamos las desi,gu,aldades (/r.36) y (1.37) por

(A-t Mr)i A-t < (A-t Mr)i A-, a (A*t lvtr¡i ¿-t < (A*t Müi A-r,

respectiuamente. E'n tal caso, s'igue si,endo uál'ida Ia mi,sma demostración cambiand,o en

cada uno de los pasos de la tlemostraci,6n N¡ por M¡ para le : I,2, teniendo en cuenta el

apartad,o (iv) de los teoremas 3.6 y 3.7 lt q?,¿e la función g(o) : 
+ 

es creciente para

ua lo resdea>0 .

El teorema anterior cleja de ser cierto arin considerando los cambios propuestos en Ia

observación 4.2 si cambiamos particiones débiles no negativas de distinto por particiones

débiles no negativas del mismo tipo (véase el ejemplo 5.1).

Por otra parte, para matrices y particiones regulares, Csordas y Varga [22] introducen

el siguiente resultado que es un recíproco parcial al apartado (ii) del teorema 4.13.

Teorema 4.L4 (Teorema a de l22l), Sea A una matri,z no si,ngular y sean A :

Mt - ¡fi : M2 - N2 dos pa'rti,ciones regttla'res. Si A-r > 0 g se satisface Ia desi,gt¿aldad
(4.5), entonces eriste ur js tal que

(A-t wt¡i ¿-t 4 1¿-t¡¿r)i A-', para todo j >- io, (4.40)

Sin embargo, el teorema anterior deja de ser cierto para particiones débiles no nega-

tivas ya sean del mismo o de distinto tipo incluso realizando el cambio propuesto en la
observación 4.2, como pone cle manifiesto el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.5. Consideremos la matriz

[ '^:l-r-2

2

t,

I

-2

2

EsfácilcomprobarqueA-r > 0. ConsideremoslasparticionesA= P*-Qr,conk = 1,2,3
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r -2

02

2 -3 rl
o 2 -rl y-1 ' ,)

2-2 ;l
;lPt : ,  P2 : ['s =

-1

0

-2

2

0

Para k: 1,3 las particiones son débiles no negativas del primer tipo y para k : 2 Ia

partición es débil no negativa del segundo tipo.

Sea Mt = Pt r Mz - Pz se tiene que p(M;lffi) : 
* 

. 
; 

: p(MltNz) y no

se satisface Ia desigualdad (4.40) ya que para todo j 2. t las matrice-s (A-lNr)i A-r y

(A-r wr¡i ¿-r tienen iguales los elementos de Ia posición (3, 3). Lo mismo ocurre con las

matrices (A-rMt1i¿-r y (A-rMúiA-t. Si consideramos ahora Mt: h y Mz - Pe

de nuevo tenemos que p(M;r ¡ f r )  :  
+ . ; :  

p(M;rN2)  ¡ ' tampoco se sat is face Ia

desigualdad (4.40) ya que para todo j > 1 las matrices (A-tNr )i A-t y (A-'N)i A-r tienen

iguales los elementos de Ia tercera fila. Lo mismo ocune con las matrices (A-r Mr¡i ¿-t

y (A-L M)i A-L . Obsérvese que en eI prirner caso, las matrices N21-t y MzA-r no son

irreducibles y que en el segundo caso octme Io mismo con las matrices A-r Nz y A-r Mz.

Sin embargo, en el teorema siguiente establecemos la generalización del teorema 4.14

a operadores y particiones débiles no negativas del mismo o distinto tipo con la condición

adicional de que el operador A-rN2 (respectivamente, N2/-t) sea /(-irreducible si A:

M2 - Nz es una partición débil no negativa del primer (respectivarnente, segundo) tipo.

Teorema 4.t5. Sea A un operador no singu,la,r en un espacio de Banach con A-r > 0

y seo,n A : Mt - Nt : Mz - N2 dos particiones débiles no negati.uas del m'i.smo o

di.ferente tipo. Para k : 1,2, sttpon,drenros que M;'No U A-tN¡ tienen Ia propiedad
ud" si A: Mt - N¡ es del printer ti,po; no obstante, su\tondremos ql¡e NrMl' y NxA-r

tienenlapropiedad "d" si A: Mr- /fr es del segundo tiyto. StLpongamos que el operador

A-L Nz (respecti,uamente, NzA-') es K -i.rredu,cible cuando A : Mz - N2 es del primer

(respecti,aamente, segundo) tipo. Si se satisface Ia desigualdad (/,.5), entonces eriste un

entero jo> I tal que se satisface la desi'gualdad (4.40).
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82 4 Teoremas de comparación para particiones

Demostración. Sea )2 : p(A-rNz) : p(N2A-1). Supongamos que ambas particio-
nes son débiles no negativas del primer tipo. Por el apartado (ix) del teorema 3.6 tenemos
que la desigualdad (4.5) im¡rlica

p(A-' Nr ) < p(A-' Nz) : )2.

Por ser A-1 Nz K-irredrrcible, para )2 existe un vector propio n2 ) 0 tal qrie

A-r N2r2: \2fr2,

y como A-L > 0, para CI ) 0 tenemosrer]" g:1 
"lta_O 

Entonces por el teorema 1.12

tenemos que la sucesión cle vectore, , l l '4-t¡l2 \ '  I

i ( - l -  )  " l  
,  es táaunad is tanc iapos i t i va

de la frontera de K. es clecir 
\ \ ' ) j:'

(4.41)

(4.42)n^ (A- 'N ' ) 'a- '  t  o .
.r** 

\ 
A2 

/

Por otra parte, cle la clesigualclad (4.41) se sigue que 
r.l!g f+) 

- 0 y por ranto,
\ , . 2 /

,'*(5*)'a-,:o

JrsA-' (ry)'' o v Jin (#)'a-' : o

(4.43)

Ahora como consecuencia cle las desigualdades (4,42) V (a.a3) tenemos que eXiste un entero
positivo js tal que

( ¿ , t n '  \ r  /  ^ - t N z \ ,  . _ ,
l+ l ,q - ' .1 : ,  I  r_ - ,  para todo j>  jo ,
\ 4 2 /  \ 4 2 /

de donde se sigue la clesigualdad (a.a0).

Si.4: M1 - N1 es clel primer t ipo y A: AIz - Nz es del segundo t ipo, teniendo en

cuenta que )2 :  p(A- tN,z) :  p(N2A-1) ,  que p(M; 'Nr) :  p(NzMl l )  y  u t i l izando N2A-r

en lugar de á-1N2, sigrriendo un argumento análogo al caso airterior, obtenemos que
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Por tanto, existe un entero positivo js tal que

flt.!L)' A-, . A-, ( N'!-')' : l'-'*\' ,-,
\  A2 I  \ - t / : \  ^ '  /  

A

para todo j > jo de donde se sigue la desigualdad (4.40).

Si .4 : Mt - /{r es débil no negativa clel segundo tipo y A : M2 - l{z es débil
no negativa del primer o del segundo tipo, por un argumento análogo, a los dos casos
anteriores, pero utilizando ahora /ú14-r en lugar de A-lN1 se obtiene la desigualdad
(4.40). r

Observación 4.3. El teorema /¡.15 tam,bi,én es uálido si cambiamos N¡ por Mk po,ro,
k: 1,2, en la desigualdad, (4./,0).

Obsérvese también que en el teorerna 4.15 la condición "A-rNz (respectivamente,
NzA-r) K-irreducible" en el caso de dimensión finita es equivalente a que " M;r N2 (rr*'-
pectivamente, N2lv[lr) /f-irreducible" como consecuencia del tcorema 1 de Szylcl [5a].

Por otra parte, como hemos rnencionado antes, el teorema 4.13 no es cierto para
particiones débiles no negativas del mismo tipo. Con el objetivo de introducir condiciones
de comparación análogas a las de dicho teorema para particiones débiles no negativas

del mismo tipo presentamos el siguiente rcsultado cuya demostración es análoga a la del
apartado (i) del teorema 4.13.

Teorema 4.16. Sea A un operador no sángular en un espacio de Banach con A-L ) 0
g sean A: Mt - Nt : Mz- Nz dos particiones débiles no negatiuas del mtsmo ti,po. Para
k:7,2,  supondrem,os que M; 'No a A-rN¡  t i ,enenlapro¡ t iedar l  "d , 's i  A:  Mt  -  Nr  es
del primer tipo; no obstante, supondremos que NnMl' A Nt A-1 ti,enen Ia propiedad ud'

si A: Mr- Nr es del segundo t ipo.

(i) Si ambas parti,ciones son del ¡trimer ti¡to y

A*r(NÁ*t \ i  <  ¡ - r  (A- t  Nr \ i ,  y tara a lgún j  >  l ,

o

4-t1¿*t¡urr) i  < A-t (NzA-') i  ,  para algtín, j  > l ,

entonces se sati,sface Ia desi,gualdad (4.3).

(4.44)

(4.45)
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84 4 Teoremas de comparación para particiones

(ii) ^9? ambas part'ici,ones son del seguntlo tipo g

(Nrl-r¡i 4-t < 1¿-t N)i A-', para algún j > I, (4.46)

(1-tNt ) i  A-'  < (N2A-t¡ i  ¿*t para algún j > !,

entonces se sat'isface la desigrLaldad (4.3).

(4.47)

Observación 4,4, EI teorema /¡.16 también es uálido si cambi,amos N¡ por Mk para
k: 1,2 en las desigualt lat les (1./¡/)-U.47),

Obsérvese que si en el teorema 4.16 y en la observación 4.4, cambiamos ( por (,

obtettemos condiciones de comparación similares a las del apartado (ii) del teorema 4.13
para particiones débiles no negativas del mismo tipo y por consiguiente, la demostración
es análoga a Ia de dicho resultado.

Además, el teorema 4.15 también es válido si reemplazamos la desigualdad (4.40) por
alguna de las desigualdades (4.44)-Q.47) del teorema 4.16 o de la observación 4.4, pero
con desigualdad estrict¿r.

Notemos también, qrre si en el teorema 4.16 y en la observación 4.4 consideramos el
caso particular j : 1 olrtenemos condiciones <le comparación similares a las del teorema
4.4 para particiones débiles no negativas del mismo tipo. Por consiguiente, en dichos
resultados no sólo hemos introducido nuevas condiciones generales de comparación, sino
que también hemos aumentado el conjunto de condiciones naturales de comparación para
particiones débiles no negativas del mismo tipo. Por ejemplo, si consideramos las parti-
ciones Mt: Pz y Mz: Pt del ejemplo 5.1 I'as condiciones de comparación del teorema
4.3 no se satisfacen, y sin embargo, tenemos que

A-I A-L Nt < A-r NzA*I .

Además, para las particiones Mt : Pro y Ail2 : Pe también del ejemplo 5.1 tampoco se
satisfacen las condiciones de comparación del teorema 4.3, pero en cambio tenemos que

Nr¿-t ¡-r < A-t NzA-r.

Por tanto, en ambos casos, con las nuevas condiciones podemos afirmar que

p(AtIlt N) s p(M;L Nz).
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Para finalizar, siguiendo la misma línea que en los teoremas 4.10, 4.1 I y 4.I2 de utilizar
el operador adjunto en uno de los operadores de una de las. particiones introducimos el
siguiente resultado para particiones débiles no negativas, pero elt este caso sin la hipótesis
adicional de que el operador / sea hermítico.

Teorema 4,L7, Sea A un operador no si,ngu,lar en un espacio de Banach con A-r ) 0
y  seanA:  Mt  -N t :  Mz -  N2  dos  pa r t i c i ones  déb i l es  no  n .ega t i , uas .  Pa rak :1 ,2 ,
supondremos q1¿e M;tNo A A-rNu tienen la propiedad "d' si A: Mn- N¡ es del primer

ti,po; no obstante, supondren'ros que N¡. ll[¡t y NnA-r tienen la propi,edad "d' si, A :

Mx - N¡, es del segundo tipo.

(i) S¿ ambas particiones son del primer tipo y

A-r(NLA-t\i < ¿-r ((/-tNr)') j, para alsún j >- !, (4.48)

o

85

(A-Lwr) iq l - t ) , .  ( ( ¡ r r¿-t) , ) ,  ( r { - t ) , ,  para atsún j  > r ,

entonces se satisface la desigualdad, (/,.3).

(ii) ^9i ambas partic'iones son del segu.ndo ti¡to y

(A*t)'(NÁ*t)' . (A-') '  (Gq-'¡vr)')t , para alsún j > r,

o

(A-tNr¡i  ¿-t s (("r¿-t/¡ i  A-r, para algún j > !,

entonces se satisface Ia desigu,aldad" (4.3).

(iii) Si A: Mt - Nr es del pri,mer tipo, A- Mz- Nz d,el segttndo tipo y

A-L(NÁ-t ¡ j  <  ¡ - t  ( ( ¡ r r¿- t ) ' ) j ,  para a lsún j  >-  l ,

o

(A-\ '  (A-t/úl), S (A-t) '  ((¿-'  ¡t /r) ') i ,  p&ra atsún j > t,

entonces se satisface Ia desi,gualdad (4.3).

(4.4s)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)
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( iv)  Sz A: I lh -Nr €s t le lsegundot ipo,  A: Mz- N2 es delpr imert i .poy

(A-t  wr¡ i  ¡ - t  = ((r- tNr) ' ¡ 'A-t ,  para atgún j  > t ,  (4.54)

o

(¡r, ¿-') i  @-1)' S ((¡t¡r¿-') ') '  (A-t) '  ,  para algtín j  > t,  (4.b5)

entonces se satisface la desigu,altlatl (4.3).

Demostración. l)emostraremos el aparlado (i), los otros apartados se demuestran
de forma análoga.

(i) Como ambas particiones son clébiles no negativas del primer tipo por el teorema 3,6
tenemos que A-l N¡ > 0 y A-r Nz ) 0. Ahora por la propiedad "d" existe un vector propio

n\> 0 ta l  que

n'rA .L N1 : (4-t Nr) '* ' ,  :  p(A-r N)dL. (4.b6)

Entonces de la desigualclad (,1.48) y teniendo en cuenta que.A-1(Nta-t¡ i  :  (/-1N1)iA-l

tenemos que

n',(A-r N1)j A-t :  p(A-lN,)ir i  ¿-r < n\A-' ((¿-t ¡Vr) ') i  .  (4.b7)

Ahora consideran<Io U\: n\A-t ) 0, poclernos escribir la desigualdad anterior como

p(A- 'Nr) ia \  S u,  ( (A- 'Nr) ' ) i

y por el apartado (i) del lema 1.8 tenemos que

p(A- tNr ) j  sp ( (¿ - t ¡ r r ) ' ) ' ,  ( 4 .b8 )

de donde se obtiene la dcsigualdad (4.8), por tanto, mediante el mismo razonamiento
seguido en el teorema 4.3 a partir de dicha desigualdad obtenemos la desigualdad (4.3).

Por otra parte, de la igualdad (a.56), si se satisface la desigualdad (4.49) y teniendo
en cuenta que ((N2A-t¡¡ i  1¿-t)t :  (A-r| ((/- 'Nr),) i  tenemos que

* ' r (A- tNr) i ( / - t ) '  :  p(A- t  Nr) i * ' r (A- ' ) '  1  * ' r (A- ' ) ' ( ( ,4- tNr) ' ) '  .

Considerando ahora !!\  :  r\(A-t¡ '  :  (/-t) 'r l  obtenemos de nuevo la desigualdad (4.b8)
y por tanto, mecliantc el misrno razonamiento se sigue la desigualdad (4.3). r
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4.2 Particiones débiles no negativas 87

Observación 4.5. El teorema 1.17 sigu,e siendo ad.Iido si reemplazanl,os N¡, por M¡,
para k: L,2, en las desigualdades (/. lB)-(4.55)

Notemos también que el teorema 4.17 sigue siendo válido si reemplazamos I por <.

Ademrís, el teorema 4.15 también sigue siendo válido si reenrplazarnos la desigualdad
(4.40) por alguna de las desigualda<les (4.a8)-(4.55) del teorerna 4.tT o de la observa-

ción 4.5, pero con desigualdad estricta.

Por otra parte, cuando ambas ¡rarticiones son del primer ti¡ro, podemos escribir las

desigualdades (4.,18)-(4.49) del teorema 4.17, ¡rara j  :  1, corno

A_.tNtA_t < A_t(A_t N), y A-1 N{A-t  ) '  s  (NrA-t  ¡ r  1¿-ty

respectivarnente. Por tanto, obtenemos talnbión nuevas condiciones naturales para par-

ticiones débiles no negativas del prirner tipo. Si consideramos M1 : & y Mz: & del

ejemplo 5.1, tenemos que se satisface la desigualdad (4.49) y sin embargo no se satis-

face el teorema 4.3, lo cual pone de manifiesto que no son condiciones de comparación

redundantes.

Análogamente, si consideramos j - 1 en las desigualdades (4.50)-(4.55) del teore-

ma 4.77 obtenemos nuevas condiciones naturales de cornparación para particiones débiles

no negativas delsegundo tipo y para particiones débiles no negativas cle distinto tipo. Por

ejemplo, si consideranlos las particiones Mt : Pt y Mz : Pzr dcl ejemplo S.l, se satisface

la desigualdad (a.52) y sin enrbargo, no se satisface ninguna de las condiciones natura-

les de comparación introducidas en esta sección para particiones débiles no negativas de

distinto tipo.

En el caso particular en el que Asea un o¡rerador hermítico, las desigualdades (4.48)-

(4.51) del teorema 4.t7, para j : 1 se reducen a la desigualdacl

A-1 NtA-t < A-t NtA-r

es decir, obtenemos corno caso parlicular el teorema 4.11. Si consideramos las desigual-

dades (4.52)-(4.55) obtenemos el siguente corol¿rrio.

Corolario 4.5. Sea A u,n operador n.o si,ngu,lar g h.ermíti,co en un espacio de lú,lbert

con A-r > 0. Sean A - Mt - Nr : Mz - N2 dos particiones débiles no negatiuas de

distinto tipo. Para k : L,2, supondt'elnos que Irrl;1 N¡ y A-1 N¡ tienen la propiedad "d" si
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88 4 Teoremas de comparación para particiones

A: M* - /ür es del pr.imer tipo; no obstante, supondremos que N*Mt r y NxA-r ti,enen
Ia propi,edad "d" s'i A: Iuh - N¡, es del se.gundo tipo.

(i) S? A: Mt - Nr es tlel primer tipo y

A-, Nr¡-t < A-t A-1Ni o A-r A-tN, < ¿-r ¡¡t ¿-r,

entonces se satisface la desigualdad (4 3)

(ii) ^9, A : Ivlt - y'y'1 ss del segundo tipo y

,4-t//, ¡-t < N'rA-r n-t o NrA-r A-r < A-r NIA-I,

entonces se satisface la desigu,aldad (4.3).

4.3 Particiones débiles

Si en los resultados de la sección 4.2 sustituimos "partición débil no negativa" por

"partición débil" entonccs podemos asegrrr¿rr qrc p(Mlt¡ft) S p(M;'Nz), pero no que

dichas particiones sean convergentes, puesto que en el caso de que las particiones sean

débiles no negativas la condición .4-r ) 0 nos aseguraba la convergencia, pero en el caso
de que sean débiles no poclemos garantizar la convergencia (véase el teorema 3.3), como
ponemos de manifiest,o en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4,6, Consideramos la matriz A del ejemplo 4.2 y Ia partición A: M - N
con

M- y  N- i:;]
Entonces N M-r = diag(3,2,3) > 0, por tanto, )a partición es débil del segundo tipo y
evidentemente no es convergente.

-r i o
1-)l
2-2

o **2

-3

3

0
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4.3 Particiones débiles

Si consideramos las particiones débiles sustituyen¿o tc¿-l ) 0" por "partición conver-
gente", entonces no podemos establecer ninguna relación entre los radios espectrales de
los operadores de iteración, como ponemos de manifiesto en el ejernplo siguiente.

fr -21
Ejemplo 4,7.  Consideremoslamatr iz  A:  I  I .  Sean A:  Mt  -Nl  -

L3 -4 1
M2 - Nz: Ms - AI¡ tres particiones, donde

¡ü r : ¡f2 : Y A¡s :

Las tres particiones son débiles del prinrcr tipo, N1 1 Nz, Nr < Ns y sin embargo

p(MtLNt)= ff i  ,3: p(M;tN,),

p(MttNt)= ffi. i3# = p(M;'1ft)

Notemos que las tres particiones son convetgentes.

Por tanto, para que los resultados de la sección anterior sigan siendo ciertos para

particiones débiles hay que añadir que las particiones sean convergentes, ademrís de las

hipótesis de cada uno de los resultados, tal como aparecen en los teoremas 4.2 y 4.6. Bn

cambio, si en cada uno de los resultados que introduzcamos en el transcurso de esta sección,

cambiantos "partición débil" por "partición débil no negativa" las hipótesis necesarias

siguen siendo las mismas.

El desarrollo de esta sección sigue la misma estructura que la sección 4.2, es decir,

primero introduciremos las condiciones de com¡raración naturales para particiones débiles
y despues las condiciones de comparación generales también ¡:ara particiones débiles.

En primer lugar, introducimos los clos resultados siguientes en los que recogemos las

condiciones de comparación naturales para particiones débiles.

Teorema 4.18. Sea A un operador no si,ngular en un espacio de Banach A sean A:

Mt - Nt : Mz - N2 dos particiones conuergentes g débi,Ies del mi,smo o de distinto tipo.

Para k : I,2, supondremos que M;'Nr ti,ene la propiedad "d" si A : Mx - N* es del
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90 4 Teoremas de comparación para particiones

primer tipo; no obstante, su,pondremos que NxMl' tiene la propiedad, "d" si A: Mn- Nx
es del segundo tipo. Si, además se sat'isface alguna de las cond,iciones signientes:

(i) , -rNr 
A A-r N2 tienen la propiedad "d' y 0 < A-r Nt 1 A-rNz,

(i i)  ¡fr¿-r U A-rNz t ienen la propiedad "d" y 0 < NIA-, 1A-rNz,

(iii) ¡úr A-r tJ Nz,4-t tienen la propieda(l "d'y 0 < Nr¿-r 1 NzA-t ,

( iv) ,4-t/ú¡ u NzA-t t ' ier¿en la propiedad (d" y 0 <,A-rNr 1 NzA-r,

entonces se satisJuce Ia tlesigu,altlad (/, 3).

Demostración. Ilaremos la demostración suponiendo que se satisface la condición
(i), si se satisface alguna de las otras concliciones se sigue un razonamiento análogo.

Por la propiedacl "cl" clel operaclor A-1Nt existe un vector propio n)-0 tal que

A-t Np : p(A-t N)n,

por tanl,o,

A-r  N2n *  p(A- tN1)r  > 0

y del apartado (i) clel lcmtr 1.8 obtenemos que .

p(Á-'N,) I  p(A-'Nz). (4.5e)

Ahora si ambas part iciottes son del ¡lrimer tipo, entonces del apartado (vii) del teore-
ma 3.3 se satisface la desigualdad (a.3).

Si ambas particiones son delsegundo tipo teniendo en cuenta que la desigualdad (4.59)

es equivalente a

p(NtA- l )  3  p(NzA- ' ) ,

por el apartado (vi i) del tcorema 3.4 tenemos que p(NrMrr) S p(NzMlt) qu. es equiva-

lente a la clesigualdad (1.3).
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4.3 Particiones débiles

Si A: Mt- N¡ es del primer tipo y A: Mz-Nz es del segundo tipo ladesigualdad
(4.59) es equivalente a

p(A-t Nt) < p(NrA-'),

y utilizando en este caso el apartado (vii) de los teoremas 3.3 y 3.4 tenemos que

p(Mlt N') S p(NzMlt)

que también es equivalente a la desigualdad (a.3).

Por últ imo, si A - Mt -N1 es del segundo tipo y A: Mz- Nz es del primero,

siguiendo un.razonamiento similar al anterior sobre la desigualdad

p(NÁ-t)  < p(¡ l - t ¡ r r ) ,

obtenemos la desigualdad (4.3). I

Si en el teorema anterior reemplazamos "espacio de Banach" por "espacio de Hilbert",
A-rNz por (A-l, lú2)'y NzA-t por (NrA-') 'sin ninguna condición adicional, entonces
obtenemos de forma similar el resultado siguiente.

Teorema 4,t9. Sea A un oTterador no singular en un es¡taci,o de Hilbert y sean A:

Mt - Nt : Mz - N2 dos particiones conuer"guttes y débiles del mismo o de distinto ti,po.

Para Ie : 1,2, supondremos qlr,e M;t Nr tiene la propiedad "d" si A : Mt - Nn es del
pri,mer tipo; no obstante, supondremos que NnMlt tiene la propiedad "d" si A: Mn- Nt
es del segundo tipo. Si ademós se satisface alguna de las condiciotrcs si,gtLi,entes:

91

(i)

( ii)

( i i i)

(iu)

A-lNr A A-rNz

N1¿-t U A-rNz

NlA-t y NzA-r

A-l¡fr A NzA-r

tienen la propiedad

tienen la propiedad

ti.enen Ia propiedad

ti,enen la propiedad

"d "  g0  <A- lN l

"d "U0<NrÁ- l

" d " y01N t¿ - t

"d "  A0  (A - l / f r

1 (A-, Nz)"

< (A- 'Nz) ' ,

3 (NzA-')',

1(N2A- t ) "

entonces se satisface Ia designaldad (4 3)
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92 4 Teoremas de comparación para particiones

Los dos teoremas ant,criores fueron introduciclos por Woánicki [61, Teoremas 6.2 y 6.11]
para matrices con la hipótesis adicional A*t > 0, pero dicha hipótesis no es necesaria como
hemos podido observar.

Es fácil probar, que los apartados (i)-(iv) de los teoremas 4.18 y 4.19 son equivalentes
a los que obtenemos al reemplazar N* por IUI¡, para & : 1,2.

Observación 4.6. Si en Ia segu,nda desigualdad de los apartados (i)-(iv) de los teo-
rentls 4.18 U /¡.19 reemplazamos "5" por "<" entonces se satisface la desigualdad (4.5).

Notemos qtr,e la demostrac'ión en este caso se real'iza siguiendo un razonamiento análogo
al lleuado a cabo en d'ichos teoremas sobre A r Nt ll (A-r Nt)' respectiuamente, pero sobre
los operadores A-t Nz U (A-'N2)', teni,enrlo en ctrenta qrle son K-irreducibles, y por tan-
to, por el teore'ma 1.11 lcts uectores p'ropios asoci,ados a di,chos operadores son positiuos, y
utilizando aho'ra el apartado (ii) en l'ugar del apartado (i) del lema 1.8.

Por otra parte, autores como Beauwens [a], Mitter y Neumann [a0] y Song [b2, b3] han
introducido para matrices, diversas condiciones de comparación generales para particiones

débiles del primer tipo que se encuentran recogidas en el siguiente resultado.

Teorema 4.20 (Teorema   de [53]). Sea A una matriz no si,ngttlar y sean A :

Mt- Nt - Mz- N2 dos particiones conaergentes y débi,les del primer ti,po. Si se satisface
alguna de las cond'iciones s'igu'ientes:

.
(i) flr ) 0, eriste'n etúe¡'osi20 a j > 1 tales qu.e se satisfacen alguna de las desigual-

dades sigu,ientes:

H;+i t iliur2 o IIi+i s IIIH"

donde IIx e {A-t//fr, ¡ú,,4-', A-'Mu, AIkA-r] para k : !,2.

(ii) MLA-| ) 0, IvI2A-t ) 0, existen enterosi|\ U j >l tales que se sati,sfacen alguna

de las desi,gualdades si,guientes:

GiG', < G'li o G?2Gl S Gi*i

donde G¡ e {A-t A,l¡, A,[¡A-r\ para k, : 1,2,
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934.3 Particiones débiles

(iii) NrA-t > 0, N2¡-r 2 0, eristen enteros i 2 0 A j > | tales que se satisfacen alguna
de las desigualdades siguientes:

FIF;sF;+j  o r l r l<r ;* j

donde Fn e. {A-rN,,, Nkzl-t} para k : I,2 A Fz I{-irredu,cible,

Entonces se satisface la desi,gualdad (4.3).

El ejemplo siguiente pone de manifiesto que podemos obtener la desigualdad (4.3) bajo

algunas hipótesis no contempladas en el teorcma anterior.

Ejemplo.4.8. Consideremos Ia matriz no singular

fr o -21
a:l z t -1 |

f o 1z l
y In particiones A: Pn - Qt, k : I,2,3,4, con

fro-2 I frg I

",:lif +l ,,:lu,',-, 1
f ' r ol L' , ,l

25 t2 -2
= -; -=-
t ( t

30 27 13
( ( (

30 34 4l
ú - ú
t t t

50 20
l t- -

t l

D _
t  t 4 -

459 320 3t)
4s 4sT
500 410 80
4e 4sT

Ps:

Para k : t la partición es débi| del segundo

particiones son débiles del primer tipo.

tipo mienftas que pa rak :2 ,3 ,4  l as

En primer lugar, si consideramos Mt - Pt y Mz: Pz realizando los cálculos oportunos

obtenemos que ambas particiones son converg'entes, NIA-I 2 0, y

(Nr¡t-t ) '  < (¡rr¿-t )(Nt¡l-t) ' ,
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94 4 Teoremas de comparación para particiones

es decir, se satisfacen las condiciones del apartado (i) dei teorema 4.20 para i : 2 y j : l.

Ademas,  p( lv [ t ' l / r )  :  j . ;  :  pQ, I ; tN2) .

Por otraparte, si consideramos M1 : Pz I N[2: Pa parai:0, j:2 tenemos que

(/\/r/-t) '  < (A-tNr) ' ,

pero NlA-' I 0 por lo tanto, no se satisfacen todas las hipótesis del apartado (i) de,l
teorema 4,20, sin embargo (Nra-t¡, 2 0 y ademas

p(Ac;tN) : 
á . fi 

: p(M;tN2).

Por consiguiente, en el ejemplo anterior hemos puesto de manifiesto que el apartado (i)
del teorema t1.20 no recoge los siguicntes casos:

Alguna o ambas ¡rarticiones sean débiles del segundo tipo.

Aún siendo ambas particiones del primer tipo en el caso de considerar

I I t  €  { ¡ f , ¡ - ' ,MrA- ' }

aunque IIt 10, IIí > 0 y I1i > 0.

Notemos qlle una partición convergente y débil clel primer tipo satisface, por el teore-
ma 3.3 que,A-lNl ) 0 y A-rMt ) 0, por tanto, en el caso en el que consicleremos f/1 €

{¿-t¡/r, A-rlt[t } la conclición de no negatividacl exigicla es redundante.

En los dos result,ados sigrtientes generalizarnos a operadores el apartaclo (i), utilizan-
do las particioncs tlóbiles del segunrlo tillo y recogiendo también las observaciones que
acabamos de mencionar.

Teorema 4.2L. Sea A tm operador no si,ngu,lar en un espaci,o de Banach y sean A:
M1- Nt : Mz - N2 dos particiones conuergentes, con A : Mz - N2 débit. supongamos
ql tepar l ,a lgunosenteros i>0Aj2tsesat i ,s facealgu,nadelasdesigu,a ldadessiguientes:

(a)  ( ,a- tNt) t * '  (  ( / - tNt ) i (A- '  Nr¡ i ,
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4.3 Particiones débiles

(b) (A-t¡f,¡r+j < (A-'N,)o(N2 A-r) i ,

(c)  ( ,4- tN,)o* i  (  (A- t  N) i  (A- tN,) t ,

(d)  (A- lN,)o* i  (  (N2A-t ) i  (A-rNr) t .

Si además se satisface alguna de las condiciones siguientes:

(i) 1 : Mt - l{r es débil del primer ti,¡to.

( i i)  A - Mt- Nr es débi,t  del segundo t i2to, (A-r N')n > 0 U (A*t¡ft) i  )  0.

Entonces se satisface Ia desi,gu,aldad (4.3).

Demostración. Realizarernos la dernostración sólo suponiendo que se satisfacen las

desigualdades de los apartados (o) y (.) para cada uno de las condiciones (i) y (ii). Para

el resto de las posibles combinaciones se ¡rrocecle de forma análoga.

Supongamos que se satisface la desigualdad (a) y la condición (ii). Entonces para cada

entero positivo p, tenemos que

0 < (A-t Nt¡ri+;

: (/- lN, ¡@-t)t 1¡-t Nr )t+i

Aplicando el proceso anterior p - 1 veces obtenemos que

(,,1-t /tr, ¡rj+; < 1¡-t Nr )i (A-t ¡gr¡ni,

y por tanto,

l l (¡l-t ¡rr, )o¡*, ll < ll (rt-' Nr ), ll ll (A-' Nr)n, ll,

de donde

ll (A- 1 ¡r¡, )o, 
+i 

llt / 
p 

S | | (Á 
-' 

/rtr ¡ 
I 
¡¡ 
I /r ¡¡ 1¿ 

- | N r¡ni 11t t n .
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4 Teorcmas de comparación para particiones

Ahora tomando lílnites cn la desigrralclacl anterior tenemos que

p((A-'¡/ '  ) j)  < p((A-'^i2)j),

con lo que

p(A- 'N ' )  <  p(A- 'N) ,  (4 .60)

que es equivalente a la <lesigualdad

p(N,A-')  s p(A-tN).

Si y' : Mz- Nz es del ¡rrimer tipo, por los teolemas 3.3 y 3.4 obtenemos la desigualdad
(4.3).

Si ,4 : Mz - Nz es rlcl segrtndo ti¡ro, teniendo en cuenta ahora que la desigualdad
(4.60) también es eqrrivalente a la clesigualdad

p(NÁ-t )  3  p(NrA- ' ) ,

obtenemos la desigualdad (a.3) por el teorema 3.4.

Por otra parte, si suponemos que se satisface la condición (i) entonces por el teorema
3.3 A-tNl > 0 y por lo tanto, (A-tNt)' > 0 y (A-t¡¿,¡; ) 0 con lo que se satisface la
condición (i i) .

Supongamos altora qlle se satisface la clesigualdacl del apartado (c) mecliante un razo-
namiento análogo al anterior pero utilizando la desigualdad

(/-t N,¡r i+i :  (A-t N)i+i (A-t¡¿,¡b-t) i .

se obtiene la desigualdad (a.3). I

Si en los apartados (a)-(d) del teorema anterior reemplazamos ,A-lNr por Nr,4-t
obtenemos, mediante un razonamiento análogo, el siguiente resultado.

Teorema 4.22. Sea A u,n operador no singular en un espacio de Banach g sean A:
Mt - Nt : Mz * N2 dos particiones conuergentes, con A : Mz - N2 débit. Supongamos
queparaa lgunosen te ros i>0A j> Isesa t i s facea lgunade lasdes i ,gua ldadess igu , i en tes :

96

Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



4.3 Particiones débiles 97

(a) ( ivrÁ-l)t+i S (NrÁ-t)t(¿-, Nr)i ,

(b) (NrA-r)t+i < (Ntlt-t) '(¡f ,  A-') i ,

(c) (/ f iÁ-t) i+i < (/-tN2)'(NtA-t) ' ,

(d) (N1,4-r)¿+i < (Nrr4-t)i(Nt A-')0.

Si ademó,s se satisface alguna de las condi,ciones siguientes:

- Nr es débil del segundo tiqto.

- N1 es débil det primer ti¡to, (N1A-t)' > 0 y (,n{1,21-t)i > 0.

(i)

(ii )

A :  Mt

A :  Mt

Entonces se satisface Ia desigtr,aldad (/r.3).

Observaciín 4,7, Los teoremas /¡.21 A 4.22 siguen si.eruJo adli,dos si, en los apartados

(u)-(d) y (ii) reemplazamos N¡ por M¡, paro, k: t,2.

La técnica utilizada en la demostración cle los teoremas 4.21 y 4.22 es similar a la

que utilizan Beauwen. [a] V Ivliller y Neumann [40] para dentostrar resultados en los que

introducen condiciones de comparación sinlilares para matrices. Adelnás, son los únicos

resultados de los introducidos para operadores en este capítulo, en los cuales no aparece

la hipótesis de que ciertos operadores tengan la propieded "d" '

Song [53, Teorema 5] establece tarnbién condiciones análogas a las del apartado (i)

del teorema4.20 cambiando ( por ( y añadiendo las condiciortes <le /12 > 0 y H¡o H2

irreducibles. Nosotros siguiendo la misma línea de los teoremas ,1.21y 4.22 y considerando

hipótesis adicionales análogas a las collsiclera<las por Song [53] introducimos los siguientes

resultados,

Teorema 4.23, Sea A un operador no si,ngular en un espaci,o de Banach y sean A:

Mt- Nt - Mz- N2 dos parti,ci,ones conuergentes y débiles del pri,rner tipo. Para k: 1,2,

supond,remos que M;'No A A-rNn tienen la propt'edad "d'. Si' además A-lNr es K-

irreducible g se satisface alguna de las condiciones siguientes:

( i )  (A- lNt)o* i  <  (A- tNl ) i (A- tNz) i  para a lgt ín i20 U a lsúr t ' i>1,
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98 4 Teoremas de comparación para particiones

(i i)  (/-¡/{ ')r+i < (¡ l-rN,)j(/- '  N¡)i  pat 'u algtírt  i> 0 A algtín j  > t,

entonces se sat'isface Ia tle.sigu,aldad (4.5)

Demostración. ( i) I)e l¿r.I(- irredr¡cibi l idad de,zl-rN1 ) 0, por el teorerna 1.11 existe
un vector propio r' > 0 tal que

n'A- t  N1 :  ( / - rNr) 'n '  :  p(A- tNr) r ' ,

por tanto, tenemos que

p( ,4- t  Nr) i r '  <  * ' (A- t ¡ rz) j  :  ( (A-rNúi ) 'n '  (4 .61)

y por el apartado (ii) dcl lcnla 1.8 lenenios c¡rre

U,Qt-t ¡r, )]i < p ((A- '/úr)j) : l 'r(A-'Nr)]'

de donde

p(A-t Nt) < p(tt-t  N2)

y por el apartado (vii) <lcl teorema 3.3 se satisface la desigualdad (a.5).

(ii) Mediante un razonamiento análogo al apartado anterior, considerando en este caso
el vector propio r > 0 tal que A-r N¡n : p(A-r N1)r, obtenemos que

C(A-t Nr¡i  t  < (A-r N2)i n

y considerando la desigrraldad anterior en lugar de la desigualdad (4.61) se satisface la
desigualdad (a.5). r

Si en el teorema anlcrior consideramos el caso en el que A: Mt - Nt : Mz- Nz

son débiles del segunrlo tipo obtenenlos mediante un razonamiente análogo, el siguiente

resultado.

Teorema 4,24. Sea A u,n operador no si,ngular en un espaci,o de Banach y sean A:
Mt- Nt - Mz- N2 dos partici,ones conuergentes E débiles del segund,o tipo. Para k :1,2,

supondremos qLle NkL,t;t U Nt,A-r tienen la prop,iedad ud". Si además, NtA-r es K-

i,rreducible y se satisface algu,na de las condic'iones siguientes:
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4.3 Particiones débiles 99

( i )  (NrÁ-r ¡ t+ i  <(N'A- t ) t (NzA-t ) i  para a ls t ín i  >  0 y  a ls t ín  j  >  1,

( i i)  (NlÁ-t¡t+j q (A/r/-t) i(NrA-t¡t para al,súni> 0 a algtín j  > I,

entonces se satisface la desigualdad (4.5).

Finalmente, si consideramos los casos en los que las particioenes sean débiles de di-

ferente tipo, obtenemos los dos resultados siguientes, cuyas denrostraciones también son

similares a la del teorema 4.23.

Teorema 4.25. Sea A un operador no si,ngular en un espacio de ]Janach y sean A:

Mt- Nt - Mz- Nz dos parti,ciones conuergentes con A: Mt* Nt débil del primer tipo y

A: Mz- N2 débil  del segundo t ipo. Su,pondremos que Mr'Nt, ¡ l- l l f i ,  NzMlr a NzA'r

ti,enen la propiedad "d". Si ademd,s ¡1-1/{r es l(-irreduci,ble g se sati.sface alguna de las

condiciones siou'ientes :

( i) (A-tNr¡;+j ( (/- '¡úr)o(lVrA-t) i  paro, algtín, i> 0 g algtín j  )

( i i )  (A- tN,)n* i  (  (N2A-\ i (A- tNr)¿ para a lgt ín i> 0 a a lgt ín  j2

1 .

[ ,

entonces se satisface la desigualdad (/r.5).

Teorema 4,26. Sea A un operador no sin,gular en un espacio de ]Janach y sean A:

Mt-  Nr :  Mz-  N2 dos par t ic iones conuergentes conA:  Mt-  M débi l  de l  segundo

ti,po y A: Mz - N2 débit del ¡trimer tipo. Su,pondremos qu,e NyMy t, NrA-t , M;tN, A
A-rNz ti,enen Ia propi,edad ud". Si, además Nrzl-t es l(-irredu,cible y se satisface alguna

de las condiciones siouientes:

( i) (NlÁ-l)n*j < (/{r, , l- t)c(/- 'N2)i para algtíni20 A algtín j  > l ,

(ii) (NrA-r )t+i < (/-'Nr),(Nr A-')u para algtín i. 2 0 U algrín j > 1,

entonces se satisface la desigualdad (/r.5).

En el ejemplo siguiente, continuando con los comentarios al teorema 4.20, ponemos

de manifiesto distintos casos en los que obtenemos la desigualclad (4.3) a partir de las

desigualdades de los apartados (ii) y (iii), bajo hipóteis no contempladas en dicho teorema.
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100 4 Teoremas de comparación pam paúiciones

Ejemplo 4.9. Consideremos lamatriz A del ejemplo 4.8. Sea My - Pt con Pl defrnida

en el ejemplo 1.8 J, 1,Iz:

Realizando los cáIculos oportunos tenemos que:

ambas particiones son conveÍgentes débiles del segundo tipo,

Mr¿- t  > 0 y  ( I /LA- I ) (M2A-| )  <  (MzA-, )2,  es dec i r ,  tenemos j : I  e , i : I ,

N2,l-r es imeducible y (Nr.A-t)(Nrl-t) < (NzA-')2, es dech tenemos j: 1 e
i :  l .

Por lo tanto, se satisfacen Jas condiciones de los apartados (ii) y (iii) del teorema 4.20,
pero las particiones son débiles del seg'undo tipo, y sin embargo, tenemos que

p(M,t Nt) :  
f ,  .# :  p(M;'  Nz).

En los resultados siguientes generalizamos a operadores los apartados (ii) y (iii) del
teorema 4.20 distinguiendo los distintos casos que se pueden dar utilizando las particiones
débiles del segundo tipo, de forma que también abarque los casos que en el ej'emplo anterior
hemos puesto de manifiest;o que el teorema 4.20 no abordaba.

Teorema 4.27. Sea A tm operador no si,ngu,lar en un espaci,o de Banach g sean A :

Mt - Nt - Mz - N2 tlos partici,ones conuergerúes y débiles del primer tipo. Para k : 1,2,
stLpondrem.os Ere ¡/f 

t¡/a y A-rN* t'ie'ner¿ lapropierlad ud". Si. arlemós se satisface alguna
de las condiczones siguientes:

( i )  (A-rML\ i (A- t l t tü 'S(A- 'Mr7t+ i  para a lgúni2A A afur ín  j>1,

(il) (A-r M) i(/-t A,lr)i S (A-r lulr¡t+i Ttara algún i,2 0 a algtín j > t,

( i i i )  ¿-1N2 es K-irreúrcibleU(A-rtt¡r1i(,a-t¡¿r¡r S (A-lNr)i* i  paraalgúni> 0a algún
j>1 ,

190 ,15 95
n n 

-23

830 120 100
69 n 

-n

400 80 10
69nn

Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



4.3 Particiones débiJes 101

(iv) A-1N2 es I( -'irreducible U (A-r Nr)i(Á-tlrrt¡i < (A-rNr)i+i para algún i 2 0 U algún
j>r.

Entonces se satisface la desigualdad (t,,5¡.

Demostración. De A*rM¡: A-rNx + I y tener ¡l- lN¡, la propiedad ((d", se sigue

que A-rM¡ tiene la propiedad "d", para k: 1,2.

(i) Por ser ambas particiones débiles del prirner tipo y convergentes, por el teorema 3.3,

A-r Mt > 0 y A-r Mz 2 0. Ahora por la propiedad 3(d" para (A-r Mr )' existe un vector
propio r' 2 0 tal que

;

(A-L ML)'n' :  d (A-t M) : p(A-' Mt)r '  ,

entonces de la desigualdad del apartado (i) tenernos que

(p(A-' Mr))j  * '(A-t Mr)i < n'(A-t Mr¡t+i ,

ahora si llamamos A' : r'7¡-t M)n 2 0 poclenros escribir la clesigualdad anterior como

(p(A-t Mr))iy'  < a'(A-t Mz)i :  ((A-l Mz),) '  a' ,

y por el apartado (i) del lema 1.8

(p(A- 'Mr) ) isp( ( ¡* t ¡ r t r ) i ) ,  (4 .62)

de donde

p(A-t M) < p(A-t Mú;

finalmente, por el teorema 3.3, se satisface la desigualdad (a.3).

(ii) Siguiendo un razonamiento sirnilar al caso anterior, cottsiderando el vector propio

r ) 0 tal que A-r Mp : p(A-r Mr)c, entonces de la desigualdad del apartado (ii)

tenemos que

(p(A-t M))'  (¿-'  Mr)n* I (A-t Mr¡t+i *

y considerando y : (A-rMz)o* > 0 podemos escribir Ia desigualdad anterior como

(p(A- '  Mr) ) t  a  S (A- t  Mr) i  u ;
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102 4'Ieoremas de comparación para partíciones

de nuevo por el apartado (i) del lema I .B obtenemos la clmigualdad (4.62) y en consecuen-
cia la desigualdad (4.3).

(iii) Bn este caso, pol'ser ambas ¡:articiones convergentes débiles clel primer tipo, por
el teorema 3.3, A-rNr ) 0 y A-rN2 ) 0. Arlemás, por ser.4-l lú2 K-irreducible, por el
teorema 1.11 existe rrn vector pro¡rio r > 0 tal que A-LN2a: p(A-rN2)c, entonces de
la desigualdad del aparta<lo (iii) tenemos que

(/- 'N,)i (p@-' Nr))' * . (p(A-, Nr))o*t *,

por tanto,

(A-l Nr¡i* < (p(A-t N2))i  n

y por el apartado (ii) del lema 1.8 tenemos que

p(A*'Nr)t S nlA-, Ivr¡t , (4.63)

de donde

p(A* '  N,  )  <  p(A- t  N) ;

de nuevo por el t,eorem¿r 3.3 se satisface la <lesigualdad (a.3).

(iv) De forma análoga al caso anterior, ¡lero considerando en este caso el vector propio
n' > 0 tal que n'A-r Nz : p(A-t Nz)c', entonces de la desigualdad del apartado (iv)
tenemos que

*'(A-t N1)i S (p(¿-t Nr)) i  * '

y por el apartado (ii) dcl lema 1.8 obtenemos de nuevo la desigualdad (4.63) a partir de la
cual en el apartado antcrior ltemos deducido que se satisface la desigualdad (4.3). r

Si consideramos en el teorema anterior el caso en el que A : Mt - Nt : Mz - Nz
sean débiles del segundo ti¡:o obtenemos cl siguiente resultado, cuya clemostración se
realiza mediante razonirnlientos similares, tenicndo en cuenta ahora que por el teorema
3 .4 ,  N ¡A ' r  )  0  ) ,  A , l t ,A - r  2  0  pa ra  k :1 ,2 .

Teorema 4.28. Sea A un operador no singu,lar en tm espaci,o de Banach E sean A:
Mt- Nt - M'¿- N2 tlos parti,ciones cormergentes 17 débiles d,el segundo ti.po. Para le : 1,2,
supondremos qLLe NxMlt g NrA-l tienenlapropierlad ud,". Sz además se sati,sface alguna
de las condic'iones s'iguientes:
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4.3 Paúiciones débiles

(i) (MÁ-r)i(M2A-r)o S (Urtt-l)t+i para algtín, i> 0 u atsún, j > t,

(ii) (MrA-r¡t1¡tttA-r)i 3 (MrA-r)i+i Ttara algtini> 0 u algrín j > t,

(i i i) NrA-t es I(-inedu,cible A (NtA-l)i(N2A-t )n S (Nr/-t¡i+i para alsúni> 0 A algún
j>1 ,

(iv) N2,,1-r es I( -in'educible A (NzA-t )u(¡tr, u1-')i S (N2A r¡i+t para algún i >_ 0 A algún
j>r.

Entonces se satisface la desigualdad (4.3).

Si en el ieorerna 4.27 consideramos el caso en el que A : Mz - Nz sea débil del

segundo tipo, mediante razonamientos análogos, teniendo en cuenta que por el teorema

3.3, /- lNr > 0 y A-rMt > 0 y que por el teorerna 3.4, N2A-r > 0 y M2A-r > 0

obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 4,29. Sea A ttn operador no si,n,gular en un, espacio de Banach g sean A:

Mt - Nr : Mz - N2 dos partici,ones conuergentes y débiles del primer A segundo tipo
respectiaamente. Supondrentos que M;lNt, A-'Nr, NzM;t U Nr¡-' tienen la propi,ed,ad
ud". Si adem.ás se satisface alguna de las con,tliciones siguierúes:

(i) (A-rMt)i(M2A-t)o < (MrA*t¡;+i para algtíni> 0 g algtín j  > I,

( i i )  (M¡A-') i(A-'Mr)i < (MtA-l) i+i para alsún i20 y alstín j  > I,

(iii) NrA-r es I{ -irreducible a (A-r Nr¡i (NrA-')n < (Nrl-t)i+j para algún i > 0 A algún
j>1 ,

(iv) N2A-t es I{ -irreducible A (NzA-t )t(/-' /fr )i < (N2A-r¡t+i para algún i > 0 u algún
j>1 .

Entonces se satisface la desiguo,ldad (1.3).

Finalmente, considerando en el teorema 4.27 el caso en el que A: Mt -N1 seadébil

del segundo tipo y teniendo en cuenta consideraciones análoga"s a las realizadas para el

teorema anterior obtenemos el siguiente resultado.

103
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104 4 Teoremas de comparación para particiones

Teorema 4.30. Sea A un operador no singu,lar en un espacio de Banach y sean A:

Mt - Nt : Mz - N2 dos partici,ones conuergentes g débi,les del segundo y del primer tipo

respecti,uamente. Supondremos qu,e NlMr' , N,A-1 , M;' N, g A-L Nz tienen la propiedad,
ud'. Si además se satisJace algu,na de las cond'ic'iones sigu,ientes:

(i) (l\,hA-t)i(/-t lvtüi < (A-tM2\i+i pa'ro alg{Lni> 0 s algún j > l,

(t i)  (A-t lvl i l '04,A-') j  < (/-t  Ar[r¡t+i para algúni> 0 A algún j > I,

( i i i )  ,4-tN2 es K-irredtLc,ibleu(NÁ-t) i(, ,1-t¡/z) '  S (.4-t^/2)i+i paraalgúni20 a algún
j l r ,

( iv) ,4-1N2 es K-i,rreú¿ci,bleA (A-rNz)n(Nta-t; i  S (/- l /ür) i+i para algúni> 0 y algún
j  >_1 ,

Entonces se satisface la desi,gttaldad (4.3).

Observación 4.8. Los teoremas 4.27-4.30 sigu,en siendo ci,ertos s'i en las condiciones

(i)-(iv) de di,chos teot'enta cambiamos "3" 7)or "q".

Observación 4.9. Notemos tarnbiér¿ qtLe al i,gtLal que en el teorerna 4.19 hemos in-

troduci.do el resultado análogo al teore'ma /.18, pero considerando tm espac'io de Hilbert

y uti,li,zando el operador adjunto en uno de los operadores de u,na de las particiones, sin

ni,nguna condición ad'ici,onal, los teoremas /¡.21-1.30 y las obser"uaciones /¡.7 A 4,8 s'iguen

s'iendo c'iertos si cambiamos "espac'io de Banach" por "espac'io de Hitbert " A A-L Nz,

NzA-r , A-r Mz y lul2A-l por sus respectiuos operadores ad,juntos.

Por otra parte, de forma similar al teorema 4.14, Miller y Neumann [40, Teorema 2]

introducen un recí¡rroco parcial al apartado (ii) del teorema 4.23 para matrices y particio-

nes débiles del primer tipo utilizando teoría de grafos bajo hipótesis muy restrictivas. En

el siguiente resultado introducimos una generalización del teorema 2 de Miller y Neumann

[a0] a operadores, pero cvidentemente sin h¿rcer r¡so de la teoría de grafos.

Teorema 4.31. Sea A un operador no s'ingular en un espacio de Banach y sean A:

Mt - Nt - Mz- N'2 dos parti,ciones conuergentes E débiles del primer t'ipo. Para k : 1,2,

supondremos q?Je A[ut N¡ U A-rNx tienen la propi,edad ud'. Ad,emós, suponclremos que se

satisface la desigualtlad (l¡.5).
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4.3 Particiones débiles

(i) Si A-r Nz es I{ -prirnitiuo y eristen u.n i 2 0 y algún r, tal que (A-r N1)ot > 0,

entonces eriste un entero posi,tiuo js tal que

(l-tlg, ¡;+i a (A-r Nr)o{A-' Nr¡i , para totlo i 2 io. (4.64)

( i i )  S¿ A-tNz es K-pr imit iuo y er i ,steut, i )  0 ta l  qn"e (Á-tN') ' * )  0 paratodo n20,

entonces eniste tn-¿ entero positiuo js tal qu,e

(/-tNt)o*i a (/^-t Nz),(/-tNt)0, para todo i 2 jo. (4.65)

(iii) ,5, A-r Nz es K -primitiuo, entonces para todo entero i ) 0 eriste un entero positiuo
js tal que se satisfacen las desigualdades siguientes:

105

(A-rN)i(A-tNr)' < (A-'Nr)o+i, para todo j > jo.

(A-rNüt(A-tNt)i < (/-tNr)o*r, para totlo j 2 jo.

(4.66)

(4.67)

(iv) .Si A-rMz es l{-primitiuo, entonces para todo entero i) 0 eriste un entero positiuo
js tal que se satisfacen las desigualdades siguientes:

(A-t Mr¡t+i < (A-'Mr)n(A*t Mr)i, ptara tod,o j

(A-r Mr¡;+t a (A-r Mz¡i 1¡*r M)i, para todo j

(A-r tWr¡i 1O-r M)i < (A-r Mr¡;+i , para todo j

(A-t ¡vtr)o(A-r Mr¡i < (A-r Mr¡;+i , para todo .i

Demostración. Por el apartado (vii) del teorema 3.3 tenenros

(a.5) implica la desigualdad (4.41) y por tanto,

) ib.

) jo'

> jo'

2 io.

(4.68)

(4,6e)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

que la desigualdad

, .  ( z1-'tú, \ '
l im l * l  :0
¡ - * \  A 2  

/

donde ),2: p(A-t¡fz). Atrora, como A-1Nz es,lf-primitivo por el teorerna 1.11 existe un

vector propio n2) 0 tal que A-1N2r2: \zfiz y por el teorema 1.13 tenemos que para
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106 4 Teoremas de comparacíón para particíones

(  / ,q - r ru , \ j  ) -
cada ac ) 0 la sttcesión rle vectoret { { + l r } está a una distancia positiva de

I\ A2 ) J,:,
la frontera de I{ , es decir

r i , ' ,  (4: l&) ' ,o (4,7r)
¡ - -*  

\  
A2 

/

( i) Como del apartarlo ( i i i )  del lema 1,,1 tenemos que (A-'Nt)na > 0 para todo gr > 0,
necesariamente

,l1g(a-lru ,)'. (t]!)' ' o
\ 4 2 /

y de la desigualdad (4.72) tenemos que existe un entero positivo js tal que

(/-,¡v,.,)o l+)' . 1r-,, ), l, , '",)' para rodo j > jo,
\ A ' ) /  \ 4 2 /

de donde se sigue la clesigrraldad (4.6a).

( i i)  De la desigualdad (4.73) tenemos que

1,"' l '  , le)',r- '*)o > o
i - - \  A 2  

/

y de nuevo, de la desigualclatl @.72) existe un entero positivo 16 tal que

/¿ - t ¡U . \ '  /  ¿ - r r u^ \  i

|  
- - .  - ' '  

)  { .e - ' l r , ) '<  { ' -1 I3  )  {a- t l r , )n  pararodo i>  io ,
\  

) ' 2  
/  \  

' \ 2  
)  

\ ' -  " L )

de donde se sigue la desigualdad (a.65).

(i i i) De la K-prinrit iviclad de.4-rN2 tcncrnos que (A-rN2)ir ) 0 para todo entero
i > 0 y para todo r 2 0, ¡ror lo tanto, de la desigualdad (4.73) obtenemos que

/ ¡ - rn ¡ \ r
l im l1-- l l l  (¿- 'N2)¿>o

.r-- 
\ 

A,¿ 
/

v

,,ltg(o-'",)' (4#)' 'o
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4.3 Particiones débiles 107

Ahora, de la desigualdad (4.72) existe un entero positivo j6 tal que

/¿ - t ¡ , r . \ i  / ¡ - ' r u ^ \ i
1 " . ' ' r  l  @-' w)t < { 

i i --11? 
l  { l - '  Nr)o ¡>ara toclo i  > io,

\ 4 2 / \ ^ 2 ) \ ' '

v

(/- , /ü,) ,  f {¡L) '  .  ,n-,*1, ( '  le) '  ¡ ,ara rodo j  2 jo,
\ 4 2 /  \ 4 2 /

de donde se siguen las desigualdacles (4.66) 1' (4.67), respectivattrente.

(iv) Las desigualdades (4.68) V (a.69) se obtienen mediante un razonamiento análogo

al de los apartados (i) y (ii) respectivarnente, teniendo en cuenta que por ser A-r M1

no singular, para todo entero i 2 0 se satisface que (A-1I,{1)'* > 0 para algún c, y

(A-tM)¿* ) 0 para todo r ) 0, respectivamente. Las dcsigualdades (4.70) y (4.71) se

obtienen mediante un razonalniento análogo al del apartado (iii). r

En el caso particular en el que iE : lR' y I( : R[, la colrdición de que exista un

i > 0 y un ae tal que (2l-tNr)n* > 0 clcl a¡rartado (i) del teorenla anterior se traduce a

que exista un i ) 0 tal que la matriz (¡t-tN,)t no tenga ninguna fila idénticamente nula;

mientras que, la condición de que exista un rl ) 0 tal que (21-t,|{t)u*} 0 para todo c ) 0

del apartado (ii) del teorema 4.31 se traduce en que exista un i ) 0 tal que la matriz

(A-tNt)o no tenga ninguna fila idénticantente nula.

Si en el teorema 4.31 consideramos toclas las combinaciones posibles que obtenemos

al variar el tipo de alguna o de ambas particiones, obtenemos mediante el mismo Íazona-

miento los resultados siguientes.

Teorema 4.32. Sea A un operador no si,ngu,lar en un espacio de Banach y sean A:

Mt- Nt - Mz- N2 dos particiones conuergentes y débi,les del segutdo ti.po. Para k : I,2

supondremos que Nt Ml' U NnA-l ti,enen la pt'opiedad "d". Además, stt'pondremos que se

satisface la desigu.aldad (4.5).

(i) Si N2¡-r es I( -primitiuo y eri,sten ut, i ) 0 y algtín r tal que (N1A-t)ot > 0,

entonces eriste un entero ¡tosi,tiuo js tal qtLe

(Nr.A- t )n* j  <  (N1/- ' )n(Nr¡ - t ¡ i  ,  para todo j  >  jo .  $ .74)
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108 '1 Teoremas de comparación para particiones

(ii) si N2¡-r es I( -pr"i'nriti,'uo y etiste un 'i ) 0 tal qu,e (N1A-r)in, ) 0 para toclo n ) 0,
entonces eri.ste un er¿tero posi,tiuo js tal qu,e

(Nt . l - t ¡ ' * i  <  (N2A-t ) i (N,A- t ) i ,  para todo j  2  jo . (4.75)

(iii) S, N24-t es K-primiti,uo, entonces pa'ra torlo entero i) 0 eri,ste un entero positiuo
jo tal que se satisJacen las sigu,,ientes desiEtaldades

(iv) ,5z M2¿-r es K-pr"imitiuo, entonces para todo entero i) 0 eriste un entero positiuo
js tal que se satisJacen las s,igttientes des,igualdades

(/ür.4-",i1NzA-1)' . (Nrrl-t¡n*r, para toclo j > jo.

(lúr,4-')t(N2A-')i < (N2r'- '),+i, para tod,o j > jo.

(A,hA-l) '* i  < (AILA-\n(MrA-,¡ i ,  para todo j > jo.

(AllrA*r¡i+i < $[2A-,)t (MrA-t)i, para tod,o j Z. jo.

(¡1r.4- '¡ i1MzA-t) i  < (AízA-|¡ i+i,  para tod,o j  2 jo.

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.7e)

(4.80)

(¡,fr. ' l -1)n(MrA-') i  < $,[2A-t) i+i,  para torlo j  2 jo. (4.81)

Teorema 4.33. Sea A tm operador no singular g sean A: Mt - Nl : M2 - N2 dos
parli'ciones conuergentes y débi,les del primer g1 del segundo tipo respectiuamente. Supon-
dremos que M;tNr,, -tNr, 

NzMl' A NzA-| t ienenlapropiedad ud". Además, supon-
d,remos qr.¿e se sati,sface la desigttaldad (/¡.5).

(i) Sd N2¡-r es K-pñmitiuo g eristen ztni ) 0 g algún n tal que (A-rN)nn > 0,
entonces eriste un entero posi.tiuo js tal qte

( ,4- rN,¡ i+ j  <  (1- tN,) ' (NrA- t ) j ,  para todo j  >  jo . (4.82)

( i i )  . 9¿  N2¿- r  esK -p r i ' n t i t i uoyey i s teun i )0 ta l que (A -1 / {1 ) i o }0pa ra tod ,o t )Q ,

entonces etiste un er¿tero posi,ti,uo j0 tal qtrc

( ,4- 'N, ) t * j  <  (NzA-t ) j ( . { - tN,) , ,  para tor lo  j  2  jo . (4.83)
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4.3 Particiones débiles 109

(iii) ,Si N2¡-r es l(-primitiuo, entonces pt,ra todo entero i20 eriste un entero positiao

jo tal que se satisfacen la sigu,ientes desigu'aldades

(A-t¡r,)i(¡r, A-t)o < (N2l-t)t+i, para todo j > jo. (4.84)

(N2A-r)t(A-tN,)i  < (N2A-r¡t+i, para todo j 2 jo. (4.85)

(iv) ,9i M2¡-t es I(-pri,mi,tiuo, entonces parl, todo entero i) 0 eriste un entero positiuo

js tal que se sati.sfacen Ia sigu,ientes desigtr'aldades

(A-t Mr)o*i < (A-r M)u(MrA-t) i , ,  para todo

: (A-'M)n*i < (MzA-t¡ i  1A-r M)i, para todo

(A-r Ur¡i lMzA-t)u < (MrA-t\t+i, para todo

j> j o .

j >- jo.

j2 io .

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(MrA-r) '(A-r Mr¡i < (MrA-t¡;+i, para todo j 2 jo. (4.89)

Teorema 4,34. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach y sean A:

Mt - Nt : Mz - N2 dos particiones conuergentes g débi,les del segunrlo y del pri.mer tipo

respecti,uamente. Supondremos que N1M1t, N,Á-l , A-'Nn U M;lN2 tienen Ia propiedad

"d". Adem,ís, supondrenros que se satisface la desigu,aldad (/.5)

(i) Si A-rNz es l{-primitiuo g eristen u,ni 2 0 y algún n tal que (N1A-t)nt > 0,

entonces eriste un entero positiuo js tal que

(NrA-t) '* i  < (NrA-t)t(/-t  Nr)i ,  para todo i 2 io. (4.90)

( i i )  S i  A-rNz es K-pr imi t i ,uo y  er i ,s teuni20 ta l  que (Nrz l - r )o*)  A paratodo n, )0,

entonces eriste un entero positiuo is tal que

(NtÁ-t¡t* i  a (A-r Nz)i(NtÁ-t)t ,  para todo i >- io. (4.91)

(iii) Entonces paro. todo entero i 2 0 er'íste un entero posi,ti,uo js tal que se sati,sfacen las

siguientes desigualdades

(N,A-r)i1¿-'Nz)i < (/- ' Nr)o*i, para todo j 2 jo. @.92)

(Nr.4-1)i(,4-tNr)i < (A-r Nr¡t+i, para todo i >- io. (4.93)
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110 4'Tcoremas de camparación para particiones

(iv) Si A-rA'[2 es K-pr"trni,ti,uo, entonces'pora tor]o entero i] 0 eriste un entero positiuo
js tal qL¿e se satisfacen las sigu,ientes desi,Er,akl,ades

(A,ItA-t)t* i  < (I,LA-1)i(A-r Mr¡i,  para todo j > jo. (4.g4)

(A,ttA-l)o*i < (A-t t t t ,r¡ i  l lvl  jA-t) i ,  para tod,o j  > jo.

$,f ,.,t-r¡i 1A-r ¡,,t)i < (/-t At[r¡t+i , para toclo j > jo.

(4.e5)

(4.e6)

(A,t1tl-t)i(A-t A,tz)i < (tl-t \r,tr¡t+i, para todo j > jo. (4.gT)

Observación 4.I0. Los teorentas 4.31*4.34t si,Eten s,iend,o ciertos si cambi,amos ,,es-

pacio de Banaclt" po, "espacio de flill¡ert" ?J A-t Nz, A-r Mz, N21-r U MzA-r por sus
resp ect'iu o s op eradores utl'jtmto s.

Por otra parte, si en los teoremas 4.31-4.34 consideramos el espacio de Banach ID : IR"
y el cono K : Ri las dcsigualdades delapartacto (iv) cle dichos teoremas pueden obtenerse
bajo hipótesis más débiles, como ponemos cle nlanifiesto en el siguiente resultado.

Corolario 4.6. Sea A una matriz no s.ingrtla'r A sean A: Mt - ¡y'I : M2- N2 d,os
part'ic'iones conttergerút:s'y débiles. Srtponth'en¿os q'ue se satisface la d,esigu,atrtart (4.5)"

Si, A: Il'h - Nt : A'1,¿- N2 so,n del pr"inter tipo con A-rMz K-irred,uci,ble, entonces
eri.ste u,n entet'o pos'it'i'uo js tal qt¿e se satisfacen las desi,gualdades (4 ¿;g)-(4 71) para
todo i > 0 E para torlo j > jo.

si, A : I'h - Nr : A[z- N2 son del seEr,ndo ti.po con A42A-r K -i,rred,ucible, entonces
etis.te un entero pos'itiuo js tal que se sati,sfacen las desigualdad,es (4.7g)-(4.s1) para
todo i> 0 y para todo j > jo.

si' A : Mt - Nt : Iv'[z - N2 son del pñmer y d,el segtmd,o tipo respectiuamente, con
M24-r K-i'rreútcible, entonces et:iste un entero positiuo js tal que se satisfacen las
desigualdades (1.86)-(4.59) para todo i 2 0 A para tod,o j > jo.

Si A : A'tt - Nt : I\lz - N2 son del segunrlo y tlel primer tipo respectiuamente, cop
A'[r4't K -irceducible, entonces er'iste u,'n entero positiuo jo tal que se satisfacen las
desi.gualdades (t¡.91)-U.97) paratotloi> 0 A paratodo j2 jo.

( i )

(i i  )

(iii)

( iv)
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4.4 Particiones definidas positivas 111

Demostración. Si A : Mz - Nz es convergente y dóbil del pritner tipo, por el

teorema 3.3sabemosque,4-11f2 > 0y de Mz: Nz*Atenemos qveA-rM2: A-rNz*1,

por tanto, laftazade A-rMz es positiva y l)or el teorema 1.6 tcnemos que A-tMz es y'f-

primitiva.

Si A : Mz - Nz es convergente y débil del segundo tipo, por el teorema 3.4 sabemos

que NzA-l ) 0 y mediante un razonamiento análogo al anterior obtenemos que Mr¡-r

es .I{-primitiva.

En cualquier caso, se satisfacen las hipótcsis del apartado (iv) de los teoremas 4.31-

4.34. r

4.4 Particiones definidas positivas

El objetivo de esta sección es introducir condiciones de comparación análogas a las

presentadas en las secciones 4.2 y 4.3 para particiones débiles no negativas y débiles,

respectivamente, para particiones P-regulares y para particiones débiles definidas no ne-

gativas del primer y del segundo tipo, utilizando ahora, el orden parcial introducido a

partir del conce¡lto rle operador definiclo no negat,ivo. Iln la tna]'oría de resultados que en

esta sección introduzcamos, se observará fácilmente la similitud con los resultados pre-

sentados en las secciones mencionadas, de todos nrodos analizaremos, tanto las analogías,

como las diferencias.

Por otra parte, en los resultados que introduzcamos a lo largo de esta sección, daremos

por supuesto, sin mencionarlo cle forma explícit,a, que estamos trabajando en un espacio

de Hilbert complejo.

Empezamos con el siguiente lema técnico.

Lema 4,3. Sea A>0 g sean A: I lú -Nr: M2- N2 dos part i .ciones cualesquiera.

Las condiciones siguientes son eqtúualen,tes:

( i )  03Nr {1 f2 ,

( i i)  0 i  .A-rNr A-1 < A-t NzA-1 '
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112 4 Teoremas de comparación para particiones

Demostración. (i) - (ii) Sea g € IE, como .4 es hermítico y no singular, A-r
también es hermítico, por tanto

(A- 'A) '  :  a ' (A-1) '  :y ' ¡ - t .

Para k : 7,2 tenemos que

g'(A-t N¡A-tht :  (A-tU)'Nr(A-'ú > 0

por ( i),  por tanto, A-rN*A-t L 0. Ademas

u'(A-' ¡/2.4-t - A-r NrA-l)y : u'A-t (N, - Nr)A-ta

:  (A - rú , (Nz_  N , ) (A - t s )

donde la írltima desigLraldacl se sigue de (i), luego A-r N A-L 1 /-r ¡¡r¿-r.

(ii) --+ (i) Sea ar € IE, claiamente r: A-t!! paraalgírn g, por tanto

n'(Nz - Nr)' 
: 

':^'i:'r 
tliÍ''''

:  g'(A'1 N2A-t - A-rNr A-r)u

donde la última clesigualclacl se sigue de (ii), ¡;or tanto, Nl J N2. Ademrís, para k : T,2
tenemos que

nt N¡e,, :  (A-'  A)'  Nx(A-' U)

:  u 'A- t  N*A-La

por (ii), por tanto, Nfr > 0. I

Como ya hcmos rnclrcionado en la sección 4.1, el írltimo resultado de comparación
para particiones definicltrs positivas es el introclucido recientemente por Nabben [41, Teo-

rema 2.3] y que generalizal¡los a cont,inuación para operadores,
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Teorema 4.35, Sea A > 0 g sean A- M1- ¡fl : Mz- N2 dos particiones tales que

Nt A Nz son. operadores com,pactos. Si

0 { Nr < N2, (4.98)

entonces se satisface la disi,gualdad (4,3).

Demostración. De Nt - M¡* /1 para k : 1,2, tenemos que 0 < Mt I Mz,

por tanto, ambas particiones son P-regulares. Ademas, por el teorema 1.5 M;tNr es

un operador compacto para k : t,2, cott lo que arnbas particiones son convergentes

por el teorema 3.8. Ademrís por ser M;' Nu y A-tN¡ senrejantes a Mor/2 ¡¡u¡4;r/z

y 1-r/zl{nA.t/z respectivarnente, sabemos que sus respectivos valores propios son no

negativos.

Por otra parte, como A-tlz > 0, de la desigualdad (4.98) tenentos qtte

0 < A-t/2 NtA-t /z 3 ¿-rlz yrA-t /z (4.ee)

Ahora bien, si An y Fn, n : I,2,.. ., denotan los valores propios de los operadores

compactos A-r/2NtA-r/2 y A-r/2N2/-r/z respectivamente, de (4.99) tenemos que )r, (

F n ,  f l :  I r 2 r , , . '

Finalmente, de los lemas 2.2 y 2.3 y por ser la función /(r) creciente para

valores de r ) 0 obtenemos la desigualdad (4.3).

Es fácil observar que el teorema anterior tielre la misma estructura que el teorema 4.3

para particiones débiles no negativas, a diferencia del orden parcial utilizado en cada caso.

Sin embargo, bajo las hipótesis del teorema 4.3 las desigualdades Nr < Nz y A-t ¡lr¿-t <

A-rNzA-L no son equivalentes como pondremos de manifiesto en el ejemplo 5.1", mientras

que del lema 4.3 obtenemos el siguiente corolario'

Corolario 4'7' Sea '4 > 0 u sean' A: Mt -Nt: Mz- N2 dos part iciones tales que

Nt y Nz son operadores cornpactos. Si

o < A-t Nr¡l-t < A-r N2A-r,

entonces se satisface la di,sigualdad (4.3).

r
: -

I+ r

(4.100)
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114 -l'l'eoremas de comparación para particiones

Notemos tanrlliért que ¿ ¡rartir de la eqrrivalencia entre las desigualdades .Aú1 < Nz y
Mt S &/2 introducid¿r cn el lema 4.1 hemos introducido el corolario 4.1. Sin embargo,
como pondremos de ntanifiesto en el ejemplo siguiente, bajo las hipétesis del teorem a 4.35
las desigualdades Nr < Nz y llh < M2 no son equivalentes.

Ejemplo 4.10. Consicleremos Ia matriz A > 0 del ejemplo 3.2 y las particiones A:
M1- Nt : Ivlz - N2 donde

Esfác i l comprobar  que0 <  Iv l t  3 lv lzys inembargo,0 l  Nr  I  Nz .  Además,
A: Mt - N1 no es P-rcgu/ar ni converg'ente. Finalmente,

pett t N) : |, # 
: p(M;t Nz),

con lo que no se satisface la desigttaldad (4.3).

Por otra parte, si ct¡nsicle¡'amos ¡rarticiones débiles definidas no negativas podemos

introducir los siguientes lcsultados cle com¡laración.

Teorema 4.36. Sea tl un operatlor no singttlar. Sean A: Mt - Nr : NIz- N2 dos
partic'iones conuergentes 'y débiles defiruidas no negatiuas del primer o del segu,ndo tipo con

Nt U Nz operadores contpactos. Si se satisface alguna de las condiciones sigui,entes

( i )  0 : , 4 -1Nr  1A - tNz ,

( i i )  0<A- rN r  < .NzA- l  ,

( i i i )  o<N , / - t  <A - tNz ,

( i v )  o {N r ¡ l - r  : .NzA- t ,

0,,:ll:]",:[-?_l]

,,:l::],,:[:l]
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entonces se sati,sface la disignaldad (/r.3),

Demostración. Ilaremos la demostración suponiendo que se satisface la condición

(i). Si se satisface alguna de las otras concliciones se sigue un razonanliento análogo.

Por ser ,¡1-l un operador acotaclo y N¿ un o¡;erador compacto por el teorema 2.3 se

sigue que los operadores.¿1-lN¡ son compactos para k : I,2. Por tanto, por el teorema

1.15 tenemos que

p(A- l rúr)  < p(A-tNz). (4 .101)

Ahora, si ambas particioncs son clcl primer l,i¡ro, ¡ror el teorenla 3.10 y la ¡nonotonía de la
Í

ftrnción /(") :  -- para r ) 0 obterrenros la clesigualclad (4.3). Si ambas part iciones
l+¿  -

son clel segundo l, i¡ro, tenienclo en cuent,a qrrc la desigualclad (4.101) es equivalente a

p(thA-t) S p(NzA-r),

por el teorema 3.11 se sigue la desigualdad (4.3). Si las particiones son de diferente tipo,

teniendo en cuenta que la desigualdad (4.101) tarnbién es equivalente a las desigualdades

p(A- t  N)  S p(NzA-t )  y  n(Nre- t ¡  S p(A- t  Nz)

obtenemos las desigualdad (21.3¡ a part ir cle l<¡s teoremas 3.10 ¡ '3.11. I

Es fácil observar, que el teclrelna 4.36 ticne la nrisma est,rur:tura que el teorema 4.18

para particiones débiles, a cliferencia clel ordcn parcial utilizado,

Observación 4.11. El teorema ante¡'i,or si,gue si,endo ciet'to si, cambiamos ¡{,. por M¡",

para k  :  1 ,2.

Finalmente, notemos que en esta sección no hemos introducido condiciones de compa-

ración utilizando el operador adjunto en uno de los operadores de una de las particiones,

puesto que al trabajar con operadores definiclos no negativos y definidos positivos no tiene

sentido, puesto que, por definición estos sotr autoadjuntos. Talnpoco hemos introducido

condiciones de conrparación generales para partiones P-regul¿rres y dóbiles definidas no

negativas, pero el motivo cle ello será analizarlo en la sección 5.11.
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Capítulo 5

Relaciones entre condiciones de

comparaclon

5.1 Introducción

En el capítulo anterior, hemos introducido una serie de condiciones de comparación pa-

ra los diferentes tipos de particiones englobados con el nombre de particiones no negativas

y particiones definidas positivas. Podemos clasilicar dichas condiciones de comparación en

condiciones "naturales" y condiciones "generalcs". Como ya comentamos en el capítulo 4

las condiciones naturales son más útiles desde el punto de vista práctico, puesto que están

en función de operadores que conocelnos o que son fáciles de calcular. Sin embargo,

normalmente también suelen precisar de hipótesis m¿ís restrictivas. El objetivo de este

capítulo es introducir resultados en los que a,parezcan una cadena de implicaciones co-

menzada por una condición de comparación natural para particiones débiles no negativas

o débiles y que finalice en las condiciones gcncrales que a partir cle clla se puedan obtener.

Siempre bajo las hipótesis necesarias que nos aseguren la convergencia y la desigualdad

entre los radios espectrales de cada una de las condiciones de comparación que aparezca

en dicha cadena de implicaciones. La ul,ilidad de los resultados que vamos a introducir

en este capítulo reside en lo siguiente: si tenemos dos métodos iterativos de un mismo

operador y sabemos que alguna condición no se stisface, las inrplicaciones introducidas

entre las distintas condiciones de comparación ttos perrniten sabcr qué condiciones no se

a ,

117
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118 5 RcJaciones entre condiciones de comparación

van a sat,isfacer y cuales ¡;odrían satisfacersc. Por otra ¡rarte, estos resultados también se
pueden utilizar como ltcrranlienta para int,rodrrcir otros resultaclos teóricos, puesto que, si
sabemos qtle tlna conclir:ión se satisface, enLonces también conocemos todas las diferentes
condiciones que a par'lir de ésta se ¡tueclen cledrrcir,

En la sección 5.2 irlt¡'ocluciremos los resullaclos de este capítulo para parliciones débiles
no negativas y particiorres débiles. lJn la sección 5.3 pondremos de manifiesto que pa-
ra las particiones definidas positivas no es posible establecer ninguna relación entre las
condiciones natttrales dc comparación introcluciclas en la sección 4.4 y otras mrís generales.

5,2 Particiones débiles no negativas y particiones dé-
biles

En printer lugar, recorclamos el siguiente resultado, que Csordas y Varga [22] introdu-
jeron para matrices, cn cl clue se relaciclnan las condiciones de comparación más conocidas
para particiones regula¡'cs con una conclición de com¡raración general introducida por ellos
mismos.

Teorema 5.1 (Proposición 1 de [22]) ,  sea A una matriz con A'r > 0 y sean A:
M1 - Nt : Iulz - N2 dos 'part'iciones regulures.

(i) Si N, > ¡ú1 entonces lr,f;t 2 A'I;l

( i i) Si l,t;t > A[rt erúonces A-tN2¡-t ) ,, l-rryr.4-r

( i i i )  s¿ A- tN,A- t  ) .z l - r / / r  A-r  entonces(r l -1N2) iA- t  >  (A- tN,) iA-r  paratod,o entero
j>1 .

Posteriorment,e, Ir{iller y Neumann [a0] también relacionan las condiciones de com-
paración para ¡rarticiones débiles introclrrcidas por ellos en dicho artículo con algunas
condiciones naturales. ir,f¿ís recientemente, \4¡olnicki [61] también introduce algunas re-
laciones entre distintas condiciones de com¡raración, pero sin tener en cuenta si bajo las
hipótesis irnpuestas se rla la convergencia de la partición
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5.2 Particiones débiles no negativas y particiones débiJes 119

En primer lugar, presentamos el siguiente resultado, qtte es una generalización del

teorema 5.1 a operadores y particioncs clóbilcs tro negativa^s cle tlifcrente tipo.

Teorema 5,2. Sea A un oTterador no sin,gular en un espacio de Banach con A-1 > 0

y seo,n A: Mt - Nr : M2- N2 dos Ttarticiones débiles no negatiuas de diferente tipo.

Para k : I,,2, su,pondremos que M;' No y A-1 Nl- tienen la Ttropiedad 
*d" si, A : Mn- N*

es d,el primer tipo; no obstante, supond.remos que N*Mlr y Nt,A-r tie¡t'en la propiedad
t(d" si A: Mn - Nr es del segu,ndo tipo.

( i) S¿ Nr < N2, entonces Mt. '  > M;'.

(ii) .9? Nr ,l Nz y A : Mt - Nt es del Ttrimer (resytectiaantente, del segundo) tipo,

entonces0 < /-rNr < /-1/úz (respecti'uam.ente, 0 < /[r/-r S NzA-t )'

(iii) .9, se satisface alguna de las condici,ones sigtr'i,entes:

(u) Mit )- Ml',

(b)  o  < A- t  N11 A-1N2,

( . )  0<  N r ¡ - r 1NzA- t ,

entonces A-r NtA-r < ¡-t N2¡-t

(iv) Sz A-r NtA-r < A*r NzA-t , entonces se satisfacen las desi,gu,aldades si,gui,entes para

todo j > l .

(a) (,A-rN)i A-t < (A-t N)iA-'  ,

(b)  (A- t  Mr) i  A- t  3  (A- t  Mz) i  A- t  ,

(v) .9i se satisface alguna de las desiguahJades d,e los apartados (iv)(a) o (iv)(b) poro

a lgún j> t , e t t t onces

p(Mt '  ¡ r r )  S p(M;t t t t r )  < t . (5 .1 )

Demostración. (i) Por el apartado (i) del lena 4.1 Mt 1 M2. lthora multiplicando

en ambos miembros por la izquiercla por M11 2 0 y por ta derecha por Mlr ) 0, se sigue

que Mfl > M;'.
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(ii) Inmediato, mult,iplicando ¡ror 1-r ) 0 en ambos miembros cle la desigualdad
¡úl S N, por la izquicrda, (respectitament,e, por la clerecha).

(iii) trn primer lugar, srtponganros que se satisface la desigualdacl del apartado (a).
Si A : Mt - N¡ es clel primer ti¡ro, enl,<lnces por los teoremas 3.3 y 3.4 sabemos que
A-r Nt > 0 y N2¡-r ) 0 respectiv¿rmente. Ahora, de M* : A * N*, k : 1,2, tenemos
que

(1 + , 
-rNr 

)*t A-t :  (,4 r- N1)-r AA-r

:  A - rU  *  N2 l - t ; - t ,

y multiplicando en antbos miembros de ltr clesigualclad por la izquierda por I +A-lNr > 0,
y por la derecha por /+Nz-A-' ) 0, se sigue q¡e ,4-l/ú2 A-t > A-t NtA-r. Si .4 : Mt- Nt
es del segundo tipo, rncdian{,e un razonarniento análogo al anterior, teniendo en cuenta
ahora que .lú1 A-t > 0 y 1-tA/2 > 0 obtencmos que .4-rN2 ¿'t > A-r NtA-r.

Si se satisface el a¡>at'Lado (b) ent,onces nirrll,iplicando por A-r > 0 en ambos miembros
de la clesigtraldacl A-r Nr S A-t Nz por la rlcrecl¡a ol-rtenernos que.4-lN2Á-l > A-r NtA-r .
Si se satisface el apartaclo (c), multi¡llicanclo ¡ror -4-l en ambos miembros de la desigualdad
N1¿-r 1 NzA-r por la izqierda obtenemos que ,4-1N1 A-r < A-r NzA-r.

(iv) Obtendremos primero la desigualdacl del apartaclo (a). Procederemos por induc-
ción sobre j. Para j : I se satisface la desiggualdad por hipótesis. Supongamos ahora
que se satisface la clesigrralclad partr j - I, cs <lecir

(A- tN, ¡ i - t  a - r  S  (A- t ¡ {2 ) i - tA- t (5.2)

Ahora, si .4 : A'[t -.1ú1 es del primer ti¡ro, entonces por el teorema 3.3 tenemos que
A-lNr > 0 y multiplicanclo por la izquiercla en ambos miembros de la desigualdad (5.2)
por A-llf1 tenemos que

(A-t Nt¡i ¿-r

: A-r NtA-rNr(A-tN2)i-2 A-r

I (A-t N2A-r N2(A-t N2¡i-z¡-t

:  (A- 'Nr) i  ¡ - t  .
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5.2 Particiones débiles no negativas y particiones débiles 121

Si .4 : Mt- Nt es clel segundo [ipo, en[orrces por el üeorenra iJ.4 tclletnos que /ür.21-l )

0 y multiplicando por la clerecha en ambos miembros de la desigualdad (5.2) por Nt¿*t

mediante un razonamiento análogo al ante¡ior, obtenemos tambiétt,

(zl-t  Nt¡i¿-t < 1¿-t¡trr) i  A-' .

Por otra parte, por el apartado (ii) del lema 4.1 tenemos qrte

A-t MtA-r < A-t MzA-r

y mediante un razonamiento análclgo al anterior, tenemos que se satisface Ia desigualdad

(iv)(b). :

(v) Por el teorema 4.13 y la observaciín 4.2. r

Notemos que los a¡rartados (i) y (iv) clel t,eorctna artterior soll v¿iliclos ¡lara particiones

débiles no negativas del mismo tipo. El a¡rartado (ii) es válido independientemente del

tipo de la particiórt A: Mz- Nz, El apartado (iii), bajo las condiciones (b) y (c) también

es válido independientemente clel tipo de las particiones. Sin embargo, el apartado (iii)

bajo la condición (a) y el apartado (v) no son en general ciertas para particiones débiles

no negativas del mismo tipo, como veremos en el ejemplo 5.1. Bn los ejernplos 5.1 y 5.2

también pondremos de manifiesto que los recíprocos del teorema 5.2 no son ciertos.

Teorema 5.3. Sea A t¿n oyterador no sin,gular en un espacio de Banach con A-t 20

U sean A: Mt - Nl : Mz - N2 dos particiones débiles no negatiuas con A: Mt - Nt

d,el pri,mer tipo. Su,pondremos que Mr'Nt A A-1N1 tienen Ia propiedad "d'. También

supondremos que M;'N, A A-1 I,'12 ti,enen la ¡n'oqtiedad 
ud" si A : Mz - N2 es del primer

tipo; no obstante, supondremos que I,{zMl' A NzA-r tiette¡t' la Ttropi'edad 
4d" si A :

Mz - Nz es del segundo tiqto.

(l) Supongamos qLle A: Mz - N2 es del pri,mer o del seEr,ndo tipo,

(i) Si Nr < N, entonces 0 < /-rNr < ¡l-tNz'

(ii) ,5i 0 < ,4-lNl 1 A-r Nz entonces se satisfacen las desigualdades siguientes

para todo i >- 0 y para todo i > t'

(a) (,a-tNr¡t'+i 1 (/-tryt )n (71-tryr)j,
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122 5 Relaciones enfue condiciones de comparación

(b) (,4-t 1'|r)t+i < (A-t /,Ít)i(A-r htz)i ,
( . )  ( .a- 'N, ) ; t ' i  <  ( .4- , ¡ r ¡ r ¡ r ( / - ' túr ) , ,

(d) (/-t  A,tt) i+i < (A-t A,t2)i(¡-t  M,)i .

(iii) S? se satisface alguna de lus tles'igu,aldades de los apartados (ii)(a), (ii)(b),
(ii)(c) o (ii)(tl) para algtín ¿ > 0 'y algtín j > l, entonces se satisface Ia des-
i,Etaldad (5.1).

(2) Su,pongarnos qr.Le A : Mz - N2 es tlel primer tipo g que A-r N2 es K -i,ryed,ucible.

(i) Sd 0 < A-tN¡ 1 A-t N2, entonces se satisfacen las desiguaklad,es si,guientes
para todo i 2 0 U para todo j > 1.

(u) (,a-tN,)i  (A-r Nz)i < (A-t Nz)n+i,

(b) (.4- 'N2)i(A-tNt), < (A-t Nt¡t+i.

(ii) .9i se satisfacen algu,na de las desiEtaldades de los apartados (i)(a) o (i)(b) para
algríni> 0 u algtín j > 1, entonces se satisface la desigualdad (5.1).

(3) Supongamos q'tle ,4 : A,lz - N2 es del pri'mer ti,po.

(i) S¿ 0 ( ,4-rl{r < A-t N2 e'nto'nces se satisfacen las rlesiguald,ad,es siguientes
para todo i > 0 a para todo j > I,

(a) (A-tA,t¡¡ i(.4-tMz)i < (á-t A,Iz)i+i,

(b) (,4-t¡,1)i(A-tL' l t) i  < (/- l¡ f t¡t+i. .
(ii) .9¿ se satisface alguna de las desigu,aldades de los apartados (i)(a) o (i)(b),' 

entonces se satisface la tlesiguaklarl (5.1).

Demostración. (1) ( i) Pol el apartado (i i)  del teorema 5.2.

(ii) Multiplicando por la izquierda en anrbos miembros de la desigualdad

.4 - tN ,  1A- rN ,  (b .3 )

por (A-tN1)i+j-1 tenenros que

(A-t Nt¡t+i S (¡1-t l ' r ,  \ i+i-1 A-' N,

: (/-, N, ¡;'t'i-z q¿-rN,XA-t¡{r)
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y repitiendo el proceso anterior j - | veces obtenemos la desigualdad del apartado (a).

Multiplicando ahora por la derecha en arnbos miembros de la desigualdad (5.3) por

(A-t¡¿t¡;+i-1 y mediante el razonamiento anterior, obtenemos la desigualdad del apartado

( . ) .

Ahora, teniendo en cuenta que Nk - Mx -.,{, de tenenlos qtre (5.3)

o < /-r A,lt < A-t Mz, (5.4)

por tanto, mediante un razonarniento análogo al anterior, rnulti¡llicando en este caso por

la izquierda (respectivalnente, por ln, <lerecha) en ambos miembros de la desigualdad (5.4)

por (A-rM1)¿+i-1 obtenemos la desigualclad del apartado (b) (respectivamente, (d)).
:

(iii) Por el teorema 4.21 y la observación 4.7.

123

(2) (i) Multiplicando por la dereclta

miembros de la desigualdad 0 < ,tl-rNr

apartados (") V (b).

( i i)  Por el teorema 4.27.

(res¡lectivamente, ¡ror la izquierda) en ambos
< A-l/fz obtenemos la.s desigualdades de los

(3) Análogo al apartado (2) teniendo en cuenta que 0 < A-lNr < ,4-rNz es equivalente

a0 (  A - rM t<A- tMz .  r

Notemos que la parte (i) de los apartados (2) y (3) se satisface independientemente del

tipo de la partición A : Mz- Nz y de la /f-irreclucibilidad de .zl-t N2, sin embargo, la parte

(ii) de dichos apartados sólo se satisface cuando ambas particiones son del primer tipo,

como pondremos de manifiesto en el ejemplo 5.1. En el ejemplo 5.1 también pondremos

de manifiesto que los recíprocos del teorema anterior no son ciertos en general.

Si en el teorema 5.3 considerarnos dos "¡rarticiones convergentes" y "débiles" de un

operador no singular en lugar de considerar "A-1 ) 0" y "particiones débiles no negati-

vas", todos los apartados del tcorerna 5.3 siguen siendo válidos, excepto la parte (i) del

apartado (t), como pusimos de manifiesto en el ejemplo 4.6'

Por otra parte, si en el teorema 5.3 consideramos A : Mt - /ür del segundo tipo

obtenemos, mediante un razonamiento análogo, el siguiente resultado, siendo también

válidos todos los comentarios anteriores.
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Teorema 5.4. Sea A ut ope'rarlor no singu,lar en un espacio de Banach con A-r ) 0
U sean A: Mt -Nr : A' lz- N2 dos part ' iciortes cl,ébi,Ies no negati,uas conA: Mt- Nt
del segtmdo tipo. Supondremos qrle NrMl' u NtA*r tienen la propiedad ,,d". Tambi,én
supondremos qlte M;t N, u A-r Nz tienen la ¡troyti,ed,ad 

ud, si A : M2 - Nz es del primer
tipo; no obstante, stryond'remos q.,,e NzL,t;l u NzA-t tienen Ia propi,eflad, ,,d,' si A :
M2 - N2 es del segundo tipo.

(7) Supongan'ros qu,e A - Mz - N2 es del yt,rimer o del segund,o tipo.

(i) ^t? /úr < Nz entonces 0 < Nr A-t < N21-t .

(ii) ^9i 0 < Nl A-r < N2¿-t , entonces se satisfacen las desiguald,ades siguientes
para todo i > 0 A para todo j 2 t

(a )  (N1A- r ) ' + i  <  (N r ,4 - ,  ) i (N rA- r ¡ i ,
(b) (M, A-r) i+i 3 (MtA-t) i(A,IrA-t1i,

( . )  ( ¡ / , ,4- r ) ,+ i  <  (NzA-t ) i  (MA- l ) i ,

(d)  (A/hA-r ) i+ j  <  (M2A-t ¡ i  1M1A-t \ t .

(iii) S, se satisface alguna tle las rlesigu,aklatles de los apartados (ii)(a), (ii)(b),
(ii)(c) o (ii)(d), para algtín i > 0 y algtin j > r, entonces se sati,sface Ia
desigu,aldad (5.1).

(2) Supongamos qlle A : Mz - N2 es del seEtndo tipo A que Nr¿-r es .K 
-irred,ucible.

(i) Si 0 < Nr, -t < NzA-| , entonces se sati,sfacen las desiEtalclad,es siguientes
para todo i > 0 U para todo j > |

(u) (N, A-t) j(N2A-t)t < (N2A-t¡t+i,

(b) (Nr,4-t) '(NtA-t) i  < 1Nr4-r¡ i+i .

(ii) ,Si se satisfacen alguna de las desigu,aklades de los apartad,os (i)(a) o (i)(b) para
algtíni> 0 U algtín j ) I, entonces se satisface la desiguaklad, (5.1).

(3) Supongamos qr.Le A : A[z - N2 es del segundo ti,po.

(i) S, 0 < NrA-t < N2A-r, entonces se sati,sfacen las d,esigualdad,es si.guientes
para todo,i > 0 y para todo j > 1,

(a) (Ah A-t)i (I,f2A-t), < (A42A-r )t+i,
(b) (I,l2A-t)n (1,t, A-t)i < (NI,A-r )t+i.
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(ii) Si se satisface alguna de las desi,gualdades de los apartados (i)(a) o (1)(b) para

algríni> 0 A algún j 2, entonces se satisface la desi,gu,aldad (5.1).

A continuación, introducimos resuh;a<los análogos al teorema 5.2 para particiones

débiles no negativas del mismo ti¡:o.

Teorema 6.5. Sea A un operador no singnlar en un espacio de Banach con A-L 20

U sean A: Mt- Nr : Mz- Nz dos particiones débiles no negatiuas del primer ti,po. Para

k : 1,,2, supondrenxos que M;'Nr u A-r N* tienen la propiedad "d'.

(i) S? 0 < A-lNr 1 N21-r entonces se sati.sfacen las desigualdades siguientes para

todo j ) \ ,

( u )  ¡ t - t (Á - tN r ) i  <  A - t (N2A- t ¡ i ,

(b) ¿-t (A-t UtTi < A-t(MrA-') i  .

(ii) Si 0 < NtA-l < A-l N2 entonces se satisfacen las desigualdades si,guientes para

todo j ) l ,

(u) ,a-l(¡úr A-t) i  < A-t(A-tNr¡i ,

b)  A- t (MtA-r ) i  <  A- t (A- lMr¡ i  ,

(iii) ,Si se satisface alguna de las des'igualdades de los apartados (i)(a), (ixb), (ii)(a) o

(iixb) para algún j > l, entonces se satisface Ia desi'gualdad (5.1).

Demostración. (i) Procederellros por ittclttcción sobre j. Como A-r > 0 y 0 <

,4-rN1 3 NzA-t tenemos que.A-rÁ-lNr 1 A-LN2A-1 con lo que la desigualdad del

apartado (a) es cierta para j : 1. Supongarnos que se satisface la desigualdad del apartado

(a) para j - I, es decir

0 < A- t  (A- t  wt¡ i - l  <  A 1(N2A-t ¡ i - r .

Multiplicando los dos miembros de la desigualdad anterior por ,4-1Nr > 0 y utilizando

que tenemos que 0 < A-lNr 1 N2¡-r tenemos que

¡-t 1¡-r N,)i  < A-t (NzA-r¡i-t¡-t¡¿ < ¡-t (NrA-t¡ i
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126 5 R.elaciones entre condiciones de comparación

con lo que se satisface ltr clesigualdacl del a¡rartado (a).

Ahora, teniendo en cucnta que

Nx: Iv[* - A para ,b : 7,2,

de.4-rN¡ 1 N2/-r tenemos que .4-l Mt S AÍr¡-t y mediante un razonamiento análogo
al anterior se satisface la clesigualdad (b).

(ii) Análogo al del a¡raltado anl,erior.

( i i i )  Por el teorema .1.16 y la obscrvación 4..1. r

Notemos que los a¡rart,ados (i) y (ii) clcl teorema anterior son válidos independien-
tementes del tipo del l¿rs particiones, sin ernbnrgo el apartado (iii) sólo es válido para
particiones débiles no negativas del primer t,i¡ro como pondremos de manifiesto en el ejem-
plo 5.1. En los ejemplos 5.1 y 5.2 t¿rnibión pondremos de manifiesto que los recíprocos
del teorema 5.5 no son ciert,os en general.

Si en el teorema 5.5 consicleramos A: A,[t * ¡y'1 : M2- Ab débiles no negativas del
segundo ti¡lo obtenemos nlecliante un razonamiento análogo el siguiente resultado, siendo
también válidos todos los comentarios anteriores.

Teorema 5.6, Sea A 'un operador no singttlar en un espaci,o de Banach con A-L ) 0

A sean A : I/h - Nr : It['¿ - N2 dos particior"tes débiles no negati,uas del segu,nd,o ti,po.
Para k : t,2, suponth'ernos qlre Nu¡,f t 'y NxA-t tienen la propied,ad ,,dr.

(i) .9i 0 < A-lNr ( Nz¡¡-t entonces se sat'isfacen las tlesiguald,ades sigu,ientes para
todo j ) I ,

(a) (,a-t l / t) i  A-t I  (N2,4-t) i  A-1 ,

(b) (,4-t¡,tt)i ¿-r < (A,l2A-r)i.1,-'.

(ii) Sr 0 < NrA-r < .zl-1 N2 ento'nces se sati,sfacen las d,esiguald,ad,es siguientes para
todo j ) 1,

(u) (NrA-t)i A-1 I (/-tN2)i A-t ,

( b )  ( t t hA- r ) i / - r  S  (A - tM) iA -1  ,
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5.2 Particiones débiles no negativas y particiones débiles 127

(iii) Si se sati,sface alguna de las desigualdades de los apartados (i)(a), (i)(b), (ii)(a) o

(iixb) para algún j > 1, entonces se sati.sface la desigualdad (5.1).

A continuación, para terminar con los resultados de relación entre las condiciones

de comparación para particiones no negativas de operadores acol,aclos en un espacio de

Banach, introducirnos los dos resull,aclos siguienl,es ¡rara particiorres débiles y convergentes,

cuya la demostración es análoga a la cle los teoremas 5.3 y 5.4, res¡rectivamente.

Teorema 5.7. Sea A un operador no sirt,gttlar en un espaci,o de Banach g sean A:

M1-N t :Mz -N2dospa r t i c i , onesconue rge rúesgdéb i , l esco t y ,A :M t -N tde lp r ime r

ti,po, Supondretnos que Mll Nt U A-t N7 ticnen la propi,edad t(d". Taml¡i.én su¡tondremos

que MrL N2 a A-t N, tienen la propiedad (d" si A : Mz - N2 es del primer tipo; no

obstante, supondrernos que NrMlt a NzA-l tienen la propi,edad ud" si A : Mz - N2 es

del segundo ti,po.

(L) Supongamos que A: Mz - N2 es del primer o del segtmdo tápo'

(i) S, 0 < /-lNt 1 NzA-l , entonces se sati,sfacen las desi,gualdades siguientes

para todo i 7 0 g para todo i > |

(u) (21-t Nr¡;+i < (A-t/úr ) i(t trrz1-t ¡ i ,

(b)  (A- tN,)o* ,  .  (NzA-t ¡ i ( / - ' / f r  ) , ,

( . )  (z t - '  Mt¡ t+ i  <  (A- '  M¡) í (MrA- t ¡ i ,

@) @_t Mt¡r+j < (M2e_r¡i 1n_r Mr)i .

(ii) ^9i se sati.sface alguna de las desigu,aldades de los apartados (i)(a)-(i)(d) pora

algúni> 0 A algún i > t entonces se satisface la desigttaldad (5.1)'

(2) Supongl,rnos que A : Mz - N2 es del segundo tipo A (NzA-r) es K -irreducible.

(i) ^9i 0 < .A-lN ¡ 1 N2A-1 , entonces se satisfacen las d,esiguald,ad,es siguientes

para todo i > 0 A paro, ttttl,o i > 7,

(u) (21-tNr)i  (N2A-t)o < lNrA-'¡ '* i ,

(b)  (NrÁ- '  ) ' (1- t lú '  ) i  s  (Nr t t - r  ) t+ i .

(ii) S¿ se sati,sface algu,na d,e las desi,guald,ad.es d,e los apartad,os (i)(a) o (i)(b) para

algúni> 0 g algún i > I, enton,ces se satisface Ia desigtt'aldad (5,1).
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(3) Supongamos qtle A: Mz - N2 es rlel segunclo ti,po.

(i) ^9¿ 0 < ¿-1¡ú 1 NzA-l , erúonces se satisfacen las desiguald,ad,es siguientes
para todo .i > 0 U para torlo j > l,

(o) (.a-t AI) i(A,t2A-t), S (tv' trA-t¡r-r i ,

(b) (I"l2A-t ¡r1.,1-t A4 t¡i . (A,t,r,4-r¡;+i .

(ii) S? se satisJ'ar:e ulgurta de las desigu,aklarles cle los apartados (i)(a) o (I)(b) para
algtí'n i> 0 'y algtín j > l, et¿tot¿ces se satisface ra tresigualclad, (5.1).

Notemos que la part.e (i) de los apeutatlos (2) y (3) del teorema anterior, sigue siendo
válida independientemertte del tipo de.¿l : Ivlz- l/z y rle la ^[f-irreclucibilidad de A-1N2.
Sin embargo, en la ¡rarte (ii) del a¡rartado (1) las hipótesis de,4 : Mz- Nzdel primer tipo
y A*r Nz K-irreducible sorr necesarias, como pondremos de manifiesto en el ejemplo 5.1.
También llondremos cle rn¿rnifiesto c¡ue la ¡rarte (ii) clel apartaclo (3) tampoco es en general
cierta si ,4 : A[z- Nz es dél¡il del scgunclo tipo. Aclemás, en el ejemplo b.l pondremos
de manificsto qttc los rccíllrocos del teorern¿r 5.7 no son ciertos en general.

Si en el teorcnla 5.7 <:o¡lsi<leramos el caso on el que A : It[t- N1 sea débil del segundo
tipo obtenentos, merliant,e tur razonamiento análogo, el sig¡iente resultado, siendo también
válidos todos los cor¡relrlari<-¡s anteriores.

Teorema 5.8. Sea A 'urt operador no s'i'ngular en un espacio d,e Banach g sean A :
M t -N t : r ' I z -N2d ,ospa r t i c ' i onesco t rue rge ,n tesydéb i , l esconA-Mt -Nyde l segund ,o

tipo. supondrernos que N¡A'trt u Nr4-t tienen la propi,erlad "d'. También supond,remos
que M;r N2 tl A-lN'¿ \ierten. la propiedad ttd" s,i A : Mz - N2 es d,el pri,mer tipo; no
obstante, su,ponth'e'nns que NzlvI;1 u NzA-r tienen la propied,ad t(d,' si A : Mz - N2 es
del segundo t'ipo.

(1') str'po'ngantos q't¿e A : Iv[z - N2 es del prirner o crer segundo tipo.

(i) S¿ 0 I Nr '4-1 < A-L Nz, er¿tonces se satisfacen las desigualclatles s,iguientes
para todct i > 0 A para todo j > l,

(o) (N, A-l) i+j < (/úr/- l) i(rt-t  Nr¡i ,

(b) (N, A-t) i+i < (A-t/úz)j(/ / ,  A-') i ,

(c) (n/1 A-i)i+i < (lvltA-l)i(A-t lvtüj,
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(d) (MÁ-1)'+i < (A-t t t tr\ i  1M,A-') i ,

(ii) 5i se satisface alguna de las desiEt,aldades de los apartados (i)(a)-(i)(d) para

algtí i7 0 y algtín j  > l ,  entonces se satisface la desigu,aldad (5.1).

(2) Supongl,n'¿os q1"Le A: Mz- Nz es delpri.mertipo y (Á-tN2) es K-irreducible.

(i) Si 0 < ¡\¡r A-r S A-1 Nz, enton,ces se satisfacen las designaldades siguientes

para todo i20 g ¡tara todo j > l ,

(u) (N,/-t} i  (A-1 Nz)t < 1¡-t Nr) '* i  ,

(b) (A-tNr)n(/ú, A-') i  < (/- 'Nr¡i+i.

(ii) .9? se sati,sface alguna de las desi,gualdades de los aqtartados (i)(a) o (i)(b) para

algúni> 0 y algtín j > l, entonces se satisface Ia desigttaldad (5.1).

(3) Suponganlos que A: Mz - Nz es del segu,ndo tiqto.

(i) S¿ 0 < Nl/-t < A-rNz, entonces se satisfacen las desigttaldades siguientes

para todo i20 y para todo j > l ,

(a) (MtA-t) i(A-t Líz)i  < (A-t A'Ir¡t+i ,

(b)  ( / - '  M)u(MrA- ' ) i  <  ( / t - '  Mr) ' * i .

(ii) ^9¿ se satisface alEm,a de las rlesigtm,ldades de los apartados (i)(a) o (i)(b) para

algtín i20 A algtín j > t, entonces se satisJ'ace Ia desigtLaldad (5.1).

Ejemplo 5.L. Consideremos la matriz del ejemplo 4.5 y las particiones A : Pn - Qr,

con  k  :  L , 2 , . . .  , 34 ,  donde
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Paru k  :  7 ,2,3,4,6,9,  11,  13,  16,  18,  22,24,25,28,29,30,31,  las par t ic iones son débi les

no negativas del primer t ipo. Para k : 5,70,72,74,15,17,19,20,21,23,26,27,32,34 las

paúiciones son débiles no negativas del segundo tipo. Para k : 7, la partición es no

negativa y para k : 8,33 las particiones son regulares.

SeaMl: Pt y Mz: P2, entonces M;\ ) M;',  pero A-tNÁ-r { A-rN2A-r, por

tanto, Ia parte (a) del apartado (iii) de/ teorema 5.2 no es válida para partciones débiles

no negativas del mísmo tipo.

Sea My : Ps ! Mz : P4, entonces A-1lV1Zl-r < A-r NzA-t , A-r MrA-' 1 A-r MzA-t

pero p(M;tNr) I p(M;'Nr), por tanto, el apartado (v) del teorema 5.2 no es cierto para

particiones débiles no negativas del mismo tipo.

Sea M1 : Ps y Mz: P6, s€ sigue que h[l1geMll , pero Nt I N2. Si consideramos

Mt: Pn y Mz: Ptz entonces 0 < ¿-14/t 1 A-t N2 pero Nt I Nz. Ahora, para M1: pu
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132 5 R.elacioncs enúre condiciones de comparación

y Mz : Pz, tenemos que ;l-rN1¿-t < A-1N2A-t , pero ul' I M;' y si consideramos
Mt : P7 y It[2 : Pti, ent,onces,A-rNr/-t < A-1 NzA-r , pera

,4-tN, I A-t Nz J, . l / ,Á-r I  NzA-r.

Por lo tanto, hemos puesüo de manifresto que los recíprocos de los apartados (i)-(iv) del
teorema 5.2 no son ciertos.

Por otraparte, noúe¡nos qlte para lvlt: Pt J, Itlz: Ps, sesr'gue que NIlt ) Mlr pero

¡l-t /ú, I  A-t Nz.

Para M1 : Ps J, A,[2: l)1;, tenemo,s ql¡c lvl,t > A,ll1 pero Nr,A-t I NzA'r. Ahora, para

Mt : Pn J, Ivlz: P12, se sig'ue que 0 < l-rl/r < ¡l-tNz , pero Ml' I M;'. Finalmente,
para lul l :  Pts Y A'lz - 1'8, tcnemos que 0 1 N¡¡-t 1 NzA-l, pero lu[rr I  M;r. Es
decir, no exisúe ninguna relación entre las desigualdades de las partes (o), (b) y(c) del
apartado (iii) del teoren¡a 5.2. cuando A = A[, - Nr es débi] no negativa del primer o del
segundo tipo.

Sj consjderamos A'[r: Pu ! Il2: P3 tenemos que A-rN2 no es K-irreducible,

( .4- 'N, ) ( ,1- ,Nr)  s  (A- tN2) ,  y  (A- ,  Nr) (A- t  Nr)  S (A- t  N) ,

y sim embargo, p(A,lt' N,) I p\,t;' N2), por )o tanto, Ia K-irreducibilidad de A-r N2 en
la parte (ii) del apartado (2) del teorema 5.3 es una condición necesaria.

Para A"[1: l'31 J' A['¿ : I)32 tenemos q¿lc

A*t NzA-,ly' ,  < (A-, Nr), ),  A-t A4,A-1 Mt S (A-, Mr),

y sin embargo, p(114, t/l') 
I pQ[;tNr), cs decir, laparte (ii) de los apartados (2) y (3)

del teorema 5.3 no es cicrü¿¡ si la partición ,4 : A[z - Nz es débil no negativa del segundo

tipo.

Por otra parte, para A'11 : Pa I A42: Ps tenemos que 0 < /*lNt 1 A-rN2 pero

M I Nz Sea It'\ : Pz ! I'12: Ps tenemo.s que

( / - t t r l , ) '  <  ( .4- ' ¡ / ,  ) ( ,4- , t / r )2  J '  (A- 'Mr) t  <  (A- ,  Mr) (A-r  r , I )2 ,

sin embargo A-t Nt { -l-'Nz. Además, si consideramos Mt : Pz y Mz : Pt tenemos
que

(A- ,1/ , ) t  <  ( .4- ' ¡úr ) ( .4- t ¡ t , )  . \ ,  (A- ,  Mr) ,  <  (A- ,  M)(A*r  NI) ,
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pero A-L N1 I A-t Nz. Finalmente, para A,[t : Ps I Mz : Pt tenemos que p(Mlr Nr) <

p(M;' Nr) perc paru todo j 2. I y para todo ¿ > 0 (A-l¡\I,¡r+i I (A-r Nr),(A-r wr¡i
y (A-LN);+j f (A-1lr¡i1n-'Nt)n. Por lo tanto, Ios recípt'ocos del apartado (1) del

teorema 5.3 no son cierüos,

Si conside¡amos Mt : Pz y Mz: Ps, tenemos que

(A*tNr) ( / - t ¡ü2)  < (A- ,  Nr) , ,  (A- tN)@-lNr)  < (A- t  Nr)z ,

(A- 'M,) ( / - '  Mr)  3  (A- t  Mr) '  J '  @-t  Mú(A- t  Mt)  < ( / - t  Mr) , , ,

pero A-rN¡/ A-'N2, por Io tanto, queda de manifresto que eI rccíproco de la parüe (i)

de los apartados (Z) y (S) del teorema 5.3 no son ciertos

Para My: Pz r Mz: Pp tenemo.s que p(MrtNr) < p(I[; 'N2) pero

(,4-1Nr)r(/-t  N)i { (A-'Nr)n*i y (A-t Núi(A-rN,)i  I  (A-rNr¡o+i

para todo j 2 t e i ) 0, por tanto el recíproco de Ia parte (ii) de/ aparatado (2) del

teorema 5.3 no es cierto. Para M1 : Pz J, A,{2 : P1s tenemos que p(M;rNr) < p(M;r Nz)

y sin embargo,

(A-t ur¡i 1o-, Mr)n I @-t Mr)o*i y (A-'¡wr),(A-l Irtr¡i I (A-r t4r¡n*i

pa ra todo j> l ypa ra todo i20po r tan to ,e l r ec íp rocode lapa r te ( i i ) de lapa r tado (3 )

del teorema 5.3 tampoco es cierto.

Sea M1 : Ps¿ I Mz - Pn entonces (¡ft¿-t)(Nrl-t) < (NzA-1)2 sin embargo,

p(MlrN) I p(M;'Nr), es decir, la I{-irreducibilidad de NzA-t en la paúe (ii) del

apartado (2) teorema 5.4 es una hipótesis necesari¿.

Si consideramos Mt : Pea ! 442: P16 tenemos que

(Nra-t¡1¡¡,  A-t) s (NrA-') '  J '  (MÁ-t)(MzA-')  s (MrA-') '

sin embargo, p(Mll Nt ) I p(M;' N2). Por consiguien te Ia parte (ii) de los apartados (2)

y (3) del teorema 5,4 no es cierta si Ia pa,rtición A : Mz - /úz es débil no negativa del

primer tipo.
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Por otra parte, si consideramos Ivlt : Ptz ! Mz: p5 úenemos eue

(N,a-'¡ '  S (¡ ir A-t)(N2A-t) y (MrA-r), < (MÁ-t)(MzA*r);

para M1: Psz y I[z: P26 tenemos que

(NtA- ' ) t  <  (NzA-t ) ( ¡ i , ,4- t )  y  (MrA-r ) t  <  (MzA-L)(MrA-r ) ;

frnalmente, para Mt : I';13 ! A,[2: P7 tenemos que

(Nr.4- ') ' (N,A-'  )  < (Nr,4- ') t ,  ( /rza*l¡1¡¿, A*r),  < (AIr,A-t)r ,

(A'hA-1)2Qrlrt l- t) < 042A-1)r J, Q,t2A-t)(MtA-')2 < (MrA-,)t;

sin embargo, en todos c'stos casos úe.ne¡nos que N¡A-, I Nr¿-t. por Io tanto, Ios
recíptocos de la parte (ii) de/ apartado (1) y /os recíprocos de Ia parte (i) de los apartados
(Z) y (g) del teorema 5..1 no son ciertos en general.

Por obaparte, para A,[1 - Ptz y A42: P¡¿ se satisface p(MtrN) 1, p(XI;rN2) pero

(N1,4- t ¡ t+ i  /  ( ¡V,A-1) i (NrA- t ¡ i  y  (N,a- t ; , * t  I  (Ur l - t ¡ i1¡¿,¿- t ; r

pamtodo i> l ypa ra todo ' i  ) 0po r  l o tan to ,e l rec íp rocode lapa r te ( i i i )  de l  apa f i ado
(1) del teorema 5.4 no es cierto. Además, para ltr[¡: Prs y Mz : pzs se satisface que
p(M;t N) < p(Ar;, N2) pero :

( ¡ f t ¡ - ' ) ' ( ¡U"¡ - '  ) i  I  lNrA- , ¡ ,n i ,  (NzA-r¡ i1ryr ,4- t ) i  I  (N2A-r¡ ;+ i ,

(A,^A-t) i(A4,A-t) j  I  (MzA-r)i+j, (tvt2l-r¡ i  lMrA-t)n I (M2A-t¡n*i

pa ra todo i> l ypa ra todo i )0 ,po r t an to l os rec íp rocosde laspa r tes ( i ) ( u )  y ( i ) ( b )
del apartado (2) del teorema 5.4 no son ciertas.

Sea M1: Pso y A42 : P27 tenemos gue

A-t A-1 Nt 1 A-r NzA-t y A-r A-r Mt 1 /-t ¡4r¿-r

pero p(M, t¡ü,) 
I p$[;t N2). Para Mt : Pza ! Mz: p3s tenemos que

.A-tN,,,l-r < A-r A 1 Nz y A-t N[t¡*r < A-t A-r Mz
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pero p(MltNl) I p(M;lNz). Por tanto, la parte (iii) del teorema 5.5 no se saüisface si

ambas particiones no son débiles no neg'ativas del primer tipo,

Por otra parte, si Mt : Pz I Mz : P1 tenemos que A-t(A-t¡ft)o < A-r(NzA-r)a y

¿-t({-rMr)u < A-t(MrA-L)5, sin embargo, /-lNl I NzA-r. Ademas, para M1 : p,

y  Mz -  Po se s igue que A-r (NLA-t )u.  A- t (A- tNr)u y  A- l (hhA-t ) t  S A-r (A-rM)7

pero NyA-r 4 A-r Nr. Por consiguiente, Ios recíprocos de los apartados (i) y (ii) del

teorema 5.5 no son ciertos en general.

Sea M1 : Pzs Y Mz: Ps entonces

A-l NtA-t 3 NzA-t A-t y A-t MtA-r S M2A-r¡-r

pero p(M, tN, 
I p(M;'N). Ahor&, para h'[t : P27 and Mz: P2s tenemos que

N1A-r ¡-t < A-r NzA-t yMtA-l¡-t < A-1 MzA-r

pero p(MllNl) I p(M;r N). Por tanto, el apartado (iii) del teorema 5.6 no se satisface

si ambas particiones no son débiles no negativas del segundo tipo.

Por otra parte, si M1 - P5 I Mz - Pz entonces (/-tN1)3/-t a (¡¡r¿-r)3A*r y

(A-rM)AA-'a (MrA-r) A-r pero A-t / fr I  N2¡-t. Pa¡a Mt: Ptz y Mz: Ps tene-

mos gue (Nta*t¡ 'r-t  < (1-t Nr)tA-'  y (MtA-t)AA-r < (A-tM2)4¡-t pero N1A-r {
A-rNz. Por tanto, Ios recíprocos de los apartados (i) y (ii) del teorema 5.6 no son cierüos

en general.

Si consideramos Iv[r: Py Y Mz: P32 tenemos que (r{- '¡üt)(NzA-t) < (NrA-') '

y (NzA-i)(1-tNr) S (¡fr l-r)2, sin entba,rgo, p(MrrN) I p@f'Nr); es decir, en la

parte (ii) del apartado (2) del teorema 5.7 la l(-irreducibilidad de Nr/-r es necesaria.

Además, para My: &r y Mz: Ps tenetnos que (A-tNr)(Nzl-1) S (N2A-r)2, para

Mt : Ps y Mz : Pzs se satisface que (A-'Mr)'(M2A-t¡z < (MzA-r)a y para Mt : Ps

y Mz: Pro tenemos que (N2A-t)t(21-t¡lt)t < (Nrá-l)6, sin embargo en todos estos

casos p(M, tNr) 
I p(M;rN); por Io tanto, laparte (ii) de los apartados (2) y (3) det

teorema 5.7 na es cierta para A - Mz - N2 débil no negativa del primer tipo.

Ahora, si conside¡amos Mt : Ps y Mz: Pro tenemos gue se saüisfacen las siguienües

desigualdades:

(A- tN,) t  I  (¿- ' tü , ) ( lúrz1- ' ) ' ,  (21- 'N,) '  <  (N2t l -1) ' (¿- tN,) ,

135
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(A-t I,l)4 < (.4-' A,l)(I,l2A-t)r , (A-t lvl)6 < (A,I2A-r)t (A-, Mr)r,

( ,4- t /ú , ) ( ¡ r r ¡ - , )  <  (NrA- , ) r ,  (NzA*t ) ( ,4- tN,)  < (NzA-r) r ,

(A-t A, ' l t)(A,l2A-') < Qvt2A-t)2 y U,I2A-t)@-t Mr) S (MrA-t)r;

sin embargo, A-t Nt I At2A-r. Po¡ lo tanto, Ios recíprocos de Ia parte (i) de los apartados
(1), (2) y (3) del teorcm¿'t 5.7 no sori cierüos

Por otra parte, si collsidel'amos Il4¡ - PB J, Ivlz : Ptz tenemos que p(M¡tl{r) <
p(M;'Nz) y sin embargo

(A-tNl ¡i (N2tt-,). I QV|A-1),'+'i J' (A-t A,tt¡i ltrrlzA-t), I {MrA-t¡o*t

paratodo j >l ei,) 0. Para M1 : P2 J, I l , [ ,2: Psq tambiéntenemos que p(M;rryt) f
p(M;t N;) y sin embarso,

(N2A*1)i@-tl/ ,) j  I  (N2A-t¡t '+i J, 0,12A-1¡t1¿-t M)i I  (M2A-t¡t+i.

Por Io tanto, el recíproco de la parte (ii) dol apartado (3) y e/ recíproco de /a parte (ii)

del apartado (2) del teorcma 5.7, no son cicrüos en general.

Sea AI¡ :  Pzt  J ,A ' I '¿ :  Ps tenemos quc ( lúr .4- ' ) (A- 'Nr)  S ( ,A- tN) 'y  para Mt :
Pzz I A,[2: Ps se sat,isf¿ce (,4-tNr)(¡/',4--t) < (/-tN2)2, sin embargo en ambos casos
p(MrrN) I p(I[lt //z); es decir, ]a conclición de K-irreducibilid,ad de A-rN2 en Ia parte
(ii) del apartado (2) del teoretna 5.8 es necesaria.

Ademas, pata A'[¡ : Ps Y At[2: P32 se satisfacen las siguientes desigua]dacles:

(N,A-t)r(7¡-t N)2 < (/-tNr)r, (t*t wr)r(Nr.A-t¡z < (Á-t^rr)n,

(MrA-') '( . ,1-1 A,t,r¡2 < (A-t A,tü' y (A-t Mr)'(MtA-') '  s (A*'Mú4;

sin embargo, p(A,tl'¡úr) I p$,t;rN), por tanto, la parte (ii) de los apartados (2) y (B)

del teorema 5.8 no es cit:rta para A : A,l,¿ - N,z débil del segundo tipo.

Por otra parte, sj corisideramos Mt: P,¿o J, A,l2: Pso tenemos que

(N1Á-' )' < (¡tr, A-t)(A-t Nü y (tvtÁ-\A s (MÁ-\'(A-'t tr)';
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para M1 - Pzo ! Mz : P2 se saúisface que

(1ú ,4 - t ) ' <  ( / - t i v r ) ( ¡ú , z i - ' )  J -  (MÁ- l ) t  <  ( / - '  Mr ) (M1A- t ) z ;

sin embargo, para estos casos N1/-t { A-'Nr.

Para M1 : Pzo ! Mz : P22 se sigue quc p(I[11 N) < p(M;l Nz), y sin embargo,

(NrA-t)o*i I  (NÁ-,)n1A-t t¡r¡ i  y (N z1-t¡;+i tr 1¡-r¡{r) i(Nr,4-1),.

Por Io tanto, Ios recíprocos del apartado (l) de/ teorema 5.8 no son cie¡tos.

Si consjde¡antos Mt: I 'zo I Mz: l)1 tenemos que (1ú14-t)(/-tryr) S (A-tNr) '  y

para M¡ - Psz r Mz: Prs se sig'ue Que (,zl-t¡rz)(¡fr¿-t) S (/-tNz)'; sin embargo, en

a,mbos casos tenetnos que N1A-' I A-t N2, por tanto, eI recíproco de Ia pafte (i) del

apartado (2) del teorema 5.8 no es cierto.

Para M1 : Pss r Mz- P3 se sigue quc p(Mtl lür) < p(lvt; 'Nz) y sin embargo, para

todo j > L y para todo ? > 0 tenemos quc (l/¡ ¡-t¡i1¡-tNz)n I (A-LNr¡t+i, ffií como,
para M1 : Pa I Mz : Pze también se s¿tisface Ia desigualdad entre los radios espectrales y

tambiénpamtodo j 2. t  y pamtodoi ) 0 úcnenros que (/-tNr)n(NrA-t) i  I  (A-rNr¡t+i,

por tanto, el rccíproco de Ia parte (ii) dei apartado (2) no es cierto en g'eneraL

Ademas, para M1 : Psz f Mz - P2 tenetnos que (MrA-')'(O-rMz) < (A-tMr)t y

(A-1M2)(MrA-t)' 3 (A-tMil3; sin emba,rgo, N1¡-r { A-t N2, es decir, el recíproco de

Ia parte (i) del apartado (3) de/ teorema 5.8 tampoco es cierto.

F inalmente,  de M1:  Pss J 'Mz:  / )3  se s igue que p(Mt 'Nr)  < p(M;rNr)  y  s in  em-

ba rgo ,pa ra todo j> I ) , pa ra todo i20 t cnc rnosgue (MtA - ' ) i (A -1Mz)u l (A * rMr ¡ ;+ i ,

(A-'Mr)'(MtA-t)i I @-' Mr)n*i , es decir, el recíproco de Ia parte (ii) del apartado (3)

del teorema 5.8 no es cierto.

Ejemplo 5.2. Consideremos l¿r tnatriz no sing'ular

f o'-'l
A:l I o ol,

lo o 'l
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138 5 Relaciones entre condiciones de comparación

con A-r > 0. Las particiones A: Pt - et , k : 1, 2,J, donde

.:l:ii]":l:li]"Ps:l:iil
Pa'rak: 1,3 las particionesson regulares y pank:2lapartición es débi| no negativa

del segundo tipo.

Para M1 : Pt ! It[2 : P2 tenemos gue p(Mr'Nr) S p(M;r Nz) pero para todo j ) r,
(A-r Nt¡i 4-t I (A*t Nr)i A-' y (A*t Mr)i ¡-t { (A-, Mr)i A-l . Por tanto, eI recíproco
del apartado (v) del teorema 5.2 no es cierto.

Ahora, para M1 : Pt ! Mz: P3 también tenemos que p(M;rN,) S p(M;rN) pero
pa ra todo j>1 ,

¡t-t  1A-t N,)i  I  A-r(N2A-1¡i,  A-t 1A-r Mr¡i tr A-L(MzA-t) i ,

A-1 (NÁ-r ¡i g ¿-t 1A-1 Nr¡i , A-L (M A-t)i 4 ¿-r (A-L Mr¡i ,

(A-t Nr¡i  4-t /  (¡Vrt-r) i  A-1 , (A-t Mr)i A-, I  (MzA-r)i  A*r,

(N1A-t¡ i  ¿-1 g 1A-t I t¡r) i  A-, y (xr:r l-r¡ i  ¡-r tr 1A-rMr)i A-r.

Es decir, el recíproco del aparúado (iii) de los teoremas 5.5 y 5.6 no son ciertos.

Notar que en el lema 4.1 hemos probaclo la equivalencia entre las desigualdades

A-r Ntt l-t  1 /-r ¡¡r¡-t y A-l MtA-r 1 /-r ¡4r4-t.

Es fácil comprobat', tnediante el mismo razonamien[o, que las concliciones de compa-
ración generales de los l,eoremas 5.5 y 5.6 en las que aparece Nr y las correspondientes
con M¡ para k : 1,2, en el caso particular j : I son equivalentes. por otra parte, del
ejemplo 5'1 se deduce qrle para i > t esto no es cierto. Los ejemplos obtenidos sugieren
que si una de las desigualdades generales de los apartaclos (ii) o (iii) de los teoremas b.5 y
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5.6 con M¡ para k : I,2 se satisface para un cierto j > l, entonces la condición análoga

con Nr para k : 1,2 tambión se satisface para el misnro j. Sin elnbargo, no hemos sido

capaces de probar dicha conjetura o encontrar un contraejemplo que ponga de manifiesto

lo contrario.

A continuación, trabajando con operadores acotados en espacios de Hilbert, vamos a

presentar resultados análogos a los vistos h¿rsta ahora en esüe capítulo, pero estableciendo

relaciones entre las condiciones de conrparación, introduc:iclas t,anrbién en las secciones

4.2 y 4.3, en las que aparece el operador adjunto en uno de los operadores de una de las

particiones.

Teorema 5.9. Sea A un operador no si,ngular g h,ermít'ico en u,n espaci.o de Hi,lbert

con A-r ) 0' .' Sean A: Mt - N1 : M2 - N2 d,os parti,ciones débiles no negatiuas. Para

k:1,2,  supondren 'Los que M; 'Nr  u A-1Nt  t ienen lapropi ,edad (d"  s i "  A:  Mt-  Nn es

del primer ti,po; no obstante, supondremos que NnMl' U NxA-t tienen la propi.edad ud'

si A: Mr - N¿ es del segu,ndo ti,po.

(Í) Suponganxos que ambas particiones son del mismo tiyto.

( i )  S i  Nr  < Nj  entonces M, t  > (M; ' ) ' .

(ii) S¿ Nt < ¡úá A A: Mt- N1 es delprinter (respectiuarnente, del segundo) tipo,

entonces 0<A-1¡ú S (N2l - t ) '  ( r 'espect iuamente,0(  Nr / - r  <(A- 'Nt) ' ) .

(iii) Si se satisface alguna de las condiciones sigu,ientes

(" )  Mrt  > (M; \ ' ,

( b )  o<A- t ¡ ú l  .A - ,N | ,

( " )  0<1ú1¿-r  <NtA- ' ,

entonces A*r NtA-r < A-r NiA-l .

(iv) Se A-rNtA-r < A'1N[¡-r, entonces se sati,sface la desigualdad, (5.1).

(2) Supongamos que A--  Mt-  Nt delpr i ,mert ipo y A: Mz- Nz d,elpr imer o del

segundo ti,po.

(i) S¿ /fi < /üá entonces.zl-INr < A-t NL.

(ii) Si A-t¡úr < A-'NL, entonces se satisface la desigualrlad (5.1).
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140 5 Relaciones enú¡e condiciones de comparacjón

(3) stryongarnos q'ue A: Mt - ly'¡ es rlel segund,o tipo a A: Mz - N2 d,el primer o
del segu,ndo t ipo.

(i) .9i lfr S Lr¿ entonces N1¿-r S N;rl-r.

(ii) .9, N,A-t < NiA-r, entonces se sati,sface la rlesigualdad, (5.1).

Demostración. (1) Las partes (i), (ii) y (iii) se siguen mediante un razonamiento
análogo al llevado a cal¡o en el teorema 5.2. La parte (iv) se sigue por el teorema 4.17.

La parte (i) de los a¡rartados (2) y (3) es turáloga a la parte (i) del apartado (1) de los
teoremas 5.3 y 5.4, respcctivament,e. La part,e (ii) de los apartados (2) y (3) se sigue por
el teorema .1.19. r

A diferencia del tcorcrna 5.2, en el teolerna anterior solo hemos establecido relaciones
entre condiciones cle <:ortllltrración n¿t,urales. Las relaciones existentes con las concliciones
de comparación genelalcs en las que aparece el operador adjunto análogas a las del apar-
tado (iv) del teorema 5.2 serán considerad¿rs en los teoremas 5.I2y 5.13, sin la condición
adicional de .4 herrnítico.

Notemos que la parles ( i),  ( i i ) ,  ( i i i )(b) y ( i i i )(c) del apartado (1) son válidas para
particiones débiles no nt:gativas de diferent,e l;i¡ro. Ilso no es cierto para las partes (iii)(a)
V (iv) del apartado (l), (:oll1,o verernos cn cl cierrr¡>lo 5.3. La 1:arte (i) de los'aJrartaclos (2)
y (3) son váli<Lx indcpcnclieutemente rlcl ti¡ro cle las particiones. Sin embargo, eso no es
cierto para la parle ( i i)  t lc r l ichos apart,arlos, ( jomo también veremos en el ejemplo b.3. En
el ejemplo 5'4 ponclrelnos tle nranificsto quc los recíprocos del teorema b.g no son ciertos.
También verenlos qtrc bajcl las hipótesis del teorema 5.9 no existe ninguna relación entre
las condiciones l ly '¡r > (M;t) 'y A-ty'/1 (,; l-r/ /2 (respectivamente, ¡ú.4-r < //2A-r) si
A: Ivlt - N1 es débil no negativa del primer (respectivamente, segundo) tipo.

Ahora, ya sin la con<lición adicional de .4 hermítico, introducimos los siguientes resul-
tados análogos a los teol'enras 5.3-5.8. Para cacla uno de los resultaclos que a continuación
presentamos es válida la dcmostración realizada en dichos resultados, cambiando los ope-
radores A-r Nz, A*r A,[2, N24-r y A[zA-1 por sus respectivos operaclores adjuntos.

Teorema 5.10. Sea ¡l un oper-ador no singulat" en ttn espacio tle Hilbert y sean A:
Mr - Nt : Ivlz - N2 dos pa'rticiones débiles lJ co,naergentes con A: Mt - N1 del primer
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5.2 Particiones clébiles no neg'ativas y particiolrcs dóbiles 141

ti,po. SuTtonth'em,os que lttllt N, U A-t N1 l.i,en.en, la 1tt'o1ttedrt,d "d,". l'atttltién stqtondremos

que Mlt Nz U A-t N2 tienert' kt prrtpi'eda,(1, "r1," si A : I\42 - N2 es tl,el pt'irner tipo; no

obstante, sttponrh"ento.s qu,e NzMi-t ! Nz,4--t t,ie.tt.ett. la pt'opir:rl,nrl, "d" ,si, ,4: A,tz - N2 es

del segutdo ti.po.

(1) Su,¡tonganms qlle A : Mz - N2 e's dcl 1n'itner o dcl, seqtmd,o t,i¡to.

(i) sr 0 <,4-llür ( (A-rNr)' en,to¡tces se satisfacen. Ia,s desiguald,ades sigu,ientes

para torlo i 2 0 A para torlo i >- l,

(o)  (21- '1ü, ) ;+;  < ( / - ' lú , )n  ( ( / - '  Nr) ' ) t  ,

( b )  ( / - '  M , ¡ t+ i  S  (A - ' l t l t ) t  ( (A .  'A I r ) ' ) '  ,

( .) (,4 - '  ¡{,  )n*j < ( (,4 - '  Nz)') '  (  .4 - '  N, ) '  ,

(c l )  ( , ' l  * t  A. [ t ) i+  j  <  ( ( , i  - t  A iz) ' ) t  ( , '1  r ¡ / r  
) ' .

(ii) 5¿ se sa,t,i.sJ'ace ol,Entrt, d,e l,n,s desitlu,n,ldltdes rle los tt,1to,r'l.n,rlo,s (i)(n), (i)(b), (i)(c)

o (i)(<l) para alqtin r, ) g y alorín .i > 1, etú,on,r:r:s se sati,sJ'ace la desigtt'aldad

(5 1),

(2) StLpon.ganl,os que A: Mz- N2 es tlclprim,er tipq A qtte tl-1N2 es l{-i'neduci'ble.

(i) si 0 s ¡-tlú, < (l-t N2)' , en,t,on.ccs se satisfar:ert los d,e,siqu,o,ld,ad,es siguientes

pa ra todo i>0U i>  I ,

(o)  ( r1- ' /úr  ) j  ( (¿- '  Nr) ' )n  f  ( ( l - ' l t ' r ) ' )o t ' ,

( b )  ( ( , , 1 - r  N r ) ' , ) ' ( , 4 - 'N , ) ,  <  ( ( . ' l -  t ¡ r , ¡ r ¡ i ' t - i .

(ii) St se srtt,i,sJ'a,r:e alquna, rl,r: kn ir:.sir¡rra,ld,n,rk'.,s rl,e. lns tr1tut't,rtdos (i)(a) o (i)(b) para

algtht, i > 0 y alqtítt,j > l. ettlotu:es se sa't,i,sfo,cc ln, de,siquolrlo,tl (5 1).

(3) Supongaftios qI"Le A -- Mz - Nz et del pri,nter ti,1to.

(i) ^gi 0 I ¿-t/{r ( (tl-t N2)', enton,ces entonces se suti,sface¡t las desi,gualdades

si,gu,ientes ¡tara todo i, >- 0 Y .i > I,

(a)  (A- tM,) i  ( ( / - '  Mr) ' )n  < ( (z l - 'Mr) ' ) ' * i ,

( b )  ( ( / - '  Mr ) ' ) ' (A - t l t l t ) i  s  ( ( / - '  Mr ) ' ) o * j .

(ii) 5¿ se satisface alEma tle Lo,s dasiqtl0,l(l,ndcs cle los trl,trr,r'tarlos (i)(a) o (i)(b) para

al¡1úti,>_0 U alqtín. j > l, en,l,oncas,se. srr.li..s.frtut kt rle,siqtr,rtklo"rl, (5.1).
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1.12 5 llclacictncs cnL¡e conclicioncs cle con'tparación

Ncitct t los cl t te lu puttc ( i )  r lc los a¡rartaxkrs (2) 1,(3) sc sat isfacc i rrc lc lrerrcl ient,emente

del i ipo dc ¡ l :  A[,¿- Arz y r lc l¿ /(- i l ' r 'cr l rr<: i l ; i l idar l  r lc ¡ l -11y'2, s iu embar.gct,  la parte ( i i )

de dichos a¡tartatlos só1r., se s¿t,isf¿rce crranrlr.¡ ¿ilnl¡as ¡rrrrl,iciones son clel ¡trimer tipo, como

¡londrentos clc l ¡ l¿r l ¡ i f icsto crr  c l  c. jcrnl ; lo 5.5. l t l r  c l  c jern¡ l lo 5.5 tar¡ l l ; ién ¡ ionclremos cle

manif iesto c¡t tc l<ls l 'ot : f1l¡ '1¡1 1.¡5 t lc l  t ,colc¡rrrr  ¿uttot iot 'no sor l  c: icr tos crr  Heucr '¿r l .

Es l i i r : i l  o l lst) lvtr t ' ,  <¡t t t :  c l  l , tx) l 'crrr¿i  iur l r : r ' i<¡r 'cs cl  ¿urálogo al  lc i . rrc l l ta 5. lJ al  consicler.ar.

e l  o ¡ lc t 'a r lo t 'a r l . i t t t t lo  ( : l l  l u ro  t l c  los  o ¡ lc l ' t r rL r lcs  r l c  ru r¿ i  r l c  las  ¡ ra r t i t ; i r . r r rcs .  S in  en lbargo,  a l
or¡ i i t i l '  c l l  cstc t :¿tsi ;  l¿t  t , , ¡ t r l i r  i t in lV, < i \1, j ,  ¡ lor lcrrros ¡r l t :sr : i t rc l i r  r lc l i i  <:oni l ic: i i - ¡ l r  a<l ic ional
i le  A  l ¡e t ' l l r í t i t :o ,  k r  t : t t¿ r l  r ros  l r i r  ¡ rc r r r r i t i r lo  c¿ur r l ¡ i¿ r l  l r rs  l r i ¡ r t i t t : s is  " - ¡ l - - l  )  0 "  y  "déb i les  no
ttegat i t , i ts" ¡ lot '  "¡ l i rLl  i t : io l lcs <:ol \¡c: l '¿lc¡t t . i )s" 1,  " t l r i l . ¡ i l r :s".

Po¡ '  <i t , ¡ '¿ 1.r i t t ' tc,  s i  ct t  t r l  tcoLclt t ¡r  l - r .10 r ;orrsi t lcr '¿ururs ¡ l  :  Al t  -  , lú¡ r lc l  segrrnr lo t i ¡16

obtel lel l t t ts,  t t tct l iat t lo l l l r  l '¿rzor¡alr icr¡ t ,o errr i i logo, el  s igrr ieute lesrr l taclo, s ierrdo vál idos los
coutcnt,alios ¿ul t cl' it lrcs.

Teorerna 5.1.1. ,9t , tL . ,1 rut,  o1terudor t to

ll4 - 1/r *- A[.¿- l\r2 tlos ¡tu,L.tic,iorrc:; dóbile.s

t fun .  Su 'por¿r l t t : tno : ;  t ¡ tL t :  h t ¡1 r I r '  y  N¡ .4  I  / l r

que AIr 'A/z g . ' l ' r /V2 I i t :net¿ lu,  'pLtt1lüt lutL

obstart te,  stupott t l t r t r t () , t  t l tL( ¡r , t1rI2- '  y Atr . . I

del  segurtdo t i ¡ to.

sitrr¡ultr ut, 'tltr espac:io tlc Ililbert y sea,n A :
'y (:orruerqenlus cor¿ .4 : A,lt - N1 tlel segutdo
,t¿ttt 10, Ttrrlpit:tLu,d "d". Ttu¡tlt.iú¿ s.ugtonrh'e,ntos
"tL" si ,'l = AI,) - N2 es tlel prtrnet' tipo; no
t |.it:nc:'n Lu proTtiedud "(1" sl .,,1 : AI¿ - N2 et

(1) Sryotryuno,i qt l(: ; l :  A[.¿ - l /r  ¿.r t l* l  ,¡rt" i , trcL.o t lel segttntlo t iyto.

( i) .9,0 < //1.4 '  a (Nrrl- ' t) '  urt loLrr:ossc sutisJucen lus t lesigualt l t¿cles sigu,ientes
parrt, l ,odo i> 0 y'pu,rtt  tot lo .: j  > l ,

(o)  (N, . ' t  ' ) , , ,  s  ( /ú , .4 . . ' ) '  ( (Nr . l -  ' ) , ) , ,

( t , )  ( ¡1 r , , 1  - r )¿ ' t ,  <  ( ¡1 r .4 * r ) i  ( ( ^12 , ,1 - ' ) , ) r ,

( . )  ( ¡ú , . , 1  ' ) , ' ,  <  ( ( ¡ \ / 2 ' t - , ) , ) ,  (N ' . , 1  , ) i ,

( r l )  ( n11 - l  r ) , , ,S  ( (  I I 2 , t  t y ) ' ( 1  I , . l - ' ) , .

( i i )  S,  .su.su l i ,s . l ' tu t :  tL l t ¡ t r t tL  tk :  kn t lu .s i l ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ! , ¡ ru lc ,s  tL t :  los u 'p tu ' t . tL t lo ,s  ( i ) (ar ) ,  ( i ) ( l r ) .  ( i ) ( r : )
cr ( i)(t l)  pttt 'u t lgtít t  i  > ( i  y uLtlútt . j  > l ,  r:rtLolu:es se .satis.facc lu desig.truklatl
( 5 .1 )

(2) Su'pong(nrlos qtre ̂ -l: AI,¿- 7\I, c,s tluL serttL,ntlo tipo,!) N2¡-t es I(-irreducible.
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5.2 Particiones dóbiles no negativas J, par'úiciones débiles 143

(i) .9i 0 ( Nr A-t 3 (NzA*t)'. en.l.ortr:es se so,t,i,s.fa,rrtt, lns rlesiqu,o,lrl.arle.s siqtLien.tes

para t,ot l ,o i  20 y l tara t,orlo. i  > l .

( n )  (N ,  t l - t ) i  ( (N rA  ' ) ' ) '  <  ( (A , " . , 1  - r ¡ r ¡ i .U ,

(b)  ( (Nr .4 ' '  ) ' , ) '  (N,  i l  1  
1 i  r  ( (A i , ' l  - t  

¡ r ¡ i  
t  i .

(ii) St ,se so,lis.l'a,r'e. u,lqutm, tlr, l,u,s dr.sir¡tlnli,ad,es d.e Lo,s apor'l.otlo,s (i)(a) o (i)(lt) ltara

algtht , i .>  0 y  i  >  L en. lo t t t : :es se sa l isJ 'oce la  r les iqual ' l ¡ ' l  (5  1) .

(3) Suportganl.os qlt,e. A: Il4z - N2 es del scguttrlo ti1to.

(i) S¿ 0 < /fr ¡-t < (NzA-t)', en,l,onr,cs se satisfacen l,o.s d,esiqtLoldades sigu,i,entes

Ttqra todo i,2.0 a Para trtrl,o .i > | ,

(a)  ( i \ / ¡  , ,1- ' ) i  ( (A ' t2A-r  ¡ ' ¡ '  (  ( (A lz t l -  t  ¡ r ; r  
t " - r .

(b )  ( ( l l / 2 , , 1 - ' ) ' ) t  ( l t , l '  A - ' ) i  s  (1 ' t , 2 .1 - t ; r ¡ i t r .

(ii) Si se satis.l'u,ce al,qtnt,a, d,e ln,,s rlesi.r¡rr,u,l,rl,o,rle.s d,e l,os apntt,nrlos (i)(a) o (i)(b) Ttara

o,lqtí¡, i ) 0 u a,lrltín .j > l, enlr¡ncr:s ,se snl.i,s.l'o,rn lo rlr',sir¡tr,rtld,o,d, (5 1).

Teorenra 5.L2. Sea A tnt. oTut'o, i ,ot 'no sinQul,ul 'ctt l I I t  r ' ,s¡tu.r ' io le. I | i l l ¡et ' t  r:o¡t,  ' \- t  ) 0.

Sean A: Mt - / fr :  A[z- Nz t],o,s patl. i l : iottes d,ébi, lcs no trcqn,t i t t l 's col l  A: Ah - Nt

d,el ytrinter tip6. Su,ponrh'en¿os ql¿e. 1,'ltt Nt U A-t N1 t,i,ene.n' ln, propi'e.d,a,d "d,". Tam,bi,én

slpondyentos qrLe A,l;t Nz A A-t N2 tienen, I,a pt'oyti,erlad, "d," si A : A,[2 - N2 es del prhner

tiqto; no obstante, snpon,dr"entos qlt,e N2I/;t t1 N2A-1 l,ienen lo, pt'opi'edad ('d" si A:

Mz - N2 es del seqtnt,do ti,po.

( l) Su,pongamos ql le t l :  A[z- N2 es dr: l  7tt ' inter t ' i 'pct.

(i) Si0 < A-tlúl ( (NzA-t)' etr,tonr:e.s se sn,l,is.fn,rvtt. la,c dr:siquukJades sigtLi,entes

para torlo i > 0 ll Ttttt'a l,otl'o.i > l,

( a )  ( ¡ l  'N ' ) ' ( " 1  ' ) ' <  ( (A rz t l  ' ) ' ) t ( " 1  ' ) "

( l>)  ( , ,1-  |  A, l r ¡ i1A- t ) ' ,  s  (^ ,12 ' l  - r ) / )7  
Ql- t ) ' .

(ii) 520 < Nr A"t < (A-'Nr)' e¡t,lrnttr:s se sati,sfar:en. la.,s rle,si,gu,aklades si,gtr"ient,es

¡tat'a l,orlo i'>- 0 ll 1tara, tod,o .i >. | ,

(n) ,4- '  (Nr '4- '  ) i  < 
"t- '  

((A-t N'r) ') '  ' .

( b )  . u l - r (A I , tA - t ) i  <  ¡ - r  ( ( / - ' '  A I r ) ' ) ' ,
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141 5 ll.cl¿tcir¡nes entre condiciones de compatación

(iii) S, se satisJ'uce ulguna tle lus desig,urLltlu,tles
o (ii)(b) ptnrr, ulgLírL i > 0 'y ulgtín j ) l,
( 5 .1 ) .

t le los apar"tados (i)(a), ( i)(b), ( i i )(a)

ento'nces se sati,sface la desigualdad

('2) Suportg(tt¡¿os qrlc -l - Il,h - N2 es tk:l segtrntlo tipo.

(i) .S¿ 0 < -'l-rA/r ( (,4-t/Vr)' et¿tot¿(:es se sat'isJ'ucen las desigualcludes s,igui,entes
'parrL tcttlo i > 0 y puytt kx¡.t .:j > l,

( " )  ( . 1  ' ) ' ( . ' 1 " ' / ú , ) ,  .  ( ^ { * ' ) ' ( ( . , 1 - '  N ) ' ) i ,

( b )  ( . . 1 - t ) ' ( , 1  - '  
¡ l ) i  <  ( . 4 - ' ) ' ( ( . . 1 - '  A , r r ) , ) j  .

(ii) Si 0 < /úr-4- ' < (NtA-t)' erúorrces se sutisJucen las desigualdades si,guientes
paru to t lo  i /  0 'y ,poru tor lo  j  >  I ,

( o )  . a - r (A r r . . t * , ) ,  I  ¡ l * r  ( (1 / r r l - , ) , ) r ,

( b ) , ' l - ' (A r r , l - r ) i  <  ¡ l - r  ( ( ¡V r ; l - ' ) ' ) ' .

(iii) .9, .se sutisJ'arn tLlgum tle lt¡s tle.sigrnldutles de los apartatlos (i)(a), (i)(b), (ii)(a)
o (ii)(b) puttL ulgtítt ¿ > 0 'y alq'tírt.:j > I, erúortces se satisface la tlesiguald,ad
(5 .1 ) .

Not t : t r tos t l t tc  l i ts  ¡ ru t l ts  ( i )  V ( i i )  r lc  l<- rs  a¡ . r t r r l ,axkrs ( l )V (Z)  < lc l  [eorerna ( i )  son c ier tos
independielttcl l¡ente t lcl t i¡ro r le la.s ¡rurt, ir : iorrcs. Si¡ l  erlbargo, eso no es.cierto para la
parte ( i i i )  de lcis a¡rarl,at los ( l)y (2) dc r l ir : lrr i  tcolcrrra, como ¡>onclrernos cle manif iesto en
el ejemplo 5.5' I i¡r los e.jcttr¡ l los 5.5 ),5.6 tarul.¡ ión ve¡cr¡¡6s ql le los recí¡rrocos clel teorema
5.12 no solr cielt ,os crr gt:ucrtr l

Si en cl tc¡orctlla 5. l2 coltsicleL¿urros /l : A,lt * /y'1 una partición clébil no negativa
del segundo t i l :o, obtcttcrtros ¡uediantc un l 'azonarniento análogo, el sig¡iente resultado,
siendo vrilidos torlos lc¡s t:t¡l¡lerrturios antc¡'iol'cs.

Teorerna 5.13. Seu.l rLn olteratlct '¡ 'nr.t ,si¡¿Qttl(Lr e:t,u, 'rL es,¡tuc.io de Í l i lbert con A-r 20.
SeanA:  i , ' l t  - / { r  . -  \ l . r -N2  t k t s ¡ t t L r l i t : i o t r cs t l éb i l t : s r tonego , t ' i uas  coy lA :  A , l t -N t
del seEuttlo ti¡ttt. S'u,ltottdt'ctt¿os qut /t'r¡/r ' y /ú, ll't tictrctt la pro,piedad "fl". T'amb¿é¡
s'uytoruh"erttos q'ue AI;tA'.r ll -,1^t N.¿ t'ietrcrL lu pt'o,p'ierktd "(1" si A: A,l2* N2 es tlel primer
tipo; no obstttt t t , t : ,  su¡tortr lrurtos qtLe N,¿/r12t 'y N2ll-t  t '¿e.nen la prop,iedad ,,d,, si A:
h'lz- //.¿ es tlel segurtdo ti¡to.
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5.2 Particiones débiles no negativas S, particiones débiles

(l) Supotrgern,os que tl : A,lz - N2 es rlcl. llritncr t.i,yto.

(i) .9¿ 0 < /-tl/r ( (A-t Nr)' en,t.on.r:as se .satisfa,r:en. l.o.,q dasiQu,a,ldarlcs si,guientes
ytara t.orlo ¿ ) 0 U ytara t.odo.l > l,

( a )  ( , , 1 - ' ) (A - t lV , ) j  <  (A - ' )  ( (A - 'N r ) , ) i  ,

(b)  ( / - ' ) ( / - '  M, , ) i  <  ( / - ' )  ( (z l - '  r t l r ) , ) i  .

(ii) S¿ 0 ( /fr/-l S (NzA-t)' ent.onces se satisfacen, I,a,,c de.sigu,aldades siguientes
para todo i>  0 y  j  >  l ,

(a) (/úr ¡-r¡ i(1-t) '  s ((NrA-t) '¡ i  (A-,)"

(b)  ( ¡4r  ¡ - t ) i (1- r ) '  3  ( (MzA- ' ) ' ) , .

(iii) .9i'se sat,i.sface algtu"ta de. Ia.s desi.qu,nl,rl,arles de los a,po,rlar/os (i)(a), (i)(b), (ii)(a)

o ( i i)(b) Ttara alqún, ¿ > 0 y a,lotín. i  > l .  en.tonce,ssa satisJ'ace la desiquatdad
(5 .1 ) .

('2) Su4tongantos que A : A,lz - N2 r?s dcl, settntdo tipo.

(i) ^9i 0 < A-t /fr I (NrA*t)' at.{on.cr:s se sntisfacen, lo,s d,esi,gu,ald,ades siguientes
para todo i > 0 y para t,od,o j >_ l,

( o )  (21 - 'N r ) r ( / - ' )  S  ( ( ¡ r r¿ - ' ) ' ) '  ( / - ' ) ,

( b )  ( / - '  M t ) i (A - t )  S  (WzA- r ) / ) i  ( , 4 - ' ) / .

(ii) ^9¿ 0 < Nr/-t < 1A-tN2)' en,tort.ces se sati,sfacen, l.o,,s desigu,ald,ades si,guientes
pa ra todo i>0A j>1 ,

(u )  ( ¡1 - ' ) ' ( / / r z1 - ' ) i  <  (A - ' ) ' ( ( z l - '  N r ) ' ) i ,

( b )  ( / - ' ) ' (M tA- ' ) i  <  (A - t ) ' ( , 1 - 'A [ r ) ' ) '  .

( i i i )  ̂ 9 r sesa t i s f ace ( i ) ( a ) , ( i ) ( b ) , ( i i ) ( a )  o ( i i ) ( b )  pa tu ,o l qún¿>0sa | s t í n j>1 ,

entonces se sati.s.face Ia desi¿tr,o,ldarl, (5.1).

En los siguientes resull,aclos, pa,rt,ietrtlo clc la.s con<liciones lr¿rtrrrales <le com¡raración
que aparecen en los teorentas 5.1'2 yt\.ll] osl,abltnclnos ot,ras <'arlenas cle irnplicaciones.

Teorema 5.14. Sea A rLn operador no s'in,qt¿lar en, ut, e.spar:io de Hilbert y sean ,.!:
M1- Nt : Il[z - Nz dos parti.ciones connergen,Ies g dé,biles cory. tl : I,It * Nt del primer

tipo. Supondrenros qu,e M1t Nt A A'tN1 l,ienen, la yn'opiedtl(1, "(1,". T'an¿l¡ién supondrentos
que M;r N2 A A-r Nz ti,enen Ia propi,erlo,d ((1" si, A : A,lz - N,2 e.s rle.l, ltrimer tipo; no
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1-16 5 ltc/acioncs enLre condiciones cle comparación

obstante, atporttlt'entos quc Nz/lt;t '! N,¿A-t tit.n,er¿ la prop,ietlad (.d,' si, A : A[z - N2 es
del segtmtlo tipo.

(r) stryorryumos qtLc ̂'l : A,lz - N.2 es rlt:l Tn"irner o del segtrntro ti,po.

(i) S¿0 < ,'l-rA/r ( (Nz¡l*t)', ert!,ortct:s se so"tisfar:et¿ las tles.igu,altlacles s,ignientes
pa ra to tLo i>0  ypu ru , t o t l o  j )  l ,

( u )  ( . 4 - rA ¡ r )¿  r , /  S  ( . 1 - ' t / ,  ) ,  ( ( / ú r .  t - ' ) , ) i ,

( l r )  ( . ' l - rA ' r ) , ' ,  <  ( ( ¡¿ r r l  - r ) / ) i  ( . "1 - 'N , )¿ ,

( . )  ( . , 1 - ,  A I , ¡ i r  i  s  (á - t  A , [ ) i ( ( ¡1 . r . , 1 - ' ) , ) '  ,
(d)  ( . ,1- '  AI , ¡ i " tL  S ( (1\ /2 .4- , ) ' ) ,  ( . , t - I  t t , t1) i .

(ii) .9, sc saÍis.fat:c ulguu,a rle lus rlas'iguultlutles tle los apartaclos (i)(a)-(i)(d) para
algtírt i > 0 y tilgtín j 2 l, ertlotLt:cs se sutisJ'ut:e la des,igttaltlutJ (5.1)

(2) SrryonglltTos qtut.l: A,l¿- N2 es tlel scgu'ntlo t'iqto U (tue N2¿-t es I{-i,rreducible.

(i) Sr 0 < ,'l-rAir S (A¡2.1*t)', ertt,oltt:e.s st: sutisJ'ucen las clesigu,aldarles sigtLi,entes
'paru, totlo i > 0 y pu,nt torlo .:j >. l,

( a )  ( . 1  rA ' r ) '  ( (A ' : r . . 1 -  r ¡ r ¡¿  (  ( (A t .¿ .1 ' ) ' ) " ' ,

( b )  ( (A /2 . .1  - t ¡ ' ; ' ( . 1 - ' l ú , ) ,  .  ( ( rV r . , l  t ¡ r ¡ t ' i ' t  .

(ii) S, sc sttti,s.l'tLt:t: tLlguttu de lus tla,si(tutLltludcs de los o,partatlos (i)(a) o (i)(b) para
uLgtht i > 0 g uLqúrt j ) l, cnttuttt::: sc sat.isJ'uce la des,ig,ualrtatl (S 1)

(3) Supongar¡¿os quc ..1 : XIz - N,2 es dtl segurulo ttpct.

(o) S¿ 0 < ;l-rNl < (lfz.+-t)', eLttrnu:cs se sat'isfacen las desigu,aldacles siguientes
para totlo i > 0 .g paru totlo j ) l,

( i )  ( ; l - '  A I r ) i  ( (A t2A- ' ) ' ) ,  <  ( ( / , t .¿A  ry ¡ i+  j ,

( i i )  ( ( l t lz , ,1- t ; ' ; '  1 . ,1- r  A, t t ) i  <  ( ( ¡ ' t2A- t ) ' ) ,  u i .

(b) Si se satisJ'ur:t: túg'urta tle lus t)es'igrtultlutles tJe los a,partarJos (a)(i) o (a)(ii) para
algLín i> 0 y ulgtín j > l, entonce,s se sutisJ'uce la rles.igrLultlarl (5.1).

Notelt l t ts i¡t tc la ¡rrrttc ( i) t lc los u¡;al l trtkrs (2) y (; l)  <lcl te<¡renl¿r antcr. ior ' ,  sigue siendo
válida inclcltcrrcl icttte¡rtcrr lc <lcl t i¡ to r le,, l :  / , I2* N2 y clc l tr / l- irreclrrcibi l iclaci cte A-1//2.
S inembargo ,en lapa t ' t c ( i i )  r l e l  a ¡ ra l t ado ( l ) l ash i ¡ ró tes i sde .4 :  I v l 2 -N2de l  p r imer t i po
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5.2 Particiones débiles no negaúiras ¡, particiones dóbiles 147

y A-t Nz.I(- irreducible son necesarias, conro ¡ lorrclrenros r lr:  nranif iesl,o en el cjemplo 5.5,

además, también ¡ronclremos de rnanifiest;o r¡tre ln parle (b) rlel a¡rarta<lo (3) tanrpoco es

en general cierta si ¡1 : Mz- Nz es <lébil rlcl segunclo tipo. Iirt cl c.jetn¡;lo 5.5 ¡rondremos
de nranifiesto qtte los rccílrrocos clcl t,eorern¿r 5.14 no solr r:ierl,os elr general.

Si en el teolema 5.lr l  consir leralnos A: AIt - N¡ sca rlólr i l  r lcl  segttrrclo t i¡ro, mediattte

url razonanlienlo arri i logo, cl l l t ,cl lcrrros el sigtr irr lr l<l lcstt l l ,arlo, sionrlt¡ v¿il ir los los coulcnl,arios

anteriores.

Teorema 5.15. Sea A tnr. oltet 'n,r lot" rro sit tqtt lo¡ 'en, tnt. espnr: i ,o de l l i lbert y sean A:

A,h - Nt : It[z - N2 dos po,r'tir:ionns cotluel'qent.es y rlébi,les cott .4 : A'lt - Nt del segundo

ti,2to. Su2tond¡'enrcs ryrc NlA,tlt a /V,¡-t tie.¡t.e.n. ln propierlad "d". T'antbién, su,Ttondremos

qzte lt[;t Nz tJ A-'N2 tienen, la propi,er.l,ad "rl" si, /l : ]\'lz - ht2 es rlel ytr"inter tí¡to; no

obstante, nqton,rl.t'entos qlle NzMl' U NzA-t l,ienen Ia propicrl,oll "(1" si. tl : Il[z - N2 es

del segu,ndo ti,po.

(l) Stqtonganrcs qlt,e A : A'[z - N2 es rlcl ytrhtter o rl,el, seqtrn,do tiqto.

(i) .9¿ 0 < /{r ¡-t < (A-'Nr)', rntlottr'ts se ,snl,i,sfnc.en, I,n,c rlcsiqrm,ldo,des sigtúen,tes

Ttot'a t,odo i 20 g para, torlo j > I,

(o)  (N,  / l - t ) i1 i  5  (Nr  A*t )u ( ( ,4- '  Nr) ' , ) i  ,

( b )  ( ¡ú r  / l * t ) i + j  I  ( ( ¡1  'N r ) ' ) i  ( t / ¡ r l  r ) t ,

(c)  ( l l l ¡  / l *1) i+ i  <  ( l \ , l tA- ' ) ' ( ( , ' l -  '  A ' lz ) ' ) t  ,

( d )  (M t / t - t ) i + j  <  ( ( z l - '  A [ ) , ) '  (A I tA - t ) ;  .

(ii) ,9¿ se satisface alQmt,a de las rle.siqurtldades de kts o,1trr,tlo,rLo,s (i)(a)-(i)(d) porz

algtín.i> 0 A algún,.j >1, en,to¡t.ccs se sat,isface la rlesiylttalrlnd (5 1)

(2) Su4tortgamos glle A: Il4z- N2 es dal 1n'inter ti,¡to .t¡(,4 
'¡ir) es [{-irredu,ci,ble.

(i) S? 0 < /fr ¡-t < A-1Nz, enl.ottces ,se sa,t.i,s.[acrnt, ln,s dasiqtt,a,l,rl,arles sigtr,ientes

para tod,o i > 0 y parrt. Lotl,o .i > 1,

(n)  ( / { ,  A- t ) i  ( ( , { - 'Nr) ' ) '  <  ( ( / - '1Vr) ' )onr ,

( l )  ( ( ,A - '  Nr) ' , )u  ( /ú ,u l - ' ) i  <  ( ( ,4* '  Nr) ' , ) ' r i  .

(ii) .9? se sat.i.s.l'o,r:e. a,l.qtnt.a dr: lo,,s rk:sitttutlda,rl,r:s rl,e lo,q nprn'l,u,d,o,s (i)(a) o (i)(b) para

algtht i,> t) y alqtín. j > 1, an.l.ott.u:s se sn,l,isJ'o,r:c la d,r:siqtt,rt,ld'ad (5.1).
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148 5 llcl¿cic¡ncs entle condiciones de compat'ación

(3) S'uytong(rnLos que ;l : A,lz * N'¿ es del seguntlo l'i'po'

(i) S¿ 0 ( Nr,4 -l < rl-1¡ü, et¿tut¿ces sc satisfucen las desigualdades sigu'ientes

paru totlo'i > 0 y para torJo i > I,

(a) ( lr/r.4-t), ((. ,1- '  A't.r) ') i  < ((.4-t ir , Ir) ') '+i ,

( l r )  ( ( r l  - '  AI , . ) ' ) i  (AI l t l -  ' ) j  S ( ( . ' t  - t  ¡ ' ¡ , r ¡ t ¡ i . r  i  .

(ii) .9t se sutis.fut:c u,lgtun tle las rlcsigtnltlutles tle los upartados (i)(a) o (\)(b) para

algtírt i > 0 y ulgrítt j > l, u¿L,n.ce$ se satisJ'uce la desigrLuldud (5.1).

/¿ n¡¿

l )  _
t ' ¿ -

> 0 de.l ejemplo 4.4 y las

I

- l
l)_ ^_

i b - I'6 -:

Ejem¡llo 5.3. Clotts,ir/e¡'cttros

paúiciones ll : I'x - ()t,, k : l,'2

,_f::lPt : l

L : +j
7 71

_l-1j

triz sirnétrica ,4 con A-1

7, cloncle

I  tz; l  nf
l - l

|  
150 75 

l .  P t :
I  4r  ld8 I '
L-zs .15 I

l1;l
I  tz el
I ro 

-ro 
I

L * ,l'lr., :

P , -

t 7  17

l0  
- 10

9 . , '¿
10

Para k *- 1,,1,5,6/as particiones son débiles no negativas del primer tipo. Para

k : 2,3,7 las particiottcs son débiles no ncgatit'as del segrrndo üipo.

Sea A,[¡ :  P¡ J,A[,r: P.¡, entonces /\/ t l  > (AL;t) ' ,  pero A-tNrA-r / A-rN2A-r'

Ahora, para It,ly : Itt J' A[,) : P2, tettentos qtte A-r NtA-t < A-r NzA-r , peto p(Mrr Nr) I

p(A,t;t/¡r2). Por tanto las partes (iii)(a) f, (iv) clel teorema 5.9 no son ciertas para parti-

ciones débiles no nergatitas de difcrente tipo.

Sca A, l t :  i1 l  J ,  ¡ . l ¡  , ,  l )y , ,  crú,oucr :s  / l  ' /ú ,  (  ,4- tNi r ,  pero p(NIr  'N ' )  
I  p$, t ; tN) .

Para A4¡ :  Pu.y ! \ [ . ¡ , ' ,  I )7  tcncn ' tu  quc /úr ¡ l -  t  <  N;A- I  ,  pero p(A[ ; l ¡úr )  I  p(M; 'N) .

I
L

,, l,rl
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5.2 Particiones dól¡iles no negatita.s ¡, parlic'iolres dóbiJes 149

Por tanto, la parte (ii) de los apartados (2) ¡, (:)) del teorenta, 5.9 no es cierú¿ si A : Mt- Nt

es débil no negativa del segundo (respectivanlente, del printer) tipo.

Ejernplo 6.4. Consideremos Ia ntatriz sintótt'ica

I z -r ol
,1 : I -r , u I

L ,, u rJ
Es fácil comprobar que A-t ¿ 0. Consiclerenros 1as ¡tarticionr:s ,4 : Pk - Qt, k :

1 ,2 , . . .  , t 2 ,  donde

200 _ l0o t)
31 31

_90 200 
o

31 3 l
Pr :

Pa:

Pz :

Pro :

l )  -
t  1 2 -

P^:

04

l::ll
11;l

t )  _
, 6 -:ll

:l
z)

:ll
,r;]

)

*2

0

rl

2
-1

0

- l

0

,  / , s :

I)
r ' l  l  -

, l  - l

r )  r )

00

l)^ -

, I '12 ==

2-2

04

00

I  t )

t )

,)

3

00
tl :1ll

Parak: 1,7,9, l l  Jas part iciones son rlo ncgaüivas. Para k:: 2,8, l0 las part iciones

sondébiJes nonegat ivasdelpr imer t ipo.  Parak:3,5,6,  l2 laspar t ic ioncsson regulates.

Para k : 4 Ia partición es débil no negatit'a del segundo tipr..'
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150 5 llclacir.ntcs cr¡üre condicioncs de co¡nparación

Sea I t I t :  I ) , )  J ,1 ' l . ¡ . .  l ) ¡  tcncrno.s quc  ̂ 1 i ' ,  >  (A. t ; t ) 'pcro N1 f  N;  para I t I l :  p ,
y I,[z: ])s, tenento.s quc 0 < ,4*lNr ( i|-tNir, pero N7 I N; Ahora, para Iv\ = ps !
IVI2: P1 tenentos q¿¿c -l- ' / /r , ; l* l  < ,,1-tN'¿¡l*t ¡:ero A,[rr I  (A,I;t) '  y para Mt : pz y
A' [2 :  P1,  entonccs / -1N, ,4* l  s  A- t / r l r . ,1 . - t ,  pero,4-r / / r  I  A-rN;  J ,  NtA- t  I  NrA- t .
Para It,[1 - Itt J, AI.¿ .,. 1)¡ 5s sigrrc quc p(A,{;'t N) < p(I[;, N2) pero A-t NtA-r I
A-rN;A-L. Por tanto, los recíprocos clel a¡Lartaclo (.1) clet teorema 5.g no son ciertos.

Sea AIt: I 's J'Al ')  = I)5 tcnento.s cluc., l-- lNl S ¡ l-,  N, pero M I Nr. Ahora, para
A, I t :  P6 y  A[2 -  ] ) .2  tcncr¡ ros qr ie  p$, f ; ' /Vr)  < p(A[ ; tN2)  pero A- tN,  / ,A-rNt .  por

tanto, )os recíprocos clcl a¡tartado (2) ¿/cl Lcotcnta 5.g no son ciertos.

Sea AI¡ :  P, t  J ,A1. , , ,  I ) ¡  tenenns q l¿¡c Nr . , l - - ,  S N; ,4- lpero N,  f  Nr .  F ina lmente,
para A '11 :  Pt ,  J ,AI , ) :  l )5  tcnento,s  q¿re p(At l  r . ¡ / r )  <  p(hI ; tN)  pero ¡ú,4- t  I  NzA-t .
Ltte8o los recíprocos tlcl t4tartado (li) dcl teot'enta 5.9 tampoco son ciertos.

Sea A,l7 : I 'u J' AI.) .1)¡1¡, se sigue cyte /, I , t  > (M;t) '  perol-,¡,rr { A-LN.. para

I l ih :  Pt  J ,  A, [ t :  P12,  tcr ic¡uos c lue A, l r t  >  (AI ; , ) '  p" ro N14-r  /  N; l - t ,  Ahora,  para
A,Ir : I\ J, Il'lt: I's, se sigrrc que 0 I ,,1*l//, ( ,4-' Nir, pcro ll,trt ¿ (A,t;r)' . Finalmente,
para I\11 : I>:t J, A:[2: l)¡1, tenetnos gl¡e 0 ( Nr/- l  < N;A-r, pero A,I;t  I  ( l t l ;r) ' .  por

consiguiente, no c-xjsl,c rrilgurui rcl¿x.:ión o¡rl¡'c /¿rs concliciones de conparación cle l¿l. partes
(o), (b) ¡ '(c) dcl aparta<lo ( i i i )  dcl tcorc¡n¿r 5.9 cu¿ncJo A: A,[r - l f¡  es débi] no neg.ativa
del prinrcr o c/c,l scArrtrcl<t Liptt.

Ejenrplo 5.5. Cionsicicrclnos I¿t trt¿ttriz,,l .¡, las particiones del ejemplo 5.1.

Si considerrrnros .41¡ -. l)',y .1, Il,l.¿: I)3 Letrcnrcs q¿rc A-t Nz no es K-irreclttcible,

(A- ' / / , )( .d-,A¡r),  (  ((r t- '  N.r),) ,  .y ( .4-,¡ /r) ,( .4-, / / ,)  < ((: t- ,  Nr),) ,

ysim embargo, p(AIt  'A' , )  
I  p(AI; tN.2),  por lo tanto, la K-imeducibi l ic lad de A-rNt en

la parte (ii) dcl apartitdtt (2) dc/ teoren¿t 5.10 es una condición necesaria.

Para A41: P¡l J, AI,¿: P32 tenetno.s gl¡c

(-4-, / / , , ) , .4- rA,r (  ((r t*, / , , r) ,) '  . r ,  ( . ,1-,  A[r), , ,1-r¡,1r .  ((r t- ,  t t , l . r) ,) ,

y sin enbargo, p(Atr rA¡,) 
I pQI;t Nr), .* rlcc:it, la par.te (ii) cle los apartados (2) y (3)

del teorent¿ 5.10 no cs c;lcrta si la partición ¡l : A,l,¿- //z cs cJébil no negativa dd seg.undo
tipo.
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Sea M1 : Pz Y Mz: Ps tenentos que

(u l - t / f , ) '  S Ut- tN ' ) (21-rNz) '  J ,  (A- t  14t ) '  I  ( r l - '  I t t t ) (A- t  M) ' ,

sin embargo ¡1-lNr I @-t N2)'. Aderná.s, si consideramos t1,/r ,= l)2 7' A'[2: Ps tenemos

que

(A-t/ú'  ) t  < ((/ t- 'Nr) ' )  ( /- 'Nr ) J, (A- '  M,)t  S 11rt- 
|  A, lz) ' )  (A- 'Mt),

pero A-t Nt I (21-t N2)' . Finalntente, para A'[1: /'¡ I I Mz : I)1 tenentos que p(M¡tNr) <

p(M;rNz)  pero paratodo j  2  1J,  paratodo i  >  0 (z l - tN ' ¡ t+ i  I  ( ,4- tN,) t ( (Á- t  Nr) ' ) i

y (A-1N1)t+i I ((A-tNr)')i(1-tlü,)i. Por Io tanto, Ios recí¡st'ocos del apartado (1) dei

teorema 5.10.no son ciertos.

Si conside¡alnos Mt : ['z y Mz: Ps, úcltetnos que

( ,4- t ¡ { ,  ) (A- tNr) 'S ( (¿- '  Nr) ' ) '  ,  (A- 'Nr) ' (A- t / f , )  I  ( ( ,a- '  Nr) ' ) '  ,

(A- t  1 , t17214- t  Mr)  < ( (¿- '  ¡ r l r ) ' ) t  J ,  (A-1 Mz) ' (A- t  At  t )  r  ( ( ¡ - '  Iv [ r ) ' ) '  ,

pero A-1M { A-t Nz, por Io tanto, queda dc ntanifiesto que el recíproco de la parte (i)

de /os apartados (Z) y (g) del teorema 5.10 no son ciertos.

Para M1 : Pz Í Mz : Pts tenemos que p(A41lNr ) < p(I'l;l N) perc

(A- t ¡v ' , ¡ i  ( ( / - tNr) ' ) i  I  ( (A- t  Nz) ' ) i+ i  y  ( (¿* 'Nr) ' )o( , ,1- rN¡  ) i  I  ( (A- ' ¡ ' r r ) ' ) ' * '

para todo j >_ 1 e i ) 0, por tanto el rccíproco de la parte (ii) de/ aparatado (2) del

teorema 5.70 no es cierto.

Para Mt - Pz y Mz : PB tenemos que p(lv{r l/fr ) < p(M;' Nz) y sin embargo,

(A - tM , ) ,  ( (A - '  Mr ) ' ) '  I  ( (A - 'A l r ) ' ) ' n t  J ,  ( ( ¡ - '  h [ z ) ' ) ' ( , 4 '  '  t . r , ) i  I  ( ( ¡ - t  Mr ) ' ) o * '

pa ra todo j> l ypa ra todo i )U ¡ ro r t an to , c l r ec íp rocode lnpa t t e ( i i )  de lapa r tado (3 )

del teorema 5.10 tantpoco es cierto.

Sea M1 -  Psq I  Mz:  Prc entonces (N,zt - ' ) ( ¡ r r ¡ - ' ) 'S ( ( ¡úr l - ' ) ' ) '  s in  embargo,

p(MtrNr) I pQv'tltlUr), br decir, la l(-ineducibilidad de NzA-t en la parte (ii) dei

apartado (2) teorema 5.11es una hipótesis necesaria.
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Si consjc/cl'¿r¡ios AI¡ .. l '¡.t J, A,[.¿,: l\ tctrcnto.s c/¿ic

(A ¡2 .1 * ' ) ' ( / ú , . , 1 " ' )<  ( ( ¡U r . , t * ' ) , ) '  J .  ( t t I t t ! - t ) , (A I tA - t )  <  ( (A , l rA - t ) , ) ,

sin embargo, p(1.| l t l /r) I  ¡\Al2t /ú2). Por consg'uicnte la parte ( i i)  c. le los apartados (2)
y (3) del teorent¿t 5.'1 no cs ciet'ta si la pat'tición .4 : A'Iz - /¡iz es clébil no negativa del
primer tipo.

Por otra parte,si cc,nsjcJcrantos A.lt - Irsz ), A,l,z: py2 tenetnos q¿ie

( / / , .4-¡) '  < (¡r , .1- ')  ((¡ fr¡- ' ) ,) '  J,  g,trA-t)o < (MrA-t) (e,12.4-t) ,)r ;

para A,l¡ - Pt¿ y A,1., : l),¿,; tenentos cipc

( l / r , { - ' ) 2  (  (A ¡ , , 1 * ' ) , {N , . , ¡ - - ' ,  . ) ,  (A I tA - t  ¡ ' 2  3  l t t ¡ r t l - t ) ,  $ ¡ t , l - ' ) ;

frna]mentet p¿7[a AI¡ ,= l\3 ¡, AI2: Irz tc¡ctüos que

( /ú, . ,1- , ) r (Arr"1 , ) ,  .  ( ( " r , . .1- , ) ' ) r ,  ( / f : ¡ l - ' ) , ( /ú ,  A* t ) ,  s  ( ( ¡ i r .4- , ) ' ) r ,

( l l1r . t - '  ¡2¡ / ' I , r . , l * '  ) '  <  (1 tv t , ,a- t ¡ , )3  , r ,  (A, t2A*t ) , ( I [ tA- t ) ,  <  (Qt í r¿- ' ) , ) r  ;

sin embarg'o, en tor/os crsúos casos úe¡rc.¡nos c1trc N1A-t I (NzA-t),. por lo tanto, los
recíprocos dela parta (ii) </c/ itpitrtaclo (l)¡'los t'ccíprocos cle Iaparte (i) de las apartados
(Z) y (S) del teoren'ta S.I l rlo son ciet'tos crt general

Por otua parte, para AI¡ :  Ptz ), AI,¿: lr3.¡ se satisface p(lult l f fr) < p(lvt; lN2) pero

( l / ¡ ;1- ' )o* i  I  ( rV¡ .1 ' ) ' ( ( ¡ / r . ,1- , ) ' ) '  
. r ,  (1ú¡ , ,1- , ) r r i  I  (@r¿-r ) , ) i  1Nr¡ - r ¡n

pata todo i > | y pat'a toclo 'i ) 0 por lo tttuto, el recíproco de la parte ?? det apartado
(1) del teorema 5.11 no es cierto. Ac/ernás, para A,[¡ - ]rts y A,Iz: pc.l se satjsface que
p(AÍr '¡/r) < p(A[;t t /z) pcro

(Nr ¡ l- ')o ((¡rrrt-, ) ') '  I  ((¡r¿¡- '),)n., ,  ((¡rr¡- '),), (¡r, A-r), I  (Qvre-\,),*t ,

(A,ItA-t)i((,t.fr l- ') ')t l  (¡A,lrA-t),)it i  , (qtt,tr.,t-t¡,)r lnlra-t), l lqtt,tr¡-r¡t¡r+i

paratodo j > | J'para todo i ) 0, por tar¡to l,cs recíprocos cle.lasparües (i)(a) y (i)(b)
del apartacJo (')) del teol.clna S.1l no sol¡ cicl.l,as.
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Sea A,[1 : Pt ]' il42: [>17 se stguc quc

¡1- 'N,  (A- t ) '  <  (NzA' t  ) ' ( / - ' ) '  J .  A- t  l t , l t (A- t ) ' ,  <  Ut , lzA- t ) ' , (A- t ) ' ,

pero p(A[, t¡fr) 
I  p(M;'N2). I 'ara A[t: ] ' , .¡  !  A,[2:.I ]6 tcrre¡ros q¡e

zl-tlú, ¡-t < A-t (A-t N)' J' tl-l Attt A-t S A-t (.4-1 A,Ir¡'

pero p(M, t¡ft) 
I pQtrl;rNr). Por tanto, Iaparte (iii) del apartaclo (1) dei teorema 5.72

no se satisface si ambas particiones no son dóbiles no nega,tit'as del printer tipo.

Sea M1 : Pz J' Mz: Pt entonces se sigtte r¡tte

( ,4- ' / { ,  .21¡- t ) '  s  ( ( ¡ r r¿- ' ) ' ) '  (11- ' ) '  J ,  ( t l - t  M,) t ( / - '  ) '  S ( ( ¡ t , tz t l - ' ) ' ) t  (A- t ) '

pero A-rNt { (Nzt\-t)'. Paraias misma.s parlicioncs tantbión telrernos que

1- ' ( / ú ,  A* , ) ,  <  ¡ ' - t  ( ( ¡ - ' / t t r ) ' ) "  , r .  A - tg t tA  ' ) t  <  . , 1  '  ( ( r t  t  1 , [ r ) ' ) n

peroNlA-r  { (A- tN2) ' .  Por tanto,  losrccíprocosdelaspar tes( i )  f ' ( i i )  de lapar tado(1)

del teorema 5.12 no son ciertos.

Sea M1 : Ps I Mz: P22 se sigue que

(A- t ¡ t  ¡ - t  N,  < (1- ' ) ' (A- '  Nr) '  J '  (A-1) '  A 1 Mt  1 (A" l ) ' , (A 1 M) ' ,

pero p(M;t¡gt) I pQt[;rN). Ahora, para llll: Pto y Ai[2: I)2¡ tenemo.s que

zl - tN,  A t  
<  A- t1Nr,4- t7 '  J '  A-1 \ [ l t l - t  <  , ,1^1(x ' l t i l - t ) '

pero p(Ml'¡fr) I  p\,I{rN). Por tanto, ln parto ( i i i )  de.l  apnrtado ( '2) del teorema 5.12

no se saüisface cuando A : IvIt -.1ú¡ no es dc<bil no negativa dcl ¡tinter tipo J, /l : I,[z- N2

no es débil no negntiva dei segrrndo ti¡to.

Sea Mr : Ps Í I'[2 :.lt'a se sigrtc quc

(A- t ¡ t ¡ - r t { r  <  ( / - t ) ' (A- 'Nr) '  J '  (A- t ¡ t ¡ - t / f r  s  ( /  ' ) ' (A- 'Nr) '

pero A-r N, f (A-'N2)', Ahora, pnra Mt - I\ y Mz * I>t se sigue que

A-t (MA-t ¡z  < ¡ - t  ( (¿- '  Nr) ' ) '  y  A-1Q\ ' t t  t - t ) '  <  ,4- t  ( ( r t - '  Mr) ' ) t
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peroN¡ A-t I (Nr-'l-')'. Por tanto, lc>s rccí¡trocos cle las pat'tes (i) y (ii) clel apartado(2)
del teorenta 5. t2 no so¡l r:ie¡.tos.

Sea iy'1 : P¿ ), AI.> ., I)27, se sigue cJuc

.4 - ' l / , , 4 ' '  <  ( r l - 'N r ¡ ,71 - t  J ,  A - tA , l t l - r  <  (A - t I I , 2 ) ,A - l

pero p(lul, tN,) 
I p]t[; '.nrlr¡. alora, para A,.tt - Ittz y IvI2: py tenemos que

N,,4- t  ( ,4* ' ) ' ,  <  (N2.4- t  ) ' (A-r ) '  J 'A ' [ tA- t  (A- t ) '  <  ( I42A*I ) ' (A-r ) '

pero p(M;tN') I  p(A[,:tN,2). por tanto, la parte ( i i i )  de/ apartado (1) del teorema 5.j3
no es cierto cttando ¡l =' A[t - ly'1 I]o es clébil no negativa del segunclo tipo J, A: IUI2- N2
no es débil no neg'ativa clcl primer tipo.

Sea ll'l¡ : I::'B J, [!,1 .,,, I)7 se sig'¿c que

( .4- ' l / , ) ' .1  ' '  I  (1 . .1- rN.r ) ' ) t . , ¡ - ,  J ' ( , .1- '  A, Iy)2A-t  S ( ( ¡ -  t  A, l r ¡ , ¡ ,  ¡ - ,

pero A-1¡ú, I (,a-lA¡:¿ )'. Consicleranclo l¿ts nris¡rras particiones tenemos qtte

NtA- ' ( , .4- '  ) '  <  ( ¡ / rz l - t ) ' (A- t ) '  y  MÁ-t  (A- t ) ,  S (h[2A- ty  (A- t ) t

pero N7A*t / (¡¿r¡-t)'. Por tanto, tetTenrcs que /os recíprocos de las partes (i) y (ii) del
apartado (1) del teorenta 5.13 no son ciertos

Sea N[1 : Pt J, A'1.¡ -.1'¡e se srgue clrre

. '1- ' / / , . .1 '  t  <  (Ai2, ,1*r ) , ,4- '  ) ,  , ,1- t  AI t¿-r  < Qt I2A- t ¡ ,4- t

pero p(llr 'N,) 
f p(A[¿ '/trr). Alioral par-a A,lt - Ira J, A,lz: pre tenemos que

( / - t ) ' l / ' ,4 ' - r  <  ( i l - r ) ' (¿- t ¡ur r ¡ '  J ,  (A- t ) ,A, t14- t  <  (A- t ) , (A* t  lv l2) '

pero p(lulr '¡f,) I p(Alrt N2). Por tanto, la parte (iii) de] apartado (2) det teorema 5.lS
no se saúis face a lllenos qtte anrbas particiones sean clébiles no negativas del segun do tipo.

Sea Il[¡ : Ps J, A,l¡ =.1)6 se sig.ue que

A-tNr) { ¡1- t  S ( ( " r¿- t ¡ r ) ' t  A- t  J ,  A- t  A, t )6A- ,  S (1t t t r¿-r ¡ , )6  ¿-r
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pero A-rNt I (NzA-t¡'. Para /as llrisnra.s pat't,icioncs tantbión f errernos qrre

(A - ' ) ' ( / ú ,11 - t ) t  <  (A - , ) ' ( ( / - 'N r ) ' ) t  J ,  ( , 4 -1 ) ' (A [ tA - t )n  <  ( , 4 - ' ) ' ( ( u t - '  n [ r ) ' ) o

pero NyA-l I (A-t N2)'. Por tanto, los recíprocos de las partcs (i) ¡' (ii) del apartado (2)

del teorema 5.13 no son ciertos.

Si conside¡amos Mt: Pi l  Í  Mz: Ps2 tenernos que (u1*t/{,  )(¡ú2l-t) '  < ((N2A-') ') '

y (NzA-L)/(/-rNr) < ((Nrl-t) ') ' ,  sin embargo, p(MttNr) I p(A[;t l{z); 
"s 

decir, en Ia

parte (ii) de/ apartado (2) del teorema 5.14 la I(-irreducibilidad de NzA-t es necesaria,

Ahora, si conside¡amos Mt: I's y Mz: /ttg tenetnos que sc satis{acen /as siguientes

desigualdades:

( ¡ l - tN ' ) '  <  ( / - 'N ' )  ( (N r ,4 - ' ) ' ) ' ,  ( / - ' ¡ ú , ) '  <  ( (A r r , , l - ' ¡ ' ) 2  1z t - tN r ) ,

(A- t  Mr)o < ( r1- '  Iv t t )  ( ( I , t2A- , ' , ' ) t  ,  ( ,4- t  A, l r )s  s  ( ( ¡ /2 ,1-  t ¡ ' ; )3  
1/ - t  M) ' ,

(A- 'N,)( ¡ú,  A- ' ) ' .  1{ l r ra- ' ) ' ) ' ,  (NzA- ' ) ' (A- , t / r )  < ( ( ¡ / r / t - ' ) ' ) ' ,

(A-1M)(M,A-') '  s ((MrA-') ') '  J, (MzA-') '(A-'trr¡) < (ymra-t) ')2 ;

sin embargo, A-'Nt I (NrA-t)'. Por Io ta,nto, los recíprocos de Ia parte (i) de los

apartados (1), (2) y (3) del teorema 5.14 no son ciertos.

Por otra parte, si consideramos M1 - 1'8 f Mz - Ptz tenemos que p(M;t/úr) <

P(M;t N2) J' sin embarlo

(,4-11u,¡r (t¡rr¿-,)') ' { ((¡ur¡-') ')nn' J, (A-t A,ft¡i (1AIzA't)') ' I qltr,trA-t¡') '*i

paratodo j > | ei ) 0. Para A'1.1 : l 'z J'1rI2: P3a tambión tetlemos que p(M;l/úr) <

p(M;r N2) y sin embargo,

( (NrA- t ) ' )o  (A- t ¡ú ,  ) i  I  ( ( ¡vr ¡ - t  ¡ r ¡ i+ i  y  ( ( twrr t - t  ) ' ) '  ( r t - '  A, r , ¡ i  I  ( ( ¡wr t t - t  ¡ r ¡ t+ j  .

Por Io tanto, el recíproco de Ia parte (b) dc/ apartado (3) ¡, el recíproco de Ia parte (ii)

del apartado (2) del teorema 5,74, no son ciertos en genenl
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156 5 llelaciones entre condiciones cle cotnparación

Sea It,I1 - Í'2t J, Ah - 11 tenemos que (/ri¡ A-t)(A-1¡ú2), < ((A-t Nr),)z y puru
Mt : Pts J' A['¿ : P3 se satis face (A- 'Nz)'(lf 

,¿-') < ((¡l-t Nr)')' , sin embargo en ambos
casos p(A'|,  t /ú,) 

I  p(AIt ' f fr);  u" clac:i t ' ,  lacctndición cle l(- irreclucibi l ic)ad de A-1N, enla
parte (ii) del apartado (2) det teotcnta 5,15 as necesaria.

Adentás, para AI¡: Its J' A12: I)s2 se s¿rl,isf,rcc¡l /as siguienúes clesigualclades:

( túr ,4- t ) ,  ( ( . , t - ' ,v r ) , ) ' .  ( ( , t - ,Nr) , ) ' "  ( ( ¡ - ,Nr) , ) ,  (NrA-r ) ,  <  ( (¿- r ¡ r r ) ' )n ,

sin embargo, p(A[;tNr) I p]\,t;rNl-), pot'tanto, )a parte (ii) de los apartados (2) y (3)
del teorema 5.15 no es r:ie¡t ¿7 para ,"1 : I\,lz - N2 débil del segund o tipo.

Por otra parte, si considcrarnos A,lt - l1¿o ! Ivl2: Pss tenemos que

(NtA- t ) '  S ( ¡u, .4- ' ) ( / t - ' f f2) '  y  (Aí ¡ r t - t ) t  S ( tu t ,A- t ) ,  ( (¿- t  A, Iz) , )2  ;

para A'\ : I'zo J' A,l2: I),rt se satisfilce que

( ¡ / r . , 1  , ) ,  
<  ( " t " rA r2 ) , ( / / r . , 1 - r )  J ,  ( / , I l t t - t ¡ ' t  3  ( ¡ -1  A , I2 ) , ( l v t tA - t ) r ;

sin ettibargo, p¿n'¿t cslos t:¿rsc.¡s 1úl'l t 
I (.'l I N,¿)'.

Para A\: 12¿<¡ J, 1'I .):  I),rr se sigrrc clue p(lt , l l tN,) < p(X,l; t  N), y sin embargo,

(Nr .4 - r ) , n j  I  (N ¡ . , 1 - r ) ,  ( ( / - ,N r ) ' ) ,  J ,  (N , .4 - r ) ' * i  /  ( (¿ - 'N r ) ' ) ,  (N ,A - r )0 .

Por lo tanto, Ios recíprocos clel apartado (1) del teorenta 5.15 no son ciertos.

Si consideranlos A[t: ] ' l¿o ! A,[2: P3 tenemos qr¡e (Nr,4-t)(,4-tN2), < ((A-rNr),),

J'  para A' l t :  I ' , t¿ J, AI)-.1)¡3 s€ sigrre quc (,,1- '¡/r) '(N,,4*t) S ((A-t Nz),) ' ;  sin embargo,
en ambos casos l;encrlros (/uc l / ,¡-t  l(J' 'Nr) ' ,  por tanto, el recíproco cle la parte ( i)
del apartado ('2) del ¿eolclt¿¡ 5.i5 no es cict.to,

Para A,l1 : l'33 J, 1'l.¿ - /)¡ sc sig'ue clrrc p(A[;' l/r) < p(A\;tN) y sin embargo, pa-
ra todo  j  >  |  J ' p¿ r ra  tod r> i  )  0  t ene rnos  q r ¡e  (N ,A - ' ) r ( ( / - rN r ) , ) '  I  (@- tN2) , ) i + i ,  as í
como) para A'ly : II )' A[') : Pzs taubióu sc s¿¿lisficc /a c/esrgu a]clacl enú¡e /os radios espec-
f t a l esy tanb iónpa raü t c l o . : j  > | ypa ra todo l )0üene rnosque ( ( / - , ¡ / r ) , ) t (N r l - r ¡ i t r

((.A-tNr)')t'ti, PoI' tartlo, el recíproco cle la parte (ii) det apartado (2) no es cierto en
general.
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5,3 Particiones definida.s positir.a.s

Ademas, para A'11 : Psz J'I42: l)11 Úertctnos que (M1,4-t;21, '1-t IvIz) '  < ((/-t  Mr) ')t  J'

(A-t M2)'Q[tA-t) '  < ((/-t  Mr) ')t ;  sin einbargo, N1,4-1 { (A-t Nz)',  es decir, el recíproco

de la parte (i) del apartado (3) del teorenta. 5.15 t'ampoco es eierto.

Finalmente, de M1 - Pss J, Il'[z - I\ sc srgue que p(lrtl'l/r) < p(I[;'N2) y sin

embargo, para todo .i 2 I 7' pa,ra, todo i ) 0 úenemos qtrc $f tA-t)j ((/-t Mr)')' I

((A-'Mr)');+t, 11¡-t Mr)')n (I,l1A-1¡i tr (tl-t A[r)')n*i, es clecir, el recíproco de ]a parte

(ii) del apartado (3) del teorema 5.15 no es ciarto.

Ejemplo 5.6. ,St considera,mos /a naltiz /l ;' 1n" particiorte,s A[t : I)1 y A'[2: Ps de]

ejemplo 5.2 es fácil cornpt'obar qrrc rlo se sal;isfacclr /os recí¡rt'oco.s dc Jas partes (iii) de

cada uno de ios a¡tartaclos ( l) y (Z) dc los t,colerl la.s 5.12 1' 5,13.

5.3 Particiones definidas positivas

Bn las secciones 4.2 y ,1.3 ]lernos esl,ablcciclo conclicir¡turs rtal,uralcrs y generales de

comparación para particiones débiles no lrcgativa.s y <lóbiles. I)uetle observarse que, por

regla general, las hipótesis impuest;as en los resnltados de cottt¡raración en los que apa-

recen condiciones generales suelcn ser las tllisrrlas qtte las iltrpttt¡st¿rs en los resultados de

comparación en los que aparecen r:onclic:ionr:s llat,ttrales, o ittclttso algttnas veces hipótesis

menos restrictiva.s. I)or ot,ra part,e, c,'n l¿r scc:t:irjll altlerior. llclttos cst,ablec:iclo lta.i<l ciertas

hipótesis, relaciones ent,re las corlrliciolres <lc t:oltt¡r¿rración para part,iciones no negativas.

En dichos resultados, quedacle lnalr i f iesl,o la, rrt i l i<lacl cle las con<liciones generales decom-

paración que, aunque clesde el purrto <le vista ¡:ráct,ico se¿Ill Ilrollos írtiles, nos permiten

amplian el conjunt,o cle mótoclos il,cral,ivos olrir:niclos a ¡rarlir tlcl esqttcttra iterativo se-

cuencial de los cuales podalnos conll)arar stts vclociclatles rlc collvorgetlcria. Sin embargo,

si las hipóteis necesarias ¡rara la's cclllcliciollcs rle colllparar:iótt geltcrales son ntucho más

restrictivas que para las condiciones nat,urales, y adenr¿is no cxisl,e relaciólr entre las con-

diciones de comparación naturales y lirs getterales, la ut,ilidad dc estas írltinlas es muy

dudosa. A continuación, ponch'e[tos <]c nlalrifiesto qtte esto es ¡l'ecrisatltente Io que ocurre

con las particiones Ir-regulares )'la^s dóbilcs dcfini<las tto negalir,¿ts y motivo por el cual no

hemos i¡troclucido condiciones cle corn¡rarac:itin getterales ¡rara tlicltos tipos de particiones.

Ejemplo 5.7. Cottsideremos la ntatriz J'las particiotres clel ejemplo'4'10' Ahora, si

para las mismas particiones bajo |as fii¡rótesis del teorena. ,!.35 consideratnos condicio-
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158 5 Rclaciones entre condiciones de comparación

nes generales análogas ¿ ,l¿ condición de comparación (4.36) para particiones débiles no
negativas, pero con el orden parcial considct'atlo para particiones definidas no negatlvas,
tenemos que

0 < ( / - '  Nü'A-t  < ( / - '  Nr) 'A-t

p(A,t; ,  ¡ i r)  s p(A4l1N).

Sin embargo, sr consic/c¡.a¡¡los /¿ ¡list¡r¿r matriz A ), la" particiones A : I\,[¡ _ N3 :
Ivlt - Na doncle

I  o r]  A¡ |  o 21^h:l :  
'1, Nr: l  '  

t ,
L-3 -5 j  L_2tol

^r l  r ,  21 |.  g Bl/ l1r : ¡  l , ¡ / , : l  _ 
" l

L-4 _r0.1 
L_3 _15J

Tenemos clue tambié¡l sc s¿üisfa cen las hipótesis del teorcma 4.35 y se satisface la condición

o < ( / - '1ú, , ) ' .4- '  t  ( . , t - tA¡{ )2.4* t

sin embargo, /as p¿?r¿icjolrL.s no son ̂ /)-regulare's ni convergentes y ademas

p(tvIlt¡{r) : 2 r * 
: p(A,Il N1).

a

Por lo tanto, también Jie¡rtos puesto de manifresto en este ejemplo que bajo las hipóteis
del teorema 4.35 a parte de la condición de comparación Q.98) y (aJ00) no nos son útiJes
otro tipo de condiciones niás generules análogas a las introducidas en las sección 4.2 para
particiones débile no negativas.

Ejenrplo 5.8. Considncmos Ia matriz clel ejentplo 3.1 y las particiones débiles defr-
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5, 3 P articiones delirtidas positiras 159

nidas no negativas deJ primer tipo A :

Pt :

313
,-7 t
3 1315_4 

T T I t 2 :

0 q9
-44

Iru - Qp para k,

1-1 r
24
3 13  l l
4TT

33
l )  -"42

:  l , ' 2 , i1 ,4

Ir3 :

.5 ,  donde

9  31
4 

-4 
t

3 9 1
I

44
o
.1

0 l )
4

P¿= I)_ _
, . 5

Para M1 : Pz f Mz: Pt tenemos que sc s¿tisface el apartado (i) dcl teorema 4'36 y

sin embargo,

( ,4- 'Nr) '  I  (A- 'Nr) ' ,  ( l - 'N') '  I  (A '  t {r)(21- 'Nr),

y (A-rNtX/-tNr) I (A-tNr)(y1-tlf,), Que son a.lgunas cle Jas relaciones que en el

capítulo siguiente veremos que si se satislacen para particiones débiles. Por otra par-

te ,  s i  consideramos Mt:  h  y  A ' [z :  ] ) : t  tenelnos que ( "1- lN¡) ( ¡ - 'Arr )  J  (A- tNr) 'y

realizando los cáculos oportunos obtenentos qtte

p(Al l 'Nr) :  ! ,  I  :  pQt4;1 Nz),
l: tl

sin embargo, si consideÍamos Mt : I's y Mz: Ps tenemos q¿le

(A-1 N)(A-r1úr  )  <  (A- '  Nr) '

y en este caso obtenemos que

p4,t,1¡úr) : 
i. i 

: pQvÍ;t Nz)'

101
2 ' . , )

: l
0 - , r r

r )

r )
t)

00¡

10 I
2. - , )

3
o;5

t5ooT
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Capítulo 6

Multiparticiones de matrices

6.1 Introducción

En el desarrollo de este capítulo varnos a considerar el caso particular en el que el

espacio vectorial normado es de dirnensión finil;a, cotrcretarncnl,e lE : IR' o IE : C" y el

cono K : IR.i..

En los últimos años, el desarrollo de la cornputación paralcla, ha hecho bastante ha-

bitual la utilización de algoritmos paralelos ¡rara la resolución del sistenla de ecuaciones

lineales

/ l r  :  b ,  (6 .1 )

donde.¡l  es ahora una mal,r iz no singrt lar, r es el vector cle irrcógnitas y b es un vector

dado.

Muchos de los algoritrnos paralelos dcsarrollados y estudiarlos ¡ror autores como Bru,

Elsner y Neumann [10], Frommer v N'laycr [30J, Deren [23J, I3rrr, I\'ligallón y Penadés [13]
son casos particulares del esquema iteral,ivo ¡raralelo

n(k+ t ) :  É  üMt tN¿s$) * i  E¿M; lb ,  k  :  0 ,  7 ,2 , . . . ,  (6 .2 )
l=1  l : l

introducido por O'Leary y White [ {: ]  a ¡>arl ir  clel conce¡rt,o r le rnult, ipart ición (ver defini-

l 6 l
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162 6 Nlultiparticiones de matrices

ción2.2). C,'onro l lenlos r¡ istt¡ en l¿ scc<:iór¡ 2. iJ, r¡t i l iza¡¡clo la siguierrte notación

p p

i l  :DE¿A¿,-tN¿ J, C: f  E¿lvl¿-l
l : 1  l : l

(6 3)

el esquema iteral ir¡o palalclo (6.2) convergc a la r i lr ica solución r: A-lb clel sistema
(6.1) para cualquiel ' \ ,e(:to¡ ' i¡r icial o3, sí y solo sí, p(l l)  < 1. Aclemrís, si G es una matriz
no singular, la multi¡rart,ic:ión ¡ruede ser exl)l'os¿rcla corno una partic ión A - Iul - N con

A I :C - t  y  N :C - t -A -C - rH . (6.4)

Notemos, clttc cl eslttrli<¡ cle l¿r co¡n'crgcrrc;itr <lel esquema iterativo paralelo (6.2) es
más con¡rl ica<lo qtte cl t :sttul io ( lc I¿r (:onvclgcrrr; ia dcl esc¡uema itelat ivo secuencial (3.2),
puesto que: corno O'l,e¡11,y \Alhite [.,15] ¡loncrr <le rnanifiest,cl, de la convergencia de cacla
una de las part,iciol)cs cluc fot'l¡ran la rrnrlLipart,ición rro se deduce la convergencia de ésta.

Pttcsto qtlc, l)rlt'¿I nrrrlti¡rarli<:iolrcs no sc lra rlcsarrollado una teoría general de con-
vergencia y coml)arat:iórt ¿rl igrtal qrte la <ics¿rrrolla<la ptrra particiones, el ob.jeto de este
capítulo es ilttt'oclttcir nttetos ¡'csultados gerrcrales de r;onvergencia y de comparación para
multiparticiones, que ¡>tteda¡r ser uLilizarlos como l¡erramienta para determinar la con-
vergencia de algoritnlos collcrrctos, así conro l)ara comparar la velociclad entre dos multi-
particioncs dist,intas rlc t¡n¿r urisrna m¿rtriz. Ilrr l¿¡ sección 6.2 utilizanclo los resultaclos de
convergenciay corti¡ltiL¿tt:itill ¡lara particioucs rro licgat,ivas ¡rresentaclos en las secciones 3.2
y 4.2, introdttcirenlos) l)¿II¿I l t lat l ' iccs ncl sirrgulares con.4*l > 0, resultados cle convergen-
cia y comltarat: iótt ¡r iu'a trt t t l l i ¡ral l iciorres t lóbi l t :s rr<-r ncgat, ivas clel segundo t ipo, análogos a
los de O'l,eary 5' White It5l v Neunr¿lr in y l) lcnrrnons [aa] ¡rara mult ipart iciones clébiles no
negaüit'as del ¡:rirrter' 1i¡ro. Aclemás, eu la nlisrna secc:ión, utilizando las ¡rarticiones débiles
no negativas del segttntlo ti¡lo, gencr¿lizarcrnos el lesultarlo de comparación de Elsner

[26] e introdttcirenos nltcv¿Is concliciones rlc conr¡raración ¡lara multiparticiones débiles no
negativas. Por otra ltat'te, en la secciólr 6.3 utilizando los resultaclos cle convergencia y
comparación para ¡rartit;iottes definirlas ¡rositivas introducidos en las secciones 3.3 y 4.4 in-
troduciremos, pal'a ¡¡¡¿rl,ric:cs no singulares crr general, nuevos resultados cle convergencia y
comparacióll par¿ rntrlli¡rurticiones dél¡ilcs rlcfilliclas no negativas y para multi¡rarticiones
débiles.
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6.2 Multiparticiones débiles no negativas 163

6.2 Multiparticiones clébiles no negativas

En primer lugar, recorclarnos uno de los ¡rrirncros y l)ocos rcsull ados generales de con-

vergencia introducido por O'Leary y lVhil,e [,15J para nrrrlti¡rarticiones clóbiles no negativas

del primer tipo.

Teorema 6.1 (Teorema l.a de [45]) . Sea A u,n,a m,atriz no singttlar con /-1 > 0.

Sea {M¿,Nt,E¿}T=t tnta multipartició¡t dé.bil no negatiua del prirrter tipo, entonces

p( t t )  <  t , (6.5)

donde H es la m,atriz definida en (6.3)

Posteriormente, Elsner [26] ¡rrobó clue ];a.io las hi¡ról,esis <krl tcorenta anterior, la parti-

ción asociada a la rnulti¡rarl,icióll clefinida err (6,4) tanrbión cs rlóbil no negativa del prirner

t ipo.

Si en el teorema anterior sust,ituinros "lnultipartición dóbil no negativa del primer

tipo" por "multipartición débil no negat;iva clcl scgundo ti¡ro" el esquema iterativo (6.2)

no es convergente, como ponemos cle nranifiest,o elt el e.ienr¡rlo sigttienl,e.

I s _, I
l 2  I

Ejemplo 6.1. Consideremos Ia matriz A : 
I jr I 

corL'l-r > 0 y las particio-

L- ;l
nes A - M1- /y'r : A4z - N2 donde

, : ]
M,: I

eú - l
2

| 7
- 3 9

2

Mr:l

1'.¿

-10
r  J Y I  -

2 l - 7
2

-a  27
"2

t - ' l . 
rúr:

-40 60J' ,
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161 6 Nlultiparticiones de matrices

Entonces

A[;t =. J', A'ry'

Ademas

ly'¡rN, :
[ 157 I

J, l,t;tNr: 
| :: ;jj I
L 

-1oo 
2oo J

Por tanto, no se trata da particiones clébilcs no negatit as del primer tipo, en cambio, camo

lI ol t-r I
r,or;,:11 ,'l-, " N,rv,r;,:|'2.1 l=,lo ÉJ t'#J-

tenemos particiones débiles no negativas c/e/ segun do tipo. Ademas, por el teorema 5.6
cada una de las particiones es convergente. concretamente,

f s 21

l? T l'u
Lm %)

I tzt ¡ l

| ':' ':3 |
L-1oo zsl

f q r I: I ; :' l'o
Lb rooj

p(A,t i t ru,)  :* . , ,  p(Mlr¡{r)  :#. t

Si consideramos

entonces

que no es convergente, pLtesto que

n,:[;;]v":[:l]

II : EtA,I; 'N, + E2A,[;t Nr:

I  tzt  el
l _ l
| 200 100 I
t l
|  _57 27r I
L 100 200 J

p(H): ffi r t
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6.2 Multiparticiones débiles no negativas

No obstante, cotr la conclición acl iciclrral clc que las rnatrices <l iagonales Et, I  :  1,2, .  .  .  ,  p,

sean escalares ¡;odemos introducir el siguicl l lc resnlt,ad<l pala una rnull i¡rart ición débil  no

negativa del segunrlo t,ipo.

Teorema 6,2, Sea A tLn.a n¿at,tiz ¡to si,nqttl,at"co?1, /-l > 0. Sea {A,I¡,N¿,8¿}l:, una

mu, l t ipar t ic ión débi lno n.egat i ,ua del  scgundo t i .po cor t .  E¿:  e ' t l ,  1 :  1 ,2, . . . ,p .  Sean,  H y

G las m,atrices definidas en (6.3). Enton,ces se satisface la desi,grr,aldad (6 5).

Ademó,s, G es no si,n,gu,lar y la partición (6.1) es ta¡nbién débil, n.o negatiua del segundo

tipo.

Demostración. Por el lema 2.1 tenemos r¡ue

M; lN¿A- l  :A - tN t l , [ ; |  ,  I : l . . . I t ,

por tanto,

L utM;t NtA-t : t lttA-t N¿A,Ilt .
t : l  t :  I

Ir{ultiplicando por la izquierda en anrbos nricnrl¡ros de la igualdad anterior por ,4, y

ten iendo en cuenta que AE¿:  EtA,  I  :  1 ,2, , . . .  ,p ,  tenemos qt te

AIIA-| :  J (6.6)

donde

J:f t i¿N¿rví1l . (6.7)

Alrora,  ut i l izando qte AM;t  -  I  -  N¡Al l t  y ( l l le I IA- / l l i t , lor)onros qne

A( t : l - J .  (6 .8 )

Poro t rapar te ,porserG>0yJ>0de(6 .7 )  tenenrosque ,  l )a ra t ,odoen te ropos i t i vo
n7

165

o <  G( I  +  J  + . . .  - t - ,1 " ' )  :  A -1 ( l  -  J "+ t )  <  A- ' ,
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166 6 Nlultiparticiones de matrices

y por la folma en quc se lla clefirrido C (no ncgiitiva y ninguna <ie sus filas es ic.lenticamente
nula), entonces los eleurel l t ,r¡s cle I -t- .11 ...  t- . /n, están ac;otaclos cuando rn _- oo. por
tan to ,con lo  J>0 , I¿ ts t t l t l ¿ r¿ tn t ,e ¡ ' i o r ( : o l r vo rg ( ) , r : s< l c r : i r ' , ^ l i l g . f u :0 ,o loq r reesequ iva len te

por  e l  tcorem¿r 1.8,  p( .1)  < 1 y  por . (6 .6) ,  ¡ \ l l )  <  L

Finalmente, l)or ser , l  > 0 J, p(J) < I clel t ,colerna 1.9 tenemos que.[-,, I  es no singular,
y de (6.7) también (l es no singular. Por t,anl,o, ¡rara la ¡rartición (6.4) tenemos que

(c;- t ¡ - t  :c)o

v

(G - t  - . 4 ) (C - t ¡ - t  -  I  -  AG  : /  >  0 ,

es decir, es clébil  no ncgalivtr del segrurclo t, i¡ro. r

Posteriormctttc, Nctttt t¿iIt l I  y Plcnttuc¡¡rs [,1,1] introcl¡cjen una nr¡eva forma de abordar
el prol l lerrra cle clctc¡tt t i t¡¿tr la convcrgen<:i¿r <lcl esqllonla i terativo paralelo (6.2) en IR",
tansformár¡dolo en cl sigrr icrrte esquerna i lcl '¿it ivo sccrre¡cial en IRp",

, ( k + r ¡  :
"(k) 

+

p

lnÁ't,-ta
l : 1

p

L,n,m;'?
l = l

Podenlos afil'nrar r¡rtc los v¿rlot'es ¡tt'ct¡tios, sin telrer en cuenta las multipliciclacles, de la
matriz

Iir A,l | 
| Nt lrel,t;t Np

/ir ¡/¡1¡/r I:)PA,l;t NP

i :

lir ¡,/i t ¡/r Il rl,l;t N n

t/i'¡r,

Jir ¡/ ltNr Il,,Af ;t N,

r r  ¡ I t ' ¡ / r  EoAI ; t  No

Er ¡ I ¡ rNr  n ru ; 'wo

E , R
" I

li. r¡, ' I

; :

t ; r
I i t  Í J " ,' v

A,t2 | N2
(6 e)

II'I;I NO
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6.2 Multiparticiones débiles no negativas 167

coinciden con los cle la m¿rtriz

Mr tN ,

B:
AL;t N2

Itl;t N,

Itl;1 N1111 A[1 | M nz M;t Nt Ii,

M;t N2l\ I,t;t N2n2 I,l;1 N2ll,

. :

M; lNr t \  14; t  Nen2 A4;1Npnt ,

Adem:ís, la matriz, /3 puede ser colrsideracla corno la mal,riz

partición

A

Mt

AIz

MI' N,

Iit liz |ie

Ii, I;)o Ir-
v

i :

Ilt llz lie

I th -  NtEt -NtEz

- NzDr Mz - NzDz

-NoE, -NolJ,

_ N t E p

_NzEo

M,, - NnE,

(6 .10)

c lc  i terac ión M-rN de la

D'' Il, E
f̂

Ii1 Il2 ltp

[:)t Ez Ee

/Vr

N2

(6 .1  1 )
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168 6 Multiparticiones de matrices

y como ponernos cle nlallificsto a colttint¡¿rciórr, sr¡ convergencia es necesaria y suficiente
para obtener la convr:rgt:rrr:ia del esc¡rrcrnrr it,cr¿rtivo paralelo (6.2) ya que

p(M- 'A f )  :  p lff
: p l;;
:..: p

: p ( ) .

Por tanto, ¡rara ¡roclt:t' tsl,ablecel la cclnvet'gcr¡cia clel esquema it,erativo (6.2) Neumann
y Plemmons [.1.1] ¡lreserrtarr cl siguientc rcsull,aclo.

Teorema 6.3 (Lenra 2, I  de [aa] ) .  Para larnatr izporb loquesAylapar t ic i ,ón (6 l1)
tenemos qu,e:

si la rnult'i 'purticiót¿ {¡4, N¿, D}l=, es débit rn trcgati,ua del prúrter tipo, entopces la
particiórL (6.11) tutúién es tléb'il no negutiua rler pr"inrer ti,po,

si A-t > 0 'u ltt ntrLlliTturt'ición {A,l¿, N1,lilf=, es clébit no negati.ua ¿el pñmer t,ipo,
ento'nces r4*t > 0.

Finalniente, ciolno collsc(:llencia clilec:t,a rlcl lelua a¡t,eric¡r'y clel teorerna 3.6 obtenemos
de nuevo el teorema 6.1, ¡rero ahora mecliante una técnica clistinta.

A contintración, vamos a ver que también ¡roclerrros clemostrar el teorema 6.2 utilizando
la técnica de Nettmarrn y Plemrnons [zl.l]. Pnra ello, a partir de la multipartición débil

il

Ee

0

0

0  . . .  0

0  . . .  0

Nr0

Npo

Ee

0

0

El

0

0

It l r '

A,[;,

(U

(  i i )
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6.2 Multiparticiones débiles no negativas 169

no negativa del segundo tipo {Mr, Nr, Et}l=r, ¡>lanteatttos el siguicnt,e esquetna iterativo

secuencial en RP'

z$+r)  :

Er(Ml1)t¡úr

:

t i  ( A't-t \?'A/7'' . ' p t - . . ?  t  . ' p

Podemos afirtnar, como en el caso anterior, qtte los valores

las multiplicidades, de la nlatriz

I ir(Mlt )?'/f l '

D , (Mt '  )? ' / f l '

tin$t;1)t'¡{;'

Er (AI ; t f 'Ní
! r'1rt,r¡'¡''o

:
ñ

I n,1rw;r¡ru

(A,[;t)r NI

tk -1" (6 .12)

, -  I

¡rropios,sin tener en cuenta

r

Itt(lvlt | )rN¡'

üQvt;t )''¡{l'

Er(Mrt  )7 ' ¡ { l '

Et Ee

Et Ee

. rioQtt; ')t'N/'

. Iir(A,t; ')t'N;'

Er(Ml\r'/ú;'

(u;t¡r'¡u'r'

(M;') ' lvl '

:  . ' .  Ee

Et Ee

coinciden con los de la rnatriz

(lf¡r¡z'¡u'r '

(Mr')'' ¡v?'n,

1u;'¡:'w[ n,

(u;t¡ 'r 'r '

Ee

E.

:

E^

r\ tiz

Iit Ii2

llt Ii2$,f ;

Nl'8,

NI 'EO

t ) t ' ¡¿7
- p

I
L

(6 .13)
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6 lvlultiparticiones de matrices

Bs fácil ver altot'¿i c¡ttc la rnatriz d ¡rrrcrlc c:onsi<lerarse como la n¡atriz cle iteración
- - l  -

M 
' 

N de la ¡lartit: ir irr

Á :  M-ñ

(6 .14)

ria y suficiente

:: p?'t')

=- p(J)

-  p( I I )
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Ep

Ee

Ee

:f^"^j ]f.'Nt ]f;' 
';'

L M;i L ''l[o, E2
I 

nrl - N'l' tit - N'l' E, - N'l' Eo I
| -N:j'rit /'r:{ - Nij'r::, -N,}'no I:1,::l
| -lrtrr -xl'n:, A4l' - Nf q )

y como ponentos t lc tn¿rnif icsto segrri t lal¡¡cl¡te, su convcrgenc;ia es necesa
para ol i tener la couvcrgcrrr: iu i lcl  esrlrrcnr¿i i lcr '¿rl. ivr-¡ ¡ laralclo (6.2) ya qrre

¡,1t,r tN1 a. ,( l  
1rr¡r '¡1ni l  t i '  1rr;r¡?'r ' i f  a, 

l ' )' ' 
( | tn';' )'I'N'1,'t;), 1rr'r;'¡:" N] t,l)

(¡rorr',,rl o rl f :':oll : : :ll, ,
(,Ltt;')rN o oJ 

L, o

:-rff :
t'L u ,, ]L'ntt')'¡f o o
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6.2 Multiparticiones débiles no neg'ativas 171

pues toqueN¿ / l 4 t tD , :E¿N¡4V¡1 ¡ ra ra | : 7 ,2 . . . , , pyJes lau ta t r i zde f i n i daen (6 .6 ) .

Por otra parte, si tenenlos la nrrr l l ; ipart ición {l l4¿,N¿,l l} ' l=, dírbi l  lro negativa del se-

gundo t ipo con I\ :  at l  para I :  1,2,. '  .  , 'p, entonces

{A4l ' ,Ni ' ' ,D,} l=, , (6 15)

es una rnult ipart ici irn cle,zl '¡ ' ,  dotrr lc cad¿r rur¿r r lc la part, i<: ioncs salisf 'ar:t t  l¿us coltdiciones:

(M'l')-' : (M;')r' > o y (t,tl '¡-tN/' = (N,lt/,-')' ' > 0,

es decir, la multipartición (6.15) es rlóbil no ttegativa clel ¡rrirncrr tipo. Por tanto, por el

teorema 6.3 la part ición (6.14) es clóbil  clel ¡rr irner t ipo y conro (zlz'¡-r :  (A-1)" > 0, en

este caso.4 también es monótona. Dntonces por el teoretna 11.6. p(J) < 1.

Notemos, que utilizando dos l,ócnica.s disl,intas hemos llegarlo al ntismo resultado, a

diferencia que ui,ilizando la primcra t,écniczr, etr ambos casos l¿r lrartición ¿usociada a la

multipartición era del nlisnro ti¡>o, sin enrbargo, al ut,ililizar la segttttcla t,ócnica, en el caso

en el que la mulliparlición es dóbil no rrega,l,ii 'a clel segundo I,i¡ro, la partición constrttida

es débil  no negal, iva clel pri tner t i1ro.

Establecer restr l l ,ados de corn¡>aración ¡rara lrrrr l t ipart ir: iolrcs larnl-¡ ión es más complica-

do que establecerlos para particiones. Nerrnralut y Plemtrtons [,]'[] intro<lttcen un resulta-

do de comparación para multipart,iciones rlóbiles no negaüivas clel prittter tipo, pero bajo

condiciones muy restrictivas y haciendo uso de llna norma <lelerlninacla. Sin embargo,

Elsner [20] sin necesidad de concliciones excel)cionales, eslablccre cot'as sttperiores e infe-

riores del radio espectral de la mat,riz <le it,cración de la rnull,i¡rartición. Presentamos a

continuación la siguiente extensión cle dicho resultado, utilizanclo el teorema 4.7 en lugar

del Lema de Elsner [26].

Teorema 6,4, Sea A una matri,z no ,si.n.üt\at" corl ¡-t > 0. Sea {A'[¡,N¿,Et]l=, una

multi,parti,ci,ón, débil rro negatiua tIeI pritn.et'l.i1to U A:Tf -Ñ - Il,[ - N dos Ttarticiones

débiles no negatiuas del seEntdo t,i,1to. Si'

AI  <  I Í t  <  A l  Pa , r 'a l :1 , ,2 , . . .  , I ) ,

entonces

p(M-'  N) S pUI)  S p(M- 'Ñ) < l ,

donde I{ es la rnatriz delin,ida en (6.3).

(6 16)

(6.  i7)
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172 6 Multiparticiones de matrices

Demostración. Por el teorema 6.1 la multipartición es convergente y también sabe-
mos que la parl,ición (6.a) es débil no negal,iva clel ¡rrimer tipo. Por otra parte, de (6.16)
tenemos que

Ar' t  >f n,t , t ; '  ,M-' ,
, . -  I

o lo qrre es eqrrivalenlc,

Ar- t>G>M-\  ,

y por el teorema ,1.7 se satisface la desigualdad (6.12). ¡

Observación 6.1. El teorema 6./ también se satisface si, reemplazamos "primer tipo',
por "segundo tipo" Ttaru la multipartic'iórt. y "segundo tipo" por "primer tipo', para las
part'iciones, con la ltipótesis adici,onal de E¿ : a¿I para I : 1,2,. . . ,p.

Siguiendo la misnia líttca, presentamos el siguiente resultado en el que también estable-
cemos cotas stt¡reriorcs c it¡fcriores ¡rara el c¿lso en cl qrre la multipartición y las particiones
son del misrno ti¡ro.

Teorema 6.5. sea A ttna matriz no sittEr,rar con A-r > 0, sea {Mt, Nt, E¡}l:, una
multipartición débil no negati,ua del primer tipo lt A:M -ñ - M - N d,os particiones
débiles no negatiuas.

Si, A:M -Ñ : AI - N son del primer tipo y se satisface alguna d,e las cond,i,ci,ones
si,guientes:

_ _ l

(a )  A , [ '  A  S  A [ ; t l l  <  A4- rA  para  I  :  1 ,2 , , . . ,p ,

(b )  (M-1 , ,1 ) t  <  ¡ ¡ , - ,  A  <  (A , t - t  A¡ ' r '  puu  I  :  t ,2 , . . . ,p ,

Entonces, se satis.face Ia desigu,aldad (6.17) doncle II es la matriz rlefinida en (6.5).

Si A :M -Ñ : i'1-.1ú sort rlel seErndo t'ipo y se satisface alEtna de las cond,ic,iones
s'ig'uientes:

(a) AM-t < A, l l r  A S AA, l - ' t  pat ' t , l  :  t ,  2, .  .  .  ,p.

$ )  (M-LA)T  S  A I ; |A<(M- tA)7 '  pa ra t :1 ,2 , . . .  ,p .

(i)

( i i )
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6.2 Multipartícíones débiles no negativas

Entonces, se sati,sface.la designaldad (6 17) donde II es lant,atriz defin,ida en (6.3).

Demostración. Por el teorerna 6.1 la nrrr l t , i¡rarl . ición es c:ottvergenl,e.

( i )  Pore l  teorema3.6 las ¡ rar t ic r iones A:M -A/ :  I ' l  -  N so l r  co l )vet 'gent ,es.  Supon-

gamos que se satisface la condiciótt (a) cntotr<:cs

M-'A=i  l lh [ ; tA1M-t t t .
I

Ahora, utilizando que M-ll{ - I - I,I-tA y que igualdacles arrálogas se sat,isfacen para

todas las paqticiones, tenemos que

_ _ 1 ,

M-'ñ > I I  >  M-t  N,

de donde se sigue la desigualdad (6.17).

Si sesatisface lacondición (b), ent,onces lncdiante un razollatnieltto análogo y teniendo

en cuenta que p(/J) -- p(8?) también obtencrnos que se sat,isface la desigualdad (6.17).

( i i)  Por el teorenla 3.7 las part, iciones A: M -F - A't - N solr convergetttes. Altora,

mediante un razonalniento análogo al attl'erior llegamos a (lllc

p(ñ M- ' )  >-  p( t t )  Z  p(N M- ' )

que es equivalente a la desigualdad (6.17). r

Si en el teorema anterior consicleramos la nrult,i¡rartición {n'f¡. N,Ilt}l:t débil no nega-

t iva del segundo t ipo con la condición adicional E¡: a¿I para I :  1,2,. . .  ,p, obtenemos

el siguiente resultado.

Teorema 6.6, Sea A u,n,a m,o,t.t ' iz no si,nrtula"r 'con /- l  > 0. Sea {l \{¡,N¡,8¡}l-,  una

multipartición dé.bil n.o negatiua rkl, seEnr'do t,ipo cort Ii¿ : ¡rtl pat'a I : 1,2,. ' . 'P A sean

A: M -N: M - N dos ytart iciones débiles no negat, iuas.

(i) Si A:M -Ñ - M - N son del prinrcr ti,pto y se satisfa.ce alqttna de las condici,ones

siguientes:
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174 6 Multiparticiones de matrices

(a)  M-LA < AM;t  S M-IA para I  :  I ,2 , . . .  ,p .

b)  (M- tA) r  <  AM; ,  S(M-r . l ) r  para t : r ,2 , . . .  ,p .

Entonces, se sati,sface la desi.gualdad (6 17) d,ond,e H es Ia matri,z d,efini,d,a en (6.5).

(ii) .Si A:M-Ñ : M -N son d,el segund,o ti,po g se sati,sface alguna de las cond,,ic,iones
s'igui,entes:

(a )  AM-r  <  AM; t  <  AM- ,  para  I  :  I ,2 , . . .  ,p .

b) (M-rA),  < AM;r < 1M-t¿)r  para I  :  r ,2, .  . .  ,p"

Entonces, se sati'sface la desi,gualdad (6.17) donde H es Ia matriz defi,ni,d,a en (6.5).

Demostración. Por el teorema 6.2la multipartición es convergente.

(i) Mediante un razonamiento análogo al del apartado (i) del teorema 6.b llegamos a
que

p(M-'ñ) 2 p(J) >_ p(M-rN)

que es equivalente a la desigualdad (6.17), donde J es Ia matriz definida en (6.6).

(ii) Mediante un razonamiento análogo al del apartado (ii) obtenemos que

p(ñ M-') >_ p(J) > p(N M-t)

que también es equivalente a la desigualdad (6.12). r

En el apartado (i) del teorema 6.5 y el apartado (ii) del teorema 6.6, al ser la multiparti-
ción y las particiones del mismo tipo, nos permiten acotar superiormente (respectivamen-
te, inferiormente) el radio espectral de la multipartición por el mayor (respectivamente,
menor) de los radios espectrales de entre las particiones que forman la multipartición, es
decir, podemos considerar A: M - M - fu[^ - l[- donde

p(M;tN"J : min{p(M, t¡/¿)}t,

y A: M - M - Iv[n - lf" donde

p(lvI;I N; : max{p(MltN¿) }t,.
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6.3 Multiparticiones definídas positivas 175

6.3 Multiparticiones definidas positivas

Bn primer lugar, al igual que en la sección anterior, empezamos recordando el siguien-

te resultado de O'Leary y White [rl5J para rnuh,iparticiones 1)- regulares de una matriz
definida positiva.

Teorema 6.7 (Teorema l.b de [45]). Sea A ttna m.atriz definida ¡tosi,tiua y consi,-

deremos {Mt ,Nt ,Et } l= ,  una mu, l t i ¡ tar t ic ión P-r 'egt t lar  con E¡ :  a t l  ¡ tara l :1 ,2, . . .  ,p ,
entonces se sati,sface la desigualdad (6.5) don.de II es Ia m,atriz defiitida en (6.3).

Posteriormente Nabben [41, Teorema 3.2] probó que la part;ición (6.4) asociada a la

multipartición es también P-regular.

Notemos, que en el teorema anterior, a diferencia del teorema 6.1 para multiparticiones

débiles no negativas del primer tipo, y al igual que en el teorerna 6.2 para particiones

débiles no negativas del segundo tipo, aparcce la condición adir:ional de Et : aJ para

I : 1, 2,. . . ,p. Desafortunadamente, en toclos los resultados que introduzcamos en esta
sección aparecerá dicha hipótesis.

A continuación, introducimos el siguienl,e rcsultarlo cle convergcncia para multiparti-

ciones débiles definidas no negativas.

Teorema 6.8, Sean A una matriz no si,ngular U {Mt, N, Dt}f:t tma multipartición

débil definida no negatiua del primer tipo con Et: aJ paral : 1,2,. .. ,p. Consi,deremos

las matrices H U G defi,ni.das en (6.3). Si cada z¿na de las parti,ci,ones A - Mt - N¡ es

conuergente para I :  I ,2,.. .  ,p. Entonces se satisface Ia desi.gual.dad (6,5).

Adernó,s, la partición (6.0 es también débil definida no negati,ua del pri,mer ti,po.

Demostración. Por el teorenta 3.10, ,4-l  Mt > 0 para I :  1,2,.. .  , ,p con lo que

p

Dn,tt  lvh> o
, -  l

p

y por tanto, I nt,l-r tW es una matriz no singular.
l =1
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176 6 lttlultiparticiones de matrices

uti l izando que,E¿,4-l :  A-rEt, poclernos escribir la matriz G como

G : Af n,a-, u,
l = l

de donde C es no si¡rJ¿rrl¿rr.

Por olra ¡tarte,

(C-r¡-t (;-t  - t t) :  ¡¡ > ¡f

por que la mult i¡rart icir ln es débil  clcf inicla no negativa clel primer t ipo y Et: a¡l ,para
I :  I ,2,. .  .  ,P. Por tattto, la part ición (6.a) es también clébil  clef inicla no negativa del
primer tipo. Irinal¡ncnt,o,

GA:É nA, t ; tA>o
l -  I

po rque  l l , t ; l t l  F  0 ¡ ra r . a  I : 1 , 2 , . . .  , p .  I l n t , onc : cs ¡ l - rC - t  -  (G t t ¡ - r  >  0ypo re l t eo rema
3.10,  se sat is face Ia  r lcs igualc lad (6.b) .  r

Observación 6.2. [il teot'erna 6.8 tan¿b'ién es cierto si cambiamos ,,primer tipo,, por
"segundo t'ipo". La tLen¿osh'ación es análoga a lu, rle d,icln teorema, teniendo en cuenta
qL r ,e ,  po r  e l t eo re rnu  3 .11 ,  I , lÁ - r  >  0  pa r .a  l :  1 ,2 , . . .  , p .  

.

Notemos que el tcote¡rta 6.8 y la observación 6.2 son los primeros resultados de con-
vergencia para mtrltillat't,iciones en los qlle no se exige ninguna condición adicional a la
matriz á, excepto l¿r cle sor no singrrlar.

Recientemente, Nabben [41] establece el siguiente lesultaclo de comparación para mul-
tiparticiones f)*regttl¿Ircs (:on la misma est,ructura que el teoema 6.4 para multiparticiones
débiles no negativas, ar rliferencia del orclen parciuil utilizado.

Teorenra 6.9 (Teorema 8.3 cle [a1]). sea, A> 0 a Uvlt,Nt,E]f=t unamult ipar-
t ' ición donde cada N¿ > 0 g E¡ : a¡|,  pu,a L : 1,2,., .  ,p. Consi,deremos la matriz H
defini,da en (6.3). Atlentds, sean A= Ivl - N=TÍ -ñ dos part ici,ones tales que M >0
aM>ou

IV I  I  M< M,  para l :1 ,2 , . . . ¡p .
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6.3 Multiparticiones defrnidas positivas 177

S¿N>0.en tonces

p(M- 'N)  3  p( t { )

S¿N>0,en tonces

p(tt) < p('rrV-'N).

Siguiendo la rnisnla línea, nosotros inl,r'orltr<:irnt-¡s los si¡3uietrt,cs resultados de compa-

ración para mult,i¡;articiones débilcs dcfilrirl¿rs rro tregat,iva.s ('on la nlislna estructura que

los teoremas 6.5 y 6.6 para multiparticiones dóbiles no negativas.

Teorema 6.1"0. Sean A una ntah'iz n,o sirtEt,lar y {A[¿, h't,lit]f=t tr,na m,ultipartición

débi t  no negat i ,ua d,e l  Tt r im.er  t iy to  con,  Et :  c t ' t l ,  para, l :  I , ' ) , . . .  ,P.  Sean A:  M -N :

M - N dos partdciones dé,biles defini,do,s rt,o tt,e.ga[iuas.

( i )  S i  A :  M-N :  M-N  son r le lp r i n re r t , i . y tousesa t i s . f a l : ea lq tn t .o ,de lascond ic iones

s'iguientes:

(u )  0  <  M- '  A  3  M t '  A  <  M-1  A ,  pu , t ' t r . l  :  1 , 2 , . . . , p .

( b )  0  .  (M - t  A ) '  <  M l t  A  <  (M- ' , 4 )7 ' ,  ¡ t o , x r , l  :  l .  2 , . . , p .

Entonces se satisface la desigu,aldad (6.17) don,de II es la, nt,atriz defini,da en (6.3).

(ii) .9¿ A :M -Ñ : AI - N son rlel ser¡utrd,o t,i.po y s¿ so,l,i,sJ'o,rn o,l,qtnn tle lo,s con,diciones

si,gui,entes:

(o )  o  <  AM- '  l  M t t  A  <  A I4 - '  pa r r , , l  :  1 , 2 , . . . , 1 ) .

( b )  0  <  (AT [ - ' )T  3  M l t  A  3  (AM- t ) ' t '  pa ra l  :  [ , ' ) , . . . , p .

Ento¡'¿ces se sat,isface Ia desigttaldo,d, (6 17) do¡tde II r:,s I.a, nta,t,r'iz definida en (6.3).

Demostración. Por el teorelra 6.8 lr¡ rnrrlt,i¡rarl;ición es cottvergente.

(i) Por el teorema 3.10 las particiones talnl:ión son colrvergetttes. Supongamos que se

satisface la condici<'rn (a) entortces teltelllosi (llle

p

M-t  AJ t  l i¿ t r t ¡ - t  .1  < A, l - t , ,1 ,
I = l
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utilizanclo qt'u [1-' -'l : I - ¡Z-'F y (l.e igrralclacles análogas se satisfacen para cada una
de las particiones tenenros qrre

r  - -M- 'F< 1  -  I I  <  I  -  A , I - tN.

Ahora por el teorenta I . I 5 ol¡tenemos la <Jcsigrralclacl (6. l7). Si suponemos qrle se satisface
la condición (b), enlonccs mediante un ¡'¿lzorlalnicnto análogo al anterior, se obtiene la
desigrralcl 'd (6.12) 1c.i .rr<ro cn cuerta ah<>r¿i c¡ue p(l)):  p(L)'r ') .

(ii) Por el t'eorcl¡l¿r iJ.ll las ¡tartic;ioncs son co¡rv.:rgcrrt,es. i\,lecliante un razonamiento
análogo ¿rl dcl tr¡tar. lrrckr a¡¡tcrior ol i t t :rrerrros <¡rrc

p(N A,r- ' )  < p( t t )  s  p( t r  M-,) ,

que es eqrrivalente a la r lcsigtralclacl (6.17). r

Si en el üeorern¿r al¡ttlrior cc¡¡tsicleranros l¿r ulrlli¡lartición débil clefinicla no negativa del
segundo t,ipo, obtenernos el siguiente resrrll,arlr¡.

Teorema 6.11. Settt A una nmtt'iz tto s'ingulu'r y {lv,l¡,Nt,E}T=, una ,multipartición
déb'i l  no negat, iuu dcl se1¡ttt t t lo t iyto con. D¿ : (\¡[ ,  puu I :  7,2,.. .  ,p. Sea A :M _ñ :
IVI - N dos pu,t.it:io,es dtib,iles tlefirritlas rn rLcAat,i,uas.

(i) S¿ A : A"t -A7 - ,41 - N so'n del prirrter t'i'po y se satisface alguna d.e las condi,c,iones
siguientes:

(o )  0  <T Í - 'A<  AA , I , - 1  <  A , l - rA ,  pa ra l : 1 ,2 , . , . t p .

( b )  0  <  ( fZ - ' . . l ) ' t ' <  A lu l l t  < (A , t - tA ) r ' ,  pa ra l : 1 ,2 , . . . , p .

Entonces se satisJ'u:c la desigtLultlad ((i,17) dortrJe II es la matriz defini,cta en (6.5).

(ii) '9¿ A:M -Ñ : AI - N son tlel segu,nrlo t'ipo y se satisface alguna cie las cond,iciones
sigu'ientes

(u )  0  <  AM- t  < , , l l t l t  |  3  A I4 - r  pu r . a  I  :  1 , 2 , . . . , p .

(b )  0  <  (AT Í - ' ¡ ' t '  I  AA , I¿  t  <  qA t t , t - t ¡ ' t '  pa ra  I  =  t , 2 , . . . , p .

Entonces se satisJ'rt'ce la tlesigu,aldatl (6 17) tlortde fl es la matriz defi,nicta en (6.5).
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6.3 Multiparticiones defrnid as posiüivas 179

Demostración. I)or la observación 6.2 lil rnrrlt,ipart,icirin es convnrgcnt,e. Ahora me-

diante un razonarniento análogo al scguido en el te<¡renla (i.10 obl,cllcnlos en el apartado

(i) la desigualdad

p(M- 'N)  S p(J)  <  p(M- 'ñ)

donde "I es la matriz definida en (6.6), y como p(J) : p(//) tenernos la desigualdad (6.17).

En el apartado (ii) llegamos a la desigualdad

pW M-t) S pQ) s p(NTÍ-'),

de donde tanrbién se obtiene la r lr:siguaklarl (6.17). I

Para terrninar, utilizando el l,eorenra ll.l2 introducirnos rrrsultaclos cle convergencia

para multiparticiones débiles cle ulla nlatriz rro sitrgttlzrr y rcal ¡rosil,iva.

Teorema 6,t2. Sean A una matri,z no singttlar real posit,i,ua y Uvlt, N¿, E¿\l:, una

multipartición débil con E¡ : atl para I : t,2,.. . ,P. Con,siderentos las matrices H g

G definidas en (6.3). Si Mt para I -- I,2,.,. ,p son matrices reales y reales positiaas,

entonces se sati,sface la desigualdad (6.5). Adem,ás, la particiótt. (6.1 es del mismo tipo

qu,e la multipartición y G-t es real positi.ua.

Demostración. I)or ser M¿ reerlcs y rcalcs ¡rositivas J' I;) : a¿I l,ettemos que G es

una matriz no singular, por tanto, ¡roclelnos crxrsiclerar la ¡rnrlición (6.a) ¿usociada a la

mult ipart ición, doncle si la mult i¡rart ición es r lébi l  del prirner1i¡ro.Iy'  es una rnatriz no

negativa y si la multipartición es del segunclo t,i¡ro J, definida cn (6.6), es una matriz no

negativa. Bntonces, en ambos caso por el teorelna 3.12 tenemos que la partición asociada

a la multipartición es convergente, es decir, se satisface la clesigualdad (6.5). I

El teorema anterior nos permite establccer los resultaclos siguientes cle comparación

para multiparticiones débiles, análogos a los tcorema 6.5 y 6.6. La.s demostraciones tam-

bién se realizan mediante raz,onamientos anzilogos a los llevatlos a ca,bo en dichos teoremas,

teniendo en cuenta que por el teorerna 6.12 la rrrulti¡rarticirin es convergente.

Teorema 6.13. Sea A ttna ntatri,z rt,o sirtgttlat- rcal positi.ua^ Sea {A4¡,N¿,8¿}l:, una

multi,partición débil del printer tipo con, Al¡ rcales y re.ale,.s Ttositiuas U I\ : a¿l para

l :1 ,2, . . .  ,p .  Sean,  A:M - ¡ú:  M -  N dos y tar t ic i ,ones débi les cotwergentes.
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180 6 Multiparticiones de matrices

(i) S¿ l l :  M -¡ú : r11-¡/ soLL dt: l  pri 'nr:r ' t ' i2to'y se satisfuce algtma de las contJiciorrcs
szgu,ientes:

(u )  IZ - t  A  <  A l ; t , l  1  l t | - t  t l  T tu ru  l  :  1 ,2 , . . . , p .

(b)  (M-t  A) '  S t t [ l t  A < (A, t -LA¡ ' t '  T tara I  :  1 ,2, .  . .  ,p .

Entonces, se sati,sface la desigu,aldad (6,17) donde II es la matriz d,efinid,a en (6.3).

(ii) S? A:M -N : I\'[ - N son tlel segu;ndo t'ipo y se sat'isface alguna de las condiciones
siguientes:

(a )  . 477 - '  S  A IL ' . . 1  <  ,4 / , , 1 - t  , 1 tuL . t ,  I  :  1 ,2 , . . .  , I ) .

( b )  ( f f - ' . ' t ) , ' .  1 , I ; t , 1<  ( ^ i - tA ) ' t '  pa t rL t : 1 ,2 , . . ,  , p .

ürúortces, sc suLi,s.l'a:c lu tlesigtLultlud (6 17) tl,ot¿tle il es lu t¡tult-iz tleJin'itta en (6.3).

Teorerna 6.14, Seur¿ A u'na matriz no s'itzgtilar real posi,tiua. Sea {Mt, Nt, E¿}l=, una
multipartic'iór¿ déb'il del segu,ndo ti,po cort, Il'[¿ r'eales y reales positiuas A Et : a¿I para
l : 1 ,2 , . . . , p ,  SeanA:  M -N :  A , t  -  N  t l osT ta r t i c i ones  d ,éb , i l es  conuergen tes .

( i )  S¿ A:  M-7F: ,41 -N sond,e lpr i :n ter t ' i t r toysesat is facealELnat le lasconr l i ,c i ,ones

sigrrietttes:

( o )  I 7 - ' . 4  <  - . 1 ¡  [ , * '  1  l v I - t , \ , pa ru I :  l , ' 2 , . . .  , p .

( b )  (T7 - ' . " 1 ) r ' < . { ¡ / , - ,  <  ( ¡ f -  t , , 1 ) ' t '  , pu ra t :  1 ,2 , . . .  , p .

Entonces, se sutis,fhce la desigttuldatl (6 17) dor¿de II es lamatri,z definicla en (6./).

(ii) ^9? A : M -Ñ : ,41- // sor¿ tlel seg'untlo t'ipo E se satisface algzma rle las coniliciones
si,Etie'ntes:

(a )  AM- t  S  AAt t  |  <  A I , [ -1  pa ra  I  :  1 ,2 , . . .  , p ,

( b )  ( ¡Z - t , , l ) t ' <  . , tA [11  <  ( ¡ / - tA ) ' t '  , pu ,u l : t , 2 , . . . , p .

Erúonces, se sutis.l'ur:e lu tles'igrLaltlatl (0 17) dor¿tle II es la rrtuttiz definida en (6.3).
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Apéndice A

Líneas futuras

Los resultados de convergencia y conr¡raración introducidos en esta rnemoria para el

esquema iterativo secuencial (3.2) V para el os(luenla iterativo ¡ltralelo (6.2), al igual que

los resultados de convergencia y comparación hast;a ahora conocidos, colrstituyen una he-

rramienta considerable en el estudio <le la convergencia y colllparación de los diversos

métodos iterativos obtenidos a partir de dichos esquemas iterativos. Bn particular, Lanz-

kron, Rose y Szyld [g6] V Benzi y Szykl [5] utilizarr como herr¿rnrienta funclamental los

resultados de convergencia y cotnpat'ación ¡rara ¡rart,iciones dóbiles tro trr:ga.t,ivas del ¡rrimer
tipo de matrices ntonótona.s y lcls result,arlos ¡rara ¡larticiorrcs ¡rirrlicir¡nes P-regulares de

rnatrices definidas ¡>osit,ivas, ¡rara esl,ablcr:cr r:oncliciolles <le convelgcrrcia y cornparación

para los métodos it,crativos en dos et,a¡ras )' aniclados y l)ar¿r el rnótoclo iterativo (2.6),

respectivamente. Esto nos sugiere aborcl¿rr el problenra cle clet,erlnillar nuevas condiciones

de convergencia y comparación para dichos r¡lótoclos iterativos rrtilizando los resultados

introducidos en esta memoria para ¡rarticiones débiles no negat,ivas del segundo tipo y los

resultados obtenidos para las particiones clóbiles clefinidas no negal,ivas.

Por otra parte, desde una perspectiva nrás teórica, en el <lesarrollo de esta memoria

hemos podido observar y ademas hcnros realizado algunos coment,arios al respecto, que

algunos de los resultados presentados para particiottes no negal ivas y los introducidos para

particiones definidas positivas tienen la misrna estructura, clilercnciánclose itnicamente en

el orden parcial utilizado en cada ca.so, es dccir, ((<" y "{", }estr)ectivamente. Por lo

tanto, esto motiva la realización de un estuclio eu el que se cleternritte qué condiciones son

intrínsecas del orden parcial, independient,elnertte cle las características de los operadores

l8 l
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182 A Líneas futuras

con los que estemos trabajando'

Finalmente, ot,ro problelna pendiente cle abordar sería la generalización de los resulta-

dos introc|.rcidos para mrrlti¡rarticiones no rtcgat;ivas, en primer lugar utilizando el orden

parcial incl¡ciclo por rrn colro normal cuailcluicrut K y posteriormente, generalizar dichos

resultados junto con lgs i¡troclucidos para nnrlti¡larticiones definidas positivas a espacios

de dimensión inf inita, sigrt iettdo una línea sin¡i lar a la de füommer [29] '
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