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Proélogo

La resolucién de sistemas de ecuaciones lineales es una de las herramientas mas uti-
lizadas en matemética aplicada puesto que, gran cantidad de problemas de campos tan
diferentes como la simulacién de sistemas de naturaleza estocistica, problemas de inge-
nierfa o economia, pueden ser resueltos mediante la resolucién de un sitema lineal. Por lo

tanto, el desarrollo de algoritmos eficientes para su resolucion es de vital importancia.

Los avances acaecidos en los Gltimos afios en computacién paralela, han provocado la
necesidad de renovar los algoritmos clédsicos de la computaciéon matricial.

Centrando nuestra atencién en los métodos iterativos, en principio parece bastante
légico que las posibles lineas de desarrollo van a girar entorno a la paralelizacién de los
algoritmos secuenciales clésicos, asi como la obtencién de nuevos algoritmos paralelos que
obtengan el maximo rendimiento de la arquitectura paralela con la que se vaya a trabajar.

Tanto la adecuacién de los algoritmos cldsicos como el desrrollo de nuevos algoritmos
paralelos, llevan consigo la necesidad de utilizar no sélo las herramientas desarrolladas para
los métodos secuenciales, sino otras mds complejas y generales. De ahi, la importancia de
obtener nuevas herramientas.

La teoria de convergencia y comparacién de particiones es, ha sido y puede ser la
herramienta fundamental a la hora de desarrollar algoritimos sccuenciales. Ademas ésta
también es 1til en el desarrollo de los algoritmos paralelos. Con el objetivo de ampliar
la teorfa de convergencia y comparacién para particiones, asi como dar un paso en el
desarrollo de una teorfa general de convergencia y comparaciéon para multiparticiones en
esta memoria tratamos los siguientes aspectos:

En el capitulo 1 introduciremos los conceptos y resultados basicos sobre teoria de

Xv
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operadores acotados en espacios de Banach, necesarios para un completo entendimiento
de la memoria. En el capitulo 2 recordaremos los conceptos y resultados béasicos sobre
métodos iterativos secuenciales y paralelos.

Los restantes capitulos contribuyen la parte fundamental de la memoria. En los
capitulos 3 y 4 generalizamos los resultados de convergencia y comparacién que hasta
ahora se han introducido para matrices a operadores acotados en espacios de Banach
reales y a operadores acotados en espacios de Hilbert complejos, ademds introducimos
nuevos resultados de convergencia también para operadores. En el capitulo 5 establece-
mos las relaciones existentes entre las distintas condiciones de comparacién introducidas
en el capitulo 4. Finalmente, en el capitulo 6 generalizamos e introducimos nuevos resul-

tados de convergencia y comparacién para multiparticiones de matrices.
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Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo presentaremos, de la forma mas clara y escucta posible, los conceptos
y resultados necesarios para el completo entendimiento del desarrollo de esta memoria.
Haremos uso de los resultados mds generales y elementales, en muchas ocasiones, sin

mencién explicita de ellos.

1.1 Espacios vectoriales normados

Las definiciones y resultados que presentamos en esta seccién pueden encontrarse en
Dunford y Schwartz [24].

Denotaremos por E un espacio vectorial definido sobre un cuerpo K. Llamaremos
vectores a los elementos de E y escalares a los elementos de K. Diremos que E es un
espacio vectorial normado si a cada vector z € E le corresponde un niimero real ||z||
llamado norma que satisface las condiciones siguientes:

(i) loll = 0; |llj > 0 si  # 0; '
(i) ||z + yll < ||z]| + llyll para cualesquiera z, y € E;

(iii) |loz|l = |a|||z]| para cualesquicra o € Ky x € E.
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En los espacios vectoriales normados, la convergencia de una sucesién se define en
funcién de la norma como

.

limz, =z s lim |lz, - x| =0
n—0o0 n—0o0

En general, si una sucesién de vectores {z, } es convergente, entonces satisface la condicién
de Cauhcy, es decir,
s, i N1z = @all = 0

sin embargo, en general el reciproco no es cierto, es decir, una sucesién que satisface la
condicién de Cauchy, no tiene porqué ser convergente. Un espacio vectorial normado para
el cual toda sucesién que satisface la condicién de Cauchy es una sucesién convergente, se
dice que es completo. Diremos que E es un espacio de Banach si es un espacio normado
completo. Notemos que todo espacio vectorial normado de dimensién finita es un espacio
de Banach.

Si consideramos ahora dos espacios vectoriales normados cualesquiera y un operador
lineal T entre ellos, entonces se satisface el siguiente resultado.

Lema 1.1. Sea T un operador lineal entre dos espacios vectoriales normados. Las
condiciones siguientes son equivalentes:
(i) T es continuo;
(ii) T es continuo en algin punto;

(iii) sup ||Tz| < oo;
Jlz)l<1

(iv) ||ITz| < allz| para algin escalar a y para todo x.

A partir del resultado anterior introducimos la siguiente definicién de norma de un
operador lineal.

Definicién 1.1. Sea T un operador lineal entre dos espacios vectoriales. Llamamos
norma de T y denotamos por ||T'|| al siguiente valor
sup ||Tz||.

l=ll<1

Diremos que el operador T es acotado si ||T]| es un niimero finito.
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1.1 Espacios vectoriales normados 3

Como consecuencia directa del lema 1.1 y de la definicién anterior, tenemos que un
operador lineal T es continuo si, y sélo si, es acotado. Normalmente llamaremos operadores
acotados a las aplicaciones lineales continuas entre dos espacios vectoriales normados.
Notemos también, que en el caso particular en que el espacio vectorial es de dimensién
finita, los conceptos de aplicacién lineal y de aplicacién continua son equivalentes. Una
consecuencia directa de la definicién 1.1 que se usa con bastante frecuencia es la siguiente

TS| < NITHSTI,

donde Ty S son dos operadores lineales, tales que el dominio de T est4 contenido en el
rango de S.

Por otra parte, si E y F son dos espacios de Banach, denotaremos por B(E,F) al
espacio vectorial de las aplicaciones lineales y continuas de E en F. Por simplificacién
denotaremos B([E) al espacio vectorial B(E, E). Utilizando esta notacién, introducimos la
siguiente definiciéon.

Definicién 1.2. Llamaremos espacio dual de E, y lo denotaremos por E, al espacio

vectorial formado por las aplicaciones lineales y continuas de E en el cuerpo K, es decir,
B(E, K).

Andlogamente, denotaremos por E” el espacio dual de E' que llamaremos espacio
bidual de E.
Como consecuencia de la definicién anterior y el lema siguiente tenemos que E' es un

espacio de Banach.

Lema 1.2. Sean E y F dos espacios vectoriales normados. SiF es completo, entonces
B(E,F) es un espacio de Banach con la norma introducida en la definicidn 1.1.

Definicion 1.3. Diremos que un espacio de Banach es reflexivo si la aplicacién

R: B — E
r = T

con &y = y'x para y’ € ' es sobreyectiva.

. Notemos que en dimensién finita todos los espacios vectoriales normados son reflexivos,
puesto que las dimensiones de E, E' y E” coinciden.
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Un caso muy particular y especial de espacio de Banach reflexivo es el que introducimos
en la definicién siguiente.

Definicién 1.4. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial E sobre el cuerpo
de los niimeros complejos, junto con la funcién compleja (-, -) definida en E x E y que
satisface las propiedades siguientes:

) (z,z) =0si, y sélo si, z = 0;
(ii) (z,x) > 0, para todo = € E;
) (x+y,2) = (x, 2) + (y, 2), para cualesquiera z,y, z € E;

(iv) (az,y) = oz, y), para todo a € K y para cualesquiera x,y € E;

(v) (z,y) = (y,z);

(vi) Si{z,}2, CE,y lim (z,—x,,z, —,) = 0, entonces existe un = € E tal que
n,m—00

lim (z, -z, o, —x) =0.
,Mm-—00

La funcién (-, -) se llama producto escalar o producto interno en E y (z, y) se llama
producto escalar de e y. La norma en E es ||z| = (z, z)!/%

Como consecuencia del teorema siguiente podemos identificar E’ con E.
Teorema 1.1. Todo ¢y’ € E' determina un inico y € E tal que

vz = (x,y), paratodo z € E.

1.2 Sistemas parcialmente ordenados. Conos

En el desarrollo de esta seccién, consideraremos que [E es un espacio vectorial normado
y E' su dual.

Introducir en un espacio vectorial normado lo que a continuacién definiremos como
orden parcial, puede resultar muy util, como podremos comprobar en el desarrollo de esta
memoria.
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1.2 Sistemas parcialmente ordenados. Conos 5

Definicién 1.5 (Definicién I.A.2.1 de [24]). Diremos que ([, <) es un sistema
parcialmente ordenado, si /" es no vacio y < es una relacién de orden parcial, es decir

(i) a < a para todo a € F;

(i) Sia<byb<c, entonces a < c.

Como veremos a continuacién algunas estructuras algebraicas permiten introducir un
orden parcial en E.

Definicién 1.6 (Definicién 1.1 de [35]). Un conjunto I C E es un semigrupo
lineal si satisface las propiedades siguientes:

(i) Si ¢ € K, entonces Az € K para todo A > 0;

(i) Six,y € K, entonces x +y € K.

Un semigrupo K se dice que tiene interior si contiene puntos interiores. Denotamos
por int(K) al conjunto de puntos interiores de K.

La definicién anterior nos permite definir el siguiente orden parcial.

Definicion 1.7. Sean z, y € E, diremos que

z<y siysdlosi, z—y € K. (1.1)

En particular, diremos que > 0 si € K, en cuyo caso diremos que £ > 0 es un
vector no negativo.

Es facil comprobar que la relacién (1.1) define una relacién de orden parcial en E. De

las definiciones 1.6 y 1.7 se deducen las siguientes propiedades (véase Krein y Rutman
[35]):

(a) Si z <y, entonces —y < —.

(b) Siz <y y >0, entonces Az < Ay.
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(¢) Siz) < yyy 2 < yo, entonces @y + 22 < Yy + Yo

Ademais, si K es un semigrupo lineal con interior, entonces podemos introducir también
la relacidén siguiente.

Definicién 1.8. Si K es un semigrupo lineal con interior diremos que
x <y, si,ysélosi, x—y € int(K). (1.2)

En particular, £ > 0 si @ es un elemento de int(K), en cuyo caso diremos que & > 0 es
un vector positivo.

Es ficil observar que la relacién & < y implica la relacién £ < y. A continuacién,
presentamos propiedades andlogas a las introducidas para el orden parcial <, introducido
en la definicién 1.6, para la relacién definida en (1.2).

Si K es un semigrupo lineal con interior, entonces se satisfacen las propiedades si-
guientes (ver Krein y Rutman [35]):
(a) Siz <yey <z, enlonces T < z.
(b) Si K es distinto de E, entonces para todo « > 0 se tiene que —y ¢K.
(¢) Siz <yyA>0, entonces Az < Ay. |
(d) Siz <y, y z2 < ys entonces x, + x2 < Yy + Yo
(e) Cada elemento & € E puede representarse como

r=u-—1v, conu,v>0.

Ahora, vamos a presentar las caracteristicas del dual del semigrupo lineal K.

Definicién 1.9 (Definicién 1.2 de [35]). Llamaremos dual de K al semigrupo li-
neal K’ de las aplicaciones lineales ' € I/, tales que «'(x) > 0 para todo = € K.
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Notemos, que todas las consideraciones realizadas para K y E son vélidas para K’ y
E’ puesto que K’ es un semigrupo lineal de E/.

A continuacién introducimos uno de los casos particulares mas utilizados de semigrupo
lineal.

Definicién 1.10 (Definicién 2.2 de [35]). Diremos que & C E es un cono si es
un semigrupo lineal cerrado y para cada « € K, x # 0 se satisface que —z ¢ K.

Si ademas, para x, ¥y € K existe un o > 0 tal que
lz +yll > oflll,

diremos que K es un cono normal.

Si K es un cono normal de E, es fdcil comprobar que K’ es un cono normal de E'.

En los capitulos 3-5 consideraremos el caso en el que E es un espacio de Banach
generado por un cono nornal K, es decir E = K — K. Ademds, en dichos capitulos
presentaremos diversos ejemplos, para los cuales consideraremos siempre el caso particular
en el que E es un espacio de Banach real de dimensién n y K = R7, es decir, z € K o
z > 0 denota un vector cuyas componentes son no negativas y = € int(K) o > 0 denota
un vector cuyas componentes son positivas.

Notemos que Marek y Szyld [38] reemplazan el concepto de int(K) por el concepto
maés general de d-interior:

Ki={zeK : 2/(z) >0, para todo o’ € K', 2’ # 0}.

No obstante, si int(K) # 0, entonces int(K) = K¢ (véase Krein y Rutman [35, Corolario
1.4)).

En todo lo que sigue, cuando aparezca una desigualdad estricta, estamos suponien-
do implicitamente que int(K) # 0. Sin embargo, para desigualdades no estrictas, los
resultados son vélidos independientemente de que el interior sea vacio o no lo sea.
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1.3 Operadores acotados

En esta seccién vamos a introducir en primer lugar, los conceptos y resultados bésicos
del conjunto de operadores acotados B(E,F). Presentaremos las principales particulari-
dades del conjunto de operadores acotados no negativos de un espacio de Banach real
asi como algunos resultados caracteristicos de los operadores acotados en un espacio de
Hilbert complejo, en particular de operadores definidos positivos y definidos no negativos.

1.3.1 Propiedades generales de operadores acotados en espacios
de Banach

Sea T un operador de B(E, F), diremos que es no singular o invertible, si existe un
elemento T~ de B(F, E) tal que

TT ! = Ig y 77T = If.

El operador adjunto 7" de T es una aplicacién del espacio ' en E’ definido como
T'y' = y'T. Si consideramos el caso particular B(R", R™) y consideramos A la matriz de
tamarfio n X m que define al operador T, entonces el operador 7" estd definido por la matriz
traspuesta AT. Si consideramos B(R™) podemos determinar si un operador es no singular
por medio del determinante de la matriz A asociada a dicho operador. Sin enbargo, en
el caso en el que el espacio es de dimensién infinita no podemos definir funciones como el
determinante o la traza (suma de los elementos diagonales de una matriz) definidas para
matrices, puesto que dichas funciones estdn definidas haciendo uso de forma explicita del

concepto de base.

Para el caso general, presentamos alguno de los resultados maés elementales y relevan-
tes.

Teorema 1.2 (Proposicién 12.5 de [9]). Un operador T' de B(E,F) es no singular

si, y solo si, T es acotado y sobreyectivo.

Teorema 1.3 (Lema.VI.7 de [24]). Sea T un operador de B(E,F), eziste T~ de-
finido en todo F, si, y sdlo si, para el operador adjunto T' existe (T" )71, Si existen dichas
inversas, entonces (T!)' = (T")7L.
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Otras propiedades fundamentales para operadores acotados, que son bastante cono-
cidas en el caso particular en el que el espacio es de dimensién finita, son las siguientes
(véase Brown y Pearcy [9]).

Lema 1.3. Sean S y T en B(E).

(i) Si T es no singular, entonces (T™")"' =T y (IT™)~" = (TN, para todo n € N.
(i) S¢S y T son no singulares, entonces ST es no singular y (ST)™! = T~15-1,

(ili) (ST) =T'S".

En algunas ocasiones, nos encontraremos que para poder generalizar resultados para
matrices a operadores acotados en B(E,F), es imprescindible que dichos operadores sigan
manteniendo caracteristicas similares a las de las matrices. Una clase de operadores, que
como pondremos de manifiesto en la seccién siguiente goza de caracteristicas muy similares
a la de los operadores lineales en dimensién finita, son los operadores compactos.

Definicién 1.11. Diremos que un operador T en B(E, F) es compacto o comple-
tamente continuo si la sucesién de las imdgenes {T'z,} de cualquier sucesion acotada
{z,} de E contiene una subsucesién de Cauchy.

Las caracteristicas generales de los operadores compactos mas importantes estan re-
cogidas en en los dos resultados siguientes.

Teorema 1.4 (Teorema VI1.5.2 de [24]). Un operador T en B(E,F) es compacto
si, y sdlo si, su operador adjunto T' lo es.

Teorema 1.5 (Teorema VI1.5.4 de [24]). Una combinacidon lineal de operadores com-
pactos es un operador compacto. El producto de un operador compacto por un operador
acotado es también un operador compacto.

1.3.2 Operadores acotados no negativos en espacios de Banach

reales

Consideremos ahora el conjunto de operadores B(E) con E un espacio de Banach real
generado por el cono normal . Como generalizacién de los érdenes parciales inducidos
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por el cono K en el espacio normado E, definidos en 1.7 y 1.8, introducimos el siguiente
orden parcial en B(E).

Definicién 1.12. Diremos que un operador T de B(E) es no negativo (respectiva-
mente, positivo) si TK C K (respectivamente, T(K \ {0}) C int(K)) y lo denotaremos
por T' > 0 (respectivamente, T' > 0). Andlogamente para T'y S en B(E), denotaremos
T — S > 0 (respectivamente, T — S > 0) si T' > S (respectivamente, T > S).

Notemos que si consideramos el caso particular B(R*) y K = R%, T > 0 (respectiva-
mente, T' > 0) denota las matrices cuyos elementos son no negativos (respectivamente,
positivos). El caso particular anterior serd el considerado en todos los ejemplo que consi-
deremos en el desarrollo de esta memoria para operadores no negativos.

Aunque el resultado siguiente es vélido para K un semigrupo lineal, nosotros lo intro-
ducimos para un cono K (para més detalle ver Krein y Rutman [35]).

Lema 1.4. Si consideramos T' un operador de B(E) y un cono K con interior, se
satisfacen las propiedades siguientes:
(i) SITKCK yx<yconz,y € E entonces

Tx <Ty.

(ii) Si TK C K, entonces T'K' C K'. Reciprocamente, si K es cerrado'y T'K' C K’
entonces TK C K.

(il) SiTK C K y existe un « en E tal que Tx > 0, entonces Ty > 0 para cada y > 0.
En particular, de ¢, < x4 se sigue que T'xy < Tas.

Dentro del conjunto de operadores no negativos, operadores con caracteristicas par-
ticulares como los que introducimos a continuacién, jugardn un papel muy importante,

tanto en la seccion siguiente, como en el capitulo 4.

Definicién 1.13 (Definicién 6.1 de [35]). Sea K un cono normal con interior y T
un operador acotado de B(E). Diremos que T es K-irreducible, si para todo & > 0 con
x # 0, existe un nimero natural m = m(x), tal que T™x > 0.
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Definicion 1.14. Sea K un cono normal con interior y T un operador acotado de
B(E). Diremos que T es K-primitivo, si existe un nimero natural m tal que para todo
z>0conz#0,T"z > 0.

Como consecuencia inmediata de las definiciones 1.13 y 1.14, si un operador es K-
primitivo entonces es K -irreducible y todo operador T' > 0, con T en B(E) es K-irreducible
y K-primitivo.

Berman y Plemmons (8], introducen conceptos y resultados andlogos a los presentados
en esta seccidn, para el caso en el que B(E) es de dimensién finita. Ademds, para el caso
particular en el que E = R” y i{ = R%, haciendo uso de la traza de una matriz, presentan
la siguiente relacién entre la definicién 1.13 y 1.14.

Teorema 1.6 (Corolario 2.28 de [8]). Una matriz K -irreducible es K -primitiva si
su traza es posttiva.

1.3.3 Operadores acotados en espacios de Hilbert complejos

Consideremos en el desarrollo de esta subseccion que T es un operador de B(E) con E
un espacio de Hilbert complejo. En primer lugar, tenemos que por ser E reflexivo se tiene
que T” = T. Sin embargo, la caracteristica mds importante de los operadores acotados
en espacios de Hilbert, es la que introducimos en la definicién siguiente.

Definicién 1.15. Sea [E un espacio de Ililbert y T un operador de B(E). Existe un

tinico operador T en B(E), que recibe el nombre de adjunto del espacio de Hilbert
de T, que satisface la siguiente igualdad

(Tx,y) = (=, T'y).

Por simplificacién heremos referencia a T’ simplemente como operador adjunto de T

En el siguiente resultado introducimos las propiedades generales de los operadores
acotados en espacios de Hilbert.

Lema 1.5 (Lema VI1.10 de [25]). Sean T y S dos operadores acotados en un espa-

cto de Hilbert, entonces
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Q) T+8)=T+9;
(i) (aT) =aT’;
(i) I' = I donde I es el operador identidad.

() || = IT}|.

A continuacién, introducimos diferentes tipos de operadores bastante conocidos por
sus aplicaciones en otros campos como en teoria de la perturbacién o en tratamiento
de operadores diferenciables, que nosotros también utilizaremos de forma especial en el
desarrollo de esta memonia.

Definicién 1.16. Diremos que un operador T de B(E) es normal si TT' = T'T.

Dentro de los diferentes tipos de operadores normales que podemos encontrar en la lite-
ratura de espacios de Hilbert, nosotros haremos uso especialmente de los que presentamos
en la definicion siguiente.

Definicién 1.17. Sea T un operador acotado en un espacio de Hilbert, diremos que
T es

e autoadjunto o hermitico si 7" = T,

e definido no negativo si es hermitico y (T'z, &) > 0 para todo x € ‘E;

e definido positivo si (T, ) > 0 para todo z € E con = # 0.

Los conceptos de operadores definidos no negativos y definidos positivos nos permiten
introducir el siguiente orden parcial

Definicién 1.18. Sean S y T operadores en B(E). Diremos que

S>T si,ysélosi, S—T esdefinido positivo. (1.3)

Anidlogamente,

S»>T si,ysélosi, S—T esdefinido no negativo. (1.4)
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Es facil comprobar que (1.4) es una relacién de orden parcial sobre B(E) (véase Dunford
y Schwartz [25]). Para dicho orden se satisfacen las propiedades presentadas para el orden
parcial introducido en la definicién 1.7.

Por otra parte, a partir de la definicién de operador definido no negativo y definido
positivo Dunford y Schwartz [25] presentan la siguiente caracterizacién de operador no
singular. '

Lema 1.6. Un operador T definido no negativo es no singular si, y sélo si, para algin
€ >0, T — el es un operador definido positivo.

Como consecuencia inmediata del lema anterior tenemos que todo operador definido
positivo es no singular.

Otra caracteristica interesante de los operadores definidos no negativos, que en algunas
ocasiones utilizaremos, es que tienen raiz cuadrada definida no negativa, es decir, un
operador S se dice que es rafz cuadrada de T si S? = T. Al operador raiz cuadrada de T
lo denotaremos por T/2,

Finalmente, si consideramos el caso particular E = C™ podemos considerar la siguiente
extension del concepto de operador definido no negativo y definido positivo introducido
en la definicién 1.17.

Definicién 1.19 (Definicién 2.2 de [63]). Diremos que una matriz A es

e real no negativa si (Az, z) > 0 para todo ¢ € R";

e real positiva si (Az,x) > 0 para todo £ € R" con & # ().

1.4 Teoria espectral de operadores acotados

En esta seccién consideramos que T" es un operador acotado de un espacio de Banach
complejo en si mismo. En primer lugar, presentaremos los conceptos y resultados gene-
rales mds importantes y en las subsecciones 1.4.2 y 1.4.3 presentaremos caracteristicas y
resultados particulares del espectro de los diferentes tipos de operadores estudiados en las

secciones 1.3.2 y 1.3.3, respectivamente.
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1.4.1 Definiciones y propiedades generales

Se llama resolvente de T' y lo denotamos por o(T') al conjunto de nimeros complejos
A para los cuales Al —T es no singular. Se llama espectro de T' y lo denotamos por a(T)
al conjunto complementario de o(T).

La resolvente o(T') es un conjunto abierto y el espectro o(T’) es un conjunto compacto.
Llamaremos radio espectral de T' y lo denotaremos por p(T) a

p(T) = sup [o(T)| = Jim 3/,

Por otra parte, en algunas ocasiones resulta interesante dividir los puntos de o(T') en
los siguientes subconjuntos (ver Dunford y Schwartz [24]):

(a) El espectro puntual de T, denotado por o,(T), que ests formado por el conjunto
de puntos A € o(7") tal que Al — T no es biyectiva. Es decir,

A€ 0y(T) si,ysélosi, Tx= Az paraalgin z €E, = #0.

(b) El espectro continuo de T, denotado por o.(T'), que esté formado por el conjunto
de puntos A € o(T) tal que AI — T es biyectiva y (Al — T)E es denso en E, pero
(AI - T)E # E.

(c) El espectro residual de T, denotado por o,(T), que estd formado por el conjunto
de puntos A € o(7’) tal que Al —T' es biyectiva pero (Al — T)E no es denso en E.
Los conjuntos o,(T"), 0.(T) y o.(T') son disjuntos y
o(T) = 0,(T)Uo (T)Uo,.(T)
ademas se satisfacen las siguiente cadena de inclusiones:

0:(T) C 0,(T") C 0. (T) Uo,(T) (1.5)

Notemos que si T es un operador compacto, entonces o(7) = 0,(T). En el caso en el
que E sea de dimensién finita, es decir, T' una matriz, entonces o(T) = a,(T).

En el siguiente resultado presentamos algunas de las propiedades mds importantes del
espectro de un operador (ver Brown y Pearcy [9]).

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

1.4 Teoria espectral de operadores acotados 15

Lema 1.7. Sean S y T dos operadores de B(E).

(a) p(TS) = p(ST);
(b) o(T") = o(T);
(c) Si existe un operador no singular B en B(E) tal que S = BTB™!, entonces
a(S) =o(T).
A continuacién presentamos uno de los resultados més importantes y utiles a la hora

de caracterizar el espectro de un operador (véase Dunford Schwartz [24]).

Teorema 1.7 (Teorema de aplicaciones espectrales). Si f estd en F(T'), enton-
ces

donde F(T') es el conjunto de funciones analiticas en algin entorno de o(T).

Del resultado anterior se deduce que si A € o(T), entonces A™ € o(T™).

Por otra parte, como ponen de manifiesto los siguientes resultados, el radio espectral
juega un papel muy importante en la determinacién de la convergencia de sucesiones y
series de operadores (véase, por ejemplo Kato [34]).

Teorema 1.8. Sea T' un operador de B(E). Entonces

lim T" =0 si, ysdlo si, p(T) < 1.

n—oo

Para terminar esta seccién, introducimos el siguiente resultacdo que nos caracteriza la
convergencia y la suma, de una serie de operadores, en funcién del valor del radio espectral
de dicho operador, que se conoce con el nombre de “series de Neumann”.

Teorema 1.9. Sea T un operador acotado. Sip(T) < 1, entonces I —T es no singular
y se satisface la siguiente igualdad

(I—Tr4:§iTw
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1.4.2 Espectro de un operador no negativo

Consideramos E un espacio de Banach real generado por el cono normal K. En
esta subseccién vamos a centrar nuestra atencion en las propiedades y caracteristicas que
satisface p(T), donde T' > 0 es un operador de B(E).

Krein y Rutman [35] como generalizacién a operadores de los conocidos resultados
introducidos por Frobenius sobre el radio espectral de matrices no negativas introducen
los siguientes teoremas para el caso en el que el operador T' sea compacto.

Teorema 1.10 (Teorema 6.1 de [35]). Sea T > 0 un operador compacto, tal que
o(T) contiene por lo menos un punto distinto de cero. Entonces existe un valor propio
p = p(T), mayor o igual en mddulo que el resto de valores propios, para el cual existe
por lo menos un vector propio > 0 tal que Tx = px y también existe por lo menos un
vector propio ' > 0 tal que T'x' = px'.

Si ademds T es K-irreducible, entonces se satisface el siguiente resultado.

Teorema 1.11 (Teorema 6.3 de [35]). Supongamos que K es un cono normal con
interior y T un operador compacto K -irreducible. Entonces T satisface las condiciones
siguientes:

(a) T tiene un dnico vector propio & > 0 tal que Tx = p(T)zx.
(b) T tiene un 1inico vector propio > 0 tal que T'x' = p(T)x'.
(c) p(T) es mayor en mddulo que el resto de valores propios de T.

Reciprocamente, si un operador T > 0 satisface las condiciones (a), (b) y (c) entonces
T es K -irreducible.

Krein y Rutman [35] también introdujeron resultados andlogos a los teoremas 1.10
y 1.11 para el caso en el que E = R™, que también podemos encontrarlos en Berman y
Plemmons [8].

Por otra parte Marek y Szyld [38] para poder generalizar algunos resultados de matrices
no negativas a operadores introducen la llamada propiedad “d”, diciendo que un operador
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T € B(E) tiene la propiedad “d” si para el operador T" existe un vector ' € K’, tal que,
T'x' = p(T)x', pero en la mayorfa de sus resultados exigen la existencia de un vector
z € K tal que Tz = p(T)x, por tanto, nosotros utilizaremos la siguiente definicién de
propiedad “d”.

Definicién 1.20. Diremos que un operador T' € B(E) tiene la propiedad “d” si
para los operadores T y T" existen vectores ¢ € K y @' € K’, respectivamente, tales que,

Te=p(T)x y Tz =p(T)x.

El motivo de introducir la propiedad “d” es poder generalizar a operadores acotados
resultados andlogos a los de las matrices, sin tener que exigir que estos sean compactos.

Utilizando la propiedad “d” en el sentido de Marek y Szyld [38] tenemos el siguiente
resultado.

Lema 1.8. (i) (Corolario 3.2 de [38]) Sea T > 0 y = > 0 tal que Tz — ax > 0.
Entonces a < p(T'). Ademds si T tiene la propiedad “d” y Tx — ax > 0, entonces
a < p(T).

(i) (Lema 3.3 de [38]) Sea T > 0 con la propiedad “d” y sea x > 0 tal que axz—Tx > 0.
Entonces p(T) < a. Ademds, si ax — Tx > 0 entonces p(T) < a.

Resultados andlogos al lema anterior junto con un estudio bastante amplio en el que
no solo aparecen caracterizaciones del radio espectral, si no de todos los elementos del
espectro de T, podemos encontrarlos en Berman y Plemmons [8] para el caso particular
en el que E = R™.

El siguiente teorema es otro tipo de resultados que también podemos encontrar en
Berman y Plemmons [8] para matrices y que Krein y Rutman [35] introdujeron para
operadores.

Teorema 1.12 (Lema 6.1 de [35]). Sea T > 0, tal que para algin v > 0 se satis-
T J
face Tv = p(T)v. Entonces para todo > 0, la sucesion {(Rﬂ) :1:} se encuentra
i=1
a una distancia positiva de la frontera de K.
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V)
Notemos que para y; = —(7—1—) x, en el caso en el que el espacio sea de dimensidn
P

finita y K = R% el teoreina 1.12 nos dice que para una matriz T > 0, la sucesién de
vectores {y;}52, satisface la condicién y; > du > 0 para algiin § > 0 y u un vector con
todas las componentes iguales a 1.

Nosotros, para el caso en el que el operador T' sea K-primitivo y satisfaga la propiedad
“d” introducimos el siguiente resultado.

Teorema 1.13. Sea T' un operador K -primitivo con la propiedad “d”, entonces para

T J
todo x > 0 con x # 0 existe un entero jo > 0 tal que la sucesidn {(————) :1:} se
J=Jjo

p(T)
encuentra a una distancia positiva de la frontera de K.

Demostracién. Si T es K-primitivo, en particular es K-irreducible, por lo tanto del
teorema 1.11 tenemos que existe un vector > 0 tal que Tz = p(T)x.

Por otra parte, por la K-primitividad de T tenemos que para todo = > 0 existe un
nimero natural m tal que y = T™x > 0. Entonces, por el teorema 1.12 la sucesién de

T\ T . ”
vectores { (7?)) y} estd a una distancia positiva de la frontera de K, o lo que es
p
k=1

T\ "
equivalente, para todo x > 0 la sucesién de vectores (_p_(?)—) T con jo=m+1

Jj=jo
se encuentra a una distancia positiva de K. [ ’

1.4.3 Espectro de un operador definido no negativo

Ahora vamos a considerar T' un operador acotado de B(E) con E un espacio de Hil-
bert complejo. Concretamente, vamos a presentar las propiedades mas importantes del
espectro de operadores normales.

Lema 1.9 (Lema X.3.3.(ii) de [25]). Sea T un operador normal de B(E), entonces

se satisface

(®) p(T) = IT|;
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(ii) el espectro residual o,(T') es vacio.

Como consecuencia directa del lema anterior y las inclusiones (1.5) tenemos el siguiente
corolario.

Corolario 1.1. Sea T un operador normal de B(E). Si A € 0,(T), entonces A €
o,(T").

Por otra parte, el espectro de los diferentes tipos de operadores normales introducidos
en la definicién 1.16, queda totalmente caracterizado por el siguiente resultado.

Teorema 1.14 (Teorema X.4.1.2 de [25]). Un operador normalT de B(E) es her-
mitico (respectivamente, definido positivo) si, y sélo si, su espectro estd contenido en el
conjunto de los niimeros reales (respectivamente, en el conjunto de los nimeros reales no
negativos).

Finalmente, en el resultado siguiente, haciendo uso del orden parcial introducido en la
subseccién 1.3.3, se establece una relacién entre el espectro de dos operadores compactos
y hermiticos.

Teorema 1.15 (Teorema X.4.3 de [25]). Sean T y S dos operadores compactos y
hermiticos. Sean { A}, y {1a}2, las respectivas sucesiones de valores propios positivos
ordenadas en orden decreciente con las repeticiones de acuerdo con la multiplicidad para
cada uno de los valores propios. Si T < S, entonces A\, < pin paran =1,2,....
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Capitulo 2

Métodos iterativos

2.1 Introducciéon

Los métodos iterativos para la resolucién de un sistema lineal de la forma
Az =b . (2.1)

donde A es una matriz no singular de tamano n x n, x es el vector de incognitas y b
es un vector dado; estan basados en la idea de construir de alguna manera un sistema
equivalente de la forma

z=Tx+c,

que resolvemos generando una sucesién de vectores que converja a la unica solucién A=!b
del sistema (2.1).

Dada la cantindad de problemas de diversa naturaleza que se reducen a resolver un
sistema lineal de la forma (2.1), se han desarrollado numerosos métodos iterativos para su
resolucién, los cuales podemos clasificar en dos grandes grupos: secuenciales y paralelos,
para los cuales en las secciones 2.2 y 2.3, respectivamente, seran introducidos los conceptos
y propiedades més importantes de cada uno de ellos.

La modelizacién matemaética de diversos problemas como la simulacién de sistemas, o
los procesos estocasticos pueden dar lugar a un sitema lineal de la forma (2.1) donde A es

21
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un operador acotado en un espacio de Banach general. Por tanto, realizaremos el estudio
de los métodos iterativos secuenciales para dicho caso general.

En la seccién 2.4 realizaremos una breve exposicién sobre las diversas lineas de in-
vestigacién que hasta ahora han llevado a cabo los diversos autores que han abordado
el problema de determinar la convergencia, asi como la velocidad de convergencia de los
métodos iterativos secuenciales y paralelos, que es el principal objeto de esta trabajo. Por
ultimo, especificaremos las lineas de investigacién que nosotros continuamos y los puntos
que de cada una de ellas trataremos en el desarrollo de la memoria.

2.2 Métodos iterativos secuenciales

En esta seccién como ya hemos mencionado antes, vamos a considerar el sistema lineal
(2.1) donde A es un operador acotado en un espacio de Banach general.

En primer lugar, como generalizacién del concepto cldsico de particién para matrices
presentamos la siguiente definicién.

Definicién 2.1. Sea A un operador acotado, diremos que A = M — N es una parti-
cién de A si M es no singular y el operador N no es idénticamente nulo.

Ahora, si consideramos la particién A = M —N del sistema (2.1) obtenemos el esquema
iterativo secuencial )

2t = MINZ® + M, k>0, (2:2)

donde el operador M~'N recibe el nombre de operador de iteracién.

La convergencia del esquema iterativo (2.2) se puede estudiar mediante el siguiente
andlisis del error.

Sea x* la solucién exacta del sistema (2.1), entonces
= M 'Nz* + M~ 'b.
Consideremos eV) = M~ 'Nel—1), j=1,2,..., donde

e = ) _ o
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es el vector error en la j-ésima iteracion, entonces:
N (Af—1 ATV (0 .

e = (M'NYe®, j=1,2,...,

por lo tanto, el esquema iterativo serd convergente si, y sélo si,

lim (M~'NY =0,

j—oo

por consiguiente, de la expresion anterior y como consecuencia directa del teorema 1.8
obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.1. El esquema iterativo (22) converge a la solucién A™'b del sistema
(2.1) si, y sélo si, p(M~IN) < 1, donde p(M~'N) es el radio espectral del operador de
iteracion M~1N. '

Por lo tanto, el problema de determinar la convergencia del esquema, iterativo secuen-
cial (2.2) se reduce a determinar el valor de p(M~'N). Por otra parte, el valor del radio
espectral también nos proporciona el siguiente concepto de velocidad de convergencia.

Definicién 2.2. Se llama velocidad asintética de convergencia de un operador
acotado T al valor

Roo(T) = —Inp(T).

De la definicién anterior se deduce que el estudio de la velocidad de convergencia del
esquema iterativo (2.2), se reduce a determinar el valor de p(M~'N), ademés, cuanto més
pequeno sea éste, mayor serd la velocidad de convergencia.

Los métodos iterativos secuenciales clasicos, para el caso particular en el que A es una
matriz, son los siguientes:

e Jacobi

M=D y N=-L-U.

e JOR

M=w'D y N=uwl{l-wD-wL-wl]
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¢ Gauss-Seidel
M=D-L y N=-U
e SOR
M=w'D-wLl) y N=w[(1-w)D-wU|

donde D es la diagonal de A, —L es la parte estrictamente triangular inferior de Ay —U
es la parte estrictamente triangular superior de A.

A continuacién introducimos algunos tipos de matrices a partir de los cuales se puede
establecer la convergencia de los métodos iterativos clasicos.

Definicién 2.3. Sea A = [a;;] con 1 < ¢,j < n una matriz real, se dice que

(i) A es diagonal dominante si

n

laal > Y layl, i=1,2,...,n (2.3)
J=1j#i

(ii) A es irreduciblemente diagonal dominante si es una matriz irreducible y dia-
gonal dominante con al menos una de las desigualdades (2.3) estricta.

(iii) A es una M-matriz, si a;; <0 paratodoi# jy A7 > 0.
El teorema siguiente recoge una serie de resultados para los métodos iterativos clésicos
que son bastante conocidos (véase por ejemplo Young [63]).

Teorema 2.1. Sea A una matriz no singular.

(i) Si A es una M-matriz, el método de Jacobi y Gauss-Seidel convergen.

(i) Si A es wrreduciblemente diagonal dominante, entonces los métodos de Jacobi, Gauss-
Seidel, JOR y SOR (estos ltimos para 0 < w < 1) convergen.

Teorema 2.2. Sea A una matriz no singular real y simétrica con elementos positivos
en la diagonal. Entonces, el método JOR converge si, y sélo si, A y 2w™'D — A son
definidas positivas
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En el siguiente resultado, que puede verse en Young [63], se comparan las velocidades
de convergencia de los métodos iterativos de Jacobi y Gauss-Seidel.

Teorema 2.3 (Teorema de Stein-Rosemberg). Sea J la matriz de iteracion de
método de Jacobi y L la matriz de iteracidn del método de Gauss-Seidel. Si J > 0,
entonces se satisface una y sélo una de las siguientes relaciones:

(ii) p(£) < p(T) < 1;
(if) p(J) = p(L) = 1;
(iv) 1 < p(J) < p(£).
Los resultados anteriores de convergencia y de comparacién, no se pueden generalizar
a operadores acotados en un espacio de Banach general porque utilizan de forma explicita,
el concepto de base de un espacio vectorial. Sin embargo, Varga [56] como generalizacién

de los resultados de convergencia y comparacién para los métodos iterativos cldsicos,
introduce la definicién y el resultado siguiente.

Definicion 2.4. Sea A una matriz, diremos que la particion A = M — N es regular
siM1>0y N >0.

Teorema 2.4 (Teorema 3.2 de [56]). Sea A una matriz no singulary A= M — N
una particion regular. Entonces

p(M™IN) <1 si,ysdlosi, A'>0

A partir de la definicién 2.4 se han introducido diferentes tipos de particiones que a
continuacién presentamos generalizandolos a operadores.

Definicién 2.5. Sea A un operador acotado diremos que la particién A = M — N es

e regularsi M ' >0y N >0,

e no negativasi M=' >0, M"'N>0y NM~1>0.
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¢ débil no negativa del primer tiposi M~! > 0y M~!N > 0, débil no negativa
del segundo tiposi M! >0y NM™1 >0,

e débil del primer tipo si M~'N > 0, débil del segundo tipo si NM~! > 0.

Nos referiremos a las particiones introducidas en la definicién anterior con el nombre
de particiones no negativas. Ademds, por simplificacién, diremos que la particién es débil
no negativa (respectivamente, débil) si es débil no negativa del primer o del segundo
tipo (respectivamente, si es débil del primer o del segundo tipo).

Notemos que no todos los autores utilizan la misma clasificacién para particiones no
negativas introducida en la definicién 2.5. lLa definicién de particién no negativa dada
en dicha definicién, es la misma que la de débil regular de Ortega y Rheinboldt [47],
aunque otros autores, como Amedjoe [2], Beauwens [4], Berman y Plemmons (8], Elsner
[26], Neumann y Plemmons [44] y O'Leary y White [45] consideran particién débil regular
como débil no negativa del primer tipo y particién no negativa como particién débil del
primer tipo. Marek y Szyld {38] también utilizan particién débil regular como particién
débil no negativa del primer tipo y particién débil como particién débil del primer tipo.

Entre los diferentes tipos de particiones que hemos englobado con el nombre de par-
ticiones no negativas, se satisfacen las relaciones que recoge el siguiente resultado, que es
una generalizacién de los Corolarios 3.1 y 6.1 de Woznicki para operadores acotados en
espacios de Banach reales.

Teorema 2.5. Sea A un operador no singular. Una particion regular de A es una
particion no negativa de A. Una particién no negativa de A es una particion débil no
negativa del primer y del seqgundo tipo de A. Una particion débil no negativa del primer
(respectivamente, sequndo) tipo de A es es una particion del primer (respectivamente,
segundo) tipo de A. Los reciprocos no son ciertos.

Como veremos en la seccién 2.4 y como pondremos de manifiesto en el capitulo 3, a
partir del teorema 2.4 se ha desarrollado toda una teoria de convergencia para particiones
no negativas.

Por otra parte, en funcién del concepto de matriz definida positiva también se introduce
el siguiente tipo de particion.
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Definicién 2.6. Sea A una matriz, diremos que la particién A = M —N es P-regular
si MT + N es definida positiva.

En cambio, a partir de las particiones PP-regulares no se han introducido ningin otro
tipo de particién, y excepto el resultado de convergencia que recordaremos en el capitulo
3, tampoco se han introducido nuevos resultados. Con el objetivo de introducir nuevos
resultados de convergencia en funcién de operadores definidos positivos en espacios de
Hilbert complejos, generalizamos en la definicién siguiente el concepto de particién P-
regular a operadores e introducimos nuevos tipos de particiones.

Definicién 2.7. Sea A un operador acotado en un espacio de Hilbert complejo. Di-
remos que la particion A = M — N es

e P-regular si M' + N > 0;

¢ débil definida no negativa del primer tipo si M~!N > 0 y débil definida no
negativa del segundo tipo si NM~! > 0.

Nos referiremos a los diferentes tipos de particiones introducidos en la definicién ante-
rior con el nombre de particiones definidas positivas. Por simplificacién también diremos
que una particién es débil definida no negativa si es débil definida no negativa del
primer o del segundo tipo.

Como generalizacién del teorema 3.1 de Woznicki [61] a operadores y de la definicién
2.1 de particién de un operador acotado y no singular A, obtenemos el siguiente resultado.

Lema 2.1. Sea A un operador acotado no singular en un espacio de Banch general y
A =M — N una particién, entonces

MIINA™T = ATINM!

y los operadores M~'N y A~'N conmutan, asi como los operadores NM~! y NA™!
también conmutan, es decir

M7'NAT'N =A'NM™'N y NM'NAT'=NA'NM~".

Finalmente, para culaquier particién también se pueden establecer las relaciones que
introducimos en el resultado siguiente.
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Lema 2.2. Sea A un operador acotado no singular en un espacio de Banach general
y A= M — N una particion. Entonces se satisfacen las siguientes relaciones
(i) M7IN = (I + A7'N)'A7'N,
(i) M7IN = (A7'M)"Y(A7'M - I).
(i) NM ' =NA"Y I+ NA"IN)™.
(iv) NM™' = (MA™' = )(MA~1)"1,
Como consecuencia directa del lema anterior y el teorema 1.7 obtenemos el lema
siguiente.

Lema 2.3. Sea A un operador acotado no singular en un espacio de Banach general.

(i) SiA€o(M™'N), n€ a'(A‘lN) conpu#—1yBeoa(AIM) con B +#0, entonces

- K
() )\~1+;L
N

(i) SiIA€o(NM™"), peo(NA ) conpu# —-1yBea(MA™) con B#0, entonces
se satisfacen las igualdades (a) y (b).

2.3 Meétodos iterativos paralelos

En los tltimos afios los avances de la computacién paralela hacen efectivo la utilizacién
de algoritmos paralelos para la resolucién del sistema lineal (2.1). Uno de esos esquemas
iterativos paralelos consiste en la paralelizacién del esquema iterativo secuencial (2.2),
que fue introducido por O’Leary y White [45] a partir del concepto de multiparticién que

a continuaciéon presentainos.

Definicién 2.8. Diremos que {M), N}, £}, es una multiparticién de A si
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(i) A= M;— N, es una particibSnde 4,1 =1...p

(ii) E; > 0 es una matriz diagonal, [ = 1...p

(i) > E,=1.

=1

De esta forma obtenemos el esquema iterativo paralelo

gD = g2® 1 Gb, £ =0,1,2,... (2.4)
donde
p p
H= " EM'N y G=) EM" (2.5)
=1 =1

Mediante un razonamiento andlogo al realizado para el analisis del error del esquema
iterativo secuencial (2.2) obtenemos que el esquema iterativo paralelo (2.4) converge a la
solucién del sistema (2.1) si, y sélo si, p(H) < 1.

Por otra parte, como generalizacién de la definiciones 2.5 y 2.7 diremos que: la multi-
particion {M;, Ny, [1}]_, es regular, débil no negativa del primer (respectivamente,
segundo) tipo, débil del primer (respectivamente, segundo) tipo, si cada una de las
particiones que la forman lo son.

Anélogamente, diremos que la multiparticién {M;, Nj, Ei}]_, es P-regular, débil de-
finida no negativa del primer(respectivamente, segundo), tipo si cada una de las
particiones que la forman lo son.

2.4 Antecedentes y estado actual

Como ya hemos mencionado en la introduccién de este capitulo, los problemas cuyo
modelo matematico nos conducen a la resolucién de un sistema lineal de la forma (2.1),
pueden tener naturalezas tan distintas como puede ser el célculo de estructuras, la dis-
cretizacion de una ecuacion en derivadas parciales, etc; lo cual se traduce en la obtencién
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de matrices de coeficientes A con caracteristicas diferentes. En la préctica, la mayoria de
dichas matrices pueden clasificarse en dos grupos: matrices mondétonas, es decir, aquellas
para las cuales A~! > 0 y las matrices definidas positivas.

A la hora de determinar la convergencia del esquema iterativo secuencial (2.2), a partir
del resultado introducido por Varga en 1960 (véase Varga [56]) para matrices monétonas y
particiones regulares, se ha desarrollado toda una teoria de convergencia para particiones
no negativas siguiendo diferentes lineas de investigacién. Por una parte, Vandergraft [57]
introduce la generalizacion del teorema 2.4 para particiones débiles no negativas del primer
tipo respecto al orden parcial inducido por un cono normal K. Posteriormente, autores
como Miller y Neumann [40], Song [52, 53] introducen nuevas condiciones necesarias y
sufiecientes para particiones débiles del primer tipo de matrices no singulares en general.
Més recientemente, Woznicki [61] al introducir las particiones del segundo tipo, presenta
nuevas condiciones de convergencia, tanto para particiones débiles no negativas del primer
y segundo tipo, como para particiones débiles del primer y del segundo tipo, pero en ambos
casos para matrices monétonas. Siguiendo una linea diferente, Berman y Plemmons
[8] introducen, para particiones débiles del primer tipo de una matriz no singular en
general, una condicién suficiente de convergencia en funcién de productos del tipo matriz—
vector. En cambio, para matrices definidas positivas sélo contamos con el resultado de
convergencia para particiones P-regulares, a partir del cual no se han introducido nuevos

resultados ni otro tipo de particiones.

Respecto al problema de comparar la velocidad de convergencia de dos métodos ite-
rativos de una misma matriz, es decir, comparar los radios espectrales de sus respectivas
matrices de iteracién, al que nos referimos como resultados de comparacién, partiendo
del resultado introducido por Varga [56] y el resultado posterior de la tesis doctoral de
Woznicki en 1973 (ver trabajos suyos posteriores [61]), ambos para particiones regulares
de matrices monétonas se ha desarrollado toda una teoria de comparacién para particiones
no negativas. Autores como Csordas y Varga [22] trabajando con particiones regulares de
matrices mondtonas introducen condiciones més generales. Sin embargo, otros autores lo
que hacen es generalizar los resultados de comparacién introducidos por Varga y Woznicki
antes mencionados, para otros tipos de particiones. Por ejemplo, Elsner [26] gneraliza di-
chos resultados para el caso en el que una particién sea regular y la otra débil no negativa
del primer tipo, Marek y Szyld [38] los generalizan para particiones débiles y convergentes,
pero como novedad importante, para operadores acotados en espacios de Banach reales
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generado por un cono normal K, ademds también introducen para particiones regulares
de operadores acotados la equivalencia entre la condicién de comparacion introducida por
Woznicki en 1973 (véase su trabajo posterior [61]) y la monotonia de sucesiones generadas
a partir del esquema iterativo (2.2). Woznicki [61] utilizando las particiones del segundo
tipo, generaliza el mencionado resultado de Varga y el suyo propio para particiones débiles
no negativas del mismo tipo y para particiones débiles no negativas de diferentes tipo,
respectivamentes; ademas utilizando la matriz traspuesta en una de las matrices de una de
las particiones introducen nuevas condiciones de comparacién para particiones débiles no
negativas del mismo y distinto tipo, aunque dichos resultados sin la condicién adicional de
que la matriz A sea simétrica, no son ciertos en general como pondremos de manifiesto en
el capitulo 4. Autores con Miller y Neumann [40], Beauwens [4] y Song [52, 53] siguiendo
la linea de Csordas y Varga [22] introducen nuevas condiciones generales, esta vez para
particiones débiles del primer tipo de matrices no singulares en general. Para matrices
definidas positivas, al igual que en el problema de determinar la convergencia del esquema
iterativo (2.2), solo contamos con un resultado de comparacién introducido recientemente
por Nabben [41].

Los resultados de convergencia y comparacién para matrices monétonas y particiones
débiles no negativas del primer tipo y el resultado de convergencia para matrices defini-
das positivas y particiones P-regulares, que acabamos de mencionar, son utilizados como
herramienta para introducir resultados de convergencia y comparacién para métodos ite-
rativos alternativos. Por ejemplo, Lankzron, Rose y Szyld [36] los utilizan para aportar
teoremas de convergencia y comparacién del método iterativo en dos etapas, es decir, los
métodos que consisten en aproximar la solucién del sistema,

Mz = NzF+ b, £=0,1,2,...

donde A = M — N recibe el nombre de particién externa, de forma iterativa, considerando
para ello la particion interna M = P — @); asi como para los llamados métodos iterativos
anidados, obtenidos como generalizacién de los métodos en dos etapas al realizar sucesivas
particiones internas. Benzi y Szyld [5] también utilizan dichos resultados para introducir
teoremas de convergencia y comparacién para el método iterativo

g+ /2 = MINg® + M-1b,

m(k+]) — P_]Qm(k+1/2) + P—]b, k = 07 l’ 2, veey (2.6)

donde A = M — N = P — (@ son dos particiones.
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Por otra parte, a la hora de abordar el problema de resolver el sistema de ecuaciones
lineales (2.1) por métodos iterativos paralclos también se han seguido diferentes lineas
de investigacién. Autores como White [59], Frommer y Mayer [30] y Deren [23] han
presentado la paralelizacién de algoritmos secuenciales clésicos. Otros autores como Bru,
Elsner y Neumann [10], Frommer (29, Elsncr y Neumann [28] y Bru, Migallén y Penadés
{12, 13] han introducido y estudiado nuevos algoritmos paralelos centrados en obtener el
mayor rendimiento posible de la arquitectura paralela y el problema en concreto con el que:
se esté trabajando, centrando para ello su investigacién en el reparto del trabajo entre los
diferentes procesadores y en la forma de actualizar la aproximacién a la solucién obtenida
en las diferentes iteraciones. Sin embargo, los uinicos resultados de convergencia generales
para el esquema iterativo pararelo (2.4) son los introducidos por O’Leary y White [45]
para el caso en el que la matriz A sea mondtona y la multiparticién débil no negativa
del primer tipo, asi como para el caso en el que la matriz A sea definida positiva y la
multiparticién P-regular. Para dichos casos, Elner [26] y Nabben [41], respectivamente,
introducen cotas superiores e inferiores del radio espectral de la matriz de iteracién del
esquema iterativo paralclo (2:4).

2.5 Objetivos de la memoria

El objetivo global de esta memoria es establecer resultados de convergencia y com-
paracién de los esquemas iterativos (2.2) y (2.4) para los distintos tipos de particiones y
multiparticiones, respectivamente, introducidos en las secciones anteriores.

Para el esquema iterativo secuencial (2.2) nuestros objetivos son: para particiones no
negativas, utilizando las particiones del segundo tipo introduciremos nuevas condiciones
de convergencia para particiones débiles no negativas y para particiones débiles de opera-
dores acotados en espacios de Banach, ademas siguiendo una linea similar a la de Marek y
Szyld [38] también extenderemos e introduciremos nuevas condiciones de comparacién pa-
ra particiones no negativas de operadores acotados en un espacio de Banach real. Para las
particiones definidas positivas, extenderemos el resultado de convergencia para particiones
P-regulares de matrices definidas positivas a operadores acotados en espacios de Hilbert
complejos, e introduciremos nuevas condiciones de convergencia para particiones débiles
definidas no negativas de operadores acotados en espacios de Hilbert, por primera vez
sin ninguna condicién adicional sobre el operador acotado A, excepto la de ser no singu-
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lar. Ademds también extenderemos el resultado de comparacién introducido por Nabben
[41] para particiones P-regulares de matrices definidas positivas a operadores acotados
en espacios de Hilbert, e introduciremos nuevos resultados de comparacién para particio-
nes débiles definidas no negativas. En el capitulo 5 estableremos las diversas relaciones

existentes entre las distintas condiciones de comparacién introducidas en el capitulo 4.

En el capitulo 6 utilizando los nuevos resultados de convergencia y comparacién para
particiones, generalizaremos el resultado de convergencia de O’Leary y White [45] para
multiparticiones débiles no negativas del primer tipo, para multiparticiones débiles no
negativas del segundo tipo, aunque con la condicién adicional de que las matrices F; para
l=1,2,... psean escalares. Utilizando la misma condicién adicional también introduci-
remos resultados de convergencia para particiones débiles definidas no negativas, tanto del
primer tipo como del segundo tipo. Por otra parte, utilizando el concepto de matriz real
positiva, introduciremos un resultado de convergencia para multiparticiones débiles. Fi-
nalmente, extenderemos el resultado de comparacién de Elsner [26] para multiparticiones
débiles no negativas del segundo tipo e introduciremos nuevos resultados de comparacién
para particiones débiles no negativas, débiles definidas no negativas y débiles.
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Capitulo 3

Teoremas de convergencia para

particiones

3.1 Introduccion

En este capitulo, asi como en los capitulos 4 y 5, consideramos el sistema. lineal
Az = b, (3.1)

donde A es un operador no singular y acotado en un espacio de Banach real o en un espacio
de Hilbert complejo, x es el vector de incdgnitas y b es un vector dado. La solucién del
sistema (3.1) puede obtenerse a partir del esquema iterativo secuencial

) = M- IN2® + M~e, k>0, (3.2)

donde A = M — N es una particién de A.
Nuestro objetivo en este capitulo va a ser la primera y principal cuestién que se debe
abordar a la hora de resolver el problema que acabamos de plantear, es decir, establecer
condiciones necesarias y suficientes para que el esquema iterativo secuencial (3.2) sea

convergente, o lo que es equivalente segtin hemos visto en la seccién 2.2, que se satisfaga
la desigualdad p(M~1N) < 1.

La convergencia del esquema iterativo (3.2) ha sido abordada por diversos autores para
el caso particular en el que el espacio vectorial es de dimensién finita y principalmente,
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para dos tipos de matrices; es decir, para matrices mondtonas y para matrices definidas
positivas, que son las que normalmente aparecen en la practica.

A partir de los resultados de convergencia introducidos por Varga [56] en 1960 para
particiones regulares de matrices mondétonas, y que podemos considerar como la genera-
lizacién de los resultados de convergencia para métodos iterativos concretos como Jacobi
y Gauss-Seidel, diversos autores han introducido resultados de convergencia para los di-
ferentes tipos de particiones que en la definicién 2.5 hemos denominado particiones no
negativas. Ma4s concretamente, autores como Berman y Plemmons [8], Beauwens [4] y
Song {52, 53] introducen resultados de convergencia para particiones débiles no negativas
del primer tipo y para particiones débiles del primer tipo; recientemente, Woznicki al
introducir las particiones débiles no negativas del segundo tipo y las particiones débiles
del segundo tipo aporta resultados de convergencia para dichos tipos de particiones.

Partiendo de los resultados de convergencia aportados por los diferentes autores que
acabamos de mencionar, en la seccién 3.2 introduciremos resultados de convergencia para
particiones débiles no negativas (del primer y segundo tipo) y para particiones débiles
(del primer y segundo tipo) de operadores acotados en espacios de Banach reales.

Por otra parte, como ya hemos mencionado, otro tipo de matrices que aparece con
bastante frecuencia son las matrices definidas positivas, para las cuales John [33] intro-
duce una condicién necesaria y suficiente cuando la particién es P-regular, que también
podemos considerarlo como generalizacién de los resultados de convergencia de métodos
iterativos concretos para matrices definidas positivas. En cambio, a partir de dicho resul-
tado no se han introducido nuevas condiciones generales de convergencia ni otro tipo de
particiones mas generales como ocurre para particiones no negativas.

Con el objetivo de ampliar la clase de operadores y particiones para los cuales po-
damos asegurar la convergencia del esquema iterativo secuencial (3.2), en la seccién 3.3
generalizaremos a operadores acotados en un espacio de Hilbert complejo el resultado de
convergencia para matrices definidas positivas y particiones P-regulares. Ademds intro-
duciremos resultados de convergencia para particiones débiles definidas no negativas (del
primer y segundo tipo) introducidas en la definicién 2.7 dentro de lo que hemos denomi-
nado particiones definidas positivas, también para operadores acotados en un espacio de
Hilbert complejo. Finalmente, utilizando el concepto de operador real positivo, introdu-
ciremos un resultado de convergencia para particiones débiles de operadores acotados en
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un espacio de Hilbert, alternativo a los que introduciremos en la seccién 3.2.

3.2 Particiones débiles no negativas y particiones dé-
biles

En esta seccién, dentro de lo que hemos denominado particiones no negativas, solo
introduciremos resultados para particiones débiles y para particiones débiles no negativas
de operadores acotados en espacios de Banach, pero como consecuencia del teorema 2.5
dichos resultados también son validos para particiones regulares y no negativas.

Uno de los resultados més representativos obtenidos a partir del teorema 2.4 es el
siguiente resultado, introducido por Song [53] para matrices, que contiene como caso
particular, a la mayoria de condiciones necesarias y suficientes para que una particién
débil del primer tipo sea convergente.

Teorema 3.1 (Lema 9.3 de [53]). Sea A una matriz no singular y A = M —N una
particion débil del primer tipo. Son equivalentes:
(i) A7IM > 0.
(i) A7'N >0.
(ili) p(M~IN) < 1.

p(A7IM) -1

(iv) p(M~'N) = p(A=TM)

iy o PATIN)
(v) o(M N)—m-

Por otra parte, WoZnicki [61] al introducir las particiones débiles del segundo tipo
introduce las siguientes condiciones necesarias de convergencia.

Teorema 3.2 (Theorem 6.1 de [61]). Sea A una matriz no singulary A= M—N
una particidn convergente y débil de A con A~' > 0. Entonces:
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(i) A7t> M1
(i) p(M™IN) = p(NA") < 1.
(i) o SiM~IN >0 entonces A”'N > M~N.,

o Si NM™' > () entonces NA™' > NM™*.

. -1 _ p(A~'N)
(iv) p(M™IN) = AN 4 1

Nosotros, utilizando tanto las particiones débiles del primer como las del segundo tipo,
introducimos para operadores acotados los dos resultados siguientes que contiene al teore-
ma 3.1 asf como a los resultados introducidos por Woznicki [61] como casos particulares.

Teorema 3.3. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach y sea A =
M — N una particion débil del primer tipo con M~'N y A~ N teniendo la propiedad “d”.
Las condiciones siguientes son equivalentes:
(i) A='M > 0.

p(A™'M) — 1
p(A~IM)

(i) p(M™IN) =
(i) p(M7'N) = p(NM~1) < 1.
(iv) I —M7IN)'>0.

(v) A7IN > 0.

(vi) A7'N > M~IN.

p(A7'N)

(vii) p(M™'N) = T4 p(ATN)

Demostracién. (i) — (ii) Como A™'M > 0, por la propiedad “d” existe un vector
propio & > 0 tal que

A Mz = p(A7 M)z
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Ahora, de
M7IN = (A""M)"Y(A'M - I (3.3)

tenemos que

y por el apartado (i) del lema 1.8 tenemos que

p(ATM) -1

o < M) (3.4)

Por otra parfe, por ser M~1N > 0, por la propiedad “d” existe un vector propio y > 0
tal que

MINy = p(M~1N)y.
En este caso, de (3.3) tenemos que
(M~ N)y = (A~ M)™ (A" M — I)y
y por el apartado (i) del lema 1.8

p(ATM) - 1
p(A-IM)

p(M~IN) <

Finalmente, de las desigualdades (3.4) y (3.5) obtenemos (ii).

(ii) — (iii) Obvio.

(iii) — (iv) Por ser M~'N > 0, si p(M~'N) < 1, del teorema 1.9 tenemos que

(I-M'NY'=T+M'N+(MT'N?*+--- >0,

por tanto, (/ — M~'N)=1 > 0.

(iv) = (v) De A= M — N tenemos que

AT'N=(M-N)""MM'N=(I-M"'N)""M'N>0

yaque ([ — M~IN)"' >0y M7'N >0.
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(v) > (vi) De A= M — N tenemos que

M ' =(A+N)"' =AY I +NA™H)Y,

o también
A =MT1P+ MTINATT
y por tanto,
AT'N =M7T'N+A*NM™IN,
de donde

AN - MIN=A4""NM"IN >0,
yaque AT'N >0y M~'N > 0.
El reciproco es trivial.

(v) — (vii) Siguiendo un razonamiento andlogo al llevado a cabo en la implicacién
(i) — (ii) utilizando A™'N en lugar de A™'M y la igualdad M~'N = (I + A"'N)~1A-IN
en lugar de la igualdad (3.3).

(v) — (i) De M = A+ N tenemos que
AYM =T+A"'N >0,
por ser suma de operadores no negativos.

(vii) — (iii) Obvio. |

Anélogamente, para particiones débiles del segundo tipo tenemos el siguiente resulta-
do, cuya demostracioén se lleva a cabo probando las mismas implicaciones y siguiendo los
mismos razonamientos que en el teorema anterior.

Teorema 3.4. Sea A un operador no singular y sea A = M — N una particion débil
del sequndo tipo con M~'N y A™'N teniendo la propiedad “d”. Las condiciones siguientes
son equivalentes:
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(i) MA~' > 0.

. L p(MA™Y) -1
(i) p(NM™) = = A1y

(iii) p(M~'N) = p(NM~) < 1.
(iv) (I = NM~1)"1 > 0.
(v) NA~' >0.

(vi) NA™' > NM-L.

-1
(vii) p(NM) = %}Tj.

Por otra parte, Berman y Plemmons [8] establecen, para matrices, las siguientes condi-
ciones suficientes para que una particién débil del primer tipo sca convergente en funcién
de productos matriz—vector.

Teorema 3.5 (Corolario 5.4 de [8]). Sea A una matriz no singular y sea A = M —
N una particion. Si A, M y N satisfacen las condiciones siguientes:

(i) ATy > 0 implica NTy,

(ii) MTy > 0 implica NTy > 0,
entonces

p(M™'N) < 1.

Nosotros, ademés de generalizar dicha condicién para operadores acotados, introduci-

mos nuevas condiciones similares. Para ello, previamente introducimos el siguiente lema.

Lema 3.1. Sea A un operador no singular y A = M — N una particidn cualquiera.

(i) Son equivalentes:

(1) A'y' > 0 implica N'y' > 0,
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(2) A7IN > 0.
(ii) Son equivalentes:

(1) Ay’ > 0 implica M'y' > 0,
(2) A”'M > 0.

(ili) Son equivalentes:
(1) M'y’ > 0 implica N'y' > 0,
(2) M~'N >0,

(iv) Son equivalentes:
(1) Ay > 0 implica Ny > 0,
(2) NA"! >0.

(v) Son equivalentes:

(1) Ay > 0 implica My > 0,
(2) MA™' > 0.

(vi) Son equivalentes:

(1) My > 0 implica Ny >0,
(2) NM~! > 0.

Demostracién. (i) Sea ' = A’'y’, entonces (A’)"'a’ = ¥/, por tanto, podemos escri-

bir la condicién (i)(1) como

' >0 implica N'(A)™'2' >0,

con lo que, (A7!N) = N'(A)~!' > 0 y en consecuencia, A™'N > 0.

Reciprocamente, si A='N > 0 entonces N'(A")"! = (A"'N)’ > 0. Ademds, si o’ =

A'y’ > 0, tenemos que

N/yl — ]VI(A/)—-lm/ Z 0.
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(ii) Anélogo al apartado (i) cambiando N por M.
(iii) Anélogo al apartado (i) cambiando A por M.

(iv) Sea = Ay, entonces A~'xz = y, por tanto, podemos escribir la condicién (iv)(1)
como

z >0 implica NA 'z >0,
con lo que, NA~1 > 0.
Reciprocamente, st NA™' > 0y ¢ = Ay > 0, tenemos que

Ny=NA"'z>0.

(v) Anélogo al apartado (iv) cambiando N por M.

(vi) Anélogo al apartado (iv) cambiando A por M. |

Como consecuencia del lema anterior obtenemos el corolario siguiente que contiene
como caso particular al teorema 3.5.

Corolario 3.1. Sea A un operador no singular y A = M — N una particidn.
(1) Supongamos que M™'N y A™'N tienen la propiedad “d”. Si se satisfacen alguna
de las condiciones siguientes: ‘
(1) Ay’ > 0 implica N'y' >0, y M'y’ > 0 implica N'y' > 0
(2) Ay’ >0 implica M'y’ >0, y M'y’ > 0 implica N'y' > 0,
entonces p(M~'N) < 1.

(i) Supongamos que NM~' y NA~! tienen la propiedad “d”. Si se satisface alguna de
las condiciones siguientes:

(1) Ay > 0 implica Ny > 0, y My > 0 implica Ny > 0,
(2) Ay > 0 implica My > 0, y My > 0 implica Ny > 0,

entonces p(M~1N) < 1.
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Demostracion. (i) La demostracién es consecuencia directa de los apartados (i) y
(iii) del lema 3.1 y el teorema 3.3 si se satisface la condicién (1) y de los apartados (ii) y
(iii) del lema 3.1 y el teorema 3.3 si se satisface la condicién (2).

(ii) Consecuencia directa de los apartados (iv) y (vi) del lema 3.1 y el teorema 3.4 si
se satisface la condicién (1) y de los apartados (v) y (vi) del lema 3.1 y el teorema 3.4 si
se satisface la condicién (2). ]

Los reciprocos del corolario anterior no se satisfacen, como ponemos de manifiesto en
el ejemplo siguiente, es decir, del hecho de ser p(M~!N) < 1 no se puede deducir ninguna
de las condiciones (1) y (2) de los apartados (i) y (ii) del corolario 3.1.

Ejemplo 3.1. Consideremos la matriz no singular

3 1
20 =
4 2
3
=10 - 1
A 1 ,
3
0 0 1
y la particion A = M — N, donde
[ 1 ] [ 1 1]
3 1O 17t
M=11 4 1| y N= 1}4§ 0
3
_0 OZJ | 0 0 0

Entonces p(M~'N) = 0.7965 < 1. Sin embargo, no se satisfacen ninguna de las partes (1)
¥ (2) de los apartados (i) y (ii) del corolario 3.1 (ver las correspondientes equivalencias
estableciadas en el lema 3.1 con las dondiciones condiciones (1) y (2) de los apartados (i)
y (i) del corolario 3.1).

Woznicki [61] establece que el teorema 3.2 sigue siendo vélido si cambiamos “particién
convergente y débil” por “débil no negativa”. A continuacién, teniendo en cuenta dichas
implicaciones y siguiendo la misma linea que en los teoremas 3.3 y 3.4 establecemos los
dos resultados analogos para el caso en el que la particién sea débil no negativa del primer
tipo y débil no negativa del segundo tipo, respectivamente.
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Teorema 3.6. Sea A un operador no singular y A = M — N una particién débil no
negativa del primer tipo con los operadores M~'N y A~'N teniendo la propiedad “d”.

Las condiciones siguientes son equivalentes:
(i) A7t >0.

(i) At > ML

(iii) A=1M > 0.

p(AIM) -1
p(A~1M)

(iv) H(MN) =
(v) p(MIN) = p(NMY) < 1.
(vi) (I = M~'N)"1>0.

(vii) A=IN > 0.

(viii) A™'N > M~IN.

p(A~'N)

(ix) p(M~'N) = T+ (AN

Demostracion. Por el teorema 2.5 y el teorema 3.3, las condiciones (iii)-(ix) son

equivalentes. Por lo tanto, para que el teorema quede demostrado serd suficiente probar
las siguientes implicaciones: (i) < (ii), (i) — (v) y (vi) — (i).

(i) & (ii) De M = A + N se sigue que
M7 =AY T+NAH

Multiplicando en ambos miembros de la igualdad anterior por la derecha por I + NA™!,
obtenemos que

AV =M '=MTTNAT >0,
yaque MTIN >0y A7 > 0.

El reciproco es trivial puesto que M~ > 0.
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(i) = (v) SeaT = M~'N, param =0, 1,2,... tenemos que
[T =3 "Ti(I-T).
=0
De A= M — N tenemos que M~'A =] — T, de donde se sigue que
Y TIMT = ([T AT < AT
=0
Si consideramos un vector & > 0 tenemos que M 'z >0y A~z > 0.
Sea ahora xj > 0 tal que a{T = T'xf, = p(T)x}, entonces

oA e > m{)ZTjM“’:c = Zp(T)j:c()M“lw,

=0 =0
de donde
m+ 1, para p(T) =1
zyA 'z
oMz — p(T)m+1 —

WO para p(T) > 1

lo cual es una contradiccién, por tanto, p(T) < 1.
(vi) — (i) De A = M — N se sigue que
A'=M~-N)"MM'=(I-MIN)"'M1 >0,
porser (I — M-IN)"' >0y M1 >0. n
Si consideramos ahora que la particidn es débil no negativa del segundo tipo obtenemos
el siguiente resultado andlogo al teorema anterior. En este caso, las condiciones (iii)—(ix)

son equivalentes por el teorema 3.4 y el resto de la demostracién se realiza probando las
mismas implicaciones que en el teorema anterior siguiendo razonamientos similares.

Teorema 3.7. Sea A un operador no singular y A = M — N una particién débil no
negativa del sequndo tipo con los operadores NM™ y NA™! teniendo la propiedad “d”.
Las condiciones siguientes son equivalentes:
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(i) A”t>o0.
(i) A1 >M1>0.
(iii) MA' > 0.

p(MAT) -1
p(MA-Y)

(iv) p(NM™) =
(v) p(M~'N) = p(NM~') < 1.
(vi) (I — NM-H=1 > 0.
(vii) NA™* > 0.
(viii) NA™1 > NM-L.
-1
O

3.3 Particiones definidas positivas

A lo largo de esta seccion, aunque no lo mencionemos de forma explicita, considera-

remos que el espacio normado es un espacio de Hilbert, puesto que vamos a trabajar con

operadores definidos no negativos y definidos positivos.

Como hemos mencionado en la seccién 3.1, a pesar de que las matrices definidas posi-

tivas aparecen con bastante frecuencia al discretizar una ecuacién en derivadas parciales,

hasta ahora, en funcién de matrices definidas positivas sélo se han definido las particio-

nes P-regulares, para las cuales el resultado mas importante es el siguiente. Podemos

encontrar dicho resultado en Berman y Plemmons [8] y para el caso particular en el que

la matriz A sea real en Ortega [46].

Teorema 3.8. Sea A una matriz compleja y hermitica y A = M — N una particion

P-regular. Entonces

p(M™'N) <1 si, ysdlosi, A>D0.
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Puesto que en la definicién 2.7 hemos dado el concepto de particién P-regular para
operadores acotados en espacios de Hilbert, en esta seccién generalizamos el teorema 3.8
para una particion P-regular de un operador acotado; empezaremos con la generalizacién
del teorema de Stein, cuya versién para matrices puede verse, por ejemplo en Ortega [46]
o Young [63].

Lema 3.2. Sea A un operador definido positivo y H un operador para el cudl existe un
vector « # 0 tal que Hx = p(H)x. Si A— H'AIl es definido positivo, entonces p(H) < 1.
Demostracién. Puesto que Ay A — H'AH son definidos positivos, tenemos que
Az >0 y a'(A-HAH)x >0,

por tanto,
x'Ax > 'H'AHz = (p(H)z)' A(p(H)z) = p(H)*x' Az,

de donde p(H) < 1.

La demostracién del lema anterior, asi como la demostracién que presentamos a con-
tinuacion de la generalizacién del teorema 3.8 a operadores, es similar a la que presenta
Ortega [46] para matrices,

Teorema 3.9. Sea A un operador definido positivo. Sea A = M — N una particidn
P-regular y M~'N un operador para el cual eziste x # 0 tal que M~'Nx = p(M~'N)z,
entonces p(M~IN) < 1.

Demostracién. Por el lema 3.2 seré suficiente probar que el operador

Q=A-(M'NYAM™N)
sea definido positivo.
De N = M — A tenemos que M~!N = [ — M~'A, por tanto

Q = A—(I—-MTAYAU - M1 A)

il

= AM™A) + (M7YAY A — (M7TAY A(M~1A), (3.6)
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ahora teniendo en cuenta que (M~'A) = A(M™!) y que podemos expresar el operador
A como

A=MMTA y A=AMAY,
de (3.6) tenemos que
Q= (MTA) (M + M- A)(M™A)
o equivalentemente,
Q= (MTTA(M' + N)(M1A)

ya que N = M — A, entonces por ser la particién P-regular y M ~'A no singular tenemos
que @ es definido positivo. n

Igual que en la seccién anterior hemos introducido resultados de convergencia para
los distintos tipos de particiones que se han ido introduciendo a partir del concepto de
particidén regular, en esta seccion, utilizando el concepto de particién débil definida no
negativa (del primer y segundo tipo), introducido en la definicién 2.7, aportamos los
siguientes resultados de convergencia, con el objetivo de introducir resultados alternativos
al teorema 3.9.

Teorema 3.10. Sea A un operador no singular y A = M — N una particion débil

definida no negativa del primer tipo. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(i) A71M > 0.

) oty = 20
(i) p(M~1N) = p(NM~) < 1.
(iv) I — M7 IN)1 0.

(v) AIN =0 .

(vi) A7IN = M~IN.

-1
(vii) p(M~IN) = T%g)ﬁ)"
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Demostracién. (i) — (ii) Por los lemas 2.2 y 2.3 tenemos que

M™IN = (A7 M) (A™IM — 1)

y que se satisface la relacién pu =

donde g y A denotan los elementos del espectro

A
de M~IN y A='M, respectivamente . Ademds por ser A~'M > 0 y no singular, y
M~IN = 0, sabemos que sus espectros estdn contenidos en el conjunto de los nimeros
z—1

reales positivos y no negativos respectivamente, por tanto, como la funcién f(z) =

es monétona para valores de z > 0 obtenemos el apartado (ii).
(ii) — (iii) Obvio.

(iii) — (iv) Por ser M™'N > 0y p(M~'N) = ||[M~'N|| < 1 por el teorema 1.9
sabemos que (I — M~'N)~! es hermitico y que su espectro estd contenido en el conjunto
de los niimeros reales positivos. Ahora, por el teorema 1.14, (I — M~1N)~! » 0.

(iv) — (v) Deser M7'N = 0y (I — M~'N)~! » 0 se deduce que los valores del
espectro de (I — M~'N)~! ademds de ser reales positivos han de ser mayores o iguales
que uno. Por otra parte de la definicién de particién tenemos que

A7M=(M-N)"'"M=(I-M1N)"! (3.7)
asi como,
AN =AT" M-A)=A""M-T=T-M1N)"'-1 (3.8)

De donde se deduce quec A™'N es hermitica, puesto que (/ — M~'N)~! lo es. Ademss,
como el espectro de A™'N estd contenido en el conjunto de lo reales no negativos, de
nuevo el teorema 1.14, A7'N > 0.

(v) — (vi) De la definicién de particién tenemos que A~ M es no singular y utilizando
las expresiones (3.7) y (3.8) obtenemos que

AN -MIN=AM-T-(I-MTA)=A""M+M 'A-2I.  (3.9)

Ademss, de la expresién (3.8) también se deduce que A='M > 0; por lo tanto, si p denota
un valor perteneciente al espectro de A”™*N — M~'N, por el teorema 1.7 y la expresién
(3.9) tenemos que

1 =12
,u—/\4)\ 2= ;)
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con A > 0 perteneciente al espectro de A"'M. En consecuencia, tenemos que A~'N —
M~IN es hermitica y tiene su espectro contenido en los reales no negativos, luego, por el

teorema 1.14 A"'N — M~IN > 0, es decir, A"'N > M~IN.
(vi) — (vii) Por ser A7!N = M™IN es evidente que A"'N > 0 y utilizando la

expresion M~'N = (A7'N + I)7'A~!N tenemos por los lemas 2.2 y 2.3 que p = v

con A > 0 perteneciente al espectro de A~'N. Entonces como f(z) = es una

1+z
funcién mondtona para z > 0 obtenemos (vii).

(vii) — (iii) Obvio. ]

Para particiones débiles definidas no negativas del segundo tipo tenemos el siguiente
resultado cuya demostracion se lleva a cabo probando las mismas implicaciones y siguiendo

razonamientos andlogos a los del teorema 3.10, pero en este caso sobre los operadores
NM~', NA7'y MA™ en lugar de M~'N, A"'N y A~ M respectivamente.

Teorema 3.11. Sea A un operador no singular y A= M — N una particién débil no
negativa definida del seqgundo tipo. Las condiciones siguientes son equivalentes.
(i) MA™t1 >0

(i) p(NM) = %.
(i) p(M~'N) = p(NM~1) < 1.
(iv) (I = NM~)™ 0.

(v) NA71 >0

(vi) NA71 = NM-1.

(vii) p(NM-1) = %.

Notemos que en los teoremas 3.10 y 3.11 hemos introducido nuevas condiciones necesa-
rias y suficientes para que el esquema iterativo (3.2) sea convergente, sin exigir condiciones
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adicionales al operador A, excepto que sea no singular. Ademds, es ficil observar, que
tienen la misma estructura que los teoremas 3.3 y 3.4 respectivamente, aunque los érdenes
parciales considerados en cada caso son distintos y ademés de que los teoremas 3.3 y 3.4
son validos para operadores acotados en espacios de Banach reales y los teoremas 3.10 y
3.11 son vélidos para operadores acotados en espacios de Hilbert complejos.

También cabe destacar que no existe ninguna relacién entre la definicién de particién
P-regular y particién débil definida no negativa y por lo tanto, tampoco existe relacién
entre los teoremas 3.10 y 3.11 con el teorema 3.9 para particiones P-regulares, como existe
entre las particiones regulares y el resto de particiones englobadas en la definicién 2.5 como
particiones no negativas y las respectivas condiciones de convergencia, como ponemos de
manifiesto en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.2. Consideremos la matriz definida positiva

3 —1
A= ,
-1 5
y la particion A = M — N donde
6 O.I 31
0 8 1 3

que es P-regular como se comprueba fdcilmente. Sin embargo,

1
-1 6 -1
M™'N = y NM™=

OO = D] =
OOl = D) =
ol Lo Cof

16

no son definidas no negativas ni del primer tipo ni del segundo tipo.

Por otra parte, si consideramos la matriz A del ejemplo 3.1 y las particiones A =
M, — N; = M, — N, con

'§_10 _zé’ ’0 10 29 |

4 921 21 21 49

5 5 1 2

M =10 s 3| M=o 5 3
5 95 5 29
A 0 -7 3
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y
[ 3 1] - .
Pl e
25 5 gr VX193
My=1 0 73| Ny = 2: ]3
5 5 0 —= —
L 0 7 g | I 7 12 |

Es facil comprobar que A = My — N, es débil definida no negativa del primer tipo y que
A = M, — N, es débil definida no negativa del segundo tipo. Sin embargo, ninguna de las

dos particiones son P-regulares.

Para terminar, considerando el caso particular E = C™ y utilizando el concepto de
matriz real positiva introducido en la definicién 1.19, presentamos el siguiente resultado
similar al introducido por Plemmons [48] para el caso en el que A es una matriz definida
no negativa y A = M — N una particién débil del primer tipo.

Teorema 3.12. Sea A una matriz no singular y real positiva. y sea A= M — N una

particion débil. Si M es real positiva, entonces p(M~1N) < 1.

Demostracién. Supongamos que la particién es débil del primer tipo, entonces M !N >
0 y por el teorema 1.10 sabemos que existe un vector > 0 tal que

M7'Nz = p(M™'N)z.
Por otra parte, como
A=MI - M'N),
y A es real positiva, tenemos que
0<a'Ax = (1 - p(M™'N))z'M=z
de donde p(M~'N) < 1 ya que &’ Mz > 0 por ser M real positiva. [

Notemos que en el resultado anterior hemos establecido, en el caso de dimensién finita,
una nueva condicién de convergencia para particiones débiles del primer y del segundo
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tipo, alternativa a las condiciones introducidas en los teoremas 3.3 y 3.4, que nos permiten
averiguar la convergencia de la particién sin necesidad de conocer matrices como A~!N o
NA™. Ademds, el teorema 3.12 nos serd dtil para establecer en el capitulo 6 resultados
de convergencia para multiparticiones débiles.
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Capitulo 4

Teoremas de comparacion para

particiones

4.1 Introduccién

Una vez que nos hemos asegurado que la particién considerada es convergente, o
equivalentemente que el esquema iterativo (3.2) converge a la solucién del sistema para
cualquier vector inicial considerado, es de vital importancia conseguirlo con la precisién de-
seada en el menor nimero de iteraciones posible, es decir, con la mayor velocidad posible.
Por tanto, en este capitulo nuestro objetivo serd comparar la velocidad de convergencia de
dos particiones distintas, y evidentemente convergentes, de un mismo operador acotado.
Para ello, segiin vimos en la seccién 2.2 tendremos que comparar el valor de los radios

espectrales de los respectivos operadores de iteracion.

La teoria de particiones no negativas, ademds de ser una herrramienta muy ttil en el
anélisis de la convergencia del esquema iterativo (3.2), como ya pudimos comprobar en la
seccién 3.2, nos aporta resultados de comparacién muy interesantes que aparecen también
como generalizacién de los teoremas de comparacién muy conocidos, introducidos por
Varga [56], asf como los no tan conocidos introducidos por Woznicki en su tesis doctoral
en 1973 (véase por ejemplo Woznicki [61]), en ambos casos, para particiones regulares de
matrices monétonas. Estas condiciones forman parte de lo que WozZnicki [61] denomina.
condiciones naturales, es decir, condiciones faciles de comprobar en la practica, puesto

39
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que estdn en funcién de matrices que en muchos de los métodos iterativos obtenidos a
partir del esquema iterativo (3.2) calculamos o son faciles de hacerlo.

En los 1ltimos afios, el problema de comparar los radios epectrales de los operadores de
iteracion, para los distintos tipos de particiones englobadas con el nombre de particiones no
negativas, ha sido estudiado por diversos autores desde distintos puntos de vista. Csordas
y Varga [22], también para particiones regulares de matrices monétonas, introducen una
nueva condicién de comparacién més general y en ese mismo trabajo aparece por primera
vez un reciproco parcial a dicha condicién de comparacién. Sin embargo, Elsner [26)
generaliza los resultados de Varga [56] y los que aparecen en la tesis de Woznicki (véase
por ejemplo [61]) para el caso en el que ambas particiones son débiles no negativas del
primer tipo y para el caso en el que una particién es débil no negativa del primer tipo y la
otra particion es regular, respectivamente. Autores como Beauwens [4], Miller y Neumann
[40], Song [52, 53] introducen condiciones generales, igual que Csordas y Varga [22] pero,
para particiones débiles del primer tipo y sin la hipétesis de que la matriz A sea monétona.
Dichas condiciones, aunque son més generales, desde el punto de vista prictico son poco
ttiles, puesto que son muy dificiles de comprobar, sin embargo, pueden utilizarse como
herramienta para probar resultados de comparacién de otros métodos (ver por ejemplo,
Lanzkron, Rose y Szyld [36]).

Por otra parte, Marek y Szyld [38] extienden los teoremas clasicos para particiones
regulares de matrices monétonas introducidos por Varga [56] y Woznicki [61] antes mencio-
nados, para particiones convergentes débiles del primer tipo, ahora de operadores acotados
en espacios de Banach reales y conos normales. Recientemente, Woznicki [61] al introducir
las particiones débiles no negativas del segundo tipo y las particiones débiles del segundo
tipo extiende también los citados resultados de Varga y WoZnicki. Ademés, mediante la
utilizacion de la matriz traspuesta en una de las matrices de una de las particiones aporta
nuevas condiciones naturales de comparacién, aunque como pondremos de manifiesto en
la seccién 4.2 dichos resultados no son ciertos en general.

No obstante, para los diferentes tipos de particiones englobados con el nombre de
particiones definidas positivas, hasta ahora sélo contamos con el resultado de compara-
cién introducido recientemente por Nabben [41] para particiones P-regulares de matrices
definidas positivas.

En este capitulo, considerando las particiones del segundo tipo para operadores, junto

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

4.2 Particiones débiles no negativas 57

con el operador adjunto en uno de los operadores de una de las particiones y siguiendo
una linea similar a la llevada a cabo por Marek y Szyld [38], en las secciones 4.2 y 4.3,
extenderemos las condiciones de comparacién introducidas por los diferentes autores antes
mencionados e introduciremos nuevas condiciones de comparacién para particiones débiles
no negativas y para particiones débiles, respectivamente. Por tltimo, en la seccién 4.4
extenderemos el resultado de comparacién de Nabben [41] para particiones P-regulares
de matrices a operadores, e introduciremos resultados de comparaciéon para particiones
débiles definidas no negativas, analizando para cada uno de los resultados las diferencias
y similitudes con algunos de los resultados introducidos en las secciones 4.2 y 4.3.

4.2 Particiones débiles no negativas

En el transcurso de esta seccién vamos a presentar teoremas de comparacién para
particiones débiles no negativas de operadores acotados con inversa no negativa, que por
los teoremas 3.6 y 3.7 son particiones convergentes. Por lo tanto, en los resultados que
probemos a lo largo de la seccién daremos por supuesta la convergencia de las particiones
sin mencidn alguna y tinicamente haremos hincapié en la demostraciéon de la desigualdad
entre los radios espectrales de los respectivos operadores de iteracion.

Antes de dar paso a los resultados propios de la seccién establecemos un par de lemas
técnicos que nos serdn de utilidad para el desarrollo de la misma.

Lema 4.1. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach y sean A =
M — Ny = My — N, dos particiones cualesquiera. Entonces,

(i) N1 < Nj si, y solo si, My < M, .

(i) A7INLA™Y < ATINR A7 si, y s6lo si, ATV MIATY < ATTMLR AT

Demostracién. (i) Si Ny < N, entonces My — A < My — A, de donde M; < M,.
Reciprocamente, si M; < M,, entonces A + Ny < A+ Ny y por tanto Ny < N,

(i) Si ANy A7 < A7TN, A7, entonces A7 (M) — A)A™' < A7Y(My — A)ATY, de
donde A~IM; A1 < A1MRATL
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Reciprocamente, si A“'M; A" < A"'M,A™!, entonces
AT N+ A)AT < ATV (N 4 A)A7Y,
de donde AT'N;A™! < A"IN, AL n
Si consideramos ahora un espacio de Iilbert y A un operador no singular y hermitico,

mediante un razonamiento andlogo al anterior y utilizando que A = A’ obtenemos el
resultado siguiente.

Lema 4.2. Sea A un operador no singular y hermitico en un espacio de Hilbert. Si
A= M, — Ny = My — N, son dos particiones cualesquiera. Entonces

(i) My < Nj si, y solo si, My < M,
(i) ATINJA™Y S ATINJATY &6, y sélo si, ATTMIATY < ATTMLATY,

Observacion 4.1. Los lemas 4.1 y 4.2 siguen siendo vdlidos si cambiamos < por <
en los apartados (i) y (ii).

A continuacién recordamos uno de los primeros resultados de comparacién introducido
en 1960 por Varga [56] para particiones regulares de matrices monétonas, a partir del cual,
se han desarrollado el resto de condiciones de comparacién existentes hasta el momento.

Teorema 4.1 (Teorema 3.15 de [56]). Sea A una matriz no singular con A~' > 0
y sean A = My — Ny = M, — N3 dos particiones regulares. Si

Ny < Ny, Nj #N,, (4.1)
entonces

(MM, < (M5 Np) < 1.

Si en lugar de considerar particiones regulares consideramos particiones débiles no ne-
gativas del mismo tipo, el teorema anterior deja de ser cierto como ponemos de manifiesto
en el ejemplo siguiente.
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2
Ejemplo 4.1. Sea A = 5 | Es ficil comprobar que A~! > 0. Consideremos
-1 =2
e 2 -
las particiones A = My, — Ny = My — N, donde
[ 21 |
5 —7 11 -7
N = =
1 o7 y Ny 9 27
-9 _2_. 2

Ambas particiones son débiles no negativas del segundo tipo, se satisface Ny < Ny y
Ny # N3, pero

9
p(M{'Ny) = 0= p(Mz ' Ny).

Notemos que ambas particiones son convergentes.

Posteriormente, Woznicki [61] separa, para particiones débiles no negativas del mismo
tipo, el teorema 4.1 en dos. El primer caso, en el que no excluye la igualdad en la expresién
(4.1), demostrando que p(M*N;) < p(M5'N,) y en el segundo caso considera la expre-
sién (4.1) con desigualdad estricta, demostrando entonces que p(M;1N;) < p(M['N,).

Por otra parte, Marek y Szyld [38] generalizan el teorema 4.1 a operadores acotados
en espacios de Banach reales y conos normales, considerando sélo particiones débiles del
primer tipo, introduciendo el siguiente resultado.

Teorema 4.2 (Teorema 3.5 de [38]). Se A un operador no singular en un espacio
de Banach con A™' > 0. Sean A = M; — Ny = My — N, dos particiones convergentes
y débiles del primer tipo. Supongamos que M;'Ny y M;'N; tienen la propiedad “d ”.
Sean £ > 0 y z > 0 dos vectores tales que

M 'Nix = p(M{'N)ax y My 'Nyz = p(M;'N,)z.

St se satisface alguna de las condiciones siguientes

le < NQZ 0 N]_iC < NQ{D,
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entonces

p(M{'Ny) < p(M7'Ny).

Si ademds A™!' > 0 y N, # N,, entonces

p(MTTNY) < p(M5N).

Siguiendo una linea similar a la del teorema anterior, extendemos a continuacién el
teorema 4.1 para particiones débiles no negativas no sélo del mismo tipo, sino también
de diferente tipo, aunque exigiendo en este caso que Ny — N; transforme el cono K en si
mismo; esto es N < N,. El caso de particiones débiles serd abordado en la seccién 4.3.

Teorema 4.3. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach con A™* > 0.
Sean A = M, — Ny = M, — N; dos particiones débiles no negativas del mismo o diferente
tipo. Para k = 1,2, supondremos que M' Ny, y A"'Ny, tienen la propiedad “d” si A =
My — Ny es del primer tipo; no obstante, supondremos que N;CM,;‘1 y N, A™! tienen la
propiedad “d” si A = My — Ny, es del seqgundo tipo. Si

Ny < Ns, (4.2)
entonces
p(M{'NY) < p(M5'Np) < 1. . (4.3)
Ademds si A1 >0 y
Ni < Ny, (4.4)
entonces
p(MINY) < p(M5'Np) < 1. (4.5)

Demostracién. En primer lugar, supondremos que A = M; — N es del primer tipo.
Como A™! > 0, de la desigualdad (4.2) y del apartado (vii) del teorema 3.6 tenemos que

0<A™'N, < AN, (4.6)

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

4.2 Particiones débiles no negativas ‘ 61

Como A~!' Ny tiene la propiedad “d”, existe un vector propio & > 0 tal que
A" Nz = p(A7'NYz,
y de la desigualdad (1.6) tenemos que
A" Noz — p(A™'N))zx > 0,
de donde se sigue por el apartado (i) del lema 1.8 que
P(ATINY) < p(A7TNy). (4.7)

Si A = My — Nj es también del primer tipo, aplicando el apartado (ix) del teorema 3.6 a

la desigualdad (4.7) y teniendo en cuenta que la funcién f(x) = =7 es creciente para

valores de © > 0 obtenemos la desigualdad (4.3).
Si A = M; — N; es del segundo tipo, teniendo en cuenta que la desigualdad (4.7) es
equivalente a

p(ATINY) < p(NpATH), (1.8)
por el apartado (ix) de los teoremas 3.6 y 3.7 tenemos que

PNV < p(NM5 )
que es equivalente a la desigualdad (4.3).

Supongamos ahora que A = M, — N, cs del segundo tipo. Siguiendo un argumento
similar al caso en el que dicha particion es del primer tipo, obtenemos ahora, de la
desigualdad (4.2) y del apartado (vii) del teorema 3.7, la desigualdad

0 < NA™ < NpA™!
en lugar de la desigualdad (4.6), asi como la desigualdad
p(Ny AN < p(NaA™ (1.9)

en lugar de la desigualdad (4.7). Por lo tanto, si A = My — Ny es también del segundo
tipo, por el apartado (ix) del teorema 3.7 se obtiene la desigualdad (1.3). Tn cambio, si
A = M, — Ny es del primer tipo, tenemos que la desigualdad (4.9) cs equivalente a la

desigualdad

P(N AT < p(A7'Ng) (4.10)
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y por el apartado (ix) de los teoremas 3.6 y 3.7 tenemos que
p(NI M) < p(My ' Ny)
que es equivalente a la desigualdad (4.3).

Supongamos ahora que A™! > 0. Si A = M, — N, es del primer tipo, de la desigualdad
(4.4) y del apartado (vii) del teorema 3.6 tenemos que

0< AN, < A7, (4.11)

con lo que A™'N; es K-irreducible, por el teorema 1.11 existe un vector propio y > 0 tal
que

A7 Nyy = p(A™' Ny)y
y de la desigualdad (4.11) tenemos que
P(ATINR)y — AT Ny > 0,
de donde se sigue por el apartado (ii) del lema 1.8 que
P(AT'N)) < p(A™IN). (4.12)

Ahora, utilizando la desigualdad (4.12) en lugar de la desigualdad (4.7), mediante un
razonamiento analogo obtenemos la desigualdad (4.5).

Finalmente, si A = M, — N, es del segundo tipo, a partir de la desigualdad (4.4)
obtenemos que

0< NlA_] < NQA—I

y siguiendo un razonamiento andlogo al anterior, pero utilizando esta desigualdad en lugar
de la desigualdad (4.11), obtenemos

p(N1A™Y) < p(NpAY), (4.13)
que es la desigualdad (4.9) con desigualdad estricta, por lo tanto, siguiendo el mismo

razonamiento seguido a partir de dicha designaldad obtenemos la designaldad (4.5). [ |

Como consecuencia directa del apartado (i) del lema 4.1 y la observacién 4.1 obtenemos
el siguiente resultado.
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Corolario 4.1. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach con A~ > 0.
Sean A = My — Ny = My — N, dos particiones débiles no negativas del mismo o diferente
tipo. Para k = 1,2, supondremos que M;'Ny y A~'Ny tienen la propiedad “d” si A =
My — Ny es del primer tipo; no obstante, supondremos que N M, ' y Ny A" tienen la
propiedad “d” st A = My ~ Ny es del sequndo tipo.

Si My < My, entonces se satisface la desigualdad (4.3).

Ademds, si A™' > 0 y My < M,, entonces se satisface la desigualdad (4.5).

El siguiente resultado es una generalizacién, para particiones débiles no negativas
de operadores acotados, del resultado introducido por Csordas y Varga [22, Teorema 2]
para particiones regulares de matrices y extendido por Woznicki [61, pdgina 330] para
particiones débiles no negativas de distinto tipo.

Teorema 4.4. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach con A= > 0.
Sean A = My — Ny, = My — N3 dos particiones débiles no negativas de diferente tipo. Para
k = 1,2, supondremos que M,C“IN,c y ANy, tienen la propiedad “d” si A = My — Ni es
del primer tipo; no obstante, supondremos que NeM;' y Ny A~ tienen la propiedad “d”
st A = My — Ny es del sequndo tipo. Si

ATTNI AT S AN, AT, (4.14)
entonces se satisface la desigualdad (4.3).
Ademds, si AL >0y
ATTN AT < ATTN,ATY, (4.15)

entonces se satisface la desigualdad (4.5).

Demostracion. Supongamos que A = A, — Ny es del primer tipo, entonces por los
teoremas 3.6 y 3.7 tenemos que A~'N; > 0y NpA~™! > 0. Por lo tanto, por la propiedad
“d” existe un vector propio j > 0 tal que

CE’]A_IN] = (A_|N|)’£B’| = p(A_]Nl_):l:'] (416)
y de la desigualdad (4.14) tenemos que
/)(A_IN1){1311A_1 < m’lA_l'NgA—l.
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Considerando y} = | A™' > 0 podemos escribir la desigualdad anterior como
P(AT Ny, S yiN2A™,

y por el apartado (i) del lema 1.8 tenemos la desigualdad (4.8). Ahora mediante el mismo
razonamiento seguido en la demostracién del tecorema 4.3 a partir de dicha desigualdad,
obtenemos la desigualdad (4.3).

Si A = M, — N, es del segundo tipo, entonces NyA™! > 0y A~'N, > 0. De nuevo por
la propiedad “d” existe un vector propio x, > 0 tal que

N A7 'z, = p(N, A Nz, (4.17)
y de la desigualdad (4.1.1) tenemos que
p(NJA WA ', < ATV N, A My,
Para y; = A~'@; > 0 podemos escribir la desigualdad anterior como
p(NiA Ny, < A Ny,

y por el apartado (i) del lema 1.8 tenemos la desigualdad (4.10). Ahora mediante el mismo
razonamiento seguido en la demostracién del teorema 4.3 a partir de dicha desigualdad,
obtenemos la desigualdad (4.3).

Supongamos ahora que A”! > 0. Si A = M; — N; es del primer tipo, entonces
A7IN; > 0y NoA=' > 0. Por lo tanto, por la propiedad “d” existe un vector &, > 0 tal
que

NoA 'y = p(NaA™ )y
y de la desigualdad (4.15) tenemos que
ATIN A7 ey < p(N, AN A s
Considerando ahora y; = A~ 2y > 0 tenemos que
p(N2A™ Y2 — A7 Nyyp > 0
y por el apartado (ii) dcl lema 1.8 tenemos que

p(AT'NY) < p(NoA™Y)
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que es la desigualdad (4.8) con desigualdad estricta, por tanto, siguiendo el mismo razo-
namiento seguido a partir de dicha desigualdad obtenemos la desigualdad (4.5).

Si A = M; — N, es del segundo tipo, entonces mediante un razonamiento andlogo al
anterior, teniendo en cuenta que ahora NyA™!' >0y A”IN, > 0 y considerando en este
caso un vector z; > 0 tal que se satisfaga la igualdad (4.17), de la desigualdad (4.15)

p(MA WA 'y < ATIN, A .
Considerando y; = A~'x; > 0 tenemos que
AT \Noyy = p(Ny ANy, >0
y por el apariado (i) del lema 1.8 obtenemos que
p(N1A™Y) < p(A7IN,)

que es la desigualdad (4.10) con desigualdad estricta, por tanto, siguiendo el mismo razo-
namiento seguido a partir de dicha desigualdad obtenemos la desigualdad (4.5). n

El teorema anterior no es cierto para particiones débiles no negativas del mismo tipo
como pondremos de manifiesto en el ejemplo 5.1. Por otra parte, como consecuencia

directa del apartado (ii) del lema 4.1 y la observacién 4.1 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.2. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach con A~! > (.
Sean A = My — Ny = My — N, dos particiones débiles no negativas de diferente tipo. Para
k = 1,2, supondremos que Mk_lNk y A7'Ny, tienen la propiedad “d” si A = My — Ny es
del primer tipo; no obstante, supondremos que NyM; "' y Ny A™! tienen la propiedad “d”
si A = My — Ny es del seqgundo tipo. Si

ATTMIAT S AT MRATY, (4.18)
entonces se satisface la desigualdad (4.3).
Ademds, si A7 >0y
ATTMATY < ATVMATY, (4.19)

entonces se satisface la desigualdad (4.5).
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Otro de los resultados basicos de comparacién para particiones regulares de matrices,
junto con el teorema 4.1, es el siguiente, introducido por Woznicki en 1973 en su tesis
doctoral (ver por ejemplo Csordas y Varga [22] y Woznicki [61]).

Teorema 4.5 (Teoremas 5.1 y 5.2 de [61]). Sea A una matriz no singular con
A1 >0y A= M, — N, = My — N, dos particiones regulares.

Si M > M3, entonces se satisface la desigualdad (4.3).

Si ademds A™' > 0 y M7 > My, entonces se satisface la desigualdad (4.5).

En 1989, Elsner [26] demuestra que el teorema anterior sigue siendo valido en el caso
en el que una de las particiones sea regular y la otra débil no negativa del primer tipo.
Recientemente, Woznicki [61] lo extiende para particiones débiles no negativas de distinto
tipo. Finalmente, Marek y Szyld [38] introducen el siguiente resultado para operadores
acotados y conos normales.

Teorema 4.6 (Teorema 3.11 de [38]). Sean A = M, — N; = M, — Ny dos parti-
ciones convergentes y débiles del primer tipo. Supongamos que M7 'N, y M; N, tienen
la propiedad “d”. Sean x > 0 y z > 00 dos vectores tales que

M 'N,x = p(M{'N)z y M;'Noz = p(M5'Ny)z.

Si se satisface Nye > 0 0o Nyz > 0 y Ml‘1 > Mg‘l, entonces se satisface la desigualdad

(4-3).

Si ademds, M{' > M, entonces se satisface la desigualdad (4.5).

El teorema anterior, ademés de ser una generalizacién a operadores del resultado
de Elsner [26], debilita las hipdtesis de dicho resultado puesto que considera particiones
débiles del primer tipo y convergentes en lugar de A=! > 0 y particiones débiles no
negativas del primer tipo y sélo exige que un cierto vector de K tenga su imagen en K
a través del operador N, o N,. Sin embargo, al utilizar s6lo particiones del primer tipo
hay casos que refleja cl resultado de Woznicki [61] para matrices y particiones débiles no
negativas de distinto tipo que no se abordan en el teorema anterior. Con el objetivo de
reflejar dichos casos, también para operadores, introducimos el siguiente resultado.
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Teorema 4.7. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach con A~! > 0.
Sean A = My~ Ny = My — N, dos particiones débiles no negativas de diferente tipo. Para
k = 1,2, supondremos que Mk"lNk y ANy, tienen la propiedad “d” si A = My — Ni es
del primer tipo; no obstante, supondremos que NyM; ' y NyA~' tienen la propiedad “d”
si A = My — Ny es del sequndo tipo. Si

M > M;t, (4.20)
entonces se satisface la desigualdad (4.3).
Ademds, si A"t >0y |
Mt > M1 (4.21)

entonces se satisface la desigualdad (4.5).

Demostracion. Supongamos que A = M; — N; es del primer tipo. Escribamos la
desigualdad (4.20) como

MYAATY > A7TAMGL (4.22)
Ahora por el apartado (iii) de los teoremas 3.6 y 3.7 tenemos que
0SAT'My y 0<MATY

multiplicando en ambos miembros de la desigualdad (4.22) por la izquierda por A~ M,
y por la derecha por M; A=}, obtenemos la desigualdad (4.18) y, por el corolario 4.2, se
satisface la desigualdad (4.3).

Si A = M, — N; es del segundo tipo, escribiendo en este caso la desigualdad (4.20)
como

ATTAMT > MTAATY, (4.23)
utilizando de nuevo el apartado (iii) de los teoremas 3.6 y 3.7 tenemos que
0<MA™ y 0<A M,

y multiplicando ahora en ambos miembros de la desigualdad (4.23) por la izquierda por
A™1M, y por la derecha por M;A~" obtenemos otra vez la desigualdad (4.18). De nuevo
por el corolario 4.2 se satisface la desigualdad (4.3).

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

68 4 Teoremas de comparacion para particiones

Si A™! > 0, mediante un razonamicnto andlogo obtenemos la desigualdad (4.19) y de
nuevo por el corolario 4.2 se satisface la desigualdad (4.5). [

En el caso en el que ambas particiones sean débiles no negativas del mismo tipo
Woznicki [61] muestra que el resultado anterior deja de ser cierto.

Para el caso de matrices, las condiciones de comparacién introducidas hasta ahora,
ademés de formar parte de las llamadas condiciones naturales, son las condiciones de
comparacién bésicas a partir de las cuales diversos autores han introducido condiciones
més generales que estudiaremos més adelante en esta seccién y que, como veremos en la
seccion 4.4, son més débiles, aunque también menos ttiles desde el punto de vista préctico
puesto que son muy dificiles de comprobar. Sin embargo, recientemente Woznicki [61] con
el objetivo de introducir nuevas condiciones de comparacién que nos permitan abarcar un
mayor nimero de particiones y que ademds sigan siendo dtiles desde el punto de vista
practico, considera la idea de utilizar la matriz traspuesta en una de las matrices de una
de las particiones introduciendo los resultados siguientes.

Teorema 4.8 (Teorema 3.13 de [61]). Sea A una matriz no singular con A= >0
yA=M — N, =M, — N, dos particiones débiles no negativas del mismo tipo. Si

N, < NT

entonces se satisface la desigualdad (4.3).

Teorema 4.9 (Teorema 3.14 de [61]). Sea A una matriz no singular con A~ >0

y A= M, — N, = M, — N, dos particiones débiles no negativas del mismo tipo . Si
M > (M7

entonces se satisface la desigualdad ({.3).

Ahora bien, estos tcoremas sin la hipdtesis adicional de “A simétrica” no son ciertos

en general como ponemos de manifiesto en los ejemplos siguientes.
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Ejemplo 4.2. Consideremos la matriz no simétrica

1
2 —5 0
3 |
A=|-5 2 —
3
0 —3 2

Es fécil comprobar que A~! > 0. Consideremos las particiones A = M; — Ny = M, — Ny,

donde
r 0 0] o L o]
3 9
~2 20
Ml—' 2 »Nl: 001 >0
3 2
] 0 =3 2_ [0 0 0
y
i} 1 ) r )
2 "—5 0 f .00
1 !
My=| -1 2 2|, My=|32 0015y
11
1 20
- 5 -1 2J _2 2 J
Puesto que
[ 1 1 4 8 2]
g 00 7 10 19
3 1 2 32 8
M—'].: —_— = > 7M_1: — — —— >
t g 3 0|20y M 7 19 19 |20
93 1 0o 24
32 8 2 [

tenemos que las dos particiones son regulares y, en particular, débiles no negativas del
mismo tipo. Ademsds,

Ny < NT
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con lo que se cumplen todas las hipétesis del teorema 4.8, no obstante

3 4
p(MIN) = 5715 p(M5'Ny)

con lo que dicho teorema no es cierto en general.

Ejemplo 4.3. Consideremos la matriz no simétrica

2 -1
A= 1
—_ 2
2
Es fdcil comprobar que A™' > 0. Consideremos las particiones A = My — Ny = My — N,
donde
3 0 5
M1 = 4 ; Nl = 1 > 0
= 0
0 2 9
y
20 0 1
M, = 1 , Ny = > 0.
-= 2 00
2
Puesto que
3
3 1 3 0
M = >0 y My'= >0
o 1 11
2 8 2

tenemos que las dos particiones son regulares, y por tanto, son débiles no negativas del

mismo tipo. Ademds
MY > (MY >0,
con lo que se cumplen todas las hipétesis del teorema 4.9, no obstante

208 1
-1 _ L -1
M) = 5 > = = p(My ' Ny)

poniendo de manifiesto que dicho teorema no es cierto en general.
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Los ejemplos 4.2 y 4.3 no sélo ponen de manifiesto que los teoremas 4.8 y 4.9 son
falsos para particiones débiles no negativas del mismo tipo, sino también para particiones
regulares. Ademds, como consecuencia de dichos ejemplos los corolarios 3.3 y 3.4 y el
teorema 3.15. de Woznicki [61] tampoco son ciertos en general.

Como ya hemos mencionado antes, es suficiente afiadir la hipétesis adicional de “A
simétrica’ para que los dos resultados anteriores sean ciertos. A continuacién, presenta-
mos la generalizacion de dichos resultados a operadores acotados en espacios de Hilbert,
extendiendo ademas el teorema 4.8 para particiones débiles no negativas de distinto tipo.

Teorema 4.10. Sea A un operador no singular y hermitico en un espacio de Hilbert
con A7 > 0. Sean A = My —N; = My~ N, dos particiones débiles no negativas del mismo
o diferente ti})d. Para k = 1,2, supondremos que M_'Ny y A~'N, tienen la propiedad
“d” si A = My — N es del primer tipo; no obstante, supondremos que N;CM,C“1 y N A1
tienen la propiedad “d” si A = My — Ny, es del seqgundo tipo. Si

Ny < N, (4.24)
entonces se satisface la desigualdad (4.3).
Ademds, si A71 >0y
Ny < Ny, (4.25)
entonces se satisface la desigualdad (4.5).
Demostracién. Supongamos que A = M, — N es del primer tipo. Por ser A™! > 0,
de la desigualdad (4.24) y del apartado (vii) del teorema 3.6, tenemos que
0< AN < ATINy = (N, A7YY (4.26)

ya que A es hermitico. Ademas, por la propiedad “d” del operador A~!N; existe un vector
propio i > 0 tal que

' AN, = (A7'NY) =) = p(A7I Ny}
y de la desigualdad (4.26) tenemos que

(N2A™Y @) — p(A™ Ny > 0
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de donde se sigue por el apartado (i) del lema 1.8 que
P(ATINY) < p(NoATY),

que es equivalente a la desigualdad (4.7). Ahora, mediante el mismo razonamiento segnido
en el teorema 4.3 a partir de dicha desigualdad, obtenemos la desigualdad (4.3).

Si A = M, — Np es del segundo tipo, de la desigualdad (4.24) y del teorema 3.7
obtenemos que

0< M A < NJA™! = (A7IN)

y mediante un razonaiento analogo al caso anterior sabemos que existe un vector propio
xj > 0 tal que

' NA™ = (N A7 2| = p(NA™ ).
Por tanto, de la desigualdad (4.26) tenemos que
(A7'N)'z) — p(N1 A7)z 2 0
y por el apartado (i) del lema 1.8 tenemos que
p(N1A7") < p(A7'Ny),

que es equivalente a la desigualdad (4.9), por tanto siguiendo el mismo razonamiento que
en el teorema 4.3 a partir de dicha desigualdad obtenemos la desigualdad (4.3).

Por otra parte si A™' > 0y A = M; — N; es del primer tipo, de la desigualdad (4.25)
y el apartado (vii) del teorema 3.6 tenemos que

0< A™'N; < AT'Nj = (N, A (4.27)

Al

por ser A hermitico. Como (N2A™') es K-irreducible, por el teorema 1.11, existe un
vector propio y’ > 0 tal que

(N2 ATy = p(N2 A7)y
y como Yy’ A"'N; = (A~'N,)'y/, de la desigualdad (4.27) tenemos que

p(NzA_l)y’ — (A‘INI)'y' > 0,
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de donde se sigue, por el apartado (ii) del lema 1.8 que
p(ATINY) < p(N2ATY)

que es equivalente a la desigualdad (4.12). Ahora mediante el mismo razonamiento llevado
a cabo en el teorema 4.3 a partir de dicha desigualdad obtenemos la desigualdad (4.5).

Si A = M; — N es del segundo tipo, a partir de la desigualdad (4.25) obtenemos que
0< NA < NJA™ = (AN

y mediante un razonamiento anélogo al seguido a partir de la desigualdad (4.27) obtene-

mos
p(N AT < p(A™'N),

que es equivalente a la desigualdad (4.13). Por lo tanto, mediante el mismo razonaminto
seguido en el teorema 4.3 a partir de dicha desigualdad obtenemos la desigualdad (4.5).

Como consecuencia directa del apartado (i) del lema 4.2 y la observacién 4.1 obtenemos

el siguiente resultado.

Corolario 4.3. Sea A un operador no singular y hermitico en un espacio de Hilbert
con A7! > 0. Sean A = M;— N, = My~ N3 dos particiones débiles no negativas del mismo
o diferente tipo. Para k = 1,2, supondremos que ]VI,;IN;; y ANy tienen la propiedad
“0” si A = My — Ny, es del primer tipo; no obstante, supondremos que NyM;' y NyA™
tienen la propiedad “d” si A = My — Ny es del segundo tipo. Si

M, < M3, (4.28)
entonces se satisface la desigualdad (4.3).

Ademds, si A™' > 0 y M, < M}, entonces se satisface la desigualdad (4.5).

Si en la desigualdad (4.14) consideramos N} en lugar de N, y la condicién adicional de
A hermitico, mediante un argumento similar al del teorema 4.4, teniendo en cuenta que
NjA~! = (A7'N,)', obtenemos una nueva condicién de comparacién que presentamos en
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el siguiente resultado para particiones débiles no negativas del mismo tipo y que introdujo
por primera vez Woznicki [61, Corolario 3.3] para matrices, pero sin la hipétesis adicional

de A simétrica, sin embargo, los ejemplos 4.2 y 4.3, ponen de manifiesto que dicha hipétesis
es necesaria.

Teorema 4.11. Sea A un operador no singular y hermitico en un espacio de Hilbert
con A7 > 0. Sean A = M; — Ny, = M, — N3 dos particiones débiles no negativas de
diferente tipo. Para k = 1,2, supondremos que M IN. y A™'Ny tienen la propiedad “d”
st A = My — Ny, es del primer tipo, no obstante, supondremos que Np M, Ly N A tienen
la propiedad “d” si A= My — Ny, es del segundo tipo. Si

ATTNATT < ATINLATY, (4.29)
entonces se satisface la desigualdad (4.3).
Ademds, si A1 >0y
ATTN AT < ATINL AT, (4.30)

entonces se satisface la desigualdad (4.5).

Como consecuencia inmediata del apartado (ii) del lema 4.2, de la observacién 4.1 y
del teorema anterior, obtenemos el resultado siguiente.

Corolario 4.4. Sea A un operador no singular y hermitico en un espacio de Hilbert
con A7 > 0. Sean A = My — N, = M, — Ny dos particiones débiles no negativas de
diferente tipo. Para k = 1,2, supondremos que M;'Ny, y A~' Ny tienen la propiedad “d”
st A = My — Nj, es del primer tipo; no obstante, supondremos que NkMk‘l y N A~! tienen
la propiedad “d” si A = My — Ny es del sequndo tipo. Si

ATMATT < ATIMATY, (4.31)
entonces se satisface la desigualdad (4.3).
Ademds, si A™1 >0 y
AT MAT < AT M AT, (4.32)

entonces se satisface la desigualdad (4.5).
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Para finalizar con las condiciones naturales para particiones débiles no negativas in-
troducimos el siguiente resultado, en el que extendemos a operadores el teorema 4.9 con
la condicién adicional de A hermitico.

Teorema 4.12. Sea A un operador no singular y hermitico en un espacio de Hilbert
con A7 > 0. Sean A = My — Ny = M, — N, dos particiones débiles no negativas de
diferente tipo. Para k = 1,2, supondremos que M,C"IN;c y A7 N, tienen la propiedad “d”
si A = My — Ni, es del primer tipo; no obstante, supondremos que N;CM,C"1 y N A~} tienen
la propiedad “d” si A = My — Ny, es del segundo tipo. Si

Mt > (MY, (4.33)
entonces se satisface la desigualdad (4.3).
Ademds, si A' >0y
MY > (MY (4.34)

entonces se satisface la desigualdad (4.5).

Demostracién. Supongamos que ambas particiones son del primer tipo. Del apar-
tado (iii) del teorema 3.6, tenemos que

0 S A_lMl y 0 S (A_I’Mz)' = Mé/l_]
por ser A es hermitico. Escribiendo la desigualdad (4.33) como
MTAATY > AT A(MSYY,

y multiplicando ambos miembros de la desigualdad anterior por la izquierda por A~'M;
y por la derecha por M}A~!, obtenemos la desigualdad (4.31). Ahora, por el corolario 4.4
obtenemos la desigualdad (4.3).

Si ambas particiones son del segundo tipo escribiendo la adesigualdad (4.33) como
ATYAMTY > (MY AATY, (4.35)
utilizando en este caso el apartado (iii) del teorema 3.7 tenemos que

0<MA™ y 0 (MA™YY = A7 M;,,
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y multiplicando en ambos miembros de la desigualdad (4.35) por la izquierda por A~ M
y por la derecha por M; A™!, obtenemos la desigualdad (4.31), v, de nuevo por el corolario
4.4 se satisface la desigualdad (4.3).

Si A7! > 0, siguiendo el argumento anterior tanto si son del primer como del se-
gundo tipo, obtenemos la desigualdad (4.32) entonces por el corolario 4.4 obtenemos la
desigualdad (4.5). [

Los teoremas 4.11 y 4.12, as{ como el corolario 4.4 , No son ciertos para particiones
débiles no negativas de distinto tipo, como muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.4. Sea

A=
-1 2

Es fécil comprobar que A™! > 0. Consideremos las particiones A = My — Ny = M, — N,,

donde
5 9 I3 1
i 5 150 75
M, = 5 18] 7 M, = 41 148
i 5 % 45

Es f4cil comprobar que la particién A = M, — N, es débil no negativa del primer (pero
no del segundo) tipo, mientras que la particion A = My, — N, es débil no negativa del
segundo (pero no del primer) tipo.

Ademds, se satisfacen las desigualdades (4.29), (4.30), (4.31),(4.32), (4.33) y (4.34) y
sin embargo, no se satisfacen las desigualdades (4.3) y (4.5) .

Hasta ahora, hemos generalizado e introducido nuevas condiciones de comparacién
naturales utilizando como herramientas fundamentales las particiones débiles no negativas
del segundo tipo junto con la utilizacién del operador adjunto en uno de los operadores
de una de las particiones, siguiendo una linea similar a la de los resultados introducidos
por Marek y Szyld [38] para operadores.
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A continuacidn, utilizando las mismas herramientas vamos a generalizar e introdu-
cir nuevas condiciones de comparaciéon que, aunque en un principio tengan un interés
maés tedrico, puesto que desde el punto de vista préctico resultan muy complicadas de
comprobar, veremos como algunas de ellas contienen nuevas condiciones de comparacién
naturales, ademas de resultar utiles para probar la convergencia de otros métodos como
ya mencionamos en la introduccién de este capitulo.

Teorema 4.13. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach con A~ > 0.
Sean A = My — Ny = M3 — N3 dos particiones débiles no negativas de diferente tipo. Para
k = 1,2, supondremos que M,:IN,C y A7'Ny tienen la propiedad “d” si A = My — Ni, es
del primer tipo; no obstante, supondremos que NyM; ' y Ny A\ tienen la propiedad “d”
st A = My — Ny, es del segundo tipo.

(i) SiA1>0y
(AT'NDIATY < (AN, AT para algin § > 1, (4.36)
entonces se satisface la desigualdad (4.3).
(i) SiA'>0y
(AIN)ATY < (AN, AL para algin § > 1, (4.37)
entonces se satisface la desz’gualdad (4.5).
Demostracién. (i) Supongamos que A = M; — N es del primer tipo, por lo tanto,
A = M; — N; es del segundo tipo, entonces por los teoremas 3.6 y 3.7 tenemos que

A7'N; >0y NyA™! > 0. Ahora por la propiedad “d” existe un vector propio x} > 0 tal
que

T ATINy = (A7'Ny)'z) = p(A7' Ny )|
y de la desigualdad (4.36) tenemos que
i (ATIN) AT = p(ATIN) Z AT
< x)(ATIN) AT
= ) ATY(N,A7YY, (4.38)
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Siyy = x{A™! > 0, podemos escribir la desigualdad anterior como
P(ATIN Yy < Yy (N2 ATHY
y por el apartado (i) del lema 1.8 tenemos que
p(ATIN,) < p(NpATHY,

de donde se obtiene la desigualdad (4.8), por tanto, siguiendo el mismo razonamiento que
en el teorema 4.3 a partir de dicha desigualdad obtenemos la desigualdad (4.3).

Si A = M, — N; es del segundo tipo, siguiendo un razonamiento andlogo al anterior
sabemos por los teoremas 3.6 y 3.7 que NyA™' > 0y A~1N, > 0. Ahora por la propiedad
“d” existe un vector propio x; > 0 tal que

(N]A_]')wl = p(NlA—l):Dl
y como (A™IN1)PA™! = A7H(N; A7), de la desigualdad (4.36) tenemos que

Aﬂ](NlA—l)jm] = p(A_]Nl)jA_lml S (A_lNz)jA"lazl.

Si y1 = A™'x; > 0, podemos escribir la desigualdad anterior como
p(NA™ Yy, < (A7 V)
y por el apartado (i) del lema 1.8 tenemos que
p(N1 AT < p(A7'N,Y,

de donde se obtiene la desigualdad (4.10), por lo tanto, siguiendo el mismo razonamiento
que en el teorema 4.3 a partir de dicha desigualdad, obtenemos la desigualdad (4.3).

(ii) Si A = M; — N, es del primer tipo, siguiendo un razonamiento anilogo al apartado
(i) tenemos que A™'N; > 0y NoA™! > 0. Ahora para p(NoA™1) existe un vector propio
x, > 0 tal que

(NQA_I):EQ = p(NQA_l)wQ. (439)
Entonces de la desigualdad (4.36) tenemos que

(A—lNl)jA_I(BQ < (A*INQ)J.A—](DQ = A—](NQA_I)j(I:Q = p(NgA_l)jA"lmg.
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Considerando ¢y = A~z > 0 la desigualdad anterior se convierte en
(A7 Ny ys < p(N2 A7y,
y por el apartado (ii) del lema 1.8 tenemos que
p(ATIN) < p(NATHY.

Como consecuencia de la desigualdad anterior tenemos de nuevo que se satisface la des-
igualdad (4.10) con desigualdad estricta y por tanto, se satisface la desigualdad (4.5) por
el apartado (ix) de los teoremas 3.6 y 3.7.

Si A = M, — N; es del segundo tipo, la demostracién es andloga teniendo en cuenta
ahora que NjA™' > 0y A™'N, > 0. In cste caso consideramos x; > 0 asociado a
p(N1A™Y) tal que

(NIA“')ml = p(NlA“l):nl
y la desigualdad (4.37) tenemos que

A—I(NlA—l)jIBl = p(NlAMI)jA_lCBl < (A-'lNg)jA_]a:l.

Considerando y; = A~'z; > 0 la desigualdad anterior se transforma en

p(N A7)y, < (A7IN,) Ty,

y por el apartado (i) del lema 1.8 tenemos que
p(NATYY < p(AT N,
de donde se sigue la desigualdad (4.10) con desigualdad estricta, y por tanto, tenemos

que se satisface la desigualdad (4.5) por el apartado (ix) de los teoremas 3.6 y 3.7. =

El teorema anterior, fue introducido para matrices y para particiones regulares por
Csordas y Varga [22] y extendido posteriormente para particiones débiles no negativas de
distinto tipo por Woznicki [61].

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

80 4 Teoremas de comparacién para particiones

Observacién 4.2. El teorema 4.13 sigue siendo cierto si cambiamos Ny, por M, para
k= 1,2, es decir, si remplazamos las desigualdades (4.36) y (4.87) por

(AT'M) AT < (ATMR)TA™Y y (ATTM)TA™ < (ATIML)T A7,

respectivamente. En tal caso, sigue siendo vdlida la misma demostracién cambiando en

cada uno de los pasos de la demostracion Ny por My, para k = 1,2, teniendo en cuenta el

apartado (iv) de los teoremas 3.6 y 8.7 y que la funcidn g(a) = es creciente para

valores de o > 0.

El teorema anterior deja de ser cierto aiin considerando los cambios propuestos en la
observacién 4.2 si cambiamos particiones débiles no negativas de distinto por particiones
débiles no negativas del mismo tipo (véase el ejemplo 5.1).

Por otra parte, para matrices y particiones regulares, Csordas y Varga [22] introducen
el siguiente resultado que es un reciproco parcial al apartado (ii) del teorema 4.13.

Teorema 4.14 (Teorema 4 de [22]). Sea A una matriz no singular y sean A =
M, — Ny = M, — N, dos particiones regulares. Si A=! > 0 y se satisface la desigualdad
(4.5), entonces existe un jo tal que

(A7'N)TATY < (A7INL) AL, para todo  § > jo. (4.40)

Sin embargo, el teorema anterior deja de ser cierto para particiones débiles no nega-
tivas ya sean del mismo o de distinto tipo incluso realizando el cambio propuesto en la
observacién 4.2, como pone de manifiesto el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.5. Consideremos la matriz

1 -2 1
A= 0 2 -2
-1 0 2

Es facil comprobar que A~! > 0. Consideremos las particiones A = P,—Qy, conk =1,2,3
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donde
1 -2 1 2 =3 1 9 _9 _=
9 _| 0 2 -2 )
P = 0 2 5 | Py = ] y 13 R 0 2 =2
-1 0 3 3 12 -2 0 3

Para k = 1,3 las particiones son débiles no negativas del primer tipo y para k = 2 la

particién es débil no negativa del segundo tipo.
, 9 11 »

Sea My = Py y My = P, se tiene que p(M{'N;) = 3 < 5 = p(M;*N2) y no
se satisface la desigualdad (4.40) ya que para todo j > 1 las matrices (A7'N;)’A y
(A~1N,)I A~} tienen iguales los elementos de la posicién (3,3). Lo mismo ocurre con las
matrices (A"'M)JA™' y (A"'M,)?A~'. Si consideramos ahora My = P, y My = P;

1 1

de nuevo tenemos que p(M;'N;,) = 3 < 3 = p(M;'Ny) ¥ tampoco se satisface la
desigualdad (4.40) ya que para todo j > 1 las matrices (A™'N,)7 A~' y (A=1Ny)? A~! tienen
iguales los elementos de la tercera fila. Lo mismo ocurre con las matrices (A~'M;)7 A~}
y (A"1M,)iA=!. Obsérvese que en el primer caso, las matrices NyA™" y M A" no son
irreducibles y que en el segundo caso ocurre lo mismo con las matrices A~'Ny y A= M.

Sin embargo, en el teorema siguiente establecemos la generalizacion del teorema 4.14
a operadores y particiones débiles no negativas del mismo o distinto tipo con la condicién
adicional de que el operador A~!N, (respectivamente, NZA") sea K -irreducible si A =
M, — N, es una particién débil no negativa del primer (respectivamente, segundo) tipo.

Teorema 4.15. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach con A™! > 0
y sean A = M; — N = M, — N, dos particiones débiles no negativas del mismo o
diferente tipo. Para k = 1,2, supondremos que M,:lN;c y A™'Ny, tienen la propiedad
“d” si A = My — N es del primer tipo; no obstante, supondremos que NyM; ' y NpA™!
tienen la propiedad “d” si A = My — Ny es del segundo tipo. Supongamos que el operador
AN, (respectivamente, NoA~!) es K-irreducible cuando A = My — Ny es del primer
(respectivamente, seqgundo) tipo. Si se satisface la desigualdad (4.5), entonces existe un
entero jo > 1 tal que se satisface la desigualdad (4.40).
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Demostracién. Sea A, = p(A71N,) = p(N,A™!). Supongamos que ambas particio-
nes son débiles no negativas del primer tipo. Por el apartado (ix) del teorema 3.6 tenemos
que la desigualdad (4.5) implica

p(ATNY) < p(A7'Ny) = A, (4.41)
Por ser A™'N, K-irreducible, para A, existe un vector propio x5 > 0 tal que
A~1N21132 = )\2.’132,

y como A™! > 0, para = > 0 tenemos que y = A~'z > 0. Entonces por el teorema 1.12

g A7 N, Y , N
tenemos que la sucesién de vectores Y , estd a una distancia positiva
2
j=1
de la frontera de K, es decir
J

) A7IN.

llm (——/\—2-> A—l > 0. (442)

j—oo 2

AN
Por otra parte, de la desigualdad (4.41) se sigue que lim ( 3 1) = ( y por tanto,
j—oo 2

j—oa A2

i\
lim (A N‘> A"l =0. (4.43)

Ahora como consecuencia de las desigualdades (4.42) y (4.43) tenemos qué existe un entero
positivo jg tal que

-1 J -1 7
(A N1> Al < (A/\N2> A7', paratodo j > jo,
— ) _

de donde se sigue la desigualdad (4.40).

Si A = M; — Ny es del primer tipo y A = My — N3 es del segundo tipo, teniendo en
cuenta que Ay = p(A~'Ny) = p(N2A™Y), que p(M5 ' Ny) = p(No M5 1) y utilizando NpA~!
en lugar de A~!Ns, siguiendo un argumento anélogo al caso anterior, obtenemos que

1 J -1 \ 7
lim A~} NaA >0 y lim AN A' =0,
J—oo )\2 Jj—oo /\2
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Por tanto, existe un entero positivo j, tal que

AN\ (At (aw)
( % )A <A —————/\2 = W A

para todo j > jo de donde se sigue la desigualdad (4.40).

Si A = M, — Ny es débil no negativa del segundo tipo y A = My — Ny es débil
no negativa del primer o del segundo tipo, por un argumento andlogo, a los dos casos

anteriores, pero utilizando ahora N;A~! en lugar de A~!N; se obtiene la desigualdad
(4.40). |

Observacion 4.3. El teorema 4.15 también es vdlido si cambiamos Ny por M, para
k=1,2, en la desigualdad (4.40).

Obsérvese también que en el teorema 4.15 la condicién “A~'N, (respectivamente,
N3 A1) K-irreducible” en el caso de dimensién finita es equivalente a que “M; !Ny (res-
pectivamente, NpM; ') K-irreducible” como consecuencia del teorema 1 de Szyld [54].

Por otra parte, como hemos mencionado antes, el teorema 4.13 no es cierto para
particiones débiles no negativas del mismo tipo. Con el objetivo de introducir condiciones
de comparacién andlogas a las de dicho teorema para particiones débiles no negativas
del mismo tipo presentamos el siguiente resultado cuya demostracién es analoga a la del
apartado (i) del teorema 4.13.

Teorema 4.16. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach con A~1 > 0
y sean A = My — Ny = M, — N, dos particiones débiles no negativas del mismo tipo. Para
k = 1,2, supondremos que My Ny y A~' Ny, tienen la propiedad “d” si A = My — Ny es
del primer tipo; no obstante, supondremos que NpM;' y Ny A" tienen la propiedad “d”
st A = My — Ny es del seqgundo tipo.

(i) Si ambas particiones son del primer tipo y

AT NA™Y < ATYATINGY,  para algin § > 1, (4.44)

ATH AN < ATY(N,ATYY, para algiin 5 > 1, (4.45)

entonces se satisface la desigualdad (4.3).
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(ii) Si ambas particiones son del segundo tipo y

(NMIATY AT < (AT'NL)PA™Y, para algin § > 1, (4.46)

(AT'NIY AT < (N A™Y AN para algin § > 1, (4.47)
entonces se satisface la desigualdad (4.3).

Observacién 4.4, El teorema 4.16 también es vdlido si cambiamos N por My, para
k= 1,2 en las desigualdades (4.44)-(4.47).

Obsérvese que si en el teorema 4.16 y en la observacién 4.4, cambiamos < por <,
obtenemos condiciones de comparacién similares a las del apartado (ii) del teorema 4.13
para particiones débiles no negativas del mismo tipo y por consiguiente, la demostracién
es andloga a la de dicho resultado.

Ademds, el teorema 4.15 también es valido si reemplazamos la desigualdad (4.40) por
alguna de las desigualdades (4.44)~(4.47) del teorema 4.16 o de la observacién 4.4, pero
con desigualdad estricta.

Notemos también, que si en el teorema 4.16 y en la observacién 4.4 consideramos el
caso particular j = 1 obtenemos condiciones de comparacién similares a las del teorema
4.4 para particiones débiles no negativas del mismo tipo. Por consiguiente, en dichos
resultados no sélo hemos introducido nuevas condiciones generales de comparacién, sino
que también hemos aumentado el conjunto de condiciones naturales de comparacién para
particiones debiles no negativas del mismo tipo. Por ejemplo, si consideramos las parti-
ciones My = P3 y My = P, del ejemplo 5.1 las condiciones de comparacién del teorema
4.3 no se satisfacen, y sin embargo, tenemos que

ATTATIN € AN, AT

Ademés, para las particiones M, = Pjg y M, = P, también del ejemplo 5.1 tampoco se
satisfacen las condiciones de comparacién del teorema 4.3, pero en cambio tenemos que

N AT ATV < A7TIN, AT
Por tanto, en ambos casos, con las nuevas condiciones podemos afirmar que

p(MINY) < p(M5' ).
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Para finalizar, siguiendo la misma linea que en los teoremas 4.10, 4.11 y 4.12 de utilizar
el operador adjunto en uno de los operadores de una de las. particiones introducimos el
siguiente resultado para particiones débiles no negativas, pero en este caso sin la hipétesis
adicional de que el operador A sea hermitico.

Teorema 4.17. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach con A~ >0
y sean A = My — Ny = My — N, dos particiones débiles no negativas. Para k = 1,2,
supondremos que M7 Ny y ANy, tienen la propiedad “d” si A = My, — Ny, es del primer
tipo; mo obstante, supondremos que NyM[' y N A™' tienen la propiedad “d” si A =
My, — Ny es del segundo tipo.

(i) Si ambas particiones son del primer tipo y

ATY (N AT < AT ((A_lNg)/)j, para algin j > 1, (4.48)

(A7 NP (A7 < ((NeA™)) (A7), para algin > 1, (4.49)
entonces se satisface la desigualdad (4.3).

(i) Si ambas particiones son del sequndo tipo y

(AYY (N AT < (A ((A”‘Ng)')j, para algin j > 1, (4.50)

(A7IN)TATT < ((NQA“"')’)j A7l para algin j > 1, (4.51)
entonces se satisface la desigualdad (4.3).
- (ili) S A= M, — Ny es del primer tipo, A = My — N, del sequndo tipo y

AN (N AT < A7 ((NZA"l)’)j, para algin j > 1, (4.52)

(AN (A7) < (A7 ((A—]Ng)l)j, para algin  j > 1, (4.53)

entonces se satisface la desigualdad (4.53).
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(iv) Si A= M, — Ny es del segundo tipo, A = My — N, es del primer tipo y

(AT'N)) AT < ((A‘]Nz)')j Al para algin § > 1, (4.54)

(N AT)Y(ATY < (N2A7YY) (ATYY,  para algin § > 1, (4.55)

entonces se satisfuce la desigualdad (4.3).

Demostracién. Demostraremos el apartado (i), los otros apartados se demuestran
de forma anéloga.

(i) Como ambas particiones son débiles no negativas del primer tipo por el teorema 3.6
tenemos que A™'N; > 0y A=!N, > 0. Ahora por la propiedad “d” existe un vector propio
x7 > 0 tal que

(BIIA_.lNl = (A_]Nl)'a:’l = p(AnlNl)mll (456)

Entonces de la desigualdad (4.48) y teniendo en cuenta que A~} (N;A~1)F = (A7'N;)TA!
tenemos que

T\ (AT'N YA = (A7 N Yz A7 < 2 A7 (AT V)Y (4.57)
Ahora considerando y} = {A™! > 0, podemos escribir la desigualdad anterior como
P(AT N1y, <y (AN’
y por el apartado (i) del lema 1.8 tenemos que
PATNY < p((AT'N)), (4.58)

de donde se obtiene la desigualdad (4.8), por tanto, mediante el mismo razonamiento
seguido en el teorema 4.3 a partir de dicha desigualdad obtenemos la desigualdad (4.3).

Por otra parte, de la igualdad (4.56), si se satisface la desigualdad (4.49) y teniendo
en cuenta que ((N2A™1))? (A7Y) = (A™1Y ((A~'N,)')’ tenemos que

T (AT N (A7) = (AT NV (A7) < af (A7 (A7)

Considerando ahora 3} = xj(A™')" = (A™')'z} obtenemos de nuevo la desigualdad (4.58)
y por tanto, mediante el mismo razonamiento se sigue la desigualdad (4.3). [
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Observacion 4.5. El teorema 4.17 sigue siendo vdlido si reemplazamos Ny por My
para k = 1,2, en las desigualdades (4.48)-(4.55)

Notemos también que el teorema 4.17 sigue siendo vélido si reemplazamos < por <.
Ademss, el teorema 4.15 también sigue siendo valido si reemplazamos la desigualdad
(4.40) por alguna de las desigualdades (4.48)-(4.55) del teorema 4.17 o de la observa-
cién 4.5, pero con desigualdad estricta.

Por otra parte, cuando ambas particiones son del primer tipo, podemos escribir las
desigualdades (4.48)—(4.49) del teorema 4.17, para j = 1, como

A__lNlA_l S A—I(A_]Ng)l y A—INI(A~1)I S (N2A—1)/(A—1)/

respectivamente. Por tanto, obtenemos también nuevas condiciones naturales para par-
ticiones débiles no negativas del primer tipo. Si consideramos My = Py y My = P, del
ejemplo 5.1, tenemos que se satisface la desigualdad (4.49) y sin embargo no se satis-
face el teorema 4.3, lo cual pone de manifiesto que no son condiciones de comparacién
redundantes.

Andlogamente, si consideramos j = 1 en las desigualdades (4.50)-(4.55) del teore-
ma 4.17 obtenemos nuevas condiciones naturales de comparacion para particiones débiles
no negativas del segundo tipo y para particiones débiles no negativas de distinto tipo. Por
ejemplo, si consideramos las particiones M; = P, y My = P del ejemplo 5.1 se satisface
la desigualdad (4.52) y sin embargo, no se satisface ninguna de las condiciones natura-
les de comparacién introducidas en esta seccién para particiones débiles no negativas de
distinto tipo.

En el caso particular en el que A sea un operador hermitico, las desigualdades (4.48)-
(4.51) del teorema 4.17, para j = 1 se reducen a la desigualdad

AN AT < ATING AT

es decir, obtenemos como caso particular el teorema 4.11. Si consideramos las desigual-
dades (4.52)—(4.55) obtenemos el siguente corolario.

Corolario 4.5. Sea A un operador no singular y hermitico en un espacio de hilbert
con A1 > 0. Sean A = My — Ny = My — N, dos particiones débiles no negativas de
distinto tipo. Para k = 1,2, supondremos que M,:‘Nk y A~' Ny, tienen la propiedad “d” si
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A = My, — Ni es del primer tipo; no obstante, supondremos que NiM' y Ny A7 tienen
la propiedad “d” si A = My — Ni es del sequndo tipo.

(i) Si A= M, — N, es del primer tipo y
ATTNJAT < AT'ATING o ATIATIN; S ATINGATY,
entonces se satisface la desigualdad (4.3).
(i) Si A= M; — N, es del seqgundo tipo y
ATTNAT S NJATIATY 0 NJATTATY S ATINATY,

entonces se satisface la desigualdad (4.3).

4.3 Particiones débiles

Si en los resultados de la seccién 4.2 sustituimos “particién débil no negativa” por
“particién débil” entonces podemos asegurar que p(M;'N,) < p(M;1N,), pero no que
dichas particiones sean convergentes, puesto que en el caso de que las particiones sean
débiles no negativas la condicién A~! > 0 nos aseguraba la convergencia, pero en el caso

de que sean débiles no podemos garantizar la convergencia (véase el teorema 3.3), como
ponemos de manifiesto en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.6. Consideramos la matriz A del ejemplo 4.2 y la particion A= M — N

con

) 1 )
-1 2 0

4 3 3

wel 8, el

| 3 2| Y YT 3 4 1

3 0 3 —4
0 2 9
2 -

Entonces NM™! = diag(3,2,3) > 0, por tanto, la particién es débil del segundo tipo y
evidentemente no es convergente.
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Si consideramos las particiones débiles sustituyendo “A=! > 0” por “particién conver-
gente”, entonces no podemos establecer ninguna relacién entre los radios espectrales de
los operadores de iteracién, como ponemos de manifiesto en el ejemplo siguiente.

1 -2
Ejemplo 4.7. Consideremos la matriz A = . Sean A = My — N, =
3 —4
M,y — Ny = M3 — N3 tres particiones, donde
-1 -1 2 -1 -1 -1
Nl = s N2 = y N3 =
5 -1 6 —1 6 0

Las tres particiones son débiles del primer tipo, N; £ Ny, Ny < N3 y sin embargo

829 2
-1 ~ 0508 -1
829 1220 _

p(MNy) =~ (M5 Na).

938 1353 °

Notemos que las tres particiones son convergentes.

Por tanto, para que los resultados de la seccién anterior sigan siendo ciertos para
particiones débiles hay que afiadir que las particiones sean convergentes, ademads de las
hipétesis de cada uno de los resultados, tal como aparecen en los teoremas 4.2 y 4.6. En
cambio, si en cada uno de los resultados que introduzcamos en el transcurso de esta seccidn,
cambiamos “particién débil” por “particion débil no negativa” las hipétesis necesarias
siguen siendo las mismas.

El desarrollo de esta seccidn sigue la misma estructura que la seccién 4.2, es decir,
primero introduciremos las condiciones de comparacién naturales para particiones débiles
y después las condiciones de comparacién generales también para particiones débiles.

En primer lugar, introducimos los dos resultados siguientes en los que recogemos las
condiciones de comparacién naturales para particiones débiles.

Teorema 4.18. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach y sean A =
M, — Ny = M, — N, dos particiones convergentes y débiles del mismo o de distinto tipo.
Para k = 1,2, supondremos que M' Ny tiene la propiedad “d” si A = My — Ny es del
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primer tipo; no obstante, supondremos que N M tiene la propiedad “d” si A = My — N,
es del sequndo tipo. Si ademds se satisface alguna de las condiciones siguientes:
(i) A™N, y A™IN, tienen la propiedad “d” y 0 < A"'N; < A~IN;,
(i) MA™! y AN, tienen la propiedad “d” y 0 < N;A™' < A-IN,,
(iii) NyA~™! y NoA™! tienen la propiedad “d” y 0 < N;A™! < NoA™Y,
(iv) A7IN; y NaA™! tienen la propiedad “d” y 0 < A™'N; < N,A™L,
entonces se satisface la desigualdad (4.3).
Demostracién. Haremos la demostracién suponiendo que se satisface la condicién
(i), si se satisface alguna de las otras condiciones se sigue un razonamiento analogo.
Por la propiedad “d” del 6perador A™'N; existe un vector propio = > 0 tal que
A_lNliB = p(A"lNl)a:,
por tanto,
AT Ny — p(A7'NDz > 0
y del apartado (i) del lema 1.8 obtenemos que
p(ATNY) < p(ATIN,). (4.59)
Ahora si ambas particiones son del primer tipo, entonces del apartado (vii) del teore-
ma 3.3 se satisface la desigualdad (4.3).

Si ambas particiones son del segundo tipo teniendo en cuenta que la desigualdad (4.59)
es equivalente a

P(INLATY) < p(Np A7),

por el apartado (vii) del teorema 3.4 tenemos que p(N,M;!) < p(Ny M) que es equiva-
lente a la desigualdad (-1.3).
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Si A= M; — N, es del primer tipo y A = M; — N; es del segundo tipo la desigualdad
(4.59) es equivalente a

p(ATINY) < p(N2ATH),

y utilizando en este caso el apartado (vii) de los teoremas 3.3 y 3.4 tenemos que
p(M'Ny) < p(N:M;')

que también es equivalente a la desigualdad (4.3).

Por dltimo, si A = M; — N; es del segundo tipo y A = My — N3 es del primero,
siguiendo un razonamiento similar al anterior sobre la desigualdad

p(N1A™Y) < p(A7'Ny),

obtenemos la desigualdad (4.3). ]

Si en el teorema anterior reemplazamos “espacio de Banach” por “espacio de Hilbert”,
A7IN, por (A7'N,) v NaA~! por (NoA™') sin ninguna condicién adicional, entonces
2 p 2) Y iVa p 2 g )
obtenemos de forma similar el resultado siguiente.

Teorema 4.19. Sea A un operador no singular en un espacio de Hilbert y sean A =
M, — Ny = My — N, dos particiones convergentes y débiles del mismo o de distinto tipo.
Para k = 1,2, supondremos que M ' Ny tiene la propiedad “d" si A = My — Ny, es del
primer tipo; no obstante, supondremos que N M ' tiene la propiedad “d” si A = My — Ny
es del seqgundo tipo. Si ademds se satisface alguna de las condiciones siguientes:

(i) A'Ny y A™IN, tienen la propiedad “d” y 0 < A™IN; < (A71NyY,
(ii) NyA~! y A~U'N, tienen la propiedad “d” y 0 < NyA™! < (A7'N,),
(iii) NyA™! y NoA~1 tienen la propiedad “d” y 0 < NjA™! < (N, A7TY,

(iv) A"IN, y NaA~! tienen la propiedad “d” y 0 < A7'N; < (N2A7YY,

entonces se satisface la desigualdad (4.3).
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Los dos teoremas anteriores fueron introducidos por Woznicki [61, Teoremas 6.2 y 6.11]
para matrices con la hipétesis adicional A~! > 0, pero dicha hipétesis no es necesaria como
hemos podido observar.

Es facil probar, que los apartados (i)-(iv) de los teoremas 4.18 y 4.19 son equivalentes
a los que obtenemos al reemplazar Ny por My, para k = 1,2.

Observacién 4.6. Si en la segunda desigualdad de los apartados (i)—(iv) de los teo-
remas 4.18 y 4.19 reemplazamos “<” por “<” entonces se satisface la desigualdad (4.5).
Notemos que la demostracidn en este caso se realiza siguiendo un razonamiento andlogo
al llevado a cabo en dichos teoremas sobre A~ Ny y (A™1N;)' respectivamente, pero sobre
los operadores ANy y (A™'N,)', teniendo en cuenta que son K -irreducibles, y por tan-
to, por el teorema 1.11 los vectores propios asociados a dichos operadores son positivos, y
utilizando ahora el apartado (ii) en lugar del apartado (i) del lema 1.8.

Por otra parte, autores como Beauwens [4], Miller y Neumann [40] y Song [52, 53] han
introducido para matrices, diversas condiciones de comparacién generales para particiones
débiles del primer tipo que se encuentran recogidas en el siguiente resultado.

Teorema 4.20 (Teorema 4 de [53]). Sea A una matriz no singular y sean A =
M, — N, = My — N, dos particiones convergentes y débiles del primer tipo. Si se satisface
alguna de las condiciones siguientes:

i H] > O, existen enteros i > 0 1 ] > 1 tales que se satz'sfacen alguna de las desigual—
Y
dades sz'guientes:

HY < i o HY < HIHE
donde H), € {A—lNk, NkA—l,A—le, /WkA_l} para k = 1,2.

(i) MyA™ >0, MyA™! > 0, ezisten enterosi > 0 y j > 1 tales que se satisfacen alguna
de las destgualdades siguientes:

GIGL<GiY o GiGl <GP

donde Gy € {A~' My, MyA™'} para k = 1,2,
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(ili) NyA™' >0, NyA~! > 0, existen enteros i > 0 y j > 1 tales que se satisfacen alguna
de las desigualdades siguientes:

FR<mpY o FF<riY

donde Fy, € {A7 Ny, NyA7'} para k = 1,2 y Fy K-irreducible.
Entonces se satisface la desigualdad (4.3).

El ejemplo siguiente pone de manifiesto que podemos obtener la desigualdad (4.3) bajo
algunas hipétesis no contempladas en el teorema anterior.

Ejemplo .4.8. Consideremos la matriz no singular

3 0 -2
A=12 1 -1
01 2

y las particiones A = P, — Qk, k = 1,2,3,4, con

3.0 -2 3 3 5
8 4 —4 2
Ah=l33 3| 2|93 1|
|3 1 0 [0 2 2
(25 12 2] [ 0 20 ]
7 7 7 7 7
30 27 13 . 459 320 30
Po=\ 7 = w1 b=l 9 29 7
0 3 4 500 410 80
L777_ _49497_

Para k = 1 la particién es débil del segundo tipo mientras que para k = 2,3,4 las

particiones son débiles del primer tipo.

En primer lugar, si consideramos My = P, y My = P, realizando los cdlculos oportunos

obtenemos que ambas particiones son convergentes, NyA™! > 0, y

(N1 A7 < (N, AT (N ATH)?,
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es decir, se satisfacen las condiciones del apartado (i) del teorema 4.20 parai =2y j = 1.

I\
Ademss, p(M['N,) = 1< % = p(M;'N,).

Por otra parte, si consideramos M, = Py y M, = P, parai =0, j = 2 tenemos que
(M ATH2 < (A7IN,)?,

pero NyA™' # 0 por lo tanto, no se satisfacen todas las hipdtesis del apartado (i) del
teorema 4.20, sin embargo (N,A™')? > 0 y ademds

9
< = = p(M7'Ny).

-1 _
p(M{N,) = 10

O s

Por consiguiente, en el ejemplo anterior hemos puesto de manifiesto que el apartado (i)
del teorema 4.20 no recoge los siguientes casos:
e Alguna o ambas particiones sean débiles del segundo tipo.
e Aun siendo ambas particiones del primer tipo en el caso de considerar
Hy € {NA™', MA™Y}
aunque H; 20, H{ >0y Hi > 0.
Notemos que una particién convergente y débil del primer tipo satisface, por el teore-

ma 3.3 que AT'N, >0y A~'M; >0, por tanto, en el caso en el que consideremos H,; €
{A7'Ny, A7 M, } la condicién de no negatividad exigida es redundante.

En los dos resultados siguientes generalizamos a operadores el apartado (i), utilizan-
do las particiones débiles del segundo tipo y recogiendo también las observaciones que
acabamos de mencionar.

Teorema 4.21. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach y sean A =
M; — Ny = My — N, dos particiones convergentes, con A = My — Ny débil. Supongamos
que para algunos enteros 1 > 0 y j > 1 se satisface alguna de las desigualdades siguientes:

(a) (A_1N1)i+j < (A_lNl)i(A_lNg)j,
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(b) (A™'N)™ < (A7'N}) (N2 ATYY,
(¢) (ATIN)™H < (ATIN) (AT,

(d) (A7IN)™H < (NoATHI(ATIN)E
St ademds se satisface alguna de las condiciones siguientes:

(i) A= M, — N, es débil del primer tipo.

(ii) A= M, — Ny es débil del segundo tipo, (A7'N,)' > 0y (A1 Ny)7 > 0.

Entonces se satisface la desigualdad (4.3).

Demostracién. Realizaremos la demostraciéon sélo suponiendo que se satisfacen las
desigualdades de los apartados (a) y (c) para cada uno de las condiciones (i) y (ii). Para
el resto de las posibles combinaciones se procede de forma analoga.

Supongamos que se satisface la desigualdad (a) y la condicién (ii). Entonces para cada
entero positivo p, tenemos que

0 < (A—lNl)pj+i
= (A7T'N)I(ATINT
< (ATIN)PTIIATING) (AN,

Aplicando el proceso anterior p — 1 veces obtenemos que
(ATINPH < (ATIN) (AT NP,
y por tanto,
(AT NP < AT NN (AT N2
de donde

AT NP < (AT NP (AT Na) 2.
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Ahora tomando limites en la desigualdad anterior tenemos que
P((ATIN)Y) < p((AT'NR)Y),

con lo que

p(ATINy) < p(A7IN), (4.60)
que es equivalente a la desigualdad

P(NLATY) < p(AT'Ny).

Si A = M— N, es del primer tipo, por los teoremas 3.3 y 3.4 obtenemos la desigualdad

(4.3).

Si A = My — Nj es del segundo tipo, teniendo en cuenta ahora que la desigualdad
(4.60) también es equivalente a la desigualdad

p(NIAT!) < p(N2ATH),
obtenemos la desigualdad (4.3) por el teorema 3.4.

Por otra parte, si suponemos que se satisface la condicién (i) entonces por el teorema
3.3 A”'N; > 0y por lo tanto, (A7IN;)* > 0y (A"IN;)? > 0 con lo que se satisface la
condicién (ii).

Supongamos ahora que se satisface la desigualdad del apartado (c) mediante un razo-
namiento andlogo al anterior pero utilizando la designaldad

(A"lNl)”j“ — (A—lNl)i'l-j(A—lNl)(P—l)j.
se obtiene la desigualdad (4.3). ]
Si en los apartados (a)-(d) del teorema anterior reemplazamos A~'N, por N;A™!
obtenemos, mediante un razonamiento andlogo, el siguiente resultado.

Teorema 4.22. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach y sean A =
M; — Ny = My — Nj dos particiones convergentes, con A = My — Ny débil. Supongamos
que para algunos enterosi > 0 y j > 1 se satisface alguna de las desigualdades siguientes:
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(a) (N A™N)H < (N;ATYH(ATIN,),
(b) (N AN < (NJ AT (N, ATYY,
(c) (MAY)H < (ATIN)I (N AT,

(d) (NAT)™ < (N AT (N ATHE
Si ademds se satisface alguna de las condiciones siguientes:

(i) A= M, — N, es débil del segundo tipo.

(ii) A= M; — N, es débil del primer tipo, (N;A™')! >0 y (M A™') > 0.

Entonces se satisface la desigualdad (4.3).

Observacién 4.7. Los teoremas 4.21 y 4.22 siguen siendo vdlidos si en los apartados
(a)-(d) y (ii) reemplazamos Ny por My para k = 1,2.

La técnica utilizada en la demostracién de los teoremas 4.21 y 4.22 es similar a la
que utilizan Beauwens [4] y Miller y Neumann [40] para demostrar resultados en los que
introducen condiciones de comparacién similares para matrices. Ademsds, son los tnicos
resultados de los introducidos para operadores en este capitulo, en los cuales no aparece
la hipétesis de que ciertos operadores tengan la propieded “d”.

Song [53, Teorema 5] establece también condiciones andlogas a las del apartado (i)
del teorema 4.20 cambiando < por < y afiadiendo las condiciones de i, > 0y Hy o H,
irreducibles. Nosotros siguiendo la misma linea de los teoremas 4.21 y 4.22 y considerando
hipétesis adicionales andlogas a las consideradas por Song [53] introducimos los siguientes
resultados.

Teorema 4.23. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach y sean A =
M, — Ny = M, — N, dos particiones convergentes y débiles del primer tipo. Para k = 1,2,
supondremos que M_'Ny y ANy tienen la propiedad “d”. Si ademds ANy es K-
irreducible y se satisface alguna de las condiciones siguientes:

(1) (A7INY)H < (A7INy)H(A™IN,)? para algiin i >0 y algin j > 1,
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(i) (A7'N) < (AT NG (ATYNY) para algin i > 0 y algin § > 1,
entonces se satisface la desigualdad (4.5).
Demostracién. (i) De la K-irreducibilidad de A='N; > 0, por el teorema 1.11 existe
un vector propio &’ > 0 tal que
' ANy = (A7IN)) 'z’ = p(A7INy)2/,

por tanto, tenemos que

p(ATNY 2 < 2/ (A7'Ny) = ((A7INR)Y) &' (4.61)
y por el apartado (ii) del lema 1.8 tenemos que

[(AT N < p (A7 NeY) = [p(A7 V)Y
de donde

p(A7INY) < p(A™TN3)

y por el apartado (vii) del teorema 3.3 se satisface la desigualdad (4.5).

(ii) Mediante un razonamiento andlogo al apartado anterior, considerando en este caso
el vector propio > 0 tal que A~*Njz = p(A~'N;)x, obtenemos que

p(A7'N Yz < (AN, z

y considerando la desigualdad anterior en lugar de la desigualdad (4.61) se satisface la
desigualdad (4.5). ]

Si en el teorema anterior consideramos el caso en el que A = M} — N; = My, — N,
son débiles del segundo tipo obtenemos mediante un razonamiente anélogo, el siguiente
resultado.

Teorema 4.24. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach y sean A =
M, — N, = My— N, dos particiones convergentes y débiles del segundo tipo. Para k = 1,2,
supondremos que Ny M; ' y N A™! tienen la propiedad “d”. Si ademds, NyA™! es K-
irreducible y se satisface alguna de las condiciones siguientes:
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(i) (NyA™HYH < (N;ATHI(N,AY para algin i > 0 y algin § > 1,

(i) (NJA™HH < (NaA~Y)I (N ATY)? para algiin i > 0 y algin j > 1,
entonces se satisface la desigualdad (4.5).

Finalmente, si consideramos los casos en los que las particioenes sean débiles de di-
ferente tipo, obtenemos los dos resultados siguientes, cuyas demostraciones también son
similares a la del teorema 4.23.

Teorema 4.25. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach y sean A =
M;— Ny = My~ N, dos particiones convergentes con A = My — Ny débil del primer tipo y
A = M, — Ny débil del sequndo tipo. Supondremos que M7 'Ny, A"'Ny, NoM;* y NyA~!
tienen la propiedad “d”. Si ademds A'Ny es K -irreducible y se satisface alguna de las
condiciones siguientes:

() (A7TN) < (A7TN)H(N2 A7) para algin i > 0 y algin j > 1.

(i) (A™IN)H < (N A (A1) para algin i > 0 y algin j > 1,

entonces se satisface la desigualdad (4.5).

Teorema 4.26. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach y sean A =
M, — Ny = My — Ny dos particiones convergentes con A = M, — Ny débil del sequndo
tipo y A = My — N, débil del primer tipo. Supondremos que NyM;', NyA~', My'N, y
AN, tienen la propiedad “d”. Si ademds NyA™! es K-irreducible y se satisface alguna
de las condiciones siguientes:

(1) (MA™Y)H < (NJATY (AT N,) para algin i > 0 y algin j > 1,
(ii) (N AT < (A7TNo) (N A7) para algin i > 0 y algin j > 1,
entonces se satisface la desigualdad (4.5).
En el ejemplo siguiente, continuando con los comentarios al teorema 4.20, ponemos

de manifiesto distintos casos en los que obtenemos la desigualdad (4.3) a partir de las
desigualdades de los apartados (ii) y (iii), bajo hipdteis no contempladas en dicho teorema.
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Ejemplo 4.9. Considef*emos la matriz A del ejemplo 4.8. Sea My = P, con P, definida
190 45 95

23 23 23
830 12 10
en el ejemplo 4.8 y M, = 9 —2—;-)- __2.39

400 80 10
69 23 23 |

Realizando los cdlculos oportunos tenemos que:

e ambas particiones son convergentes débiles del segundo tipo,
o MiA™' >0y (MAY)(MA™) < (MyA™")?, es decir, tenemos j=1ei =1,

e N2A™' es irreducible y (N1A7")(N2A™Y) < (NaA™Y)2, es decir tenemos j = 1 e
1= 1.

Por lo tanto, se satisfacen las condiciones de los apartados (ii) y (iii) del teorema 4.20,
pero las particiones son débiles del segundo tipo, y sin embargo, tenemos que

_ 1 297 _
p(M{'N,) = 15365~ p(M3 1 Ny).

En los resultados siguientes generalizamos a operadores los apartados (i) y (iii) del
teorema 4.20 distinguiendo los distintos casos que se pueden dar utilizando las particiones
débiles del segundo tipo, de forma que también abarque los casos que en el‘ej‘emplo anterior
hemos puesto de manifiesto que el teorema 4.20 no abordaba.

Teorema 4.27. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach y sean A =
M, — Ny = My — N, dos particiones convergentes y débiles del primer tipo. Para k = 1,2,
supondremos que M;7' Ny y A™' Ny, tienen la propiedad “d”. Si ademds se satisface alguna
de las condiciones siguientes:

(i) (A™'M)7 (A7 M) < (A7 My)*+ para algin i > 0 y algin j > 1,
(i) (A7'MR) (A™'M))F < (A71ML)™7 para algiin i > 0 y algin j > 1,

(iii) A7 Ny es K-irreducible y (A7 Ny) (A~ N,)* < (A™YNo)#* para algini > 0 y algin
721,
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(iv) A7IN; es K-irreducible y (A~1N,){(A7INy ) < (A7YN,)™ para algiini > 0 y algin
j =21

Entonces se satisface la desigualdad (4.3).
Demostracién. De A~'My = A™'N, + I y tener A~'N; la propiedad “d”, se sigue
que A~ M, tiene la propiedad “d”, para k = 1, 2.

(i) Por ser ambas particiones débiles del primer tipo y convergentes, por el teorema 3.3,
A'M; >0y A"'M, > 0. Ahora por la propiedad “d” para (A~'M,)’ existe un vector
propio &’ > 0 tal que

(A 1M 2 = 2/ (A7 My) = p(A~' My,
entonces de la desigualdad del apartado (i) tenemos que

(p(A™' M)V &' (A7 Mp)" < /(A7 Mp)™,
ahora si llamamos 3y’ = &'(A~'M;)* > 0 podemos escribir la desigualdad anterior como

(p(A'M))YY <y (A™'Mp) = ((A—¥M2)j)/y',
'y por el apartado (i) del lema 1.8
(p(A7'My)) < p ((A'Mp)), (4.62)
de donde
p(A™ M) < p(A™' My);

finalmente, por el teorema 3.3, se satisface la desigualdad (4.3).

(ii) Siguiendo un razonamiento similar al caso anterior, considerando el vector propio
x > 0 tal que A'Mjz = p(A~'M;)z, entonces de la desigualdad del apartado (ii)
tenemos que

(p(A7M1)) (A My < (A7 M) Hae
y considerando y = (A7 M,)*x > 0 podemos escribir la desigualdad anterior como

(p(A71My)) y < (A My)y;
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de nuevo por el apartado (i) del lema 1.8 obtenemos la desigualdad (4.62) y en consecuen-
cia la desigualdad (4.3).

(iii) En este caso, por ser ambas particiones convergentes débiles del primer tipo, por
el teorema 3.3, A™'N1 > 0y A™'N; > 0. Ademas, por ser A™'N, K-irreducible, por el
teorema 1.11 existe un vector propio > 0 tal que A™*Nox = p(A~'N;)x, entonces de
la desigualdad del apartado (iii) tenemos que

(A7 MY (p(A7 M) @ < (p(A7 W)
por tanto,
(A7'N)Yz < (p(A™ Vo) 2
y por el apartado (ii) del lema 1.8 tenemos que
p(ATINY < p(AT N, (4.63)
de donde
P(ATINY) < p(A7'Ny);

de nuevo por el teorema 3.3 se satisface la desigualdad (4.3).

(iv) De forma andloga al caso anterior, pero considerando en este caso el vector propio

z' > 0 tal que 'A7'Ny = p(A~'N,)a’, entonces de la desigualdad del apartado (iv)
tenemos que

(AN < (p(A7' V)

y por el apartado (ii) del lema 1.8 obtenemos de nuevo la desigualdad (4.63) a partir de la
cual en el apartado anterior hemos deducido que se satisface la desigualdad (4.3). ]

Si consideramos en el teorema anterior el caso en el que A = M, — N, = M, — N,
sean débiles del segundo tipo obtenemos el siguiente resultado, cuya demostracién se

realiza mediante razonamientos similares, teniendo en cuenta ahora que por el teorema
34, Ntb AP >0y M A ' > 0 para k =1,2.

Teorema 4.28. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach y sean A =
M, — Ny = M, — N, dos particiones convergentes y débiles del seqgundo tipo. Parak = 1,2,
supondremos que Ny M, 'y NyA™! tienen la propiedad “d”. Si ademds se satisface alguna
de las condiciones siguientes:
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(i) (MiATY (MaA~Y)E < (Ma A"V para algini > 0 y algin j > 1,
(i) (MaA~V)YH( My A=) < (MaA™") 4 para algin i > 0 y algin j > 1,

(i) NoA™Y es K-irreducible y (Ny A~ (Np A7) < (N A=Y para algiin i > 0 y algin
i1,

(iv) NoA™' es I -irreducible y (Ng A= (N A~ < (Np A~V para algiin i > 0 y algin
j= L

Entonces se satisface la desigualdad (4.5).

Si en el teorema 4.27 consideramos el caso en el que A = My — N, sea débil del
segundo tipo, mediante razonamientos andlogos, teniendo en cuenta que por el teorema
33, A7IN; > 0y A"'M; > 0y que por el teorema 3.4, NobA™' > 0y MpA™' > 0
obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.29. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach y sean A =
My, — Ny = M, — N, dos particiones convergentes y débiles del primer y seqgundo tipo
respectivamente. Supondremos que M7 Ny, AT'Ny, NoMy' y NaA™" tienen la propiedad
“d”. Si ademds se satisface alguna de las condiciones siguientes:

(i) (A7TMY (M A™Y)E < (Mo AV para algiin i > 0 y algiin j > 1,

(i) (MaA~Y){(A7IM)T < (M A™Y)H para algin i > 0 y algin § > 1,

(iif) NoA~! es K-irreducible y (A~ N )7 (N2 A~1)E < (Np A=Y para algin i > 0 y algdn
j=21,

(iv) NoA~' es K -irreducible y (NgA™ ) (AN, ) < (N A~ para algin i > 0 y algin
j= 1

Entonces se satisface la desigualdad (4.3).

Finalmente, considerando en el teorema 4.27 el caso en el que A = M; — N; sea débil
del segundo tipo y teniendo en cuenta consideraciones andlogas a las realizadas para el
‘teorema anterior obtenemos el siguiente resultado.
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Teorema 4.30. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach y sean A =
M, — Ny = My — N, dos particiones convergentes y débiles del segundo y del primer tipo
respectivamente. Supondremos que NyM[', NyA™!, M; Ny y A™'N, tienen la propiedad
“d”. Si ademds se satisface alguna de las condiciones siguientes:

(i) (MiATYI(AT' M) < (A7 M, para algin i > 0 y algin j > 1,
(i) (A7'MR) (M A7) < (A7'M,)™ para algin i > 0 y algin j > 1,

(iii) A™'Ny es K -irreducible y (NJ A7V (A7 N,)' < (A™1N,)* para algidn i > 0 y algin
ji=21,

(iv) A™'N; es K -irreducible y (A7 N3) (N, A1) < (A™'Np)™ para algini > 0 y algin
izl

Entonces se satisface la desigualdad (4.3).

Observacién 4.8, Los teoremas 4.27-4.30 siguen siendo ciertos si en las condiciones
(i)~(iv) de dichos teorema cambiamos “<” por “<”,

Observacién 4.9. Notemos también que al igual que en el teorema 4.19 hemos in-
troducido el resultado andlogo al teorema 4.18, pero considerando un espacio de Hilbert
y utilizando el operador adjunto en uno de los operadores de una de las particiones, sin
ninguna condicidn adicional, los teoremas 4.21-4.80 y las observaciones 4.7 y 4.8 siguen
siendo ciertos si cambiamos “espacio de Banach” por “espacio de Hilbert ” y A~'Ny,
NoA~L A0, y MyA™" por sus respectivos operadores adjuntos.

Por otra parte, de forma similar al teorema 4.14, Miller y Neumann [40, Teorema 2]
introducen un reciproco parcial al apartado (ii) del teorema 4.23 para matrices y particio-
nes débiles del primer tipo utilizando teoria de grafos bajo hipétesis muy restrictivas. En
el siguiente resultado introducimos una generalizacién del teorema 2 de Miller y Neumann

[40] a operadores, pero evidentemente sin hacer uso de la teorfa de grafos.

Teorema 4.31. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach y sean A =
M, — N, = My — N, dos particiones convergentes y débiles del primer tipo. Para k = 1,2,
supondremos que M;_' Ny, y A"\ Ny, tienen la propiedad “d”. Ademds, supondremos que se
satisface la desigualdad (4.5).
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(i) Si A" N, es K-primitivo y existen un i > 0 y algin = tal que (A7N;)iz > 0,
entonces existe un entero positivo jy tal que

(AN < (ATYN))H(ATYNG),  para todo 5 > jo. (4.64)

(ii) Si A~' Ny es K-primitivo y existe un i > 0 tal que (A™'Ny)'x > 0 para todo x > 0,
entonces existe un entero positivo jo tal que

(ATIN)H < (A7'NL)(A™IN,)Y,  para todo  § > jo. (4.65)

(iii) Si A~1N, es K-primitivo, entonces para todo entero i > 0 existe un entero positivo
jo tal que se satisfacen las desigualdades siguientes:

(AN (ATING)E < (A7YNR)™H,  para todo  j > jo. (4.66)
(ATINL)H (AN < (AT'NQ)™,  para todo  j > jo. (4.67)

(iv) Si A~'M, es K-primitivo, entonces para todo entero i > 0 eziste un entero positivo
Jjo tal que se satisfacen las desigualdades siguientes:

(A7IM)H < (A7 M) (AT M), p‘am todo j > jo. (4.68)
(A7TM) ™ < (ATMR)Y (A™'My)Y,  para todo  § > jo. (4.69)
(AT M) (A7 ML)t < (A7 M), paré todo j > o. (4.70)
(A M) (A7IM) < (A7YMR)™,  para todo  j > jo. (4.71)

Demostracién. Por el apartado (vii) del teorema 3.3 tenemos que la desigualdad
(4.5) implica la desigualdad (4.41) y por tanto,

S VA
lim (A N‘) =0 (4.72)

j—co /\2

donde Ay = p(A'N;). Ahora, como A™'N, es K-primitivo por el teorema 1.11 existe un
! vector propio @3 > 0 tal que A~'Nyxy = Ay y por el teorema 1.13 tenemos que para
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[o¢]

J
., AN,
cada « > 0 la sucesién de vectores ( 2) T estd a una distancia positiva de
2
j=n
la frontera de K, es decir
J
A7IN.
lim ( 2) >0 (4.73)
=00 A2

(i) Como del apartado (iii) del lema 1.4 tenemos que (A~!N;)*y > 0 para todo y > 0,
necesariamente

i\ 4
lim (A7' NV, )? (AANQ) >0

J—o 2

y de la desigualdad (4.72) tenemos que existe un entero positivo jg tal que

—1 7 1 7
(A'Ny) (AAN‘) < (A7) (AANZ) para todo  j > Jo,
2 2

de donde se sigue la desigualdad (4.64).

(i1) De la desigualdad (4.73) tenemos que

y de nuevo, de la desigualdad (4.72) existe un entero positivo jg tal que

—1 J -1 7 |
(A/\M) (A7) < (A N?) (A'N))' paratodo 2> jo,
2

Ag

de donde se sigue la desigualdad (4.65).

(iii) De la K-primitividad de A~'N, tencmos que (A~!N,)'x > 0 para todo entero
12 0y para todo = > 0, por lo tanto, de la desigualdad (4.73) obtenemos que

—~1 ]
lim (A N2> (A7'N,) >0

j—oo /\2

Ciar \J
lim (A™'N,)? <A NZ) > 0.

j—00 A2
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Ahora, de la desigualdad (4.72) existe un entero positivo jp tal que

. J A—1 i
(A/\2N1> (ATIN,) < (A/\ZN2> (A7'Np)" para todo 5 > jo,

e 7 [ ATIN. ’
(A—lNz)z (A /\Nl> < (A—IN2)1 (A )\ 2) para todo ] _>. jOa
2 2

de donde se siguen las desigualdades (4.66) y (4.67), respectivamente.

(iv) Las desigualdades (4.68) y (4.69) se obtienen mediante un razonamiento andlogo
al de los apartados (i) y (ii) respectivamente, teniendo en cucnta que por ser A71M;
no singular, para todo entero i > 0 se satisface que (A~'M;)iz > 0 para algin z, y
(A~'M,)iz > 0 para todo = > 0, respectivamente. Las desigualdades (4.70) y (4.71) se
obtienen mediante un razonamiento andlogo al del apartado (iii). n

En el caso particular en el que E = R* y K = R}, la condicién de que exista un
i > 0y un z tal que (A~'Ny)'x > 0 del apartado (i) del teorema anterior se traduce a
que exista un i > 0 tal que la matriz (A~'/N;)' no tenga ninguna fila idénticamente nula;
mientras que, la condicién de que exista un i > 0 tal que (A~'N;)iz > 0 para todo = > 0
del apartado (ii) del teorema 4.31 se traduce en que exista un i > 0 tal que la matriz
(A~INy)' no tenga ninguna fila idénticamente nula.

Si en el teorema 4.31 consideramos todas las combinaciones posibles que obtenemos
al variar el tipo de alguna o de ambas particiones, obtenemos mediante el mismo razona-
miento los resultados siguientes.

Teorema 4.32. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach y sean A =
M, — Ny = My— N, dos particiones convergentes y débiles del seqgundo tipo. Para k = 1,2
supondremos que N;CM,:1 y Ny A™! tienen la propiedad “d”. Ademds, supondremos que se
satisface la desigualdad (4.5).

(i) Si NyA™' es K-primitivo y existen un i > 0 y algin x tal que (N;A™')'x > 0,
entonces existe un entero positivo jo tal que

(N AT < (NMATY (N2 AT, para todo  § > jo. (4.74)
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(i) Si N2A™) es K-primitivo y existe un i > 0 tal que (N;A™V)iz > 0 para todo = > 0,
entonces existe un entero positivo jo tal que

(N; A1) < (N2 AT (NLATYYE, para todo  § > 7. (4.75)

(iii) Si NoA™! es K-primitivo, entonces para todo entero i > 0 eziste un entero positivo
Jo tal que se satisfacen las siguientes desigualdades

(NTATY (N AT < (No AT para todo  § > Jo. (4.76)
(NYATYH(N,ATY < (N, AW para todo  § > jo. (4.77)

(iv) Si MyA~! es K-primitivo, entonces para todo entero i > 0 eriste un entero positivo
Jo tal que se satisfacen las siguientes desigualdades

(M AT < (MATY(MATYY ) para todo  § > 7o. (4.78)
(M]_/l"l)“"j < (MaA™YW/(MATYY,  para todo j > 7. (4.79)
(M ATY (M ATY < (MyA™Y™ . para todo > jo. (4.80)
(M AT (MA™YY < (MyA™Y)9, para todo 5 > . (4.81)

Teorema 4.33. Sea A un operador no singular y sean A = M; — Ny = My — N, dos
particiones convergentes y débiles del primer y del seqgundo tipo respectivamente. Supon-
dremos que M Ny, A7'Ny, NoM3' y NyA™! tienen la propiedad “d”. Ademds, supon-
dremos que se satisface la desigualdad (4.5).

(i) Si NoA™! es K-primitivo y ezisten un i > 0 y algin x tal que (A™'N,)iz > 0,
entonces existe un entero positivo jo tal que

(ATN)H < (AN (N2 AT, para todo  § > . (4.82)

(i) Si NoA™! es K-primitivo y eziste un i > 0 tal que (A~'Ny)*x > 0 para todo x > 0,
entonces existe un entero positivo jy tal que

(AT'N)FT < (N ATY(ATINY)Y,  para todo  § > jo. (4.83)
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(iii) Si NoA~! es K-primitivo, entonces para todo entero i > 0 existe un entero positivo
jo tal que se satisfacen la siguientes desigualdades

(A_lNl)j(NzAﬁl')i < (NQA*I)H-J', para todo j > jo. (484)

(N2 ATYHATINY)T < (NoATY, para todo  § > jo. (4.85)

(iv) Si MyA~! es K-primitivo, entonces para todo entero i > 0 existe un entero positivo
jo tal que se satisfacen la siguientes desigualdades

(A" M) < (A" M) (MRA™Y), para todo  § > jo. (4.86)
(A7IM)H < (Ma AT (ATMY)Y,  para todo  § > jo. (4.87)
(A7IM)F (Ma AN < (M AT para todo  § > jo. (4.88)
(MyA™Y) (A M) < (MaA™Y)YH, para todo 5 > jo. (4.89)

Teorema 4.34. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach y sean A =
M; — Ny = M, — N, dos particiones convergentes y débiles del seqgundo y del primer tipo
respectivamente. Supondremos que NyM; ', NiA™!, A7INy y M3 ' Ny tienen la propiedad
“d”. Ademds, supondremos que se satisface la desigualdad (4.5).

(i) Si A"'Ny es K-primitivo y existen un @ > 0 y algin x tal que (N;A™!)'w > 0,
entonces existe un entero positivo jo tal que

(N A < (NATY (ATIN,),  para todo  j > jo. (4.90)

(i) S AN, es K-primitivo y eziste un i > 0 tal que (NyA~')'x > 0 para todo = > 0,
entonces existe un entero positivo jo tal que

(MA™HYH < (ATYN) (N ATY),  para todo  § > jo. (4.91)

(ili) Entonces para todo entero i > 0 existe un entero positivo jo tal que se satisfacen las
siguientes desigualdades

(M ATV (AN, < (AT'NR)'™H, para todo  j > jo. (4.92)

(N ATYH(ATIN,) < (A™IN,)™, para todo  § > jo. (4.93)
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(iv) Si A™'M, es K -primitivo, entonces para todo entero i > 0 eziste un entero positivo

Jo tal que se satisfacen las siguientes desiqualdades

(MATYH < (MyATY (A7 M),  para todo
(M{ATY ™ < (ATTML) (M A™YY, para todo
(MIATY(ATIM,) < (A7 M), para todo

(MyA Y (AT M) < (A™'ML)™, para todo

J = Jo.

J = Jjo.

(4.94)

(4.95)

(4.96)

(4.97)

Observacién 4.10. Los teoremas 4.81-4.34 siguen siendo ciertos si cambiamos “es-
pacio de Banach” por “espacio de Hilbert” y A™'Ny, A7 My, NoA™' y Mo A~ por sus

respectivos operadores adjuntos.

Por otra parte, si en los teoremas 4.31-4.34 consideramos el espacio de Banach E = R”

y el cono K = R las desigualdades del apartado (iv) de dichos teoremas pueden obtenerse

bajo hipétesis mds débiles, como ponemos de manifiesto en el siguiente resultado.

Corolario 4.6. Sea A una matriz no singular y sean A = My — Ny = M, — Ny dos
particiones convergentes y débiles. Supondremos que se satisface la desigualdad (4.5).

(i) Si A= M, — N, = My~ Ny son del primer tipo con A~ M, K-irreducible, entonces
eziste un entero positivo jo tal que se satisfacen las desigualdades (4.68)-(4.71) para

todo 1 > 0 y para todo j > jo.

(i) Si A= M,—N, = My~ N, son del segundo tipo con My A~ K -irreducible, entonces
existe un entero positivo jo tal que se satisfacen las desigualdades (4.78)-(4.81) para

todo i > 0 y para todo 7 > jo.

(i) Si A= M, — Ny = My — N, son del primer y del sequndo tipo respectivamente, con

MyA™" K -irreducible, entonces eziste un entero positivo jo tal que se satisfacen las
desigualdades (4.86)-(4.89) para todo i > 0 y para todo § > jo.

(iv) Si A= M, — N, = My — N, son del segundo y del primer tipo respectivamente, con

MyA™Y K-irreducible, entonces existe un entero positivo jo tal que se satisfacen las
desigualdades (4.94)~(4.97) para todo i > 0 y para todo j > jo.
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Demostracién. Si A = M; — N, es convergente y débil del primer tipo, por el
teorema 3.3 sabemos que A~' N, > 0y de My = Ny+ A tenemos que A7 My = A"INy+1,
por tanto, la traza de A~ M, es positiva y por el teorema 1.6 tenemos que A™*M; es K-
primitiva.

Si A = M, — N, es convergente y débil del segundo tipo, por el tcorema 3.4 sabemos
que N,A™! > 0 y mediante un razonamiento andlogo al anterior obtenemos que MA™!
es K-primitiva.

En cualquier caso, se satisfacen las hipdtesis del apartado (iv) de los teoremas 4.31-
4.34. n

4.4 Particiones definidas positivas

El objetivo de esta seccién es introducir condiciones de comparacién andlogas a las
presentadas en las secciones 4.2 y 4.3 para particiones débiles no negativas y débiles,
respectivamente, para particiones P-regulares y para particiones débiles definidas no ne-
gativas del primer y del segundo tipo, utilizando ahora,.el orden parcial introducido a
partir del concepto de operador definido no negativo. En la mayoria de resultados que en
esta seccién introduzcamos, se observara facilmente la similitud con los resultados pre-
sentados en las secciones mencionadas, de todos modos analizaremos, tanto las analogias,

como las diferencias.

Por otra parte, en los resultados que introduzcamos a lo largo de esta seccién, daremos
por supuesto, sin mencionarlo de forma explicita, que estamos trabajando en un espacio
de Hilbert complejo.

Empezamos con el siguiente lema técnico.

Lema 4.3. Sea A > 0 y sean A = My — Ny = My — N3 dos particiones cualesquiera.
Las condiciones siguientes son equivalentes:

(i) 0 =2 Ny XV,

(i) 0 < ATN; AL < A"UNR AT,
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Demostracién. (i) — (ii) Sea y € [E, como A es hermitico y no singular, A~!
también es hermitico, por tanto

(Aly) =g/ (A7) =y'A™"
Para k = 1,2 tenemos que
Y'(ATN Ay = (A7y) Ni(A7"y) 2 0
por (i), por tanto, A7!N,A™! > 0. Ademis
Y(ATN AT = ATTNA Yy = AN (Ny— Ny)A™y
= (A7) (N2 = Ni)(A™'y)
> 0.
donde la tltima desigualdad se sigue de (i), luego A='N; A7} < A~IN,A71,
(ii) — (i) Sea € E, claramente z = A~'y para algtin y, por tanto
(N2 =Nz = (A7'y) (N2 — Ni)(A7'y)
= Yy AT (Ny - N))A™'y
= Y (ATTN, A7 — ATINJA Yy
2 0,

donde la dltima desigualdad se sigue de (ii), por tanto, N; < N,. Ademis, parak = 1,2
tenemos que

’'Nyxz = (A‘ly)'Nk(A_ly)
_ ylA—lNkA—ly
> 0

por (ii), por tanto, Ny > 0. n

Como ya hemos mencionado en la seccién 4.1, el dltimo resultado de comparacién
para particiones definidas positivas es el introducido recientemente por Nabben [41, Teo-
rema 2.3] y que generalizamos a continuacién para operadores.
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Teorema 4.35. Sea A > 0 y sean A = My — Ny = My — N, dos particiones tales que
Ny y Ny son operadores compactos. Si

02N 2Ny, (4.98)

entonces se satisface la disigualdad (4.3).

Demostracién. De Ny = M; + A para k = 1,2, tenemos que 0 <X M; =< M,
por tanto, ambas particiones son P-regulares. Ademés, por el teorema 1.5 M, Ny es
un operador compacto para k = 1,2, con lo que ambas particiones son convergentes
por el teorema 3.8. Ademads por ser M,:‘Nk y A™'N, semejantes a M,:1/2N,€Mk_1/2
y AY2N,A7'/? respectivamente, sabemos que sus respectivos valores propios son no
negativos. "

Por otra parte, como A~/2 > 0, de la desigualdad (4.98) tenemos que

0= A"V2NL A2 < ATVANRATY2, (4.99)
Ahora bien, si A, ¥ pn, 7 = 1,2,..., denotan los valores propios de los operadores
compactos A7Y2N,A"Y/2 y A=Y/2N,A~'/? respectivamente, de (4.99) tenemos que A, <

Pyt =1,2,....

Finalmente, de los lemas 2.2 y 2.3 y por ser la funcién f(z) = creciente para

1+z
valores de = > 0 obtenemos la desigualdad (4.3). n

Es facil observar que el teorema anterior tiene la misma estructura que el teorema 4.3
para particiones débiles no negativas, a diferencia del orden parcial utilizado en cada caso.
Sin embargo, bajo las hipétesis del teorema 4.3 las desigualdades Ny < Noy A7*N1 A1 <
A~1N, A~ no son equivalentes como pondremos de manifiesto en el ejemplo 5.1, mientras
que del lema 4.3 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.7. Sea A > 0 y sean A = My — Ny = My — N, dos particiones tales que
Ny y N, son operadores compactos. Si

0< A'"N;ATT < AN, A, (4.100)

entonces se satisface la disigualdad (4.3).
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Notemos también que a partir de la equivalencia entre las desigualdades N; < N, y
M, < M, introducida en el lema 4.1 hemos introducido el corolario 4.1. Sin embargo,
como pondremos de manifiesto en el ejemplo siguiente, bajo las hipétesis del teorema 4.35
las desigualdades N; < N, y M} =< M; no son equivalentes.

Ejemplo 4.10. Consideremos la matriz A > 0 del ejemplo 3.2 y las particiones A =
M1 — N1 = ]V[g - NQ donde

[ 1 0 -2 1
M, = , Ny=
0 2 1 -3
30 [0 1
My = , No=
0 4 1 -1

Es facil comprobar que 0 X M; =< M, y sin embargo, 0 A N, A N;. Ademds,
A = M, — N, no es P-regular ni convergente. Finalmente,

5 1204

__1 — = Ininsatind
PIMTNY = 5 > oo

= p(M2~1N2)’
con lo que no se satisface la desigualdad (4.3).

Por otra parte, si consideramos particiones débiles definidas no negativas podemos
introducir los siguientes resultados de comparacién.

Teorema 4.36. Sea A un operador no singular. Sean A = M; — N; = My — N, dos
particiones convergentes y débiles definidas no negativas del primer o del sequndo tipo con
Ni y Ny operadores compactos. Si se satisface alguna de las condiciones siguientes

(i) 0= A7IN; X A7IN,,
(ii) 0 X A7IN; <X N,A™Y,
(ili) 0 X NAT < A7IN,,

(iv) 0 =< N A™1 < NpA~!,
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entonces se satisface la disigualdad (4.3).

Demostracién. Haremos la demostracién suponiendo que se satisface la condicién

(i). Si se satisface alguna de las otras condiciones se sigue un razonamiento andlogo.

Por ser A~! un operador acotado y N un operador compacto por el teorema 2.3 se
sigue que los operadores A~'N; son compactos para k = 1,2. Por tanto, por el teorema
1.15 tenemos que

p(AT'NY) < p(ATIN). (4.101)

Ahora, si ambas particiones son del primer tipo, por el teorema 3.10 y la monotonia de la

1+
son del segundo tipo, teniendo en cuenta que la desigualdad (4.101) es equivalente a

funcién f(z) = - para x > 0 obtenemos la desigualdad (4.3). Si ambas particiones

p(N1 A7) < p(NA7Y),

por el teorema 3.11 se sigue la desigualdad (4.3). Si las particiones son de diferente tipo,
teniendo en cuenta que la desigualdad (4.101) también es equivalente a las desigualdades

PATINY) S p(NaA™Y) y p(N1ATY) < p(ATNy)

obtenemos las desigualdad (4.3) a partir de los teoremas 3.10 y 3.11. |

Es f4cil observar, que el teorema 4.36 tiene la misma estructura que el teorema 4.18

para particiones débiles, a diferencia del orden parcial utilizado.

Observacidén 4.11. El teorema anterior sigue siendo cierto si cambiamos Ny por My,
para k =1,2.

Finalmente, notemos que en esta seccién no hemos introducido condiciones de compa-
racién utilizando el operador adjunto en uno de los operadores de una de las particiones,
puesto que al trabajar con operadores definidos no negativos y definidos positivos no tiene
sentido, puesto que, por definicién estos son autoadjuntos. Tampoco hemos introducido
condiciones de comparacién generales para partiones P-regulares y débiles definidas no
negativas, pero el motivo de ello serd analizado en la seccién 5.3.
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Capitulo 5

Relaciones entre condiciones de

comparacion

5.1 Introduccion

En el capitulo anterior, hemos introducido una serie de condiciones de comparacién pa-
ra los diferentes tipos de particiones englobados con el nombre de particiones no negativas
y particiones definidas positivas. Podemos clasificar dichas condiciones de comparacién en
condiciones “naturales” y condiciones “generales”. Como ya comentamos en el capitulo 4
las condiciones naturales son mas tutiles desde el punto de vista préctico, puesto que estdn
en funcién de operadores que conocemos o que son f{dciles de calcular. Sin embargo,
normalmente también suelen precisar de hipdtesis mds restrictivas. El objetivo de este
capitulo es introducir resultados en los que aparezcan una cadena de implicaciones co-
menzada por una condicién de comparacién natural para particiones débiles no negativas
o débiles y que finalice en las condiciones generales que a partir de clla se puedan obtener.
Siempre bajo las hipdtesis necesarias que nos aseguren la convergencia y la desigualdad
entre los radios espectrales de cada una de las condiciones de comparacién que aparezca
en dicha cadena de implicaciones. La utilidad de los resultados que vamos a introducir
en este capitulo reside en lo siguiente: si tenemos dos métodos iterativos de un mismo
operador y sabemos que alguna condicién no se stisface, las implicaciones introducidas
entre las distintas condiciones de comparacion nos permiten saber qué condiciones no se

117
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van a satisfacer y cuales podrian satisfacerse. Por otra parte, estos resullados también se
pueden utilizar como herramienta para introducir otros resultados tedricos, puesto que, si
sabemos que una condicién se satisface, entonces también conocemos todas las diferentes
condiciones que a partir de ésta se pueden deducir.

En la seccién 5.2 introduciremos los resultados de este capitulo para particiones débiles
no negativas y particiones débiles. En la seccién 5.3 pondremos de manifiesto que pa-
ra las particiones definidas positivas no es posible establecer ninguna relacién entre las
condiciones naturales de comparacién introducidas en la seccién 4.4 y otras mds generales.

5.2 Particiones débiles no negativas y particiones dé-
biles

En primer lugar, recordamos el siguiente resultado, que Csordas y Varga [22] introdu-
Jeron para matrices, en ¢l que se relacionan las condiciones de comparacién més conocidas
para particiones regulares con una condicién de comparacién general introducida por ellos
mismos.

Teorema 5.1 (Proposicién 1 de [22]). Sea A una matriz con A™1 > 0 y sean A =
M, — N, = M, — N, dos particiones regulares.

(i) Si N, > N, entonces M{' > M;!.
(i) Si M{' > My entonces A" NpyA™" > A=LN, A=),
(ili) Si AT'N, A" > AN A7 entonces (A7 No) A~ > (A™'Ny)P A~ para todo entero

7> 1.

Posteriormente, Miller y Neumann [40] también relacionan las condiciones de com-
paracion para particiones débiles introducidas por ellos en dicho articulo con algunas
condiciones naturales. Mds recientemente, Woznicki [61] también introduce algunas re-
laciones entre distintas condiciones de comparacidn, pero sin tener en cuenta si bajo las
hipétesis impuestas se da la convergencia de la particién

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

5.2 Particiones débiles no negativas y particiones débiles 119

En primer lugar, presentamos el siguiente resultado, que es una generalizacién del
teorema 5.1 a operadores y particiones débiles no negativas de diferente tipo.

Teorema 5.2. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach con A1>0
y sean A = My — Ny = My — Ny dos particiones débiles no negativas de diferente tipo.
Para k = 1,2, supondremos que M,C"‘Nk y A7 Ny, tienen la propiedad “d” si A = My — Ny,
es del primer tipo; no obstante, supondremos que NpM; Ly NyA~! tienen la propiedad
“4” si A= My — Ny es del segundo tipo.

(i) Si Ny < N,, entonces Ml"1 > M.

(i) Si Ny < Ny y A = My — Ny es del primer (respectivamente, del segundo) tipo,
entonces 0 < A"'N; < A~'N, (respectivamente, 0 < NyA™! < NaA™1).

(iii) Si se satisface alguna de las condiciones sigutentes:

(a) M{" > M,

(b) 0< A_INl < ‘A—]Nz,

(C) 0<L NlA—l < N2A_],
entonces A"'N1A™L < AN, AL

(iv) 8i A"IN;A™! < A™YN, A7, entonces se satisfacen las desigualdades siguientes para
todo 7 > 1.

(a) (A7'N1)TA™T < (AT'NR)PATY,
(b) (A~'M)P A < (A"TM) AT,

(v) Si se satisface alguna de las desigualdades de los apartados (iv)(a) o (iv)(b) para
algiin j > 1, entonces

p(M{'Ny) < p(My'Ny) < L. (5.1)

Demostracién. (i) Por el apartado (i) del lema 4.1 M; < M,. Ahora, multiplicando
en ambos miembros por la izquierda por M{' > 0 y por la derecha por My 1> 0, sesigue
que Mt > Mt
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(ii) Inmediato, multiplicando por A~! > 0 en ambos miembros de la desigualdad
N; < N, por la izquierda, (respectivamente, por la derecha).

(iii) En primer lugar, supongamos que se satisface la desigualdad del apartado (a).
Si A = M; — N, es del primer tipo, entonces por los teoremas 3.3 y 3.4 sabemos que
A7INy > 0y NpA™! > 0 respectivamente. Ahora, de My = A+ Ny, k = 1,2, tenemos
que

(I+A7TN) A = (A + Np)~taa™!
> ATVA(A + Ny)!
= AT+ NA™H)Y,

y multiplicando en ambos miembros de la desigualdad por la izquierda por I +A~1N; > 0,
y por la derecha por [+ Ny A~ > 0, se sigue que A”'No A~ > AN AL SiA= M;—N,
es del segundo tipo, mediante un razonamiento anslogo al anterior, teniendo en cuenta
ahora que NyA™' > 0y A-!N, > 0 obtenemos que A~1N, A= > A-IN, AL,

Si se satisface el apartado (b) entonces multiplicando por A~! > 0 en ambos miembros
de la desigualdad A~'N; < A™'N, por la derecha obtenemos que A~* N,A~! > A-IN, AL,
Si se satisface el apartado (c), multiplicando por A~ en ambos miembros de la desigualdad
N1A™! < N2 A7 por la izqgierda obtenemos que A"IN; A~ < A-IN, AL,

(iv) Obtendremos primero la desigualdad del apartado (a). Procederemos por induc-
cién sobre j. Para j = 1 se satisface la desiggualdad por hipétesis. Supongamos ahora
que se satisface la desigualdad para j — 1, es decir

(AN T AT < (ATINR)TATL, (5.2)
Ahora, si A = M, — N; es del primer tipo, entonces por el teorema 3.3 tenemos que

AN, > 0 y multiplicando por la izquierda en ambos miembros de la desigualdad (5.2)
por A~'N; tenemos que

(ATIN)TATE < (ATTN))(ATIN,) T4
= AN, ATING(ATIN,) 24
< (AT NRATIN, (AT N2 4
= (ATTN,AT,
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Si A = M, — N, es del segundo tipo, entonces por el teorema 3.4 tenemos que N A7 >
0 y multiplicando por la derecha en ambos miembros de la desigualdad (5.2) por Ny A1
mediante un razonamiento andlogo al anterior, obtenemos también,

(AT'NYIA™ < (A7 N)T AL,

Por otra parte, por el apartado (ii) del lema 4.1 tenemos que
A—IMIA—l < A«I,M2A—l

y mediante un razonamiento andlogo al anterior, tenemos que se satisface la desigualdad

(iv)(b).

(v) Por el teorema 4.13 y la observacion 4.2. |

Notemos que los apartados (i) y (iv) del teorema anterior son vélidos para particiones
débiles no negativas del mismo tipo. El apartado (ii) es valido independientemente del
tipo de la particién A = M, — Na. El apartado (iii), bajo las condiciones (b) y (c) también
es vélido independientemente del tipo de las particiones. Sin embargo, el apartado (iii)
bajo la condicién (a) y el apartado (v) no son en general ciertas para particiones débiles
no negativas del mismo tipo, como veremos en el ejemplo 5.1. En los ejemplos 5.1 y 5.2
también pondremos de manifiesto que los reciprocos del teorema 5.2 no son ciertos.

Teorema 5.3. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach con A=t > 0
y sean A = My — Ny = My — Ny dos particiones débiles no negativas con A = My — Ny
del primer tipo. Supondremos que M IN{ y A7'Ny tienen la propiedad “d”. También
supondremos que My Ny y AT\ N, tienen la propiedad “d” si A = My — Ny es del primer
tipo; no obstante, supondremos que NoM;t y NaA~Y tienen la propiedad “d” si A =
My — Ny es del segundo tipo.

(1) Supongamos que A = M, — N, es del primer o del segundo tipo.

(i) Si Ny < Ny entonces 0 < A7'Ny < ANy,

(i) Si 0 < AIN; < A7'N, entonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo i > 0 y para todo j > 1.

(a) (A_lNl)i+j < (A—lN])i(A—INz)j,
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(b) (A7) < (A71M,)i(A™ ML),
(c) (AT'N)™ < (ATINR)T(ATIN,)Y,
(d) (A™'M,)H < (AP My)i (A7 M),

(ili) Si se satisface alguna de las desigualdades de los apartados (ii)(a), (ii)(b),
(ii)(c) o (ii)(d) para algin i > 0 y algin j > 1, entonces se satisface la des-
sgualdad (5.1).

(2) Supongamos que A = My — N, es del primer tipo y que A"'N, es K -irreducible.

(i) Si0 < A7'N, < AN, entonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo 1 > 0 y para todo j > 1.

(a) (ATINY(ATIN)F < (AT N)PH,
(b) (A_lNg)li(A_]Nl)j < (A_lNg)i+j.

(ii) Si se satisfacen alguna de las desigualdades de los apartados (i)(a) o (i)(b) para
algin © > 0 y algin j > 1, entonces se satisface la desigualdad (5.1).

(3) Supongamos que A = My — Nj es del primer tipo.

(i) Si0 < ANy < A7'N, entonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo i > 0 y para todo j > 1,

(a) (A_-IA/II)].(A_IMg)i < (A~1A,[2)i+j,

(b) (AT ML) (ATM,) < (A~ M,)H,

(ii) Si se satisface alguna de las desigualdades de los apartados (i)(a) o (i)(b),
- entonces se satisface la desigualdad (5.1).

Demostracién. (1) (i) Por el apartado (ii) del teorema 5.2.
(ii) Multiplicando por la izquierda en ambos miembros de la desigualdad
ATIN, < A7IN, (5.3)
por (A™1N,)*9~! tenemos que
(AN < (AN 4TI,
= (AT'N)I2(ATIND))(ATIN)
< (ATIN)HR(ATING),
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y repitiendo el proceso anterior j — 1 veces obtenemos la desigualdad del apartado (a).
Multiplicando ahora por la derecha en ambos miembros de la desigualdad (5.3) por
(A~1N;)"*7~1 y mediante el razonamiento anterior, obtenemos la desigualdad del apartado

(c)-
Ahora, teniendo en cuenta que Ny = My — A, de tenemos que (5.3)
0< ATM < A7 My, (5.4)

por tanto, mediante un razonamiento analogo al anterior, multiplicando en este caso por
la izquierda (respectivamente, por la derecha) en ambos miembros de la desigualdad (5.4)
por (A~1M;)i+7-! obtenemos la desigualdad del apartado (b) (respectivamente, (d)).

(iii) Por el teorema 4.21 y la observacién 4.7.

(2) (i) Multiplicando por la derecha (respectivamente, por la izquierda) en ambos
miembros de la desigualdad 0 < A~'N; < A~'N, obtenemos las desigualdades de los
apartados (a) y (b).

(ii) Por el teorema 4.27.

(3) Andlogo al apartado (2) teniendo en cuenta que 0 < A'N; < A~'N, es equivalente
a0 <A™ M, < A7 'M,. ]

Notemos que la parte (i) de los apartados (2) y (3) se satisface independientemente del
tipo de la particién A = My~ N, y de la K-irreducibilidad de A~' N,, sin embargo, la parte
(ii) de dichos apartados sélo se satisface cuando ambas particiones son del primer tipo,
como pondremos de manifiesto en el ejemplo 5.1. En el ejemplo 5.1 también pondremos
de manifiesto que los reciprocos del teorema anterior no son ciertos en general.

Si en el teorema 5.3 consideramos dos “particiones convergentes” y “débiles” de un
operador no singular en lugar de considerar “A~! > 0" y “particiones débiles no negati-
vas”, todos los apartados del tcoremna 5.3 siguen siendo vilidos, excepto la parte (i) del
apartado (1), como pusimos de manifiesto en el ejemplo 4.6.

Por otra parte, si en el teorema 5.3 consideramos A = M, ~ N; del segundo tipo
obtenemos, mediante un razonamiento andlogo, el siguiente resultado, siendo también
vélidos todos los comentarios anteriores.
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Teorema 5.4. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach con A™! >0
y sean A = M) — N, = My — N, dos particiones débiles no negativas con A = My — N;
del segundo tipo. Supondremos que NyM;"' y Ny A~ tienen la propiedad “d”. También
supondremos que My ' N, y A™'N, tienen la propiedad “d” si A = My — N; es del primer
tipo; no obstante, supondremos que NoM;' y NyA~! tienen la propiedad “d” si A =
My — N3 es del sequndo tipo.

(1) Supongamos que A = My — N; es del primer o del segqundo tipo.
(i) Si Ny < N, entonces 0 < NyA™! < N4~

(ii) Si0 < NyA™! < NoA™', entonces se satisfacen las desigualdades siquientes
para todo © > 0 y para todo j > 1

(@) (NiATH)™7 < (NP AT)H(N,ATYY,
(b) (MiA™H)™ < (M AT (MrA™'),
(c) (MA™H)™H < (N2 A~ (N A7),
(d) (MyA™Y)™H < (MaA™Y) (M AT
(iii) Si se satisface alguna de las desigualdades de los apartados (ii)(a), (ii)(b),

(ii)(c) o (ii)(d), para algin i > 0 y algin j > 1, entonces se satisface la
desigualdad (5.1).

(2) Supongamos que A = My~ N, es del sequndo tipo y que NyA™1 eva—z'rreducz'ble.

(i) Si0 < NMyA™! < NaA™!, entonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo i > 0 y para todo j > 1
(a) (NIATH (NpATY)! < (N ATY)HH,
(b) (N2ATHH(NIATY)T < (NpA™h)iH,

(i) Si se satisfacen alguna de las desigualdades de los apartados (i)(a) o (i)(b) para
algin © > 0 y algin j > 1, entonces se satisface la desigualdad (5.1).

(3) Supongamos que A = My — N, es del segundo tipo.

(i) Si0 < NyA™! < NoA~!, entonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo i > 0 y para todo 7 > 1,
(a) (MiATY)I (M A7) < (MpA~Y)itd,
(b) (A’IQA“I)i(]WlA—I)j < (]V[QAH)Hj.
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(i) Si se satisface alguna de las desigualdades de los apartados (i)(a) o (i)(b) para
algin i > 0 y algin j >, entonces se satisface la desigualdad (5.1).

A continuacién, introducimos resultados andlogos al teorema 5.2 para particiones
débiles no negativas del mismo tipo.

Teorema 5.5. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach con A= >0
y sean A = My — Ny = My— N, dos particiones débiles no negativas del primer tipo. Para
k = 1,2, supondremos que M 'Ny, y A~'Ny, tienen la propiedad “d”.

(i) Si0 < A7IN; < NpA™! entonces se satisfacen las desigualdades siguientes para
todo j > 1,
(a.) Aml(A—lNl)j < A_I(N2A~1)j,
(b) AW AIM) < A"Y(MpATY).

(ii) $i 0 < N1A™' < A7'N; entonces se satisfacen las desigualdades siguientes para
todo j 2 1,

(a) A7H (M ATH) < ATH AN,
(b) A_I(MlA_l)j < A_I(Am]Mg)j.

(iii) Si se satisface alguna de las desigualdades de los apartados (i)(a), (i)(b), (ii)(a) o
(ii)(b) para algiin j > 1, entonces se satisface la desigualdad (5.1).

Demostracién. (i) Procederemos por induccién sobre j. Como A™ > 0y 0 <
A7IN; < NpA™! tenemos que A7'A"IN; < A7IN,A! con lo que la desigualdad del
apartado (a) es cierta para j = 1. Supongamos que se satisface la desigualdad del apartado
(a) para j — 1, es decir

0< AN (AN < A (VAT

Multiplicando los dos miembros de la desigualdad anterior por A~'N; > 0 y utilizando
que tenemos que 0 < A7!N; < NyA~! tenemos que

AT AT < AT (N AT AT < AT (Np AT
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con lo que se satisface la desigualdad del apartado (a).

Ahora, teniendo en cuenta que
Ny=M;—A parak=1,2,

de A7'N) < N2 A™! tenemos que A~'M; < MyA~! y mediante un razonamiento andlogo
al anterior se satisface la desigualdad (b).

(i) Anélogo al del apartado anterior.

(ili) Por el teorema 4.16 y la observacién 4.4. n

Notemos que los apartados (i) y (ii) del teorema anterior son vilidos independien-
tementes del tipo del las particiones, sin embargo el apartado (iii) sélo es valido para
particiones débiles no negativas del primer tipo como pondremos de manifiesto en el ejem-
plo 5.1. En los ejemplos 5.1 y 5.2 también pondremos de manifiesto que los reciprocos
del teorema 5.5 no son ciertos en general.

Si en el teorema 5.5 consideramos A = A, — N; = M, — N, débiles no negativas del
segundo tipo obtenemos mediante un razonamiento anélogo el siguiente resultado, siendo
también vilidos todos los comentarios anteriores.

Teorema 5.6. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach con A~ > 0
y sean A = My — Ny = My — Ny dos particiones débiles no negativas del sequndo tipo.
Para k = 1,2, supondremos que Ny M' y N A~ tienen la propiedad “d”.

(i) Si0 < A7'Ny < N,A™! entonces se satisfacen las desigualdades siguientes para
todo § > 1,

(a) (A"INIA™T < (N A1) A,
(b) (A"'M,)TAT < (MpA~Y) AL,

(i) Si 0 < NyA™! < A™IN, entonces se satisfacen las desigualdades siguientes para
todo j > 1,

(a) (MAT) AT < (ATINp)I AT,
(b) (MyA™'YA™! < (A7'M,) A,
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(ili) Si se satisface alguna de las desigualdades de los apartados (i)(a), (i)(b), (ii)(a) o
(ii)(b) para algin j > 1, entonces se satisface la desigualdad (5.1).

A continuacién, para terminar con los resultados de relacién entre las condiciones
de comparacién para particiones no negativas de operadores acolados en un espacio de
Banach, introducimos los dos resultados siguientes para particiones débiles y convergentes,
cuya la demostracion es andloga a la de los teoremas 5.3 y 5.4, respectivamente.

Teorema 5.7. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach y sean A =
M; — Ny = M, — Ny dos particiones convergentes y débiles con A = My — Ny del primer
tipo. Supondremos que M;'Ny y A7V N, tienen la propiedad “d”. También supondremos
que My'Ny y A~ N, tienen la propiedad “d” si A = My — Ny es del primer tipo; no
obstante, supondremos que NoMy' y NoA™' tienen la propiedad “d” si A = My — N, es
del segundo tipo.

(1) Supongamos que A = My — N; es del primer o del seqgundo tipo.

(i) §i 0 < A7IN; < NoA™!, entonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo © > 0 y para todo j > 1

(a) (A7'N1)™ < (AN )H(N2ATY),
(b) (AT'Ny)H < (N2 ATHY(ATIN)Y,
(c) (AT'M)™H < (ATTM)H(MeATYY,
(d) (A~*Mp)H < (M A~ (AIMy) .
(i) Si se satisface alguna de las desigualdades de los apartados (i)(a)—(i)(d) para
algiin i > 0 y algiin j > 1 entonces se satisface la desigualdad (5.1).

(2) Supongamos que A = My — Ny es del segundo tipo y (N2A™') es K -irreducible.

(i) Si0 < A7IN; < N,A™', entonces se satisfacen l@s desigualdades siguientes
para todo 1 > 0 y para todo j > 1,
(a) (AN (NpATT) < (N2 AT,
(b) (NaA™1)H(A™IN))F < (NpATH) .

(ii) Si se satisface alguna de las desigualdades de los apartados (i)(2) o (i)(b) para
algin i > 0 y algin j > 1, entonces se satisface la desigualdad (5.1).
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(3) Supongamos que A = My — N, es del sequndo tipo.

(i) Si0 < ANy < NoA™', entonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo ¢ > 0 y para todo j > 1,

(a) (A7 M) (MpATY < (MpA™!)iH,
(b) (M2A™1)(A™ M) < (M;A- Vit

(i) Si se satisface alguna de las desigualdades de los apartados (i)(a) o (i)(b) para
algin i > 0 y algin j > 1, entonces se satisface la desigualdad (5.1).

Notemos que la parte (i) de los apartados (2) y (3) del teorema anterior, sigue siendo
valida independientemente del tipo de A = M, — N, y de la K-irreducibilidad de AN,
Sin embargo, en la parte (ii) del apartado (1) las hipétesis de A = M, — N, del primer tipo
y A7'N, K-irreducible son necesarias, como pondremos de manifiesto en el ejemplo 5.1.
También pondremos de manifiesto que la parte (ii) del apartado (3) tampoco es en general
cierta si A = My — N, es débil del segundo tipo. Ademds, en el ejemplo 5.1 pondremos
de manifiesto que los reciprocos del teorema 5.7 no son ciertos en general.

Si en el teorema 5.7 consideramos el caso en el que A = M, — N, sea débil del segundo
tipo obtenemos, mediante un razonamiento analogo, el siguiente resultado, siendo también
vdlidos todos los comentarios anteriores.

Teorema 5.8. Sea A un operador no singular en un espacio de Banach y sean A =
M, — Ny = M, — N, dos particiones convergentes y débiles con A = M) — N, del sequndo
tipo. Supondremos que N\ M ' y N;A™! tienen la propiedad “d”. También supondremos
que M Ny y A™'N, tienen la propiedad “d” si A = My — N, es del primer tipo; no
obstante, supondremos que NaM;' y NyA~! tienen la propiedad “d” si A = My — N, es
del segundo tipo.

(1) Supongamos que A = My — N, es del primer o del segundo tipo.
(i) Si0 < NMA™' < A™IN,, entonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo ¢ > 0 y para todo j > 1,
(a) (N )’“ < (MATHHATIN,Y,

(b) (MA™H)™H < (A NR)I (N, ATV,
() (MyAT)H < (MyATY) (AT M),
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(d) (ML AT < (ATIMR) (M ATY)
(i) Si se satisface alguna de las desigualdades de los apartados (i)(a)-(i)(d) para
algii 1 > 0 y algiin j > 1, entonces se satisface la desigualdad (5.1).
(2) Supongamos que A = My — Nj es del primer tipo y (A™'Nz) es K-irreducible.
(i) Si0 < NyA~! < AN, entonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo 1 > 0 y para todo j > 1,
(a) (NAT)(ATING)T < (A7IN)™,
(b) (A7 Np){(N1A™Y)T < (A7 N,)H.
(ii) Si se satisface alguna de las desigualdades de los apartados (i)(a) o (i)(b) para
algin i > 0 y algiin j > 1, entonces se satisface la desigualdad (5.1).
(3) Supongamos que A = My — Ny es del segundo tipo.
(i) Si0 < N;A™! < A7IN,, entonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo 1 > 0 y para todo j > 1,
(a) (MlA—l)j(A_lﬂfg)i < (A—IA{2)i+j’
(b) (A™'Mo) (MiATYY < (A7 My)H.
(ii) Si se satisface alguna de las desigualdades de los apartados (i)(a) o (i)(b) para
algiin © > 0 y algiin j > 1, entonces se satisface la desigualdad (5.1).

Ejemplo 5.1. Consideremos la matriz del ejemplo 4.5 y las particiones A = Py — Q,
conk=1,2,...,34, donde

3 —2 1 2 -2 2 1 -2 2
P=| 0o 2 22|, m=| % 22| p=| 0 2 -],
3 3 1 0 4
-2 0 2 -3 5 | | -
L9 9] p L, 1 e m ]
5 5 b= 5 "9 9
1
g 18 I - 2 w0 2
P4_‘ 0 '5_ _—é_ ,P5— -3 | aIG“ 9 _ 9 9 )
I R 410 40
T 5 2 4 9 9 9

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

130 ‘ 5 Relaciones entre condiciones de comparacidn
1 [ , 20 10 ]
1 -1 5 2 =2 1 ¢ 9
. ) _ 2 40 20
Pr=1, 5 REE B=f 0 2 -2, PR= 5 9 "9l
0 0 5 B 5 10 40
9 9 9
- [ 3 3]
1 -2 1 | —9 3 1 -5 1
0 4 -3 4
Py = . , Pu= 0 9 -9 |° Ppo=10 2 -2/,
— 0 92 1
2 0 0 3 0 —= 3
i I 2 ]
. 19 1]
3 -2 1 100 10 1 -4 4
9
Pz = 0 2 -2, Pu= 50 4 =3, Ps= 0 2 =21,
-3 2 2 21 0 19 -1 0 2
% T
- -
3 1 i 2 .—1-1- 2
3 B 1 3 -6 3 2
Pig = -1 1 -9 | Pz = 1 2 =3, Pg= 0 6 —4 |,
0o 0 2 | -3 0 6 -2 1 5
i ]
5 - 9 =
3 -5 3 2 2 4 -8 4
1 3 -1 -2 5
1 -1 | 72 0 2 |
1 -2 1 2 -3 1 4 -8 3
Py = 0 1 -2 |, Py= 0 4 -4, Py=|-2 8 -6},
-1 2 2 ] -1 0 3 -1 0 6
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_ 5 . 5 -
1 -2 2 2 -4 2 2 2
Py = 0 2 -2, Ps= 0 4 —4 Pp=1{ 1 3 3,
10 1 3 0 6 { 2
-2 0 4
- . - 3 5
1 -4 1 3 -2 1 3 -4 3 1
Pog = 1 4 =2, Po=| 0 2 =2/, Po=| | 4, _41|
] -2 0 3 ] ] -3 0 2 -1 0 3]
1 -6 1 1 -2 1 1 -2 2
Py = 0 6 —2|, Po=]0 2 2|, Ps= 0 2 -2,
-1 0 2 0 -2 3 -1 0 2
B T
1 -2 1
Py = 0 6 -6
-1 0 2

Para k =1,2,3,4,6,9,11,13, 16, 18,22, 24, 25, 28, 29, 30, 31, las particiones son débiles
no negativas del primer tipo. Para k = 5,10, 12, 14, 15,17, 19, 20, 21, 23, 26, 27, 32, 34 las
particiones son débiles no negativas del segundo tipo. Para k = 7, la particién es no
negativa y para k = 8,33 las particiones son regulares.

Sea My = P, y My = Py, entonces M;' > My, pero A7'N\A~' £ A7'N,A™Y, por
tanto, la parte (a) del apartado (iii) del teorema 5.2 no es valida para partciones débiles

no negativas del mismo tipo.

Sea M, = P3 y My = P4, entonces A_llle_1 < A—‘lNgA—l _YA—lMlA-I < AwlMgAﬁl
pero p(M7Ny) £ p(M3 ' Ny), por tanto, el apartado (v) del teorema 5.2 no es cierto para
particiones débiles no negativas del mismo tipo.

Sea M; = Ps y My = Ps, se sigue que M; 'geM; ', pero Ny £ Na. Si consideramos
M, = Pyy y My = Py entonces 0 < ANy < AN, pero Ny £ N,. Ahora, para My = P;
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y My = P, tenemos que AT'N\A™' < A7'N, A~ pero M # M3 y si consideramos
M, = P; y M, = Py, entonces A7'N ) A~} < A"'N,A™!, pero

AN L ATING y NATL L N, AL
Por lo tanto, hemos puesto de manifiesto que los reciprocos de los apartados (i)—(iv) del
teorema 5.2 no son ciertos.
Por otra parte, notemos que para My = Py y My = Ps, se sigue que M ' > M, pero
ATTN, £ A7IN,.

Para M; = Ps y M, = 1%, tenemos que M[' > M; ' pero NJA™' £ N,A~!. Ahora, para
My = Py y My = Py, se sigue que 0 < A™'Ny < A™N,, pero Mj* # M;*'. Finalmente,
para M, = Pi5 y M, = Py, tenemos que 0 < NjA™! < NpA™Y, pero M[' # M{l. Es
decir, no existe ninguna relacién entre las desigualdades de las partes (a), (b) y(c) del
apartado (iii) del teorema 5.2. cuando A = M, — N, es débil no negativa del primer o del
segundo tipo.

Si consideramos M, = Py, y M, = P3 tenemos que A~ Ny no es K-irreducible,
(ATIND(ATINY) S (ATTN)? y (AT NQ) (A7) < (A7 )P

y sim embargo, p(M['Ny) % p(M;"'N,), por lo tanto, la K-irreducibilidad de A='N, en
la parte (ii) del apartado (2) del teorema 5.3 es una condicién necesaria.

Para M, = P3; y M, = Pj, tenemos que
ATTNGATIN S (A7) y ATTMLATYM, < (A7M)?

y sin embargo, p(M['N,) £ p(M;'N,), es decir, la parte (ii) de los apartados (2) y (3)
del teorema 5.3 no es cicrta si la particion A = M, — N, es débil no negativa del segundo
tipo.

Por otra parte, para M, = Ps y M, = P, tenemos que 0 < A™'N; < A™!'N, pero
Ny £ Ny, Sea My = P, y M, = P, tenemos que

(ATIN)? S (ATIND(ATINL)? y (A7'ML)® < (A7TML) (A1 ML)2,

sin embargo A™'Ny £ A™'N,. Ademads, si consideramos M, = P, y My, = P, tenemos
que

(AT'N)? S (AN (ATINY)  y (A7TIM)? < (A7TMR) (A7 M),
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- pero A”'Ny £ A'N,. Finalmente, para My = P3 y My = D, tenemos que p(M;'Ny) <
p(M5'Ny) pero para todo j > 1 y para todo i > 0 (AN £ (A"1N,)i(AIN,)
¥y (A7INy)™ &£ (A7'N3)I(A71Ny)i. Por lo tanto, los reciprocos del apartado (1) del
teorema 5.3 no son ciertos.

Si consideramos My = P, y My = Py, tenemos que

(ATIND(ATING) < (A7TTNL)?%, (ATINR) (A7) < (ATTIN,)2,

(AT'M)(ATIMy) S(AT'MR)2 5 (AT'MR)(ATIMY) < (A7'Mp)%

pero A~'Ny. £ A~' Ny, por lo tanto, queda de manifiesto que cl reciproco de la parte (i)
de los apartados (2) y (3) del teorema 5.3 no son ciertos.

Para My = P, y My = Pi3 tenemos que p(M{'Ny) < p(M; ' N,) pero
(AN (AT NR)T £ (ATTNg)™ . (AT NR) (A7) £ (A1)

para todo j > 1 et > 0, por tanto el reciproco de la parte (ii) del aparatado (2) del
teorema 5.3 no es cierto. Para My = Py y My = Py3 tenemos que p(M;'N;) < p(M;N,)
y sin embargo,

(A—lMl)j(A—le)i g (A—le)i+j y (A—]Mg)i(/l_]ﬁ“[l)j g (A~1A42)i+j

para todo j > 1 y para todo i > 0 por tanto, el reciproco de la parte (ii) del apartado (3)
del teorema 5.3 tampoco es cierto.

Sea My = P34 y My = Pi3 entonces (NJA™')(NaA™Y) < (NoA™Y)? sin embargo,
p(M{INy) £ p(M;'Ny), es decir, la K-irreducibilidad de NoA~' en la parte (ii) del -
apartado (2) teorema 5.4 es una hipdtesis necesaria.

Si consideramos My = P34 y My = Pig tenemos que

(NlA_l)(NgA_l) S (NQA_I')z y (MIA_])(MQA_]) S (MQA_I)Z

sin embargo, p(M{'Ny) £ p(M;'Ny). Por consiguiente la parte (ii) de los apartados (2)

y (3) del teorema 5.4 no es cierta si la particion A = M, — Ny es débil no negativa del
primer tipo.
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Por otra parte, si consideramos M, = Py y M, = Ps tenemos que
(MATH? < (MATH (AT y (MAT)2 < (MA™Y) (Mo A7)
para My = Py y M, = Py tenemos que
(MA™)? < (N'zA-])(NlA__I') y (MATHE < (MATY(MATY;
finalmente, para M, = Ps3 y My = P, tenemos que

(NJATY3(NLATY) < (No A7, (N2 AH (N A™H2 < (N, AT,

(A/flA—])Q(A"[QA—l) S (A42A_1)3 Y (]M'QA_I)(MIA_I)Z S (M2A_1)3;

sin embargo, en todos cstos casos tenemos que NyA™' £ N,A~'. Por o tanto, los
reciprocos de la parte (ii) del apartado (1) y los reciprocos de la parte (i) de los apartados
(2) ¥ (3) del teorema 5.4 no son ciertos en general.

Por otra parte, para M, = Py; y My, = Py, se satisface p(M{'N)) < p(M; ' Ny) pero
(MATH™ L (MAT(NATYY y (NATH £ (N A7) (N, AL

para todo j > 1 y para todo i > 0 por lo tanto, el reciproco de la parte (iii) del apartado
(1) del teorema 5.4 no es cierto. Ademds, para M, = Pjs ¥ My = Py se satisface que
p(MT'N1) < p(M3 ' Ny) pero )

(MATV(NATY £ (Na A7), (Np AT P(NLATYF £ (Np A=),

(MATY (MA™Y £ (MyAT)H, (MpAT Y (MATY g (MpA™Y)i

para todo j 2 1 y para todo i > 0, por tanto los reciprocos de las partes (i)(a) y (i)(b)
del apartado (2) del teorema 5.4 no son ciertas.

Sea My = P3y y My = Py tenemos que
A—IA—‘]Nl < A—INQA_I y A—IA_]'Ml < A'1M2A_1
pero p(M{'N1) £ p(M3'Ny). Para My = Pys y My = Pyg tenemos que

ATNIAT S ATTATING y AT'MAT < ATTAT M,
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pero p(M{'Ny) £ p(M;'Ny). Por tanto, la parte (iii) del teorema 5.5 no se satisface si
ambas particiones no son débiles no negativas del primer tipo.

Por otra parte, si My = P, y My = P, tenemos que A™Y(A™'N;) < A=Y (N; A~ V) y
AYAIM)® < A"Y(MAY)5, sin embargo, A”'Ny £ NoA™'. Ademds, para My = P;
y My = Ps se sigue que A1 (NA™)® < A7HAIN,)® y AN (MATY)T < A7Y A ML)
pero NyA=' £ A'N,. Por consiguiente, los reciprocos de los apartados (i) y (ii) del
teorema 5.5 no son ciertos en general.

Sea My = Pyg y My = Ps3 entonces
ATTNIATY S NpAT'ATY y ATTMIATY < M AT AT
pero p(Mlel j<_ p(M;'Ny). Ahora, para M, = Py; and My = Pyg tenemos que
NATTATT < ATINGATY yMATTATY S AT MR AT

pero p(M{*Ny) € p(M;'N,). Por tanto, el apartado (iii) del teorema 5.6 no se satisface
si ambas particiones no son débiles no negativas del segundo tipo.

Por otra parte, si My = Ps y My = P; entonces (A7'N;)?PA™1 < (N;A™1)3Al y
(AIM)4A7Y < (MyA~1)1A™Y pero A7'Ny £ NaA~Y. Para My = Pi; y My = Ps tene-
mos que (N;A™1)PA™ < (A7INy)3AY y (MiAY)A A < (A7 M)A~ pero NyA™! &
A~IN,. Por tanto, los reciprocos de los apartados (i) y (ii) del teorema 5.6 no son ciertos
en general.

Si consideramos My = Pa y My = I3, tenemos que (A7 Np)(NaA™Y) < (NpA71)?
y (NaA™)(A7INY) < (NaA™Y)?, sin embargo, p(M7'Ny) £ p(M;'Ny); es decir, en la
parte (i) del apartado (2) del teorema 5.7 la K-irreducibilidad de NyA™! es necesaria.
Ademids, para My = Py y M, = P; tenemos que (A1N;)(N2A™1) < (N2 A™Y)?, para
M, = P3 y My = Py se satisface que (A~'M,)?(MyA™1)? < (M A~1)* y para M, = Ps
y My = Pyg tenemos que (NpA™')3(A™'N;)® < (N, A7), sin embargo en todos estos
casos p(MT'Ny) £ p(M;'Ny); por lo tanto, Ia parte (i) de los apartados (2) y (3) del
teorema 5.7 no es cierta para A = My — N, débil no negativa del primer tipo.

Abhora, si consideramos My, = P; y My = Py tenemos que se satisfacen las siguientes
desigualdades:

(ATIN))? < (AN (N ATHE (ATTN)R < (N ATH2H(ATYNY),
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(A_1A{[1)4 _<_ (_4~1A/[|_)(A42A_1)3, (A_lj\/fl)s S (AI2A—I)3(A_1M1)2

(ATIND)(N2AT) < (NpAT'2, (N2 AT (ATIN) < (N AT,

(AT'M)(MoATY) < (MyA™Y? y (MpAT) AT M) < (MaA™H:

sin embargo, A™'N; £ N,A™". Por lo tanto, los reciprocos de la parte (i) de los apartados
(1), (2) y (3) del teorema 5.7 no son ciertos.

Por otra parte, si consideramos M, = Py y M, = Pi7 tenemos que p(M]'N;) <
p(M;'N,) y sin embargo

(ATIN) (N ATHE L (N ATy (ATYM)Y (MR AT £ (M ALY

paratodoj > 1e¢ > 0. Para M, = P» y M, = Py, también tenemos que p(MTIN,) <
p(M3;*N3) y sin embargo,

(N2 AT (ATINY £ (N2 ATy (MpATY (AT ML) £ (MR ATY)H,

Por lo tanto, el reciproco de la parte (ii) del apartado (3) y el reciproco de la parte (ii)
del apartado (2) del teorema 5.7, no son ciertos en general.

Sea My = Py y M, = P; tenemos que (NJA™)(A7'Ny) < (A™'N,)? y para M, =

Py y My = Py se satisface (AT No)(N A™Y) < (A7'N,)?, sin embargo en ambos casos
p(MT'Ny) £ p(M;'N,); es decir, la condicion de K -irreducibilidad de AN, en la parte
(ii) del apartado (2) del teorema 5.8 es necesaria.

Ademas, para M, = Ps y My = Py, se satisfacen las siguientes desigualdades:
g

(MAT™Y2(AT'NL)2 S (AN, (ATTN,)3(IVGATH2 < (AIV,)Y,

(MATY2(ATM)? < (AT'M) 7 (A7 Ma)2(MyA™Y)? < (AT M)

sin embargo, p(M['N,) £ p(M5'Ny), por tanto, la parte (ii) de los apartados (2) y (3)
del teorema 5.8 no es cierta para A = M, — N, débil del segundo tipo.

Por otra parte, si consideramos My, = Py y M, = P3y tenemos que

(MA™)? < (MATHATIN) y (MATH < (MATH(AT M)
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para My = Pyy y My = P, se satisface que
(MA™)? < (ATN(MATY) y (MATY)E < (A7 M) (My A7)
sin embargo, para estos casos NyA™' £ A~'Ns.

Para My = Py y My = Py, se sigue que p(M;'Ny) < p(M;'Ny), y sin embargo,
(MATHH L (MATV (AN (NMATHH £ (AT NP (N AT
Por lo tanto, los reciprocos del apartado (1) del teorema 5.8 no son ciertos.

Si consideramos My = Pyo y My = I’ tenemos que (NyA™Y)(A7IN;) < (A71N,)? y
para My = Py, y My = Py se sigue que (A7 Ny)(NyA™1) < (A7'N,)?; sin embargo, en
ambos casos tenemos que N1A™' £ A~'N,, por tanto, el reciproco de la parte (i) del
apartado (2) del teorema 5.8 no es cierto.

Para My = P33 y My = P; se sigue que p(M{'Ny) < p(My'Ny) y sin embargo, para
todo j > 1 y para todo i > 0 tenemos que (NyA™1) (A7 N,)! £ (A~ N,)™, asf como,
para My = Py y My = Pyy también se satisface la desigualdad entre los radios espectrales y
también para todo j > | y para todoi > 0 tenemos que (A~ Ny) (NyA™1) £ (A~1N,)HH,
por tanto, el reciproco de la parte (ii) del apartado (2) no es cierto en general.

Ademds, para My = Py, y My = P, tenemos que (M1 A=) (A7'M,) < (A™1M)% y
(A71M)(MyA7Y)2 < (A7 M,)3; sin embargo, N\A™' £ A~'N,, es decir, el reciproco de
la parte (i) del apartado (3) del teorema 5.8 tampoco es cierto.

Finalmente, de My = P33 y My = D5 sc sigue que p(M;'N,) < p(M;'Ny) y sin em-
bargo, para todo j > 1 y para todoi > 0 tenemos que (My A=) (A~ M)t &£ (A~ M,)iH,
(A7YMR) (M AT £ (A" My), es decir, el reciproco de la parte (ii) del apartado (3)
del teorema 5.8 no es cierto.

Ejemplo 5.2. Consideremos la matriz no singular

01 -1
A=110 0],
00 1
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con A™' > 0. Las particiones A = P, — Qy, k = 1,2,3, donde

01 -1 0 3 =3 01 -1
P={1209 0], =110 0 y PBB=1{10 0
00 1 00 1 0 0 2

Para k = 1,3 las particiones son regulares y parak = 2 la particion es débil no negativa
del segundo tipo.

Para M, = P, y M, = P, tenemos que p(Ml‘lNl) < p(Mz_lNg) pero para todo j > 1,
(ATIN AT £ (ATINTA™ y (AT M)A £ (AIMR)7 A, Por tanto, el reciproco
del apartado (v) del teorema 5.2 no es cierto.

Ahora, para M, = P, y My = Py también tenemos que p(MTIN)) < p(M5'N,) pero
para todo j > 1, '

ATATINY £ AT (N2 AT, ATHATIMLY £ AT (MR ALY,
AT (NATY L AT AN, AT MATYY £ AN AT MY,
(AN AT & (N, A™1)TAY, (A™'M)P A7 « (M2A_l)j4_.1,
(NiATY AT L (ATINY ALy (M AT A 2 (A7 ML) AL,
Es decir, el reciproco del apartado (iii) de los teoremas 5.5 ¥ 5.6 no son ciertos.

Notar que en el lema 4.1 hemos probado la equivalencia entre las desigualdades

ATINIAT S ATINGATY y AT M AT < ATTM,ATL,

Es féacil comprobar, mediante el mismo razonamiento, que las condiciones de compa-
racion generales de los teoremas 5.5 y 5.6 en las que aparece Ny y las correspondientes
con My para k = 1,2, en el caso particular j = 1 son equivalentes. Por otra parte, del
ejemplo 5.1 se deduce que para j > 1 esto no es cierto. Los ejemplos obtenidos sugieren
que si una de las desigualdades generales de los apartados (ii) o (iii) de los teoremas 5.5 y
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5.6 con My, para k = 1,2 se satisface para un cierto j > 1, entonces la condicién andloga
con Ny para k = 1,2 también se satisface para el mismo j. Sin embargo, no hemos sido
capaces de probar dicha conjetura o encontrar un contraejemplo que ponga de manifiesto
lo contrario.

A continuacién, trabajando con operadores acotados en espacios de Hilbert, vamos a
presentar resultados analogos a los vistos hasta ahora en este capitulo, pero estableciendo
relaciones entre las condiciones de comparacién, introducidas también en las secciones
4.2 y 4.3, en las que aparece el operador adjunto en uno de los operadores de una de las
particiones.

Teorema 5.9. Sea A un operador no singular y hermitico en un espacio de Hilbert
con A7 > 0. Sean A = M, — Ny = My — Ny dos particiones débiles no negativas. Para
k = 1,2, supondremos que M;'Ny y A~ Ny, tienen la propiedad “d” si A = My — Ny es
del primer tipo; no obstante, supondremos que Ny M, 1y NLA™! tienen la propiedad “d”
st A = My — Ni es del segundo tipo.

(1) Supongamos que ambas particiones son del mismo tipo.

(i) Si Ny < N} entonces M]"' > (M;').

(i) Si Ny < Njy A= M, — Ny es del primer (respectivamente, del sequndo) tipo,
entonces 0 < ANy < (N3 A™YY (respectivamente, 0 < NyA™! < (A7I1N,)').

(iil) Si se satisface alguna de las condiciones siguientes
(2) M= (M),
(b) 0 < A'N; < AN},
(c) 0 < NA 1 < NjA™Y,
entonces AN A7t < A"INJA-L
(iv) Si A7*N1 A~ < A7YNj AL, entonces se satisface la desigualdad (5.1).
(2) Supongamos que A = My — Ny del primer tipo y A = My — N, del primer o del
sequndo tipo.
(i) Si Ny < N} entonces A~'Ny < A™'Nj.
(i) Si ANy < A7IN}, entonces se satisface la desigualdad (5.1).
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(3) Supongamos que A = M, — N, es del segundo tipo y A = My — N, del primer o
del segundo tipo.

(i) Si Ny < Nj entonces NyA™! < NjATT,
(i) Si NyA™' < N3A™Y, entonces se satisface la desigualdad (5.1).

Demostracién. (1) Las partes (i), (ii) y (iii) se siguen mediante un razonamiento
anélogo al llevado a cabo en el teorema 5.2. La parte (iv) se sigue por el teorema 4.17.

La parte (i) de los apartados (2) y (3) es andloga a la parte (i) del apartado (1) de los
teoremas 5.3 y 5.4, respectivamente. La parte (ii) de los apartados (2) y (3) se sigue por
el teorema 4.19. n

A diferencia del teorema 5.2, en el teorema anterior solo hemos establecido relaciones
entre condiciones de comparacién naturales. Las relaciones existentes con las condiciones
de comparacién generales en las que aparece el operador adjunto anélogas a las del apar-
tado (iv) del teorema 5.2 serdn consideradas en los teoremas 5.12 y 5.13, sin la condicién
adicional de A hermitico.

Notemos que la partes (i), (ii), (iii)(b) y (iii)(c) del apartado (1) son validas para
particiones débiles no negativas de diferente tipo. Eso no es cierto para las partes (iii)(a)
y (iv) del apartado (1), como veremos en ¢l cjemplo 5.3. La parte (i) de los apartados (2)
y (3) son viélidas independientemente del tipo de las particiones. Sin embargo, eso no es
cierto para la parte (ii) de dichos apartados, como también veremos en el ejemplo 5.3. En
el ejemplo 5.4 pondremos de manifiesto que los reciprocos del teorema 5.9 no son ciertos.
También veremos que bajo las hipétesis del teorema 5.9 no existe ninguna relacién entre
las condiciones M > (M;') y A7'N, < A~'N, (respectivamente, Ny A~} < NyA™Y) s
A = M; — N, es débil no negativa del primer (respectivamente, segundo) tipo.

Ahora, ya sin la condicién adicional de A hermitico, introducimos los siguientes resul-
tados andlogos a los teoremas 5.3-5.8. Para cada uno de los resultados que a continuacién
presentamos es valida la demostracién realizada en dichos resultados, cambiando los ope-
radores A™'Ny, A=1ALy, NoA™! y MyA~" por sus réspectivos operadores adjuntos.

Teorema 5.10. Sea A un operador no singular en un espacio de Hilbert y sean A =
M, — Ny = M, — N, dos particiones débiles y convergentes con A = My — N del primer
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tipo. Supondremos que M;'Ny y A~'Ny tienen la propiedad “d”. También supondremos
que M{'Ng y A~'N, tienen la propiedad “d” st A = My — Ny es del primer tipo; no
obstante, supondremos que NyMy' y Ny A~ tienen la propicdad “d” si A = My — Ny es
del sequndo tipo.

(1) Supongamos que A = My — Ny es del primer o del seqgundo tipo.

(i) Si0 < A™'Ny < (A7'N,)' entonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo 1 > 0 y para todo 7 > 1,
(8) (A7'Ny)™ < (A—‘Nl)i((A“]Nz)')jy

(b) (A ]]\/fl)zﬂ < (Aﬂ]Ml)i((A"']]\'Ifz)l)j,

(€) (AT N < (A7 N)) (A7 ),

(d) (A7'M)H < (A7 M) (A7 M)

(ii) Si se satisface alguna de las desigualdades de los apartados (i)(a), (i)(b), (i)(c)
o (I)(d) para algin i > 0 y algin j > 1, entonces se satisface la desigualdad

(5.1).
(2) Supongamos que A = Mj — Ny es del primer tipo y que ATYN, es K -irreducible.
(i) Si0 < A7'Ny < (A7'Ny)', enlonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo1 >0y j > 1,
() (AN (A7 NR)) < (A7 o)),
(b) (A" N2)) (AN < (A7 No))™
(ii) Si se satisface alguna de las desigualdades de los apartados (i)(a) o (i)(b) para
algiin i > 0 y alqin j > 1, enfonces se satisface la desigualdad (5.1).
(3) Supongamos que A = My — Ny es del primer tipo.
(i) Si0< ANy < (A~'N,), entonces entonces se satisfacen las desigualdades
siquientes para todo 1 >0y j > 1,
(8) (A™'MyY ((A7'My)) < ((A7'M))™,
(b) (A7 Ma)) (AT M7 < (A7 M) )™

(i) Si se satisface alguna de las desigualdades de los apartados (i)(a) o (i)(b) para
algiin i > 0 y algiin § > 1, enfonces se satisface la desigualdad (5.1).
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Notemos que la parte (i) de los apartados (2) y (3) se satisface independientemente
del tipo de A = AL, ~ N, y de la K-irreducibilidad de A~ Ny, sin embargo, la parte (ii)
de dichos apartados sélo se satisface cuando ambas particiones son del primer tipo, como
pondremos de manifiesto en el ejemplo 5.5. Fn el ¢jemplo 5.5 también pondremos de

manifiesto que los reciprocos del teorema anterior no son ciertos en general.

Es fdcil observar, que ¢l teorema anterior es ¢l andlogo al teorema 5.3 al considerar
el operador adjunto en uno de los operadores de una de las particiones. Sin embargo, al
omitir en este caso la condicion Ny < NJ, podemos prescindir de la condicién adicional
de A hermitico, lo cual nos ha penmitido cunbiar las hipdtesis “A=1 > (07 y “débiles no

negalivas” por “particionces convergentes” y “débiles”.

Por otra parte, si en ol teorema 510 consideramos 4 = M; — N; del segundo tipo
obtenemos, mediante un razonamiento andlogo, el siguiente resultado, siendo vélidos los
comentarios anteriores.

Teorema 5.11. Scu A un operador no singular en un espacio de Hilbert y sean A =
My = Ny = My = Ny dos particiones débiles y convergentes con A = My — Ny del sequndo
tipo. Supondremos que Ny MYy Ny A ticnen la propiedad “d”. También supondremos
que M;'Ny y ANy licuen la propicdad "d” st A = My — Ny es del primer tipo; no
obstante, supondremos que NoM;" y NoA ™V ticnen la propiedad “d” si A = My — Ny es
del segundo tipo.

(1) Supongamos que A = My — Ny es del primer o del segundo tipo.

(i) S0 < NA < (N2ATYY entonces se salisfacen lus desigualdades siguientes
para todo { > 0 y para todo j > 1,
(a) (N1 DT < (NATE (N ATy,
(b) (/\[, Pl < (AL AT ((/\[ 1"‘))
() (N AT < (N A Y)Y (N AT,
() (M. 'w/ < ((ALATYY (A1)

(il) Stse satisface alguna de las desigualdades de los apartados (1) (a), (1)(h), (i)(c)

o (W) pura algidn @ 2 0 y algin j > 1, entonces se satisface la desigualdad

(5.1).

(2) Supongamos que A = My — Ny es del sequndo tipo y NoA™Y es K -irreducible.
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(i) Si0< N AT < (NoATTY L entonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo © > 0 y para todo j > 1.
(8) (NiA™') ((N2A7')) < (N 1)),
(D) ((NoA™1)) (AP < (N2 ))

(i) Si se satisface alguna de las desigualdades de los apartados (i)(a) o (i)(b) para

algiin i > 0 y j > 1, entonces se salisface la desiqualdad (5.1).
(3) Supongamos que A = My — Ny es del sequndo tipo.

(i) Si0 < NiA™Y < (NaA7'Y, entonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo 1 > 0 y para todo 5 > 1,
(a) (MA™'Y (MaA™)) < (A A7),
(b) (M2A™)) (MAAT'Y < (M A7)

(i) Si se satisface alguna de las desigualdades de los apartados (i)(a) o (i)(b) para

algiin i > 0 y algin j > 1. enfonces se satisface la desigualdad (5.1).

Teorema 5.12. Sea A un operador no simgular en un cspacio de Hilbert con A~V >0.
Sean A = M, — N; = M, — Ny dos particiones débiles no negativas con A = My — N
del primer tipo. Supondremos que M7'Ny y A'Ny tienen la propiedad “d”. También
supondremos que My ' Noy y A= Ny tienen la propiedad “d” si A = My — Ny es del primer
tipo; mo obstante, supondremos que NoM5 'y NoA™' tienen la propiedad “d” si A =
My — Ny es del seqgundo tipo.

(1) Supongamos que A = My — Ny es del primer tipo.
(i) Si0 < AT'Ny < (NRA™YY entonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo i > 0 y para todo j 2 |,
(a) (AN (AT < (N A Y)Y (AT
(b) (A~ M)A < (M) (A7)

(i) Si 0 < NMA™Y < (A7) entonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo i > 0 y para todo j 2> 1,

(a) A™M(NATTY < AT (A7),
(b) A~ (M AT < A7 (A7 M),
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(iii) Si se satisface alguna de las desigualdades de los apartados (i)(a), (1)(b), (ii)(a)
o (ii)(b) pare algin i > 0 y algin 7 > 1, entonces se satisface la desigualdad

(5.1).
(2) Supongamos que A = My — Ny es del sequndo tipo.

(i) Si0 < AN, < (AYNL)' entonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo i > 0 y para todo j > |,

(a) (A7) (AN < (A7) (AT V)Y,
(B) (AT (AT MY < (A7) (A7 M),

(ii) Si0 < NiA™" < (N2A™YY entonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo i > 0 y para todo j > 1,

(a) AN (NATY < AL (N A=Y
(b) ATH(N AT < AT ((NAT1YY,

(iii) Sise satisface alguna de lus desigualdades de los apartados (i)(a), (1)(b), (ii)(a)
o (i)(b) pura algin i > 0 y algin j > 1, entonces se satisface la desigualdad

(5.1).

Notemos que las partes (i) y (i) de los apartados (1) y (2) del teorema (i) son ciertos
independientemente del tipo de las particiones. Sin embargo, eso no es.cierto para la
parte (iii) de los apartados (1) y (2) de dicho teorema, como pondremos de manifiesto en
el ejemplo 5.5. En los ejemplos 5.5 y 5.6 también veremos que los reciprocos del teorema
5.12 no son ciertos en general.

Si en el teorema 5.12 consideramos A = A, — N, una particién débil no negativa
del segundo tipo, obtencmos mediante un razonamiento andlogo, el siguiente resultado,
siendo vidlidos todos los comentarios anteriores.

Teorema 5.13. Seu -\ un operador no singular en un espacio de Hilbert con A= > 0.
Sean A = M, — N, = M, — Ny dos purticiones débiles no negativas con A = M, — N,
del segundo tipo. Supondremos que NyM' y Ny AV tienen la propiedad “d”. También
supondremos que My ' Ny y A7VNy tienen la propiedad “d” si A = M, — N, es del primer
tipo; no obstante, supondremos que NoMy' y NyA™Y tienen la propiedad “d” si A =
My — N es del segundo tipo.
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(1) Supongamos que A = My — Ny es del primer tipo.

(i) 8i0 < ANy < (A7'Ny)' entonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo 1 > 0 y para todo j > 1,
(a) (A=")ATTNYT < (A7) ((A7'N)'Y,
(b) (A™)(ATIMY < (A7) (A7 My)').

(ii) Si0 < NyA™" < (N, A7) entonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todot > 0y j > 1,
(a) (M AT (ATY) < ((Np A7) (A7,
(b) (M AT'Y(ATY) < (MaA™')Y .

(iii) Si-se satisface alguna de las desigualdades de los apartados (i)(a), (i)(b), (ii)(a)
o (ii)(b) para algiin i > 0 y algin 7 > 1, entonces se satisface la desigualdad

(5.1).
(2) Supongamos que A = My — Ny es del sequndo tipo.

(1) Si0 < A7'Ny < (NoA™"Y entonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo © > 0 y para todo j > 1,
(2) (ATTN)I(ATT) < ((NaAYY) (A7),
(b) (AT'MY(ATY) < ((MaA71)) (A7)

(i) Si0 < NyA™" < (A7'N,)' entonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todoi >0y j>1,
(a) (A7)(N AT < (A7YY (A7),
(b) (AT (MATY) < (A7) (A7 Ma)Y .

(iii) Si se satisface (i)(a), (i)(b), (i)(a) o (ii)(b) para algin i > 0 y algin j > 1,
entonces se satisface la desigualdad (5.1).

En los siguientes resultados, partiendo de las condiciones naturales de comparacién

que aparecen en los teoremas 5.12 y 5.13 cstablecemos otras cadenas de implicaciones.

Teorema 5.14. Sea A un operador no singular en un espacio de Hilbert y sean A =
M, — Ny = My — N; dos particiones convergenies y débiles con A = M, — Ny del primer
tipo. Supondremos que M;'Ny y A™'N, tienen la propiedad “d”. También supondremos
que My'Ny y A~'Ny tienen la propiedad “d” si A = M, — Ny es del primer tipo; no
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obstante, supondremos que NaM;' y NoA™" tienen la propiedad “d” si A = My — N, es
del segundo tipo.

(1) Supongamos que A = My — Ny es del primer o del segundo tipo.
(1) Si0 < ANy < (N2A™YY, entouces se satisfacen las desigualdades siguientes

para todo i > 0 y para todo j > 1,
(8) (TN < (TN ((NoA )Y,

(D) (ATIN) < (N 1Y) (AT ),

(¢) (A7'ALY Y < (ATVML)Y ((A[ AN,

(d) (ATYAL)T < ((MaA™YYY (A-VAL)E

(i) Si se satisface alguna de las desigualdades de los apartados (i)(a)-(i)(d) para

algdn i 2 0 y algin j > 1, entonces se satisfuce la desigualdad (5.1).

(2) Supongamos que .4 = My~ N, es del segundo tipo y que NoA™! es K -irreducible.

(i) Si0 < AN < (N ATV, entonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo i > 0 y para todo § > 1|,
(a) (AN (V271 < (N Ty
(b) (N2 A1) (AN < (N 1Y),
(i) Sise satisfuce wlguna de lus desigualdades de los apartados (i)(a) o (i)(b) para
algin i 2 0 y algdn j > 1, entonces se satisface la desigualdad (5.1).
(3) Supongamos que A = My — Ny es del segundo tipo.

(a) Si 0 < A- 'Np < (N2ATYY, entonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo 1 > 0 y para todo j > 1,
(i) (ATHAL) (AATYY < (MaA™Y))H,
(i) ((MyA=N) (ATVM,) < (M A=Y

(b) Sise satisface alguna de lus desigualdades de los apartados (a)(i) o (a)(ii) para
algin i > 0 y algdn j > 1, entonces se satisface la desigualdad (5.1).

Notemos que la parte (i) de los apartados (2) y (3) del teorema anterior, sigue siendo

vélida independicntemente del tipo de A = Af, — N, y de la K-irreducibilidad de A7IN,.
Sin embargo, en la parte (ii) del apartado (1) las hipdtesis de 4 = My — Ny del primer tipo
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y A'N, K-irreducible son necesarias, como pondremos de manifiesto en el ejemplo 5.5,
ademas, también pondremos de manifiesto que la parte (b) del apartado (3) tampoco es
en general cierta si A = My — N es débil del segundo tipo. En ¢l ejemplo 5.5 pondremos

de manifiesto que los reciprocos del teorema 5.14 no son ciertos en general.

Si en el teorema 5.14 consideramos A = M, — N; sea débil del segundo tipo, mediante
un razonamicnto andlogo, obtenemos el siguiente resultado, siendo validos los comentarios
anteriores.

Teorema 5.15. Sea A un operador no singular en un cspacio de Hilbert y sean A =
M, — Ny = My — Ny dos particiones convergenies y débiles con A = My — Ny del sequndo
tipo. Supondremos que N M" y Ny A~ tienen la propicdad “d”. También supondremos
que My'Ny y A'N, tienen la propiedad “d” si A = My — Ny es del primer tipo; no
obstante, supondremos que NgM{' y NoA™Y tienen la propiedad “d” si A = My — Ny es
del sequndo tipo.

(1) Supongamos que A = My — Ny es del primer o del seqgundo tipo.

(i) Si0 < NyA™T < (A7'NyY, enfonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo i > 0 y para todo j > 1,
(8) (N1 A7) < (NA=1) (A7 V)Y,
(b) (N,A ')1+J < (AN Y (N ATYY
() (MyA™) < (MAT) (A" M),
(d) (M,A")”‘J < (AT My)) (M ATTY

(ii) Si se satisface alguna de las desigualdades de los apartados (i)(a)-(i)(d) para
algin i > 0 y algiin 7 > 1, entonces se satisface la desigualdad (5.1).

(2) Supongamos que A = M, — Ny es del primer tipo y (AN, es K -irreducible.

(i) Si0 < NiA™Y < A7'Ny, enlonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo 1 > 0 y para todo 7 > 1,
() (NiA™"Y (AT Np))' < (A" N)),
(b) (A7 N2) ) (M A1) < (A7 Np))™.

(i) Si se satisface alguna de las desigualdades de los apartados (i)(a) o (i)(b) para
algin i > 0 y algin j > 1, entonces se satisface la desigualdad (5.1).
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(3) Supongamos que A = My — Ny es del sequndo tipo.

(i) Si0 < Ny A™' < A7'N,, entonces se satisfacen las desigualdades siguientes
para todo i > 0 y para todo j > 1,
() (AT ((ATMLY) < (A7 M2))™,
() (A7 ALY) (MAT) < (A M)).

(ii) Si se satisface alguna de las desigualdades de los apartados (i)(a) o (i)(b) para
algin 1> 0 y algin j > 1, entonces se satisfuce la desigualdad (5.1).

Ejemplo 5.3. Consideremos la matriz simétrica A con A~1 > 0 del ejemplo 4.4 y las
particiones A = P, — Qi, k= 1,2,...,7, donde

5 9 173 73

1 5 150 75 T
& l) — — —
P: , Dy = ’P: ‘1 4 ,
s ow T s
1 5 25 45 B
L) T
I 0 10 10 , 4
1)1:_ ) ])5: |7 11)()': 7 3
| ‘
_— 2 — 9
10 4
L
b 10 10
7= )
9y
10

Para k = 1,4,5,6 las particiones son débiles no negativas del primer tipo. Para
k = 2,3,7 las particiones son débiles no negativas del segundo tipo.

Sea M, = Py y M, = P\, entonces M{' > (M;')', pero A”'NA™! £ ATIN,ATY,
Ahora, para M, = P, y M, = P», tenemos que A'N A7 < A"IN,A™Y, pero p(M['Ny) £
p(M;'N,). Por tanto las partes (iii)(a) y (iv) del teorema 5.9 no son ciertas para parti-
ciones débiles no negativas de diferente tipo.

Sca M, = Py y My = 5, entonces A™'Ny < A™'N,, pero p(M;'Ny) £ p(M5 ' Ny).
Para M, = Ps y M, = I’ tenemos que Ny A™! < N,;A‘l, pero p(M['Ny) & p(M{lNg).
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Por tanto, la parte (ii) de los apartados (2) y (3) del teorema 5.9 no es ciertasi A = My—N,
es débil no negativa del segundo (respectivamente, del primer) tipo.

Ejemplo 5.4. Consideremos la matriz simétrica

2 =10
A= —1 2 0
0 0 2
Es fécil comprobar que A~' > 0. Consideremos las particiones A = P, — Qr, k =
1,2,...,12, donde
w7 S
31 31 2 =20 200
Po=| 90 200 4, =11 40| Ih=]-120
31 31 I 0 03 ] 00 2J
|0 0 4]
i 2 -1 0 | 2 00 _ 2 0 ()-
Po=1| -2 4 01}, Ps=1-150 s=1-120
I 0 0 2 ] 00 3 I 00 3_
3-%0 4 -1 0 1—5——%0T
P = 1 40| Py=] -2 20|, Ih= 1 30
0 02 b 02 0 02
2 -2 0 1_';) -1 0 3 -10
Po=]0 40, Pi=| 2 2 0 Pro=1] -1 g 0
0 04 ’ 0 0 2
0 0 4

Para k = 1,7,9, 11 las particiones son no negativas. Para k = 2,8, 10 las particiones

son débiles no negativas del primer tipo. Para k = 3,5,6, 12 las particiones son regulares.

Para k = 4 la particién es débil no negativa del segundo tipo.
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Sea M) = Py y M, == P, tenemos que M7 > (MY pero Ny £ N;_ Para M, = P4
y My = Fy, tenemos que 0 < A™'N, < A“'N;, pero N} £ N;. Ahora, para M; = Ps y
M, = P; tenemos que 47N, A™1 < AT'N, A" pero MY 2 (M5 y para My = Py y
M, = Py, entonces A™'N, 4™ < ATIN, A, pero ATYN, £ ATIN, y NJA™D £ N,A™L
Para My = Py y M, == Py se sigue que p(M7'Ny) < p(M;'Ny) pero A-'N,A™' &

A7*N,A~'. Por tanto, los reciprocos del apartado (1) del teorema 5.9 no son ciertos.

Sea M, = Py y My = 5 tenemos que A™'N, < AN, pero N, £ N,. Ahora, para
My, = Fs; y M, = P, tenemos que p(M]N) < p(M._,"Nz) pero A7'N, £ A~IN!S. Por
tanto, los reciprocos del apartado (2) del teorema 5.9 no son ciertos.

Sea My = Py y My = Py tenemos que NyA™Y < N;A™Y pero N, & N,. Finalmente,
para My = Fs y M, = P tenemos que p(M7'N,) < p(M7'Ny) pero NJA™Y & NyA~L,
Luego los reciprocos del apartado (3) del teorema 5.9 tampoco son clertos.

Sea My = Py y My, = Py, se sigue que M' > (M) pero A™'N, £ A7IN,. Para
My = Py y My = Pyy, tenemos que M7 > (M;") pero Ny A~ £ N,A~'. Ahora, para
M, = P y M, = P, sesigue que ) < A7'N, < /1"/\/'.;, pero M # (M;")'. Finalmente,
para My = Py y M, = Py, tenemos que (0 < NyA™! < N.;A‘l, pero ]\/[,_‘ Z (A/[{l)'. Por
consiguiente, no cxiste ninguna relacién entre las condiciones de comparacién de las partes
(a), (b) y (c) del apartado (iii) del teorema 5.9 cuando A = M, — N, es débil no negativa
del primer o del segundo tipo.

Ejemplo 5.5. Considcremos la matriz A y las particiones del ejemplo 5.1.
Si consideramos M, = Py, y My = Py tencmos que A7'N, no es K-irreducible,
(AN (AN < ((./1"'/\/2)')2 ¥ (ATTNGY(ATIN) < ((A_'Ng)')2

y sim embargo, p(A[['N)) & p(M;'N,), por lo tanto, la K-irreducibilidad de ANy en
la parte (ii) del apartado (2) del teorema 5.10 es una condicién necesaria.
Para My = Py y M, = Py, tenemos que

(AT N AN < ((ATNL)) y (ATARY AT M, < (A7 M)

y sin embargo, p(M['N\) £ p(M;'N,), es decir, la parte (i) de los apartados 2) y (3)
del teorema 5.10 no es cicrta si la particion A = M, — N, es débil no negativa del segundo
tipo.
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Sea M, = Py y My = Fy tenemos que
(AN < (AT'N)(ATINY) v (ATTM)? < (AT"M) (AT M),

sin embargo A™'N; £ (A~'Ny)'. Ademads, si consideramos M, = I, y My = Py tenemos
que

(ATIND? < ((AT'N)) (AT'NY)  y (AT'MG)® < (A7 My)') (A7 My),

pero A"'N; £ (A='N,)". Finalmente, para M = P31 y My = P tenemos que p(M{'Ny) <
p(M;'N,) pero para todo j > 1 y para todo i > 0 (A7'N,)H £ (AN ((A7'N,)'Y
y (A7IN;)*9 £ (A7 Ng)')? (A='Ny)i. Por lo tanto, los reciprocos del apartado (1) del
teorema 5.10. no son ciertos.

Si consideramos My = P, y M, = Py, tencmos que

(A7 'N)(ATNR) < ((A*]N2)1)2, (ATTNR)'(A'VY) < ((A—]Nz)')Q,

(AT M)A M) < (AM))° 5 (AT M) (AT M) < (A M),

pero A™'Ny £ A™' Ny, por lo tanto, queda de manifiesto que el reciproco de la parte (i)
de los apartados (2) y (3) del teorema 5.10 no son ciertos.

Para My = Py y My = Py3 tenemos que p(M;'Ny) < p(M; ' N,) pero
(A—lNl)j ((A—-INz)l)i j<_ ((A—I_N2)I)i+j y ((A—INZ)I)i (/1-—|Nl)j g ((A—IN2)I)i+j

para todo j > 1 e > 0, por tanto el reciproco de la parte (ii) del aparatado (2) del
teorema 5.10 no es cierto. '

Para My = P, y M, = Py3 tenemos que p(M7YNY) < p(My'Ny) y sin embargo,
(ATMY (A7'M)) £ (A7 M)y ((A7'Mp)) (AT ALY £ (A" My))™

para todo j > 1 y para todo ¢ > 0 por tanto, ¢l reciproco de la parte (ii) del apartado (3)
del teorema 5.10 tampoco es cierto.

Sea My = Py y My = Pis entonces (NyA~')(NaA™'Y < ((NoA™'))? sin embargo,
p(M{INy) & p(M;'Ny), es decir, la K-irreducibilidad de NaA™' en la parte (i) del

apartado (2) teorema 5.11 es una hipdtesis necesaria.
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Si consideramos M = Py, y M, = P’y tenemos que
(N2 AT (N AT < (N A2y (MoA™YY (M AT < (MpATYY)?

sin embargo, p(AM['Ny) £ p(M;'N,). Por consiguicnte la parte (ii) de los apartados (2)
y (3) del teorema 5.4 no es cierta si la particion A = M, — N, es débil no negativa del
primer tipo.

Por otra parte, si consjderaﬁzos My = Py y M, = Py, tenemos que
(MATH? < (NAT) (VA7) y (MATY < (MyA™Y) (MpA7YY)P,
para My = Psy y M, = Py tenemos que
(M AT S(NLATY (AT 3 (MATH2 < (Mo A7 (M, A7,
finalmente, para M; = Py5 y M, = 1% tenemos que

(/\’1/1“‘)2(/\’2/1 »l)/ < ((Ng.‘l_‘)/)a, (Ng‘/l——l)l(NlA-—]_)2 < ((N2‘4—1)/)3’

(MATY LA™Y < (MeAT')Y) y (MpAT'Y(MUATYY < ((MpA™TY)Y,

sin embargo, en todos cstos casos tenemos que Ny A~ £ (N2A™YY. Por Io tanto, los
reciprocos de la parte (ii) del apartado (1) y los reciprocos de la parte (i) de los apartados
(2) ¥ (3) del teorema 5.11 no son ciertos en general.

Por otra parte, para M, = Pi; y M, = Py, se satisface p(M7'N)) < p(M;N,) pero
(N AT L (N (N A7)y (N AT g ((NoA7YY) (N ATy

para todo j > 1 y para todo i > 0 por lo tanto, el reciproco de la parte 7?7 del apartado
(1) del teorema 5.11 no es cierto. Ademds, para M; = Pj5 y M, = Py, se satisface que
p(M'N\) < p(M5 Ns) pero

(VAT (VA7) £ (N AT)) (VAT (N A7) £ (NpAYY)

(Af[]A_l)i ((,A/jgfl_l)l)j ﬁ ((A/IQA‘I)/)i'}"j, ((A/[fgfl_l)l)j (]MIA—])i £ ((]WQA_l)')H-j

para todo j > 1 y para todo i > 0, por tanto los reciprocos de las partes (i)(a) y (i)(b)
del apartado (2) del teorema 5.11 no son cicrtas.
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Sea My = P y My = I7 se sigue que
ATN(ATY < (NATY(ATY 5 A MUAT) < (M A7y (A7)
pero p(M;7'Ny) £ p(M5'Ny). Para My = Pyg y My = Pyg tenemos que
ATTNIATL < ATHATING) y ATTMIAT < ATYATMG)

pero p(M;'Ny) £ p(My'N,). Por tanto, la parte (iii) del apartado (1) del teorema 5.12
no se satisface si ambas particiones no son dcébiles no negativas del primer tipo.

Sea M, = P, y M, = P, entonces se sigue que
(AT N)ATY < (VA7) (A7) y (AT MYAATY < ((MpA7'Y)° (A7)
pero A"'Ny £ (NoA™'Y. Para las mismas particiones también tenemos que

AT NATP < AT (ATNY)Y y ATMAT <A (A M)

pero NyA™' £ (A='Ny)'. Por tanto, los reciprocos de las partes (i) y (i) del apartado (1)
del teorema 5.12 no son ciertos.

Sea My = P; y My = P, se sigue que
(AT AN S (AT (ATIN) y (AT ATIMy < (AT (AT MY
pero p(M{'Ny) € p(M;'Ny). Ahora, para My = Pyg y My = Py tenemos que
ATTNIATT S ATY(NGATYY  y ATTMUATY < ATY (M ATTY

pero p(M7'Ny) £ p(M;'Ny). Por tanto, la parte (iii) del apartado (2) del teorema 5.12
no se satisface cuando A = M, — N, no es débil no negativa del primer tipoy A = My — N,

no es débil no negativa del segundo tipo.
Sea My = P3 y My = Py se sigue que
(ATYWATN < (AT (AN y (AT AN, < (ATY(ATIN,)
pero A™'Ny £ (A™'N,)'. Ahora, para My = I y My = P, se sigue que

A_]'(Nl/l—‘])2 < A—] ((A_1N2),)2 ¥y A~1(A{1A~‘)3 < ‘4_1 ((/1—1M2)I)3
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pero NyA™" £ (N,A™'). Por tanto, los reciprocos de las partes (i) y (ii) del apartado (2)
del teorema 5.12 no son ciertos.

Sea M; = Py y My = Pys se sigue que
ATIN AT < (AN ATy ATWMATY < (A7 ML) A7
pero p(M7'Ny) £ p(M;'Ny). Ahora, para M, = Py y M, = Py3 tenemos que
NeATHATY < (N ATY(ATY) yMATHATYY < (MpATYY (A7

pero p(M'Ny) £ p(M;'N,). Por tanto, la parte (iii) del apartado (1) del teorema 5.13
no es cierto cuando A = Ay — Ny no es débil no negativa del segundo tipoy A = My~ N,
no es débil no negativa del primer tipo.

Sea M\, = Py y M, == I se sigue que
(ATIND2AT < (AT N)) A7 (A7) A7 < (A7 M) 2 A
pero AT'N, £ (A7'N,)'. ansiclez*aziclo las mismas particiones tenemos que
NIATHATY < (N A™HY(ATYY MATH (AT < (MpA™YY (A

pero NiA~! £ (N2 A=Y, Por tanto, tenemos que los reciprocos de las partes (i) y (ii) del
apartado (1) del teorema 5.13 no son ciertos.

Sea M, = P, y M, == P,y se sigue que
AN S (N AT ATy AT AL AT <(MA™1YAT?
pero p(M;'Ny) £ p(M, ' N,). Ahora, para M, = Py y M, = Pig tenemos que
(ATYN AT < (AY(ATN,) (A™YM AT < (A~ (A My

pero p(M['Ny) £ p(M;'N,). Por tanto, la parte (iii) del apartado (2) del teorema 5.13
no se satisface a menos que ambas particiones sean débiles no negativas del segundo tipo.

Sea My = Py y M, = Py se sigue que

AT S (A7) ATy A7 M)A < () A
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pero A"'Ny £ (NoA™YY. Para las mismas particiones también tenemos que
ATY(MATP S (AT (AT'N))” y (AT (MATY < (A7) (A7 M)

pero NyA™' £ (A7'N,)'. Por tanto, los reciprocos de las partes (i) y (ii) del apartado (2)
del teorema 5.13 no son ciertos.

Si consideramos My = Py y My = Psy tenemos que (A~ Ny )(Np A=Y < ((NaA71Y)?
y (N3 A™Y(A='Ny) < ((N2A™YY)?, sin embargo, p(M;'Ny) £ p(M;'Ny); es decir, en la

parte (ii) del apartado (2) del teorema 5.14 la K -irreducibilidad de NoA~' es necesaria.

Ahora, si consideramos My = 3 y My = P tenemos que se satisfacen las siguientes
desigualdades:

2

(ATNDP < (A7) (N AT'))2 (AT NP < (oA 1)) (A7 V),

(A7'M) < (A7'My) (MaAT'))? ) (AT M%< (MaA™"Y) (A7 My)?,
(A7 Ny)(N2ATYY < ((NzA"‘)’)Q, (NQA"')’(A‘_‘NI) < ((N2A71Y)2,

(A—IM]‘)(MQA_])' S ((Mz/l-1)’)2 y (Mz/l_])/(/lwl./‘ffp) S ((MQA_I)/)2;

sin embargo, A"'N; &£ (N,A~'Y. Por lo tanto, los reciprocos de la parte (i) de los
apartados (1), (2) y (3) del teorema 5.14 no son ciertos.

Por otra parte, si consideramos My, = I3 y M, = P tenemos que p(Ml“'Nl) <
p(M;'N,) y sin embargo ‘

(AN (N2 ATTY) £ (N2 ATY)H 0y (ATTMYY (Mo AT')) £ (MaATYY)H

para todo j > 1 ei > 0. Para M, = I’ v My = P34 también tenemos que p(M(lNl) <
p(M;*N;) y sin embargo,

(NMATY) (AN £ (N A7)y (MaAT)) (AT MY £ (MATYY)™

Por Io tanto, el reciproco de la parte (b) del apartado (3) y el reciproco de la parte (ii)
del apartado (2) del teorema 5.14, no son ciertos en general. '
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Sea M, = P3 y My = P; tenemos que (NyA™)(A™'N,) < ((A7'No))? y para
My = Pis y My = Py se satisface (A™'N,)' (N, A™1) < ((A“Ng)')z, sin embargo en ambos
casos p(M;'Ny) £ p(A,'N,); es decir, la condicién de K -irreducibilidad de ANy enla
parte (ii) del apartado (2) del teorema 5.15 cs necesaria.

Ademds, para M, = I’; y M, = Py, se satisfacen las siguientes desigualdades:
(N]A—I)Q ((;‘1—1/\/3)/)2 < ((A—-INJ)/)‘l’ ((A‘INQ)I)Q (N]A—I)Q < ((A_lNz)/)4,

sin embargo, p(M;'N\) £ p(M;'Ns), por tanto, la parte (ii) de los apartados (2) y (3)
del teorema 5.15 no es cierta para A = M, — N, débil del segundo tipo.

Por otra parte, si consideramos M|, = Py, y M, = Py, tenemos que
(MAT)2 < (N AT (AN y (MiA™) < (M A2 (A7),
para M, = Py y My = I se satisface que
(NeATD? S (NG (INGATY) y (MATYE < (ATIML) (M A7),

sin embargo, para cstos casos Ny A1 £ (A TN,).

Para My = Py y My = Py, se sigue que p(M['N}) < p(M5'Ny), y sin embargo,

(AT L (NATY (ALY y (VAT ¢ (A7 V)Y (N, AT

Por lo tanto, los reciprocos del apartado (1) del teorema 5.15 no son ciertos.

Si consideramos M, = Py y M, = Py tenemos que (NyA™V)(A™'N,) < ((A“INQ)’)2
y para My = Py y My == Py se sigue que (A7 Ny)' (N A1) < ((A—INQ)l)Q; sin embargo,
en ambos casos tencmos que NyA™" £ (A~'N,), por tanto, el reciproco de la parte (i)
del apartado (2) del teorema 5.15 no es cierto.

Para My = Py y My = Py se sigue que p(M7'N)) < p(M;'Ny) y sin embargo, pa-
ra todo j > 1y para todo i > 0 tenemos que (NyA™) ((A7'N,)')' £ ((A™YNy)')*7, asi
como, para M, = Iy y My = Py también se satisface la desigualdad entre los radios espec-
trales y también para todo j > 1 y para todoi > 0 tenemos que ((A™'Ny)')' (N;A™1)7 &
((A™'No))'* | por tanto, el reciproco de la parte (ii) del apartado (2) no es cierto en
general.
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Ademds, para My = Ps y My = Py tenemos que (My A1) (A~ M,) < ((A"M2)’)3 y
(A1 M,)' (M A~")2 < ((A='M,)")*; sin embargo, NyA™" & (A~'Ny)', es decir, el reciproco
de la parte (i) del apartado (3) del teorema 5.15 tampoco cs cicrto.

Finalmente, de My = Ps3 y M, = I3 se sigue que p(M;'Ny) < p(M;'Ny) y sin
embargo, para todo j > 1 y para todo i > 0 tenemos quc (M A=Y (AT M) £
(A~MR))M, (A~ M)) (M A=) £ ((A™'My)')™, es decir, el reciproco de la parte
(i1) del apartado (3) del teorema 5.15 no es cicrto.

Ejemplo 5.6. Si consideramos la matriz A y las particiones My = Py y My = P3 del
ejemplo 5.2 es fdcil comprobar que no se satisfacen los reciprocos de las partes (iii) de

cada uno de los apartados (1) y (2) de los tcoremas 5.12 y 5.13.

5.3 Particiones definidas positivas

En las secciones 4.2 y 4.3 hemos establecido condiciones naturales y generales de
comparacién para particiones débiles no negativas y débiles. Puede observarse que, por
regla general, las hipétesis impuestas en los resultados de comparacién en los que apa-
recen condiciones generales suelen ser las mismas que Jas impucestas en los resultados de
comparacién en los que aparecen condiciones naturales, o incluso algunas veces hipotesis
menos restrictivas. PPor otra parte, en la seccion anterior, hemos cstablecido bajo ciertas
hipétesis, relaciones entre las condiciones de comparacién para particiones no negativas.
En dichos resultados, queda de manifiesto la utilidad de las condiciones generales de com-
paracién que, aunque desde el punto de vista practico sean menos ttiles, nos permiten
amplian el conjunto de métodos iterativos obtenidos a partir del esquema iterativo se-
cuencial de los cuales podamos comparar sus velocidades de convergencia. Sin embargo,
si las hipéteis necesarias para las condiciones de comparacién generales son mucho mas
restrictivas que para las condiciones naturales, y ademas no existe relacién entre las con-
diciones de comparacién naturales y las generales, la utilidad de estas dltimas es muy
dudosa. A continuacién, pondremos de manifiesto que esto es precisamente lo que ocurre
con las particiones P-regulares y las débiles definidas no negativas y motivo por el cual no

hemos introducido condiciones de comparacién generales para dichos tipos de particiones.

Ejemplo 5.7. Consideremos la matriz y las particiones del ejemplo 4.10. Ahora, si
para las mismas particiones bajo las hipdtesis del teorema 4.35 consideramos condicio-
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nes generales andlogas a la condicién de comparacién (4.36 ) para particiones débiles no
negativas, pero con el orden parcial considerado para particiones definidas no negativas,
tenemos que

0 =< (A7Np)2A7" < (A7'N,)24!

p(M3 ' Ny) < p(MT'NY).

Sin embargo, si consideramos la misma matriz A y las particiones A = My — N3 =
M, — N, donde

9 1 6 2
A[J = y N3 = )
-3 -5 -2 10
12 2 9 3
A[‘l = ) N4 =
-4 —10 -3 —-15

Tenemos que también se satisfacen las hipétesis del teorema 4.35 y se satisface la condicidn
0= (A7'N)2A7 < (A7 Ng)2A!
sin embargo, las particiones no son PP-regulares ni convergentes y ademds
3 |

p(My ' N3) =2 > 5= p(M'Ny).

Por lo tanto, también hemos puesto de manifiesto en este ejemplo que bajo las hipéteis
del teorema 4.35 a parte de la condicidn de comparacién (4.98) y (4.100) no nos son ttiles
otro tipo de condiciones mds generales andlogas a las introducidas en las seccién 4.2 para

particiones débile no negativas.

Ejemplo 5.8. Consideremos la matriz del ejemplo 3.1 y las particiones débiles defi-
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nidas no negativas del primer tipo A = I’ — Q para k = 1,2,3,4.5, donde

3 L 3] [ 3 1] [ 8 3 1]
2 4 2 2 4 4 4 2
3 13 15 | 3 13 11 : 3 9
= - = = - | - )b Sl A (] 11a
B 4 4 4 Py 1 4 4 by 4 4
3 9 3 3 3
° = n - = 0 o0 =
0 31 1 12 4 |
I " 1
3.y 8 ol
2 2 2 2
3 3
Py =" 0'2' ) Ps = ();2 5
15 3
= 0o =
00 - 0 ;

Para My = P» y M, = Py tenemos que sc satisface el apartado (i) del teorema 4.36 y
sin embargo,

(ATTN)? 2 (ATTNR)%, (ATTINY)? A (AT Np)(ATT ),

y (ATIND)ATING) 2 (A7'N2)(A7'Ny), que son algunas de las relaciones que en el
capitulo siguiente veremos que si se satisfacen para particiones débiles. Por otra par-
te, si consideramos M, = Py y M, = I’y tencmos que (ATTND(ATINy) = (AN, y
realizando los cdculos oportunos obtenemos que

(=

p(M N = 5 > 5 = (M5 V),

[ahe |

sin embargo, si consideramos My = Ps y My = P3 tenemos que
(A" N)(AT'Ny) 2 (AT N)?

y en este caso obtenemos que

1 3
,0(.]\41—]]\7]) = 5 < Z = [)(]\/le—lNQ)
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Capitulo 6

Multiparticiones de matrices

6.1 Introduccion

En el desarrollo de este capitulo vamos a considerar el caso particular en el que el
espacio vectorial normado es de dimensidn finita, concretamente E = R* o E = C" y el
cono K = R%. ‘

En los tdltimos aiios, el desarrollo de la computacién paralela, ha hecho bastante ha-
bitual la utilizaciéon de algoritmos paralelos para la resolucién del sistema de ecuaciones
lineales

Az = b, (6.1)

donde A es ahora una matriz no singular, x es el vector de incdgnitas y b es un vector
dado.

Muchos de los algoritmos paralelos desarrollados y estudiados por autores como Bru,
Elsner y Neumann [10}, Frommer y Mayer (30], Deren [23], Bru, Migallén y Penadés [13]
son casos particulares del esquema iterativo paralelo

p p
D =N " EMI Na® + > EMTS, k=0,1,2,..., (6.2)

=1 =1

introducido por O’Leary y White [45] a partir del concepto de multiparticién (ver defini-

161
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cién 2.2). Como hemos visto en la seccidén 2.3, utilizando la siguiente notacién

P p
H=) EM'N y G=> EM (6.3)

=1 =1

el esquema iterativo paralelo (6.2) converge a la tnica solucién = = A~1b del sistema
(6.1) para cualquier vector inicial xy, si y solo si, p(/I) < 1. Ademds, si G es una matriz
no singular, la multiparticién puede ser expresada como una particién A = M — N con

M=G' y N=G'-A=C"H. (6.4)

Notemos, que ¢l estudio de la convergencia del esquema iterativo paralelo (6.2) es
mas complicado que ¢l estudio de la convergencia del esquema iterativo secuencial (3.2),
puesto que, como O’Leary y White [45] ponen de manifiesto, de la convergencia de cada

una de las particiones que forman la multiparticién no se deduce la convergencia de ésta.

Puesto que, para mulliparticiones no se ha desarrollado una teoria general de con-
vergencia y comparacion al igual que la desarrollada para particiones, el objeto de este
capitulo es introducir nuevos resultados generales de convergencia y de comparacién para
multiparticiones, que puedan ser utilizados como herramienta para determinar la con-
vergencia de algoritmos concretos, asi como para comparar la velocidad entre dos multi-
particiones distintas de una misma matriz. En la seccién 6.2 utilizando los resultados de
convergencia y comparacion para particiones no negativas presentados en las secciones 3.2
y 4.2, introduciremos, para matrices no singulares con A~ > 0, resultados de convergen-
cla y comparacion para multiparticiones débiles no negativas del segundo tipo, anélogos a
los de O’Leary y White [15] y Neumann y Plemmons [44] para multiparticiones débiles no
negativas del primer tipo. Ademds, en la misma seccién, utilizando las particiones débiles
no negativas del segundo tipo, generalizarcmos el resultado de comparacién de Elsner
[26] e introduciremos nuevas condiciones de comparacién para multiparticiones débiles no
negativas. Por otra parte, en la seccidén 6.3 utilizando los resultados de convergencia y
comparacion para particiones definidas positivas introducidos en las secciones 3.3 y 4.4 in-
troduciremos, para matrices no singulares en general, nuevos resultados de convergencia y
comparacion para multiparticiones débiles definidas no negativas y para multiparticiones

débiles.
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6.2 Multiparticiones débiles no negativas

En primer lugar, recordamos uno de los primeros y pocos resultados generales de con-
vergencia introducido por O’Leary y White [15] para multiparticiones débiles no negativas
del primer tipo.

Teorema 6.1 (Teorema 1.a de [45]). Sea A una matriz no singular con A~' > 0.
Sea { M, Ny, Ey}b_, una multiparticidn débil no negativa del primer tipo, entonces

p(IT) < 1, (6.5)

donde H es la matriz definida en (6.3)

Posteriormente, Elsner {26] probé que bajo las hipétesis del teorema anterior, la parti-
cién asociada a la multiparticion definida en (6.4) también es débil no negativa del primer
tipo.

Si en el teorema anterior sustituimos “multiparticiéon débil no negativa del primer
tipo” por “multiparticiéon débil no negativa del scgundo tipo” el esquema iterativo (6.2
p , q

no es convergente, como ponemos de manifiesto en el ejemplo siguiente.

3
3 -1
Ejemplo 6.1. Considercmos la matriz A = 3 con A~' > 0 y las particio-
-1 5
HGSAZMl'—N| 2]\42-“]\/2 donde ‘
, 21
12 -8 7
A4I = ' Nl - - )
—10 15 _g 2f
2
'
3 1
3 -2 2
M2 = 3 N2 =
—40 60 _g9 7
2
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Entonces
3 2 3 1
20 25 5 50
M = >0 y M7= :
! 1 3 y My rsaqad
10 25 5 100
Ademds
171 3 3 57
200 100 25 100
MIN, = A r M;TN, =
SR I T7 B B A T 57 om
100 25 100 200

Por tanto, no se trata de particiones débiles no negativas del primer tipo, en cambio, como

Iy Ly
N\MTY = o >0 y NoM; = 19 >0
Ty )

tenemos particiones débiles no negativas del segundo tipo. Ademds, por el teorema 3.6
cada una de las particiones es convergente. Concretamente,

~ 9 , _ 39
p(M, 1N1)=1—6<1» p(M; 1N2)226<1
Si consideramos
10 00
El = Y E2 - )
00 01
entonces
171 3
200 100
| 2 M-N, —
H=FEMTN + LMy N, ) 57 @
100 200

que no es convergente, puesto que

o47

p(H) = —

> 1.
415
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No obstante, con la condicién adicional de que las matrices diagonales I, | = 1,2,... ,p,
sean escalares podemos introducir el siguiente resultado para una multiparticiéon débil no
negativa del segundo tipo.

Teorema 6.2. Sea A una matriz no singular con A= > 0. Sea {M;, Ny, B, una
multiparticion débil no negativa del seqgundo tipo con By = oyl, 1l = 1,2,... ,p. Sean H y
G las matrices definidas en (6.3). Entonces se satisface la desigualdad (6.5).

Ademds, G es no singular y la particion (6.4) es también débil no negativa del sequndo

tipo.

Demostracién. Por el lema 2.1 tenemos que
Ml“]Ng/l—1 = A_'N,]\'fl_‘, I=1...p,

por tanto,

P p
S CEMIINAT =Y EBATNMT

=1 =1

Multiplicando por la izquierda en ambos micmbros de la igualdad anterior por A, y
teniendo en cuenta que AF; = A, 1= 1,2,... ,p, tenemos que

AHA™ = (6.6)

donde

P
J =Y ENM. (6.7)

I=1

Ahora, utilizando que AM[' =] - NM "y que ;A = AL, tenemos que

AG =1~ J. (6.8)

Por otra parte, por ser G > 0y J > 0 de (6.7) tenemos que, para todo entero positivo

0SGU AT+ +J™) =ATT—J™)y< A7,

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.



Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

166 6 Multiparticiones de matrices

y por la forma en que se ha definido (@ (no negativa y ninguna de sus filas es identicamente
nula), entonces los clementos de I + J 4 -- - - J™ estan acolados cuando m —» oo. Por

tanto, como J > 0, la suma anterior converge, es decir, lim J* = 0, o lo que es equivalente

por el teorema 1.8, p(J) < 1y por (6.6), p(H) < 1.

Finalmente, porser J > 0y p(J) < 1 del leorema 1.9 tenemos que I —J es no singular,

y de (6.7) también (i es no singular. Por tanto, para la particién (6.4) tenemos que
1 I q

es decir, es débil no negativa del segundo tipo.

(

)'=G2>0

(G —AC Y ' =T-AG=J>0

Posteriormente, Newmann y Plemnions [4] introducen una nueva forma de abordar

el problema de determinar la convergencia del esquema iterativo paralelo (6.2) en R”,

tansformandolo en ¢l siguicnte esquema iterativo secuencial en RP,

S (k1)

[ EMUN,
E\M{'N,

| E\MTYN,

50N,
E,M;N,

BN, |

20 4

[ P
> EM b
I=1

P
> EMb
I=1 "

Podemos afirmar que los valores propios, sin tener en cuenta las multiplicidades, de la

matriz

B

[ M7,
By M,

| ByMTYN,

[ B .. E,
B B,
E E, |

E,M;'N, |
BN,

E,M'N, |

[ Ay,
|
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coinciden con los de la matriz

[ M7'N, 11 e 5 E, |

P M;'N, Ly I L,
i MP“N,, 1 LI I L, |
| M'N\Ey M7NVE, M{'N\E,, |
M7YNo By My 'N,yF, My N E, (6.10)
i M,,“N,,El M,,“‘N,,]?g Affp“lN,,]i',, ]

Ademsés, la matriz B puede ser considerada como la matriz de iteracién M~'N de la

particién

[ M, — N\ E;

Ny

—N2E1 Mz “‘NZEZ

— pEl - pEg

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1997.

I
I

2

2

2

(6.11)



Teoremas de convergencia y de comparacion para particiones y multiparticiones.Mari Carmen Perea Marco.

168 6 Multiparticiones de matrices

y como ponemos de manifiesto a continuacién, su convergencia es necesaria y suficiente
para obtener la convergencia del esquema iterativo paralelo (6.2) ya que

[ MPUNE . MPNGE,
PMTIN) = p : :
| MyIN,E, - M;UN,E,
- B ... B ]
MI'N, 0 o 0 1 ’
0 .. 0
= p
M;'N, 0 -~ 0
| e TR 0 - 0]
2 o 1
0' 0” M{T'N, 0 0
_, 5
=1
0 o] MI'N, 0 0 |
= p(H).

Por tanto, para poder establecer la convergencia del esquema iterativo (6.2) Neumann
y Plemmons [44] presentan el siguiente resultado.

Teorema 6.3 (Lema 2.1 de [44]). Para la matriz por blogues A y la particion (6.11)
tenemos que:
(i) Sila multiparticion {M;, N, L}, es débil no negativa del primer tipo, entonces lu
particion (6.11) también es débil no negativa del primer tipo,
(i) St A™' > 0 y la mudtiparticién { M, N, E}].) es débil no negativa del primer tipo,

entonces A~ > ().

Finalmente, como consecuencia directa del lema anterior y del teorema 3.6 obtenemos

de nuevo el teorema 6.1, pero ahora mediante una técnica distinta.

A continuacién, vamos a ver que también podemos demostrar el teorema 6.2 utilizando
la técnica de Neumann y Plemmons [44]. Para ello, a partir de la multiparticién débil
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no negativa del segundo tipo {M;, Ny, E,}]_,, planteamos el siguiente esquema iterativo

secuencial en R™

S(k+)

[ E(M7)TNT
E\(M{Y)TNT

| Ey(M7HTNT

(M1 NT

r

Fy(M;"'N]

Ep(M;"TNT

(6.12)

Podemos afirmar, como en el caso anterior, que los valores propios, sin tener en cuenta

las multiplicidades, de la matriz

Ey(M7)TNT
Ey(M{)'NT

coinciden con los de la matriz

Ql

L

-

| E, E,
B E,
. Ep
L Ly Lp R
(MTNT

(M5')" V]

(M{YTNT B,

(M;Y)TNTE,

(M,,"‘ T NT

r A

(M) NT E,

(M;"YTNTE,
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Es fécil ver ahora que la matriz C puede considerarse como la matriz de iteracién
——-1 .
M N de la particién

A= M-N
i AT T ] N 11T B E - E, ]
ALY NY B B, - B
i Ml | NIl LE B - E,|
MP - NFE, ~N{Ey, - -NI'E,
~NJE MP—NIE, - ~-NYE
- 2 2o 2o (6.14)
-NI'E, ~NE, - MI'-NIE, |

y como ponemos de manifiesto seguidamente, su convergencia es necesaria y suficiente
para obtener la convergencia del esquema iterativo paralelo (6.2) ya que

(M7YWENTE, oo (M7Y'NEPE
1 P
p(MTINY = p : :
| (MYINSE, - (MY)TNTE,
- (B, - E, |
M7YENT 0 -0 0 ‘
(M7)PN, o . o
= p
| (M7HING 0 - 0 K 0 |
B2 £, ] -
OI ()p (MIOYENT 0 - 07
postn p . . .
0 0 (M;HTNG 0 -2 0
= p(J7)
= p(J)
= p(H)
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puesto que NyM; 'y = ENM ! paral=1,2...,py J es la matriz definida en (6.6).

Por otra parte, si tenemos la multiparticién {M;, Ny, Fi}1_, débil no negativa del se-
gundo tipo con Iy = oyl paral =1,2,...,p, entonces

{M]'. N/, Y, (6.15)

es una multiparticion de A7, donde cada una de la particiones satisface las condiciones:
(M) = (7)Y 20y (M) = (N > 0,

es decir, la multiparticién (6.15) es débil no negativa del primer tipo. Por tanto, por el

teorema 6.3 la particién (6.14) es débil del primer tipo y como (A")™' = (A™")T >0, en

este caso A también es monétona. Entonces por el teorema 3.6, p(J) < 1.

Notemos, que utilizando dos técnicas distintas hemos llegado al mismo resultado, a
diferencia que utilizando la primera técnica, en ambos casos la particién asociada a la
multiparticién era del mismo tipo, sin embargo, al utililizar la scgunda técnica, en el caso
en el que la multiparticién es débil no negativa del segundo tipo, la particién construida
es débil no negativa del primer tipo.

Establecer resultados de comparacién para multiparticiones también es mas complica-
do que establecerlos para particiones. Neumann y Plemmons [14] introducen un resulta-
do de comparacién para multiparticiones débiles no negativas del primer tipo, pero bajo
condiciones muy restrictivas y haciendo uso de una norma determinada. Sin embargo,
Elsner [26] sin necesidad de condiciones excepcionales, establece cotas superiores e infe-
riores del radio espectral de la matriz de iteracién de la multiparticién. Presentamos a
continuacién la siguiente extensién de dicho resultado, utilizando el teorema 4.7 en lugar
del Lema de Elsner [26].

Teorema 6.4. Sea A una matriz no singular con A~' > 0. Sea {M,;, N, Ei}_, una
multiparticién débil no negativa del primer tipo y A = M -~ N = M — N dos particiones
débiles no negativas del segundo tipo. Si

M<M<M pual=1,2,...,p, (6.16)
entonces

p(M™'N) < p(IT) < p(M W) < 1, (6.17)
donde H es la matriz definida en (6.3).
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Demostracién. Por ¢l teorema 6.1 la multiparticién es convergente y también sabe-
mos que la particién (6.4) es débil no negativa del primer tipo. Por otra parte, de (6.16)
tenemos que

p
M >SN Em7t >
l=1

o lo que es equivalente,
M7 >G>W,
y por el teorema 4.7 se satisface la desigualdad (6.17). [ |

Observacién 6.1. El teorema 6.4 también se satisface si reemplazamos “primer tipo”
por “segundo tipo” para la multiparticién y “sequndo tipo” por “primer tipo” para las
particiones, con la hipdtesis adicional de E; = oyl paral=1,2,... , D

Siguiendo la misma linca, presentamos el siguiente resultado en el que también estable-
cemos cotas superiores ¢ inferiores para el caso en el que la multiparticién y las particiones
son del mismo tipo.

Teorema 6.5. Sea A una matriz no singular con A~! > 0. Sea {M,, N, E}})_, una
multiparticion débil no negativa del primer tipo y A= M — N = M- N dos particiones
débiles no negativas. )

(i) SiA=M—N = M- N son del primer tipo y se satisface alguna de las condiciones
sigutentes:

(a) M_IA <SM'A<M1A paral =1,2,... ,p,
!

b M_lA‘T SAMTTAL(MTTAT paral =1,2,... ,p.
) !

Entonces, se satisface la desigualdad (6.17) donde H es la matriz definida en (6.3).

(i) SiA=M—N = M—N son del segundo tipo y se satisface alguna de las condiciones

siguientes:

(a) AM ' < M7'A<AM™ paral=1,2,... p.
(b) (AT < M7'A< (M7 A paral=1,2,... ,p,
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Entonces, se satisface la desigualdad (6.17) donde I es la matriz definida en (6.3).

Demostracién. Por el teorema 6.1 la multiparticion es convergente.

(i) Por el teorema 3.6 las particiones A = M — N = M — N son convergentes. Supon-
gamos que se satisface la condicién (a) entonces

p
M 'A< BMT'A<M™TA.
1=1
Ahora, utilizando que M~'N = I — M~'A y que igualdades andlogas se satisfacen para
todas las particiones, tenemos que
M 'N>1>M"N,

de donde se sigue la desigualdad (6.17).

Si se satisface la condicién (b), entonces mediante un razonamiento analogo y teniendo
en cuenta que p(B) = p(BT) también obtenemos que se satisface la desigualdad (6.17).

(i) Por el teorema 3.7 las particiones A = M — N = M — N son convergentes. Ahora,
mediante un razonamiento analogo al anterior llegamos a que

p(N Ty > p(Il) > p(N M)

que es equivalente a la desigualdad (6.17). |

Si en el teorema anterior consideramos la multiparticion {M;, Ny, Iy }]_, débil no nega-
tiva del segundo tipo con la condicién adicional Iy = oyl paral=1,2,...,p, obtenemos
el siguiente resultado.

Teorema 6.6. Sea A una matriz no singular con A=' > 0. Sea {M), N, E;}I_, una
multiparticién débil no negativa del sequndo tipo con [y = oyl paral=1,2,... ,p y sean
A=M —N =M — N dos particiones débiles no negativas.

(i) SiA= M —N = M — N son del primer tipo y se satisface alguna de las condiciones
stguientes:
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(a) M A< AM' < M 'Aparal=1,2,... p.
(b) AT AT < AM < (M7PA)T paral=1,2,... ,p.

Entonces, se satisface la desigualdad (6.17) donde H es la matriz definida en (6.3).

(i) SiA=M~N = M—N son del sequndo tipo y se satisface alguna de las condiciones
stguientes:

(a) AM ' < AMTP < AM ' paral=1,2,...,p.
(b) (AT < AM7' < (M A)T paral=1,2,... ,p.

Entonces, se satisface la desigualdad (6.17) donde H es la matriz definida en (6.3).

Demostracién. Por el teorema 6.2 la multiparticién es convergente.

(i) Mediante un razonamiento analogo al del apartado (i) del teorema 6.5 llegamos a
que

p(M W) 2 p(J) > oM ')
que es equivalente a la desigualdad (6.17), donde J es la matriz definida en (6.6).
(ii) Mediante un razonamiento anélogo al del apartado (ii) obtenemos que
PN ) 2 o)) 2 p(N M)

que también es equivalente a la desigualdad (6.17). |

En el apartado (i) del teorema 6.5 y el apartado (ii) del teorema 6.6, al ser la multiparti-
cién y las particiones del mismo tipo, nos permiten acotar superiormente (respectivamen-
te, inferiormente) el radio espectral de la multiparticién por el mayor (respectivamente,
menor) de los radios espectrales de entre las particiones que forman la multiparticién, es
decir, podemos considerar A = M — M = M,, — N,, donde

p(M7! Ni) = min{p(M; N, M,
y A=M—M = M, — N, donde

p(M Ny = max{p(M; Ny},
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6.3 Multiparticiones definidas positivas

En primer lugar, al igual que en la seccién anterior, empezamos recordando el siguien-
te resultado de O’Leary y White [45] para multiparticiones I’- regulares de una matriz
definida positiva.

Teorema 6.7 (Teorema 1.b de [45]). Sea A una matriz definida positiva y consi-
deremos {M;, Ny, Ey}[_, una multiparticion P-regular con [y = oyl paral = 1,2,...,p,
entonces se satisface la desigualdad (6.5) donde H es la matriz definida en (6.3).

Posteriormente Nabben [41, Teorema 3.2] probé que la particién (6.4) asociada a la
multiparticién es también P-regular.

Notemos, que en el teorema anterior, a diferencia del teorema 6.1 para multiparticiones
débiles no negativas del primer tipo, y al igual que en el teorema 6.2 para particiones
débiles no negativas del segundo tipo, aparece la condicién adicional de E; = o, para
l=1,2,...,p. Desafortunadamente, en todos los resultados que introduzcamos en esta
seccién aparecerd dicha hipdtesis.

A continuacién, introducimos el siguiente resultado de convergencia para multiparti-

ciones débiles definidas no negativas.

Teorema 6.8. Sean A una matriz no singular y {M;, Ny, Fy}}_, una multiparticidn
débil definida no negativa del primer tipo con E; = oyl paral =1,2,...,p. Consideremos
las matrices H y G definidas en (6.3). Si cada una de las particiones A = M; — Nj es
convergente para l = 1,2,...,p. Entonces se satisface la desigualdad (6.5).

Ademds, la particion (6.4) es también débil definida no negativa del primer tipo.
Demostracién. Por el teorema 3.10, A~'M; > 0 paral=1,2,... ,p con lo que

p
ZE;A“‘MI > 0

=1

P
y por tanto, E E;A~'M; es una matriz no singular.
1=1
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Utilizando que £;A™! = A~1E), podemos escribir la matriz G' como
p
G=A4> BA™'M,
I=1

de donde (G es no singular.
Por otra parte,
G NG -A)=H>0

por que la multiparticién es débil definida no negativa del primer tipo y E; = o[, para

! =1,2,...,p. Por tanto, la particién (6.4) es también débil definida no negativa del
p p .

primer tipo. Finalmente,

P
GA=> EMA»0
1=
porque M 'A > O paral =1,2,... ,p. Entonces A='G-1 = (GA)™ = 0y por el teorema
3.10, se satisface la desigualdad (6.5). ]

Observacién 6.2. El teorema 6.8 también es cierto si cambiamos “primer tipo” por
“sequndo tipo”. La demostracidn es andloga a lu de dicho teorema, teniendo en cuenta
que, por el teorema 8.11, M{A™' = 0 para | = L,2,...,p.

Notemos que el tcorema 6.8 y la observacién 6.2 son los primeros resultados de con-
vergencia para multiparticiones en los que no se exige ninguna condicién adicional a la
matriz A, excepto la de ser no singular.

Recientemente, Nabben [41] establece el siguiente resultado de comparacién para mul-
tiparticiones P-regulares con la misma estructura que el teoema 6.4 para multiparticiones
débiles no negativas, a diferencia del orden parcial utilizado.

Teorema 6.9 (Teorema 3.3 de [41]). Sean A > 0 y {M,, N, E)}Y_| una multipar-
ticién donde cada Ny > 0 y E; = oy, para | = 1,2,... p. Consideremos la matriz H
definida en (6.3). Ademds, sean A =M — N = M — N dos particiones tales que M > 0
yM~0y

MM =M, paral=1,2,... p.
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Si N > 0, entonces

p(M~'N) < p(H).

Si N > 0, entonces
—
p(l) < p(M "N).
Siguiendo la misma linea, nosotros introducimos los siguientes resultados de compa-

racién para multiparticiones débiles definidas no negativas con la misma estructura que
los teoremas 6.5 y 6.6 para multiparticiones débiles no negativas.

Teorema 6.10. Sean A una matriz no singular y {My, N;, 5}]_, una multiparticién
débil no negativa del primer tipo con Iy = ol, paral = 1,2,... ,p. Sean A = M-N=
M — N dos particiones débiles definidas no negativas.

(i) SiA=M~—N = M~ N son del primer tipo y se satisface alquna de las condiciones
sitguientes:

(a) O <M A= MT'ASM7'A, paral = 1,2,...,p.
(b) 0< (AT ' AT < M'A< (M"A)7, paral=1,2,...,p.

Entonces se satisface la desigualdad (6.17) donde I1 es la matriz definida en (6.3).

(i) SiA=M—N = M~ N son del sequndo tipo y se satisfoce alguna de las condiciones
siguientes:

(a) 0 < AV = M7PA=RAM™ paral=1,2,... ,p.
(b) 0 < (Aﬁ_l)T S MTAZ(AMTY paral=1,2,...,p.

Entonces se satisface la desigualdad (6.17) donde I1 es la matriz definida en (6.3).

Demostracién. Por el teorema 6.8 la multiparticiéon es convergente.

(i) Por el teorema 3.10 las particiones también son convergentes. Supongamos que se
satisface la condicién (a) entonces tenemos que

P
M'A=S EBMTAZ M,
=1
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. ——1 — 1= . , .
utiizando que M A= J~-M~ N y que igualdades andlogas se satisfacen para cada una
de las particiones. tenemos que

[-M'N=I-0<1-M"N.

Ahora por el teorema 1.15 obtenemos la desigualdad (6.17). Si suponemos que se satisface
la condicién (b), entonces mediante un razonamiento andlogo al anterior, se obtiene la
desigualdad (6.17) teniendo en cuenta alora que p(B3) = p(BT).

(ii) Por el teorema 3.11 las particiones son convergentes. Mediante un razonamiento
andlogo al del apartado anterior obtenemos (que

p(N M) < p(il) < (N TT7Y,

que es equivalente a la desigualdad (6.17). ]

Si en el teorema anterior consideramos la multiparticién débil definida no negativa del
segundo tipo, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.11. Sean A una matriz no singular y {My, N, E}_, una multiparticidn
débil no negativa del seyundo tipo con ) = al, paral =1,2,... ,p. Sea A=M—-N =
M — N dos particiones débiles definidas no negativas.

(i) SiA=M-N = M~ N son del prumer tipo y se satisface alguna de las condiciones
siguientes:

a) 0<M 'A< AM™ S M™'A, paral=1,2, ... .
l
() 0< (M ") < AM < (M7 A)Y, paral=1,2,... ,p.

Entonces se satisface la desigualdad (6.17) donde H es la matriz definida en (6.5).

(i) SiA=M—-N = M—N son del segundo tipo y se satisface alguna de las condiciones

siguientes

(8) O < AM ' X AM < AM™ paral=1,2,... p.
(b) 0 < (AM )" 2 AM < (AM™) paral=1,2,... ,p.

Entonces se satisface la desigualdad (6.17) donde H es la matriz definida en (6.3).
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Demostracion. Por la observacion 6.2 la multiparticion es convergente. Ahora me-
diante un razonamiento andlogo al scguido en el teorema 6.10 obtenemos en el apartado
(i) la desigualdad

p(M™'N) < p(J) < p(M~'N)

donde J es la matriz definida en (6.6), y como p(J) = p(H) tenemos la desigualdad (6.17).
En el apartado (ii) llegamos a la desigualdad

p(NM™") < p(J) < p(NMT ),

de donde también se obtiene la desigualdad (6.17). n

Para terminar, utilizando el tcorema 3.12 introducimos resultados de convergencia

para multiparticiones débiles de una matriz no singular y real positiva.

Teorema 6.12. Sean A una matriz no singular real positiva y {M;, N;, Ey}}_, una
multiparticion débil con by = oqf paral = 1,2,...,p. Consideremos las matrices H y
G definidas en (6.3). Si M; para l = 1,2,...,p son matrices reales y reales positivas,
entonces se satisface la desigualdad (6.5). Ademds, la particién (6.4) es del mismo tipo
que la multiparticion y G=' es real positiva.

Demostracion. Por ser M; reales y reales positivas v 15 = oy tenemos que G es
una matriz no singular, por tanto, podemos considerar la particién (6.4) asociada a la
multiparticion, donde si la multiparticion es débil del primer tipo I es una matriz no
negativa y si la multiparticién es del segundo tipo J, definida en (6.6), es una matriz no
negativa. Entonces, en ambos caso por el teorema 3.12 tenemos que la particién asociada
a la multiparticién es convergente, es decir, se satisface la desigualdad (6.5). [

El teorema anterior nos permite establecer los resultados siguientes de comparacion
para multiparticiones débiles, andlogos a los tcorema 6.5 y 6.6. Las demostraciones tam-
bién se realizan mediante razonamientos andlogos a los llevados a cabo en dichos teoremas,

teniendo en cuenta que por el teorema 6.12 la multiparticion es convergente.

Teorema 6.13. Sea A una matriz no singular real positiva. Sea {M;, N, Ey}}_, una
multiparticion débil del primer tipo con M, reales y reales positivas y Iy = oql para
1=1,2,...,p. Sean A=M — N =M — N dos particiones débiles convergentes.
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(i) SiA=M~-N = A —N son del prumer Lipo y se satisfuce alguna de las condiciones
siguientes:

(a) M A SMIUTA<S M7 A para l = 1,2,...,p.
b) M AT <MTA< (M A paral=1,2,... p.

Entonces, se satisface la desigualdad (6.17) donde H es la matriz definida en (6.3).

(i) SiA=M~—N = M- N son del sequndo tipo y se satisface alguna de las condiciones

siguientes:
(a) AN SMUTASAM ™ paral = 1,2,... ,p.
() (A< M7A< (M A paral=1,2,... p.

Entonces, se salisfuce la desigualdad (6.17) donde I es la matriz definida en (6.8).

Teorema 6.14. Sean A una matriz no singular real positiva. Sea { M), N, E;}}_, una
multiparticion débil del sequndo tipo con M, reales y reales positivas y E, = oyl para
1=1,2,...,p. Ssan A=M —~ N = M — N dos particiones débiles convergentes.

(i) SiA=M~-N = M- N son del primer tipo y se satisface alguna de las condiciones
stguientes:

(@) M 'A< AN S M7'A paral=1,2,... . p.
(b) (H—l-"l)’l‘ < AMTV<S(MTTA)Y paral = 1,2, .., p.

Entonces, se satisface la desigualdad (6.17) donde H es la matriz definida en (6.4).

(i) SiA=M-N = M~ N son del segundo tipo y se satisface alguna de las condiciones
siguientes:

a) AM SAMT' < AM ' paral=1,2,...,p.
l
(b) (AT 'A)T < AMY < (M7V AT para L =1,2,... ,p.

Entonces, se satisface la desigualdad (6.17) donde H es la matriz definida en (6.3).
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Lineas futuras

Los resultados de convergencia y comparacion introducidos en esta memoria para el
esquema iterativo secuencial (3.2) y para el esquema iterativo paralelo (6.2), al igual que
los resultados de convergencia y comparacion hasta ahora conocidos, constituyen una he-
rramienta considerable en el estudio de la convergencia y comparacién de los diversos
métodos iterativos obtenidos a partir de dichos esquemas iterativos. En particular, Lanz-
kron, Rose y Szyld [36] y Benzi y Szyld [5] utilizan como herramienta fundamental los
resultados de convergencia y comparacién para particiones débiles no negativas del primer
tipo de matrices monétonas y los resultados para particiones particiones PP-regulares de
matrices definidas positivas, para establecer condiciones de convergencia y comparacién
para los métodos iterativos en dos ctapas y anidados y para el método iterativo (2.6),
respectivamente. Esto nos sugiere abordar el problema de determinar nuevas condiciones
de convergencia y comparacién para dichos métodos iterativos utilizando los resultados
introducidos en esta memoria para particiones débiles no negativas del segundo tipo y los
resultados obtenidos para las particiones débiles definidas no negativas.

Por otra parte, desde una perspectiva mas tedrica, en el desarrollo de esta memoria
hemos podido observar y ademés hemos realizado algunos comentarios al respecto, que
algunos de los resultados presentados para particiones no negativas y los introducidos para
particiones definidas positivas tienen la misma estructura, diferencidndose tinicamente en
el orden parcial utilizado en cada caso, es decir, “<” y “=<", respectivamente. Por lo
tanto, esto motiva la realizacién de un estudio en el que se determine qué condiciones son
intrinsecas del orden parcial, independientemente de las caracteristicas de los operadores
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con los que estemos trabajando.

Finalmente, otro problema pendiente de abordar seria la generalizacién de los resulta-
dos introducidos para multiparticiones no negativas, en primer lugar utilizando el orden
parcial inducido por un cono normal cualquiera K y posteriormente, generalizar dichos
resultados junto con los introducidos para multiparticiones definidas positivas a espacios

de dimensién infinita, siguiendo una linca similar a la de Frommer {29].
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