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Prólogo

Una gran parte de los problemas físicos y técnicos, al ser formulados mediante
un modelo matemático y tratados numéricamente, conducen a la resolución de
un sistema algebraico de ecuaciones, usualmente de orden elevado . De acuerdo
con el carácter físico del problema, dicho sistema algebraico será lineal o no. Por
ejemplo; al -discretizar ecuaciones en derivadas parciales por técnicas numéricas
tan usuales hoy en día como las diferencias finitas o el método de elementos
finitos, nos encontramos finalmente con un gran sistema de ecuaciones lineales
a resolver.

Las ecuaciones en derivadas parciales surgen a la hora de resolver multitud
de problemas . De los métodos de aproximación numérica que se emplean para la
resolución de ecuaciones en derivadas parciales, los que se basan en diferencias
finitas y elementos finitos son los más frecuentemente utilizados, proporcionando
una solución tan satisfactoria como la que se obtiene mediante técnicas analíti-
cas.

La actual posibilidad de disponer de computadores con una tecnología muy
avanzada ha tenido un gran impacto en el mundo de la computación científica.
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En concreto, son las arquitecturas paralelas las que nos van a permítír grandes
velocidades de computación .

Son muchas las áreas de la ciencia y del conocimiento en las que son de gran
utilidad estas arquitecturas . Así, podemos citar ejemplos tales como pronósticos
metercológicos a nivel mundial, búsqueda de bolsas de petroleo, predicción de
terremotos, reconocimiento de imágenes, inteligencia artificial, . . . . En la compu-
tación matricial son especialmente adecuadas estas arquitecturas, debido tanto
al coste normalmente elevado de resolución de los problemas corresponuientes a
este campo, como a la dificultad a la hora de manejar estructuras de datos de
gran tamaño o con una configuración especial (matrices con muchos elementos
nulos) .

La aparición de los multiprocesadores ha dado lugar no sólo a una adecuación
de los algoritmos clásicos de la computación matricial para su implementación
y ejecución en dichos multiprocesadores, sino que además sugiere y motiva la
búsqueda de nuevos métodos que obtengan un buen rendimiento de máquina .
Estas reflexiones, nos llevan al objetivo general que se pretende con esta Tesis:
Diseño y estudio de métodos iterativos paralelos para la resolución de grandes
sistemas de eeuáciones lineales, basados en multiparticiones .

Nos vamos a centrar en el planteamiento de métodos iterativos paralelos,
prestando especial atención a la distribución de la carga entre los procesadores .
Uno de los propósitos de los modelos caóticos es que dicha carga de trabajo
entre los procesadores esté equilibrada mediante la realización, por parte de cada
procesador, de ciertos cálculos locales, independientes del resto de procesadores .

Esta memoria está dividida en cinco capítulos, atendiendo a la siguiente
estructura .
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Prólogo

	

id¡¡

El Capítulo 1, titulado Métodos iterativos secuenci-!es, consta de cuatro

secciones . En la primera sección se recuerdan aqueRoé conceptos relativos a

normas vectoriales y matriciales que nos han sido de ut .dad en la elaboración

de esta memoria. En la Sección 1 .2 se estudian de forma general los métodos

iterativos secuenciales . Los métodos iterativos clásicos wcrán objeto de estudio

en la Sección 1.3 . Haremos mención especial, en la Sección 1 .4, a los métodos

iterativos en dos etapas.

El objetivo principal del Capítulo 2, Métodos iteratiz-is parnlelos, es revisar

los resultados conocidos, hasta el momento, sobre estos métodos. Así, la Sección

2.1 nos introduce en el concepto de multiprocesador y en la Sección 2.2 se hace

una revisión de los métodos iterativos que se utilizan para la resolución de un

sistema de ecuaciones lineales sobre un multiprocesador . Nos detenemos en

aquellos que se basan en la técnica de multipartición y dentro de éstos, en los

caóticos .

La parte principal de nuestra investigación la forman los Capítulos 3, 4 y 5,

titulados respectivamente:

o Método de multipartición en dos etapas .

o Método de multipartición relajado .

o Método de multipartición basado en el método A4=R (acceleration overre-

laxation) .

Todos ellos tienen la misma estructura. En la primera sección, se introducen
los resultados que han motivado el estudio del método c--i cuestión . La segunda

y tercera sección abordan el problema concreto, plantes -ido el nuevo método y

estudiando la convergencia para el caso síncrono y asíncr---=no respectivamente. A
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Prólogo

continuación, también en cada uno de estos capítulos, se presentan los resultados

numéricos obtenidos al implementar d bos métodos en un multiprocesador con

memoria compartida, en concreto en é' Alliant FX/80. Los Capítulos 3, 4 y 5

finalizan con una sección dedicada a L conclusiones, en la que recordamos los

resultados más importantes que hemos obtenido, tanto desde el punto de vista

teórico como práctico.

Finalizamos esta memoria con dos ¢-péndices. El primero está dedicado a las

líneas futuras de trabajo y el segundo a las referencias bibliográficas utilizadas

para la elaboración de esta memoria.
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Capítulo 1

Métodos iterativos secuenciales

Consideremos el sistema de ecuaciones lineales

donde A es una matriz invertible de tamaño n x n y b un vector columna de

tamaño : n . Existen, básicamente, dos familias de métodos para resolver estos

sistema- de ecuaciones, los métodoa dímctos y loa métodos itemtívos.

Puesto que la matriz A es invertible, la solución del sistema lineal (1 .1)

es únic= . Los métodos directos obtienen la solución exacta, salvo errores de

redonda. Estw

	

todos se basan en sucesivas transformaciones algebraicas de

la matriz inicial A, y en ellos el número de operaciones requeridas para obtener

la solu c ón se puede predecir .

Noo-Aros, sin embargo, vamos a dedicar esta memoria al estudio de los méto-

dos ¡te. - J? ¡w#. En ellos, no se obtiene la solución exacta, sino una aproximación,

pero la----importancia de los errores de redondeo disminuye. Realizaremos un
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estudio detallado de estos métodos desde el punto de vista secuencial en las

Secciones 1.2, 1.3 y 1 .4.

En el estudio de los métodos iterativos, juegan un papel muy importante los

conceptos de norma vectorial, norma matricial y radio espectral. Hacemos una

revisión de dichos conceptos en la siguiente sección .

1 .1

	

Normas vectoriales y matriciales

Antes de revisar los conceptos relativos a normas, para que no exista ningún

tipo de ambigúedad, introducimos la notación relativa a vectores y matrices

definidos sobre el cuerpo de los números reales, que denotaremos por R.

Para todo x E R", denotaremos por Ix¡ el vector cuyas componentes son los

valores absolutos de las correspondientes componentes de x.

Diremos que un vector x es positivo (respectivamente, no negativo) y es-

cribiremos x > o (respectivamente, x > o), si tiene todas sus componentes

estrictamente mayores que 0 (respectivamente, mayores o iguales que 0) .

Diremos que x < y, si y - z > o. Análogamente, diremos que z < y, si

y-z>o.

Una notación similar se ha utilizado para matrices . Denotaremos por K el

cuerpo R o C.

Definición 1. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Diremos que

la funcion (1 - (1 : V -+ R es una norma vectorial, si para todo =,y E V, se

verifican las siguientes propiedades .
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1 .1 Normas vectoriales y matricules

1

.=i
HZ11P

	

¡Xi1P
)

	

1

	

P

(i) Ilzli > 0.

(ii) Ilzll = 0, al y sólo si, a = o.

(iii) I1C=ll _ ICIllzll,

	

Vc E K

(iv) IIz + VI¡ < Ilzll + Ilvll-

Dr_.mos algunos ejemplos conocidos de normas vectoriales sobre R".

s Las l,-normas, que para un vector z = (zj , zz, . . . ,z� t se definen como

Nótese que la 12-norma es la conocida norma euclídea.

o La norma infinito, definida para un vector z de la siguiente forma

Ozlh = 1 x 1=:l-

	

(1 .2)

s Dado un vector positivo z E R", definimos la norma II - ¡la , como sigue

Ilsllz = ínf{a > 0 I - az < z < az),

	

s E R".

	

(1 .3)

Las normas que se han definido en las expresiones anteriores son monótonas,
es decir si v y w son vectores de R" tales que Ivi < hI, entonces IIvII < Ilvll .

Designamos por MA el espacio vectorial formado por todas las matrices
cuadradas de tamaño n x n definidas sobre el cuerpo K
A continuación, definimos en este espacio vectorial, las normas matriciales .
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(i) IIAII > 0.

(ii) IIAII = 0, si y sólo si, A = O.

(iii) IIcAII = IcIIIAII,

	

bc E K.

(iv) IIA + BII 5 ¡¡Al¡ + IIAII .

(v) IIABII _< IIAIIIIBII .

1 Método. iterativos =Mm~

Definición Z. Diremos que la función 1i - il s M. --+ R es una norma

matriciai; el para todo par de matrices A y B de M� , se verifican los siguientes
axiomas

hacemos notar que una norma matricial es una norma vectorial que satisface
además el axioma (v), o propiedad submultiplicativa

Para estudiar la convergencia de los rnétodos iterativos paralelos, que plante-
amos en los Capítulos 3, 4 y 5 se han utilizado, en ocasiones, normas matriciales

que se deducen de las normas vectoriales, utilizando la siguiente definición .

Definición S. Sea II " II una norma vectorial sobre K" . Se Dama norma

matricial inducida por dicha norma vectorial, a la siguiente función definida
sobre 1N" .

IIAII =
(
m¿x IIAo1I .

La norma introducida en la Definición 3 puede ser calculada de las siguientes

formas equivalentes

IIAII = IIMMIÍX IIA0II - n~ IIAmj) -_

	

` 11--11

IIAzII
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1.1 Normas vectoriales y matricula

Toda norma matricial inducida por una norma vectorial es compatible, es

decir, verífica la siguiente desigualdad

(IAz1l <_ IIA(IIIz(1,

	

z E RA.

Además, si denotamos por I ala matriz identidad y 11 .11 es una F=--arma compatible,

entonces IIIII =1 .
A continuación, como ejemplos de normas matriciales indr-cidas por normas

vectoriales, damos las que nos serán de utilidad en el desarrolle de esta memoria

o La norma matricial infinito, inducida por la norma vectorial infinito
n

(IA1100 = máx (¿ la:;l

	

,

	

si

	

A = [aijl<iá<n .

o La norma matricial 11 - liz inducida por la norma vectorial (1 .3) . Nos

será útil la siguiente propiedad de esta norma, probada por Rheinboldt y

Vandergraft [681, en 1973 : para toda matriz B, se cumple

1IBIIz =11 I BIz 11z .

	

(1 .4)

Si una norma matricial cumple la propiedad (1.4), se dice que es una norma

matricial monótona

Otro concepto de gran importancia para el estudio de la convergencia de los

métodos iterativos, es el de radio espectral de una matriz .

Definición 4 . Sea A una matriz cuadrada de tamaño n x n, definimos el

radio espectral de A, y lo denotamos por p(A), como el mázi-no de los módulos

de los valores propios de A, es decir

p(A) = máx{(a;1 : a; es valor propio de A
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1 Métodas"iterativns secuenciales

Es conocido, y así se refleja en el teorema siguiente (ver por ejemplo, Varga
[78] y Young [831), que cualquier norma mate cial ea una cota superior del radio
espectral.

Teorema 1. Si 11 - 11 es una noma matri -al y A E M�, entonces se satisface

p(A) < IIAII

El teorema que se enuncia a continuacIa, asegura que para toda matriz se
puede encontrar una norma rratricial de fo -:na que dicha norma esté tan cerca
del radio espectral como queramos (ver Varia [781 y Young [831).

Teorema 2. Sea A E Jet� . Para todo e > 0, existe al menos una norma

matricial 11 - II tal que p(A) < IIAII < P(A) +--°. .

Además (ver Hom y Johnson [481), dada una norma matricial II - 11. este
siempre una norma matricial inducida 11 - 11A, y por tanto compatible, que verifica

IIAIIp < IIAIIO .

Utilizando los conceptos revisados en esta sección, vamos a estudiar, en la
Sección 1 .2 las generalidades sobre los mé-odos iterativos secuenciales, para
posteriormente, dedicar la Sección 1 .3 a lis métodos iterativos clásicos y la
Sección 1.4 a los métodos iterativos en dos --tapas.

1 .2

	

Planteamiento y convergencia

Los métodos iterativos para la resoluciór- de un sistema de ecuaciones lineales
consisten en generar, a partir de un vector -_úcial z0), una sucesión de vectores
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1.2 Plaateanúento Yóonvergenciá

{MM}k>i que converja a la solución exacta t = A-lb del mismo. Se dice que

dicho método es convergente si para todo vector inicial xl°l, se cumple que

El :oncepto de norma vectorial, dado en la Definición 1, se utiliza para el

estudio de la convergencia de una sucesión de vectores, de la siguiente forma.

Definición 5. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K y sea 11 - 11 una

norma vectorial sobre V. Decimos qne la Qucesión de vectores {z(k)}k>i converge

al vector z E V con respecto a la norma

	

si y sólo si, la sucesión de números

reales = 11z(k) - zll}k» tiende a 0 cuando k tiende a infinito .

En los espacios de dimensión finita, todas las normas son equivalentes, en

el sentido en que si una sucesión {z(k)}k>i converge al vector z respecto a una

norma, entonces converge al mismo vector con respecto a cualquier otra norma

(ver Horn y Johnson (48]) . Esto significa que la convergencia de una sucesión

de vectores, puede ser estudiada con respecto a cualquier norma vectorial .

Para resolver el sistema (1 .1) por procedimientos iterativos, consideraremos

la matiz A expresada de la forma A = M - N, donde M y N son también

matrzi=-ts cuadradas de orden n .

Definición 6. Sea la matriz A E mol� , tal que

A=M-N, M,NEM� .

	

(1 .5)

Si M .m no singular, se dice que la expresión (1 .5) es una partición de la matriz

A.

A partir de la partición (1 .5) de la matriz A, el sistemrl lineal Az = b se

puedeescribir como

Mz -- Nz + b.

	

(1 .6)
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Para obtener la solución de (1.1), podemos iterar la ecuación (1 .6) mediante
el esquema

o análogamente

Mx(k) = Nxtk'i l + b,

	

k=1,2, . . .,

Z(k ) = M_'Nw(r`) + M-'b,

	

k = 1, 2, . . .,

y estudiar bajo qué condiciones de las matrices A, M y N, la sucesión de vectores
{z(k)}k>i generada por el esquema iterativo (1 .8) converge a la solución exacta
del sistema lineal (1 .1) . Se llama matriz de iteración a la matriz H = M-'N.

En principio, se estudiaron de forma independiente diversas condiciones
de convergencia para los métodos usuales conocidos con el nombre de Jacobi,
Gauss-Seidel y SOR. Sin embargo, Varga [78] en 1962 introdujo el concepto de
partición regular de una matriz, que en determinados casas engloba a los diver-
sos métodos antes mencionados, e intentó dar las condiciones de convergencia
sobre este tipo de particiones .

Definición 7. Se dice que la partición A = M - N es regular si M - ' y N
son matrices no negativas (es decir, si M' 1 > O, N > O) .

Posteriormente al concepto de partición regular se definió el siguiente tipo
de partición .

Definición 8 . La partición A = M - N se dice que es débilmente regalar si
M-'>_OyM-1N>O .

Como se deduce de las definiciones de ambos tipos de particiones, toda par-
tición regular es débilmente regular, ya que el producto de matrices no negativas
es otra matriz no negativa.
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1.2 Plaateamientoy convergencia

En la versión original de la definición de partición débilmente regular (De-

finición 8), dada por Ortega y Rheinboldt (631, se incluía la hipótesis adicional

NM't >_ O. Sin embargo, nosotros hemos elegido la definición más usada

comúnmente en la literatura .

La convergencia del método (1.8) se puede estudiar analizando el error que

se comete en cada iteración respecto de la solución exacta t. Así, si la ecuación

(1 .6) la escribimos de la forma

y si esta expresión se resta a la ecuación (1 .8), se obtiene

e(k) = He( - '),

	

k _ 1, 2, . . . ,

	

(1 .9)

donde

t = HE + M"lb,

e(k) = z (k) _ 11

se llama vector error en la k-ésima iteración . La ecuación (1 .9) es equivalente a

e(k) = Hke(°),

	

k = 1, 2, . . . .

	

(1 .10)

Así pues, la convergencia de la sucesión definida por la ecuación (1 .8) a

es equivalente a que la sucesión de vectores error {e(k) }k>,, definida en la

expresión (1 .10), converja al vector cero . Es fácil demostrar (ver Young (83J)

que esto ocurre, si y sólo si, las potencias de la matriz H convergen a la matriz

nula, es decir si límk, Hk = O.

El resultado teórico básico de convergencia del método iterativo (1 .8) está

determinado por el rodio eapechml de H y su demostración se basa en la forma

canónica de Jordan de esta matriz, tal y como puede verse en Young (83) .
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Teorema 8. Sea H una matriz cuadrada. Entonas {HJk},r>i converge a la .

matriz nula, si y :ólo si, p(H) < 1 .

En consecuencia, el método iterativo (1.8) converge a la solución del sistema
lineal (1.1), para cualquier vector inicial ot°i, si y sólo si, p(M 'N) < 1 .

Cuando la rMatriz A es monótona, es decir, cuando su inversa es no negativa
(A` >_ O), existe un resultado de convergencia, que se basa en el siguiente lema
(ver por ejemplo, Berman y Plemmons 11 y Varga 1780 "

Lema 1 . Supongamos que la partición A =M- N es regular o débilmente

regular, entonces

p(M-'N) < 1 *=:> A-' >_ O.

1 Mételos' iterativos serwencialea

El siguiente resultado de convergencia puede verse en Berman y Plemrnona
171 y se refiere a particiones regulares o débilmente regulares.

Teorema 4. Sea A una matriz monótona, y sea A= M -N una partición

regular o débilmente regular. Entonces el método (1.8) es convergente.

El radio espectral de la matriz de iteración H = M`N se utiliza para dar
una medida de la rapidez de convergencia, ya que cuando menor sea el radio
espectral, más rápida será la convergencia. Cuando un esquema iterativo posea
una matriz de iteración con menor radio espectral, diremos que el esquema posee
un radio de convergencia superior.

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



1 .3 Métodos iterativoa

	

icoa

1.3

	

Métodos iterativos clásicos

Como hemos visto en la Sección 1 .2, cada partici_rl A= M-N, de la matriz
del sistema lineal Az = 6, define un esqueu a iterativo como el que aparece en
la expresión (1 .8) . Las distintas elecciones de las taatrices M y N, dan como
resultado los distintos métodos iterativos clásicos .

Supongamos que todos loe elementos de la diagonal de A = (mili<i,j:5w son
no nulos y que la matriz A se expresa de la siguient-y forma

A

A= D-L-U,

	

(1 .11)

donde D = diag(all , an, . . . , a,...), y L y U son respectivamente la parte estric-

tamente triangular inferior y superior de la matriz A.

Teniendo en cuenta la expresión (1.11), podemos escribir el sistema (1 .1)
como

Dz=(L+U)z+6.

	

(1 .12)

Corlo los elementos diagonales a: i , de A son no nulos, podemos establecer el

siguiente método iterativo derivado de la expresión= (1 .12)

aiiZ(m+1) _
-

	

ti)_(^) + 6i,

	

1 < i <_ n, m = 0, 1, . . . ,

	

(1 .13)j
j=1J~i

donde z;°), 1 <- i <_ n, son las componentes de un --.rector inicial z(°) .

Claramente, la expresión (1.13) puede ser rees ;ita como
A

_(~.) ,+

	

'

	

1 < t < r; m = 0,1. . . . . (1 .14)
jslJü a¡¡ 1

	

a¡¡

La expresión matricial áe (1 .13) es

Dz(m+1) = (L t U)z(m) + ó,
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y como D es una matriz no singular . la notación matricial de (1..14) es

z(` 1) = D-1(L + UW^) + D- 'b,

	

M=0,1, . . . .

Este método iterativo se denomina método de Jacobi. Claramente, las si-

guientes elecciones de M y N en lr partición A = M - N, dan lugar a dicho

método

La matriz de iteración asociada

M=D y N=L+U.

	

(1 .15)

B = M-1N = D-1 (L + U),

se denomina usualmente matriz de Jacobi asociada a la matriz A .

Como se pre¿a observar, en el método de Jacobi, para el cálculo de la i-

ésima componente del vector :(-;", se utilizan los valores de las componentes

ri~ ) ,

	

=` 1'Z:+i - - " _(')- Pero en el momento de calcular dicha compo

nente í-ésima ya han sido calculadájlas componentes rit=~), . . . , z;~i . St.rge

entonces, de modo natural, la pregunta siguiente : ¿Por qué no aprovechar la in-

formación que se acaba de obtener sobre las primeras «'- 1) componentes del

vector r(m+!) en el cálculo de la cu:.mponente i-ésima? .

Una primera ventaja de actuar así sería la de no tener que almacenar dos

vectores en el altoritmo de cálculo, pues las componentes del vector

se almacenarían en el lugar ocupí do por las correspondientes del vector r(^)

(ya que éstas no serían necesario en los sucesivos cálculos) . Además parece

probable que al utilizar datos más ;: ercanos a la solución exacta en el cálculo de
las componentes de r(-+1), la velc---_idad de convergencia mejore.
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1.1 a étrdns iterativw clásicas!
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El método iterativo de Gasas-Seidel consiste precisamente en actuar de dicha
. -lanera. Con ello el esquema de cálculo del método resulta ser:

< i < n, m = 0, 1, . . . .>

	

>a:: a: :

Matricialmente este método se puede escribir como sigue

(D - L)x(-+ i ) = Uw(m) + b,

	

m= 0,1, . . . ,

	

(1.16)

como la matriz triangular inferior L' - L es no singular, (1.16) puede ser escrito

ícquivalentemeszte como

w(In+i) = (D - L)-'U.-(-) + (D - L)-l b,

	

m= 0,1, . _ . .

Análogamente al método de Jacobi, el metodo iterativo de Gauss-Seidel puede

obtenerse considerando una partición A = M - N, en este caso

la matriz de iteración

M=D-L y N=U.

Con el fin de acelerar la convergencia, a todo método iterativo de la forma

1 .8) se le puede asociar un método extrapolado o relajado sustituyendo en cada

.tapa m, el vector x(m+i1, por el vector extrapolado

wz(-+1) + ( 1 -w)z(-) ,

	

w 96 0, w E R.

Esto sólo -e-juiere un pequeño esfuerzo computacional adicional . Esta relaj~£ión

corresponde al siguiente esquema iterati-,-o

H(w) = ( 1 -w)1 +wM-1N.
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A este método iterativo se le llama w-edrapolación de! esquema (1.8) o también
t -relajación, riendo w el factor de rdajaeión. Lo denominaremos simplemente
método extrapolado o relajado cuando no exista ambigúedad en la elección de
w.

Si en (1 .17) utilizamos la partición de Jacobi, se-obtiene el método de Jacobi

relajado (JOR). El esquema iterativo es

Z(-+¡) = R1 _ w)I +wD''(L + U)] a(') +wD-lb, m = 0,1, . . .,

o anMogamente

A
--,+w+1) = _w

	

t

	

aij='w) + ¡1 _ ~) 1,+++)
+ w-!.-,

	

1 ~ i < n, m = 0 1 . . . . .
jsi,jfi au

El método de Gauss-Seidel puede ser secasivamente w-extrapolado, de L-
siguiente forma . Primero definimos el vector iterado auxiliar 2<-+') como

=j

	

1 < í < n, m = 0,1, . . . .
au a.,

La componente s!'"+i) de este método iterativo se define como

Combinando estas dos últimas expresiones obtenemos

_wE %=ri) _ w

	

+(1 _ w)s(-) + W .!- . (1 .18)
j=i

La expresión matricial de ate método. es

(D - wL)z(-+I) = [(1- w)D + wU] w(w) + wb,

	

m= 0,1,� ,
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y como la matriz D - wL es no singular para cualquier elección de w, entonces
obtenemos

z(m+1) = (D - wL)` [(l - w)D + wU] z(m) +w(D -wL)- 'b, m = 01 1 1 . . . .

El método iterativo que acabamos de contruir recibe el nombre de método
de sobrerrelajaciones sucesivas (SOR). La matriz de iteración se denota por

LW = (D - wL)'1 I(1 - w)D + wUJ .

Seleccionando w = 1, este método iterativo se reduce exactamente al método de
Gauss-Seidel.

Las siguientes elecciones de M y N en (1 .8) dxn lugar respectivamente a los
métodos extrapolados JOR y SOR.

Método JOR.

	

M=w' 1D

	

y

	

N= w'1 (( 1 - w)D + w(L + U)J
Métodc SOR:

	

M=w-1 (D - wL)

	

y

	

N = w-1
((1 - w)D + wU),

donde w es el factor de relajación .
Hadjidimos (46] en 1978, estudia un nuevo método de resolución de sistemas

de ecuaciones lineales . Este método constituye una generalización del método
SOR en dos parámetros y su formulación es la siguiente

(D - pL)z(^+1) = ((1 - w)D + (w - p)L + wU] z(-) + wb,

	

(1 .19)

m =o, 1, . . .,
donde los números reales p y w., -Y 0, ton dos parámtros fijos .

1_:ate método se denomina método de sobrerrelajación acelerada, y lo deno-
taremos indistintamente por método AOR o M,�,,-método .

Claramente, para valores específicos de loas parámetros p y w el M,,,,método
se reduce a tos métodos clásicos, definidos anteriormente. Así:
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1 Métodos iteratiVO� itantPnrisl..

o El .MO, I-método es el método de Jacobi. .

o El Mm-método es el método de Gauss-SeideL

o El Mo,,,i-método es el método JOR.

o El M,,-método es el método SOR.

A partir de ahora, llamaremos a p, parámetro de aceleración y a w, parámetro
de sobrerrelajación. Además denotaremos por G,,,,,, la matriz de iteración del
método AOR, que viene dad % por

,£»,, = (D - yL)-1[(1 - w)D + (w - p)L + wU].

A continuación estudiaremos la convergencia de estos métodos clásicos, para
el caso de matrices diagonal dominantes e irreducibles. Dichos conceptos, que
introducimos a continuación, pueden verse, por ejemplo, en Varga [78] .

Definición 9. Para n >- 2, una matriz A de tamaño n x n es reducible si
existe una matriz de permutación P de tamaño n x n tal que

PAP` = Al¡ Alz

O An

donde An es una submatriz de tamaño r x r y An es una submatriz de tamaño
(n-r) x (n-r), con 1 < r < n. Si no este tal matriz de permutación, entonces
A se llama irreducible.

Definición 10. Sea A = [aij]l~i,f<~ una matriz real de tamaño n x n. Se
dice que
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(i) A es diagonal dominante si

n
la::¡ ? Fj la:il, 4=1,2, . . .,n .

	

(1 .20)

(ii) A es estrictamente diagonal dominante si las n desigualdades (1.20) son
estrictas .

(iii) A es irreduciblemente diagonal dominante si A es una matriz irreducible
y diagonal dominante con al menos un_-- desigualdad (1.20) estricta .

Si A es una matriz irreduciblemente diagonal dominante, entonces será tam-
bién invertible con sus elementos diagonales no nulos. En tal caso, se puede
demostrar el siguiente teorema (ver Hadjidimos [46j).

Teorema 5 . Sea A irreduciblemente diagonal dominante . . Entonces el mé-

todo AOR converge pana 0 <_ p <_ 1 y 0 < <.r '_: 1 .

Puesto que el AOR generaliza a los otros mé* odos clásicos, a partir del Teorema
5 obtenemos el siguiente corolario .

Corolario 1. Sea A irreduciblemente diagonal dominante . Entonces los mé-

todos de Jacobi, Causo-Seidel, JOR y SORestos dos últimos parre 0 < ca < 1)

convergen .

Hadjidimos, en [46], también estudia a convergencia del método AOR,

cuando la matriz A = (a..A es una L-ma riz, esto es, cuando los elementos
de A satisfacen la siguiente relación

a¡; i0, i=1,2, . . .,n y a¡¡CÉ-=, i#j, i,j=1,2, . . .n.
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1 Métodos iterativos sl~

Teorema 8. Si A es una L-matriz, entonces para todo p y w tal que 0 <
p < w < 1 (w VÉ 0) el método AOR converge, si y sólo si, el método de Jacoói
converge .

En el Corolario 1 y en el Teorema 6 se estudia la convergencia de los métodos
relajados, cuando 0 < w < 1 ; sin embargo, para el método SOR se sabe que el
valor óptimo de w suele ser d-ayor o igual que 1 . Hay que tener en cuenta que
este método puede converger ¡:uando el factor de relajación cumple 0 < w < 2,
pero nunca en otro caso, como expresa el siguiente resultado (ver Varga [781) .

Lema 2 (Lema de Kahan). El método iterativo SOR no puede converger
a menos queO<w<2 .

Muchos son los autores que han estudiado los métodos iterativos clásicos . En
particular, existen condiciones de converger la para los métodos clásicos cuando
la matriz A es simétrica y def nida positiva. Estos resultados pueden verse, por
ejemplo, en Varga [781 o en Crtega [621 .

En 1984, Albrecht y Kle:n` [21 dan un teorema- de convergencia para una
matriz arbitraria A; la cond -ión necesaria y suficiente que exigen a la matriz
A, con un w apropiado, pa--- :i que el metodo JOR converja es que todos sus
valores propios pertenezcas -exclusivamente a C- o C+ (parte real negativa o
positiva respectivamente) . :;asen notar además, que el método JOR converge
especialmente si A es definié- positiva o definida negativa .

Hadjidimos, en el artícu -- mencionado anteriormente (ver [461), analiza la
convergencia del método AG _ Z, para el caso en que A es consistentemente orde-
nada, es decir cuando det(aL=" 1 L+a-1D-1 U-OD) es independiente de a para
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ct # 0 y para todo O. Además muestra con ejemplos numéricos la superioridad
del método AOR.

Recientemente, en 1991, Dancis en [15] considera la convergencia del sistema
de ecuaciones lineales Az = b, cuando la teoría usual del método SOR es
aplicable tal y como puede estudiarse en Young [83] .

No obstante, aunque la convergencia de un método iterativo esté asegurada,
tanto si se trata de un método extrapolado (JOR, SOR) como de un método de
sobrerrelajación acelerada (AOR), debemos intentar encontrar el valor óptimo
del factor de relajación w en el primer caso o de los dos parámetros w y p en el
segundo caso . La determinación de estos parámetros no es sencilla y se basa en
la mayoría de los casos en procedimientos heurísticos:

1.4

	

Métodos en dos etapas

Los métodos iterativos para resolver sistemas de ecuaciones lineales requieren
de la resolución, en cada etapa, de un sistema de ecuaciones más simple . Cuando
este sistema se aproxima a su vez por un método iterativo, el método global se
llama método iterativo en dos etapas. A continuación vamos a describir más
detalladamente dicho método.

Consideramos el sistema lineal Az = b y la partíción A = M-N. Asocíado
a dicha partición tenemos el esquema iterativo

M:('+') = Nz(rl + b, 1=0,1,2,� ,

	

(1.21)
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1 Métcdos iterativos secuenciales

donde x(° ) es un vector inicial arbitrario.

Los métodos en dos etapas, también llamados métodos "inner - outer», con-

sisten en aproximar el sistema. (1 .21) de forma iterativa. Así, si consideramos la

partición M = F - G y suponemos que se realizan s iteraciones en el sistema

(1 .21), que llamaremos internas, entonces el esquema que resulta es el siguiente
.-t

x(t+t) _ (F-'G).x(r) + I:(F-'G)jF-t (N.-(q + b),

	

1=0,1,2, . . . .

	

(1 .22)

Podemos distinguir entre el método estacionario en dos etapas, en el que

el número de iteraciones internas s permanece fijo en cada una de las etapas

externas, y el método no estacionario, en el que el número de iteraciones internas

s(1) puede variar para cada etapa externa 1 . Hacemos notar que Lanzkron, Rose

y Szyld en [53] llaman a los métodos no estacionarios en dos etapas, métodos

dinámicos en dos etapas . En este caso el esquema iterativo es
.(t)-t

x(t+t) _ (F-1G)s(t)x(t) + E (F-1 G)JF-t (Nz( t ) +b),

	

1 = 0,1,2, . . . . (123)
j=o

En un principio, los procesos iterativos en dos etapas se desarrollaron para la

resolución de cierta clase de sistemas de ecuaciones lineales que surgían a partir

de la discretización de problemas de valores frontera elípticos . Estos métodos

se usan, en particular, para la resolución de aproximaciones a ecuaciones en

diferencias parciales simultáneas (ver Smith [74]) . Tales procedimientos son de

interés puesto que pueden ser frecuentemente extendidos a la resolución de ecua-

ciones no lineales (Douglas [20], Dupont [21], D'Yakonov [82]) . La convergencia

de estos procesos se probó para problemas específicos y se estimó el número de

operaciones necesarias para reducir la norma del error inicial en cada iteración.

Posteriormente, en 1973, los métodos en dos etapas serían estudiados por

Nichols en [58], dando resultados de convergencia bajo condiciones bastante
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generales. Concretamente, se demuestra la convergencia del método no estacio-
nario bajo las hipótesis de que el número de iteraciones internas $(1), para cada
iteración externa 1, verifique que s(0 >_ S, para un cierto S, y las iteraciones
interna y externa sean ambas convergentes, es decir cumplan las condiciones
razonables p(M'1N) < 1 y p(F'-1G) < 1.

En este trabajo, también se demuestra la convergencia bajo condiciones más
complejas para el método estacionario en dos etapas, es decir cuando s(1) = s.
Las condiciones que Nichols plantea son las siguientes:

Los valores propios de C= M'1N, A;(C), y los de la matriz de iteración del
proceso interno T� A;(T,) verifican

-1 < A;(C) < 1,

	

-1 < A;(T,) < 1.

El valor de s es elegido de forma que p(T,) < 1`(C) . Y además se ha de cumplir
una de las siguientes condiciones:

(i) T, y C son matrices reales simétricas .

(ii) Existe una matriz P tal que PCP-1 y PT,P-1 son ambas reales y simé-
tricas .

(íii) Existe una matriz P tal que PCP" 1 es simétrica y T, es simétrica y con-
muta con P.

Golub y Overton en (401 y (411 estudian la convergencia de los métodos
en dos etapas para el caso en el que la iteración externa se resuelve por el
método de Richardson o Chebyshev. Para sistemas de ecuaciones no lineales,
han sido ampliamente estudiados los métodos con iteración externa no lineal y
con iteración interna lineal, además han sido aplicados a diferentes áreas de la
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ciencia e ingeniería; por ejemplo, vease Bank y Rose (51, Dembo, Eisenstat y
Steihaug [171 .

Lanzkron, Rose y Szyld en [531 dan condiciones sobre las particiones ex

	

nas
e internas que aseguran la convergencia para cualquier número de itera.onea
internas, del método en dos etapas, tanto estacionario como no estacionario .
Las condiciones dadas hacen referencia a particiones regulares y débe<nente
regulares, y sus resultados sólo son aplicables a matrices monótonas, que como
ya se ha dicho en la Sección 1 .2 son matrices no singulares cuya inversa`es no
negativa. En concreto exigen que la partición externa sea regular y la par"ición
interna débilmente regular . Los conceptos de partición regular y débilmente
regular fueron introducidos en las Definiciones 7 y 8 respectivamente, de la
Sección 1 .2 .

Teorema 7. Sea A = M - N una partición convergente y regular, y sea
M = F - G una partición convergente y débilmente regular . Entonces

(i) El método en dos etapas estacionario definido en la expresión (1.22,:= con-
verge para s > 1 .

(ri) El método en dos etapas no estacionario definido en la expresión - (1.23)
converge para s(1) > 1, l = 0,1, . . . .

Bajo estas mismas condiciones demuestran que el radio espectral de la -matriz
de iteración global decrece cuando el número de iteraciones internas ce= ;5ce, es
decir, dicho radio espectral es una función monótona decreciente de s, lo que
se puede interpretar, obviamente, como que al aumentar las iteraciones internas
mejora la correspondiente aproximación externa. Este resultado es inuitivo,
pero sin embargo si las condiciones del Teorema 7 no se satisfacen, el re= iltado
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1.4 Métodos en dos etapas

puede no cumplirse, como puede apr^ciarse en diversos ejemplos que fueron
objeto de estudio en (531 .

Frommer y Szy1d en (311 demuestr" que si las particiones interna y externa
son convergentes, el método no estacionario en dos etapas converge si

lím & 1) = oo.

	

(1.24)
o

En particular, comprueban la eonv,_:rgencia para cualquier sucesión (&(I»-1
satisfaciendo (1 .24) y analizan la convergencia en el caso en que (1 .24) no se cum-
ple pero s(1) es suficientemente grande . Además dan demostraciones alternativas
de los resultados de convergencia vistos en (531, y usan estas demostraciones para
extender los resultados de convergencia a particiones de H-matrices.

Definición 11. Sea A = (a;i11<;j<n E M� . Se define la matriz comparación
de A y se denota por (A), como

bij =
i - Jaij J

	

i96 j

Definición 12. Diremos que A =- (a;i11<:i<A E M� es un M-matriz si es
no singular con a;j < p para i 96 j y A-1 >_ O. La llamaremos H-matriz, si (A)
es una M-matriz.

Para introducir los resultados de -convergencia para el método en dos eta-
pas, demostrado& por 1}omer y Szy=,d (311, damos previamente las siguientes
definiciones .

Definición 13. Diremos que la artición A = M - N es H-partición si
(M) - ¡NI es una M-matriz.
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I Métodos iterativas secti~

Definición 14. Diremos que la partición A - M- N a H-eompatáble si
(A) = (M) - DNI.

Teorema 8. Sea A-_ M - N wm H-partición, y sea M = F - G una

partición H-mmpatibl . Entonas

(i) El método en dos etapas estacionario definido en la ezpr+esión (1.22) con-

verge.para s >- 1 .

(ii) El método en dop etapas no estacionario definido en b expresión (1 .25)

converge pana s(l¡ > 1, l = 0,1, . . . .

Es conocido, (ver "meter y Szyld 1311) que si la partición A = M - N

es una H-partición, entonces A y M son H-matrices, por tanto el Teorema 8
extiende loa resultados de convergencia, de loa métodos en dos etapas, a una
clase de matrices no necesariamente monótonas, a las H-matrices.

Este tipo de matrices forman una clase bastante importante, según se refleja

en el siguiente teorema, : que, puede verse en Fkommer y Mayer [291 .

Teorema 9. Supongamos que la matriz A cumple una de las siguientes con-

diciones.

(i) A es una M-mwriz.

(ii) A es estricta o i,redsciblemente diagonal dominante.

(iii) (A) es simétrica y definida positiva .

Entonas, A es una H -matriz.
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Capitulo 2

Métodos iterativos paralelos

2.1

	

Introducción a los multiprocesadores

Es de destacar la demanda de computadores con aran potencia de cálculo
que hoy en día se está exigiendo, tanto a nivel científico como industrial. Como
cabe esperar, esta demanda actual irá incrementándose en un futuro, sobre todo
en aplicaciones de simulación y de tiempo real.

La velocidad en la computación tiene uno& límites y restricciones lógicos y
tecnolóaieos alos quepoco a poco se va llegando. Las soluciones que se plantean
ante esta demanda de computación se pueden concretar en tres tipos, soluciones
de tipo software, soluciones de tipo hardware y paralelismo.

Las soluciones de tipo software consisten en re~ mejoras en los algo-
ritmos para que estos se ejecuten requiriendo el menor tiempo posible. Pero
las algoritmos poseen una complejidad y necesidad de recursos intrínsecas que

25
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2 Métodos 3tesatlvas Parakbs

limitan este tipo de soluciones.

Las soluciones de tipo hardware consisten en mejoras en la tecuoloaía de

computadores, mejoras que deriven, por ejemplo, en una mayor rapides en la

ejecución de instrucciones o en la realización de operaciones de entrada y salida,

conseguidas mediante la construcción de dispasitiws electrónicos más rápidos.

Otra solución, que además es compatible coa las anteriores, es el paralelismo,

el cual consiste en replicar unidades de tratamiento de información coa el obje-

tivo de repartir tareas entre las mismas, espacial o temporalmente, y realizar la

ejecución del pmgrarna en cuestión, en un tiempo inferior . A las arquitecturas

de este tipo de computadores se las denomina ~eetenns paralelas. Dedica-

remos la Subsección 2.1 .1 al estudio de este tipo de arquitecturas, prestándole

mayor atención a las arquitecturas tipo MIMD o mnltipnoceaadoms, ya que es

en este tipo de arquitectura, en la que se realizarán los experimentos numéricos

de esta memoria.

2.1 .1

	

Tipos de arquitecturas paralelas

Dentro de las arquitecturas paralelas, cabe distinguir entre el paralelismo

tempom4 que es el que se da cuando se realizan un c7njunto de operaciones de

forma solapada en el tiempo, y el parolelismo espacial, que se consigue replicando

elertas unidades funcionales. En cuanto a los distintos tipos de arquitecturas pa-

ralelas destacan las arquitecturas segtnentadas o pipeline, arquitecturas SIMD,
procesadores sistólicos y arquitecturas MIMA

Analizamos brevemente estos tipos.
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2.1 Introducción a los multiprocesadores
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e Arquitecturas seginentadas o pipeline

La idea básica de estas arquitecturas es la división de una unidad de
proceso en partes.o segmentos, dotándolos de registros capaces de alma-
cenar loa resultados intermedios . De esta forma si se tienen que proce-
sar distintos conjuntos de datos, es posible hacerlo solapadamente en el
tiempo, consiguiéndose así un paralelismo temporal .

El funcionamiento de los distintos segmentos es síncrono, el ciclo de
reloj para la unidad de pipeline vendrá determinado por el segmento más
lento .

Este tipo de arquitectura es útil cuando hay que procesar conjuntos
homogéneos e independientes de datos, como pueden ser vectores. De aquí
que en los computadores vectoriales se utilicen unidades segmentadas.

Aunque este tipo de arquitectura ha alcanzado su techo de perfeccio-
namiento, cabe destacar su compatibilidad con otro tipo de arquitecturas
parslelas, mejorando así las prestaciones .

Arquitecturas tipo SIMD

Las siglas corresponden a Single Instruction Multiple Data Este tipo
de arquitectura corresponde a la idea de una única instrucción ejecután-
dose sobre distintos datos . Los computadores con este tipo de arquitectura
suelen estar formados por varios procesadores pero con una única unidad
de control. Todos los procesadores ejecutan la misma instrucción, bajo las
órdenes de la unidad de control, pero cada uno de ellos sobre sus propios
datos . Esto proporciona obviamente un funcionamiento síncrono del sis-
tema. Cabe destacar la importancia de este tipo de arquitecturas para el
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2 Métodos iterstivw paralelas

diseño de computadores con un fin muy específico, sin m=barao no parece
muy adecuada como solución general.

o Arquitectura* sistólicas

Este tipo de arquitectura permite disponer de un gran número de pro-
cesadores que pueden funcionar en paralelo con un coste relativamente
bajo. Con un funcionamiento en principio síncrono puede- considerarse
como el límite al que tiende una arquitectura SIMD cuando los elemen-
tos de proceso tienden a la simplicidad máxima y la mznoria local a
desaparecer. Este tipo de arquitectura presenta gran utilidad en proble-

mas cuya velocidad de ejecución viene limitada por el cálculo y no por las
entradas-salidas. Aunque se ha implementado en pocas máquinas, tiene
gran aceptación como coprocesador .

o Arquitectura* tipo MIMD

La siglas corresponden a Mufiple Instractions Multiple `-)ata y descri-
ben la idea de un computador en el que distintas instruccios, ~es se ejecutan
sobre distintos conjuntos de datos . En este tipo de máquinazada elemento
de proceso ejecuta su propio juego de instrucciones sobre los datos que
eventualmente contiene. Existen por tanto, varios elemen<s de proceso y
cada uno con su propia unidad de control, con lo que el Ifincionamiento
del sistema es asíncrono.

A este tipo de máquinas se le denomina comúnmente multip -~uador. Según
su configuración existen dos estructuras básicas:

	

'
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12 Introducción a Im mnltip oes~ ;

e Multiprocesador 'con memoria distribuida

En este tipo de multiprocesador cada demento de proceso tiene su
propia memoria, ina;-cesible alos deamás procesadores, donde almacena sus
propios datos, no"iendo unamemoria atobai común. La comunicación
entre loe distintos pi-o~debe realizarse mediante palo de mewajcs.

Este paso de mensajes conlleva un retraso en la ejecución.

e Multiprocesador con memoria compartida

En estos comput-adores paralelos, todos los elementos de proceso tienen
acceso a una la común, si bien independientaneate, cada uno de
ellos puede posea una pequeña memoria local para código y resultados
intermedios . La eoaraaicación entre los distintos procesadora se realiza a
través de la memoria común. La principal ventaja de este sistema es que
permite comunicaciones muy rápidas entre los procesadores . Sin embargo
pueden producirse conflictos en el acceso adates. En algunas ocasiones un
procesador no deberá; poder acceder a un dato hasta que este no haya sido
actualizado por otro; lo que debe preverse. También se producirán tiempos
de contención cuanc-o un procesador deba esperar a queotro haya leido o
actualizado un date--, Este tipo de problema se incrementa al aumentar el
número de procesadores .

Un aspecto importan=e en un multiprocesador, ya sea de memoria compar-
tida o distribuida, es la -opología de la nd de iaterconeríón, es decir, la forma
de conectarse los distint,;s procesadores para establecer la comunicación entre
ellos. Una red de intert-,>nexión debería mar conectar el mayor número de

nodos posibles, con ~enlaces por nodo, un diámetro pequeño y pocos con-
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8ictos de a=sao en la +e¿' Entre las redes más importantes se enaaatrao las
que describimos a cga inuadón.'

Red

	

aabar". poseedementos de conmitadán mediaste lamala se emMan
=4dos loes nodos entred.

memada N

Tor-togía de bsa : Todos los elementos están conectados a un bus rápido.
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111ntr+odnodón a los mnWprooeaadom

Pi P= ps

pl pi

Topología de anillo: Cada demento está conectado a los vecinas mía primos
por un enlace unidireccional o bidireccional. Un elemento puede lea de
un vecino mientras escribe en el otro vecino.

Anilüo unidiraciaaal

pp

-D

Anillo bidWeaioaal

Topología de malla: Cada nodo está conectado a sus cuatro vecinos más pró.
ximm. Se dice de malla abierta, cuando adenda los enlaces de la periferia
están anulada.

Pmataor 1

¡lome~ local

Procesados 2

I/O

Promador P

¡lo
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2 Métodositerativos

Topología de hipemubo: Este sistema de interconexión puede usarse para conec-

tar N = 2n procesadores . Cada procesador correspondería a un vértice de

un hipercubo n-dimensional y estaría conectado a otro si en el hipercubo

hubiera una arista entre los correspondientes vértices . Con un número

no demasiado elevado de conexiones se consigue un diámetro reducido,

aunque en cualquier caso la dimensión n del hipercubo no puede ser muy

grande. La ventaja fundamental del hipercubo es que permite conectar un

gran número de procesadores (2") con un diámetro pequeño n y con pocas

conexiones. Otra ventaja del hipercubo es que contiene otras estructuras,

en particular al anillo .

P Q

V?

P

P

P

Hipercubo 3-dimeosional

	

Hipercubo 2-dimensional

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



21 Introduccida a Ice

	

ores

Red Multifase: Si se desea conectar N = 2" procesadores, puede hacerse en

n fases, cada una de ellas con N conexiones . Este esque~--a~ puede utili-

zarse tanto para sistemas .con memoria distribuida, como para sistemas
con memoria compartida, según pongamos a la derecha_ procesadores o
memorias.

Los experimentos numéricos que se expondrán en esta memoria, han sido
implementados en un multiprocesador de memoria eompartid1' Alliant FX/S0.
Resumim a, a continuación, sus características más importaw

.
es . Eate multi

procesador posee dos tipos de procesadores, los procesadores ii<teractivos o IP's
y los elementos computacionales o CE's.

Las funciones principales de los IP's son la gestión y eontr=, de la periferia,
gestión de tareas para el sistema operativo y gestión de los prc--xsos de usuario

p 1~1~1 M

p
p

M
M

p
p lb, 1~+1 M

M

p

i

M
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que no requieren cálculos (ediciones, compilaciones, . : .) . Poseen un juego de
instrucciones no muy sofisticadas desde el punto de vista matemático (compa-
tible con el motorola MC 68020) . El Alliant FX_¬80 posee dos procesadores de
este tipo.

	

I
Por otra parte, la función principal de los IM's es la ejecución de todo

tipo de procesos usuarios, principalmente los que requieren cálculo matemático
muy intenso. Poseen un juego de instrucciones , 4sico (compatible MC 68020),
instrucciones para operaciones en coma flotante,--instrucciones vectoriales e ins-
trucciones para la gestión de concurrencia (sincr-inización y comunicación). El
Alliant FX/80 posee 8 procesadores de este tipo.

La red de interconexión es de tipo bus. El sistema de memoria soporta
hasta 256 Mb de memoria central; además, este sistema dispone de dos tipos de
memoria cache:

o IPC (Interactive Processor Cache) . 1 banco de 32 Kb.

Z Métodos ¡teratrvos paralelos

o CPC (Computational Processor Cache). 2 hancos de 256 Kb cada uno.

Como ya hemos comentado, los resultados aunéricos que desarrollamos en
las Secciones 3.4, 4.4 y 5.4, se han realizado sobt-: este multiprocesador, aprove-
chando las posibilidades de vectorización y paralelismo que ofrece el compilador
asociado al lenguaje FX/FORTRAN .

Para obtener los distintos modos de ejecución, que nos interesan, hemos
utilizado diferentes directivas de compilación, q1e detallamos a continuación .

o Compilación escalar o secuenciab L~ operaciones se realizan se-
cumcialmente. El procesador FX/FORTIAN realiza tantas instrucciones
como le permiten sus "pipelines�.
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2.1 Introducción a losprocesadores

e Compilación vectorial: Las operaciones se realizan en grupos de 32
elementos (o menos, al no están disponibles los 32), por instrucciones veo-
tori= + del hardware.

e Co pilación concurrente (escalar concurrente) : Las operaciones se
realizan concurrentemente sobre un número predeterminado de elementos
comáutacionales o CE's.

o Cbz--:pilación vectorial-concurrente: Las operaciones se realizan en
grupos de como mucho 32 elementos, concurrentemente sobre un número
predefinido de CE's.

2.1 .2

	

Medidas de paralelismo

En estA sección vamos a definir aquellos parámetros que nos van a ser de
utilidad Vra evaluar las prestaciones de los algoritmos en paralelo . Estos son el
incremen -,) de velocidad o speed-up y la eficiencia . Para ello, vamos a suponer
que disp0emos de r procesadores .

Defibición 1. Se llama incremento de velocidad (o speed-up) de un algo-
ritmo pamielo a

5,
= Tiempo de ejecución en un sólo procesador .

	

(2.1)Tiempo de ejecución en r procesadores

Obvi--~te 5, < r, siendo de esperar que en el caso utópico en que el
par~

	

fuera perfecto se obtendría 5, = r.
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Definición 2. El incremento de velocidad o apeed--up de un algoritmo para-
lelo respecto al mejor algoritmo secuencia¡ es

E. =
S,r

2 Métodos iteratisroe paralelos

Esta definición compara el mismo algoritmo utilizando uno o r procesadores,
sin embargo esto tiene un inconveniente, ya que dicho algoritmo paralelo no tiene
porque ser el más eficiente cuando áe ejecuta en secuencia¡. Esto nos lleva a la
introducción de una nueva medida de paralelismo,

s., _ Tie~ de~ele~cncióa en un sólo procaador del ahoTsecuencia) mM rápido
'Tiempo de ejecuc~ en . procesamos de¡ atgon~paral

siendo la eficiencia respecto al mejor algoritmo secuencia¡

(2.2)

Relacionada con las anteriores medidas están las de eficiencia, que miden el
grado de utilización de los procesadores : del sistema al ejecutar en él un algo-
ritmo. Para un sistema con r procesadores damos la siguiente definición .

Definición 8. -Se llama eficiencia de un algoritmo paralelo, respecto a sí

mismo a

Obviamente E; < E, < 1 . El objetivo es conseguir la mayor eficiencia
(o incremento de velocidad) posible, aunque difícilmente se podrá obtener el
óptimo E; = 1.

Hacemos notar, que para obtener los parámetros definidos en esta sección es
necesario realizar el experimento numérico, pues estamos hablando de tiempos
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2.2

	

Antecedentes y estado acola!

reales de ejecución. Por otra parte no siempre va a ser posible determinar el
mejor algoritmo secuencial en términos absolutos.

Para finalizar esta sección, decir que para maximizar la eficiencia de un
algoritmo paralelo, hay que tener muy en cuenta el equilibrio de la carga, es
decir, la distribución de las tareas entre los distintos procesadores de forma que
todos ellos tengan una cantidad de trabajo similar, más aún, debe procurarse
que este reparto equitativo se realice entre todos los puntos de sincronización a
fin de evitar que algunos procesadores se mantengan inactivos o perezosos. Esto
supone que el problema de asignación de tareas a los distintos procesadores sea
clave a la hora de mejorar la eficiencia. Esta asignación en los multiprocesadores
de memoria distribuida suele ser estática, es decir, que se ha de hacer antes
de comenzar con la ejecución del algoritmo, sin embargo en los de memoria
compartida suele ser dinámica, lo que permite que dependiendo de cómo va
desarrollándose la ejecución se asignen las tareas a los distintos procesadores.

En esta sección vamos a estudiar métodos iterativos en paraleic, para la
resolución del sistema de ecuaciones Az = b. En \°.1 Capítulo 1 hemos dado
condiciones suficientes o necesarias y suficientes, para que un método iterativo
secuencial converja. Estos métodos se pueden utilizar, sin demasiada dificultad,
en un multiprocesador. Para esto, distribuimos la carga de trabajo, mediante
la asignación de íncágnitas, entre los distintos procesadores. Esta asignación se
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puede realizar de cuatro . formas diferentes .

o de forma directa,

" mediante reordenamiento de incógnitas,

s utilizando descomposición en bloques, y

o con la introducción de las multiparticiones.

Al, Aiz . . . Ai,
An An . . . A»

A,i

	

A,s

	

. . .

	

A�

2 Métodos iterativos

	

aleles

La asignación se puede hacer de forma directa cuando el método permite
que los procesadores trabajen independientemente, como ocurre en el método de
Jacobi, que puede ejecutarse en paralelo, haciendo quecada procesador actualice
sus incógnitas y después, en paralelo también, envíe las variables necesarias a
los otros procesador . Si no se tuviese en cuenta el tiempo de comunicación se
alcanzaría un speed-up teórico igual al número de procesadores, ya que en este
caso, el grado de paralelismo es perfecto.

La reordenación adecuada de incógnitas, permite distribuir la carga entre
procesadores de forma independiente, en algunos algoritmos.

Sin embargo la distribución de un grupo de incógnitas a cada procesador
induce una idea más general, que consiste en dividir la matriz A en bloques y
asignar estos bloques a los distintos procesadores. Es decir, si la matriz A está
dividida en bloques, con bloques diagonales invertibles de tamaño n; x n;, de la
siguiente forma
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_
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ac pueden construir los siguientes sub 3 etaas que esa asignan cada uno a t.-+

procesador

	

,

E A:swk-')+b:* i---1,21 . . .yr, k=1,2, : . .,

	

(2.3)

donde y; y b; son bloques de los vese res y y b, respectivamente, de tamaño
conforme con el tamaño de los correapcíndientes bloques de A.

La ecuación (2.3) corresponde al esquema iterativo denominado método de
Jacobi por bloques (un estudio exhaustivo de métodos iterativos secuenciales
por bloques se puede -eguir en Young [831 y en Bertsekas y Tsitsikbs (81) . En
determinados casos, los métodos por bloques son al menos tan rápidos como
los métodos por filas, esto ocurre por ejemplo cuando la matriz de coeficientes
es una M-matriz. Será interesante, por tanto, no sólo la elección del método
utilizado para la resolución de los distintos subsistemas planteados en (2.3), sino
la elección de los bloques de la matriz .s . En White (801 puede verse un ejemplo
numérico basado en la ecuación de Pe-isson discretizada mediante diferencias
finitas de segundo orden y con la utilización de las técnicas de reordenación y
descomposición en bloques .

La técnica de descomposición en bI=ques puede verse como un caso particular
de la técnica de multipartición. Esta- técnica fue introducida por O'Leary y
White en (611 .

Nos centraremos en la Subsección 41,1.1, en el estudio de los métodos basados
en multiparticiones, ya que en ella se úndaa~entan los resultados obtenidos en
esta memoria.
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2.2.1

	

Métodos it3sativos basados en la técnica de mul-
tiparticióa ;r

Sea A la matriz del sistema lineal A: = b; en el Capítulo 1 se definió el
concepto de partición de- una matriz A = M - N. Esto permitió construir el
esquema iterativo (l .8), que como recorda~ aquí, se escribe como

Os) = ,41''N.O'') + M"'b,

	

k=1,21 . . . .

1' Métodos íterativos~elw

Claramente, se podrían haber construido distintas particiones de la matriz
A, y obtener para cada una de ellas un esquema iterativo diferente.

Bajoestas condiciones, O'Leary y White (611 introducen, en 1985, la siguiente
técnica de multipartición para la resolución de sistemas de ecuaciones lineales
en paralelo.

Definición 4. Sea A una matriz cuadrada . Se llama multipartición de A al
conjunto {M;,N;,E;}i=,' tal que

(í) A = M; - N� es uja partición de A, para todo i = 1, 2, . . ., r.

(ii) O < E; < I, E: un negativa y diagonal, para todo i = 1, 21 . . . , r:

(2.4)

(üi) EE. =1.

O'Leary y ate, m partir del concepto de multipartición, plantean el si-
guiente procedimiento Iterativo

(2.5)
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?.Z Antecede~ y estado actual

	

41

que tiene la misma estructura que el esquema iterativo semencial (21.4).

Suponen que se dispone de r procesadores conectados entre sí y que cada
uno de ellos puede ejecutar una sucesión diferente de instrucciones sobre sus

datos locales. En cada iteración el -procesador i-&roto calcula so~.e las

~ponentes del vector

MiiNiVO-'> + M¡-'b,

que corresponden a los eleweatos no nulos de Eí. El procesador entonces pon-

dera estas componentes para que sea capaz de distribuir el vector

E;Mí'N;v(`-') +E;M;lb

a uno de los procesadores, que denominaremos centm4 donde se suman las

soluciones de cada uno de los esquemas iterativos asignados a los distintos pro-

cesadores, para así actualizar el vector q en la iteración b, es decir para obtener

Notar que si un elemento diagonal de la matriz Eí es nulo, entonces el proce-

sador i-ésimo no necesita actualizar dicha componente . En eonsecueicia, si las

matrices Eí son tales que si asa de ellas tiene el j-ésimo elemento de la diagonal

no nulo y todas las demás &, t # i tienen su elemento diagonal j-ésimo nulo,

se puede esigaar la fila j de A sólo al procesador i-4simo. Si este razonamiento

se piensa con bloques de filas, sólo se asignaría el correspondiente bloque a un

único procesador . Así, con una única partición se puede construir una multipar-

tición y repartir el trabajo entre procesadores, mediante el cálculo de bloques

de componentes del vector Va).
Si denocainos

	

-
r

X=EZM:1Ní y C-E&-Mi-',::i

	

ísi
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(25) se puede esaibir de la sigaieaú

Métodosit~vwparaleks

aM =NvO-I) + Cb,

	

k=1.Z, . . .,

	

(26)

donde H es la matriz; de iteración.
Al estudiar este método iterativo, podríamos pealar que si las r particiones

de la multiparticióa son 0,0argentes entonces d esquema (2.5) o equivalen-
taaeate (2.6) converge. Sin embargo, esto no es cierto como se refleja en el

sigui~ ~plo (ver Ol eary y White (611) .

Amba. n

	

son tetesn quesu radio espectral es 0.7965.

Ejemplo 1. Sea

A=

y consideremos lesa particiones

1
-1 _4

_1
-1

A=MI-N,=
4 1 -

13
i 1

4

4 1 4 1
.M2 -Nz = 1 _ _1

4
Entonces

MI'Nt =
0 -0.25
0.25 0.875

y
0.875 0.25
-0.25 0
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22Antecedentesy estadoactuar

Si o-nsiderarnos las matrices

El-
0 . 0

	

y E2_ 1 0

lo 1

	

0 0

entonces la matris de iteración de la n3ultiparticida e

H=FnMi1Ni+EzM;1Nz=
0.875 0.25 ,
0.25 0.875

cayo ra io espectral es p(H) =1.125 y por tanto no hay convergencia

Sin enbargo si las matríces Ei y F4 se, definen

El = [1
o

	

y Ez= [ o 0 1,
0 0

	

0 1

entonces la matriz H resultante tiene radio espectral 0.25 . Luego en este caso

hay convergencia.

O'Leary y White (61], investigan también clases de matrices A y »ipos de
multiparticiones que dan lugar a que el procedimiento iterativo (2.' - o (2.6)

converja, demostrando los siguientes resultados

Teorema 1. (a) Sea A una matriz monótona, y sea {Mi, Ni,E;}ti una

mufiparlición de A, tal que todas las particiones A = Mi -N; z-,on débil-

mente regulares. Entonces el esquema iterativo (8.5) es convergente.

(b) Sea {Mi, Ni,Ei%i una multipartieión de la matriz A. Si se c°:mple que

¡Mi-'N]. < 1 parís todo i = 1, 2, . . . . r, entonces el esquema iterativo

(2.5) es convergente.
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(i) p(A) es un valor propio de A.

(ii) p(A) aumenta cuando los elementos de A aumentan .

(iii) p(A) es un valor propio simple.

{Mía Ni, F+i}$a

	

Y

	

{mi,

	

-.,Ei}m1

2 Métodos iterativosparalelos

La técnica de multipartición ha sido ampliamente estudiada. Ad, O'Leary
y White [611, y posteriormente, en 1990, White en [801 estudian la convergencia
del esquema (2.5) cuando la matriz A es simét ~ca y definida positiva. En
[80] también ae dan resultados numéricos de la implementación de este método
sobre un multiprocesador de memoria compartir; ; la conclusión más visible
es que disminuye el número de iteraciones cuando aumentael solapamiento,
pero sin embargo el tiempo no disminuye sensiblemente. En 1987, Neumann y
Plemmons [571 estudian con detalle la convergencia- del método iterativo basado
en una multipartición de A, cuando ésta es una matriz monótona. Dicho estudio
se basa en una norma monótona (ver expresión (1_4) del Capítulo l), usando el
vector Perron, de una matriz no negativa.

Teorema 2. Sea A una matriz no negativa e irreducible. Entonces

(iv) Existe un vector propio u positivo asociado

	

p(A), es decir Au = p(A)u,
con u>o.

Este resultado se debe a Frobenius y es una gcueralización del que estableció
Perron en 1907 para matrices positivas. Al vecti-: propio u se le conoce con el
nombre de vector Pemn de A.

Teorema 3. (Lema 2.2 de [57]). Sea A ira matriz monótona. Sean
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2Métodoe iterativos *paralelos

Sean L; y U; matrices que satisfacen las condiciones

O<L;<L, O<U;<u, i=1,2, . . . . r,

entonces se pueden construir las multiparticiones siguientes

Jacobi

	

{(1- L¡), (L + U - L;), E;}í=1

	

(2.9)

Gauss-Seidel

	

{(I - L; - U;), (L + U - L; - U;), E;}ái .

	

(2.10)

Con estas multiparticiones obtíenen el siguiente teorema de comparación (ver
Neumann y Plemmons (371) .

Teorema 4. Sea A = 1 - L - U una M-matriz invertible e irmducible .
Entonces el radio de convergencia del esquema iterativo asociado a las multipar-
ticiones (2.9)-(2.10) es superior o igual al rodio de convergencia del método de
Jacobi.

Otros resultados de comparación de radios de convergencia con multiparti-
ciones se pueden estudiar en Elaner [22] .

Es conocido, que una forma de acelerar la convergencia de un método ite-
rativo es usar un factor de relajación, como comentamos en la Sección 1 .3 . En
(611, O'Leary y White construyen algunos ejemplos de multiparticiones de ma
trices convergentes, disaxtiendo su uso sobre computadores paralelos, uno de
estos ejemplos corresponde a un método de multipartición relajado en el que se
utiliza el parámetro de relajación w como en el método de Jaeobi relajado. Este
método está definido par la siguiente iteración

rE Zimi-, (Nix(n + b) + (1 - W)zcn,

	

1 = 0,1 . . . . .

	

(2.11)
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7~® pj lomo~ la am

	

mcis dd mgaema (2.11)
waado A swB-~ (verDd~ 12 de la Seuióo 1 .4). Lacm~
~eeuips a la swkipaitiáós de A, pata diga con-r~,&, ar qne dia~(Jw:)

A) 7 (A) s (

	

- IN:Í. i = 1.Z. . . .,r. Daaotaodo diaa(A) s D X A =
D - 8obtura d si~ taoram

Toar~ i. Su A mm B-+m~ 1r no d m~ (Al:,N.,F} c en4
isolti~rtieüa de A as ~ü/.) s D p (A) _ (Jw:) - IN:l, i s 1,
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~^m

	

M~i~*M.

Otr pes " use~ por artos miaaos aulas am~ ® mipooa:
4w A = D - Lw - Va k

	

donde D as la pute dia~ooal de A, La, as

iskr a, Va as tal gne A = D-Ls-Vi (®caed V!
sao s ttiasg as wp~riorj. Sopoepmos qw D as ao siasu4c y dmo~ los
dmtsator de A. D, l r 1r Va por w, dv+ 0. y o rwpediw=rmte. Consideremos
la mrltipartieión (D -4, VaEsÍ~. El argnema gne plaataaa d el sisnieate

ds~ás

s1. E

	

+Elt+~i +(1 - WJsi - ,.
Pd )
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!a

	

2M~lterativas

Qaram~ los calados de vlk para k =1,

	

r, san indepeadieatea y se

preden realizas ea paralela

Ea erre aso dsgnems iterativo (2.12) se pnade saibir como

con

a(w') = Hsu) +c,

	

l= 0,1, . . .,

r
H = EMD-wLo)` ((1- w)D + w%) .

ama
Lacm~mcáaddesgnams (2.12) se atudia en (M, también pira H-rnatriom,

probando la coover~a para los mismos parda~ de relajación w que ea d

Tmemas S, y asumiendo que (A) _ ¡DI - (Ltl - ¡Vá 1, k = 1, 2, . . ., r.

Teorema d. Su A tras H--~rú, yp~ lr = 1, 2, . . ., r sea L,, una matriz
catrútsmeate tri~ iq¡wior. Dei~ las mstriaa Vs tal que A = D -

4 - Mí- Aswrtimes tac (A) _ ID¡ - (Lál - IV#,1 pss k

	

Eatoa~

si 0 < w <

	

d esfuma (t Ir) goa~ a la solución dd sistema

As =b.

HMenoa votar que estos métodos estudiados por Frommer y Mayer 1291, para

w = 1 se reduom a los métodos de muhipattición no rdajados, por lo que

obti~ huesos aiterios de ooety

	

cia pata el caso no rdajado.
La eoadición de que A sea unos H-mmiis cubre varios casos interesantes,

tala cano d de al-mattis, akicta o irredncº~-te diagonal dominante y d
caso s que (A) seada~y deóaidapo~ (vas Tmemena 9 de la Sesión

Dercas(l01 pea~me,catase de algoritmosrata~ basadas en wnltipar-
dciaosa, Lanadado~de snokipsaiciáa en paralelo AOR, para resolvw
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arande~ sistemas de ecuaciones. Este tipo de algoritmoa una aeaaaliza~cióa del
moddo (2.12). La aoavaaeacia de~ mod" se discute bajo la condición
de que A sea asa matriz monótona. Haremos

	

kxestudio más - detallado de los
coque~ (2.11) y (2.12) en la Secciona 3.1

	

la reapactivaQreate. Por otra
pacte en la Sección 4.1 introduciremos be algoritmos estudiados pa Deren.

En 1990, SVId y Jaew 177] estudiaron la{=ilación existente entre los mé-
todos iterativos ea dos dapu (va Sección 1.4' y los basadas en la técnica de
multiparticióa, analizando también las radias

	

convergencia. Concluyen que
d método de multipartición a asintáticamente --as rápido.

2.2.2

	

Métodos caóticos basados en la técnica de multi-
partición

En la Subsecrióo 2.2.1 se han estudiado dliérentes procesos iterativos en
paralelo para la resolución de un sistema de cm&emes lineales.

En~ los diferentes procesos iterad

	

a estudiados ~ven sistemas
o subsistemas del siamna de ecuaciones líneas original en cada procesador,
actualizando en cada iuraeión global d vector solución . En estos casos, cada
pe+oasador obtiene sdaarmte una solución de =ti subsistems asociada.

Pacato que las tetes peoaesadee. de ,-.gin multiprocesador MIMD son
índependieatal ese puede pensar de forma natural en producir un esquema ite-
rativo tac qne cada procesador pueda ad : más de una ves su aducida, en
cada iteración dobal. En este casoa obtiene -

	

sucesión de vectores diferente
de las obtenidas cosa los métodos de la Suba -ción 2.2.1 y par tanto se debe
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ralizar d estudio teórico de W.,auvamcua de estas avenas suoaio~aa.

Deno~ariaaremas a esta dad: de equem^ ¿todos o~ en d sentido
en que cada procesador adua

	

sn

	

i'

	

un añmeo variable de veces, de-
de L iteración gbbal que se está realizando. La iteración global se

construye a partir de km vedoE" de cada unode los procesadores. La idea de los
modelos caóticos surge aate d,;urabkma de equilibrar la carga de trabajo eatn
los distintos procesadora . Así: si suponemos que se ha de resolver un sistema
en d que hay una gran diferenúa entre los tamaños de ¡os distintos bloques de
filas que sao asignados a distinga procesadores, podrá ocurrir que ea un cierto
instante al;unos procesado~ ya hayan actualizado su bloque de vector iterado,
mientras que otros continúan trabajando. Pu~entonces lógico, que para evi-
tar ata situación los procesadora ociosos recakulea varias veces su bloque de
veetenr. Esto lograría un equilibrio de la carga de trabajo, además de esperar
nns mejora en la velocidad de omvagmria.

Dentro de los métodos caótt-n+, distinguiremos dos posibles casos, los mito-
dos caótiass sía~eu y los Modos caóticos esíacroaos. En el primero, cada
iteracióo global se construye a partir de las soluciona de todos los procesado
ras. Claramente se necesita ur-_a `sincronización* entre todas los procesadores
para con~ d vector iterad----en cada iteración global. En el caso "aaíncroao'
cada iteración global se const,, sye a partir de la sdución de algún procesador,

d que acaba tk aduahzar su sduci¿rn . Ea este caso existe una
gran Eb~ entre los proce -doees, ya qae" no tienen que sincronizarse para
construir la sucesión de

	

ituados.

Ea 1488, Hru, F"lsaex y he= masa, motivados por bs trabajos de Ostrowsld
Men 1961 y de Chazaa y M :nabw (13] en 1969, estudian en 1101 dos modelos
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¡terativw caóticos en paralelo, basado. en la técnica de multipartición, para la

resolución de grandes. sistemas no singulares de ecuaciones lineales .

Ei primero de estas modelos, que corresponde a un esquema caótico sín-

crono, puede su considerado como una generaGzacióa del método de Jacobi por

bloques en paralelo. En el segundo modelo planteado en 1101, cada procesador

puede actualizar el vector iterado global, o recuperar algún subconjunto de las

ooaapon o de dicho vector iterado, que resida en un procesador centm4 en

cualquier momento Esta~ hablando de un modelo caótico asíncrono .

Para la formulación matemática de estos modelos suponen A = Mi _ N.,

1 < i < r, r particiones de la matriz A y para cada i se define el operador

F. : R~ -+W como sigue,

F.: = M;̀ N.a + M¡̀ b.

	

(2.13)

Esta expresión representa el trabajo de una iteración local y se realiza por cada

procesador un número determinado de veces para intentar, de esta forma equi-

librar la carga entre los distintos proomadores.

Además, para un entero no negativo q, consideramos la siguiente notación

para la composición del operador F.

F;oF;o . . .oF; q>0

	

(2.14)
1

	

q=0.

Coa la notación que acabamos de introducir, la versión matemática del modelo

caótico síncrono es la siguiente.

Sean F.;, 1 < i < r, r matrices diagonales no negativas verificando que

Mi F.; = 1, y san A - M. - N;, r particiones.

	

Iniciando con un vector
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ZMétodos iterativos párale1os

arbitrario s(o), se realiza la iteración

s(0 =

	

E;F4pa)sp-11

	

1--1,2, . . . ,

	

(2.15)
m

donde F son los operadores dados en (2.13) y g(l, i) son enteros positivos que

dependen de i, el procesador, y también de l, el índice de la etapa de itera-

ción global. Obsérvese que q(l, i) indica el número de iteraciones locales del

procesador i en la iteración global l.

Tal y como se ha definido el esquema (2.15), no es necesario que cada pro-

cesador calcule todo el vector s(h mediante las operaciones inducidas por los

operadores (2.13) . El procesador i-ésimo necesita calcular aquellas componen-

tes que le son necesarias para sus sucesivos cálculos y aquellas para las que el

correspondiente elemento diagonal de E; es no nulo . Además, en la práctica se

puede esperar que el número de iteraciones locales que cada procesador realiza

entre dos iteraciones globales del algoritmo se fije y dependa sólo de A y de

la cantidad de trabajo que implica sus cálculos . Bru, Elsner y Neumann [101

obtienen, para este modelo, el siguiente resultado de convergencia .

Teorema 7. Supongamos que A es una matriz monótona de tamaiio n x n

y (M;,N;, Eil~,, una multipartición de A débilmente regular. Entonces el es-

quema iterativo (2.15) converge para cualquier vector inicial si°l, siempre que

q(1, i) ? 1,

	

l= 1,2, . . .,

	

i _-.. 1,2, . . ., r .

Para la construcción del modelo asíncrono, Bru, Elsner y Neumann [10), su-

ponen que dos procesadores no pueden acceder al mismo tiempo al último vector
iterado global, evitando así los posibles conflictos . Con esta suposición dividen

la tarea típica del procesador i-ésimo en tres subtareas que son cíclicamente

realizadas. Estas tareas pueden describirse como sigue:
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2.2 Anteced~yátádo áctuá

(i) Si w' es la aproximación a la solución global que reside en el procesador al

comienzo del ciclo, el procesador actualiza alguna o todas las componentes

de w' con las correspondientes componentes de la aproximación actual a

la solución que reside en un procesador central, y obtiene la aproximación
revisada m.

(ii) El procesador calcula en la iteración local, el vector

%= E;Fiw =E;M;̀ Niw +E;M;̀ b.

	

(2.16),

(iii) Si y es la aproximación a la solución presente en el procesador central

cuando el procesador completa el cálculo de (2.16), el procesador actualiza

el procesador principal como

_ = n+(1- Eí)y.

	

(2.17)

y este vector pasa a ser la nueva actualización para que el mismo proce-
sador i empiece la primera tarea con w' = z.

Denotamos por i., un procesador cualquiera. Nótese que 1 < i., < r. Para

formalizar el modelo asíncrono se necesita trabajar con sucesiones {¡j}', que

poseen ciertas propiedades que se describen a continuación .

Definición 5. Sea {ii

	

1 < ii < r, una sucesión de enteros positivos .

(i) Se dice que la sucesión es admisible si cada uno de los enteros 1, 2, . . ., r,

aparece infinitas veces en la sucesión .

(ii) Se dice que la sucesión es regalada si existe un entero positivo K tal que

los enteros 1, 2, . . ., r, aparecen al menos una vez cada K elementos con-

secutivos de la sucesión.
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j = -r+l,-r+2, . . .,0,1,2, . . . .

z(-"+m) = :(-.+s) =

	

.

	

= a(-m) = Z(o) .

Métodos iterativos ~4os

Claramente, toda sucesión regulada es admisible.

El esquema asíncrono dado en (10] y que definimos a

	

tisuacloa se basa

en esta dase de sucesiones .

Se considera el proceso iterativo

z(¡+,,) _

	

(2.18)

Cuando j < 0, entonces ij = -j+ 1, mientras que si j > 0 entonces ij indica
el procesador que ha actualizado d vector global con el vector :V1.

El escalar r., indica el número de veces que se ha actualizado el vector de
la iteración global por otros procesadores distintos del procesador ¡j-ésimo, du-
rante el tiempo que ha necesitado este último procesador para completar el
trabajo de las tres etapas descritas anteriormente . Se supone que

13ru, Elaner y Neumann demuestran en [101 la eonvergeacia de este modelo
asíncrono. Las condiciones se basan en la monotonía de Fa matriz A y en la
regularidad de la multipartición .

Teorema 8. Supongamos que la mahis del sistema

	

=_~oal A: = b es una
matriz ~tona. Sea {M:,N� Fh}!m una mufipartieiáa 4Mlmente regular de
A. Entonces la iteración definida en (8.18) convoye a L solución esacta de

dicho sistema, para cualquier sucesión mqulada de enteres: {ijsm siempre que

0<ri - l gj >-r+1.

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



,I~t1tQOE+ r- -aCtt~-

Este

	

resm~M~

	

°Kt~DIO üna gmendel ,i o

9 p ér

	

Jw-Jim~ que fui ~3do, en el mat~ de ¡~M~

secuenciales en 1961 ,pot OstroersH (ver Ost~ 1641). El egaema propueto

par Chazan yKmráw (l3L a

	

dde OstrawsM, pero esta~ un caro

par~ del modela as=o= de Hm F.lsna y Neumam

Claramente, el Modo de Jaoobi (por bloques) en p~ se puede ertsibir
ut'«zando opaadoe

	

simaree a la dada por01~y White de la siguiente

Consideresaw el operador

definido para cada i =1 2,.. . , r, por

donde

E. -n

Fe = flan + k,

I
, . :

	

&m-a

	

0

	

&ui

	

. . .

O

(2.19)
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Bu zw "As`'Aü " 1y&_, ¡Si <r,ydy

b~#e puede escribir de la fwm,

=(a =ÉMMi LO10-1)

¡MI

n(143 = F¡i.

s

	

F;s

	

,

	

I = 1,2, . . .,

Métodos itemtivw ~CIos

Con las propiedades de unamultipartición de A, el método de Jacobi caótico

1 = 1,2, . . .,

	

(2.20)

donde q(1, í) > 1, í = 1, 2, . . . I r, y

	

Nótese que este esquema es

sínct+onor

Fa fácil observar que las matrices N; definidas por (2.19) son idempoteites
y. ~ coosecueacia

tanto d método caótico de Jacobí por bloques definido en (2.20) se reduce

-ue e d método de Jacobi por bbque.
_

	

Por~lado, Ay~ deMHadjidimos y Neumaan en (4) estudian
-le~ados casos, en los qued método eatrapolsdo de Jacobi tieneun mejor

-s&* de aan~r~enw qued no extrapolado.
.'

	

Putos rsdtador, vqsies+oo : 8ru yFa~en [111 d estudio- de esgne. ss

--~átioor bordas ea la pu~ de Jacobl, pero relajados. Pan esto, supones
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?.Z Antecedeátes~! cota& actual

que la rpatris A del sistemu lm~esl Am = b, estí dividida en bloques, 'con los
bloquesdi&~ igual ala identidad, e decir, consideran d siguiente sistema

hi . . . AU . . . A¡,

Aji

	

. . .

	

Ijj

	

" . .

	

A¡,

A., . . . A,j . . . 1� 1 1 w, 1

	

1 b,

donde los vectores a y b están divididos de acuerdo con d tamaño de loa bloques
de A.

El esquema paralelo caótico que plantean es d siguiente:

a(t+i) =

	

Ef	t .í)zt9~ .	1=o,1, . . .,

donde la matriz por bloques E¡, 1 < j < r está dividida de acuerdo con d ta-
maño de la matriz A, con dbloque diagonal j-é@~* iguala la matriz identidad
1;; y los demás elementos nulos, es decir,

~ O- . . .

O . . . Ijj . . . O

(2.21)

(2.22)

El parámetro Q(1,j) indica d número de veas que el procesador j-ésimo va
a adu:lisar su bloque de veetaen la iteración 1-ísima, antes de que cualquier
otro procesada cono~sus cálculos .
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Por F� 1

	

j < r, representamos r operadores que asignan el trabajo al

j--ésimo procesador. Estos operadora están ~dos colmo

F;o = Jjo + wvúl,

	

1 < j < r,

	

(2.24)

donde w es el parámetro de relajación, el vector v(11 tiene el bloque j-ésimo

igual al del vector de términos independientes b y los deuda son nulos, es decir,

y la matriz J; es

con

7
111 . . .

	

0

	

. . . 0

wB;l

	

. . .

	

(1 - w)I¡¡

	

. . .

	

wB;,

2 méiodá» itwátivoe

1�

B = [B;;J . B;; _
O i=j.

1<j<r,

De acuerdo can el esquema de iteración (2.22), para calcular el vector iterado

s(I+i), el procesador j-édmo actualiza q(l,j) veces el correspondiente vector z(')

mediante

Una vez realizadas estas operaciones sc premultiplica en (Z.22) por la matriz

E;, definida en (2.23). Esto supone que dicha actualización se reduce única-

mente a la actualización dei bloque j-áaian, ya que sólo éste va a ser necesario,
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22 Anteceda~ y artado actual

	

S9

sed. la forras de las marica E,, para la actual~dd. %,odwiterado ato-

bel. F~ actuilisacióa~se produce cuando todos cákujos han sido
completados por todos los procesadoras: desde este punto 03~d esquema
(2.22) es síncrono.

En 1111 mdan resultados de comwaenda para d esquema (2.22) cuando d
factor de rdajae3ón óptimo entí acotado entre 0 y l, bajo e¡-zdicioam bastante
general% que dependen de la matriz de Jacobi . Posteriorme¬-e en (331 se extien.
den estos resultados de convergencia para d caso en que d Borne de rdajación
toma valores en un cierto intervalo (0,íje), coa c.,ís > 1 .

Teorema 9. Consideremos el sistema linea¡ xo simular (!tl). Suponga-
mos que el radio espectral de la matriz de Jacoói por iloquu B u menor que 1 .
Si 0 < c.r < 1+ y q(1, i) = q(h~) > 1, 1=0.1. . . . . 1 :5 ¡j :5< r, entonas d
esquema iterdivo (2.22) eonverye a la solución del sistema haesl (2.21) .

En (331 también se estudia la convergencia dd esquema (2 °22) debilitando las
condiciones que deben cumplir los factores caóticos q(l,j) Fxpecto al teorema
anterior, exigiéndoles únicamente que sean mayores o i~: que uno. Sin em
bargo las hipótesis relacionadas con la matriz de Jacobi por bloques son relativas
a la norma infinito, exigiéndole a ésta, que sea menor que i

Teorema 10. Supongamos que u B U�< 1 . Si 0 < w --- 1

	

yq(1.3) >_
1,

	

1= 0, 1, . . . ,

	

1 < j < r, entonces el esquema de itense:Z . a (2.22) cnaverfe a
la solución ele¡ sistema liaos¡

Además, en (331 se plantea la versión asíncrona, dd ew lema plantestido en
(111 demostrando la convergencia bajo las mismas hipóu.= is para las que se
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prueba el Teorema 10. Los experimentos num~ que se presenta en (121 y
1331 reflejan la aceleración de los modelos uóliJ- o dncrooas. en los que a pdai

se ha equilibrado la carga entre los proeesadot� si, x de loa modelas aducrmos

frente al eorres~ente m~ paralelo ao ratico.

Por otro lado el efecto de los pmeesa~dores sobre la eonva

	

de méto-

dos iterativos fue objeto de estudio por Elsac, Nmmana y Vemmer en P4) y

posteriormente por Elaes y Neumann en 1231.

En artículos previos a [24] sobre métodos dé- muhiparticion, tanto dacrooos

como asíncronos, se asume tácitamente que el `número de particiones coincide

con el número de procesadores. Este es el caso en (101, (57] y 181]. Mientras en

el caso síncrono tal suposición es natural, es innecesaria en el caso aúncrano.
Elaner, Neumann y Vemmer en [24] y posteriormente Elsna y Neumann

(23] ex-unan el efecto que produce sobre la aceleración de la conversencia, la

variación del número de procesadores en relación con el número de partieío^

Concluyen que los procesos iterativos asíncroe-» que utilizan aproximaciones

más recientes para construir el vector iterado g~w conversen más rápidamente

que los procesos que utilizan aproximaciones menos recientes .
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Capíty lo 3

Método de multipartición en

dos etapas

3.1 Introducción

Consideramos el sistema lineal

Ase = b, (3.1)

donde A ea --una matriz cuadrada de tamaño n x n, invertíble.
Supone que para la resolución del sistema lineal (3.1) se dispone de

r procesados, conectados en paralelo. Co®o pa se explicd en el Capátulo 2,
la literatura existmte sobre métodos iterativos pmakbe para re~ dicho
sistema, in = . a que se oumigue mejorar la eficiencia de los algoritmos paralelos,
cuando se o iene ara equilibrio en la cara,: de trabajo entre los procesadores.

61
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Ad, en [121 se define un método iterativo pa~ y caótico, basado en la

técnica en dos etapas, estudiando la- versión dncronay adacrona. La t&nia en
dos etapas ha sido desarrollada desde el puntode vista secuencial en la Sección
1 .4.

Para el planteamiento del esquema iterativo, definido en [121, se supone
que la matriz A del sistema lineal (3.1) está dividida en bloques y los bloques
diagonales son cuadrados. De esta forma, el sistema (3.1) se escribe como

D� . . . A,; . . . Ai.

A,, . . . Di¡ . . . A;,

3 Método de multipirtic

	

en das etapas .

mi b; (3.2)

I .A.,

	

. . . A,;

	

. . . D** j l a j

donde los vectores : y b están divididos de acuerdo con el tamaño de 10s bloques
de A.

Con estas hipótesis, los autores de [12] plantean un procedimiento iterativo
que consiste en construir la siguiente sucesión de vectores

donde_cada mil*'), 1 < j < r, es una solución aproximada del sistema lineal

D¡fs; = b; +

	

B;jaj'O, .

	

(3.4)
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que se obtiene realizando q(l, j) pasas *internos' del esquema iterativo relajado

wM~1Ni=0l +wMj1

	

+ E
B¡;w¡(O

	

+ (1- w)sj(k1, (3.5)

siendo B la siguiente matriz dividida en bloques

y ,D,; = M, - Ni son r particiones, 1 < j < r,

Finalizadas estas q(1, j) etapas, para todo j =1,2, . . . , r, se define la (1 + 1)
iteración "externa» como

w(1+i) (t(iá)= =i

Claramente, si se dispone de r procesadores, cada cálculo de los vectores
z~t+ih 1 < j < r, mediante la expresión (3.5), puede asignarse a un procesador,
realizándose así, todos los cálculos en paralelo.

En este modelo cada procesador j, 1 < j < r, puede realizar un número
arbitrario de iteraciones locales para calcular el vector z!'+1), antes de que se
forme la nueva aproximación a la solución global (3.3). Este es, por tanto, un
esquema caótico extrapolado, pero síncrono, que se puede expresar, teniendo en
cuenta la expresión (3.5), como

r

O

(3.7)

donde las matrices Ei están divididas según el tamaño de los bloques de A y
tienen el bloque diagonal j-ésimo igual a lii y los demás bloques son cero;
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64

	

BMétodo de multi~ción en don etapas

q(1J) es el número de veces que el procesador j-éaimo actualiza el bloque

correspondiente de vector iterado y Fi son r operadores, cada uno de los cuales

asigna el trabajo al j-ésimo procesador, definidos como

F.o = Jis: +WM;1VUI,

	

(3.8)

donde w es el factor de relajación, 01= (09 . . . , bí . . . . 10)t, y

con

Iu . . . O . . . O

wMí1Bi1

	

. . . Ni

	

. . . wM71Bi, (3.9)

Hi = (1 - w)Iii + wMi1Ni.

	

(3.10)

A continuación, resumimos los resultados de convergencia, obtenidos para el

esquema (3.7), en (12] .

El siguiente teorema muestra que para cualquier partición convergente de

D = diag(D11 , D22 , . . . , D,*), el método caótico síncrono construido en- (12] con-

verge si q(l, j) tiende a infinito, para todo j = 1, 2, . . . , r . Se exige, además, que

la norma infinito de D-' B sea menor que 1 y que el valor de w esté comprendido

en un cierto intervalo .

Teorema 1. Sea A la matriz del sistema lineal (9.$), con A = D-B yD =

diag(D11 , . . ., D�) . Sean Di¡ = Mi - Nj,

	

1 <j < r, particiones convergentes

y supongamos que ÍID-1B(l. < 1 . Si 0 < w < 1

	

, con p = máxisis, p(M71Ni)
y lín4~ q(1>>) _ co, entonces la sucesión de vectores generada por el esquema

iterativo caótico (8.7) converge a la única solución del sistema línea¡ (9.2).
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11 Introducción

En el artículo citado, también se demuestra la convergencia del esquema
(3.7), sin exigir que los factores caóticos tiendan-:ib,infinito, aiao que sean ma-
yores o iguales que 1. Las hipótesis exigidas soL que la partición externa sea
convergente y regular. Además la particiones internas deben ser débilmente
regulares,

Teorema 2. Sea A la matriz del sistema lintel (9.2), con A = D - B una
partición regular y convergente, y D = diag(Dli _ . . .,D,). Sean D� = M; -
N;, 1 < j < r, particiones débilmente regulares. Si 0 < w < 1 y q(1, j) >_
1, 1 < j < r, 1 = 0,1, : . . , entonas la sueesióu de vectores generada por el
esquema iterativo. caótico (8.7) converge a la única solución del sistema lineal
(9.2).

Una vez estudiado el caso síncrono, los autores de [12] presentan el estudio
de una versión asíncrona del esquema (3.7), prob sndo la convergencia bajo las
mismas hipótesis que en el caso síncrono .

	

Loo- experimentos numéricos que
obtienen muestran la buena eficiencia de los algt~citmos en dos etapas paralelos
caóticos .

Todo esto, junto a los antecedentes estudiadc-i sobre los métodos basados en
multiparticiones, en el Capítulo 2, nos ha sugerida la generalización del esquema
(3.7), de formaque los sistemas internos no se resuelvan necesariamente sobre los
bloques diagonales de la matriz A. Para ello con3ideraremos una multipartición
de A,

y aplicaremos q(1,j) etapas de un método iterativo relajado (también basado en
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F;z=t;O(Q+b, j=l12t . . .yr.

En la Sección 3.2 se planteará el esquema caótico aíncrono, y se estudiad, la

convergencia. La Sección 3.3 estará dedicada a la versión asíncrona del nuevo

esquema . Finalizaremos el C.pítulo con una sección dedicada a los experimen

tos numéricos, y otra en la lue se resumirán los resultados más importantes

obtenidos.

	

.

3.2

	

Modelo síncrono

Consideremos el sistema lineal

3 Método de sunltipac~ en das etapas

particiones) para resolver en cada iteración l, 'r subsistemas

Az = b,

	

(3.11)

donde A es una matriz cua~rbia de tamaño n x n, no singular y o y b son

vectores de tamaño n .

Definición 1. Diremos 'que el conjunto de matrices

F9+Gt+M~+Ni+Es}l.i+

es una multipartición en d" etapas de la matriz A, si verifica las siguientes

condiciones .

(i) A = F; - G� son pare- liones'de A, para todo j =1, 2, . . . 9 r.
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3.2 Modela afncroae

(ü)

	

Ej =1 y E; ? O, para toda j =1, 2, . . .,r.
jsl

(iii) Pi = M; - Ni, es una partición de F;, para todo j =1, 2, . . ., r .

Consideremos {Fj, G;, M;,N;, E;}ñl, una multipartición en dos etapas de

la matriz A y sea z(°) un vector arbitrario. A partir de este vector construimos

una sucesión de vectores {w('»<»0 de la siguiente forma.

Sea z(t+1) una aproximación a la solución del sistema lineal

Fjz=G;z(0 +b, 1=0,1,2, . . .,

z(t+1) _~E~zy+1).
j=1

externa 1, implica la realización de las siguientes q(1, j) etapas

~(t+1) = ziv(t,i))

AZ

obtenida realizando q(l,j) etapas, que llamaremos internas, de un método ite-

rativo relajado basado en la partición F; = M; -N; .

Una vez calculados, a partir del vector z( t) , todos los vectores zis+1), se

construye el siguiente elemento de la sucesión {a(t)}t=o, como

(3.12)

Así pues, el cálculo de los vectores z(t+l) , j = 11 2 $ . . . , r, en cada iteración

wMj-1N;z (.k) +wM :-1 (b; + G;z( t» + (1-w)z;k) ,

	

(3.13)

k = 0,1,� , q(1J) - l,

	

z(0)=w(1) ,

Finalizadas estas q(1,j) etapas, se define el vector zj en la (1 + 1) iteración

externa como

(3.14)

Claramente, si se dispone de r procesadores, cada cálculo de los vectores
1 :S j < r, mediante la expresión (3.13), puede asignarse a un procesador,
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expresarse como

3 Método de mul íción en dos etapas

realizándose así, todos los cálculos en paralelo. Además, no es necesario que el

procesador j-ésimo calcule todas las componentes del vector sino aquellas

para las que se verifica que el correspondiente elemento diagonal de la matriz E;

es no nula . Sólo eatae componentes serán relevantes para el cálculo del vector
~ü+i) en (3.12).

En este modelo, cada procesador j, 1 < j < r, puede realizar un número

arbitrario de íteracíones locales para calcular el vector o('+1), antes de que se

forme la nueva aproximación s la solución global (3.12) . Por tanto, este es un

esquema caótico pero síncrono.

Tal y como se indica en las expresiones (3.12), (3.13) y (3.14), cada vector

x~t+i) se calcula aplicando q(1, j) veces el siguiente operador sobre el vector z<<i

Por tanto, el esquema paralelo caótico extrapolado que planteamos, puede

(3.17)

donde las matrices E, son no negativas y verifican E;si E; = 1, q(1,j) ce el

número de veces que el procesador j-ésimo actualiza parte de las componentes

del vector a;(t+i) y 1% son r operadores, para cada iteración externa 1, definidos

en la expresen (3.15), que asignan el trabajo al j-,sino procesador.

Pi; : R" -. R,.

Piix = Hiz + wM71 (Giz(1) + 6) , (3.15)

siendo

H; = (1 -w)1 +wM¡'N; (3.16)

y w el factor de relajación :
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3,2 Modelo áncrono

Para analizar la convergencia del esquema iterativo (3.17) vamos a detallar

más explícitamente dicho esquema. Así, por la forma de los operadores 19J., en

(3.15) podemos escübir las siguientes igualdades, a partir del esquema (3.17)

E EjPj;"j)-1 [Hjz(4 + wM71 (Gjz(h + b)]
jal
sE EjPj*"á)-' [Hj (Hjx(r)

+wMji (Gio(1) + b»
j=1

arMi1 (Gjz0) + b)j

E EjPr#io)-2
[Hj z(') +w (Hj +

j) M71 (Gjz(~)
+ b)j

Ej

	

(Uz(1) + w

	

H-),Mí"(Gjx(1) + b)

	

.(3.18)
j=l [Hil

	

( ¡=o

Por tanto, el esquema (3.17) es equivalente al esquema

o(lá)-1
z(i+i) = E Ej [Hif(Uw(1) + w

	

Hj

	

Mil (Gjz(U ,+ b) .

	

(3.19)
jai

	

izo

Para analizar la convergencia del esquema (3.17) o equivalentemente (3.19),

utilizaremos el análisis del error

eu+1) = z(1+1) _ 11

donde f es la solucián exacta del sistema lineal Am = b. Bastará con demostrar

que la sucesión de vectores error fe('»** , converge al vector o.
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En los siguientes lemas darnos una expresión del vector error ef en cada

iteración, en función del vector error en la iteración inicial y de un producto de

matrices que denominaremos matrices de iteración.

Lema 1. La solución f del siate : ta lineal Az = b, es un punto fijo del

esquema iterativo (9.19), es decir,

a.a(la?_t
t

	

El	H .,) Mj

Demostración . Teniendo en cuesta las particiones A = Fi -G,, F, = MI-

N,, j = 1, 2, . . . , r y la definicióL de 3,, j = 1, 2, . . ., r en (3.16), obtenemos,

para cada j = 1, 2, . . . , r

..rA1) ' (G, t + b)

	

=

	

r::1ij 'F,t = ..; .41 1 ( .11, -

	

1

3M~de ~ndtiparticióm en dos etapas

(r -
_u,

1 - 1 +

l

	

- ((1 --W)1

	

M, 1 ~ ,)

(1 H,)f

Teniendo en cuenta '.a expresióu 3.18), pero sustituyendo x( 1 ) por t, y con-

siderando la igualdad (3 .20! que ac ;barnos de demostrar, podemos establecer

las siguientes igualdades .

r

	

o(1J)-t

1:

	

,) A1)̀ (G, t + b)
,=t 1

	

( $=o

q(la)-t
H,') (I - H,)

,=a

(3 .20)
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0(010LWIOB "111(haO1#V

E; [Hy
(lá)t +

Con lo que quedz. probado el len-...

	

e

Lema 2. Sea Z la solución del sistema lineal Az = b y {z(1)} 1

	

la sucesión

,-e vectores generad¿, por el esquema (9.19) . Entonces, la sucesión de vectores

-rmr {e(1)}1°-_°0, con e(1 ) = z( 1) - e, satisface.
r q(1J)-1

e(1+1) = E E,

	

Hj(1,i) + w

	

E

	

H

	

MJ 1Gj

	

e(1),

	

j = o,1, . .
j=1 1

	

( ¡-o

Demostración . Teniendo en cuenta la expresión (3.19) y el Lema 1, pode-

mos analizar la expresión del error armo sigue.

v(1o )-1
E,

	

Hjq(11')z(1) + w

	

H)'1d- 1 (G,z(1) + b}

r

	

v(1á1-1
E, [H911-j)Z + w

	

HI

	

A1,` (G;Z + b)
.=o

£, [Hq(1j)(z(1) __ F) +w

	

H,-) -Y,-' (G Z(1)
+ b~

vl1.i)-1
_w	H,M., 1 (Gjf + b))

r

	

0(1,)-1
E;

	

Hv("i)e(1) -1- w

	

F

	

H,M¡ 1G,e( 1)
=1 1

	

( .=o
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tltá)-s
-_

	

E; [Hq(lj) + w

	

H;

	

M;'G; e
:=o

Observación 1 . Por el Lema 2, la sucesión de vectores error verifica

donde las matrices TIq están definidas como

a(1J)-t

H, ) M, 1GJ
1_o ( §=O

Ti 1) = Hj(rá) +~

	

Hj) Mi
1Gj .

	

(3.21)
( :=

Podemos escribir estas matrices 7",' 1) de otra forma equivalente y que nos será

de utiliuad con posterioridad . Para ello, es necesario reescribir las expresiones

``' (~°~ó)- ; Hj M,- (,j, para todo j = 1, 2, . . . , r, l = 0, 1 1 . . . , como sigue

_

	

~ Hl

	

(f -I + cal -WM,-'Nj F,'G,
.=o

3 Método de mutt psrtic ón en dos etapas

w ~ H,'M,-1F,F;̀ G,

tr1

	

~ HJ
Al)`

(-V, _ Nl ) F) 1
GJ

txQ

i(1J) - 1

y Hi

	

(1 - Mj 1 :VJ ) F, 1 GJ

v(tJ)-1

Hi

	

(I_H.,) Fi
1
Gi

.ao

(3 .22)
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Luego, por la igualdad (3.22) y la expresión de las matrices ?;') en (3.21),
obtenemos la siguiente nueva expresión para dichas matrices .

.

	

111) = Hj(1j) + (I
_ Hj(1.i)1 F-'G, .

	

(3.23)

A las matrices

debido a Bru y Fuster [11; .

EE;7;1), 1= 0, 1, . . . ,
,_i

donde IiI1) vienen definidas en (3.21) o equivalentemente en (3.23), las llamare-

mos natnces de iteración del esquema iterativo (3.19) .

Con estas matrices, la sucesión de vectores error verifica, según el Lema 2
1

e(1+i) = Tt1)e(1) _ fl T(')e(°),

	

1 = 0,1, . . . .

Por tanto, como la convergencia del esque"na iterativo (3.19) es equivalente
a la convergencia de la sucesión { e c1)} 1 al vector cero, podemos afirmar que el
esquema (3.19) converge, si y sólo si

lím ú T(') = U.
t~ao ,=o

El siguiente lema nos será de utilidad en los resultados de convergencia y es

jjA( 1)r < a < 1,

	

1 --_ 0, 1 1 . . . 1

(3.24)

Lema 3 . Sea (E, d) un espacio métrico completo y sean A( 1 ), 1 = 0, 1, . . . ,
aplicaciones contractivas con el momo punto fijo z y constantes contructivas a(1)

respectivamente . Si existe una constante a tal que a(1) < Cr < 1, 1 = 0,1, . . . ,

entonces el esquema iterativo a(1+t) = A(1)x(1) converge a s para cualquier x(°) .
En particular, si .4(1 ) son matrices complejas cuadradas y existe una norma
matricial compatible 11 - 11 tal que
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3 Método de multipartición en dos etapas

entonces
t

liras

	

A(') = 0.
¡~°° i=1

Los autores destacan que la condición ¡¡A(') ¡¡ < a < 1, l = 0,1, . . . , puede

ser aligerada, suponiendo que existe una subsucesión {l;}=r satisfaciendo

II A(-)¡¡ < a < 1,

	

i = 1 ;2, .

Hacemos notar también que la acotación ¡¡A ( ' ) ¡¡ < a < 1,

	

1 = 0,1, . . . , no

puede ser aligerada exigiendo que JIAM II < 1, l = 0,1, . . . .

Para estudiar la convergencia del esquema iterativo (3.17) o (3.19) utilizare-

mos el lema que enunciamos a continuación . Este lema es la versión matricial

del Lema de Neumann para series convergentes . Su demostración puede verse

en Rerman -v Plerrirnuns (71. .

Lema 4 . La matriz no negativa T es convergente, es decir, p(T) < 1, si y

sólo si, (1 - T) -I existe y er, este caso
00

(1-T) -'= 1: T'>0 .
B=O

a continuación . nos dedicamos a probar explícitamente la convergencia del

rnétodo de multipartición en dos etapas extrapolado, definido en (3 .17) o aná-

lugarnente en (3 .19) bajo distintas cc,ndiciones . En el primer resultado, demos-'

tramos la convergencia cuando las particiones tanto internas como externas son :

convergentes y se realiza un número infinito de iteraciones internas .

Teorema 3 . Sea { F,, C, . M,, V,, E,}r=i una multipartición en dos etapa:,

de la matriz del sistema lineal Az = b . Supongamos que las particiones interna.-

F, = .til, - _NI , j = 1,2�� r son convergentes y que las externas verificar.
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Si 0 < w<_--]L son p = máxi5i5" p(M;'Nl) y
lím,-..a, g(l, j) = oo, entonas el métalo de mtiltipartieión en dos etapas (9.19)

converge a ta solsuión t del sistema lineal As = b £ zra cualquier vector inicial
=101 .

Demostración. Según la Observación 1 y el L-na 3, para probar la con-
vergencia del esquema (3.19) será suficiente dernoetrar que

0,1, . . . , para alguna constante real y < 1 .
Veamos en primer lugar que el radio especrat de las matrices H,, j =

1, 2, . . . , r, es menor que 1 .
Teniendo en cuenta la definición de H., j = 1, E, . . . , r, en (3.16) y las pro-

piedades del radio espectral, obtenemos

Por tanto

con

1,2

(a) Si 0 < a < 1,

p(H,)

	

= p«1 -w)I +wM-'N,)

<

	

¡1 - w` +w máx p(h`J-1;N» .

p(H,)

p = máx 1

	

p(M¡' ,V,) < 1, ya que las par, iciones F,

. . .,r.son convergentes .

Distinguimos dos casos atendiendo al valor de ~.

PA) < 11-wi+w,

- Nl , j -
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?8

	

3Método de multi~rtición en doseta~

(b) Si 1 < w < 1+0

p(H;)

	

:-

	

11-w) +wp

w-1+Wp

ca(1+p)-1

2
(1+p)-1l+ p

Para acotar la norma infinito de las matrices de iteración, utilizaremos la

expresión de las matrices T" ) , 1 -- 0 9 1 1 2, . . . , en (3.23)

máx {II HT("i) + (1 - Hv(1.i))Fj
`Gj1j .}

máx {11Hj(`a)j' w + (1 + jj Hj(") jj .) JIF,`Gj1j .

Tal y como hemos demostrado, s= :hemos que el radio espectral de las matrices

H) es menor que 1, lo que implica, _por el Teorema 3 de !a Sección 1 .2, que

lím Hp

	

1, 2,-

y

	

. .

por tanto, dado un e > 0

3po E N

	

.

	

11HD 11 . - c,

	

dp > po,

	

J -- 1, 2, . . ., r.

Aúora bien, como lími_� q(1, j) - .:~,
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,3,2 Modelo síncrono

	

77

Por hipótesis existe un real ,8 tal que

IIF; l Golao <_ ~ < 1,

	

j = 1,2,, . .,r.

Así, para, I > lo

Tornando e c i+ se verifica que,

máx {E+(1 +E)IIF;'G,II~

e(1+R)+3= a, .

11 T(" II,,, <_ a, <

	

1 .

Y por tanto el esquema iterativo de multipartición en dos etapas (3.19) converge

a la única solución del sistema lineal Ax = b.

En el siguiente teorema aplicarnos el hecho de que la ma-, riz A sea monótona,

es der,,r, A- ' - 0, además de exigir las condiciones de partición regular y

débilr ¡ente regular sobre las particiones externas e internas, respectivamente .

To-tprema 4 . Sea A tal que A-' > O. Supongamos que las particiones A =

F, -

	

1, 2, . . . , r,

	

son particiones regulares y que F,

	

=

	

!1'i, - Ni

	

son

partí_ iones débilmente regulares.

	

Si 0 < w < 1, el método de multipartición

en á==s etapas (Y19) converge a la solución Z del sistema lineal Ax = b, para

cuale-&ier vector inicial x(°) y cualquier sucesión de iteraciones internas q(1, j) >

1=0,1, . . . .

Demostración . Si demostramos que las matrices de iteración T111 , l =
0, 1,� ,_

	

definidas en (3 .24) satisfacen

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



78

	

3Método de~~iciónen dc* etapas

(i) Tcn > o, t = 0,1, . . . ,

(ü) existe un vector a > o yunaconstanterea 0, con 0 < 9 < 1, independiente

de la iteración 1, tal que

T(')z < 8z,

entonces, considerando la norma matricial monótona inducida por la norma

vectorial definida en la expresión (1 .3), se tendría que

y por el Yema 3 obtendríamos

1179)IIz < e < 1,

t

1lim II P') = O,
00

.-o

Teniendo en cuenta que la sucesión de vectores error {e (') }i-°o satisface

re (¡+¡) - fl T(i)e(0), 1= 0, 1,. . . ,
.=o

la convergencia al vector cero estaría probada, es decir

lím e(') = o.
1-00

En consecuencia, el esquema (3.19) sería convergente.
Veamos, pues, (i) y (ii) .

(i) Al set las particiones F, = M; - N;, j = 1, 2, . . ., r, débilmente regulares,
MI'N., > O y MJ ' > O, j = 1, 2, . . . , r. Así, si 0 < w < 1, entonces

H;=(1-w)I+wM¡'Ni>O, j=1,2, . . .,r.
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3.2 Modelo sfncnono

	

79

Ademán, como las particiones A = Fi - G;, j = 1, 2, . . . , r, son regu-

lares, las matrices G; son no negativas, y por tanto

luego

v(~á)-iH~(lá) + w

	

E

	

HIMí¡ G,i > O,

	

.) = 1, 2y . . . , r, 1= 0,1 1 . . . ,

v(lá)-i
T(')

	

Ej [H-1(1J)1

	

+

	

H,~) Mj- 'Gjl k o,

	

1 = o,
j=i

	

( í=o

(ii) Por la expresión de T(' ) en (3.23) y las particiones A = F; - G;, j =

T(r) x

(3.25)

Consideremos e un vector positivo, por ejemplo e = (1, 1, . . . , 1 )`, y

z = A-'e . Como A- ' > O y ninguna fila de A- ' tiene todos sus elementos

nulos, entonces z > o.

Calculemos TII)z, donde las matrices T(r) están evaluadas en (3.25) y

z=A- 'e .

z - (I - H¡('a)1 Fj̀ Az

z - (I - H¡(1j» Fi 'e . (3.26)

1, 2 1 , . . , r, obtenemos

T,°) = H;(1") + (I - IIjq(l")1 Fi 1 Gi

_ I _ (I - H¡(1")1 (I - Fi 'GJ

= I -l_ (I _ Hj(1a)1 Fi (F; - G,i)

= I _
(I
- H19(1.1 F,-1 A .
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so

	

3 Método de multipartición en dos etapas

Como las particiones A = F; - G� j = 1, 21 . . . , r, son regulares, se

tiene que Fy1 > O, j = 1, 2, . . . , r, y al ser Fj = Mi - Ni particio-

nes débilmente regulares, se tiene, por el Lema 1 de la Sección 1 .2, que

p(M;'Ni) < 1, j = 1,2, . . .,r. Luego

y así, utilizando el Lema 4

p(Hj)

	

=

	

I1 - wj +wp(M,`Ni)

_ (1 - w)+wp(M,1N¡)

Ahora bien, como para todo j = 1, 2, . . . . r, se tiene

= 1, 2, . . . , r.

	

(3.27)

Fj = MI - Nj = w-'Mj -w-' [(1 - w)Mj + wNj] ,

multiplicando ambas expresiones por w y considerando la expresión de las

matrices H., j = 1, 2, . . . , r en (3 .16), obtenemos

wF,=Mj-((1-w)Mj+wNj1=M,(I-H,) .

Teniendo en cuenta ahora, la existencia de las matrices Mj' y de

(I - H,)- ', estas últimas expresadas en (3.27), se tiene

FI '=w(I-Hj)"' MI-'=wIFIHj+M~' .
,= /o

Sustituyendo la expresión que hemos obtenido de las matrices Fi-l er

la igualdad dada en (3 .26)

I

	

~-o
w ( <' 0 H.,~) M,-1e
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3.2 Modelo s nerono

	

8I

que

Como las matrices H; y M7 1 , j = 1,
2,

. . . , r, son no negativas ; se tiene

y por tanto

-- ae - ~

	

H

	

M;ie
izo

o(iá)-1
- z -wM7le

	

w

	

H

	

Mile.
ial

a(tá)- 1
H=' ; mi- e>0,

ial

Tj( 1)x < z -wml le.

Ahora bien, como las matrices M7- son no negativas y ninguna fila es

totalmente nula, mi-' e > o. Si además tenemos en cuenta que T11)x > o,

entonces podemos afirmar que existe una constante real 9;, con 0 < 9; < 1

tal que

Tomando 9 = máx{B1 , 02, . . . , Br }, s,- ' obtiene

Con lo que queda demostrado (ii)

r

r

r

EE; 9x
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3Método de multipartición en dos dapaa

De (i) y (ii) se deduce, tal y como hemos dicho al inicio de la demostración,

la convergencia del esquema iterativo (3.19).

El siguiente teorema prr.xeba la convergencia del esquema (3.19) cuando la

matriz A es una H-matriz Previo al siguiente resultado de convergencia será

necesario conocer algunas r°vpiedades sobre matrices que recogemos en los lemas

que enunciamos a continuación .

Lema 5 . Sean A y B -los matrices reales de orlen n .

(a) Si A es una H-matriz, entonces ¡A-1 ¡ < (A)-1 .

(b) Si JAJ < B, entonces p(A) < p(B) .

Demostración . La parte (a) puede verse en Frommer y Mayer (29] mientras
que la demostración de (b) puede seguirse en Ortega y R.heinboldt (63] .

Lema 6 . Sea A = M - N una partición de A.

(a) Si la partición es un-,- H-partición, entonces A y M son H-matrices y

p(M-1 N) c p ((M)

	

`INI) < 1 .

(b) Si la partición es un partición H-compatible y A es una H-matriz, en-

tonces es una H-partición y por tanto convergente .

Demostración . La c-emostración de (a) puede verse, por ejemplo, en Mayer
(55] o en Frommer y 5z; - 3 [31] . En este último también se da la demostración

de (b).

Con estos resultados, podemos estudiar en el siguiente teorema, la conver-

gencia del esquema (3.19 ;;cuando la matriz A es una H-matriz .
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lleocema i. Supe a@smes q" A usus fl -+astas. Cocaidefsr A = F, -

C,, I s 1 .2 . . . . , r, r prticisaes H-crsm~ de A y F, = 111,-N., particioaes

H-wmps~. Bato+tem, as 0 < w < 1, el método de mtiJtilartie¡" en dos

etspu (1.19) coaeenpe s la &dañó% E del #idsms líaed As = b, para css"gsier

vector inicua s('" y ctishter isoesióa de iteractioaes iaterass q(l, j) ? 1, J =

Demostración . Teniendo en cuenta la expresión de tu matrices H, en

(3.16)

yque0< .,,~ < 1

H, = (1 -w)1+w .V,' .ti;

Hjl < (1 -W)1+ ., :j .tl~

	

(3.28)

Considerando el módulo de las matrices ]~, 1) en su expresión en (3 .21)

1T(0 1 < jH,j .(<J) +",

	

(3.29)

Como F, = :1l, -N, son particiones H--compatibles, por el Lema 6, apartado

(b), deducirnos que F, = :1l, - 11',, ) = 1, 2, . . ., r, son H -particiones y por el

apartado (a) del mismo lema obtenemos que ias matrices .1l, son H-matrices .

Teniendo en cuenta ahora, el Lema 5, apartado (a), se verifica la siguiente

acotación

(511-115

	

j = 1, 2, . . . , r .

	

(3.30)

Luego, por (3.28) y (3 .30)

(Hi1 5 ( 1 -w)1+w(M,)"'INI1 = : Aj .

	

(3 .31)
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3 Método de mnltipartici& eco dar etapas

Teniendo en cuenta anca expresiones (3.29), (3.30) y (3.31)
«f.i)-i

17")I < IHij«'J) +w

	

IHjli) IM;'l1Cjl..o

Así, las matrices

~Ua) +w
(

	

)
E Vi

	

(M,) `Icjl
.=o

n ._

	

Ej~''~r),
inca

son las matrices de iteración del método de multipartición en dos etapas, para

la matriz (A'= (F,) - JG, ¡, con particiones externas

y particiones internas (F,) = (M,) - INj I , j = 1, 2, . . . , r, con 0 < v < 1 .

Estas particiones verifican las siguientes condiciones .

(i) Como A es una H-matriz, por el apartado (a) del Lema S

(A) - ' > ¡A- '¡ > 0-

(3.32)

(ii) Como A = F, - N, son particiones H-compatibles Y A es una H-matriz,

por el apartado (b) del Lema 6, A = F, - G, son H-particiones N. te-

niendo en cuenta el apartado (a) del mismo lema, deducimos que F,, j =

1, 2, . . . , r, son H-matrices . Luego por el apartado (a) del Lema S

(F,)-' > IF,'j > O, j =1,2, . . . .r.

Como además IG.1 > O, j = 1,2....,r, se tiene que

(A)=(Fi)-IG21, J=1,2, . . .,r,

son particiones regulares .
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(iü) En (3.30) berro. d®ostrado que ¡Mil < (Mi)-', j

	

Por

tanto

luego, (Mi )' 1 ¡N; l > O, j = 1, 2, . . . , r y como además IN, ( > O, obtene-

mos que las particiones

son débilmente regulares .

(F~) = (M..) - 1N.,1 ,	1 = 1, 2, . . . 1 r,

De (i), (ii) Y (üi) podemos afirmar que las matrices 741) , í = 0,1, . . . , son

las matrices de iteración de un método de multipartición en dos etapas que

satisfacen todas las hipótesis del Teorema 4.

Por tanto, según la demostración del Teorema 4 podemos afirmar

podemos afirmar que

Ahora bien, si tenemos en cuenta las desigualdades

0<111T'`''<ri<Iir,I .
¡,=o ,=o O=o

~lím ñ T<') = O
.=o

y por tanto, la sucesión de vectores error converge al vector cero . Es decir, el

esquema (3.19) es convergente.

Es evidente que el esquema planteado en (12) y que se ha expuesto en la

introducción de este Capítulo, es un caso particular del esquema iterativo (3.19) .
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3 Método de aa *M~ en4w_~

Para ello, basta considerar las particiones externas A = F; - G; todas iguales

entre sí, en concreto
Fi =D,

	

G;=B,

donde la matriz D = diag(Dil , . . . ,D� ) es la matriz diagonal por bloques de
manera que los bloques diagonales coinciden con los de A (ver expresión (3.2)),
y B está definida en (3.6).

La solución aproximada a los subsistemas definidos en (3.4) se calcularía

utilizando las particiones internas D� = M, - N,, j = 1, 2, . . . , r.
En este caso las matrices de iteración son

r

	

«ta)-1E E,

	

Hq«j) + w

	

H'

	

M-¡B

	

,

	

(3.33)
j =i

	

.=1

	

a

	

]

donde E,, 1 < j < r, son matrices diagonales por bloques que siguen la estruc-
tura de D y tienen el bloque j-ésimo igual a la identidad y el resto son nulos;
la matriz H es la siguiente

H=(1-w)1+'M-1N

M=diag(MI,M2, . . .,M,) y ,ti=diag(N1,!1'z _ . , .1',) .

El Teorema 5 nos da nuevas condiciones de convergencia para este caso par-
ticular. Además podernos enunciar el correspondiente teorema suponiendo que
la partición externa sólo sea H-partición .

Teorema 6. Supongamos que A es una H-matriz, con A = D - B una
H-partición, y D = diag(Dll, . . . , D,.,) . Sean D� _ M, - ?Y3 , 1 < j < r,
particiones H-compatibles. Si 0 < w < 1 y q(l, j) > 1, 1 < j < r, 1 = 0, 1 1 . . . 1
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entonces la sucesión de ve~ sener+sde por el esquema iterativo caótico (9.7)

converge_ a la cínica solución del sistema Az = b.

Demostración . Al igual que hemos hecho - a la demostración del Teorema

5; las matrices de iteración dadas en (3.33) pueden ser analizadas de la siguiente

forma

con

77 = (1 - w)1 + ;w(M)-ijN/ .

Las matrices P') corresponden a las matrices de iteración de un proceso

iterativo equivalente al planteado en la expresión (3 .7), para la matriz monótona

(D) - (BI con la partición externa (D) - IBA y !4s particiones internas (D.,.,)

(.NI) - 1N)j, j = 1,2, . . .,r.

La demostración de que estas particiones y , %atrices verifican las condiciones

del Teorema 2 (o equivalentemente, del Teoremr '4, al ser éste una generalización)

es análoga a la realizada en el Teorema 5. Pcy tanto, tenemos der::ostrada la

convergencia .

Observación 2 . Los teoremas anteriores i-i pueden demostrar considerando

r parámetros de relajación w1, w,, . . . ,wY,, ase= :indos a cada operador pt,, 1 <

j < r, I = 0, 1, . . . . Esta generalización no efe= ta a los fundamentos teóricos de

las respectivas demostraciones .
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3 Método de multiparticiónen doe etapas

3.3

	

Modelo asíncrono

En esta sección desar.nllamos el estudio del modelo asíncrono correspon-

diente al esquema (3.19) j equivalentemente (3.17) que fue expuesto en la sec-

ción anterior . El procedimiento iterativo que planteábamos venía expresado

mediante el siguiente esq= ema

donde las matrices E, soe no negativas y satisfacen Eí_, El = 1, el parámetro
q(1J) indica el número de veces que el procesador j-ésimo actualiza parte de

las componentes del vector x(,+ i ) y Pi, son r operadores, para cada iteración

externa l, que asignan el trabajo al j-ésimo procesador y definidos como

siendo

y ,; el factor de relajacii~,j

Definición 5 del Capítui- 2), para un vector inicial, podemos plantear el siguiente

modelo asíncrono basas--) en el esquema caótico de multipartición en dos etapas

(3.17)

r

Pija' '

	

H,x + wM, ' (G,x(i ) + 6) ,

Si suponemos que

	

< í, < r, es una sucesión regulada (ver

xG+r') - (1- E¡, ) »r'-1) + E;,

	

E¡Pq¡'(j~~)x(3)> > _ 0, 1,2, . . . .

	

(3.34)
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siendo ri el menor entero positivo tal que

Por la propia definición, como {¡j}=r es regulada debe existir un entero positivo

K que verifique
0<rj-1<K,

	

(3.35)

El valor de ri -1 es igual al número de veces que la aproximación que reside en

un procesador, que denominarnos central, es actualizada por otros procesadores

distintos del ij-ésimo, durante el intervalo de tiempo en el que dicho procesador

calcula su iteración local .

A continuación estudiamos la convergencia de este modelo asíncrono bajo

las mismas hipótesis que en el caso síncrono .

Teorema 7. Sea {F;, Gi, Mi, N,, E,};= i una multipartieión en dos etapas de

la matriz del sistema lineal Az = b y {i j }0°-o, 1 < i) < r, una sucesión de

enteros regulada . Supongamos que existe un vector positivo z y una constante

real Q tal que las matrices de iteración T(j) definidas en (5.2.x) verifican

jT(J)jx <,3.-,

	

0 < A < 1,

	

Vi = 0, 1, . . . .

	

(3.36)

Entonces, el método de multipartición en` dos etapas caótico asíncrono (9.3.x)

converge a la solución e del sistema lineal Az = b, para cualquier vector inicial.

Demostración . Para analizar la convergencia del esquema asíncrono (3.34)

es conveniente sumergir este procedimiento iterativo en un procedimiento itera-

tivo en R"x , siendo K el entero positivo que regula a la sucesión en la

Definición 5 del Capítulo 2 .
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Para tal propósito, introduciremos la siguiente notación .

s Mótodo de mWtip'cidn endos elapm

Z

Z

e(j)
tu-1)

E(;-K+1)

E Res ,

E Res ,

1 Z j
donde x es el vector positivo dado en el enunciado del teorema y satisface (3.36) .

Por hipótesis, la sucesión {i,)-i es regulada, por tanto

0<r,-1<K, *=0,l,2, . . . .

De la primera desigualdad de esta expresión obtenemos

j .5 j + r, - 1,

	

j = 0, 1, 2, . . . .

	

(3.37)

Por la segunda desigualdad

r~-K < 1

r~-K <_ 0

j + r; - K

	

<

	

j,

	

j = 0, 1, 2, . . . .

	

(3.38)

Uniendo las expresiones (3.37) y (3.38) se tiene

j+r;-K-< j5j+r;-1,

	

j=0,1,2, . . .,
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lo que nos permite asegurar que el vector n-dimensional e(¡) es un bloque del

vector nK-dimensional ifj+,,- t , es decir,

podemos escribir

E(j+r, )

e(j+r,-K)

e(.?)-Sir

Analizarnos seguidamente la expresión del error

E(1+r) = Z(i+rl) - e .

Notemos que el vector e(j) ocupa la posición r, en el anterior vector, por

tanto, si denotarnos por S,, j = 0, 1, 2, . . ., a la matriz de tamaño n x nK

dividida en bloques de tamaño n x n y que tiene un bloque identidad de orden

n en la posición r., y los K - 1 bloques restantes son nulos, es decir

r,_ t bloques

Si = On . . . On In On . . . On ,

	

(3.39)

(3.40)

Puesto que t es un punto fijo del esquema (3.17), la expresión del error quedará

como

_

	

(1- E,,)z(i+'i-1) + E;,

	

E,p va)ZG)
:=1
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Ahora bien, la expresión

	

=i
E;Pjv(~'')(z(j) -- f) fue analizada en el Lema i,

demostrando que

B)+r~ E7+r,-1

Bj+r!
=

-

	

(I - E;, )f - E;,EE;Pw(rr)t

r
_

	

(I -E;, )Ev+'i-') + E;, r E;pj4u..)(Zv) _ f)

r
E~P?~.')(zÚ) - tr) = TU)EG) .

i=1

Teniendo en cuenta las expresiones (3.40) y (3.41), podemos escribir

E(i+r,)

	

_

	

(j_E.~)E(i+r,-1) + E;,

	

E¡Piqj(j")(Z(j) _ ~)

=

	

(I _ E;,)E('+r)-1) + E;jT(J)SI?j+r)-, .

Denotemos por B,+r, la matriz cuadrada de orden nK, dada por

1-E,) O . . . O O
1 O . . . O O

O o . . . I o] 1 o
donde la matriz del primer sumando está dividida en bloques de tamaño n x

y la matriz del segundo sumando, en bloques de tamaño n x nK .

Calculemos el producto Bj+r,-t;+r,-1 .

3 Método de multipartici6n endoe e

r

E¡ ]T() S,

O

(3 .41 ;

(3 .4"-- )

I - E,, O . . . O O E;) T(j)Sj E(j+r, -2 :

I O . . . O O O
EÚ+r, -K-. 1.)

O 0 . . . 1 0 0 e(j+r,-L :
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Entonces

que

y así

E(;+r,-K+1)

Obtenemos, por tanto, que

E(i+rj-K+1)

z)+,., = B,+r,E)++',-í .

lj,+zK-1 = B,+IK-íBI+sK-

Estamos interesados en encontrar una con : tante real -y, con 0 < Y < 1, tal

I Bi+sK-tB,+2K-s . . . B; f1 ¡y < ly.

HA+2K-iBi+2K-Z . . . B7+í :Wjjjr :5 N7VIII,

liBi+sK-1Bi+2K-s . . . 1 }+1IIIF < 7,

(3 .43)

Si esto fuera cierto, considerando la norma v~ictorial

	

definida en (1 .3) y

su norma matricial inducida, al ser ésta rnoni-..tona se tiene que
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y entonces

siendo

3 Método de multipártición en dos etapas

con lo que quedaría demostrada LF- convergencia del esquema (3.34).

wY = IB,+VBj+r-e * . " Bi+lW.

b~E'R+, 1<_s<K.

Por tanto, demostrar (3.43) o eq iivalentemente (3.44) se traduce en probar

V
~

	

; ~_-~

	

Z

	

1 < s < K.YK -, 7 ,

Demostraremos, en primer luga- que

t;
-
1 < 7Z,

	

v > K.

Como x es un vector que sa_ sface (3.36), de la forma de las matrices S; en

Demostraremos que existe una cc-.estante real 0 :5 7 < 1, que satisface

02K-1 <_ 7y- (3.44)

Claramente

Y

w, <_ IB,+Y II B?.+Y-e I . . . I Bj+e lY =
VY
Z

(3.45)

vio
K
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(3.39) y de la definición de B� en (3.42) se obtienen las siguientes desigualdades

IB¡+. ¡'E

Como 0 :5 ,B < 1, se tiene

(I - E;,)x + E¡,IT(j)Iz

x

(1-E,,)x+E,,Oz
x

(I-E,,)x+E¡,Ox<_(1-E;,)x+E;,x=x,

1-E;, 0 . . . O 0 E:,IT(j)IS¡ x

1 0 . . . 0 0 0 x

0 0 . . . 1 0 0 x
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y por tanto

¡Bi+.IV <

3 Método de muitipárticidn en das etapas

Vi= 0,1,2, . . .,

	

Y>-1 .

Entonces, claramente por la definición de v � en (3.45), se deduce

A partir de esta última desigualdad, puesto que v� = ¡Bi+jv� _1 , podemos,

utilizando la expresión (3.36) y la forma de Si en (3.39), acotar el primer bloque

del vector v � de la siguiente forma

Vamos a analizar cada una de las componentes del vector v,', . Sea a E

{1,2, . . .,n) ; distinguiremos dos casos:

(a) Si el elemento diagonal que ocupa la posición a de Ey es nulo, es decir, si

(Ep)oa = 0, entonces por la expresión (3.46) obtenemos

\w)s

	

lvv-1 )s .

v,', < (I - Ep)v'-1 + EpjT(i)jSiv .-1 (3.46)

(1 - Ep)vY-i + EpIT(i)jSjz

(1 _ Er)vy-1 + E;,jT")jz

< (1- Ep)z + OE,,z

= z+(13-1)Eyz. (3 .47)
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(b) Si (E')� =a, con 0 < a <_ 1, entonces por la ecuación (3.47) se sigue que

Ahora bien, como la sucesión (i;)g
° , es regulada, todos los enteros 1, 2, . . . , r,

aparecen en el subconjunto v > K, puesto o,,-1.,u~ matrices

E, son no negativas y satisfacen que EJ=, El = I y teniendo en cuenta los dos

casos anteriores, obtenemos, para todo o = 1, 2, . . . , n

Entonces

Teniendo en cuenta que

se tiene, para todo v = 0, 1, 2, . . . ,

de donde

(VY). :5 Zs + (o - 1)aze = (1 + (fl - 1)a)z,.

Si -y _ 1 + (0 - 1)a < 1, entonces

l vKI J

(v'V)v 5 7z..

-yx,, si v > K.

v,', < -yes ;

	

v > K.

	

(3.48)

IB)+V+IIv. =

1,2, . . ., K ~

	

1

vl
V

I+. " .-I

	

I
v2K-1 1x-2 ; vu -3 = . . . ` v2K-@-1

	

8 K - 1,
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3 Método de multi~ic~n en dos e

y así

Esto es

v~1
-
OZK_,_1,

	

s = 1, 2, . . ., K -1 .

	

(3.49)

Finalmente, como 2K -,&-1 > K para s = 1, 2, . . . . K -1, por las ecuacifines

(3.48) y (3.49) obtenernos

IT(')Iz =

nür'-- 1 <~yx,

	

s=0,

	

K- 1 .

VZK-1 < 7y,

pero entonces, por (3.45), se cumple

W2K- 1 < v;K- 1 <'Yy,

	

0 < 1 < 1 .

Por tanto la convergencia del esquema asíncrono (3.34) queda demostrada .

Observación 3. Con el Teorema 7 tenemos demostrada la convergencia del

esquema (3.34) bajo las mismas hipótesis que en el Teorema 3 . En este teorema

se prueba que la norma infinito de las matrices de iteración T('), 1 = 0, 1, . . . , es

menor que l . Por tanto., si tomamos el vector x = (1,1, . . . , 1) 1 y consideramos

TIO = [t .")11<1,<n, 1 = 0, 1, . . . , obtenemos

2,
(t2`,)

I
=1

n

max
1<i<n

máx
1<<<n

n

n
rnax

{

	

It(,)I1<i<n j=1
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993.4

1 IITcnllm J

-_ flz, 0</9< _

a
< a

d1 = 0,1, . . .,

donde fl es una constante real que verifica IT(t)II .. < 0 < 1, 1= 0,1. . . . .

Esto demuestra la desigualdad (3.36) y por tanti el esquema asíncrono (3.34)

converge bajo las h;pótesis del Teorema 3. .

Las correspondientes versiones asíncronas de los Teoremas 4, 5 y 6 también se

verifican ya que en la demostración de estos teoremas se prueba explícitamente

la existencia de un vector positivo y una constante real en el intervalo I0,1) que

satisface la cor dición (3 .36) .

Observación 4 . Hacemos notar, que al igual que en el caso síncrono, los

teoremas correspondientes al caso asíncro o pueden ser demostrados conside-

rando r parámetros de relajación wt,ws, . , ., w� asociados a cada uno de los

operadores PI., 1 < j < r, l = 0,1, . . . .

3 .4

	

Experimentos nurn=;ricos

En esta sección estudiamos desde el ::unto de vista experimental distintos

algoritmos caóticos, tanto síncronos com asíncronos para la resolución de un
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3 Método de mult~ice en das etapas

sistema de ecuaciones lineales. Dichos algoritmos están basados en los esquemas

teóricos (3.17) y (3.34) estudiados en las Secciones 3.2 y 3.3, respectivamente.

Para ilustrar los esquemas caóticos estudiados tanto en este capítulo corno en

los posteriores, tomaremos como problema modelo la obtención de una solución

aproximada de la ecuación de Laplace, que aparece en multitud de problemas

físicos y técnicos . Dicha ecua_ ión relaciona las parciales de segundo orden de

una función de dos variables u(X, y) de la siguiente forma

,2u=u.+un=0.

Buscaremos un solución definirla en la región o dominio 11 = [0, a] x [0, b] y que

verifique deterrninadas condict:mes de contorno, es decir, se conocen los valores

de la función u en la frontera e-- ,e f2 .

Para obtener una aproximación a dicha ecuación se puede utilizar el método

de diferencias finitas . Para ello discretizarnos el rectángulo 9 con una malla de

puntos separados constantemente por h de la forma

b

UMN
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Entonces, reemplazando las derivadas por cocientes de diferencias en cada

nodo (s;, yj) en que se divide la región, se obtiene

u(si+i, y)- 2u(=+, y¡) + u(x¡-i, yj)

=Si llamamos u(z;, y,) = u;; obtenemos

donde

p'u(x+, yi)

	

=

Entonces se obtiene el sistema

+

	

u(s" , yi+t) - 2u(--i, y¡) + u(xi, y¡-¡)

	

0
h2

	

= .

p~u;, = hs (u;+1 ., + u;-1 ,, + u,a-, + u,,+, - 4%Í = 0.

B

A:=b,

z . uii . . . ulN ust . . . usN . . . uMi . . . u,tlN) ,

y la matriz A de tamaño M .ti' x MN, tiene la estructura

hz

A =

	

(3.50)

-1 B

con los bloques identidad 1 de tamaño N x N y las M submatrices B, también

de tamaño N x N, son

(3 .51)
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il~ de mdtipirti~ióa e da e~

El rectas b aomiotem los wiaees aomcidos de la fumada a m la ha~dd

red~ CL

bases de dism ir los emultadar mnwsioar obtenidos, tramos a detallar las

imple de loa mqueaiás iterativos caátiam tanto síacsmo ooaw asín-

ce~, mtudiadw te este capítulo.

3.4 .1 Algoritmos

Cmsidateanos el sistema lineal As = ` y las particiones A = F, - Cl , j =
1, 2. . . . , r

	

Se desea revol ver este sistema de ecuacio~ lineales conc urrmte

sTirta.r ~taizando los cague-misa

	

4ótiens paralelos síncrono 1%- minerono, descritos

en tes expeesiuns (3 .17 ) y (3.34) rmpoctivamente. Supoadrexrws que se dispone

de r prcxxsarlores conectadas eu paralelo .

La dilrtracia bmic.a mtrr el 4mtmo caótico "incrono V el algoritmo caótico

abiucrww es la riguietrtr - rn -el prurrmt,, la parte principal la constituye la etapa
2 . druununada etapa caotaca, esa la que cada procesador j actualiza sólo aquellas

c

	

rsp~ .~n-._ ;,ces del ~wr iterado al` , que wrresponden a elementos r o aulos

de la uistnz L,

	

"_ ;na ye= que Lo" lar proaeaadores han finalizado su» cálculo
re Wrnixaan en un =asno ínstente (fase "eiona), para formar d nuevo vector

Iterado global s{"

	

esto ccxrea~ a la etapa 3 del algoritmo sincrono . Por

el c:umtrarru, en el 4oritrw aaíncrnno, no e. necemno que se produzca dicha
s~rs~aizacsán ente las prLKOsadnrm .
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ALGO=Mo ebcaolro

Etapa 0. Lectura de datas:

Matriz de coeficientes:

	

A

Término ¡adepmdieate~ 6
Factores caóticos:

	

q(1, j), 1 < j < r, 1= 0,1, . . .

Factor de relaja~:

	

w

Etapa 1 . Elegir s(°) arbitrariamente y 1= 0.

Etapa 2 . (Etapa caótica) En paralelo,

Para j = 1, 2, . . . , r

c, = G,u(1) + b.

Realizar q(1,1) etapas de un método iterativo extrapolado para

obtener una solución aproximada del sistema

F,z, = cp con s(0) = z(f) .

Etapa S. (Etapa síncrona)

	

Ejzw('a)l .
J=1

Etapa ! . Comprobación del criterio de convergencia
w

InV+1) _ i(1(1 < 5 - 10'10.
ksl

o Si test de convergencia = VERDADERO, entonces FIN .

s Si test de convergencia = FALSO, entonces

-l "-1+1 .
- Volver a la etapa 2.
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3Método de muhiparttción en dcs etapa

ALGoanmo Asfrrcaolro

Etapa 0. Lectura de datos:

Matriz de coeficientes :

	

A
Término independiente:

	

b
Factores caóticos :

	

q(1, j), 1 < j < r, 1= 0,1 1 . . .
Factor de relajación :

	

w

Etapa 1. E'.egir :(°) arbitrariamente y 1, = 0, 1 < j < r. En paralelo, para
j = 1,2,...,r (etapas 2-5) .

Etapa 2. x(',) = comm, donde comm es un vector compartido por
todos los procesadores .

Etapa 3. c. = C,xtl>> + b.

Realizar q(1,, j) etapas de un método iterativo extrapolado

para obtener una solución aproximada del sistema

F,z; = c,, con z~°~ = z(1>).

Etapa 4. cornee = (I - E;)comm + E,z;"""», siendo E� matrices
diagonales no negativas cuya suma es la identidad.

Etapa 5 . Comprobación del criterio de convergencia .

" Si test de convergencia = VERDADERO, entonces FIN .

" Si test de convergencia = FALSO, entonces

-l,-1,+1 .
- Volver a la etapa 2.
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tos nu~cos

	

---los

3.4.2 Resultados numéricos

La evaluación tanto de los algoritmos introducidos previamente como los
que se estudiarán en los restantes capítulos, se há realizado atendiendo a varios
criterios .

(i) Encontrar el factor óptimo de relajación, ea decir, aquel factor para el que
la convergencia es más rápida.

(ii) Comparar los algoritmos caóticos síncronos con los correspondientes asi'n-
cronos.

(iii) Comparar los algoritmos caóticos tanto sít{cronos como asíncronos, res-
pecto de los no caóticos .

(iv) Obtener el incremento de velocidad o "speed-up� en los modelos caóticos
planteados .

(v) Estudio de la variación del tiempo de ejec ;ición atendiendo al equilibrio
de la carga asignada a cada uno de los proc !adores, mediante los factores
caóticos .

Se han utilizado distintos tamaños de la mata'-z A y de sus bloques diagonales
B. La estructura de las matrices A y B viene de:.nida en las expresiones (3 .50) y
(3.51) respectivamente. Según la interpretación -en términos de teoría de grafos
del concepto de irreducibilidad que se da en la Sección 4.1, es fácil ver que la
matriz A dada en (3.50) es irreduciblemente diagonal dominante (ver Definición
10 de la Sección 1 .3). Por tanto, teniendo en c:.;>"-nta el Teorema 9 de la Sección
1 .4, la matriz A es una H-matriz.
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3 Método de multipartición ea dos etapas

Para explicar la forma de las particiones utilizadas, A = F; - G� j =

1, 2, . . . , r, supondremos la matriz A representada por la siguiente figura

A

donde las matrices D;, i = 1, 2, . . ., r, está:t definidas por

D,

r

Hemos elegido las particiones de la mal liz A deforma que

F, = diag(Dj , Ds, - . . , Ir-J,

	

j = 1, 2, . . . , r

y G, satisface A = F; -- G; .

Las matrices E,, j = 1, 2, . . ., r, están-?divididas -en bloques según la estruc-

tura de las matrices F;, con el bloque d==Ygonal j-ésimo igual a la identidad y

los restantes elementos nulos. Por tanta: . cuando se realizan q(l, j) etapas de

un método iterativo para resolver el sistema lineal Fjz = Giz(') + b, sólo es
necesario actualizar el bloque j-ésimo, é-! acuerdo con la división por bloques

de E, . La siguiente figura representa este situación.
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Procesador 1

Procesador 2

Procesador- r

La implementación de loe algoritmos síncrono y asíncrono se ha realizado ob-

teniezdo en paralelo la solución aproximada de los sistemas F; z; = e;, 1 < j 8

(ver etapas 2 y 3 de los algoritmos síncrono y asíncrono, respectivamente), rea

lizando q(1, 1) pasos del método SOR, eligiendo por tanto, la partición corres-

pondiente.

Las particiones así contruidas satisfacen las hipótesis de Teorema 5 para

0<4~<1 .

L a Tabla 1 explica la forma de las matrices de prueba dando el orden de

la n triz A, el orden de las matrices diagonales B, el número de bloques B

asig 3ados a cada procesador y el número de filas con las que cada procesador

trauaja, o lo que es lo mismo, el orden de las matrices D;, i = 1,2, . . .18.

Ob`-érvese que sólo para la matriz de orden 1024 existe un equilibrio de la carga

de - rabajo entre los procesadores.

La Tabla 2 presenta los resultados de los distintos algoritmos caóticos sín-

crc=-los, ejecutados en un sólo procesador y con los datos relativos al factor de
rei=; jación óptimo . Como cabía esperar este factor óptimo no coincide para los

dis intos modelos caóticos de una matriz concreta
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3Método de multipartición en dos etapas

Tabla 1 : Matrices de prueba.

Los correspondientes tiempos de ejecución se utilizan como referencia para

el cálculo de los incrementos de velocidad de los algoritmos paralelos . Los facto-

res q(l, j) indican el número de iteraciones internas mediante las que el bloque

j--ésimo de vector iterado es actualizado en una iteración externa 1 . En los ejem-

plos que presentamos dichos factores permanecen constantes en cada iteración

externa, es decir, q(1, j) = q(j ), j = 1, 2, . . . , r .

Observando la Tabla 2, vemos que aunque los algoritmos caóticos secuen-

ciales consiguen reducir el número de iteraciones respecto del no caótico, los

tiempos no siempre son menores . Esto es debido a que un excesivo esfuerzo

computacional como consecuencia del número de iteraciones internas, en los al-

goritmos caóticos secuenciales, no compensa la reducción en tiempo que supone

disminuir el número de iteraciones externas. Sin embargo, cuando estos algorit-

mos se ejecutan con más procesadores, tiene sentido el realizar más iteraciones

internas por parte de aquellos procesadores que a priori tengan menos trabajo.

Así pues, el uso de los algoritmos caóticos tiene, en un principio, más interes

desde el punto de vista paralelo que secuencial .

Orden A Orden B Bloques por proc . Filas por proc.

384 32 2,2,2,2,1,1,1,1 64,64,64,64,32,32,32,32

1024 32 4,4,4,4,4,4,4,4 128,128,128,128,128,128,128,128

2816 256 2,2,2,1,1,1,1,1 512,512,512,256,256,256,256,256

5632 512 2,2,2,1,1,1,1,1 1024,1024,1024,512,512,512,512,512
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Tabla 2 : Algoritmo -secuencial.

Orden q(l,j), 1 < j < 8 wM Iter . Tiempo (seg .)

384 1,1,1,1,2,2,2,2 1 .575 480 4.498

2,2,2,2,4,4,4,4 1 .500 426 5.138

2,2,2,2,2,2,2,2 1 .500 431 4.672

3,3,3,3,6,6,6,6 1 .475 432 6.237

1,1,1,1,1,1,1,1 1 .375 536 4.861

1024 3,3,3,3,3,3,3,3 1 .725 759 25.106

2,2,2,2,2,2,2,2 1 .700 729 20.875

1 .650 933 22.530

2816 2,2,2,4,4,4,4,4 1 .450 499 44 .370

1,1,1,2,2,2,2,2 1 .500 536 37.788

2,2,2,2,2,2,2,2 1 .450 504 39.205

1,1,1,1,1,1,1,1 1 .350 571 37.863

5632 2,2,2,4,4,4,4,4 1 .450 515 91 .816

1,1,1,2,2,2,2,2 1 .500 555 79.105

2,2,2,2,2,2,2,2 1 .425 522 81.163

1,1,1,1,1,1,1,1 1 .350 591 80 .175
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3 Método de multiparticidn en dos etapas

La Tabla 3 resume los resultados obtenidos para los esquemas caóticos sín-
cronos ejecutados en paralelo, utilizando los 8 procesadores de los que dispone
el Alliant FX/80. Como en la Tabla 2, se ha reflejado el factor óptimo o=i
relajación .

Se han utilizado varias directivas de compilación. Ti indica el tiempo �e
CPU utilizando ejecución concurrente y Tz el tiempo de CPU cuando se utiliza
ejecución vectorial-concurrente . Estos tipos de ejecuciones se han explicado - n

la Sección 2.1 .

Para estos tiempos se ha calculado dos tipos de speed-up . El primero Ele

ellos compara el algoritmo secuencia¡ no caótico (factores caóticos iguales a )
con el algoritmo caótico paralelo para los correspondientes factores óptimos e-,,e
relajación, es decir

Si =T;,

	

i=1,2,

donde T, es el tiempo de CPU del algoritmo secuencia¡ no caótico (ver Tabla 2) .
Se ha calculado este incremento de velocidad debido a la razón ya mencionad.-1,
de que en general los esquemas caóticos están pensados para equilibrar la cal la
de trabajo entre los procesadores y por tanto ser ejecutados en paralelo y lo
en secuencia¡ . Puesto que comparamos distintos algoritmos, este speed-up, en
principio no está acotado superiormente por el número de procesadores utiliza lo .

También se ha calculado el incremento de velocidad de acuerdo con la t-vfi-
nición 1 de la Sección 2.1 . Dicho speed-up compara, en este caso, un algori= mo
caótico paralelo con el mismo algoritmo caótico pero ejecutado en un sólo ;-ro-
cesador. En la Tabla 3 este speed-up está denotado por S;, i = 1, 2, es dec°-~

S; = T
T',

	

i = 1, 2,
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donde Tu es el tiempo del algoritmo caótico secuencia! . Nótese que Si sí es me-

nor o igual que el número de procesadores utilizado en la ejecución concurrente.

5e observa, en la Tabla 3, que el factor de relajación óptimo para los modelos

caóticos es mayor que para el modelo no caótico . Además el rango de conver-

gencia del modelo caótico es más am-`1lio. Esto puede observarse en la Tabla 4,

donde además se han comparado dis":ntos esquemas caóticos, utilizando distin-

tas particiones de la matriz de tama~o 1024 . Loe datos en blanco indican que

el esquema no convergí.para el corrempondiente factor de relajación .

Tabla 3: Resultad,>,s de los esQ- :emas caóticos síncronos para w: óptimo.

La Tabla 4 Inuestra además, la mejora en el tiempo de ejecución de los algo-

ritmos caóticos síncronos cuando 1z carga de trabajo se intenta equilibrar entre

oraerr 1 < J < s leer Tlempo (-s.) Spee

T, Ta S s, 1
1,1,1,1,1,2,2,2 1 .575

_

480 : 0.825 0.373 5.89 13.02

1 .500 426 0.872 0.427 5.57 1138

111-41

2,2,2.2,1 .2,2,2 1 .500 431 0.876 0 .425 5.59 11 .43

1 .475 432'' 1 .029 0.689 4.72 7.05

1 .375 536 0 .925 U.42F> 5.25 11 .41 5-2

1024 1 .725 759 4.098 T2.295 5.49 9.82 6.13 10.94

2.2,2,2,2,2,2,2 1.700 729 3.470 1 .660 6.49 13.57 6.02 12.58

1 ,1,1,1,1,1,1,1 1 .650 933 3.946 1 .656 5 70 13.60 5 .70 13 .60

2816 2,2,1,4,4,4 .4,4 1 .450 499 7 .621 4.242 4.97 8.93 5 .82 10.46

1,1,1,2,1,1 .2,2 1 .500 536 6.880 2.578 5.50 14 .68 5.49 14.66

2.2,2 .2 .2,2 .2,2 1 .450 50t 7 .566 3.517 5.01 10.77 5 .18 11 .15

1,1,1,1,1,t .l,i 1 .350 571' 7.295 3.650 5.19 10.37 5.19 10.37

5632 2.2,2,4,4,4,4,4 1 .450 S1 16.379 10.004 4.89 8.01 5.61 9.18

1 , 1,1,1,2,2,1,2 1 .500 55 ;: 14 .854 5.438 5.40 14 .74 5.33 14.55

2 .2,2,2,1,2 .1 .1 1 .425 16 .230 7.974 4.93 10 .05 5 .00 9.92

1,1,1 .1 .1 .1 .1 .1 1-350 sa: 15.826 5.706 5.07 14 .05 5.07 14 .05
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3 Método demulo

	

ición en dos etapas

los distintos procesadores . Cuando los bloques diagonales son de distinto ta-
maño, se obtienen mejores resultados utilizando factores caóticos que equilibran

la carga de trabajo, pero no suponen la realización de un excesivo número de
iteraciones internas . Esta situación se refleja de forma clara en las Figuras 1, 2,

3 y 4, donde se compara para c. da matriz de prueba distintos esquemas caóticos
síncronos, calculando el tiempo de CPU en ejecución concurrente atendiendo al

factor de relajación .

Tabla 4: Comparación de es= ;uemas caóticos síncronos con distintas particiones,
n = 1024 .

$logaer par p-c.

Factarea cabtitos

,4

1 .1,1,1,1,1,1 -

6,6.4.4.4,4,2,4

1,1,1,2,2,2,3,3 :,

,8,4,4,1,2.2 .1 6,6,8,8,2,2,2,2

1,1.1,1,3 .3,3,3

w leer. Tieer- ~o ¡tu. Tiaexpo lt«. Tirmpo Itr. Tiempo

0.5 7949 35.3.:7 5480 26.543 6197 32.735 7466 34.188

0.6 6319 28.118 4355 21 .183 4924 28.019 5924 27.123

0.7 5143 22.914 3559 17.318 4007 21.163 4812 22.048

0.8 4252 18.9"-"-7 2957 14.384 3314 17.429 3977 18.293

0.9 355,3 15.791 2487 12.102 2771 14.399 3311 15.216

1 .0 2990 13.296 2110 10.250 2336 12.117 2779 12.745

1 .1 2525 11 .230 1801 8.753 1979 10.278 2342 10.758

1 .2 2134 9.491 1544 7.508 1683 8.740 1975 9.069

1 .3 1800 8.006 1327 6.449 1434 7.417 1664 7.636

1 .4 1512 6.721 1144 5.557 1225 6.354 1398 6.418

1.5 1259 5.8" 987 4.781 1051 5.443 1170 5.368

1.55 1144 5.0 2 917 4.441 975 5 .051 1069 4.901

1.6 1036 4.6 ; 7 853 4.132 907 4 .701 977 4.468

1.65 933 3._ 16 7913 3.840 845 4 .377 934 4.287

1 .675 5140 21.-'67 765 3.921 816 4.1553 860 3.9133

1 .7 - - 737 3.573 789 4 .092 2592 11 .9012

1 .75 - - - 735 3.8131 - -

1 .8 - - - - 1504 7.7394 - -

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



3.4 _Experimentos n~cos_

	

113

Tanto en estas figuras como en las demás de este capítulo y los sucesivos,

utilizamos una notación abreviada para los factores caóticos . Así por ejemplo,

el esquema caótico 1'2' corresponde al esquema caótico 1,1,1,1, 2, 2, 2, 2, es

decir, al esquema caótico en el que, en cada iteración externa, para actualizar

los 4 primeros bloques del vector iterado se realiza una única iteración interna,

mientras que para los 4 últimos se realizan dos.

35

	

"

	

Esquema caótico síncrono 3s
'

	

Esquema caótico síncrono 2s
30

	

Esquema no caótico sincrono la

0 1

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1 .4 1 .6 1 .8
Parárnetro de Relajación

Figura 1 : Comparación esquemas paralelos caóticos síncronos, n = 1024 .
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3Método de multipartición en dos etapas

Tiempo

5.5

5

4.5

4

3.5

3

2.5

2

0.5
0 .4

	

0.6

	

0.8

	

1 -

	

1.2

	

1.4

	

1 .6

	

1 .8
Parámetro de Relajación

Figura 2: Comparación esquemas paralelos caóticos síncronos, n = 384.
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Tiempo

15

10

Esquema caótico sincrono As
Esquema caótico sincrono 1325 --
Esquema caótico sfncrono 2s i

Esquema no caótico síncrono la '

5 `
0 .4 0.6 0.8 1 1 .2 1 .4 1 .6

Parámetro de Relajacíón

Figura 3: Comparación esquemas paralelos caóticos síncronos, n = 2816.
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3 Método de mu?tipartición en dos etapas

70

60

50

Tiempo 40

30

20

10

Esquema caótico sincrono 2s45
Esquema caótico síncrono 1325 --
Esquema caótico síncrono 2s

Esquema no caótico síncrono la

0 .4 0.6 0.8 1 1 .2 1 .4 1 .6`
Parámetro de Relajación

Figura 4 : Comparación esquemas paralelos caóticos síncronos, n ~ 5632.
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Los experimentos realizados han mostrado que loa modelos caóticos asíncro-

nos se comportan, independientemente del factor de relajación, de forma más

eficiente que el correspondiente modHo caótico síncrono. Esto queda claro en

las gráficas expuestas de la Figura 5 f la Figura 19. En estas figuras se compara,

para las distintas matrices de prueba, el tiempo de CPU en ejecución concu-

rrente, de las versiones síncrona y as, icrona de un mismo esquema caótico, para

un amplio intervalo del factor de relajación .

Tiempo

5
4.5

	

Esquema no caótico síncrono --
4

	

Esquema no caótico asíncrono

3.5
3

2.5
2

1 .5

0 .5

0.5 0.8 0.7 0.8 0S 1 1.1 1 .2 1 .3 1.4 1 .5
Parstnt- ro de Relajación

Figura 5: Comparación esquem=-e paralelos síncrono y asíncrono, n = 384.
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Tiempo

Tiempo

3.5

3

2.5

2

1 .5

1

0 .5

0
0.4 0.6 0.8 1 1 .2 1 .4 1 .6 1.8

Parámetro de Relajación

Figura 8: Comparación esquemas paralelos síncrono y asíncrono, n = 384.

Esquema caótico dncrono 1424 -
Esquema caótico asíncrono 1424

1.6
Parámetro de Relajación

F=~ura 7: Comparación esquemas paralelos síncrono y asíncrono, n = 384.

5
Esquema caótico síncrono 2s -
Esquema caótico asíncrono 2s

3

1

0` 1 1 1

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
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2.4
2.2

	

Esquemacaótico síncrono 2444 --
2

	

Esquema caótico asíncrono 2444
1.8
1.6

Tiempo 1 .4
1.2 --

1
0.8
0.6
0.4

0.4

	

0.8 1 1.2 1.4 1.6 1 .8
Parámetro de Relajación

Figura 8: Comparación esquemas paralelos síncrono y asíncrono, n = 384 .
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Figura 9: Con:.rjaración esquemas paralelos síncrono y asíncrono, n = 1024.
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Figura 10: Compuaeión esquemas paraklos síncrono y asíncrono, n = 1024 .
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Figura 11: Comparación esquemas paralelo+ síncrono y asíncrono, n = 1024 .
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Figura 12: Comparación esquemas paralelos síncrono y asíncrono, n = 2816.
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Figura 13: Comparación esquemas par~ síncrono y asíncrono, n = 2816.

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



122
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Figura 14: Comparación esquemas paralelos síncrono y asíncrono, n = 2816.
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Figura 15 : Comparación esquemas paralelos síncrono y asíncrono, n = : 816.
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Figura 16: Comparación esquemas paralelos síncrono y asíncrono, n = 5632.
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Figura 17: Comparación er-.quemas paralelos síncrono y asíncrono, n = 5632 .
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Parámetro de Relajación

Figura 18: Comparación esquemas paralelos síncrono y asíncrono, n _ 5632.
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Figura 19: ( gmparacón esquemas paralelos síncrono y asíncrono, n = 5632.
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La Tabla 5 muestra algunos esquemas caóticos asíncronos correspondientes

al factor de relajación óptimo, obtenido de forma experimental . TI representa el

tiempo de CPU cuando se utiliza ejecución concurrente y Tz cuando se utiliza

ejecución vectorial-concurrente.

Se ha calculado el 9peed-up correspondiente a cada una de las ejecuciones,

tomando como algoritmo secuencial de referencia el mejor algoritmo secuencia)

de entre los obtenidos experimentalmente en la Tabla 2. Esto se ha hecho así,

debido a que tal y como se ha construido el esquema caótico asíncrono paralelo,

no es factible obtener la correspondiente versión secuencia) . Téngase en cuenta

que incluso en distintas ejecuciones de un mismo algoritmo asíncrono no se

obtienen exactamente los mismos resultados, aunque es de esperar y de hecho así

ocurre, que se comporten de manera similar. Esto se observa en las ejecuciones

concurrente y vectorial-concurrente, en las que el número de iteraciones por

procesador (itero*), 1 < j < 8) y el factor de relajación óptimo uo tienen por

qué coincidir.

Nótese que obtenemos buenos valores del speed-up, por encima incluso del

número de procesadores ; este hecho no es cgntradictorio debido a que aunque el

esquema caótico paralelo asíncrono se ha comparado con un "buen" secuencia),

no es ni el mejor secuencia) ni la versión secuencia) del modelo asíncrono .
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3 Método de multipartición en dos etapas-

Tabla 5: Resultados de los esquemas caóticos asíncronos para ca óptimo .

- -
Ordm 1 < j < 8 wwc < j :5 8 %(mc.i S~up

TI T2 51 52

384 1,1,1,1,2,2,2,2 1.800 475,4r3,476,455,530,S29,S40,S11 0.409 11.01

1 .550 S34,S2T,561,549,533,570,588,584 0.403 11 .18

2,2,2,4,4,4,4,4 1 .575 471,464,471,462,504,493,507,494 0.582 7.73

1 .525 515,505,517,502,518^510,498 0.527 8 .54

2,2,2,2,2,2,2,2 1 .450 41C.,409,414,413,697,684,686,879 0.526 8.55

1-550 440,417,442,418,689,689,701,667 0.475 9.47
1

3,3,3,3,6,6,6,6 1 .475 459,460,462,459,484,479,487,479 0.756 5.95

1 .475 489,489.498.471,474.468,482.467 0.689 ' 8.53

1,1,1,1,1,1,1,1 1 .425 441,443,443,443,710,683,706,685 0.421 10.88

501,4T7,508,505,7T8,707,781,738 x.386 11 .65

1024 3,3.3,3,3,3,3,3 1.650 858,859,888,863.898,880,890,877 ZA12 6.93

1 .775 950,855,888,932,949,415,951,913 2.774 7.53

2,2,2,2,2.2 .2 .2 1 .700 716,739,767,748,748,738,777,745 2.153 3.70

1 .750 850.803,795,838,886 .834,851,822 1.979 10.55

1 .1 .1,1 .1,1 .1 ,1 1,67% 954,9.23,953,930,949 .934,954,932 1 .72' 12.08

1 .675 1040,1012,1041,1009,1040,1006,1042,1002 1 .517 13.76

2816 1,1,1,2,2,2,2,2 1 .SW 534,510,S35,601,623,604,630,602 3.474 10.87

1 .400 I 501,484,490,756,779,764,807,747 3.307 11 42

2,2,2.4,4 .4,4,4 1 .550 488,487,487,536,554,537,543,542 4 .772 7.91

1 .550 538,558,534,558,581,566,556,561 4.653 8.12

2,2.2,2,2,2,2,2 1 .500 413,404,415,700,704,700,715,698 3.801 9.94

¡ 1 .450 445,436,447,728,749,732,748,722 3.398 11 .12

1,1,1,1.1,1 .1,1 1 .430

I
i 455,446,470,741,745,723,713,717 3.311 11 .41

1 .40) 501,494,490,756,779,764,807,747 3.30 .7 11 .42

5632 1,1,1,2,2,2,2,2 1 .550

I
491,499,549,622,643,618,613,605 9 .389 8.42

1 .550 514,578,608,597,661,618,677,631 d.648 9.15

2,'2,2,4,4,4,4,4 1 .600 530,513,539,565,608,565,6(?4,567 12.452 6.35
I 554,537,562,58,582,571,607,551 12.294 6-43

2,2,2,2.2,2,2,2 I
1

1

.

.

6

40

0

0 ( 434,434,439,694,740,740,739,739 8.840 8-95

1 .400 444,445,473,7C - 79,684,771,710 8.612 9.19

1,1,1,1,1,1,1,1 I 1 .400 496,486,489,726,786,762,779,710 8.019 9.86

1 .400 490,509,525,789,820,732,818,704 6.803 11 .62
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En la Tabla S se observa además que d mejor modeb asíncrono de entre
los comparados ~*mentalmeate, cuando se utilin d factor de relajación

óptimo, es el no caótico. Este comportamiento no se puede generalizar a todos

los factores de relajación. Las Figuras 20, 21, 22 y 23 presentan para las distintas

matrices que son objeto de estudio, d comportamiento de distintos = -squemas

caóticos asíncronos . Los comentarios realizados respecto al equilibrío de la carga

en el caro síncrono, siguen siendo válidos, por lo general, para el caso saíncrono,

tal y como se refleja en dichas figuras.

Tiempo 10

--T - --u T

Esquema ca&ico asíncrono 3a
Esquema caótico asíncrono 2a -

Esquema no caitico asíncrono la

0.4 0.6 0.8 1 1 .2 1 .4 1 .6 1 .8
Parámetro de Relajación

Figura 20: Comparación esquemas paralelos caóticos asíncronos, - 3 = 1024 .
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Figura 21 : Compzracióa esquemas paralelos c&-ticos asíncronas, n = 384 .
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Figura 22: Compar"-, esquemas parale%s caóticos asíncronos, n = 2816.
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3M~de malti* art cióa en das etapas
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figura 23: Comparación esquemas paralelos caóticos asíncronos, n = 5632.
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3.5 Conclusiones

Los estudios realizados en [121, donde se construye un método iterativo pa-

ralelo y caótico, basado en la técnica en dos etapas, motivaron el planteamiento

de un esquema caótico más general, en el que las etapas intemas no se aplican

necesariarriente sobre subsistemas construidos a partir de los bloques diagonales

de la matriz A del sistema lineaL El plantearniento de este esquema se recoge

en la expresión (3 .17), en el caso síncrono y en la expresión (3 .34), en el caso

asíncrono. En las Secciones 3 .2 y 3.3 se demuestran los resultados teóricos de

convergencia para las versiones síncrona y asíncrona respectivamente.

El Teorema 3 demuestra la convergencia del esquema caótico síncrono (3.17),

cuando se realiza un número infinito de iteraciones internas, las particiones tanto

interna como externa son convergentes y el factor de relajación pertenece a un

intervalo (0,w0 ) con w0 > 1 .

La convergencia de este esquema también se demuestra, en el Teorema 4, para

matrices monótonas, suponiendo que las particiones externas sean regulares y

las internas débilmente regulares; se exige que el factor de relajación esté en el

intervalo (0, 1] .

También se ha estudiado la convergencia del esquema (3 .17) cuando la matriz

del sistema es una H-matriz . Este resultado corresponde al Teorema S. Las

hipótesis que se exigen son que las particiones tanto internas como externas

sean H-compatibles .

Análogos resultados de convergencia se obtienen, a partir del Teorema 7,

para el esquema caótico asincrono (3.34) .
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3 Método de multiparticidnen dos etapas

Los experimentos numéricos realizados han mostrado la gran eficiencia de los

modelos caóticos frente a los no caóticos. Además, cabe destacar que los modelos

caóticos asíncronos se comportan, con independencia del factor de relajación

utilizado, mejor que el correspondiente esquema caótico síncrono y por supuesto

mejor que los-'esquemas-no caóticos.
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Capítulo 4

Método de multipartición
relajado

4.1 Introducción

En el Capítulo 3 se ha introducido una técnica de resolución de sister=ias de

ecuaciones lineales de la forma Az = b, en la que a partir de la multipartición

en dos etapas {F;, G;, M;, Nj, E;)j'=l, de la matriz A y un vector inicié.-1 z(°),
se calculan independientemente r soluciones aproximadas de los subsisternas de
ecuaciones

F;z = G;x(<) -f- b,

	

1 < j < r, l = 0,1, . . . ,

	

(4.1)

aplicando q(1J) etapas de un método iterativo relajado basado, tamb="n, en
multiparticiones .

	

Una vez calculadas en paralelo, las r aproximacion=
,s
a la
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4 Método de m~ición relajado

solución de los subsisternas dados en (4.1), éstas se combinan, en el caso síncrono,
para formar el nuevo vector iterado. En el caso asíncrono, nt, es necesario que
todos los procesadores realicen la actualización en el mismo -1 Latante.

Por otro lado, en la técnica de multipartición, que inú- >dujeron 0'1~
y White [61], en 1985, se obtiene la solución exacta de los 1~ subsistemas que
aparecen en la expresión (4.1), de forma independiente. EgIta técnica ha sido
desarrollada en la Subsección 2.2.1 .

Posteriormente, Bru, Eloner y Neumann (10), estudian do' modelos caóticos,
basados en la técnica de multipartición, demostrando su conv.,,rgencia cuando la
matriz A es monótona y todas )u particiones son regulares. Hemos abordado
el estudio de dichos modelos en la Subsección 2 .2 .2 .

Ahora bien, en el contexto de los métodos relajados, OTeary y White [611
consideran un método de multipartición, en el que el parámetro de relajación w

se usa de la misma forma que en el método extrapolado de Jacobi . Este método,

corno ya se dijo en la Subsección 2.2.l, (ver expresión (2.11) de, Capítulo 2) viene

dado por el siguiente esquema iterativo

Ej,~,-'(Gjz(') + b) + (1

	

(4.2)

Fromer y Mayer en [291 demuestran la convergencia de t-_Je esquema, cuando
A es una H-matriz. Hemos recogido este resultado de con~-~ergencia en el Teo-

rema 5 M Capítulo 2 .

Esto nos ha sugerido plantear un modelo caótico, en el witido de Bru, Eisner
y Neumann [101, basado en el esquema (4.2) . Es decir, pia.,-. ~eamos un esquema
caótico, donde se ha introducido un factor de relajación, coi ¡o lo hacen 0'~
y White [611 .
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En la Sección 4-2, p

	

el nuevo esquema y estudiaremos su conver-
gencia en el contexto de las H-matrices. La Sección 4.3 se dedica al plantea-
miento y estudio de la versión asíncrona. En las Secciones 4.4 y 4.5 se presentan,

respectivamente, los resulta-los experirnentales obtenidos y las conclusiones más

relevantes que se extraen del contenido de este capítulo .

Previamente, vamos a 'k-itroducir una serie de resultados, que nos serán de

utilidad en las siguientes secciones.

Un concepto que nos ¡Di-ema en este capítulo es el de matriz irreducible, que

fue introducido en la Secc'.-Sn 1 .3 (ver Definición 9) . La interpretación geomé-

trica del concepto de irredacibilidad mediante teoría de grafas es sencilla. Tal

interpretación, requiere de algunas nociones elementales de dicha teoría . Sea

A = [a¡,] una matriz compleja de tamaño n x n y consideremos n puntos distin-

tos en el plano VI, V2, - - -, Vn que llamaremos vertaces . Para cada elemento a,,,

no nulo, de la matriz A, se conecta el vértice vi con el vi mediante un arco viv,,

dirigido del vértice vi al vi . De esta forma, a cada matriz A de tamaño n x n se

le puede asociar un grafo fluito dirigido G(A) .

Definición 1 . Un graf .! dirigido es fuertemente conezo si para cualquier par

ordenado de vértices v, y - 1, existe un camino dirigido

conectando el vértice vi cr)n el vi .

ViVk1 9 Vk1 Vkr2,

	

v4 -1 Vi ,

El siguiente teorema ',ver Varga [781) muestra la equivalencia existente en-

tre el concepto de matri2 irreducible de la Definición 9 de la Sección 1-3, y el

concepto de grafo dirigid- ; fuertemente conexo de dicha matriz.
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relajado

Teorema 1. Una matri: A compleja de tamado n x n u irreducible, si y

s¿lo si, su grafo di~ asompiado G(A) es fuMemente conezo.

Claramente- a partir de este resultado, se sigue que si una matriz es irredu-

cible no puede; ser nulos todos los elementos no diagonales de una misma fila o

columna, ya que esto significaríaque el vértice asociado a dicha fila o columna

no se conecta , on ningún otro .

Obviamente, si una matriz tiene todos sus elementos no diagonales no nulos,

entonces su gr,~-nfo asociado es fuertemente conexo y por tanto, irreducible.

El siguiente lema, se refiere a H-matrices, y su demostración puede verse en

Frommer y Mk~er [29]_

Lema 1 . Sea A E M,, una H-matriz, D = diag(A) y A = D - B . Entonces

IDI es no singular y p(1DI-1 1BI) < 1 .

Una vez introducidos los conceptos y propiedades que se utilizan en este

capítulo, varncri a construir, en la siguiente sección, un modelo caótico para la

resolución de 1-,,Stemas lineales en paralelo .

4.2

	

Mo.4delo sincrono

En esta t- ~cción vamos a plantear un modelo caótico para la resolución del

sistema line&

Az = b,

	

(4.3)

donde A es u4a matriz cuadrada de tamaño n x n invertible .
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Este modelo está basado en la técnica de multiputición, introduciendo un

factor de relajación y unos factores caóticos, talycomo se explica acontinuación .

Supongamos que se dispone de un sistema multiprocesador, y sea la multi-

partición de A, (Fi, Gi, E¡)!.,, es decir, A = Fi - Gi, i = 1 9 2* . . . r, con Fi

invertible y las matrices E¡ son matrices no negativas cuya suma es la matriz

identidad.

Para cada

	

1,2, . . ., r, d¿inimos los operadores Pi como sigue

Pi : R^ ir
Pj F- 'G. + F-'b, j = 1,% . . ., r.

	

(4.4)

Estos operadores representan, como veremos más adelante, el trabajo que cada

procesador debe realizar . Nótese que, aplicar el operador Pi sobre un vector

cualquiera z*, equivale a resolver el sistema lineal Fjx = Gj z* + b.

A partir de un vector z0) arbitrario construiremos una sucesión de vectores

(z(')}- , de la siguiente forma1=0

Ez (I+1» + (1 - w)z(1),

	

wE R,

	

1 = 0, 1, . . . .

	

(4.5)

El cálculo, en la iteración 1, de los vectores z!1+11 se obtiene mediante la

siguiente expresión

z('+') -- P71 (li)z( 1),

	

-= 1, 2, . . ., r.

	

(4.6)

Claramente, los cálculos de los vectores z('+1 ) 1 - = 1, 2, . . ., r, implicados en la

expresión (4 .6), son independientes y pueden ser realizados en paralelo. Haremos

referencia a estos cálculos denominándolos iteraciones locales realizadas por los

distintos procesadores .
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4M~ de mult~ción

Los factores q(1J) indican el número de veces que el proceaador j�ésimo

realiza 106 cálculos indicados por los operadores Pi, definidos en (4.4), en la

iteración 1. Llarnaremos a estos factores, factoires caóticos.

Claramente, sustituyendo la expresión (4.6) en (4.5), el esquema relajado,

que se plantea, puede escribirse como
r

Z(I+I) = wrEiPl(1")w( 14(1-w)w(1),

	

1=0,1,2,� -1

	

(4.7)
IMI

Teniendo en cuenta la construcción del esquema iterativo (4.7), en cada

iteración local, no es necesario calcular todas las componentes de los vectores

Z sino sólo aquellas que sean necesarias para los correspondientes cálculos

locales y aquellas para las que el correspondiente elemento diagonal de la matriz

E¡ es no nulo . El papel de estas matrices puede ser visto corno el medio que se

utiliza para distribuir el trabajo entre los procesadores .

Cuando los factores caóticos q(1J) son iguales a la unidad, el esquema (4.7)

se reduce al esquema (4 .2) introducido por O'Leary y White en [611 y cuya

convergencia fue estudiada por Fronimer y Mayer en [291 . El esquema (4 .7)

constituye una versión caótica y síncrona del esquema (4 .2) .

El uso de estos factores caóticos iguales a 1 tiene sentido cuando las matrices

E, reparten por igual el trabajo entre los distintos procesadores . Por el contrario,

cuando este trabajo no está distribuido homogéneamente, es apropiado, corno

se observará en los experimentos numéricos, el uso de factores caóticos mayores

que 1, con el fin de equilibrar la carga de trabajo entre los procesadores .

Para analizar la convergencia del esquema iterativo (4 .7) escribiremos dicho

esquema de una forma alternativa. Para esto, nos basamos en la forma que

tienen los operadores Pi definidos en la expresión (4.4).
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donde

Y

r
wrEi p~tj>-1 [F-'G¡z(n + Fjl b, + (1 -w)x(4

jsl
r

w1: Ejp.(tj)-s [F-1Gj (F-1Gjw (t) + Fj lb) + F-lb1 + (1 - w)Zfa
jsl

((fi-lGi)YU + (F;lGi)Fjlb + Fjlbl + (1 -w) (q
jal

w

	

Ejp,(tj)-2 ((F;1 Gj)2z (1) + (F;-1G, + I) F~1b~ +
jal

r
wE E¡ (F1- 1Gj )4<t.i) + (1 -ca)l :(0

j=1

+

	

w

	

Ej

	

(Fj 1 Cj) '

	

Fj 1 b .)

	

(48)
jal ta0

A partir de la expresión (4.8), podemos escribir el esquema (4 .7) como siga e

z(t+1) = H(')z(r) + r(ü),

	

1 = 0, 1,. .

H(t) = wÉEl (F1-1G,
j=1

a(t.i) + (1 - w)1,

	

1 = 0,1, . . . ,

r V(tJ)-i
r(t)= w~E¡

	

(F;1Gj)`

	

Fj lb,

	

1=0,1, . . . .

	

(4.11)
j=1 ¡s0

A las matrices H(t), 1 = 0,1, . . . , las denominaremos matrices de ¡teste ?n

del esquema (4 .9) o equivalentemente del esquema (4.7).
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4M~de

	

rdaiado

Para pn>bu la convergencia Mesquema (4.7) o equivalentemente (4.9) ana-
lUaremos la expresión M error

siendo t la solución exacta del sistema lineal (4.3). El esque
.
ma (C7) será con-

vergente ¡si la sucesión de vectores error le(»- converge al vector o.IMO

En el siguiente lezna expresamos los vectores error e»'!., 1 = 0,

	

en
función de las matrices de iteración H(') .

Lema 2. Sea t la solución del sistema lineal (4.3) y {e(') j'

	

la sucesión deIMO

te
vectores generada por el esquema (4.7) . Entonces, U sucesión de vectores error

(') 1-

	

con e(') = z( 1 ) - C, satisface1=09

C(I+I) = H(')e(1),

	

1 = 0,

donde las matrices de iteración H(') están definidas en (4.101.

Demostración . Teniendo en cuenta las particiones A = r) -Gj , 1 < j < r,

y que Z es la solución exacta del sistema finca] (4 .3), para c~.da J, 1 < < r se
tiene

(Fj - Gj )4 = b,

F,t = G.,t + b,

t = l~- 'GiZ + FJ`b,

y por la definición de los operadores Pi, 1 :5 j < r en la exr_�"ión (4.4), se tiene
que Z es un punto fijo de los operadores Pi, 1 < j < r, es i-ecir,

e=p,e, 15j<r-
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Por tanto

wf+(1 -wX
r

wF Eipgcls)f+ ( 1 _ w)E
¡MI

r

r
w1Eipa(1a)-s

j=1

r /v(U-1

r
w

	

EipN1~)-1
~

	

-t Gi~ ,}, F-Ib] +

wE Eip«1a)-2
[F~'Gi (F;1Gif + Fi'b) + F;`b] + (1 - w)f

?=1

r
w

	

Ei p«hi)-s [(F--'Gi)2F + (F;IGi)F;I b + F- Ib] + (1 - w)Fa
i=1

[(Fi 'Gi)_E+ (Fi'G, + 1) F, lb] + (1 - w)F

+

	

w~Ej

	

(F.

	

Gj)`I
F'b .

	

(4.12)
=1 *=o `

Considerando la definicioc=~ de .las matrices H(1) en la expresión (4 .10) y de

los vectores r(1) en (4.11), la _-gualdad dada en (4.12) puede escribirse como

( = =1(1)F+ r( 1),

	

1

	

0,1, . . . .

	

(4.13)

De las expresiones (4 .9) ; (4 .13) se concluye

=

	

H(nZ(1) + r(1) -
(H(1)F + r(1))
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4 MéWo de muffipuUi~relaj!4o

= MO (3(0 - e)
= H(')e(')1

con H(I) lefinida en (4.10) .

	

a

Ob&-rvación 1. A partir de] Lema 2, podemos expresar el vector error e('),

para

	

da iteración 1, 1 = 0,

	

en función del vector error en la iteraciónc&0_
inicial, ¿motado, por e0) .

1

H(')e(1)

	

fl HOYO ),

	

0, 1,
¡=o

Teniendo en cuenta esta expresión, la sucesión de vectores error

	

con-

verge al vector o, si y sólo si

1

lím Il H() = o .

	

(4 .14)
1

	

m
5=0

Sigu ; -,,-n4o estas consideraciones y a partir del Lema 3 del Capítulo :S,

expresiéS (4 .14) es cierta si existe una constante real a, tal que

< 1,

	

1 = 0, 1, - - .,

	

(4.15)

para w .-,-ana norma matricial compatible

En -:onsecuencia el esquema (4 .7) es convergente, si se satisfaw la expresión

(4 .15)_

Un-- vez construido el esquema caótico síncrono (4.7), vamos a dar el resul-

tado p: incipal de convergencia que se ha obtenido para este modelo.

si

	

matriz A es una H-matriz y expresamos A = D - B, con D = diag(A),

por el 1,ema 1 sabemos que ¡Di es nosingular y p(jDj`jBj) < 1 . Con esta
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notación, se prueba la convergencíaMesquema iteratívo relajado (4.7), cuando
la matriz M sistema A es una H-matriz y el fáctor de relajación pertenece al

intervalo (0,

Teorema 2. Sea A una H-matriz . Supongamos que las particiones A =

F¡ - Gj, j ~ 1,2, . . .,r, son particiones H-compatibles de A, con diag(1F,1) <

ID¡ . Entonces, si q(1J) k 1, 1 = 0,

	

1 :5 i :5 r, el esquema (4.7) converge

a la única solución M sistema Az = b, para w E (0,

	

conp = p(IDI -1 IBI) .
1+*

Demostración . Por la Observación 1, para probar la convergencia M es-

quema (4.7) es suficiente encontrar una norma matricial compatible y una

constante real ct, de forma que

11W)115 ,2<l, 1=0,1, . . . .

Como las particiones A = F¡ - GI , j = 1,2� . .,r, son H-compatibles, se

sigue por el apartado (b) del Lema 6 del Capítulo 3, que dichas particiones son

H-particiones. Entonces, por el apartado (a) del misrno lema, se obtiene que

las matrices F., 11 = 1, 2, . . ., r, son H-matrices .

Claramente, por la forma de las matrices de iteración H(') en (4 .10) obtene-

mos
r

Ahora bien, teniendo en cuenta que las matrices F.,,

	

1

	

<

	

r son H-

matrices, como acabarnos de demostrar, y utiLzando el apartado (a) del Lema

5 del Capítulo 3, podemos acotar IF,`Gi l de la siguiente forma

¡F¡̀ Gj J 5 lFj-'IlGj l :5 (F¡)`¡Gi l,

	

i = l,2, . . .,r . (4.17)
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4M~de

	

~&do

Por la definición de partición H-compaUble (ver D~ción 14 de la Seedón
1 .4), sabemos, que las particiones A = Fi - Gi, j = 1, 2, . . ., r, satisfacen (A) =
(Fi) - IGi l, j = 1,2, . . .,r, y por tanto, matituyendo IGil = (Fi) - (A) en la

expresión (4.17), se obtiene

IF,-'Gil < (Fj)-'IG.,l

(Fi)`«Fj ) - (A»

I-(Fi)-'(A), 1<j5r.

Por otro lado, puesto que A = D-B, con D = diag(A), y teniendo en cuenta

que construir la matriz comparación de A (ver Definición 11 de la Sección 1 .4)

consiste en considerar los elementos de la diagonal en valor absoluto y los no
diagonales, en valor absoluto con signo negativo, la matriz comparación de A se

puede escribir como

(A) = ¡Di - IBI = jDj(1 - ¡DI`1BI)_

	

(4.19)

Denotando J = ID¡ - 'IBI y sustituyendo en la expresión (4 .19) se tiene

(A) = IDI(I - J)_

De las expresiones (4.18) y (4.20) se sigue

(4.18)

(4 .20)

jFj-'G¡15I-(Fi)-' 1DI(I-J), 1<j5r.

	

(4.21)

Consideremos el vector n-dimensional e = (1,

	

1)'. Como la matriz

J = IDI -'IB1

	

es no negativa, para todo e E R mayor que cero, la =triz
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J+ecel tiene todos los elementos positivos, por tanto, el grafo~doasociado

a,la matriz J + tee* es fuertemente conexo (ver Sección 4.1). Por el Teorema

1 m sigue que esta matriz es irreducible . Aplicando el resultado de' apartado

(¡v) U Teorema 2 UCapítulo 2, sobre la matriz J+ ¿ee', obtenemc que para

todo, e > 0 , existe un vector positivo w., satisfaciendo

(j +

	

(4.22)

donde p. = p(J + tee*).
Puesto que F,, 31 = 1,2, . . .,r, son H-matrices, aplicando el ap .-Ulado (a)

del Lema 5 del Capítulo 3, se tiene

1Fi-'

	

(Fj )- 1

y por tanto
(Fi) -' > 0,

De aquí se sigue que la matriz (F,)-'IDI¿ee' es no negativa, obteniendo las

siguientes desigualdades

J)

	

:5

	

(Fj )-'1DI(I - J) +

De las expresiones (4.21) y (4 .23) obtenemos

j = 1, Z . . ., r,

(F,)`1DI (I - (J +

	

(4.23)

¡Fj-'Gi l < I - (Fj)`1DI (I - (J + ¿ee'» -

Multiplicando ambos miembros de esta desigualdad por el vector -ositivo Z, y

utilizando la expresión (4.22) se tiene

IFI-'Gj iz«	[I- (Fi) - ' IDI (1 - (J + ecte»] z,

we-(Fj)-'(D1(1-pjz,- (4 .24)
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4 Método de mult~dón re¡& doja

Por hipótesis, diag(1Fi1) :S IDI s j ~ l1 2, . . . i r, y

	

_=o todos los elementos

no diagonales de (Fi) son no positivos, se tiene que

(Fj) :5 ID¡ . (4 .25)

El Lema 1 nos asegura, que el radio espectral de la matriz J es menor que

Si tenemos en cuenta la continuidad del radio espectral podemos afirmar que,

para algún e > 0

las siguientes desigualdades

jH«)j Z< <

p, = P(J + eee') < 1.

	

(4.26)

Utilizando la desigualdad (4 .25) en la expresión (,;,24) y teniendo en cuenta

que según la expresión (4 .26), 1 - p, > 0, obtenemos

jFj- 'Gj iz, < z,-(F¡)-'jDj(1-pjz«

(Fi) - '(Fj) (1 - pj z,

z£ - (1 - P.!)Z(

r

= Ptoe-

Multiplicando ambos miembros de la desigualdad ;~,- '4 .16) por el vector positivo

z, y teniendo en cuenta la acotación dada por la e4resión (4 .27), se obtienen

(4.27)
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Puesto que p. e< menor que 1, como ya se ha comprobado en (4.26), de la

expresión (4.28) se _ igue

IH(') Iz.

<

	

wE EspIl,i)wt + i1-wie.,

	

1=0,1, . . . .

	

(4.28)
¡Mi

< wE E^ze + 11 - w1w.
¡MI

<

	

(wp« + 11 - w1) x.,

	

1= 0,1, . . . .

	

(4.29)

Distinguimos dos casos atendiendo al valor de w.

(a) Si 0 < w < 1,

(b) Si 1 <- w < i+a a

wp+11-wi=wp+1-w<1 .

wp+11-wI

wp.+11-wI < 1

wp+w-1

De (a) y (b), j--.nto a la propiedad de continuidad del radio espectral, se tiene
que para w E (0, -1--l )
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4 Método de mult~ción reJajado

y por tanto por (4.29)
IH(')Iz, < a,z,,

cona, =wp,+11-WI<lyz' >o-

De aquí se sigue que la norma matricial compatible y monótona

introd---:cida en la Sección 1 .1 cumple

11HI')lIz.5cr,<l, 1=0,1 . . . .

Qr --,da así, denostrada la convergencia del esquema (4 .7) .

	

a

Lar condiciones del Teorema 2 relativas a las particiones de A, es decir,

diag(1Fj1) :5 ID¡ y (A) = (F¡) - JGjJ se cumplen esencialrnente cuando los

elemenl-os no diagonales de F. están entre los correspor) dientes elementos de A

y 0 . Esto se pone de manifiesto en el siguiente lema.

Lema S. Sea A una mafyíz de tamaño n x n, con diagonal D. Ez1sten

matn-r,,,s F

	

G

	

de tamaño n x n satisfaciendo

71) :5 IDI y (A) = (F) - IGI, si y sólo si,diag(1
1,

	

a

lf.jl E [0,la j,ll,

Ifij J = la,,¡, 1<9<n.

I.i-~emostración.

	

Si 1 96 j, 1 < ÍJ :5 n, por la igualdad (A) = (F) -

IGI, se tiene

Despejando Ifil l

-JaijJ = -Ifijl - Igiji-

Ifi, 1 = 1% 1 - IgíiI E [0, 1% 11 .
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_w

Si i

	

1 :5 ¡ :S n, como (A) = (F) - IGI entonces

laiil = IAJ-19iiI,

Ifij j = lajil+1.9jil .

Pero al ser, por hipótesis, Jfjjj :5 la¡¡ ¡, necesariamente j9jil = 0. Luego

lajil = lAil, 1 < i <- n.

En Primer lugar construimos los elementos diagonales de F y G como

lfúl = la íj I,

	

gú = 0, 1 < %'< n.

Para

	

5

	

5 n sabernos que los elementos jjj 1 están en el

intervalo [0, la¡¡ 11, luego existen elementos zjj con 0 :5 xii 5 la¡¡¡ tales que

Ifij1 = laij1 - Xij-

Definimos ahora los elementos no diagonales de G de forma que verifiquen

Igijí

	

1 5 í,]

Obviamente se satisface que diag(1FI) :5 ¡Di . Por otro lado para 1 qÉ 3

-1fijj - Igij j = -1fíjj ~ zjj = -1fijj - (laíjj - Ifij1) = -jajjj .

Por tanto

(A) = (F) - IGI .

Queda pues, probado el resultado de este lema.
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4 Método de multipartición rellil~o

Algunos ejemplos de multipartición de A con posible solapamiento, que &a--

	

r --
tisface el lema anterior son les siguientes .

Ejemplo 1 . Sean para'k = 1, 2, . . ., r, los subconjuntos SA, C {l, 2, . . ., n} 1

de forma .querU` 1 5,h = 11,2, . . .,n}, no necesariamente disJuntos dos a dos.k=
Construimos una multipartición de A, (Fh,Gk,Ek}Imi , deforma que las matrices
Fk =

	

"tan definidas como

si¡= i o ¡,i E Sk

en otro caso.

Se supone además que las matrices Fk son invertibles. El elemento í-ésimo de
las matrices Ek ,

	

k = 1, 2, . . ., r se toma cero si 1 1 Si, y positivo si a E SÁ: -

Además

	

Ek = 1, y las matrices Gk se eligen de forma que A = & - Gh.
k=l

Ejemplo 2. Sean los subconjuntos Sk C 11, 2, . . ., n}, k = 1 1 2 1 * - , r, ele-
gidos de forma análoga al ejemplo anterior, es decir, (Sk1` , es un recubrimientok=

de] conjunto {l, 2, . . ., n} . Construimos una multipartición de A, f Fk,Gk, Ek)'k=I ,

de forma que las matrices FI, = [fk están definidas como

a,, sil <)'yt*,) ESk

fk)

	

a,,

	

sil' = 1
.

0

	

en otro caso.

Supondremos que las matrices FI, son invertibles. El elemento ¡-ésimo de las
matrices Ek , k r se toma cero si i 0 Sk y positivo si i E Sk . AdemAS

1, y las matrices Gb se eligen de [orma que A = Fk - Gt.
k=l

Cuando los conjunto@ Sk, k = 1,2, . . .,n, sean diajuntos dos a dos, es de-

cir, cuando {SkIr., sea un& partición del conjunto {1,2 1 . . . n}, ¡as matrices
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Ek, k = 1, 2, . . ., r, se eligen de forma que

(Ek)ú = 1

	

si i E Sk
(Ek)¡i = 0

	

si i « Sk .

Observación 2 .

	

(i) La convergencia del esquema (4.7) puede demostrarse

suponiendo r parámetros de relajación distintos, &soci,>dos a cada una de

las r particiones A = Fj -Gi,

	

1,2,

	

r . Es decir, z5!l esquema caótico

síncrono con r parámetros de relajación W1, W2,

	

Wr

Ej [wjPWMz (1) + ( 1 - w¡)Z«)

	

1 = 0 1 1, 2,1

	

1 1

converge para las mismas hipótesis del Teorema 2, si los r parámetros de

relajación están en el intervalo (0, 2 ) con p = p(IDI-'IBI) .¡+o

(ii) Cuando ,; = 1, el esquema (4 .7) se reduce al esquema I - erativo

r
w«+¡)

	

E.,Pq("J) z(1) , 1=0,1,2, . 9

	

(4.30)

que corresponde al primer modelo caótico dado por Bru, EIsner y Neumann

en [10] . Recordamos que en [101 se prueba la conve;--r~"ncia del esquema

(4 .30) cuando A es una matriz monótona y las partic~~ ines de A son débil-

mente regulares . Hacemos notar que el Teorema 2 da -in nuevo criterio de

convergencia para el esquema (4.30) que no había, sic- 9 considerado hasta
ahora en la literatura sobre el ~, exigiendo que sea una H-matriz,

matrices que no son neces&ria=nte monótonas y qu como se refleja en

el Teorema 9 de la Sección 1 .4 cubre varíos tipos inter-santes de matrices .
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4M~de ~~Ücióa rela.W0

4.3

	

Modelo asfncrono

En esta sección plantemnos la versión a-ínaonaM esquema iterativo caótico

construido en la expresión (4.7) de la sección anterior. Como ya hemos comen-

tado en el Capítulo 2 la idea de los modrios asíncronos surge con la intención

de obtener una mayor utilización de los procesadores en un sistema multípro-

cesador . En los modelos asíncronos aplicados sobre procedimientos iterati~

de resolución de sistemas de ecuaciones t :.neales, se supone que cada procesa-

dor puede actualizar o recuperar algunas componentes M vector aproximación

a la solución en cualquier instante . EstL--, teóricamente, significa que ningún

procesador se mantiene ocioso .

A continuación describimos el esquema caótico asíncrono basado en el es-

quema caótico síncrono (4 .7) .

Sean E., 1- = 1, 2 .

	

r, matrices dÍLAgonales no negativu cuya suma es

la matriz identidad .

	

Si supouemos que ~Fo

	

< ti 5 r, es una

sucesión regulada (ver Definición 5 de¡ G pítulo 2), a partir de un vector inicial,

construimos el sigw«enV, esquema iteraw-a asincrono

E.,)Z(j+r,-1)
+ E.,

	

E.Pqu` ) + (1 -w)I Z(J), (4 .31)

j
.
= 0, A' 2, . - _,

siendo P,, t

	

2, . . ., r, los OPeradori i definidos en la expresíón (4 .4) de la

sección anterior

P,w = F,- 'G,= + F,< lb,

	

a" = 1, 2,
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y r, el menoren~ poétivo tal que

¡j = ¡»-, -

Por la eWc~i~ de r

	

t i imcomo

	

es regulada existe un entero positivo K que
satisface

0 < r, - 1 < K*	j = 0, 1, 2, . .

	

(4.32)

Nótese ~,ue el valor de r, - 1 es igual al número de veces que la aproxim"n

que reside ---n un procesador, que denonúnamos central, es actualizada por otros

procesador-!s distintos M 9.-ésimo, durante el intervalo de tiempo en el que

dicho p~-",dor C"ta su» cík-ulm.

El siguiente tex>reffia da condicloues suficientes de convergencia para el es-

quema asíncrono ~do en (4 .31) . Las hipótesis que se exigen son an¿loga&
a las exigidas para el caso síncrono en el Teorerna 2 .

	

.*- 1 Igual que en dicho
teurema denotaremos por D a la diagonal de A, con lo que .

	

D- B; además

p = p(~~Dil-~IIBII)

Teoreprm 3 . Sea A igna H-matrtz . Suongamos que las siguientes parte-

ctonti A i = 1 . 2, r, sor, partaciones H -compatabirá de A, con

(fiág(T. j i-< D: y li j ~' 1 < a, < r, una sucesión rtgulada de enteros . En

tonero, s

	

q(j, a) > 1, j = 01 1

	

5 1 < r, el esqué-na (4 . 31) ccinverpe a la

ún«w ~. ¿ca¿n ¿el autema (4 .3), para

	

(0,

Derr. :stracíón . AnZogamente a como se hizo en el Capítulo 3, para anal-

zar la co vergencia M esquerna amncrono (4 .31) w sumerge este procedirnwinto

iterativo tu un prociedímieato iterativo en R K , siendo K el entero positivo que

rerala a

	

L suce:sión í a, l .'., en la Definición 5 M Capítulo 2 .
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4M~de

	

. .

	

rdajado

UtwaMM, PU4 esto, la ú~te ao"cim.

tu) = WU) - t'

Z
w,

IM')jw« 5 o.w.,

e(J) =
Sili+Vi-1y

e

	

= VU+PO ) - c

C Rax,

	

(4.33)

1 w« j

donde w, > o es el Y~r de Perron de la matriz J + ¿ee', con J = IDI-11BI,

> 0 y e = (1, L . . ., l)' . En el Teorema 2 se probó que

(4 .34)

siendo HI'J . 1 = 0,

	

las matnees de Itcración definidas en (4 .10) y a, <

Con esta autaa'ón, y siguiendo los mismos~ que en la demostración M

Teorema 7 M Capítulo 3 podemos escribir

(4 .35)

donde Sj ,

	

0, 1 .

	

es la matriz de tamaño n x nK dividida en bloques de

tamanú n x n y que tiene un bloque identidad de orden n en la posición r, y los

K -- 1 bloque& restantes son nulos (ver expremión (3.39» .

Analizamos wguidanwnt4- la expresióL del error
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siendo t la solución exacta de¡ sistenía Une&¡ A* = b. Puesto que e es un punto

fijo de los operadores Pi, tal y como mprobó en la demostración M Lema 2, se

tiene

t'(j+-j)

	

=

	

o(¡+r» - e

+ E¡,

	

E¡Pl (j") + (1
sal

(I - EjZ - E¡,

	

EjPqh") + (1 - w)Ij

Ahora bien, Iz. expresión j (É E.p'q("" + (1 - ")
I)

(z(J) - t) ha sido ana-

lizada en el Lema 2, de~, trando que

Er(`) + (1 - w)I

	

(Z0 )

	

H(J)eU),

	

(4.36)

donde H(I) está definida en (4 .10) y satisface (4.34) .

Por tanto, de las expresiones (4.35) y (4 .36), y siguiendo los mismos paum

que el Teorema 7 del Capítulo 3, se comprueba fácilmente que

U+r, - 1)

	

H(I)S y.CU+r,,)

	

U - Eje

	

+E.1

	

3

	

4",

Obtenemos por tanto, que

«r3*'J = Bj+riri+vi-11
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4$~de

	

rdajado

donde Bí+.~, es la matri ~" de~nK, dada por

y entonces

JIBj+IK-IB,+ 2x-2---BI+ j!1y < -y,

líni iG = 0,

4.4

	

Experimentos numéricos

Entonces

Razonando a partir de aquí, como en el Teorema 7 M Capítulo 3 y utilizando

la desigualdad de la expresión (4.34), se prueba que existe una constante read

con 0 :5

	

< 1, tal que

IBI+ax-IBJ+3X-3 - - - B'+IIN5 -111,

	

(4.38)

donde Y E R'K está definido en (4 .33) . De aquí, si consideramos la norma

matricial inducida 11 - ¡¡y introducida en la Sección 1 -1, se deduce que

con lo que queda demoatraU la convergencia def esquema (4.31) .

Esta sección está dedicada ad estudio, desde el punto de vista experimen-

tal, de ¡os métodos ca&icos ~o* síncrono y aaíncrono estudiados en este

11-Z., 0 . . . 0 01 r F,Hu,Si

1
B.,+,, = 1

0 . . . 0 0 1
. . 1+

0
(4.37)

1 0 0 . . . 1 Oj 1 0 j
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-

	

A@Máriom
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c"AnL- L» mqm~ te~ ^ m y red¡~ bao sido pba~ ea ¡m
(4.7) y (431). Eme0~ uha reja&& &ten~ a Im

objetivas que ¡as pUnteados m la Seccida 3.4.
Tal y corno se dijo en dicha meción, toawww con�) problema m~ la ob-

um,ción de =a solucida apreaúnada de la «uaci¿m de 4 - . Dicho probUrna,

al mw dWcretla<io, am cmduce a la rwoluciM de un Pran sistema die ocuaciones
Ineales As = b. La ~nz de cotécienun A Y~ ~da en la expresión

(3.50) .
Preísentamos a cont,muación, Lsa impkm~tacionet..,de Ios algoritmo* c&&ico@

unto síncronu coeno aúncrono estudimíos en este capítulo .

4.4 .1 Algoritmos

Se de~ resolver el sistema line4LI Az = b. Supongamos r particiones de la

nuartz A
A=F,-Gi , J=1,2, �

UA siguientes algoritmos detaUn be ~a ~- para generar la sucesión

de vectores, que converge a la boiuCión de dicho a panir M esquema

ca,ótiw síncrono (4 .7) y M esquema cLótico asíncrano (4 .31) .
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4Mkodo de ~~ci6n

ALGOWNIO ~ZO140

Etapa 0. I~tura de datos:

Matriz de wfficientes:

Término independiente:

	

t

Fáctoíres caóticos:

	

S%'1J)' 15 j :5 r, 1 = 0, 1 . . . .

Factor de relajación :

	

w

Etapa 1 . Elegir 04 arbitrariamente y í'--= 0.

Etapa 2. (Etapa caótica) En paralelo,

Para) = 1, 2, � I r

Para íc

	

2, . . ., q(1,

	

coti z(0) = Z(') .

Resolver el sistema F,x

	

Giz(k-" + b.

r
Etapa S. (Etapa síncrona) z(1+1) =

w

	

Z(q(lj» + (1 - w)Z(1), siendo E,,E El 2
j"1

matrices diagonales no negativas clu ya suma es la identidad .

Etapa 4. Comprobación de¡ criterio de zonvergencia

IZU+l) - Z(1)
1 <k

	

k

o Si test de convergencia = VEIDADERO, enLonces FIN .

o Si test de convergencia = F-1 SO, entonces

1 ' 1 + 1 .

'.folver a la etapa -A.
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MM

	

0, 1 < jí < r. En paralelo, pez&

r (e~ 2-5) .

F.~ L Ar 4"' - comm, doft& ~~m es un vecux compartido por

t,wk* kis pmehadores .

Et-Pa 9. Para k - 1, 2, . . . . q(lj, j) , con £(0) = 31(1j .
j

Rr"~ el siste~ F s (k

	

Gj 3 (k-&)
j 1

	

j

~m

	

si

	

M-CUdo E,, matricos

4"cmaka w ~j- vaá cuya su~ e* La identidad .

E" 5. Gum~ión del Muno de convergencW

o Si usi de cmwromcaa = YUD^Dmo, en~cm FI .N .

0 Si um de cuavut~a = FALSO, enwacm

- 11 --- 11 + l .

-- WIff a la ecap- 2.

E~ o. LA~& de da~-

~de amáñw~- A
TWM~

Fa£U~ cA¡óü^- r, 1 = 0, 1,

Fwtor die rá&~: w
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4L4.3 njurpérj~

A*~ de co~tar Im rmdtados w4mémm obtewdos, va~ a det&Uu la

u~ de tu putki~ A m F - G.

	

r, que m han utib»M pam. j = 1 .2.

díeth~ dpñ~

Líñc~mt^ ¡m partícimm uühudas ma ha que se expusierm en el Ejem-

-Mo 2. un cmt~ ugapammto. F.& dear si repmmta~ la m&triz A de la

ái~te ím~

DI

~dmde D, j = 1, 2, . . ., y, están definida& por

Dj =

r

las rn-trices r, que
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donde cada matriz Li ,

	

= 1 .2. . . ., r, es la parte triangular inferior de DI . Las

~ríces G.7 1
1 = 1, 2,

	

r, se eligen de forma que A = F, - G, -

Cada ~riz E.,, j = 1, 2, - -, r, tiene un bloque identidad en la posición
correspondiente aJ bloque triangular inferior de la matriz F,, y todos los restantes
elemenux son nulos .

F-4t&& particiones son claramente H-compatibles y además la matriz A es
una H-maan'z W y como se explicó en la Sección 3.4 . Por tanto, el Teorema
2 asegura ¡a convergencia para el caso, síncrono y el T--orema 3 para el caso
asíncrono .

Sea Z"" el bloque de vwuw a('+') asociado al bloque tria~ L, de F,

En un esquema Mrativo de mult~ción no caótim (q(1, 1) = l), el procesador

*ó¡o time que &au&Uu d~a

	

rmolviendo el sistema triangular
zeptosentado en la aqpu~ Uwa
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4U~de mampart"-& "k¡&&

. . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . .

w(10)
r

= Gjz(') + b.

Ahora bien, si al procesador 1 m le migna un f~ caótico superior a 1,

ponga~ por ejemplo q(I,j) = 2, entonces los cíku" que debe reAlizar y que
vienen índícado¡i en la etapa 2 M ~tmo síticrono son los siguientes.

Para k

	

1,2, con s ( 0 )

	

(1)

- Gjx(k-I) + b.

Debido a la fiornia de la niatn'z A y de las puticiones elegida&, para k = 1 el
procesador j deberá calcular las Y&míbles

(1) (1) (1)
Si-lTzi

	

'
£j+i9

	

(4 .39)

donde el tamaño de x(1) t~responde al tamaño de L, y las demás son de ta-j
mim

	

aw~Poadim&e a los bloque* 8 de A- Esto es debido a kis dos bloque»

idmtIdAd -riue DoS en~tramw es el bloque fi1a 1 de A W y cc=o muestra la
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i

	

a

	

ju
-
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oiguiente figura, lo cual na* ízadica que las nuevas variabla indicadas en (4.39)
(3)wn nenesarm para el p<muriorc~ de si

Pasa k = 2 sólo es necesario calcular z(" . Esta& componectes son las, únlc&g

que se necesitan en esta última etapa local para actualaíaz Á,-,V solución global,

hítuan 'rl Sr Puelo -de genrralzar Para cualqu er v&!or de los fáctorm c

ticc*. de forma, que cuando mayores son estos fartort% . mayor es el subsiste~

que se ha de resolver . No~ que el crecirruíento en el subsiáte~ que se ha de

rt-»oiv,er . depende t"áC- n de¡ tami&ño de los bloques B, Ya cue cuanto

res sean estus bloque* mayor será dicho subsisterria- Estiu a nsiderac~ft DU*

ha,cen penw en la idea de ~oger fac-tores C~ticus nú exct- 11&Hbmte- grandes

y twn&" de la ~nz B pequetíos, de rr~rrá que i-J auni*
-at , em rí orden de

lo* ibubaisLema» que Cád* pr~sador drbe

	

¡lo wa -C4- .&do
La Ubi* 11 explicá la turma de ¡^a rriatri<r» (-un í~

	

k» ex

pmtzwn" conespundienum a este capitulo

	

\utew que t.- daj estas rnatrwe*

corresponden con la& utíbrada- eu el capitulo anLer~, excr-U> la rnatra de -n

deu^ Lca b¿oques d~ales B dr mi& niatru ~ de ut -^ 64 que conw or

observa es b~taote me~ que eí cuasiderado pwa ¡&o ~n es de urdenew 2N 16
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43~deMUM~Cián I~ado

Tabla 1: Mauices de n.rueba.

y SM . E&to evitará, tal y como hemos co~ldo anterionnente, que cuando
el factor esiótico wa grande el procmador wrrm)ondimte tenga que resolver un
subsisterria. de un ordem d"~iado elevado- En dicha tabla, se pr~nta t&mbién,

el nu'rrwrc> de bloques B que fom~ p&rte M bloque triangular de cada niatriz

F, i = 1 ~ 2-

	

S. F& con est~e bloque triangular con el que emencialmente cada
proetnbador

	

I)azí" aÁ¡Cnimí el núrxwTo de fila» por procc"dur, par& de

esta for~ bAwrrn<» una idea de ¡a cantidad c e trabajo que cada procesador

debe real~

U, la 1&bla 2 íw presmitan, para esuu mal r>-- les . líos resultados obtenidoci p^ra

d!fcsmt«» nx.-dci<» L~LuÁ» mirim-nius e^utad--» m sec^ciál Se ha obtenido

expermientaistiente . p&ra cada uno de mumi illmkm~, el factor de relaja-cion

ot~..ando en k>d(» km CA~ que ew-r factor es menor ~a el wr-rm-

pubdiente mudelo no ~>m, es dem . cuané k» Lactores caóti son ¡,&u"

a la u- ,dád

	

L^ta sitwwx'm w gmer"

	

~de cxxawzgmcia del fattor

de rcia~&ao¿m, d--<k IuW a que

	

wel factor die reLaj&ción ópt~',

Orden A Orden B Bloques por p~- Fflas p<w proc .

384 32 212,212,111,1 11 64M,64,64,32,32,32X

1024 32 4,4,4,4,4,4,4,4 . 128,128,128,128,128,128,128,128

2816 256 2,2,2,1,1,1,1,1 51-1,512,512,ZUZWZMZW,256

4096 64 16,16Z8,4,4,4,4 I(t4~-1,1024,512,512,M~M,256,256

5632 512 2,2,2,1,1,1,1,1 1024-3024,1024,512,512,512,5121512
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Tabla 2: Algoritmo secuenciaL

axrmpondj" -.Le a un modelo caótico, m& un f&cuw Wa el que el esquerna no

cacítico no

U» reww!

	

obtenados para km esquema& caótico* aíncronos ejecutados

sobre km 8 ; mocesadore* de ¡as que diíspow el maduprocesador AUíant FX/80,

w m~raa el la T" 3. Al iguaJ que en e3 Ca0tuJo 3, hemos uúU&do do4

dírectivas & cmmbw:Wm, obunmado el tí~ de CPL' para uu ejacucam

concurre~ ra ), y el~de CpU p&ra wia ejo-Ución V«UXW--Cmcurr~

(T3) .

«Ij). a S j Sa ~

alta J.Ju su

12 aSi LOS 514 40.711
1.~ 3w 37.1319
a^ ?1* 1 40354
Lyn n«

j3j."J.u IAM &?» *M-197

1 .4n 7«0 COBA14

& .ni 3» 69-117
M.A .2.33jj 1.4» Lu M.>"

1

1,lw 310 AM
J .»0 755 IOIAM
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4Máo& de

	

rda-jado

uw de aum~ obj~ es el coa~ los áIsmitmos caóticos con los no
caóti^ Ahora bien, ¡u con realizadas sobre el distinto rango de

convergenícia para el factor de re¡&~, en los esquemas caóticos y no caóticos,
no nos permiten calcular un speed-up que compare k* dos esquemas utilizando,

el mí í~ de reíaja Es por esto que paramos, en la Tabla 3, cada

moMo cAbótico síncrono, con el modeio secue
1

ncial. no caótico para su factor de

relajación óptimo (ver Tábla 2) mediante el cálculo de S., lí = 1, 2.

5, = !*-,

	

í = 1, 2,
T.

donde T. es el ti~ de CPUMalgoritmo secuencial no caótico para su factor

de relajación Mimo. Nó~ que este speed-up no está acotado superiormenw

por el número de procesadores ya que no compaxarnos el miarno alguritmo .

Un &~-up que sí está acotado por el número de procesadores utilizados,

en ejecucíón sólu concurrente, es el que compara un algoritmo caótico parakio

con el correspondiente caótico secuenciad . Este a~ - up vieDe dado por S,',

donde

s~do T,. el tí~de CPL' del mode¡o caótíco, queme está evaluando 'ecutado

CL un ún" prore"r.

Se observía, en la T" 3, que todos los modeios caóticos síncrono, estudia-
dos experimentalmente, accieran ad no caótico. Eata aituación está especl&lmmt--

marcad- p~ la matriz de orden ~6, en la que para el esquema, caótico zín-

V064 el t~ de CPU díanínuye en práctícamente un W% respecto del

wca~ Eaw e# &rhído a la gr&a,ii"nímá& que se produce en el número

de ¡~&cm~~. E@U *¡ti-aci¿a es bastante V~al, cían mi~dencia
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Tabla 3: Re*ulta~dc» dor los esquernas cawSt¡cos síncronos para .~ úptarn-u .

de! futor de

	

c , >nio be refl 'a en las Figuraá 1 . -1, 3, 4

figura& axnpwan el twnipo de CPU en ejecución concurrente ar distmitos es-

querr~ caót~ míncronos, par& cada una de la& ~nces de prueba y un amplio

rango de facu~ de reiaj&aón . D"tacA~ 1<» resultadob obtenidos para U&

matnces de ordeuca, 1024 y 4~ para las que todo modelo cácÁlcú estudiado

expff=Mt&IL.Cnw es mepr que el no caótico (ve~ FiguraA 2 y 4) .

C~ #(l.» . 1 4 kw. T~ (me.) aw*e&~
TI TI, si $a 3; r,

4km L§14 Ma laja 4w

Uji.2.3.2i a .?» m 0477 "o Lo 17.n 5.55 1~

""A.GAA IADO lo 1350 OAU "a ajo 4-70 L@3

1 LM 0.453 531 13.510 5-31 13.54

as?

13.70 ná3 4.57 13-25

4.377 im» W# ».» 5-96 IL31
LAM MM L" IGAS S." 14.015

1.736 2.535 Ln la-» LA0 13-05

1,435 bit 7.474 3~ 4.30 15,63 5,45 1343

3.33.33.2 .2 .3 1 .7w 3a am4 2-220 1.33 30-14 5.40 tijo

i .zn 719 4^ 3~ I-n 13-70 5.22 1170

1 ~7?5 79 n3 40~ 4.79 1712 5.41 10.91

$730 AILIAO 51 .123 5.93 13.4T 543 12-99

1.1 J .¡ .¡ 1 -475 Ttm 147 .835 el jw 4.73 la~» 4.73 11.39

U.3 .4 .4,4A.4 5i 1 330' 11424 LJU2 LO& IGAM 4,04 L0,90

1 1 4» 531 11 Tu Tas3 6.44
9,40 1

1 :43

A3

5.40 12 .07

1 VW

3,* 0JIS

5443 5.14 10-34
756 1 tallo 7531 5-31 13*3 531 13.53 1

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



los

	

1 43~dem~rt'',-Idaja&

Figura 1 :

	

. .	esquemasparalelos caóticcio sino

	

os, n = 384 .

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



4.4 P- --- ;, -~

25

20

15

lo

5

raqu~ C"i gbmw í!
Faqu~c~dam~

raqm~ a* cede! eftwx~

0.4 0.6 0.8 1 1 .2 1 .4 1.6
parám~ de ptadijacim

Figum 2:

	

p-ración esqumm paraicim ca&iow &L--amm, n = 1024.

169

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



6

0-4

	

0.6

	

04

	

J.,t --~ 1 .4 1.6 1 .8
pwám~ de Ré-~~

ríg~ 3:

	

paración coque~ par&Woe cm~oíiacrmm, n = 2816.

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



leo

120

60 L

ci -

	

1 .6 1 :7 1 .8
Puám~ de P.«Wwj¿w

FíL tara 4;

	

-p.mru:Wm esquemas par~ ca&icos zíncrwoo, n = 4M.

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



Figura 5 : Comparación esquemas p&r&Woo caóticos síncronos, n = SG32 .

Aunque km resultados presentados hasta ahora en este capítulo, muestran

que los n»deke caóticos aíncronos son buenos, estos wn acelerados de forma

clara, y en ux" los c~ por las correspondientes caóticos asincronos. Mos

trmnos esta situación genénca para a~ modelos caóticos de la Tabla 3, en

las Figuras 6, 7, 8 y 9.

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



0.4 0-6 04 1 1.2 IA 14
pwám~ de Re¡~

Figura 6: Comparación coque~ paralelos aíacr~,Y Aúncrono, n = 1024-
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Figura 7: Comparación c~.u paralelos úncrono y asíncrono, n = 2816-
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Figura 8: Comp&rw:Wm esquemas par~ oíncr<oo y asíncrmo, n = 4096.
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Figura 9: Comparadón esquemas parak4<» úncrono y asíncrono, n = 5M.
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Los resultado* para los esquemás aterativos ca&~ asincranos pueden vww

en la Tabla 4; iter(j), i = 1, 2, . . ., 8, es el número de iteraciones que reAliza cada

procesador . Esta tabla muestra que para el f~ de rSaja~ éptimo ~te

encontramos un modelo caótico aúncrono que aceim-i al modeio asíncrono, no

abótico. Como en la Tabla 3, bemos calculado el tier-ipo de CPU para los dos

tipos de ejecución, concun-ente y vectoriaJ-coticurrente, denotados por TI y TI

respectivamente-

Como ya comentamos en el capítulo anterior, deb3o a la construcción de Iw

modelos asíncronos, no es factible el planteamiento de versión secuencial- Es

por esto que para dar una medida M incremento de velocidad que se produce

con la utilización de los modelos asíncronos se ha Virnado como referencia el

rnCior algoritmo sectiencial de los refiejados en la Tabla 2, obteniendo así los

respectivos spLed-up'& para los modos de ejecución concurrente y vectorial-

concurrente, denotados por S,, i = 1, 2 . Como no se está comparando el mismo

algoritmo ejecutado en secuencial y en paralelo puede surgir la situación en la

que se obtenga un valor del apeed-up 51 , superior a número de procesadores,

como puede apreciarse en la Tabla 4 .

Para finalizar esta sección, comparamos para ca¿Í, matriz de prueba los dis-

tintos esquemas caóticor, asíncronos calculando el ti,-mpo de CPU en ejecución

concurrente, atendiendo al factor de relajación . E>_4¡e estudio puede analizarse

en las Figuras 10, 11, 12, 13 y 14 . En ellas se ha obt---rvado situaciones análogas

a las ya comentadas para el caso síncrono .
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4?4~de

	

'pa~ rdaja&

1Tabla 4 : Resultados de los w- quemas awncronos para w óptimo .

0~ v(1.A. ¡S 1 se a 5 ~ se T~(~) SP~
Ti TI

3TOIr 1335 331 .4%^~30 O-W 9-52

3.3.3 .3.SASA 1.773 4n IX33T.M193 OJOS 4.22
0-"7 "t

i.3n
m

O.M3 6.96

1 .40 00* 1Asa~~m 1~ 0.~ §LIS
1024 3.3.31»JU.3 IJO 3.2n 7.78

1 .00 oo?.77~.7^772.7W.M.738~ 2.423 30.53

2 .2 .2 .2 .2,3,2 .2 135 1115,1007. --UU. M.IMIO13~IOZLI<»3 2A~ &A"

135 11 10,1032.1057.1=.10"1030,1057,100 2-3W 11 .06

1 .523 21W~7.2106~7.210&~,2104.IM 3.732 6.83

1.523 3.090 8,29

2516 1 .1 .1 .2,2 .2.2 .2 1 .475 3.W2 6.80

3.188 8-51

2 .2 .2 .4,4,43,4 1 .30 5.254 5.16

3-M 3.05

2,2,2,2,2.2 .2 .2 l~w 363.1Í^2.4»^M9~ 3AM 7.02

1 .825 2.643 10 .27

1 .35 4.C94 6.62

1 .325 3.432 7.90

5W2 1 .1 .1 .2 .2 .2.2 .2 1 .50 9.229 6.05

¡.SU 621 7.US 7.71

2 .2 .2 .4.4,4,4,4 1 .75 12.493 4.47

1 .75 3W, 152,3WJn.2UX~2W 7.596 7-U

2,2,2,2,2.2,2,2 1w 33C M~4M.4W.414.4^473 7.206 7.67

13 MA-3,597.1023,1024^1024,1006 SM2 6-30

133 "41;-34~IDMIO~»4~ 7.SU 7.32
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Tabla 4. (Continuación) Resultados de los esquemas asíncronos para w óptimo.

Ti< Mpo

0.8

0 .6

0 .4
0,4 0.6 0.8 1 1 .2 1 .4 1 .6 1 .8 2

P~tro de Relajación

Figura 10: Comparación esquemas paralelos caóticos asíncronos, n = 384.
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4M~de multipufici6n rda &dó1-
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Figura 11 : Comparación esquemas paralelos caóticos asíncronos, n = 1024 .
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Tiempo
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6

4

9
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Esquema caMeo asínerono 2~

Esquema no caffico aúncrono la

a
9
a
o

a

0 a

9 a
lo

2 1

	

1

	

1 --

	

k

	

1-

	

1

	

a

	

1

	

1

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1 .4 1.6 1 .8 2
Parámetro de Ríelajación

Figura 12: Comparación esquemas paralelos caóticos asíncronos, n = 2816.
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4MéWo de nudti~cidn yelajado

180

160

140

Tiempo 120

100

so

60

40
0.8 0.9 1 1 .1 1 .2 1 .3 1 .4 1.5 1.6 1 .7 1.8 1 .9

Parúnetro de Relajación

Figura 13: Comparación esquemas paralelos caóticw asíncronos, n = 4091
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Tiempo 20

15

10

Esquema cafficc- mínerono 2V
Esquema ca&iw asín~ 132~
Esquema ca& leo míncrono 2!s

Esquema no c&&-cq míncrono la

T

J.

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1_~a 1.6 1.8 2
Parámetro de Relaji4Fión

Figura 14: Comparación escuemas paraleb� s caóticos asíncronos, n = 5632.
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4 MéWo de multiputici6n re.Vajado

4.5 Conclusiones

En este capítulo hemos �Atudiado dos esquem

	

paralelos caót',

	

. en

tido de Bru, Elsner y Neurnann [101, introduciendo un parámetro ,	Aajación,

como lo hacen O'Leary y -Ylhíte [611 .

El primero de estos esquemas (ver expresión (4 .7» 7orresponde a un proceso

iterativo caótico sínerono --,uentras que el segundo es su correspondiente versión

asíncrona (ver expresión

	

El estudio teórico de la convergencia se resume

en el Teorema 2, para el e -sso síncrono, y en el Teorema 3 para la versión asín-

crona. En ambos casos se e Uipone básicamente que la matriz A es una H-matriz

y que las particiones A

	

Gj ,

	

1,2, . . ., r, son H-compatibles .

Los modelos planteados por Bru, Elsner y Neumann en [101 son un caso par-

ticular de Ics estudiados en este capítulo; ellos estudiaron la convergencia de sus

modelos para matrices monótonas . En este capítulo se ha obtenido un nuevo

criterio de convergencia pi7a dichos modelos que no había sido considerado to-

davía en la literatura existz,,>Ote sobre este tema; se exige que la matriz del sistema

lineal sea una H-matriz, .

	

que no son necesariamenLe monótonas .
E1Estos esquemas se hw-- :¡ evaluado desde un punto de vista experimenta¡ para

un conjunto de matrices r_'X distintos órdenes obtenidas a pertir de la discretiza-

ción de la ecuación de DuMace. Los resultados obtenidos son análogos a los del
-p

capítulo anterior, destac;--ndo la mejora obtenida respecto al cíempo de CPU de

lo- modelos caóticos y e� parLicular de los caóticos asíncronos .
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Capítulo 5

Método de multipartición
basado en el método AOR

5.1 Introducción

En el Capítulo 4 se ha planteado un modelo caótico, a partir del siguiente

esquema iterativo

r
z(1+1) = wEEjFj-'(Gia(0 + b) + (1 -

j=l

El esquema iterativo (5.1), está basado en la técnica de multipartición, y el

parámetro de relajación w se usa de forma análoga a como se utiliza en el método

de Jacobi relajado. La convergencia de dicho esquema, como ya se ha comentado

en el Capítulo 4, fue estudiada en 1989 por Frommer y Mayer [291 para el caso
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mm

	

o1~dip w-,Mu~~mda~AOR

de &-me~ Siae~ e¡ todu tu ma~ Po.

	

1 .2.- -

	

ti~
úáw¡« ~imbr- u pnm~«nmm^ de iatnducir d

U~ de Id%~" W. Pue plam~ ~a %W~ rdajam de mdupar~
es cmwq~U~ mm aguáda ddgm~

q~ la MA" A m" dí~ de la

D

	

m&"

	

caym

	

di&~ coinciden e~ &m

de

	

Km muancm

	

iafcñ~, y

j = 1, 2.

	

r. estio con*uuidam de hm- qw &Míd&~ la expruión (5.2) .

%á~ qw cm

	

al, ¡m m&Lrícm Vi,

	

1, 2, . . , r, so me tri~

¡a w^tm D es ab~úble y que ¡m ekmmu» de A. D, Lj
y V, se h~ dm~ rm~»=~ por ^&, du . P.. y cr.'á - A p&nír de ¡a

de A

ID - L, l~, E¡	(5 .3)

el twiue~ q ..c plw~ Fr<xnmw y Mayer es e¡ alt

	

^íte.
W>

*uu<jw~ rehWt^dus tuuwuwd~ Wi ar c&ku¡&n re"vwndo km

U~ tr~awc»

D - L,yWj = l'

	

l" ,* b,

	

j = 1,2,

	

~ .,r, 1 - 0. 1,.War

~&~ro de ImL&~ P~'ti" de ¡a maí~ fumu que
es e¡ rr&étco<k die G&~ -~, % ~, pudo~ radisu la lw&c"

-ÉEfij o lW091 .-1%

	

(5 .4)

jimi
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+

	

+k) +

	

i = 1, 2,

~te k* ~as de JIU para

	

r, me

	

¡entes y m
en PU~

£a este caso el esquema ~vo (5.4) se

	

escribir como

con

m",) = HAM +e,

	

1 = o,

y
H = 1: E.,(D - wL.,)- «1 - w)D + wV,) .

jal
La converCmcia M esquema (5.4) se estudia en 1291, como se vio en la Sección
2-2, para H-matrices, prob&D& la convergencia para k* mismos parUnetros de

-J-ción w que para el esquerna iterativo (5.1) (ver Sección 2.2), y asumiendo
que (A) = ¡DI - ¡L .J - IV.,l . i = 1, 2.-

Derca en [18] pres=ta una clase de ~tmos relajados basados en multipar-
tkiones, llama" ~tmm de multipartición en paralelo AOR (acceleration
ovenelaxatioja), para resolver grandes sistemas de ecu&ciones .

A partir de la multipartición que aparece de la expresión (5.3), se construye

el síguíente esquema iterauvo

Ej Pjull), 1 = 0, 1 1 . . . 1

	

(5.5)

don& para cada i = 1, 2, . . ., r, los operadores Pi : W ---* R' están definido&
CO~ sígue

P.,o = (D - pL.J`ll(1 - w)D+ (w - »)L¡ + wVil z + wb},

	

(5.6)
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lo#

	

5 JW~de

	

it2A-2Af--- h¡"cadv~ AOR

El emp~a ftwativo (5.5) se

	

~ibiro~

cm

y

r

o(¡+') . Ha(,) + ,e,

	

1 -, 0,

H = 1:.Ej(D - pL¡)-%1 -w)D + (w - ;&)L¡ +wVi]

E¡(D - pLj)-'wb.

Obviamente, si r = 1, LI es la parte estrictamente trim~ inferior d---I A
y Vi la parte estrictamente triangular superior, entonces el esquema iteratilvo
(5.5) se reduce al conocido método clásico AOR (ver Sección 1 .3) . Es por cito
que el esquema iterativo (5.5) se denomina n~o de multipartición paralelo
AOIL Además, se observa que para valbres específicos de los parámetros p y w
este método se reduce a otros bien conocidos.

o p = 0, w = 1 : Método de multipartiCión paralelo Jacobi.

o p = 1, w = 1 : Mé"o de multipaftición paralelo Gausa-Seidel .

a # = 0, w > 0: Método de multipaftición paralelo Jacobí relajado .

además, que el esquema iterativo (5.5) m una generafizadór-~'F,dd
esquema (5.4), ya que eligiendo w p en el esquema iterativo (5.5) se oh %*ene
el esquema iterativo (5.4) .

Teniendo en cuenta que los cálculos implicados por los operadores P. en .'5.6)
pueden ser distinto# atendiendo a la parti~- de la matriz A ut~ a¡ -~ -¡Po-
nemos que se dispone de r procesado~ puede ocurrir que algunos procesw_- ores
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hayan finalizado tus cálculos, mientras que otros continúan trabajando ., Par~
entonceis a~¡&& que lios proces ~realizar un número de itera-
ciones locales variable hasta llegar a una fase de sincronizadón donde todos Im
procesadores actualizan la aproxhinación _~ a la solución en ese instante. De
esta forma m intenta equilibrar la cantid-A de trabajou~acada procesa-
dor. F-ato~el planteamiento de ur- modelo caótico basado en el esquema
iterativo (5.5) . En la Sección 5.2 plantearemos dicho esquema y estudiaremos

su convergencia cuando la matriz M í~-atema A= = b es una H-matriz. La
Sección 5.3 está dedicada al estudio y planteamiento de la venión asíncrona.

Además se prmentan los resultados num-:én*cos más aignificativos obtenidos para
estos nuevos modelos teóricos en la Sec.-Ión 5.4 y por último, en la Sección 5.5
enumeramos ¡aa conclusionw más impor-;antes que se obtienen en este capítulo.
Previa~nte introducimos una serie de res*ultados, que nos serán de utilidad en
las restantes secciones de este capítulo.

La demostradón M siguiente lema puede vem en Ortega [621 .

Le~ 1. Sean A y B dos matrices, cuadnuUw rmks tWes que ¡Al :5 B.
Entonces p(A) :5 p(B) .

El siguiente teorema nos da una cw Íct~ión de las matrices monótonas.
:_i-

Su demostración puede verse en Vargw -?78).

Teorerna 1 . SI A = [a¡.J,<

	

~riz rxW cuddrada de orden n coneJ4-'"a
aí., :5 0 para todo i 96 j, entonces Uu osluientes condiciones son equivdentes.

(i) A es ínvMíble, y A-' > 0.

(Ú) Los elementos diagondes de A ir-in ~¡vos y si D = diag(A), entonces
la matrú 1 ~ D`A es no negat!7 ,c y conv"ente.
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5u~ de ¿-uuí*Aupart_ki_da_ ~~ en eln~AOR

Para fin-Arza esta mecida introducimos un teomm que caracteriza las M-
~ceo. Su demostra~** puede ve~ en Young (831 .

. . . Teorema 2. Si A el una matriz col~ dementm diagonales son positivos y
k#~no ~¡vos, gn&w~ A es una M matriz, si y sólo si

donde

5.2

	

Modelo síncrono .

p,

pj0

	

---

p(B) < 1,

B = ~D-'C,

	

D= d;ag(A),

	

A =D- C.

Consideremos el sistema de ecuadones lineales

1donde A es una matriz,`cuadrada de orden n invertible.

Supongamos que la'Inatriz A está dividida, tal y como aparece en la expresión
(5.2), es decir, A = Dv, Li - Vi,

	

2, . . ., r, siendo D

	

diag(A) y Li,
19 2y	r, matrices ec-4ictamente trian~ infIriores.

Para cada

	

2 . . . ., r, definí

	

los operadores P, como sigue

Jiza+w(D-pLi)`b, (5.8)
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donde la matriz J. es

Ji=(D-pLi)-'[(I-w)D+(w-p)Lj+wVil, j=l s 2l . . . y r,

y# >Oyw>Oson reales .
Si E¡ ,

	

1,2, . . ., r, son matrices diagonales no negativas cuya sum

	

es la
matriz identidad construimos el siguiente esquema caótico

Los factores q(1, j), denominados factores caóticos, indican el número de
veces que el procesador j--ésimo realiza Im cálculos indicados por los operadores

Pi, definidos en (5.8), en la iteración 1. Una vez que el procesador j�ésimo ha
fina,lizado estos cálculos, se premultiplica por E¡ el resultado. La actualización
global se produce cuando todos estos cálculos han sido completados por todos

los procesadores.
Para analizar la convergencia M esquema iterativo (5.9) escribimos dicho

esquema de una forma alternativa. Nos basarnos en la forma en que se han
construido los operadores P, definidos en la expresión (5.8).

r

EjP!('j)z('),

	

1 = 0, 1 . . . . .

EE~Piq(lj)z( 1 )
j=l

[J ..-«) + w(D - pL¡)-b

pq(1J)-2Ej j

E¡nz (í-í )-2

[J¡ (Jlwll) + w(D - pLj )-'b) + w(D - pLj)-'bj

(JIYO + (J, + 1)w(D - pLi)-'b]

(5.9)
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SMétodode -

	

* . . huado en el m&odo-AOR

donde

Ww(1) +

	

Id)-¡
E¡	Xj),w<D -,uL¡)-'b)

	

(5.10)
j=l (jil<

	

E

A partir de la expresión (5.10), podemos escribir el esquema (5.9) como sigue

z('+') = H(')z(') + r(1) 1	1 = o,

	

(5.11)

r
HO

	

E¡JjOw("'),

	

1 =0, 1 1 . . . 1 (5.12)

El	J,*

	

w(D - pLi)- 'b,

	

1 = 0, 1, . . . .

	

(5.13)

A las matrices H('), 1 = 0,

	

las denominamos mairices de iteración M

esquema (5.9).

Para probar la convergencia Mesquema (5.9), análogamente a como se hizo
en los capítulos anteriores vamos a analizar la expresión M error

e(I+I) = z(I+I) - e,

	

1 = o, i, . . . .

siendo Z la solución exacta M sistema lineal (5.7) . El esquema iterativo (5.9)

e% convergente si la sucesión de vectores error je(1)}- converge al vector cero .¡=O

En el siguiente lema demostramos que la solución M sistema lineal (5.7) es
un punto fijo del esquema iterativo (5.9). A partir de este resultado se expresarán
los vectores error e(""'), 1 = 0, 1, -, en función de las matrices de iteración H(') .

Lema 2. La solucw"n Msistema lincá (S. 7), t, es un punto fijo del esquema

iterativo (5.9), es decir

1 = H(Qe + r(1),

	

1 = 0,

	

(5.14)
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o= HO y r0n defi~ en ¿u

	

.

	

.
.

	

i P-1.0 y (3.13)

	

m te.

>emostración. Teniendo en cuenta ¡as particiones A= D - Lj - Vi, po-

1, 2, . . -, r, obtene~

Teniendo en cuenta la expremon (5.17), y que t es la solución de] sistema

lineal (5.7) se tiene

At = b

Sumando MA, en ambos miembr<» de la expresión (5.18), para c,4J&

w(Mj - NJ( + M.t = w& +

77i' -

Despejando se time

M,( = (1 - w)M.4 +wNi( + wb,

	

j = 1, 2 . . . .

mm escribir para cada 1, 2, . . ., r

A = D-Lj-Vi

= D-pL.,+pL¡-Lj-VI

= D-pLj-[(1-p)Li+Vil- (5.15)

Ahora bien, si denota~

M¡ =D-pLí, y Ni=(1-p)Li+Vi, <3.16)

a partir de la expresión (5.15) se tiene

A=Mi-Ni, (5.17)
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53~de

	

* rtL4A-~mWu~AOR

De la expmúM (5.19) m ~-

w)M.4 + wN

	

(5.20)

Sustitu~en (5.20) ¡m uatñcm Mi y Nj por mzo

	

ca(5.16)oeobü~

__(D ~ pLj )- '[(1 -w»- pLj)t +&a<l - j.)Lj< + wVit + Jhl

(D-pLi)`ffil-w)D+(wi -p)L¡+wVJt+w&),

1, 2,�

De la ex~ión (5.21) se sigue que ( u un punto bio de los operadorm P,
definidos en (5.8) y por tanto, U esquam iterativo dak¿-0 por la exprmon (5.9)_
a

Observación 1 . De ¡m expresiones (5.11) y (5.14) se tiene

e($+¡) aU+1) - t

H(') .,(') + r( l ) - (H(')( 4

H(') (m(¡) - t)

H(')e('),

	

1 = 0, 1, - . ., (5.22)

H(') defuLida en (5.12) .
Media

	

la expresión (5.22) pode~ abaibir el ---e~ e~ *(0 , pam ca&

iuracída 1, 1 = 0, 1, . . ., en función de¡ vwtor Urar e~- la iter"n iníd-1, &mo-

tado por el*) de laa~&x~
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pbr t ,mo a P~ de ~ ex~ la wmmim de vectom azoe te(0)*1 .90

cm~ al ve~ 0. e¡ y nao si

conve~ de dicho mqumu&

(5.23)

5~~ f- 1 11

. 2

	

. u y a p~ dd ¡^m 3 M Capítuio 3, la
eqwwiM (5.23) es c;'~~tu si~una con#~ rul 0, -- *

Im0,1,� ,

	

(5.24)

puz dsu" nmma wa~c~ibie

La

	

a

	

mqw~ (5.9) u conv~te, si se satiaLme la expreaiójm

Una vez ma truído el mquema c&&ka "crow (5.9) . va~ a estudiar la

Sí la mmría A - D - L) - V., - 1 m 1, 2, . ., r, es una H-m&triz y D =

por el Low~ 1 M ~ulo 4 mbe~ que ¡Di os no ~- Si

(A) - IDI - IL.,1 - ,1 1 ag IDt - 101 .

	

Q* esta

~ación . n¿ke- & la M Capaulo 4, se~la Converema4 dA «mquema

el aigumaLe ¡ema.

14~ a. sm clwu H-Nwm, y P~ 3
alíe~. De~ ¡m ~n~ ví tal lee A - D -

L, - V~,

	

D

	

'W4(4) . Affimam~ fw (A) a ¡DI - IL,1 - ¡Vi ¡ - IDI - IB1,

pam ) - 1, 2, . .

	

r

	

EM*~ ¿m mwdnm D - 0 Li .

	

l o 2,

	

9 r o ~a H

manma~ pus 0 <

	

< 1J4:.-o -
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o3~dio

	

endu~ AOR

¡m dw~ no di~de lo a*~ (D - pLá),

	

ll2* . . . tri
pod~ Pbr tul m ad sufiámu p~, «IM la definiciM de H-matfix, que

(D - #Lj)-, 2: 0,

	

i = 1, 2.- - ., r.

	

(5.25)

demomm la*a~ (L25) u eqW»i~ a demostrar

q~ he den*~ dinmaim die ¡as má~ (D - pL,) me pcnitiv<» y que ¡as

1-1DI`(D-pLi),

	

(5.26)

aq~ y C~Cr~

a~mO (D - 04) = A - PILA y det(D) 110, ¡os el~tos dU~ de

(D - -94) ~ ~VOs. Vea~ por ta~, que U» matrims que apareem en

I& expM" (3.26) ma no ~yas y convergentu.

1 - ¡DI`(D - pL,1)

	

=

	

1 - ¡DI`fiDI - pIL..1)

=

	

PIDI`lL3 1 ? 0.

dama~ que ¡as matricu (5.26) me convierymtes, acotaremos dichaa
de laé~ forma.

1 - IDI`(D - pL,)

PIDI-1 (141 + ¡Vil)

(5.27)
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Teniendo en cuenta el Lema 1 y la acotadén (5.27)

p(I - ¡DI`(D - pLj» 5 - 2

	

p <
l+p

Así, las matrices (D - pLi ), i = 11 21 . . . i r, son H- matrices.

	

a

El siguiente teorema prueba la convergencia M esquema iterativo (5.9)
cuando la matriz del sistema A es una H-matriz y el factor de relajación perte-
nece al intervalo (0, 2 ).l+p

Teore~ 3. Sea A una H-matriz, y para j = 1, 2, . - ., r, sea Li una matriz

estrIetamente triangular inferior. Definimos las matrices Vi tal que A = D -

L, - V., con D = diag(A) . Asumimos que (A) = ¡Di - ILil - IVI I = ¡DI - IBI,

para i = 1,2 . . . .

	

r.

	

Entonces si q(1J) ?: 1, j = 1,2 . . . . r,

	

1 = 0,

	

el

esquema itemtivo (5.9) converge a la única solución M sistema Az = b, para

0 < y 5 w E (0, 120) .

Denumtración . Claramente, por la Observacion 1, para probar la conver-
genciaMesquema (5.9) es suficiente encontrar una norma Matricial compatible
11 - 11 y una constante real a, satisfaciendo

JIMOJI<a<l,

	

1=0,1 1 . . . .

Según la forma de las matrices de iteración H(') en la expresión (5.12) pode-
mos acotar IH(')1 de la &~te forma

r

	

q(lj)F E¡

	

pLj )-' [(1 - w)D + (w - p)L¡ + wV¡11J
ími

(5.28)
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3Método de~~d&R baja4j_en el n~oAOR.

Ahora bien, si tenemos en cuenta que ¡as matrices D - pLi,

	

1, 2, - . ., r

son H-matrices, como se ha demostrado en el Lema 3 y utilizando el apartado

(a) U Lema 5 U Capítulo 3, podemos acotar para cada j = 1, 29 . - ., r

I(D - pLj)-'«1 - w)D + (w - p)LS + wVj)j

de la siguiente forma

Si denotamos

I(D - pL¡)` «l - w)D + (w - p)L¡ + wVj)j

< (D - pLi)` 1(1 - w)D + (w - p)Li + wVi 1 . (5 .29)

(5.30)

entonces, a partir de la expresión (5.29) podemos escribir la siguiente desigual-
dad, para

	

2, . . ., r

I(D - yLj )`«l - w)D + (w - p)Lj + wV¡)j

:S Mj (y)`j(1 - w)D + (w - y)Li + wVil

Distinga~ dos casos atendiendo a los valores de p y w .

(a) Si 0 < p < w <_ 1 m tiene, para j = 1, 2, . . ., r

1(1 - w)D + (w - p)L¡ + wVj j :5 (1. - w)IDI + (w - p)jLjj + wiVil .

Si denota~

Ni (p,w) = (1 - w)IDI + (w - #)ILil + wlVíl,

(5.31)
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,-~ir de la desigualdad (5.31) m tiene

»-pLi)-' «1 - w)D+ (w - p)Lj + wV¡)J 5 M¡(t-4) - Nj (p, w),

y teniendo en cuenta la expresión (5.28) obtenemos

yIM1)I :S EE¡ (Mi(p)`Nj (li, w»'('á) ,
¡mi

Por otra parte podemos escribir

Mi(p) - Ni (y,w)

1 = 0, 1. . . . .

	

(5.32)

flDI - pILi1) - [(1 - w)1DI + «_- .

	

p)ILj 1 + wiVifl

wIDI - pILj J - w(1LjJ + IVi l) + ~olLil

w(IDI - ILjJ - IVil), j = 1,2, . . .,r.

	

(5.33)

Por hipótesis (A) = ¡DI _ ¡Li l - IVil, por tanto de la expresión (5 .33)

se sigue

mj(P) - Ni!	(A)

	

(5.34)

Puesto que, como se demostró en el Lema 3, las mbIrices D - pLi son

H-matrices para todo

	

1,2, . . ., r, las matrices (D - WLj) = ¡Di -plLil

son M-matrices . De la definición de Mi(y) en la expre.jión (5.30) se sigue

que las matrices Mj(p),

	

1, 21 . . . 1 r, son M-matrii,~O.

Nótese además que la matriz w(A) es una M~mé~ triz puesto que por

hipótesis A es H-matriz y w > 0.

Consideremos e un vector positivo, por ejemplo z-, = (1,

	

1)', y

Z = W_'(A)`e . Como w-I (A)- ' > 0, y ninguna fil- de w`(A)` tiene

todos aun elementos nulos, entonces z > o. Claramer. e w(A)z > o.
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5Método de mn1t~¡O& basado en el n~oAOR

Ahora bien, teniendo en cuenta la expresión (5.34) se sigue

Mi(p)-'(Ms(p) - Nj (p1 ',,» = Mi(p)~'w(A).

De aquí obtenemos

no negativa, y que w(A)w > o, se satL4áce

Por tanto

con 0 5 al < 1 y a > 0.

I - Mj(p)-'Nj (p,w" = M&)-'w(A),

y entonces, multiplicando por el vector e, teniendo en cuenta que las

matrices Mi(p),

	

1, 2. . . . 1 r, son Y; -matrices y por tanto su inversa es

-- - M¡(y) -'Nj (m,w)= :: .- Mi(y)`w(A)w > o.

A partir de la expresión (5.35) podenicio asegurar que existe una constante
real 0 5 al < 1 que para todo

	

1,%. . . . r, satisface

De las expresiones (5.32) y (5.36) se sigue
r

IHI" Iz :5E Ej (Mi(p)`Ni (p,
¡MI

JM¡(p)-'Nj (p, w)Iz < w .

	

(5.35)

M¡(p)-1Nj

	

5ajo < m.

	

(5.36)

10)z <al z, 1 = 0, 1, . . .,

	

(5.37)

De aquí se sigue que la norma m-itricial compatible y monótona

introducida en la Sección 1 .1 cumpi!~-!
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En consecniencis4 según la Obse~n 1* el esquema (5.9) es cOnvergente
para 0 < p <WS

(b) Si 0

	

w,

	

1 <w<

	

para

	

1 121 . . . , r, se tiene

Si ¿motamos

w)D + (w - p)L¡ + wV¡)j 5 (w - I)IDI + (w - p)jLj j +wlVil.

Nj'(p,w) = (w - 1)IDI + (w - p)ILj 1 + wlVil,

a p.;rtir de la desigualdad (5.31) y la definición de Mj (p) en (5.30) se

obtíene para todo j

	

r

j(D - pLj )-' [(I. - w)D+ (w - y)Li + wV¡)j 1 :5 Mj (p)-'Ní (p, w),

y teniendo en cuenta la expresión (5.28) se tiene

r

	

(I')j&)j :5E E¡ (Mi(í¿)-'Nj (p,w»
j=l

. -Por otra parte se puede escribir

(5.38)

(2 - w)1DI - w(ILil + IVi l), j = l,2, .

	

(5.39)

Por hipótesis se ha denotado 1Bl = 1 Li 1+ 1Vi 1, por tanto, de la expresión

.39) se sigue

Mi(p)-Ni (p,w)=(2-w)1DI-wIBI, j=1,2, . . .,r. (5.40)
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por otra parte

3 M¿Wo de

	

~oen eln~AOR

«(2 - w)1DI)-'wIBI) = - W

	

P(IDI-'IBI)12-w

y como w < -2- con p= p(1DI-1 IBI), obtenemos1+0

«(2 - w)1DI)-'wIBI) wP

(5.41)

La matriz (2 -w)1DI - wIBI tiene por construcción sus elementos di&-
gonales positivos y los demás no positivos . Entonces teniendo en cuenta la
expresión (5.41) y aplicando el Teorema 2 se sigue que (2 - w)1DI - wIBI
es una M-matriz.

Consideremos e un vector positivo, por ejemplo e = (1, l, . . - , 1)*, y el
vector y = «2 - w)1DI - w1BI)- ' e. Como «2 - w)1DI - wlB() -' k 0,
y ninguna de sus film tiene todos sus elementos nulos, entonces > o.
Claramente «2 - w)1DI - w1BI)V > o.

Ahora bien, teniendo en cuenta la expresión (5.40) se tiene

Por tanto

De aquí se sigue, multiplicando por el vector y

Y - M¡(P)_'Ní (o, w)V = Mi(p)-'«2 - w)1DI - wIBI) y > o.

JM¡(p)-'Ní (p,w» < y.

	

(5.42)
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Por la expresión (5.42) podanos asegurar que existe una constante 0 :5
a: < 1 que para todo

	

1,21 . . . i r ea~

M¡(p)-'Nj (p, w) :5 a2y < 9.

De las expresiones (5.38) y (5.43) se sigue

IHI'1 1V :5

	

Ej (Mi(#)-'Ni (p,w» q(Ij) y < a2y,
¡ni

con 0 :5 a3 < 1 y y > o.

Por tanto la norma matricial compatible y monótona

	

ntroducida
en la Sección 1 .1 cumple

mer y Mayer en [291-

5.3

	

Modelo asíncrono

jjH(')jjw<a2 <1,

	

1=0,1. . . . .

(5.43)

1 = 0, 1, - . . ,

	

(5.44)

En consecuencia, según la Observación 1, obtenemos de forma análoga al
apartado (a), que el esquema (5.9) es convergente para 0 < y :5 w, y
<w< 2l+p ,

Queda así dernostrada la convergencia M esquema (5.9).

	

a

Observación 2. Hacemos notar que cuando w = p el esquews,
(5.9) corresponde a la versión caóticaMesquema iterativo (5.4) dad0 por From-

En esta sección presentamos el estudioMmodelo asíncrono coy -"pondiente
al esquema iteratívo caótico (5.9) .
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0mewao ae muluparuc2ca Dasaw en el memao, ^un

Sean E¡, i = 1,2, . . .,r, matrices diagonales no negativas cuya suma es la

matriz identidad. Si suponemos que Yo r, es una sucesión

re~, para un vector inicial, a partir de dicha sucesión podemos plantear el

siguiente modelo asíncrono basado en el esquema caótico (5.9)

forma

siendo

j=0,1,2, . . . . (5.45)

Los operadores Pi, i = 1,2, . . .,r, están d"Ídos en (5.8) de la siguiente

P.x=Jiz+w(D-pLj`b,

	

I,=1,2* . . . . r,

donde p > 0 y w > 0. Además ri el menor entero positivo tal que

Por la propia definición, como (¡j)9*, es regulada -debe existir un entero positivo

K que verifique

0 :5 r., - 1 < K.

Como ya se ha explicado en ¡os Capítulos 3 y 4, ,j - 1 indica el número de veces

que la aproximación que reside en un procesadc-I, que denominamos centm4 es

actualizada por otros procesadores distintos de~"ií-ésimo, durante el intervalo

de tiempo en el que dicho procesador calcula s-I iteración local.

A continuación estudia~ la convergencia de este modelo asíncrono, bajo
las mismas hipótesis que en el caso síncrono.
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5,3 Madeb imínemo

Teorema 4. Sea A una R-m~ ypam i = 19 29-, r, sea Lí una matriz

estrictamente trian^hr inf~. Definimos las matrices Vi tal que A = D -

Li - Vi con D = diag(A) . Asumimo* que (A) = ID¡ - ¡Lil - IVil = ¡Di - IBI

para i

	

1, . ., r. Eátonces si q(j, i) ?: 1, i = 1, 2,� Ir*

	

0,

	

dada una

sucuton regulada de enteros (¡¡);U, 1 ~5 ii :5 r, el esquema iterativo (5.45)

converge a la única solución del sistema A* =b para 0 <,m :S w E (0, l+p

Derriontración. Análogamente a como se hizo en los Capítulos 3 y 4 su-

mergimos. A esquema iterativo (5.45) en un procedimiento iterativo sobre W

Utiliz&-nos la siguiente notación. Si

Llamarerm.c

Con esta -,iotación, podemos escribir

donde Si~is una matriz de tamaño n x nK, con un bloque identidad de orden n

en la po-ición ri, y todos su& demás elementos son nulos. Como en el Capítulo

3 se con- prueba fácilmente que

E(¡) = a(¡) - 1,

E frK ,
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Por tanto, pode~ oKxibir

Entonces

5M&Odo de n2uffl~ddn ba" en el ~oAOR

positivo y satisface la desigualdad

00 1w<aIz, O<aj <l, 1=0,1,2, . . . .

Con estas condiciones se prueba, razonando como en el Teorema 7 del
Capítulo 3, que

¡Bi+2x_,Bi+2x_2 . . . Bi+11Y < aly.

(b) Supongunos 0 < p 5 w, 1 < w <

	

Consideremos el véctor

y= (yt
? y

t

	

*)$,

-tj+2x- j = Bj+2X-jBj+2j<-2 . . . Bj+ji .

	

(5.46)

Distinguimos dos casos .

(a) Supongamos 0 < y < w < 1 . Sea el vector

y = (z*, w', - - - ' w*)',

donde

	

w-1 (A)-'(1, 1, . . ., 1)t .

	

Segán el Teorema 3,, el vector z es

ri+rj

donde Bj+,, es la siguiente ñiatn*z

=

de

B¡+rj¡+rj-jj

orden nK

I - E¡., 0 . . . 0 0 F13HU)Si
1 0 . . . 0 0 I -d 0

B¡+,j

0 0 . . . 1 01 1 0
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5.4 Expffitzn=Oi~n~cw

donde y = «2 - w)1DI - w1BI)-'(11	1)'. Del Teorema 3, se sigue

que el vector y es positivo y que satisface la siguiente desigualdad

J&%5aly, 0 :5a:<1, 1=0,1,2,� -

Por tanto, razonando como en el Teorema 7 M Capítulo 3, obtenemos

que

¡Bi+2,K-IBi+2X-2 - - 'Bj+IIV :5 02Y

De los dos apartados anteriores se sigue que lím,.«t,, = 0.

	

a

,* 95.4

	

Experimentos numericos

En esta sección estudiamos experimentalmente los modelos caóticos paralelos

síncrono y asíncrono estudiados en este capitulo . El planteamiento de estos

esquemas queda reflejado en las expresiones (5.9) y (5.45) respectivamente.

Análogamente a como se ha hecho en los Capítulos 3 y 4, estudiamos el

problema de resolver el sistema de ecuaciones Encales Az = b, que se obtiene

de la discretización de la ecuación de Laplace. Las matrices A que utilizaremos

son las mismas quellas utilizadas en el capítulo anterior y su forma general viene
definida en la expresión (3.50).

Las implementaciones de Im algoritmo$ caóticos tanto síncrono como asín-

crono estudiados en este capítulo, est¿n detallas en la Subsección 5.4.1 . En la

Subsección 5.4.2 analizamos los resultados más relevantes que se han obtenido.

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



206

	

5 Mé~0 de mujuparupón D~0 en el me~o AV]%

5.4.1 Algoritmos

Se de~ resolver el sistema lineal Az = b. Supongamos r particiones de la

matriz A

donde D = diag(A), Li,

	

= 1,% . . ., r, son matrices triangulares inferiores y
las matrices Vi , j = 1, 2, .

	

r, satisfacen (5.47).

Antes de introducir los algoritmos correspondientes a los modelos estudiados

en este capítulo hacemos notar que aplicar el operador Pi - definido en (5.8), sobre

un vector z, equivale a realizar les siguientes cálculos .

	

1

(i) Resolver el sistema

(ii) Obtenemos ahora Pjz, a partir M los vectores y y z

Con una sencilla sustitución se obtiene

ALGOEUTMO SíNCELONO

A=D-Li-Vi

	

(5.47)

(D - j¿Lj)y = «I - p)D + pV¡) a + pb,

piZ

	

1y +

(1
-

	

Z.

Pjz = (D - pLi)-' j[(1 - w)D + (w - p)Lj +,~.jVj] z + wb),

que coL.

	

ponde a la definición de Pj en (5.8) .

Los siguientes algoritmos detallan los p~ a segui-Apara resolver el sistema

de ecuaciones lineales Az = b mediante el esquema w-ótico síncrono (5.9) y el

esquema caótico asíncrono (5.45) respectivamente.
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Etapa 0. Lectura de datos:

~de coefi¿mtcw

	

A

Término b

Factor-s camóficos:

	

q(1J), 1 !5 i :5 r, 1 = o, 1 1 . . .

N~sde relaja~-'

	

w1, p

Etapa 1.

	

z(c- arbitraríamente y 1 = 0.

Etapa 2. (Etapa w-4tica) En paralelo,

Para

	

L2, . . ., r

Para

	

1,2, . . .,q(1,j), con ri

Itc:oolver el sistema

(0 - pL¡)x!k) = «1 - p)D + ¡¿Vi) ¡(k-1)
+ pbl

Etapa 3. (Etapa síncrona) o('*')

	

Bjx(q('j», siendo E¡, matrices diagona-J
l

les no negatinp cuya suma es la identidad.

Etapa 4. Compro1,

	

nMcriterio de convergencia

r

	

10W1-11) -

	

< 5 . lo-

	

.
Z

o Si test C-Te

	

cuca& = VERDADERO, entonces FIN.

,* Si test ¡ --e convergencia = FALSO, entonces

14-- 1+ 1 .

Volver a la etapa 2.
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5M~de ~Aipartki& bu&& en du~ AOR

ALGOaffmo AshICA0140

E~ 0. Uxtura de datos-

Matriz de coeficientes :

	

A
Término independiente: b
Factom caóticos :

	

q(I,j),

Fact~ de re4ja

	

w,p

Etnm 1. Elegir o(*) arbitrariamente y Ii = 0, 1 5 j :5 r . En paraW10, P&ra

j = 1, 2, - . ., r (e~ 2-5).

Etapa 2. z(',, ) = comm, donde comm es un vector compartido por

todos ¡os procesadores .

Etapa 3. Para k = 1, 2, - - -, q(1.,, j), con 1.(0) = a(',) .

Resolver el sistema

(D - pL,)z!k) = «1 - p)D + pVi) -
k- 1) + pb,

Etapa 4. comm = (1 - E,)eomm +

	

siendo E,, matrices

diagonalw no negativas cuya sum es la identidad .

Etapa 5. Comprobación U criterio de convergencia.

o Si test de convergencia = VERDADERO, entoncm FIN .

o Si test de convergencia = F~, entonces

¡J *- 11 + 1.

Volver a la e~ 2.
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5.4.2

	

Resultados nunAricos

--Lu particiones A = D - Li - Vi,

	

1,2. . . . I r, utúnadas en~capítulo

se han construido de forma "oga al capítulo anterior.

Si representamos la matriz A de la *¡~te ¡brma

A

donde Di, j = 1, 2, . . ., r, están definidas por

4

9

entonces si D es la diagonal de A, las matrw'u D - Lj,

	

1,2, .

	

r, que

considetamos son
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5M~de

	

ba~es d ni«~ AUX

D-Li =

donde cada matriz T.,

	

r, es la parte triangular inferior de Di . Las

matrices V,,

	

2, . . ., r, be eligen de forma que A = D - L¡ - VI ~ . Nótese

que estas matrices no son triangulares superiores .

Las matrices E,,,

	

1,2, . . .,r, tiene un bloque identidad en la XsIción

correspondiente al Sloque triangular infenor de la matriz D - Lj , y ',o-- demás

elementos son nulos .

Estas particiones satisfacen claxamente que ~A) = ¡Di - ILj j - IV Í 1, j

1, 2, . . ., r . Como además A es una H-matriz, kA Taoremas 3 y 4 aseguran la

convergencia para el caso síncrono y asíncrono respectivamente .

Los comentarios realizados, en la Sección 4 .4, acerca de que cuand-p mayo-

res son los factores caóticos, mayor es el subsisterna que cada procesa , lor debe

resolver, son también válidos para este modelo.

Como y. .' nnos comentado, utilízamos las mismas matrices de pl úleba que

en el capítulo, anteMir. La forma de estu matriceá puede verse en 1 .4, Tabla 1

del Capítulo 4. Por otro lado, en estos experimentos hcmos considera-Jo el caso

particular en el que los factrres de aceleración y sobrerrelajación cU.' iciden, es

decir, w = p y hemos buscado, en este caso, el valor óptimo de este parámetro,

denotándolo por wM .
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&4 rapermentos numm~

La T" 1 muestra., para ¡as monces utiliz~ ¡os resultados obtenidos
para difermtes modelos ea¿ticas síncronos ejecutados en secuencial. Obsem-
mos en estos esquemas, que para el caso partícular de w.0, el modelo no caótico
es mejorado rara vez por los aLéticos . Esta situación es anáb,ga cuando di-
chos modelos se ejecutan en paralek, como puede observarse en la Tabla 2. En
dicha tabla m prematan los resultadm obtenidos para ¡m esquemas paralelos
am5ticos úncronos, utilizando los 8 --rocesadores de lm que dispone el multipro-

ceaador Alliant FX/80. Hemos calculado el tiempo de CPU para la ejecución
concurrente y vectorial-concurrentc, denotándolos por TI y T2-respectivamente.
También se han calculado km dos tipos de apeed-up correspondientes a cada
uno de e~ tiempos, explicados e---, la Sección 4.4. Es decir,

S.= -',Ti
1,2,

donde T. es el tiempo de CPU M algoritmo smuencial no caótico para su factor
de relajación óptinio, y

s# = TU,

	

i = 1,2,i Ti

AJIL

aiendo T,. el tiempo de CPUMm~caótico que se está evaluando, ejecutado
en un único procesador .
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5 Método de

	

bmado en el método AOR

Tabla 1 : Algoritmo secuencial .

Orden 1 q(1, j), 1 :5 j :5 8 wc Iter. Tiempo (seg.)

384 1,1,1,1,2,2,2,2 1 .350 480 5.308

2i P,2,2,4,4,4,4 1 .200 345 6.928

4.9251

2--!,2,2,2,2,2,2 1 .300 352 4.755

3,3,3,3,6,6,6,6 1.150 258, 8.490

1.375 536

1024 3t3,3,3,3,3,3,3 1 .525 539 22.135

2,2,2,2,2,2,2,2 1 .625 632 19.869

1.650 933 22.616

2816 2,2,2,4,4,4,4,4 1 .150 332 52.385

1,1,1,2,2,2,2,2 1.250 524 43.157

2,2,2,2,2,2,2,2 1 .225 396 37.958

1 .350 571 36.670

4096 2,2,4,4,6,6,6,6 1 .275 2708 486.459

11,2,2,3,3,3,3 1.500 3308 379.421

249.04811 .680 2676

5632 --~;2,2,4,4,4,4,4 1 .150 344 107.301
-
_¡U,1,2,2,2,2,2 1 .250 542 87.202

-J .,%2,2,2,2,2,2 1.225 410 76.339
T

.
1.3w 591 79.430
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Tabla 2: Resultados de los esquemas paralelos caóticos síncronos para w óptimo.

Orden q(1, j), 1 < ¡ :S 8 w"e Iter. Ti~(~) SP-d--w9
TI T2 si Sí sí S2'

384 1,1,1,1,2,2,2,2 13W 480 1 .006 0.433 4.% 11.37 5.27 12.25

2,2,2,2,4,4,4,4 1 .200 346 1.422 0.740 3.46 6.65 4.87 936

2,2,2,2,2,2,2,2 UW 352 0~ 0.426 5.82 11.56 5.62 11 .16

1

3.3,3,3,6^6,6 1.150 258 1.7% O.M7 2.74 4.98 4.72 8.60

1 1.376 SM 0.923 0368 5.33 1335 5.33 13.38

1024 3,3,3,3,3,»,3 1.526 3.549 1~ 6.37 12.27 6.24 14.21

2,2,2,2,2,2,2,2 1.625 632 3.261 1.487 6.93 15.20 6.09 13.36

1~ 933 3,894 1383 5.80 16.35 5.30 16-U

2816 2,2,2,4,4,4,4,4 1 .150 332 9AM 4.678 3.71 7.83 6.31 11 .20

1,1,1,2,2,2,2,2 1.250 524 7.692 3.102 4.76 11 .82 5.61 13 .91

2,2,2,2,2,2,2,2 1.225 395 6.803 3.268 5.39 11 .22 5.58 11 .62

1_iw 571 7.030 2.722 5.22 13.47 5.22 13.47

4096 2A4,4,64,6,6 1.275 2705 87.737 44.970 2A4 S.SS 5.54 10.84

1,1,2,2,3,3,3,3 1~ 3309 68.700 29.590 3.62 8.41 5.52 12.82

1.680 2676 52.510 22390 4.74 11 .12 4.74 22.39

5632 2,2,2,4,4,4,4,4 1 .150 344 21.087 11 .135 3.76 7.13 SD9 9.64

1,1,1,2,2,2,2,2 1 .250 342 16.451 7.166 4.83 11 .08 5.30 12.17

2,2,2,2,2,2,2.2 1.225 410 14.490 7.422 5.45 10.70 5.27 10.28

1 1 UW 591 14.= 5314 1 5.54 13.66 5.54 13.05
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5 Método de multi~ ón baudo en el método AORíd

Aunque para el factor óptimo wM, ¡os modelos caóticos no presentan en

general un mejor tiempo deCPU que los no caóticos, esta situación no se puede

generalizar a todos los valores M parámetro w. ' As¡, las Figuras 1, 2, 3, 4 y 5

reflejan que siempre existen modelos caóticos que son mejores que el no caótico,

en prUticaniente todo su rango de convergencia~ es decir, en aquellos valores de

w para los que la sucesión de vectores generada por el método iterativo caótico

a la, solución del sistema.

4.5

3.5

TiemPo 2.5

a
0

a
a
a

a

1 1 1 _V- -T- 1
Esquema no caótico síncrono 18
Esquema caótico sínerono 1424
Esquema caótico, sínerono 2~44
Esquema caótico, síncrono 2~

a

9

0.5 0.8 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4
Parámetro de ReWación

Figura 1: Comparación esquemas paralelos caóticos síncronos, n = 384 .
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Tiempo

30

15

10

5

0
0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1 .6 1 .8

ParíLmetro de Relajación

Figura 2: Comparación esquemas paralelos caóticos síncronos, n _= 1024 .
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5MéWo de niuffipuúcidn~bando en~dm~A

Tíempo

15

10

0

a
0
9

o
0

1 1 y -T- 1

Esquema no caffico Muct~ la
Esquema caffico síamm 2~

Esquema caótioi> "c--~ IV
Esquema c~ duo-<mo 2V

a 0 0 0 a

0.5

	

0.6

	

0.7

	

0.8

	

0.9

	

1

	

1.1 1, 1.2

	

1.3

	

1.4
Parámetro de Relajadén

Figura 3: Comparación esquemas, paralelos caótkm síncronos, n = 2816.
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£4 Expmimmtos num~

llempo

3w

2W

2W

150

100

1

	

1

	

1

	

1

	

1

	

1

	

1

	

y

FAquwa no ca&

	

damm 14
FAquema cMdw d«mw 1222W
Faquema caáüco da~~ 22420

0
o
a
0
9

a
a
a

0

9

a

0.8 0.9 1 1 .1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7
Parí~ro de R~ción

Figura 4: Compl

	

emas

	

Ca0t, kadón esqu

	

paralelos

	

' ¡coa síncronos, n = 4096.
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5Mé" demdti~icidn bamdo en eln~AOR

70

do

Tiempo 40

30

20

a

1

	

r

	

y -1

	

y

	

1

&qu~ no c"coducrow Is
Esquezna caótico duermo 2a

Uquema caffico duermo 132~
Uqmm Wtico duermo 2V

a
0
0
0

a
0

0
a

a
a

o
a a

a 0 a o 0 0 a o

0

y

10
0.5 0.6 0 .7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1 .3 1.4

Parúnetro de Relajación

Figura 5: Comparación esquemas paralelos caóticos síncronos, n = 5632.

Los resultados obtenidos para los modelos paralelos caóticos síncronos son

mejorados por los correspondientes asíncronos para todo valor del parárnetro w,

como se puede observar en las Figuras 6 y 7 en las que se comparan para las
matrices de tamaño 4096 y 5632, la versión smícrona y asíncrona de dos esquemas
caóticos . Esta situación ha sido similar para los dernU esquemí

	

y matrices .
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180

160

140

120
Tiempo

100

n = 4096.

n = 5632 .

so

60

100
90
so
70
60Tiempo

	

_ _

40
0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3

Parámetro de Relajación

Figura 8: Comparación esquemas paralelos caóticos síncrono y asíncrono,

Esquema caótico síncrono V45
Esquema caótico asíncrono 2N*5

40
30
20
10
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1 .1 1.2

Parámetro de Relajación

Figura 7: Comparación esquemas paralelos caótic<» amícrono y asíncrono,
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5 Método de multí~*ción basado en eln~AOR

Los resultados obtenido& para los esquemas par~ caóticos aÑíncronos,

se presentan en la Tabla 3, calculando experimentalmente el mejor valor del
0

	

. 0parámetro w. Para estos parárnetros, la comparACIOR entre los modelos caóticos

y no caóticos nos lleva a las mismas conclusiones que en el caso síncrono . Es

decir, para el paríLmetro wm, por lo general estos modelos caóticos no aceleran

a los no caóticos .

En esta tabla, iter(j), j = 1, 2, . . ., 8, indica
el

número de iteraciones que,-~

realiza cada procesador, que puede variar, corno se ha explicado a lo largo de'

esta memoria, en distintas ejecuciones . Debido a que en los modelos asíncronos

cada procesador actualiza la solución global con independencia del resto, no es

factible el establer una versión secuencia¡ única para cada ejecución .

Esto nos ha sugerido, como en los capítulos anteriores, calcular el siguiente

speed-up

Si = T',

	

i = 1, 2,

donde T,. es el tiempo U mejor algoritmo caótico secuencia¡ de los reflejadel=s

en la Tabla 1 . Puesto que no comparamos el mismo algoritmo ejecutado e--1

secuencial y en paralelo, este speed-up puede off superior al número de proOL-

sadores utilizado, como se observa para algunos resultados de la Tabla 3.
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5.4 E

	

-

	

221n)~~tos numéricos

Tabla 3: Resultados de les esquemas paralek .; caóticos asíncronos para w óp-
timo .

OMM q(I.j), 1 < j :5 a < j 5 -4 TMMPO ("C.) S~Up

T, T2 si S3
394 1,1,1,1,2,2,2.2 1~ 524,517J523,515,4W,3C7-,4W.474 0.4» 10.98

1~ 0.380 12.51
2,2,2,4,4,4,4,4 1 .175 0.634 3.96

1.175 M5,490,501,4W^3eV21,371 0.608 7.82

2.2,2,2,2.2,2,2 1300 432XS~n^5L),5~ 0.574 8.28

1_m 433~.W7~,573.&-),571.BW 0.488 9.74
3.».3 .6.6,6,6 1.150 U10,253 I.W4 "9

1.150 462,382,%1,383,192,2C-1,229,261 0.761 &25
1 .425 0.409 11 .62
1 .423 SU,521 ~,524.791,77,3,786,766 0.372 12 .78

1024 3.3.3,».3.» 1 .525 151,642~.642,6W,64'3~,742 2.618 7.58

1 .550 728^1 A63,6W,661,65 -663,709 2.189 9.07

2,2,2,2,2,2,2,2 I .GW 7015,6WA57, 650,659~59,~ 1.789 H.10
1 .650 741,091,706,691,704,091,707,723 1.617 12.29

1 .675 960,933^936,968,937,960,! -% 1~ 11.77

LM tO45,lOl7,1044,1017,1044,1016,1044,1013 1.535 12 .94
2916 1 .1 .1,2,2,2,2 .2 1 .250 4.109 8.92

1.1,0 3.6" 10.06

2 .2 .2 .4.4 .4.4 .4 1 .150 SU,$%,%7,273,275,2= 4,320,414 6.424 5.71

1.150 593,527»2,2M~,!l fl.376,376 5.257 6.98

2.2.2 .2.2,2,2,2 I.n5 427~,W3,524,553, ir'0.572,M4 4zgl 7.99

1.225 430~,403,5W,616: :91,613,632 3.662 10 .01

1,13,13 .13,1 IAM 471,457,471,772,M, 3.206 11.44

2.790 13 .14

4096 2,214 1 4,6161 6,6 1 2~,2912,2756,2722,241'-4311,2413,3136 50.WO 4.93

1.275 3M4,7M.~.276040tri,2755,2547,3294 47.724 5.22

1 .1 .2 .2Z.3,3 .3 IAM 3M.2054,3912~,41 .- 1~6,4064,4662 40.102 6.21

1.300 ^40t8,4019 35A29 6.95

1.775 t&W,1571.2832~,4YI.4"4,5,4255,41W 22.US 11.04

IAW 1475,1&W.2,6724421,W- 1~2,3646,3278 M761 14.86
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5 Método d~ multi~i46n bmado en el método AOR

Tabla 3. (Continuací,-;n) Resultados de los esquemas paralelos caóticos
mincronos para w óptimo.

Las Figuras 8, 9, 10, 11 y 12 comparan para cada una de las matrices, los

distintos esquemas caóticos asíncronos en un amplio rango U factor w.

Paxa las matrices de orden 384, 2816 y 5632, obtenemos como mejor esquema,

el esquema no caótico asíncupno, mientras que para la matriz de orden 1024 el

mejor esquema es el esquemzI. caótico 2~ y para la matriz de orden 4096, lo es el
1

1

í
esquema 2"4'6" . Nótese que i, para estas dos últimas matrices el tamaño de los

bloques diagonales es relati - - al mente pequeno en comparacion con el tamaño de

la matriz . Recordamos que,_,_~egún observamos en la Sección 4 .4, cuando mayor

es el tamaño de dichos bloq4es diagonales, mayor es el orden de los subsiste~

que cada procesador debe esolver, conforme aumenta el valor de los factores

caóticos .

OM~ 9(1J). 15 i 5 8 w~
TI Ta si S3

1.250 1-- ^620,01,W2.497,4W,528»4 &741 8.73
1.2w 8,731 8.743

2,2,2,4,4,4,4,4 1 .150 .67,5W~,M2W.295M9,4lg 14.~ 3 .20
1 .15o 12.589 LOS

2,2,2,2,2,2,2,2 1 .225 4~~,M,552.5215,5W~ 9.9W 7.68
1 .225 141^411,610,610,582,643~ 8,739 &73

1375 M.484,495,748,780,780.810,780 &890 11.08
1 1 .450 1, 4U,40,495,7^738,622,69OM7 5.932 12.87
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5.4 Experu'~toe numMcw

	

223

Tiempo 1

0.8

0.6

a

0

Esquema no caótico asínerono P - - -
Esquema caóúco asincrono 1424
Esquema caótico asíncr~ V44
Esquema caótico aúncrcao 2*

a
a
0
0

o
a

a

0 .4 1

	

1

	

1

	

a

	

0 -

	

1

	

a

	

1
. .

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1 .1 1 .2 1.3 1.4 1.5
Parámetro de Relajación

Figura 8: Comparación esquemas paralelos caóticos asíncronos, n = 384.
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3M~de

	

humbm du~AOR

T~

14

12

10

8

6

4

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1 .4 1 .6 1 .8
Parámetw de ReWac»M

Figura 9: Comparación esquemas paraWos caóticos aafficronos, n = 1024 .
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la

14

lo

0

re~1»c~whmm la - - - 1
&eq"c~whmm 131
meqm~C~&da=~2m4G

4

y

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 13 1.4 1.5
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Fig~ lo.. Com~ción esqumm paraldim ufficu aúncron^ n = 2816.
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U~de

	

du~AOR

Fig~ 11 : Comparadión esquemu par~ chaio» "amm, n ~^
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T~ 20

13

lo

0
a
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9
0
9
o
0
a
e
a
e
9

Zqu~ a*W40a~mo lo 0 * 0EsquMs C
-
~C~Ma2s

-» 9 m MM . 1320
zái"es"ahmm~2345

si

	

1

	

a

	

&

	

1 -

	

1

	

1 --

	

a

	

-

	

1 - -2

	

-- 1

0.5 0.6 0.7 OJ 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1 .4 1.3Pará~ro de R&k)há&

Figura 12: Comparación esquemas parak0e ca&icw asíncronos, n = 5632.

. 0Para finalizar esta semon, y una vez etuidiados experimentalmente todosj
ka modelos que se presentan en cata M~-ria4 pwm

	

p~tarse cuál
de estos ~os es mía eficiente aplica& sobre ate tipo de matricu. Para
esto se ha comparado, para cada raatria, k--i mejores esquemas, c&&ico*, tanto
sincronos como adúcronos, obtenidos expermentalmente en cada capítulo.
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T~ 15

10

FM~C&:;úwdamm DE 2345
r^MM-A~ sibma~ RE 29
r^MMe~ dec~m~ AOR25

ou~ de

	

~enda~AOR

a

3
0.4 0.6 0.8

	

1.2 1.4 1.6 1.8
Par&netm de RMNacaM

Figura 13: Comparación eJquemas paralelos caóticos sínaronos DE, RE y

AOR, n = 2816.
J-

De esta comparación no ¡e deduce que~o de los métodos m& mejor que
el resto, como puede obsery---zse en tu Figuras 13, 14 y 15, en el caso aíncrono y
en las Figuras 16, 17 y 18, el caso aúncrono. En estas fit~ se denota por
DE a los modelos caótico& en dos etapas estudiados en el Capítulo 1, por RE
a los modelos relajados pW iteados en el Capítulo 2 y por AOR a km discutido@
en ente capítulo. Una conkitisión que podemos extraer de esta comparación es

que todos km modelos ~* - ¡coa estudiados en esta memoria son perfectamente
vílidos como alternativa & le los modelos paralelos cl¿sicos .
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Esquema caótico dn~o DE 2V
Esquemae~ síncrono RE 2~

Esquema e~dncmw AOR 2~
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0.8

	

1

	

1.2

	

1.
4

	

1.6

	

1.8
Parámetro de Relajación

Figura 14: Comparación esquemas paralelos caóticos síncronos DE, RE

AOR, n = 5632.
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Figura 15: Comparación esquemas paraWos caóticos síncronos RE y AOR,
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1

	

1

	

1
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1

	

metra de Rdajación

Figura 16: Comp~º esquemu paraldos caóticos a4ncronos RE y AOA
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Figura 17: Comparación esqu=as paraWoo caóticos asínaonos DE, RE y

AOR, n = 2816.
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Figura 18: Comparación esquemas paínMos caóticos asíncronos DE, IRIE y
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5.5 Conclusiones

3 y 4) .

En este Capítulo se ha planteado un métoclo, caótico de resolución de a¡»-

temas de. ecuaciones lineales ~o en el métAo AOR. Este ~o, como

los construidos en los Capítulos 3 y 4, está diseñado para resolver el siaterna

de ecuaciones Av = b concurrentemente, e ir -;entando equilibrar la carga de

trabajo entre los distintos procesadores. Sin er
'
J~90, en su fórmulación se in-

troducen dos parámetros reales, con el fin de la convergencia, p y w,

denominados parámetro de aceleración y parámetro de sobrerrelajación respec-

tivarnente . En la Sección 5.2 se construye y estu-41a la convergencia de la versión

síncrona de dicho método, definida en la expresión (5.9) . La Sección 5.3 está

dedicada al esquema aafficrono, definido en la expresión (5.45) . Hemos demos-

trado la convergencia de ambas versiones, cuando la matriz M sistema lineal es

un H~matriz y los parárnetros p y w satisfacen P < p :5 W'< ',, (ver Teoremas

0 .En los experimentos numencos realizados, ~rolvemos a constatar que los mo-

delos caóticos sincronos son mejores cuando se consigue un mejor equilibrio

entre la carga de los procesadores . Sin embarg, en el modelo asíncrono, exiaten

casos en los que se obtienen mejores resultF- íos que en la versión no caótica

(q(1J) = l), es decir, en el caso en el que cr----la procesador, de forma indepen-

diente, contribuye a la solución global, cuanc-'-.-) ha realizado una única iteración

locaL No obstante, cabe destaca la superior-dad de los modelos caóticos asín-

crones respecto a los caóticos síncronos.

En este capítulo se ha realizado, experimertalmente, un estudio comparativo
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los demás.

método,dé 0 #lo elí~oAOR -

de km m~wastruidos en esta, m=or1% .p. bsepando que el COMportamiento

de ¡oe distjntos métod<
.

no es a~ para todu ¡as matrica y ~¡a-ones,

dando lugar a que no c:datiu una. superioridad clara de ningún ~o fi=te a
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Li*neas Futuras

En esta memoria se han construido distintos modelos paralelos caóticos, para

la resolución de sistenias de ecuaciones lineales, estudiando la convergencia para

el casoen que la matriz M sistema fineal Az = b es una H~niatriz, que como

se ha visto en el Teorema 9 M Capítulo 1, es una clase importante de matrices .

Parece atradivo estudiar la convergencia de los modelos estudiados aquí, para

otro tipo de matrices : matrices simétricas y definidas positivas, Lr-matrices (A

[a j1i< ¡j<, es una L-matriz si a¡¡ > 0 y % :5 0, i 96 j, ¡J = 1, 2, . . ., n), . . . .

Los métodos estudiados en ¡os Capítulos 3 y 4 introducen un parámetro

de relajación, mientras que el método planteado en el Capítulo 5 introduce

un-parámetro de aceleración y otro de sobrerrelajación . En esta memoria se

ha obtenido, para los esquemas caóticos estudiados, el valor óptimo para estos

parámetros de forma experimental. Parece interesante estudiar de forma teórica

la elección de estos parámetros.

En el Capitulo 3, se estudia la convergencia M método en dos etapas gene-

ralizado, cuando el parámetro de relajaw**n está en el intervalo (0, 11 . Se desea

c~der este resultado demostrando, la convergencia en un intervalo (0,w0),

235
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cm Mb >

Todos los métodos caóticos estudiados en esta memoria, se basan en un

esquerna iterativo secuencia¡ de primer orden

w(k) = Bw(k`) + e,

	

k = 1, 2, . . . .

Otra posibilidad de conseguir cierta aceleración, no contemplada en esta
memoria, consiste ' en convertir el esquema (5.48) en un proceso iterativo de
~doorden, de la forma

z(&) =Biz(`l4B2Z(h_2) +e, k=1,2, . . . .

LAMI aturas

(5.48)

Ente tipo de esquema, fue estudiado por Golub y Varga (42] en 1961 . Un
estudio detallado de estos métodos puede verse en Young [83] . Avdelas, de Pillis,

Hadjidimos y Neumann [41 estudian bajo qué condiciones se consigue acelerar
la convergencia, mediante un proceso de ~doorden. Por otro lado en [331,

m estudió una técnica de seguado orden que en determinades casos aceleraba

al método de Jacobi caótico extrapolado. Todo esto sugiere la construcción y
estudio de la convergencia de esquemas iterativos de ~do orden basados en
los construidos en esta memoria.

En los Capítulos 4 y 5, a medida que aumenta el. valor de los factores caóti-

cos, aumenta el tamaño de los subaistemas que cada procesador debe resolver.
Esta situación, tal y como se explicó en el Capitulo 4, puede dar lugar a que

k* procesadores realicen demasiados cálculos. F-ato no ocurre así en los esque-

mas planteados en el Capítulo 3, en los que tu variables calculadas por cada

procesador en cada etapa ínterna son totalmente independientes Mresto Esto

motiva
el

estudio de esquernas análogos a los planteados en los Capitulo@ 4 y 5,
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pero construidos con dicha condición de *

	

-denci- Aunque la -- .~

	

4

teórica de este tipo de aquemas no está

	

hemos podido con~

su buen comportamiento mediante a~ resultadios expez*

	

talm

Todos ¡os métodos estudiados en esta memoria han sido

	

en

un multiprocesador de memoria compartida~ FX/80. Ya que uno de &os

objetivos de estos métodos radica en el equilibrio de la carga de trátajo, entre

km . procesadores, es interesante su experimentación en multicomputadores con

memoria distribuida, como por ejemplo el PARSYS SN-1000 Supernode de la

Universidad Politécnica de Vakncia. Por otro lado, teniendo en cuenta
el

hard-

ware disponible en nuestro Departamento se ha pensado realizar experimexitos

sobre una red de estaciones de trabajo usando como soporte software PVM

(parallel virtual machine) . PVM es un paquete de software que permite que

una red de computadores hetereogéneos puedan aduar como un sólo recurso

computacional concurrente.

Estas son básicamente, ¡as líneas en las que se eum car¿n, nuestros pr=Simos

trabajos de investigación .

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



Bibliograffa

[11 L. M. ADAms, R. J. LEVEQUE, Y D. M. YOUNG. ArWys¡s wr ~ the SOR
Iteration for the 9-pointL&~. SIAM Jourud Nwwr. A nd, 23: 1IW

1180 (1988).

(21 P. ALBaW§IT Y M . P. KLEM. EXtrapobUM IterativC Meth0& fOr~
Sys~. SIAM Jourad Numerical Analysis, 21: 192-201 (1984).

(3) M . Aatou Y P . RomAm. S~ty, Convergence, and Cond-t~ cé
Stationuy Iterative Metbochof the Form 0+0 = Pz(') +q for tlé Solution
of Liwu Systema. IMA JowiW of NumericúA~ 12: 2V.130 (1992).

(41 G. AVDELM, J. DF. Paus, A. HADUDIMOS, Y M . Nzum"-~. A Guide
to the o(~ve Metho& whose Iterafion Matnx :* Nomega-
tive audConv~. SIAM Jowwd os Matriz Andysio cad l*- pphcd~

9.- 329-342 (1988).

(51 R. E. BAxx Y D. J . RoeL GkW

	

Newtcm M-~ Nu-
meri"

	

emctikw 37: 27%-295 (1981).

239

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



161 D. F. BzíDAA Y G. P. PAPAYA~Pouum. C=wr~ Aw~ of
A~n~ L haz6om with Stochastic Ddaya. Pwdki Conps-
tia#, 19: 281-302 (1993) .

(71 A. BzamAN y FU . PLEMmONS. Noa~ve Mu3rica ¡a áe Maffie~

tical Scie~& Ac~c Prem, New York, 1979.

(81 D . P. BEanF.Km Y J. N . TS~LIS. Paralki .and ~Uttd COMPU-

ution. Prenticc-Hau

	

, Inc, New Jem-I, 1989.

(91 A. BRAVA, E. KAszxua£wicz, Y F. MoTA. Asynchmnous
¡~¡ve Metbo& for Ab~t Liww Equationa. Linear Algebra cad íto

Applicali~ 154-156: 487-508 (1991).

1101 R. Bau, L . EmNER, Y M. NEUMANN . Modeb of ParaM Ch"ic Itera-
tim Methodo. Lin~ Alpeíra cad íto Appliedi~ 103:175-192 (1988).

(111 R. Bau Y R. Fuma. Par&M ~¡c Extrapolated Jamb! Metbod .
Appl. MaÍA, LetW&, 3(4): 6"9 (1990).

-1

(121 R. BRU, V. MIGALLÓN . Y J - PWADÉS. Ch"Ic7Met" for the Parallel
Solution o( Lineu System. S~ido.

[131 D . C«AzArt Y W. MiaAiwxm Cb"ic R~~ion. Líne4r Algebra and

¡u Ap~~'

	

2: 199-222 (1969) .

(141 B. CoD£Yam Y P. FAvAin. NewTe~ br the Solution o( 1, *

Sym~ by Ituatlw Metbod- C~ MÚL A -3A- pU., 14:425428 (1987).

1151 J . DAitas. llm 0~ w ¡o zot but fm tP--Y SOR Iteration Method .
Lía

	

A~wW imA~~J"- 8j"-5 (1991).

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



20

1161 V. DU OLMO YW FusTmS=o~veM~R~toF~=
NomKoimb~ Com~Mdk Ap^ 2* 121-126 (1991).

(171 R. S. Dzmao, S. C. ~sTAT, Y T. STzmu<i. Inexawt Ne~n Met-

boda. SIAM Jcmr*d va N*m~Am~ M~08 (19W).

(181 W. DEam. On the Convw~ of Ule PmM MultUPlitting AOR Al-
gMthm Lin~ Alpbm cad ¡Lo AppliMi~ 154-136: 473-486 (1991) .

[191 J . J. DoNGAMU, ¡ .S. DUFF, D. C. SoaENsu, Y H.A .

VAN DE:a VOW. SolVial U~rSYdMU 04 Vector and Shared Menun
Complatem SIAM, P~)phia4 1991.

[201 J . DouGLAs. Alter~ -%wtion Iteration for Mid1y non Linear Diffe-

rence Equationa, NomeriscU Mdhmdik, 3: 92-98 (196 l) .

(21] T. DupoNT. Fáctorization Procedure for the Solution of Ellíptic Difference

Equatiom. JownW os NutMricá Andysú, 5: 7W782 (1968).

[221 L. ELartm Conqwioom ~W Weak Re~ Splittinp and Multisplitt*

Metho&. Numeri«U M# oemaük 36: 2W290 (19%).

[231 L. Euna Y M. Nzuw-xrí . Monotonk Sequeam and P.~ of Conver-

~e of Arjuchronimd lt-.~*Ye Methoch. Lixmr Alytkm and ¡U Applica-

6~ lg& 17-33 (1993).

(241 L. Eutica, M. NzumAwm, y B. Vzmmm The~ of the Number of

Proomm oa deCM^o~ of theP~ Bkock Jambi Metbod. Líamr

A~ cad íto Appi~-%N 1WIS&. 311-330 (1991) .

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



-S-Apq D. J.m~ Y C. U

	

UdSORM~fw
L~_5~ Po bb~ M~~ ~__04^ a&~98 (1~

pq J. nw Y Z. RO~FV. M E~~oa ú*AORb~fm &&ing
uuw570~~A~ dad lb Ap~~ im. 61-75 (1991) .

Pu~ Nos&~ MW~tiat lb&". Mmerlisch
M-AL-

	

»-20(¡M).

A. ~mm Y Kmumwaz G. Miym Sab Bwuk& fm the Solutiom
d.%aJmw Pro~ m% aP~Ma~tum M4bod. Comp*iiiii

1291 A. FwMmza Y G. MAVIa. C=ver~ o( R~ ParúW MultisPlit-
ti% Mm&o& Loim~ ~m m¿ da Ap~~ 119: 141- 152 (19%)-

A. P~mza Y G. M[Aym P~ íauwvüM~~. NumerucU

la: 2w267 (¡*o).

13---l A. fi~mza Y D . Sr~. R-Splítú~ &M Two-Star lt~iw Metho<W

121-4 A . Fwmmta. WUrnum, Y K^~vaz G . Mmsa. On the~

bad Pacüm dmaü~M~ ¡a P~ c~uúM. C~Ws-
*¡m& 4w. W74 (¡M).

U~4 EL finna. V. Mmuatán, y J . PuADÉL

	

---- P~ EX-
&a~me~ sam~^

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



V. UMUJAVI y J. PZNA»9L RodUdos pr~ dd
M~deJ~WC~es Pa~ Adu U Jw~ de -ral~

- SulAre~ de ElP~ 1991.

(351 EL FaTm, V. Mx~yg y J. Pu^Dí& UaM~ C4&ófi<» dio Se.
~Orden m Pu~ Actu W Jonadu de Paraleía~. San~,
1993 .

(36] P. t). GADM Neo~ ad SWEcient ~tiou f« the Fjdo~ oí
Low Matrix SIAM J*~ *a Matriz Amalysis cad
App&~9. 3M-313 (1988) .

1311 K. A. G.4LUY^14, R- J . PLIEMM0115, Y A. H. SAME11. ParaM~th~
fm Dense Ti

	

A¡~~tatiou. SIAM ~v, 1: 54-135 (1990).

(381 L. GMAUD Y P. SnTM ~ution N~ de Problémes aux Limite@
mm Li»éaírm . ~m&tique cí Azalpe mamé 23: 579-
Gw(1991) .

(3911. GomaraG, P . LAncAnza, Y L. RODMAN. lavaríant Subnw.W of
1Mo~m& Ap~¡mw John Wíley aud Som, New York, 1986.

G. R. Gows YM. L. Ov~or. Coavers~ cé .& Twc>Stage Richudwn
ftwative Pw~¡m SºIviugS~dL~ Equafi^ In G.A. Wat,
me, ad Num~ A*~ lí o/ tU N" Bicamid Confe-
M~, Dendec, Se~ IMI), Udwe Náto m Mcácmdwo 912, pqm
IW139, New Yad; ¡m~V~

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



1411 G. E. ~un y M . L. Ov~m. The Cont~nce ofla~ Chébyo&,ev

aud Ridm~ lt~iveM~for Solving~System Numeríoche

Malhemotál 33: 571-593 (19W).

(421 G.H. GOLUS Y R.S. VAzGA. Chébyahev Semi-Iterative Metho&, Suc-

cesive Ovet-Relaxatlon Iterafive Metbodo, and Second-Order Richardson

Iterative .Metbodo. Numeriache M"matik, 3:147-168 (1961).

1431 A. D. Gui<AwAiLDEY<A, S. K. JAiN, Y L. SNYDER. Modified lterative

Metbodo for Consistent Linear Systerm . Linear Algebra and its Applica-

ti~ 134-156:123-143 (1991).

(441 M. H . GUTUNECNT, W. NIETRAMMER, Y R. S. VAaGA. K--step Ite-

rative Methods for Solving Nonfincar Systemo of Equationa . Numerische

McLU~ 48: 699-712 (1986).

[451 A. RADjíDímos . AcMeraud Overrelaxation Metbod. MatUmatico of

com~", 32: 149-157 (1978) .

[46] A. RADJIDIMos. The Optimal Solution to the Problem of Complex Ex-

tra~ion o( a First-Order Scheme. Linear Algebra and ¡tí Applications,

62: 241-261 (1984) .

[471 M. FLUXE Y M. NEUMAxic. Prec=difioninp and Splittinp for Rectan-

gularS~. Numenoche McL~W~ 57: 85~95 (1990) .

R. A. Boax Y C. A. Jomitsoic. M~ A*clp¡& Cambridge University

pr~, 1985.

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



[49) S. L. Jourasori Y Cwx<>Tw Ho. Algorithma for MatrixTr&~tWa-

on Bookan n-Cubo Co4~ Ensemble Architectures. SIAM Joamal *a`

Matriz Analpia and Ap~iono, 9: 419-454 (1988) .

[501 E. KAszicuaEwícz, A. BRAYA, Y D. D. Saux. C n the Convergence of

P~ Asynchronous Bk>ck-lterativc Computationr . Linear Algebra and

ita Applicationo, 131:135-160 (1990).

[511 1. KoLTRACIET Y P. LANcAsTEa. Constraining St,~es for Linear Ite-

rative Processes. IMA Journal of Numerical Analys-la, 10: 555-567 (1990) .

[521 P. LANCASTER Y M. DSMENESKY. The Theory el Afatrices. Academic

Prem, Orlando, Flori4 Second Ed., 1985.

[531 P . J . LANURON, D. J . ROSE, Y D . B. SZYLD. Convergence of Nes-

ted Iterative Methodo for Linear Systemo. Por apuecer en Numeriwke

Mathematik.

[54] B . LuBAcr%EvsKy Y D. MffRA. A Chaotic As-.mchronous Algorithm

for Computing the Fmed Point of a Nonnegative Víatrix of Unit Spectral

Radius. Journal of the Anocíation for Computini Machintry, 33: 130-

IW (1987) .

[551 G. MAYER. Com~Thaprecu for Iterative VENhodo Based on Stro

Splittingo. SIAM Jourad on Numerical Analysis, 14: 215,227 (1987).

156] G. MzuaAxT. P~ ~thzw for Su~-aputen. Numerical L¡-

n~A~D~5~ Prm~ing and ParuJel Alg~ms, 70: 289--

318(1991).

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



ha~U~kr JW-M&W^

	

A~sed ¡te
U~. 5W373 (1987).

N. K. NicaoLL Oa TheCoaver~d e2-aiwSup ftwzüw Pmm~ fm
&¡vio« fi

	

Eq"^ SIAJW J~md is NmuriodA~ 10: MO-
469(1973).

J. Nmpuwz,&, T. Z . Mm. Y C. C. Cuaow Aqmirm~ ~t"
fm5~ LupS~cé 1,-*nm Fj~ cmP~ Cm"tem S*-
meü&.

Mq Wanum NwrzAmmm The SOR Me&-,,od on P~C4«~^ N*-
merímU -u-4-themctiku 0-- 247-254 (¡M).

1611 D . P. O*LzAw Y R- E. Wa- rrr- Multi-Sprittinp d Ifiariom &M Pu&U
Sobtion d lism Symom SUMJ@~téaA~A~M~

6: 635-4u (19W).

19 J . M. OaTmiL No%~A~ Ac~ hme~ New York, ^

J. M. ORTEG,4 Y W. C. RECOSOLD~í , ltc~

	

Neska~

F4*~ M' Se~ Van~ Pr~-EU I~aam-IR Igr, N~ Jw-

wy, ^

A. M. ovmowm hwalím 5~ d LW~ ,q~d FMKÜ~d

F45~ i~d o/ Z-~ ~d 2:351-
30(1961).

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



7

(óq D. J. PUacz, A. EAW~05* Y R. J. PUMMoita. O~ty Rda-

t~ fM P-Cyésc SOL Nonew"

	

56: 635-«3 (1990) .

1663 SANZEMO QUO. Y-,~ndwLead~>4ocith:n for Linear Prediction

Probkm SIAM ~-'owwd <m MetrirA~ cad Applwdi~ 9: 323-

328 (19U).

161 R.BEVILACQUA, :3. CODUOTT1, Y F. RomA.ni. Parallel Solution of

B" Tti~al Linear Systerm. Linmr Algebra and ¡La Applicationo,

104:39-57 (1988) . .

[681 W. C. REEMBOLDT Y J. S. VAND£itGaAn. A Simple Approach to

the Perron-Frobenius Theory for Positive Operatora on General Partially-

Ordered Fínitc-Din~iond Linear Spaces . Mdh. Comp., 27: 139-

145(1973) .

[691 Y . RoBEorr Y D . TavrraAm. Commente on Scheduling Paralíel Ite-

rative Methodo <k¡ Multiprocenor Systemo. PémIlel Computing, 7: 253-
255 (1988) .

- P(701 Y. S. RODrrLs

	

P. D. Klousis. ParaUd Multisplitting, B" Jawbi

Typc Soluticu

	

Linear Sy~ of Equation& InUrnational Journal for
numerical meW-4 ¡a Engincering, ». 619-6n (1990) .

1711 A . H. SAmEiw Y D. J. Kucx. On Stable Parallel Linear System Solven.

Journ4al of the A-omid" for Compating Mcdú~ 25: 81-91 (1978) .

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



[721 Y. G. SAMAM. On'the An~of the Uwymmetric Sumessive Ove-

rrehucation Method wben Applied to p-Cyclic M-matrices. Numeriache

MaWmatik, 49: 461-473 (1986) .

(731 U. 1-1TENDEL. Introduction to Numerical Methodo for Pamild Computers.

Ellis Horwood Limited, Chinchester, 1984.

[741 J . 5--.trrH. The Coupled Equation Approach to the Numerical Solution

of tF-e Biharmonic Equation by Finite Differences. I and II, Journal on

Nuwi-.rical analysis, 5: 323-339 (1969) .

[751 H. S- STONE. An Efficient Parallel Algorithmfor the Solution of aTridiago-

nal Linear System of Equations. Journal of the Association for Computing

MachinM, 20: 27-38 (1973) .

[761 J. L . STUAFa. Inflation Matrices and ZME-Matrices that Commute with a

Permutation Matrix. SIAM Journal on Matriz Analysis and Applicalions,

9: C8-418 (1988) .

[771 D. 3 . SZYLD Y M. T. JONES. Two-atage and Multisppfitting Methods

for --~ he Parallel Solution of Linear Sysw=. Sometido .

[781 R.3 . VARGA. Matriz Iterative Analysú. Prentice- HaU, 1962.

[791 AJA. VIDAL Y V. HERNANDEZ. A ParaM Algorithm, for Computing the

Sirn.gular Value Descomposition on a Distributed Memory Multiprocessor

by asing Rank-One Modificationa. Pont-1-Mousson (France), 1990.

[801 R. E. WmTE. Multisplitting of a Symmetric Positive Definite Matrix.

SI.-tMJournal on Matriz Analysis and Applicalions, 11: 69-82 (1990) .

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



.

1Biblío~a

[111 H. K. Watmm Extremal Prohhma for fi6lder Norma of Matrica aud

Re~iona of Linear aysterna. SIAM Journal os Matriz An~ cad

Applicationo, 9: 314-322 (1988).

(82] E . G . DI YAxoriov . On the Solution of some EUiptic Difference Equadona.

Num"che Mathematik, 7:1-20 (1971).

[831 D. M. YOUNG. Iterative Solution of Large Linear System& Academic

Presa, New York, 1972 .

[841 E. L . ZAPATA, F. F. RivERA, 1 . BENAVIDES, J . M. CARAZO, Y R~

PEsiKiN. Multidirnensional Fast Fourier Transform into S~ Hypercubes.

IEE proccedings, 137: 253-260 (1990) .

[851 E . L . ZAPATA, F. F. RjVF,", Y 0. G. PLATA. On the Partition Of

Algorithma into Hypercubes . Advances in Parallel Computing, 1: 149-

171(1990).

Métodos iterativos paralelos para la resolución de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martínez

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993


	Botón4: 


