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Prélogo

'Una gran parte de los problemas fisicos y técnicos, al ser formulados mediante _
un modelo matematico y tratados numéricamente, conducen a la resolucion de
un sistema algebraico de ecuaciones, usualmente de orden elevado. De acuerdo
con el cardcter fisico del problema, dicho sistema algebraico sera lineal o no. Por
ejemplo, al discretizar ecuaciones en derivadas parciales por técnicas numéricas
tan usuales hoy en dia como las diferencias finitas o el método de elementos
finitos, nos encontramos finalmente con un gran sistema de ecuaciones lineales

a resolver.

Las ecuaciones en derivadas ﬁarcia.les s-urg'ai a la hora de resolver rnultitud
de problemas. De los métodos de aproximacién numérica que se emplean para la
resolucion de ecuaciones en derivadas parciales, los que se basan en diferencias
finitas y elementos finitos son los mds frecuentemente utilizados, proporcionando
una solucion tan satisfactoria como la que se obtiene ‘mediante técnicas analiti-

cas.

La actual posibilidad de disponer de computadores con una tecnologia muy
avanzada ha tenido un gran impacto en el mundo de la computacién cientifica.

xi
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xii , : ' Prélogo

En concreto, son las arquitecturas paralelas las que nos van a permitir grandes
velocidades de computacién.

Son muchas las ireas de la ciencia y del conocimiento en las que son de gran
utilidad estas arquitecturas. Asi, podemos citar ejemplos tales como prondsticos
metereolégicos a nivel mundial, bisqueda de bolsas de petroleo, prediccién de
terremotos, reconocimiento de imagenes, inteligencia artificial, . ... En la compu-
tacion matricial son especialmente adecuadas estas arquitecturas, debido tanto
al coste normalmente elevado de resolucién de los problemas corresponuientes a
este campo, como a la dificultad a la hora de manejar estructuras de datos de
gran tamano o con una configuracion especial (matrices con muchos elementos
nulos).

La aparicion de los multiprocesadores ha dado lugar no sélo a una adecuacién
de los algoritmos clasicos de la computacién matricial para su implementacion
y ejecucion en dichos multiprocesadores, sino que ademas sugiere y motiva la
bisqueda de nuevos métodos que obtengan un buen rendimiento de maquina.
Estas reflexiones, nos llevan al objetivo general que se pretende con esta Tesis:
Diserio y estudio de métodos iterativos paralelos para la resolucion de grandes
sistemas de ecuaciones lineales, basados en multiparticiones.

Nos vamos a centrar en el planteamiento de métodos iterativos paialelos.
prestando especial atencién a la distribucién de la carga entre los procesadores.
Uno de los propdsitos de los modelos cadticos es que dicha carga de trabajo
entre los procesadores esté equilibrada mediante la realizacién, por parte de cada
procesador, de ciertos cilculos locales, independientes del resto de procesadores.

Esta memoria estd dividida en cinco capitulos, atendiendo a la siguiente

estructura.
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Prélogo . ' | il

El Capitulo 1, titulado Métodos iterativos secuencg’:fca, consta de cuatro
secciones. En la primera seccién se recuerdan a.quellos:;‘éonceptos relativos a
normas vectoriales y matriciales que nos han sido de utndad en la elaboracion
de esta memori'a. En la Seccion 1.2 se estudian de forma general los métodos
iterativos secuenciales. Los métodos iterativos clasicos s=ran objeto de estudio
en la Seccion 1.3. Haiemos mencion especial, en‘ la Sedcién 1.4, a los métodos
iterativos en dos etapas. _ |

El objetivo principal del Capitulo 2, Métodos itémt:’éas paralelos, es revisar
los resultados conocidos, hasta el momento, sobre estos metodos. Asi, la Seccion
2.1 nos introduce en el concepto de multiprocesador y en la Seccion 2.2 se hace
una revision de los métodos iterativos que se utilizan para la resolucion de un
sistema de ecuaciones lineales sobre un multiprocesador. Nos detenemos en
aquellos que se basan en la técnica de multiparticion y dentro de éstos, en los
caiticos.

La parte principal de nuestra investigacion la formanios Capitulos 3, 4 y 5,

titulados respectivamente:

o Método de multiparticion en dos elapas.
o Método de multiparticion relajado.

o Método de multiparticion basado en el método A{:R (acceleration overre-

laxation).

Todos ellos tienen la misma estructura. En la primerz seccién, se introducen
los resultados que han motivado el estudio del método <2 cuestion. La segunda
y tercera seccion abordan el problema concreto, plantea 1do el nuevo método y

estudiando la convergencia para el caso sincrono y asincr--no respectivamente. A
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Volver al indice/Tornar a l'index

xiv | " o . Prélogo

continuacién, también en cada uno de estos capitulos, se presentan los resultados
numéricos obtenidos al implementar dx -hos métodos en un multiprocesador con
memoria compartida, en concreto en € Alliant FX/80. Los Capitulos 3,4 y 5
finalizan con una seccién dedicada a LE% conclusiones, en la que recordamos los
resultados mas importantes que hemos obtenido, tanto desde el punto de vista
tedrico como practico. |

Finalizamos esta memoria con dos =péndices. El primero esta dedicado a las
lineas futuras de trabajo y el segundo a las referencias bibliogrificas utilizadas

para la elaboracion de esta memoria.
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Capitulo 1

Méiodos iterativos secuenciales

Consideremos el sistema de ecuaciones'lineala
Az = b, (1.1)

donde A es una matriz invertible de tamafio n x n y b un vector columna de
tamaiio 7. Existen, bésicamenté, dos familias de métodos para resolver estos
sistem&é de ecuaciones, los métodos directos y los métodos iterativos.

Puesto que la matriz A es invertible, la solucién del sistema lineal (1.1)
es nic=. Los métodos directos obtienen la solucién exacta, salvo errores de
redond::0. Estos métodos se basan en sucesivas transformaciones algebraicas de
la mats:z inicial A, y en ellos el niimero de operaciones requeridas para obtener
la solucion se puede predecir.

Noe-:tros, sin embargo, vamos a dedicar esta memoria al estudio de los méto-
dos ite:ij;{:-stivoa. En ellos, no se obtiene la solucién exacta, sino una aproximacion,

pero la;--importancia de los errores de redondeo disminuye. Realizaremos un

1
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estudio detallado- de estos métodos desde el punto de vista secuencial en las
Secciones 1.2, 1.3 y 1.4.

En el estudio de los métodos iterativos, juegan un papel muy importante los
conceptos de norma vectorial, norma matricial y radio espectral. Hacemos una

revision de dichos conceptos en la siguiente seccién.

1.1 Normas vectoriales y matriciales

Antes de revisar los conceptos relativos a normas, para que no exista ningin
tipo de ambigiiedad, introducimos la notacién relativa a vectores y matrices
definidos sobre el cuerpo de los nimeros reales, 'que denotaremos por R.

Para todo € R", denotaremos por |2| el vector cuyas componentes son los
valores absolutos de las correspondientes componentes de .

Diremos que un vector z es positivo (respectivamente, no negativo) y es-
cribiremos > o (respectivamente, > 0), si tiene todas sus componentes
estrictamente mayores que 0 (respectivamente, mayores o iguales que 0).

Diremos que = S Yy, 81 y — z > o. Analogamente, diremos que £ < y, si
y—z>o.

Una notacién similar se ha utilizado para matrices. Denotaremos por K el

cuerpo Ro C.

Definicién 1. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Diremos que
la funcion || - || : V — R es una norma vectorial, si para todo z,y € V, se

verifican las siguientes propiedades.
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1.1 Normas vectoriales y matriciales - 3

@) ll=ll 2 0.
(ii) |l=lf =0, si y sdlo si, 2 = 0.
(ii) llez]| = Iclli=ll, Vece€ K.

(iv) liz + il < ll=ll + llyll-

Dzmos algunos ejemplos conocidos de normas vectoriales sobre R".

o Las l;-normas, que para un vector z = (z;,z3,...,2, * se definen como

lell, = (2: Izal’)}' p21.

=]
Notese que la l,-norma es la conocida norma euclidea.

e La norma infinito, definida para un vector z de la siguiente forma

|Zllc = max |z;]. (1.2)

1<i<n
o Dado un vector positivo 2 € R", definimos la norma || - |2 , como sigue

|2l =inf{a>0| —az < 2 <az}, z€R". (1.3)

Las normas que se han definido en las expresiones anteriores son mondtonas,
es decir si v y w son vectores de R" tales que |v| < |w)|, entonces |jv}| < |jw]).

Designamos por M,, el espacio vectorial formado por todas las matrices
cuadradas de tamafio n x n definidas sobre el cuerpo K.

A continuacién, definimos en este espacio vectorial, las normas matriciales.
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Definicién 2. Diremos que la funcién || - || : My — R es una norma
matricial, si para todo par de matrices A y B de M, se verifican los siguientes
axiomas ‘ A '

(i) §All = 0.

(ii) JJAll =0, si y s6lo si, A = O.
(iii) llcAll = lclllAll, Ve € K.
(iv) A+ Bl < [|All + (|1B].

(v) 1AB| < [|AllBII-

Hacemnos notar que una norma matricial es una norma vectorial que satisface
ademds el axioma ( Q), o propiedad aubmultiflicativa.

Paca estudiar la convergencia de los métodos iterativos paralelos, que plante-
amos en los Capftulos 3, 4 y 5 se han utilizado, en ocasiones, normas matriciales

que se deducen de las normas vectoriales, utilizando la siguiente definicién.

Definicién 3. Sea || - | una norma vectorial sobre K". Se llama norma

matricial inducida por dicha norma vectorial, a la siguiente funcién definida
sobre M,,.

All = max ||A=|l.
Al = i A=)

La norma introducida en la Definicién 3 puede ser calculada de las siguientes
formas equivalentes

= = = ‘ M
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1.1 Normu vectoriales y matriciales T Hharceltat: 5

Toda norma matricial inducida por una norma vectorial es compatible, es
decir, verifica la siguiente desigualdad |
llA=|l < [|Allll=ll, =€ K"

Ademds, si denotamos por I a la matriz identidad y ||-|| es una :-orma compatible,
entonces [|I|| = 1.
A continuacién, como ejemplos de normas matriciales indx:cidas por normas

vectoriales, damos las que nos serin de utilidad en el debartollg'de esta memoria.

o La norma matricial infinito, inducida por la norma veciorial infinito
n
Alleo = l% 12::1 lai;| |, si A= [ai:llSiJS"'

e La norma matricial || - ||z inducida por la norma vectorial (1.3). Nos
sera 1til la siguiente propiedad de esta norma, probada por Rheinboldt y
Vandergraft [68], en 1973: para toda matriz B, se cumple

IBllz = || |Blz ||=- (1.4)

Si una norma matricial cumple la propiedad (1.4), se dice que es una norma

matricial mondtona.

Otro concepto de gran importancia para el estudio de la convergencia de los

métodos iterativos, es el de radio espectral de una matriz.

Definicién 4. Sea A una matriz cuadrada de tamaiio » x n, definimos el
radio espectral de A, y lo denotamos por p(A), como el maxi:no de los médulos

de los valores propios de A, es decir

p(A) = mé.x{lz\.'l : A; es valor propio de A%
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Es conocido, y asi se refleja en el teorema siguiente (ver por ejemplo, Varga
[78] y Young (83]), que cualquier norma mat::cial es una cota superior del radio
espectral. g

Teorema 1. Si||-|| es una norma matrt:al yA € M, , entonces se satisface
p(A) < ||A]l.

El teorema que se enuncia a continuacié;j; asegura éue p#x;a toda matriz se
puede encontrar una norma matricial de foéi na que dicha norma esté tan cerca
del radio espectra.l.corno queramos (ver Varga 78] y Young [83]).

Teorema 2. Sea A € M,. Para todo ¢ > 0, eziste al menos una norma
matricial || - || tal que p(4) < Al S p(A) +2.

Ademis (ver Horn y Johnson [48]), dada una norma matricial || - ||, existe

siempre una norma matricial inducida ||- |5, y por tanto compatible, que verifica

lAlls < | Alla-

Utilizando los conceptos revisados en esia seccién, vamos a estudiar, en la
Seccién 1.2 las generalidades sobre los mé:odos iterativos secuenciales, para
posteriormente, dedicar la Seccién 1.3 a lcs métodos iterativos clisicos y la

Seccidn 1.4 a los métodos iterativos en dos =tapas.

1.2 Planteamiento y corévergencia

Los métodos iterativos para la reuolucxorde un sistema de ecuaciones lineales

consisten en generar, a partir de un vector _aicial (%, una sucesién de vectores
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1.2 Phnteainiento y convi:r;encz’é ' : 7

{2*)}4>1 que converja a la solucién exacta § = A~'d del mismo. Se dice que
dicho método es convergente si para todo vector inicial (%, se cumple que
Hm&-e: z(h) = €-

El,;ﬂ;oncepto de norma vectorial, dado en la Definicién 1, se utiliza para el

estudio de Ia convergencia de una sucesién de vectores, de la siguiente forma.

Dcinicién 5. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K y sea || - || una
norma vectorial sobre V. Decimos que la sucesion de vectores {2(*)},>, converge
al vector z € V con respecto a la norma || - ||, si y solo si, la sucesion de nimeros

reales :[|z{*) — Z|}4>: tiende a 0 cuando k tiende a infinito.

En los espacios de dimensién finita, todas las normas son equivalentes, en
el sentido en que si una sucesién {z(¥},5, converge al vector z respecto a una
norma, entonces wnkrge al mismo vector con respecto a cualquier otra norma
(ver Horn y Johnson [48]). Esto significa que la convergencia de una sucesion
de vectores, puede ser estudiada con respecto a cualquier norma vectorial.

Para resolver el sistema (1.1) por procedimientos iterativos, consideraremos
la mat-iz A expresada de la forma A = M — N, donde M y N son también

matric=s cuadradas de orden n.
Definicién 6. Sea la matriz A € M,,, tal que
A=M~-N, M,NeM, (1.5)

Si M os no singular, se dice que la expresion (1.5) es una particion de la matriz
A

A partir de la particién (1.5) de la matriz A, e} sistema lineal Az = b se
puede escribir como

Mz = Nz +b. (1.6)
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8 1 Métodos iterati ial

Para obtener la solucién de (1.1), podemos iterar la ecuacién (1.6) mediante
el esquema
Mz® = Nz~ 4 b k= 1,2,..., (1.7)

o analogamente
2™ = MIN2* D+ M, k=1,2,..., (1.8)

y estudiar bajo qué condiciones de las matrices A, M y N, la sucesion de vectores
{z}4>, generada por el esquema iterativo (1.8) converge a la solucién exacta
del sistema lineal (1.1). Se llama matriz de iteracidn a la matriz H = M-'N.
En principio, se estudiaron de forma independiente diversas condiciones
de convergencia para los métodos usuales conocidos con el nombre de Jacobi,
Gauss-Seidel y SOR. Sin embargo, Varga [78] en 1962 introdujo el concepto de
particion regular de una matriz, que en determinados casus engloba a los diver-
sos métodos antes mencionados, e intenté dar las condiciones de convergencia

sobre este tipo dz particiones.

Definicién 7. Se dice que la particion A = M — N es regularsi M~' y N

son matrices no negativas (es decir, si M~! > O, N > 0).

Posteriormente al concepto de particién regular se definié el siguiente tipo
de particién.

Definicién 8. La particion A = M — N se dice que es débilmente regular si

M-'>0y M-'N>0.

Como se deduce de las definiciones de ambos tipos de particiones, toda par-
ticidn regular es débilmente regular, ya que el producto de matrices no negativas

es otra matriz no negativa.
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1.2 Planteamiento y éongggenda - ] 9

En la versién original de la definicién de particién débilmente regular (De-

‘finicién 8), dada por Ortega y Rheinboldt [63], se inclufa Ia hipétesis adicional

NM-! > O. Sin embargo, nosotros hemos elegido la definicién mas usada
cominmente en la literatura.

La convergencia del método (1.8) se puede estudiar analizando el error que

se comete en cada iteracion respecto de la solucién exacta £. Asi, si la ecuacién

(1.6) la escribimos de la forma
E=HE+ M),
y si esta expresion se resta a la ecuacion (1.8), se obtiene
e® = Hel*-V k=1,2,..., (1.9)

dondq

e® =2 _ ¢

se llama vector error en la k—ésima iteracion. La ecuacion (1.9) es equivalente a
e®) = H*e® k=1,2,.... (1.10)

Asi pues, la convergencia de la sucesion definida por la ecuacién (1.8) a
£ es equivalente a que la sucesion de vectores error {e*)}>;, definida en la
expresién (1.10), converja al vector cero. Es facil demostrar (ver Young {83])
que esto ocurre, si y s6lo si, las potencias de la matriz H convergen a la matriz
nula, es dedir si lim,_, H* = O.

El resultado tedrico bisico de convergencia del método iferativo (1.8) esta
determinado por el radio espectral de H y su demostracion se basa en la forma
candnica de Jordan de esta matriz, tal y como puede verse en Young [83].
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Teorema 3. Sea H una matriz cuadrada. Entonces {H"}»; converge a la.
matriz nula, si y élo si, p(H) < 1.

En consecuencia, el método iterativo (1.8) converge a la solucién del sistema
lineal (1.1), para cualquier vector inicial (%, si y sélo si, p(M~IN) < 1.

Cuando la rnatriz A es mondtona, es decir, cuando su inversa es no negativa
(A™! 2 0), existe un resultado de convergencia, que se basa en el siguiente lema
(ver por ejemplo, Berman y Plemmons [7] y Varga [78]).

Lema 1. Supongamos que la particion A = M ~ N es regular o débilmente
regular, entonces

pPMIN)<1 ¢ A 20.

El siguiente resultado de convergencia puede verse en Berman y Plemmons

[7] y se refiere a particiones regulares o débilmente regulares.

Teorema 4. Sea A una malriz mondtona, y sea A= M — N una particion

regular o débilmente regular. Entonces el método (1.8) es convergente.

El radio espectral de la matriz de iteracion H = M~'N se utiliza para dar
una medida de la rapidez de convergencia, ya que cuando menor sea el radio
espectral, mas ripida sera la convergencia. Cuando un esquema iterativo posea
una matriz de iteracién con menor radio espectral, diremos que el esquema posee

un radio de convergencia superior.
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1.3 Métodos iterativos clisicos U

1.3 Meétodos iterativos clésic_os

Como hemos visto en la Seccién 1.2, cada pMiéZﬁ A=M-N,dela matriz
del sistema lineal Az = b, define un esquen.a iterativo como el que aparece en
la expresién (1.8). Las distintas elecciones de lul;aatricea M y N, dan como
resultado los distintos métodos iterativos clasicos.

Supongamos que todos los elementos de la diagonal de A = [g;],¢; j<a 80D

no nulos y que la matriz A se expresa de la siguient:» forma
A=D-L-U, (1.11)

donde D = diag(a;1,823,---,8aa), Y L y U son respectivamente la parte estric-
tamente triangular inferior y superior de la matriz A.
Teniendo en cuenta la expresién (1.11), podemos escribir el sisteina (1.1)
como .
Dz=(L+U)z +b. (1.12)
Cormo los elementos diagonales a:,, de A son no r:ilos, podemos establecer el
siguiente método iterativo derivado de la expresion (1.12)
aat™V == 3 ™4k, 1<i<n m=0,1,..., (1.13)
j=1jgki T
donde z{¥, 1 < i < n, son las componentes de un ector inicial ().
Claramente, la expresién (1.13) puede ser reescrita como
2™ = i -“-"1;-}""+5, 1<i<r. m=0,1,.... (1.14)
j=igmi % @i -
La expresion matricial de (1.13) es

Dz(-'ﬂ) = (L+U)z(l)+b, 17%:0,1,...,
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12 1 Métodos iterati ial

y como D es una matriz no singular. la notacién matricial de (1.14) es
241 = D-YL 4 U32™ + Db, m=0,1,....

Este método iterativo se denomina método de Jacobi. Claramente, las si-
guientes elecciones de M y N en i particion A = M ~ N, dan lugar a dicho
método

M=D y N=L+U. (1.15)

La matriz de iteracién asociada
B=M"1'N=DYL+U),

se denomina usualmente matriz de Jacob: asociada a la matriz A.
Como se prer.z observar, en el método de Jacobi, para el calculo de la i-
ésima componente del vector z{™*+!, se utilizan los valores de las componentes

1","’

A ]

AP il T, ..., (™). Fero en el momento de calcular dicha compo-

nente i—ésima ya han sido calculada’ las componentes '™, x(,"’,. 2™ Surge
entonces, de modo natural, la preg: nta siguiente: ;Por qué no aprovechar la in-
formacion que se acaba de obtener sobre las primeras (1 — 1) componentes del
vector 2(™*!) en el cilculo de la «:mponente 1—ésima?.

Una primera ventaja de actw asi seria la de no tener que almacenar dos
vectores en el algoritmo de cilcuio, pues las componentes del vector z(™*")
se almacenarian en el lugar ocupzdo por las correspondientes del vector 2(™
(ya que éstas no serian necesariaz en los sucesivos cilculos). Ademis parece
probable que al utilizar datos mis’ ercans a la solucién exacta en el cilculo de
las componentes de z™*V), la vekzadad de convergencia mejore.
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1.3 Métcdos iterati liai 13

El método iterativo de Gauss-Seidel consiste precisamente en actuar de dicha
i 1anera. Con ello el esquema de cilculo del método resulta ser:
o i=1 . L I '
™) = -Z&"-zy““) - &z§”)+i, 1<i<n, m=0,1,....
i1 G P ai’
Matricialmente este método se puede escribir como sigue
(D-L)z™t =pyz™ +b, m=0,1,..., (1.16)

¥ como la matriz triangular inferior D' — L es no singular, (1.16) puede ser escrito

equivalentemente como
z(m+l) = (D _ L)-le("') + (D — L)"b, m=201,....

Anilogamente al método de Jacobi, el metodo iterativo de Gauss-Seidel puede

obtenerse considerando una particion A = M — N, en este caso
M=D-L y N=U.

Con el fin de acelerar la convergencia, a tode método iterativo de la forma
1.8) se le puede asociar un método extrapolado o relajado sustituyendo en cada

stapa m, el vector 2(™+!)_ por el vector extrapolado
wze™) 4 (1 -w)2™, w#0, weR.

Esto sdlo *uiere un pequeiio esfuerzo computacional adicional. Esta relajscién

corresponde al siguiente esquema iterativo
2™ = Hw)z™ +wM™'b, m=0,1,...,
_con la matriz de iteracién

Hw) = (1 -w)] +wM"N. (1.17)
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A este método iterativo se le llama w- eztrapolacidn del esquema (1.8) o también
& -relajacion, siendo w el factor de relajacion. Lo denominaremos simplemente
método extrapolado o relajado cuando no exista ambigiiedad en la eleccién de
w.

Si en (1.17) utilizamos la particién de Jacobi, se-obtiene el método de Jacod:
relajado (JOR). El esquema iterativo es

2™+ - [(1 ) +wD YL+ U)] 2™ +wD b, m=0,1,...,
o anilogamente
zsm-ﬂ) = —w z: gij.z;..) +(l -w)ISm) +w£, 1<:<n, m=01,....
jmigei G dii

El! método de Gauss-Seidel puede ser sucesivamente w-extrapolado, de Lk
siguiente forma. Primero definimos el vector iterado auxiliar Z™+!) como

—m+1) i (me1) = a; m), b .
z, =Yy ™o Yy My 2 1<i<n, m=0,1,....
=1 Qi F=isl a; Gii

La componente z{™*" de este método iterativo se define como
2 ) () ) ™),
Combinando estas dos iiltimas expresiones obtenemos
(m+1) G _(me1 =~ g b
=0 Y --’-zf'. ) w 3 -—’-zg"’ +(1-w)z™ 4+ (118)
j=1 Ow j=is1 i Gii

La expresion matricial de este métodc: es

(D -wl)2®™ = (1 —w)D +wU)2™ +wb, m=0,1,...,
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y como la matriz D — wL es no singular para cualquier eleccién de w, entonces

obtenemos
2" = (D - wL)[(1 - w)D + wU]2™ + w(D-wL)™'d, m=0,1,....

El método iterativo que acabamos de contruir recibe el nombre de método

de sobrerrelajaciones sucesivas (SOR). La matriz de iteracién se denota por
L,=(D-wl){(1 -w)D+wl].
Seleccionando w = 1, este método iterativo se reduce exactamente al método de
Gauss-Seidel.
Las siguientes elecciones de M y N en (1.8) dan lugar respectivamente a los
métodos extrapolados JOR y SOR.
Método JOR: M =w™'D y N=w'{l-w)D+w(L+U)
Métodc SOR: M =w'(D-wL) y N=w'[(1-w)D+wl],

donde w es el factor de relajacion.
Hadjidimos [46] en 1978, estudia un nuevo método de resolucién de sistemas
de ecuaciones lineales. Este método constituye una generalizacién del método

SOR en dos parimetros y su formulacién es la siguiente
(D = pL)z™*) = (1 —w)D + (w ~ p)L + wU] 2™ + wb, (1.19)
m=01,...,

donde los niimeros reales s v w # 0, son dos parimetros fijos.

Lste método se denomina método de sobrerrelajacion acelerada, y lo deno-
taremos indistintamente por método AOR o M, ~método.

Claramente, para valores especificos de los parimetros u y w el M, ,~método
se reduce a los métodos clisicos, definidos anteriormente. Asi:
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e El Mo,-método es el método de Jacobi.

e El M) ;-método es ei método de Gauss-Seidel.
e El Mo',_,—métodp es el método JOR.

e El M, -método es el método SOR.

A partir de ahora, llamaremos a y, parimetro de aceleracién y a w, parimetro
de sobrerrelajacién. Ademds denotaremos por £, la matriz de iteracién del :

método AOR, que viene dada por
Lyo=(D=pL)'[(1 =w)D + (w - p)L +wU].

A continuacién estudiaremos la convergencia de estos métodos clasicos, para
el caso de matrices diagonal dominantes e irreducibles. Dichos conceptos, que

introducimos a continuacién, pueden verse, por ejemplo, en Varga [78].

Definicién 9. Para n > 2, una matriz A de tamafio n x n es reduczblc si
existe una matriz de permutacién P de tamaiio n x n tal que —
Ay Ap

PAP' = | ,
0O An

donde A, es una submatriz de tamaiio r x r y Az, es una submatriz de tamaiio
(r—=r)x(n—r), con 1 < r < n. Si no existe tal matriz de permutacién, entonces
A se llama irreducible.

Definicién 10. Sea A = [a;j]1<ij<n una matriz real de tamafio n x n. Se_-
dice que :

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



Métodos iterativos paralelos para la resolucion de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martinez

(1) A es diagonal dominante si

ol 2 3 logl, i=1,2,...m. (1.20)

jmL i

(ii) A es estrictamente diagonal dominante si las n desigualdades (1.20) son

estrictas.

(iii) A es irreduciblemente diagonal dominante si A es una matriz irreducible

y diagonal dominante con al menos un= desigualdad (1.20) estricta.

Si A es una matriz irreduciblemente diagoaal dominante, entonces sera tam-
bién invertible con sus elementos diagonales no nulos. En tal caso, se puede

demostrar el siguiente teorema (ver Hadjidimos [46]).

Teorema 5. Sea A irreduciblemente diagonal dominante. Entonces el mé-

todo AOR converge para0 < p <1 y0<w < 1.

Puesto que el AOR generaliza a los otros mé odos clasicos, a partir del Teorema

5 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 1. Sea A irreduciblemente dicgonal dominante. Entonces los mé-
todos de Jacobi, Gauss-Seidel, JOR y SOR_( estos dos ultimos para 0 < w < 1)

convergen.

Hadjidimos, en [46], también estudia ia convergencia del método AOR,
cuando la matriz A = [a;;] es una L-mezriz, esto es, cuando los elementos
de A satisfacen la siguiente relacion —

8;>0,i=12,...,ny a; <% i#j,4,j=12,...n
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Teorema 6. Si A es una L-matriz, entonces para todo p y w tal que 0 <
pL<w<l (wW#0)el metodo jAOR converge, si y sdlo si, el método de Jacobi

converge.

En el Corolario 1 y en el T-orema 6 se estudia la convergencia de los métodos
relajados, cuando 0 < w < 1; sin embargo, para el método SOR se sabe que el
valor 6ptimo de w suele ser mayor o igual que 1. Hay que tener en cuenta que
este método puede converger «uando el factor de relajacién cumple 0 < w < 2,

pero nunca en otro caso, come expresa el siguiente resultado (ver Varga [78]).

Lema 2 (Lema de Kahan). El método iterativo SOR no puede converger

a menos que 0 < w < 2.

Muchos son los autores que han estudiado los métodos iterativos clisicos. En
particular, existen condiciones de converge: ia para los métodos clasicos cnando
la matriz A es simétrica y def nida positiva. Estos resultados pueden verse, por
ejemplo, en Varga [78] o en Crtega [62).

En 1984, Albrecht y Klein [2] dan un teorema de convergencia. para una
matriz arbitraria A; la condizién necesaria y suficiente que exigen a la matriz
A, con un w apropiado, pars que el metodo JOR converja es que todos sus
valores propios pertenezcan ::xclusivamente a C~ o C* (parte real negativa o
positiva respectivamente). Hacen notar ademads, que el método JOR converge
especialmente si A es definica positiva o definida negativa.

Hadjidimos, en el articuis mencionado anteriormente (ver [46]), analiza la
convergencia del método AC .1, para el caso en que A es consistentemente orde-

nada, es decir cuando det(al: 'L +a~'D~'U — 8D) es independiente de a para
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a # 0 y para todo S. Ademis muestra con ejemplos numéricos la superioridad
del método AOR. ‘

Recientemente, en 1991, Dancis en [15] considera la convergencia del sistema

* de ecuaciones lineales Az = b, cuando la teoria usual del método SOR es
aplicable tal y como puede estudiarse en Young [83].

No obstante, aunque la convergencia de un método iterativo esté asegurada,
tanto si se trata de un método extrapolado (JOR, SOR) como de un método de
sobrerrelajacion acelerada (AOR), debemos intentar encontrar el valor 6ptimo
del factor de relajacion w en el primer caso o de los dos parametros w y u en el
segundo caso. La determinacién de estos parametros no es sencilla y se basa en

la mayoria de los casos en procedimientos heuristicos.

1.4 Meétodos en dos etapas

Los métodos iterativos para resolver sistemas de ecuaciones lineales requieren
de la resolucién, en cada etapa, de un sistema de ecuaciones mais simple. Cuando
este sistema se aproxima a su vez por un método iterativo, el método global se
llama método iterativo en dos etapas. A continuacién vamos a describir mis
detalladamente dicho método.

Consideramos el sistema lineal Az = b y la particion A = M — N. Asociado
a dicha particién tenemos el esquema iterativo

Mz®) = N2® 1+ b, 1=0,1,2,..., (1.21)
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donde z(®) es un vector inicial arbitrario.

Los métodos en dos etapas, también llamados métodos “inner - outer”, con-
sisten en aproximar el sistema (1.21) de forma iterativa. Asi, si consideramos la
particion M = F — G y suponemos que se realizan s iteraciones en el sistema

(1.21), que llamaremos internas, entonces el esquemna que resulta es el siguiente

-1 )
2 = (F1G)'2" + Y (F'GYF (N2 +8), 1=0,1,2,.... (1.22)
j=0
Podemos distinguir entre el método estacionario en dos etapas, en el que
el nimero de iteraciones internas s permanece fijo en cada una de las etapas
externas, y el método no estacionario, en el que el numero de iteraciones internas
s(l) puede variar para cada etapa externa I. Hacemos notar que Lanzkron, Rose

y Szyld en [53] llaman a los métodos no estacionarios en dos etapas, métodos

dindmicos en dos etapas. En este caso el esquema iterativo es
s(l)-1
) = (F-1G)y W20 4 3~ (FIGYF-Y (N2 +b), 1=0,1,2,.... (1.23)

=0

En un principio, los procesos iterativos en dos etapas se desarrollaron para la
resolucion de cierta clase de sistemas de ecuaciones lineales que surgian a partir
de la discretizacion de problemas de valores frontera elipticos. Estos métodos
se usan, en particular, para la resolucién de aproximaciones a ecuaciones en
diferencias parciales simultaneas (ver Smith [74]). Tales procedimientos son de
interés puesto que pueden ser frecuentemente extendidos a la resolucién de ecua-
ciones no lineales (Douglas [20], Dupont [21], D’Yakonov [82]). La convergencia
de estos procesos se probé para problemas especificos y se estimé el nimero de
operaciones necesarias para reducir la norma del error inicial en cada iteracion.

Posteriormente, en 1973, los métodos en dos etapas serian estudiados por

Nichols en [58], dando resultados de convergencia bajo condiciones bastante
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generales. Concretamente, se demuestra la convergencia del método no estacio-
nario bajo las hipdtesis de que el nimero de iteraciones internas s(/), para cada
iteracion externa [, verifique que s() > S, para un cierto S, y las iteru:iones‘
interna y externa sean ambas convergentes, es decir cumplan las condiciones .
razonables p(M~IN) <1y p(F-'G) < 1.

En este trabajo, también se demuestra la convergencia bajo condiciones mis
complejas para el método estacionario en dos etapas, es decir cuando s({) = s.

| Las condiciones que Nichols plantea son las siguientes:
Los valores propios de C = M~!N, ;(C), y los de la matriz de iteracién del

proceso interno T,, A,(T,) verifican
1< X(C) <1, -1<A(T) <l

El valor de s es elegido de forma que p(T,) < :—:ﬁg} Y ademas se ha de cumplir

una de las siguientes condiciones:
(i) T, y C son matrices reales simétricas.

(ii) Existe una matriz P tal que PCP~' y PT,P~! son ambas reales y simé-

‘ tricas.

(iii) Existe una matriz P tal que PCP~! es simétrica y T, es simétrica y con-
q y

muta con P.

Golub y Overton en [40] y [41] estudian la convergencia de los métodos
en dos etapas para el caso en el que la iteracién externa se resuelve por el
método de Richardson o Chebyshev. Para sistemas de ecuaciones no lineales,
han sido ampliamente estudiados los métodos con iteracién externa no lineal y
con iteracién interna lineal, adema4s han sido aplicados a diferentes ireas de la
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ciencia e ingenieria; por ejemplo, vease Bank y Rose {5], Dembo, Eisenstat y
Steihaug [17]. »

Lanzkron, Rose y Szyld en [53] dan condiciones sobre las particiones exmmu
e internas que aseguran la convergencia para cualquier nimero de 1teta-’:onea
internas, del método en dos etapas, tanto estacionario como no estaciéhario.
Las condiciones dadas hacen referencia a particiones regulares y débil-aente
regulares, y sus resultados sélo son aplicables a matrices monétonas, que como
ya se ha dicho en la Seccién 1.2 son matrices no singulares cuya inversa es no
negativa. En concreto exigen que la particidn externa sea regular y la particién
interna débilmente regular. Los conceptos de particién regular y débilmente
regular fueron introducidos en las Definiciones 7 y 8 respectivamente, de la
Seccién 1.2.

Teorema 7. Sea A = M — N una particion convergente y regular, y sea
M = F — G una particion convergente y débilmente regular. Entonces

(i) El método en dos etapas estacionario definido en la ezpresion (1.22; con-

verge para s > 1.

(ii) El método en dos etapas no estacionario definido en la ezpresion (1.28)
converge para 3(I) > 1, 1 =0,1,....

Bajo estas mismas condiciones demuestran que el radio espectral de ls mnatriz
de iteracidn global decrece cuando el nimero de iteraciones internas crsce, es
decir, dicho radio espectral es una funcién monétona decreciente de s, lo que
se puede interpretar, obviamente, como que al aumentar las iteraciones iz:ternas
mejora la correspondiente aproximacién externa. Este resultado es it;_%uitivo,

pero sin embargo si las condiciones del Teorema 7 no se satisfacen, el re: iltado
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puede no cumplirse, como puede aprciarse en diversos ejemplos que fueron
objeto de estudio en [53]. :
Frommer y Szyld en (31] demuestr:.aque si las particiones interna y externa

son convergentes, el método no estacionario en dos etapas converge si

lim #:1) = co. (1.24)

l—o0

En particular, comprueban la convergencia para cualquier sucesién {s(l)}2,
satisfaciendo (1.24) y analizan la conve;?,encia enel casoen que (1.24) no se cum-
ple pero (1) es suficientemente grande. Ademais dan demostraciones alternativas
de los resultados de convergencia vistos =n [53], y usan estas demostraciones para

extender los resultados de convergencia a particiones de H-matrices.

Definicién 11. Sea A = [a;;]1<ij<n € Ma. Se define 1a matriz comparacion
de A y se denota por (A), como
a;l i=3 ..
(A)=1[b;] : b;= lal ] J 1<t,5<n.
~ ol $#3J
Definicién 12. Diremos que A = [aihi<i Js; € M, es un M-matriz si es
no singular con a;; <O parai# jy A~ > O. La llamaremos H-matriz, si (A)

es una M-matriz.

Para introducir los resultados de"oonvergencia para el método en dos eta-
pas, demostrados por Fromer y Szyid [31], damos previamente las siguientes
definiciones.

Definicién 13. Diremos que la .articion A = M — N es H-particién si
(M) — |N| es una M-matriz.
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Definicién 14. Diremos que la particion A = M — N es H-compatible si
(A) = (M) - |N].

Teorema 8. Sea A= M — N una H-particidn, y sea M = F -G una
particion H-rompatible: Entonces
(i) El método en dos etdpaa estacionario definido en la ezpresion (1.22) con-

verge.para s 2> 1.

(ii) El método en do: etapas no estacwnano definido en la ezpresion (1.23)
converge para s(l, 21, 1=0,1,.

Es conocido, (ver Frommer y Szyld [31]) que si la particion A = M - N
es una H-particion, entonces A y M son H-matrices, por tanto el Teorema 8
extiende los resultados de convergencia, de los métodos en dos etapas, a una
clase de matrices no necesariamente monétonas, a las H-matrices.

Este tipo de matrices forman una clase bastante importante, segin se refleja

en el siguiente teorema. que puede verse en Frommer y Mayer [29].

Teorema 9. Supoéyamoa que la matriz A cumple una de las siguientes con-

diciones.

(i) A es una M-mé:;_?:_viz.

(ii) A es estricta o i-reduciblemente diagonal dominante.
(i) (A) es simétricc y definida positiva.

Entonces, A es una K -matriz.
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.....

Capitulo 2

Meétodos iterativos paralelos

2.1 Introduccién a les multiprocesadores

Es de destacar la demanda de computadores con gran potencia de cilculo
que hoy en dia se estd exigiendo, tanto a nivel cientifico como industrial. Como
cabe esperar, esta demanda actual ira incrementandose en un futuro, sobre todo
en aplicaciones de simulacién y de tiempo real.

La velocidad en la computacién tiene unos limites y restricciones logicos y
tecnolégicos a los que poco & poco se va llegando. Las soluciones que se plantean
ante esta damﬁd& de computacién se pueden concretar en tres tipos, soluciones
de tipo software, soluciones de tipo hardware y paralelismo.

Las soluciones de tipo software consisten en realizar mejoras en los algo-
ritmos para que estos se ejecuten reﬁuiriendo el menor tiempo posible. Pero

los algoritmos poseen una complejidad y necesidad de recursos intrinsecas que

25
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limitan este tipo de soluciones.

Las soluciones de tipo hardware consisten en mejoras en la tecnologia de
computadores, mejoras que deriven, por ejemplo, en una mayor rapides en la
ejecucién de instrucciones o en la realizacién de operaciones de entrada y salida,
conseguidas mediante la construccién de dispositivos electrénicos mis répidos.

Otra solucién, que ademas es compatible con las anteriores, es el paralelismo,
el cual consiste en replicar unidades de tratamiento de informacién con el obje-
tivo de repartir tareas entre las mismas, espacial o temporalmente, y realizar la
ejecucion del programa en cuestion, en un tiempo inferior. A las arquitecturas
de este tipo de computadores se las denomina arquitecturas paralelas. Dedica-
remos la Subseccién 2.1.1 al estudio de este tipo de arquitecturas, prestindole
mayor atencion a las arquitecturas tipo MIMD o hﬂtipmlom, ya que ea
en este tipo de arquitectura, en la que se reahun.n los experimentos numéricos

de esta memoria.

2.1.1 Tipos de arquitecturas paralelas

Dentro de las arquitecturas paralelas, cabe distinguir entre el paralelismo
temporal, que es el que se da cuando se realizan un ¢onjunto de operaciones de
forma solapada en el tiempo, y el paralelismo espacial, que se consigue replicando
ciertas unidades funcionales. En cuanto a los distintos tipos de arquitecturas pa-
ralelas destacan las arquitecturas segmentadas o pipeline, arquitecturas SIMD,
procesadores sistdlicos y arquitecturas MIM D.

Analizamos brevemente estos tipos.
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o Arquitecturas segmentadas o pipeline

'La idea bésica de estas arquitecturas es la divisién de una unidad de
proceso en partes.o segmentos, dotindolos de regutroa capaces de alma-
cenar los resultados intermedios. De esta forma si se tienen que proce-
sar distintos conjuntos de datos, es pomble hacerlo solapadamente en e
tiempo, consiguiéndose asi un pa.ralehsmo tempora]

El funcionamiento de los distintos segmentos es sincrono, el ciclo de
reloj para la unidad de pipeline vgpdra dete;mmado por el segmento mis
lento.

Este tipo de arquitectura es 1itil cuando hay que procesar conjuntos
. homogéneos e independientes de datos, como pueden ser vectores. De aqui

que en los computadores vectoriales se utilicen unidades segmentadas.

Aunque este tipo de arquitectura ha alcanzado su techo de perfeccio-
namiento, cabe destacar su compatibilidad con otro tipo de arquitecturas
paralelas, mejorando asi las prestaciones.

e Arquitecturas tipo SIMD

Las siglas corresponden a Singlé Instruction Multi)le Data. Este tipo
de arquitectura corresponde a la idea de una tinica instruccién ejecutan-
dose sobre distintos datos. Los eombtitid&m con este tipo de arquitectura
suelen estar formados por varios procesadores pero con una tnica unidad o
de control. Todos los ;}roeesadom ejecutan la misma instruccién, bajo las
ordenes de la unidad de control, pero cada uno de ellos sobre sus propios »
~datos. Esto proporciona obviamente un funcionamiento sincrono del sis-

tema. Cabe destacar la importancia de este tipo de arquitecturas para el
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disedio de computadores con un fin muy especiﬁoo,v:inemba.tgo nopueca
muy adecuada como solucién general.

e Arquitecturas sxstélxcu

Estc tipo de a.rqmtectura permite disponer de nn gran nimero dc pro-
cesadores que pueden funcionar en paralelo con un coste zelativamente
bajo. Con un funcionamiento en principio sincrono puede considerarse
como el limite al que tiende una arquitectura SIMD cuanéo los elemen-
tos de proceso tienden a la simplicidad méxima y la mesaoria local a
desaparecer. Este tipo de arquitectura presenta gran utilidad en proble-
mas cuya velocidad de ejecucién vicne limitada por el cdlculo y no por las
entradas-salidas. Aunque se ha implementado en pocas miquinas, tiene
gran aceptaaon como coprocesador.

e Arquitecturas tipo MIMD

La siglas corresponden a Multiple Instructions Multiple -Jata y descri-
ben la idea de un computador en el que distintas instruccioi-es se ejecutan
sobre distintos conjuntos de datos. En este tipo de miquina cada elemento
de proceso ejecuta su propio juego de instrucciones sobre los datos que
eventualmente contiene. Existen por tanto, varios element:s de proceso y

~cada uno con su propia unidad de control, con lo que el 51§donamiento
del sistema es asincrono. | |

A este tipo de miquinas se le denomina cominmente muittpnc mdor Segin
su configuracién existen dos estructuras bisicas:
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o Multiprocuador coli memorh dktribuida i
Enutetxpodemnltxpmceudorud&elmwdemtmm '
propia memoria, m&*mble alos demil procesadores, donde a.lmma sus

entre los distintos rqeeudora debe reahzane mediante paso de mensajes.
Este paso de mensajes conlleva un retraso en la ejecucidn.

e Multiprocesador con memoria compartida

En estos oompuﬁsdom paralelos, todos los elementos de proceso tienen
acceso a una memc:sia comtn, si bien independientemente, cada uno de
ellos puede poseer una pequefia memoria local para cddigo y resultados

~ intermedios. La com:nicacion entre los distintos procesadores se realiza a
través de la memoria comin. La principal ventaji de este sistema es que
permite comunicaciones muy rapidas entre los ptocendor&. Sin embargo
pueden producirse conflictos en el acceso a dates. En algunas ocasiones un
procesador no debersé: poder acceder a un dato hasta que este no haya sido
actualizado por otm;_ lo que debe preverse. También se produciran tiempos
de contencion cuan<o un procesador deba esperar a que otro haya leido o
actualizado un datc. Este tipo de problema se incrementa al aumentar el

nimero de procesacores.

Un aspecto unportuze en un nmltiprooesadbr; ya sea de memoria compar-
tida o distribuida, es la :opologta de la red de interconezion, es decir, la forma
de conectarse los distintss procesadores para establecer la comunicacién entre
ellos. Una red de interconexién deberia lograr conectar el mayor nimero de
nodos posibles, con pow&enhces por nodo, un diimetro pequeiio y pocos con-
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ﬁictondewcuomhted. Enmhnedamilimpahnwnmmh
qnedeambxmooaeontmmdén.

degem:bcr- pwdmmdemnnmudénmdmtehmdunm

+dos los nodos entre si.
Memoria 1 Memoria 2 Memoria N
Procesador 1 -—-=-—
Procesador 2 — — -———-—

- .o

|
1_

Topalogm de bus: Todos los elementos estin conectados a un bus ripido.
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.21 Inmducddulanmmpmmdau T

| oS ® ,
(Cache] [Memosia Local] UL

u. . w 5

Topologia de anillo: Cada elemento esti conectado a los vecinos mis prdximm;
por un enlace unidireccional o bidireccional. Un elemento puede leer de
un vecino mientras escribe en el otro vecino.

1P| P2 P}~ P,

Anillo unidireccional

Py [~ P\ Ps}o—e-- -~ P,

‘ . nl ‘.IO ) ‘.\l

Topologia de malla: Cadshodoattoonectadoamw&txdwdnocmﬁpré—
ximos. Sediccdemalha_biata,axmdoadani:losmhoudehpailaia
estin anulados.
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v
~
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e}

‘Topologia de hipercubo: Este sistema de interconexién puede usarse para conec-
tar N= 2"'procesadofes. Cada procesador corresponden’a a un vértice de
un hipercubo r;—dimensionﬂ y estaria conectado a otro sienel hipercubo
hubiera una arista entre los correspondientes vértices. Con un nimero
no demasiado elevado de conexiones se consigue un didmetro reducido,
aunque en cualquier caso la dimensién n del hipercubo no puede ser muy
grande. La ventaja fundamental del hipercubo es que permite conectar un
gran nimero de procesadores (2*) con un didmetro pequeiio n y con pocas

_conexiones. Otra ventaja del hipercubo es que contiene otras estructuras,

en particular al anillo.
P P
P P [k P
P P
P P P P
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Red Multifase: Sn se deaeu conectar N = 2® pmoesadorea, pt.ede hacerse e
n fases, cada una de ellas con N conexiones. Este aque‘m puede utili-
zarse tanto para sistemas con memoria distribuida, como para sistemas
con memoria compartida, segin pongamos a la derecha procesadores o

memorias,

P_f ™
| ' M

><'J\ |
P__] | M

/

P_] - M
P__ ] M
P__| M
aalh®
P M

Los experimentos numéricos que se expondrin en esta memoria, han sido
implementados en un multiprocesador de memoria compartidz Alliant FX/80.
Resumim.s, a continuacién, sus caracteristicas mis importas-es. Este multi-
procesador posee dos tipos de procesadores, los procesadores irteractivos o IP's
y los elementos computacionales o CE’s.

Las funciones principales de los IP's son la gestion y contr"’ de la periferia,

_ gestion de tareas para el sistema operativo y gestién de los prueaos de usuario
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que no requieren cilculos (edmoneo, compxlwones, ...) Poseen un juego de
instrucciones no muy soﬁstxca.das desde el punto de mta m&temitxoo (compa-
tible con el motoroh MC 68020). El Alliant FX r’80 poaee dos prooeudorea de
este tipo.

Por otra parte, la fnnc:on principal de loc""E’s e la. ejecucxén de todo:
tipo de procesos usuarios, principalmente los que requieren célculo matematico
muy intenso. Poseen un juego de instrucciones :isico (compatible MC 68020), |
instrucciones para operaciones en coma ﬂota’nte. instmcciones vecioria.les e ins-
trucciones para la getxon de concurrencia (smcmmzwon y eomumcaaon) El
Alliant FX/80 posee 8 procesadores de este tipo.

La red de interconexién es de tipo bus. El sistema de memoria soporta
hasta 256 Mb de memoria central; ademds, este sistema dispone de dos tipos de

memoria cache:
o IPC (Interactive Processor Cache). 1 banco de 32 Kb.
e CPC (Computational Processor Cache). 2 liancos de 256 Kb cada uno.

Como ya hemos comentado, los resultados mmmcoe que desarrollamos en
las Secciones 3.4, 4.4 y 5.4, se han realizado sobt 'este mult:procesador, aprove-
chando las posibilidades de vectorizacién y patalelumo que ofrece el compzlador
asociado al lenguaje FX/FORTRAN. PO

Para obtener los distintos modos de ejecu=idn, que nos interesan, hemos
utilizado diferentes directivas de compilacién, c:1e detallamos a continuacién.

e Compilacién escalar o secuencial: Las operaciones se realizan se-
cuencialmente. El procesador FX/ FORTEAN rexliza tantas instrucciones
como le permiten sus “pipelines”. 2
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e Coinpilacién vectorial: Las operaciones se rea.hza.n en grupos de 32
elementoa (o menos, si no estin dxspombles los 32) por instrucciones vec-

tOl’l“ﬂ del hardware.

. Cog};:‘pilaci6n concurrente (escalar concurrenfe): Las operaciones se
realizan concurrentemente sobre un nimero predeterminado de elementos

mxﬁ;-mtaciona.leu o CE's.

e Co:ipilacién vectorial-concurrente: Las operaciones se realizan en
| grug:oo de como mucho 32 elementos, concurrentemente sobre un niimero
predefinido de CE’s.

2.1.2 Medidas de paralelismo

En esta seccién vamos a definir aquellos pardmetros que nos van a ser de
utilidad p-ra evaluar las prestaciones de los algoritmos en paralelo. Estos son el
mcrement » de velocidad o speed-up y la eficiencia. Para ello, vamos a suponer

que dmpmm de r procesadores.

Defiricién 1. Se llama incremento de velocidad (o speed-up) de un algo-
ritmo p&;a.lelo a

Tiempo de ejecucién en un sélo procesador
Tiempo de ejecucién en r procesadores

S, = (2.1)

Obvizmente S, < r, siendo de eapenr que en el caso utépico en que el
pa.rdelu; @o fuera perfecto se obtendria S, =r.
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Esta definicién compara el mismo algo’ritm,utiliza.ndé uno o r procesadores,
sin embargo esto tiene un inconveniente, ya que dicho algoritmo paralelo no tiene
'porqu‘e ser el mas eficiente cuando se ejecuta en secuencial. Esto nbs llevaala

introduccidn de una nueva medida de paralelismo,

Definicién 3. El incremento de velocidad o apecd-up de un a.lgontmo para-
lelo respecto al mejor algoritmo secuencial es

- de jecucién en un sélo procesador del nﬁommo secuencial m.il rgxdo
S = Tiempo de ejecucion en  procesadores gontmo par v

(2.2)

Relacionada con las anteriores medidas estn las de eficiencia, que miden el
gra.db de utilizacién de los procesadores- del sistema al ejecutar en €l un algo-

ritmo. Para un sistema con r procesadores damos la siguiente definicién.

Definicién 3. Se llama eficiencia de un algoritmo paralelo, respecto a si
mismo a
S,
E' = T’
siendo la eficiencia respecto al mejor algoritmo secuencial

B2,
r
Obviamente E; < E, < 1. El objetivo es conseguir la mayor eficiencia
(o incremento de velocidad) posible, aunque dificilmente se podri obtener el
éptimo E! = 1. o
Hacemos notar, que para obtener los parimetros definidos en esta seccién es
necesario realizar el experimento numérico, pues estamos habhndo de tiempos
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reales de ejecucién. Por otra parte no siempre va a ser poable determma.r el
mejor algoritmo secuencial en términos absolutos.

Para finalizar esta seccion, decir que para maximizar la eficiencia de un
algoritmo paralelo, hay que tener muy en cuenta el equilidrio de la carya, es
decir, la distribucién de las tareas entre los distintos procesadores de forma que
todos ellos tengan una cantidad de trabajo similar, mis ain, debe procurarse
que este reparto equitativo se realice entre todos los ‘puntos de sincronizacién a
fin de evitar que algunos procesadores se mantengan inactivos o perezosos. Esto
supone que el problema de asignacién de tareas a los distintos procesadores sea
clave a la hora de mejorar la eficiencia. Esta asignacién en los multiprocesadores
de memoria distribuida suele ser estatica, es decir, que se ha de hacer antes
de comenzar con la ejecucién del algoritmo, sin embargo en los de memoria
compartida suele ser dinamica, lo que permite que dependiendo de como va

desarrollindose la ejecucion se asignen las tareas a los distintos procesadores.

2.2 Antecedentes y estado actual

En esta seccion vamos a estudiar métodos iterativos en paraleic, para la
resolucién del sistema de ecuaciones Az = b. En al Capitulo 1 hemos dado
condiciones suficientes o necesarias y suficientes, para que un método iterativo
secuencial converja. Estos métodos se pueden utilizar, sin demasiada dificultad,
en un multiprocesador. Para esto, distribuimos la carga de trabajo, mediante
la asignacién de incdgnitas, entre los distintos procesadores. Esta asignacién se
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puede realizar de cuatro formas diferentes:
o de forma direct.a, |
¢ mediante reordenamiegto de incognitas, |
e utilizando deacomposicién en bloques, y
e con la introduccién de las multiparticiones.

La asignacion se puede hacer de forma directa cuando el método permite
que los procesadores tta&jm independientemente, como ocurre en el método de
Jacobi, que puede ejecutarse en paralelo, haciendo que cada procesador actualice
sus incognitas y después, en paralelo también, envie las variables necesarias a
los otros procesador. Si no se tuviese en cuenta el tiempo de comunicacién se
alcanzaria un speed-up tedrico igual al niimero de procesadores, ya que en este
caso, el grado de paralelismo es perfecto.

La reordenacion adecuada de incognitas, vpermit.e distribuir la carga entre
procesadores de forma independiente, en algunos a.lgoﬁtmos.

Sin embargo la distribucién de un grupo de incognitas a cada procesador
induce una idea mais general, que consiste en dividir la ‘matriz Aen bloqueg y
asignar estos bloques a los distintos procesadores. Es decir, si la matriz A estd
dividida en bloques, con bloques diagonales invertibles de tamaiio n; x n;, de la
siguiente forma

An Ay - Als»T

An Ap - Ax

| An A oo An

o
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sepuedencomtmnlocngmentambrmqueaemgnmudaunoam
procesador |

A«”(” 2 Al) (-1 +bu it = l 2 ey k= 1’2”"’ (2°3)

il i

donde ¥; y b; son bloques de los Vect-’re yybd, mMiwu. vde tamaiio
conforme con el tamaiio de los correspcadientes bloques de A.

La ecuacién (2.3) corresponde al esquema iterativo denominado método de
Jacobi por bloques (un estudio exhw.i;ivo de métodos iteutivou secuenciales
por bloques se puede seguir en Young [83] y en Bertsekas y Tsitsiklis [8]). En
determinados casos, los métodos Vpor bloques ion al menos tan ripidos como
los métodos por filas, esto ocurre por ejemplo cuando la matriz de coeficientes
es una M-matriz. Seri interesante, por tanto, no sélo la eleccién del método
utilizado para la resolucion de los distintos subsistemas planteados en (2.3), sino
la eieccién ae los bloques de la matriz 2. En White [80] puede verse un ejemplo
numérico basado en la ecuacién de Pisson discretizada mediante diferencias
finitas de segundo orden y con la utilizacién de las técnicas de reordenacién y
descomposicion en bloques. '

La técnica de descomposicién en bh;»quea puede verse como un caso particular
de la técnica de multiparticion. Est.. técnica fue introducida por O’Leary y
White en {61].

NoseentrmenhSuboeoaén; ?1 melutndlodeloométodocbandos
enumltxputiaona,ytqmendlaae undmtanlooraultadocobtemdocen
esta memoria. 2
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2.2.1 Métodos 1t.3rativos basados en la técmca de muL

Sea A la matriz del sistema lineal Az = b; en el Capitulo 1 se definié el
concepto de particion dc una matriz A = M — N. Esto permitié construir el
esquema iterativo (1 .8),:_que como recordamos aqui, se escribe como

z(h) - sl-lNz(b-l) + M“b{ k = 1,2’.'.. | (2.4)

Claramente, se podrian haber construido distintas particiones de la matriz
A, y obtener para cada uaa de ellas un esquema iterativo diferente. ,

Bajo estas oondiéiones, O’Leary y White [61] introducen, en 1985, la siguiente
técnica de multiparticién para la resolucidn de sistemas de ecuaciones lineales
en paralelo. '

Definicién 4. Sea A4 una matriz cuadrada. Se llama mulltpcrtmou de A al
conjunto {M;, N;, F; },,, tal que

(i) A= M; - N,, es uaa particién de A, paratodo i =1,2,...,r
(i) O< E; <1, E; n—énega.tivay diagonal, para todo i = 1,2,...,r
(i) ) E =1

=1

O’Leary y White, = partir del concepto de multiparticién, plantean el si-

guiente procedimiento :erativo
v =Y EMING®V ¢ S EM, k=1,2,..., (2.5)
s=1 s=1
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que tiene la misma estructura que el aquana iterativo secuendial (2.4).
Suponen quendisponedérpmcaadoraconedaduenmdyquccada
uno de ellos puede ejecutar una sucesién diferente de instrucciones sobre sus
datos locales. En cada iteracién el procesador i-ésimo calcula solamente las
MINy*=D 4 M,
que corresponden a los elersentos no nulos de E;. El procesador entonces pon-
dera estas componentes para que sea capaz de distribuir el vector

E.-M,-"'N;y"‘"’ + E.'M,-"b

a uno de los procesadores, que denominaremos central, donde se suman las
soluciones de cada uno de los esquemas iterativos asignados a los distintos pro-
cesadores, para asi actualizar el vector y en la iteracidn k, es decir para obtener
v

Notar que si un elemento diagonal de 1a matriz E,; es nulo, entonces el proce-
sador i-ésimo no necesita actualizar dicha comporente. En consecuencia, si las
matrices E; son tales que si una de ellas tiene el j—ésimo elemento de la diagonal
no nulo y todas las demis E,,t # i tienen su elemento diagonal j-ésimo nulo,
se puede asignar [a fila j de A sdlo al procesador i-ésimo. Si este razonaniiento
se piensa con bloques de filas, sdlo se asignaria el correspondiente bloque a un
dnico procesador. Asi, con una dnica particién se puede construir una multipar-
ticion y repartir el trabajo entre procesadores, niediante el célculo de bloques
de componentes del vector y(*).

Si denotamos

H=YEM?N, y C=Y EM,
=l =l
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" Ia ecuacién (2.5) se puede escribir de la siguiente manera
y W = Hy*-Y 4+ Cb, k=1,2,..., A (2.6)
donde H es Ia matris de iteracin. _ |
Al estudiar este método iterativo, podriamos pensar que si las r Midonel
de la multiparticién son convergentes entonces el esquema (2.5) o equiva.len--
temente (2.6) converge. Sin embargo, esto no es cierto como se refleja en el
siguiente ejemplo (ver O’Leary y White [61]).

Ejemplo 1. Sea

3
A=3g]
°zJ

¥ consideremos las particiones

' 1
-1 A |
A=M-Ny =} : - 4 13
1 4 1 T

S| -

y ‘
13
41 -1
A=M;-N; = 1]-[ 4 1
-1 = -] —-=
2 4
Entonces
M7V, = 0 -0.25
025 0.875
y
MN, = 0.875 0.25
-025 0

Ambas matrices son convergentes ya que su radio espectral es 0.7965.
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22Ani¢oedmtayubd6&dud» &

oo0] 10 |
E=| . y Ea= v e
01} 00]j SR
entonces la matriz de iteracion de la multiparticién es =

| 0.875 0.25
H=EM>*N, + E;M;'N; = i
025 0.875
cuyo radio espectral es p(H) = 1.125 y por tanto no hay oonvergenci; :

Sin embargo si Ias matrices E, y E; se definen

10 00
00 01

entonces la matriz H resultante tiene radio espectral 0.25. Luego en este caso

hay convergencia.

O’Leary y White [61], investigan también clases de matrices A y iipos de
multiparticiones que dan lugar a que el procedimiento iterativo (2.5: o (2.6)
converja, demostrando los siguientes resultados. .

Teorema 1. (a) Sea A una matriz mondtona, y sea {M;, N;, E:}7,, una
multiparticion de A, tal que todas las particiones A = M; — N; won débil-
mecnte regulares. Entonces el esquema iterativo (2.5) es convergéute.

(b) Sea {M;,N;,ii;}7,, una multiparticién de la matriz A. Si se czmple que
lM,-“N‘L’ < 1 pora todo i = 1,2,...,r, entonces el esquema iterativo
(2.5) es convergente.
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La técnica de multiparticién ha sido ampliamente estudiada. Asf, O'Leary
y White [61], ¥ posteiiormentc, en 1990, White en [80] estudian la mnﬁergéncia.
del esquema (2.5) cuando la matriz A es simét:ica y definida positiva. En
{80] también se dan resultados numéricos de la mﬂementmon de este método
sobre un multiprocesador de memoria compartié'a; _l,a_oonclusién‘_mis visible
es que disminuye el nimero de iteraciones cuando aumenta el solapamiento,
pero sin embargo el tiempo no disminuye sensiblcnente. En 1987, Neumann y
Plemmons [57] esiudia.n con detalle la convergenc:x_; del método iterativo basado
en una multiparticién de A, cuando ésta es una mzsinz mondtona. Dicho estudio
se basa en una norma mondtona (ver expresion (1‘_4‘) del Capitulo 1), usando el

vector Perron, de una matriz no negativa.
Teorema 2. Sea A una matriz no negativa e irreducible. Entonces
(i) p(A) es un valor propio de A.
(i) p(A) aumenta cuandov los elementos de A aumentan.
(iii) p(A) es un valor propio simple.

(iv) Eziste un vector propio u positivo asociado = p(A), es decir Au = p(A)u,

con u > 0.

~ Este resultado se debe a Frobenius y es una geueralizacin del que establecié
“Perron en 1907 para matrices positivas. Al vectc: propio u se le conoce con el

nombre de vector Perron de A.
Teorema 3. (Lema 2.2 de [57]). Sea A ur.a matriz mondtona. Sean

{Mii N, Ei}:.x y {Ei" E;E'l}:al
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‘doamplt:pamcwmde:ttalamﬁ Al.‘;pamtodoc=12 .,r‘.;'
Entoumadu.>o,mtodot, dondcu. uelvectorPemnposzmode
M lNia 3—12, ses af:”“mﬂ‘mﬁ(ﬁ)<ﬁ(ﬂ)

exi el Teorema 3 o se ha impuesto ninguna condicién sobre las

E;, i = 1,2,...,r. Ello sugiere que el radio de convergencia
de un esquema iterativo basado en multiparticiones de una matriz monétona,
esunapronedaddchspntxaonudehmultxpartmonynodelasmtnca
E.. Antencrment.e hemos discutido como se puede distribuir el trabajo entre
proceudora mediante las matrices E;. Por tanto, se puede decir que el radio
de conmg&ta& no depende de la distribucién del trabajo entre procesadores y
en consecuencia se puede ethbru la ca.rga con la sola uiea de minimizar el
-tnempo de ca.lmlo de una iteracién.

En este mismo artnculo, (57) Neumann y Plemmom da.n especul atencién al
caso en que las particiones estan basadas en las clasicas particiones de Jacobi y
Gauss Seidel.

Supooem sin pérdida de 5eneuhdad que la matriz de coeficientes A se puede

escribir conzo
‘?°  A=I-L-vU,

donde L y J son matnou atnct&mente tnangulu mfcnor y superior respectx-
| hoes ooustmyen hl ﬂgmentel xm.tncu xwtmon de loc ‘métodos

Jacchi J=L4+U | @
Gauss-Seidel L =(I-L)"'U. (2.8)
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.Sea.n L. y U rmtncuqueutufacen las con 'cioné T
0 SLi<L, OSU; <V, if 1.2;,---,r.
,f;-*:‘:gntonw se pueden construir las multiparticiones siguicntes
Jacobi {I1-L), L+U-L), B}, (2.9)

'Ga.uss—Sei.del» {I-L-U), (L+U - L; - U;), E}; (2.10)

t=1"

Con estas multiparticiones obtienen el siguiente teorema de comparacién (ver
Neumann y Plemmons [57]).

Teorema 4. Sea A = I — L — U una M-matriz invertible e irreducible.
Entonces el radio de convergencia del esquema iterativo asociado a las multipar-
ticiones (2.9)-(2.10) es superior o igual al radio de convergencia del método de

Jacobi.

. Otros resultados de comparacién de radios de convergencia con multiparti-
. ciones se pueden estudiar en Elsner [22].

Es corocido, qde una forma de acelerar la convergencia de un método ite-
rativo es usar un factor de relajacién, como comentamos en la Seccién 1.3. En
[61], O’Leary y White construyen algunos ejemplos de multiparticiones de ma-
trices convergentes, discutiendo su uso sobre computadores paralelos, uno de
estos ejemplos corresponde a un método de multiparticidn relajado en el que se
utiliza el parimetro de relajacion w como en el método de Jacobi relajado. Este
método esti definido por la siguiente iteracién

s 8oL EM (Na® 48) +(1-w)2®, 1=0,1,.... (211)
=]
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Claramente of esquams iterativo (2.11) puede eocribirse de la forma 8% .
As® 4e 1=0,1,...,c0n e

HewY BM'N,+(1-w)l, I=0,1,....
-t

, m,m-mmuwumuu)
cusado A & wnas H-matris (ver Definicién 12 de la Seccidn 1.4). La condicion
que exigen 2 la multiparticida de A, para dicha convergencia, e que diag(M;) =
diag(A) y (A) = (M) - [Nif, i = 1,2,...,». Denotando diag(4) = Dy A =
D - B cbtiemen d siguiente teorema.

Toorems §. Ses A une H-matriz, y ses el conjunte {M;, N, E;)l., sns
maltiparticiée de A con diag(M,) = D y (A) = (M) = [Ni|, i = 1,2,....r. Si
0 < w < ooy eatences o método de multiparticion relajedo (2.11) con-

Otra posibilidad, estudiada por estos mismos autores consiste en suponer
QeA=D-L, -V, k=1,2,...,r donde D es la parte diagonal de A4, L, es
estrictamente triangular inferior, y V, e tal que A = D - L, -V, (en geveral V,
80 ® triangular superior). Supongamos que D es no singular y denot-mos los
elementos de A, D, Ly y V, por &y, dyy, & y v respectivamente. Consideremos
la mukiparticida (D - L. Vi, B, }L,. El esquema que plantean es el siguiente

M.t&".a ‘-anlv"o
=
doade

[ -i— (gw*,f_;"-‘f'“) +(1-0), i=1,2....n (uz).
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Claramente los calculos de §'* para k = 1,2,...,r, son independientes y se
pueden realizar ea paralelo.
En este caso el esquema iterativo (2.12) se puede escribir como

s 2 HaM 4o, 1=0,1,...,

H= 3 ED - wla)™ (1 - 0)D +wli).
bul .

La convergencia del esquema (2.12) se estudia en [ﬂ],hﬁbﬁbmﬂ—mﬂ.ﬁw,
probando la convergencia para los mismos parimetros de relajacida w que e o
Teorema 5, y asumiendo que (A) = |D| - |L,| - V.|, k=1,2,...,r.

Teorema 6. Ses A yna H-matriz, ypara k = 1,2,...,r ses L, una matriz
estrictamente trienguler inferior. Definimos las matrices V, tal gue A = D -
Ly — Vi. Asumimos que (A) = |D| - |Lsl = |Vi| pare k = 1,2,...,r. Entonces
50 < w < kg © esquems (2.12) converge o la solucidn del sistema
Az = ).

Hacemos notar que estos métodos estudiados por Frommer y Mayer [29], para
w = ] se reducen a los métodos de multiparticién no relajados, por lo que
obtienes nuevos criterios de convergencia para el caso no relajado.

La condicidn de que A sea una H-matris cubre varios casos intevesantes,
tales como el de A-matris, estricts o irreduciblemente diagonal dominante y o
caso es que (A) sea simétrica y definida positive (ver Teorema 9 de la Seccidn
1.4). ,

Derea ea (18] presenta una clase de algoritmos relajados basados en multipar-
ticones, Hamados algoritmos de multiparticiéa en paralelo AOR, para resolver
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ymdulimdomdoou. Eluﬁpodcdgedtmounumaﬁadéodd
dequeAaammummon&cm. amf‘imudxomhdemuoaeu
esquemas (2.11) y (212) en la Secciones 3.1 y 4.1 respectivamente. Por otra
parte en la Seccida 4.1 introduciremos los algoritmos estudiados por Deren.

En 1990, Szyld y Jones [77] estudiaron la zelacién existente entre los mé-
todanterwmendmeupu(mSecaéanylolbuadamhtécmade
multiparticién, analizando también los radios & convergencia. Concluyen que
el método de multiparticicn es asintéticamente mis ripido.

2.2.2 Métodos caéticos basados en la técnica de multi-
particién

En la Subseccién 2.2.1 se han estudiado dijerentes procesos iterativos en
paralelo para la resolucide de un sistema de ect aciones lineales.

En general los diferentes procesos xtcnhvr;s estudiados resuelven sistemas
o subsistemas del sistema de ecuaciones linealss original en cada procesador,
actualizando en cada iteracidn global el vector solucion. En estos casos, cada
procesador obtiene solamente una soluciéa de'= subsistema asociado.

Puesto que los diferentes procesadores de <in multiprocesador MIM D son
independientes, se puede pensar de forma nat=ral en producir un esquema ite-
rativo tal que cada procesador pueda actualize> mis de una vez su soluciéa, en
cada iteracida global. En este caso se obtiene t:1a sucesion de vectores diferente
deho&nﬁsmhmﬁndmdchwzzlypamwndebe

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



Métodos iterativos paralelos para la resolucion de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martinez

30 2 Métodos iterativos paralelos

realizar el estudio tedrico de ls _pavergencia de estas nuevas sucesiones.

en que cada procesador actuak’a su solucida un nimero variable de veces, de-
pendiendo de = iteracidn global que se esté realizando. La iteracin global se
mmnamdebmdeadamdehmuhm La idea de los
modelma&mmgemteelamblamdeethburhwpdctubqoentre
los distintos procesadores. A:i.nmponanaqueuehsdctuolverunmtema
endquehaymymdxfermeammlmtmmdehdntmt«bbqude
filas que son asignados a distintos procesadores, podri ocurrir que en un dierto
instante algunos procesadores y: hayan actualizado su bloque de vector iterado,
mientras que otros contintan trabajando. Parece entonces logico, que para evi-
tar esta situacion los procesadores ociosos recalculen varias veces su bloque de
vector. Esto lograria un equilibrio de la carga de trabajo, ademis de esperar
una mejora en la velocidad de cmvergenca.

Dentro de los métodos casti s, distinguiremos dos posibles casos, los méto-
dos casticos sincronos y los m-todos caticos asincronos. En el primero, cada
iteracidn global se construye a partir de las soluciones de todos los procesado-
res. Claramente se necesita ura “sincronizacién” entre todos los procesadores
para coanstruir el vector iterad-. en cada iteracién global. En el caso “asincrono”
cada iteracién global se const=sye a partir de la solucién de algin procesador,
concretamente e que acaba ¢ actualizar su solucica. En este caso existe una
gran libertad entre los proces:=daores, ya que no tienen que sincronizarse pana
Whmdem:pm

&l%&h&wyh&mmm:&npotbtanudew:mh
{64] en 1961 y de Chazan y Mi-inker {13] en 1969, estudian en {10} dos modelos
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iterativos cadticos en paralelo, basados en la técaica de multiparticién, para la
resolucién de grandes sistemas no singulares de ecuaciones lineales. '

El)rimuo de estos modelos, que corresponde a un esquema caético sin-
crono, puede ser considerado como una generalizacién del método de Jacobi por
Bloques en paraldo. En el segundo modelo planteado en 10}, cada procesador -
puede actualizar el vector iterado global, o récupcrgt algin subconjunto de las
componentes de dicho vector iterado, que resida en un procesador central, en
cualquier momento. Estamos hablando de un modelo caético asincrono.

Para la formulacién matemitica de estos modelos suponen A = M; — N;,
1 € i < r, r particiones de la matriz A y para cada i se define el operador
F; : R* — R* como sigue, |

Fz = M7 Nz + Mb. (2.13)

Esta expresion representa el trabajo de una iteracion local y se realiza por cada
procesador un nimero determinado de veces para intentar, de esta forma equi-
librar la carga entre los distintos procesadores.
4 Ademis, para un entero no negativo g, consideramos la siguiente notacién
para la composicién del operador F;

F=

F;oF,0---0F; ¢>0
{ cfiorroli 4 (2.14)

I g=0.

Con la notacién que acabamos de introducir, la versién matemaitica del modelo
cadtico sincrono es la siguiente.
Sean E;, 1 € i < r, r matrices diagonales no negativas verificando que
5 T Ei = 1, y sean A = M; - N;, r particiones. Iniciando con un vector
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arbitrario 2(9, se realiza la iteracién
0 =S EF50-1 1212 ..., (2.15)
=1

donde F; son los operadores dados en (2.13) y ¢(l,) son enteros positivos que
dependen de i, el procesador, y también de I, el indice de la etapa de itera-
cion global. Obsérvese que ¢(l,i) indica el nimero de iteraciones locales del
procesador i en la iteracién global I.

Tal y como se ha definido el esquema (2.15), no es necesario que cada pro-
cesador calcule todo el vector z() mediante las operaciones inducidas por los
operadores (2.13). El procesador i-ésimo necesita calcular aquellas componen-
tes que le son necesarias para sus sucesivos cilculos y aquellas para las que el
cotrespondiente elemento diagonal de E; es no nulo. Ademas, en la practica se
puede esperar que el nimero de iteraciones locales que cada procesador realiza
entre dos iteraciones globales del algoritmo se fije y dependa slo de A y de
la cantidad de trabajo que implica sus cdlculos. Bru, Elsner y Neumann [10]
obtienen, para este modelo, el siguiente resultado de convergencia.

Teorema 7. Supongamos que A es una matriz mondtona de tamaron x n
y {M,,N,,E;}!.,, una multiparticion de A débilmente regular. Entonces el es-
quema iterativo (2.15) converge para cualquier vector inicial ), siempre que
gqli)>1,1=1,2,...,i=12,...,r.

Para la construccién del modelo asincrono, Bru, Elsner y Neumann (10}, su-
ponen que dos procesadores no pueden acceder al mismo tiempo al dltimo vector
iterado global, evitando asi los posibles conflictos. Con esta suposicién dividen
la tarea tipica del procesador i—ésimo en tres subtareas que son ciclicamente
realizadas. Estas tareas pueden describirse como sigue:
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(i) Si «’ es la aproximacién a la solucién global que reside en el procesador al
comienzo del ciclo, el procesador actualiza alguna o todas las componentes
de w’ con las correspondientes componentes de la aproximacién actual a
la solucién que reside en un procesador oential; y obtiene la aproximacién
revisada w. o

(ii) El procesador calcula en la iteracidn local, el vector

u = E;F;w = E;M'Nyw + E;Mb. (2.16)

(iii) Si y es la aproximacién a la solucion presente en el procesador central
cuando el procesador completa el cilculo de (2.16), el procesador actualiza
el procesador principal como

z=u+(l~E)y. (2.17)

y este vector pasa a ser la nueva actualizacién para que el mismo proce-
sador i empiece la primera tarea con w’ = z.

Denotamos por ¢; un procesador cualquiera. Nétese que 1 <i; < r. Para

formalizar el modelo asincrono se necesita trabajar con sucesiones {i;};., que .

poseen ciertas propiedades que se describen a continuacién.

Definicién 5. Sea {i;}32,, 1 <i; <, una sucesién de enteros positivos.

(i) Se dice que la sucesion es admisible si cada uno de los enteros 1,2,...,r,
aparece infinitas veces en la sucesion.

(ii) Se dice que la sucesion es regulada si existe un entero positivo K tal que
los enteros 1,2,...,r, aparecen al menos una vez cada K elementos con-

secutivos de la sucesion.
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Claramente, toda sucesién regulada es admisible.

Elaqummmmddom[loquueddmma@nnuwénnm
en esta clase de sucesiones.

Se considera el proceso iterativo

20 = (1-E,)at*+ B, M3 N, zb’+b] (218)
j o= —r+l-r+2,...,0,1,2,....

Cuando j < 0, entonces i; = ~j + 1, mientras que si j > 2) entonces i; indica
el procesador que ha actualizado el vector global con el vector /).

El escalar r; indica el nimero de veces que se ha actualizado el vector de
la iteracién global por otros procesadores distintos del procesador i;-ésimo, du-
rante el tiempo que ha necesitado este iltimo procesador para completar el
trabajo de las tres etapas descritas anteriormente. Se supone que

z(""“ - z(‘"‘") e == z('l) = z(o).

Bru, Elsner y Neumann demuestran en [10} la converge:cia de este modelo
asincrono. Las condiciones se basan en la monotonia de !a matriz A y en la
regularidad de la multiparticién.

Teorema 8. Supongamos gque la matriz del sistema éwcl Az = b es una
matriz mondtona. Sea {M;, N;, E;}., sna multiparticién cébilmente regular de
A. Entonces la iteracidn definida en (2.18) converge a I= solucion ezacta de
dicho sistema, para cualquier sucesién regulada de catcm {’:};:1 siempre que
0Srj-lyj2-r+l.
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Elunmdomddopuedcuvkhmmmdim&lﬁum
mgmpbbdhaﬂimdbdqufumpﬂdo.endmwdoim ,
maabml%lww(vcomtﬂ]) El esquema propuesto
porChumyhﬁnnw[la],penﬁnddeOumB ‘pero es también un caso
particular del modek> asincrono de Bru, Elsner y Neumann.

Claramente, el método de Jacobi (por bloques) en paralelo se puede eacribir
utmmdoopatdaenmhruahudadapc@lwyywmtedehmm

Consideremos el cperador
Fi:R*—-R"
deﬁnidopanadaisl.ﬁ,....r,pa
Fa=Hz+},
donde
1 0]
' 1
H,~ & oo B‘j.‘ o Bu.n ... Bel> (2'19)
: 1
= 0 1
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5 ' 3 2 Métodos iterativos paralelos

m&is"‘;“ﬁ'j#‘o 1€jSr,yel vector

P 1

Conh:p:opwdadudenuumltiputxaénde.d.elmétododehmbn cadtico
ﬁavbloquasepuedeocnbudchtotm ‘

30 = .Z EFfzt-0 1=1,2,..., (2.20)

donde ¢(l,¢) 2 1, i = 1,2,...,r, yl = 1,2,.... Nitese que este esquema es
sincrono. '
Es ficil observar que las matrices H. definidas por (2. lQ)aonxdempotentu
| ymeonaecuenm |
| F{“3 = Fa.
Ewtmdmdoa&wodc.lwohporbloqua definido en (2.20) se reduce

50 = ):z.p:“-", 1=1.2,...,

modm&ododc.lmhporbloqna.

B Pctotrohda,Avddn,dePilBs,HadjidimayNeumnnaiu]atudhn
w:dam.eanuelm&odoatnpohdoderb:Wunm
zadio de convergencia que el no extrapolado.

1 Estos resultados, sugirieron a Bru y Fuster en [11] el estudio de esquemas
: os basados en la particién de Jacobi, pero relajados. Para esto, suponen
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22 Antecedentes y estado actual

Il

quh'muﬁzAddl'i:m'ﬁnedAa=b,est£divididaenbloqueu,conloo

bloques diagonales igual a la identidad, es decir, consideran el siguiente sistema
M. r N - r - - |
- By - Ay - Ay |[&] [&
Ajy o I - A z; | =], (221)
_A'l cee Aq' s In ] ..ar‘ | .er

donde los vectores 2 y b estin divididos de acuerdo con ¢l tamaiio de los bloques
de A.
El esquema paralelo cadtico que plantean es el siguiente:

2 = S E R0, 1=0,1,..., (2.22)
ist )
donde la matriz por bloques E;, 1 < j < r esté dividida de acuerdo con el ta-
maiio de la matriz A, con el bloque diagonal j~ésimo xguo.l a |a matriz identidad
I;; y los demais elementos nulos, es decir,

ro RERY 0 B s
E,’: 0O ... I” e 0O1. (2.23)
0_ eee O o O

El parimetro g(l, j) indica el nimero de veces que el procesador j—ésimo va
a actualizar su bloque de vector en la iteracién I—ésima, antes de que cualquier
otro procesador conozca sus cilculos.
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Pori;,15;<r,repxumtamropendomqnomgnmdtnbajoal;
J-ewnoproeaador Estoaopendoruatindeﬁmdacomo |
azzlja-;m"’ 1<j'<r,A (224)\-

donde w es el parimetro de relajtaén, el vector o) tiene e bloque J-ésuno
igual al del vector de términos independientes b y los demads son nulos, es decir,

o? = (o,...,8},...,0), 1<j<r,
y la matriz J; es-

B

Ji=|wBjy - 1-w)My; ++» wBjp |» 1Sj<rm,

o ... 0o oo Iy |

B= B." : By =
(8] 0 i=j

De acuerdo con el esquema de iteracién (2.22), para calcular el vector iterado
2(+1), el procesador j—ésimo actualiza ¢(/, ) veces el correspondiente vector z)
mediante

_{-A.-, i#j
5§

l'}-z‘” = J,’tm +wold,

Una vez realizadas estas operaciones se premultiplica en (2.22) por la matriz
E;, definida en (2.23). Esto supone que dicha actualizacién se reduce tnica-
menteahwtualmaéndelbloqnej-énmo,y;queaéhéueutwmo,
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2.2 Antecedentes y estado actual 39

.vngﬁnhfotmdehamnncoE,.mhmnMddmmndo(b
bal mmmwnwmmmmmmw
mpletadapottodoshpmadom.dadcutapnﬂoé*ﬁsudaqm
(2.22) es sincrono.

En (11] se dan muludo-dcmmdapuadaquaa(w)mdod
factor de relajacién dptimo esti acotado entre 0 y 1, bajo e adiciones bastante
generales que dependen de la matriz de Jacobi. Posteriormes: e en [33] se extien-
Jeneltoo resultados de convergencia para e caso en que d factor de relajacién
toma valores en un dierto intervalo (0,wyp), con wp > 1.

Teorema 9. Consideremos el sistemas lincal no singuler (2.21). Suponge-
mos que el radio espectral de la matriz de Jacobi por Nogues B es menor que 1.
Sid<wc fd'ﬂ ya(l.s) =¢(l,5) 21, 1=0,1,..., 1<14,j<r, eatonces el
esquema iterativo (2.22) converge @ la solucion del sistema lineal (2.21).

En [33] también se estudia la convergencia del esquema (2 2) debilitando Las
condiciones que deben cumplir los factores caiticos ¢(1, 5) r-specto al teorema
anterior, exigiéndoles inicamente que sean mayores o m Que uno. Sin em-
bargo las hipGtesis relacionadas con la matriz de Jacobi por bioques son relativas

a la norma infinito, exigiéndole a ésta, que sea menor que i

Teorema 10. Supongamos que | B lo< 1. Si0 < w — s velhj) 2
1, 1=0,1,..., 1<j<r, entonces el esquema de iteraci=n (222) comverge &
la solucién del sistema lineal (2.21).

Ademds, en [33] se plantea la versida asincrona, del o;'xeuu plantesndo en
(11] demostrando la convergencia bajo las mismas hxpotefu para las que se
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60 - 2 Métodos iterativos paralelos

prueba el Teorema 10. Los experimentos numéricos que se presentan ea [12] y
[33] reflejan la aceleracién de los modelos cadti  sincronos, en los que a priori
se ba equilibrado la carga entre los procesador-s, y de los modelos asincroncs
freate al correspondiente modelo paralelo po caitico.

Por otro lado el efecto de los procesadores sobre la convergencia de méto-
dos iterativos fue objeto de estudio por Elsnes Neumann y Vemmer en [24) y
posteriormente por Elsner y Neumann en [23).-

En articulos previos a [24] sobre métodos de multiparticion, tanto sincronos
como asincronas, se asume ticitamente que el aimero de particiones coincide
con el nimero de procesadores. Este es el caso =n [10), [57] y [61]. Mientras en
el caso sincrono tal suposicidn es natural, es innecesaria en el caso asincrono.

Elsner, Neumann y Vemmer en [24] y posteriormente Elsner y Neumann
{23] examinan el efecto que produce sobre la aceleracion de la convergendia, la
variacién del mimero de procesadores en relacién con el nimero de particiones.
Concluyen que los procesos iterativos asincroes que utilizan aproximaciones
mis recientes para construir el vector iterado gl-bal convergen mis ripidamente

que los procesos que utilizan aproximaciones 1:znos recientes.
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Capitlzlo:} -
Método de multiparticién en

dos etapas

3.1 Introduccién

Considercmos ¢ sistema lineal
Az =), @3.1)

donde A es :na matris cuadrada de tamaiio n x n, invertible.

Supongz:nos que para la resolucién del sistema lineal (3.1) se dispone de
r procesadosss, conectados en paralelo. Como ya se explicd en el Capitulo 2,
la literaturs: existente sobre métodos iterativos paralelos para resolver dicho
sistema, ind. a que se consigue mejorar la eficiencia de los algoritmos paralelos,
cmdoledé;ima'un‘eqnﬂibﬁoenhwpdetnbajo@uelapmm

61
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62 ' 3 Método de multiparticién en dos etapas

A, en [12] se define un método iterativo paralelo y cadtico, basado en la
. técnica en dos etapas, estudiando la versién sincrona y asincrona. La técnica en-
dos etapas ha sido desarrollada desde el punto de vista secuencial en la Seedén
14, - -
Para el planteamiento del esquema iterativo, definido en (12}, se supone
que la matriz A del sistema lineal (3.1) estd dividida en bloques y los bloques
diagonales son cuadrados. De esta forma, el sistema (3.1) se escribe como

P 17 P 7

Du Ayj A1 2, ] b,

.Ajl esa D:, e A,' z, = b, ' (3'2)
.Aﬂ A"- D"- | @ | L&,.

donde los vectores z y b estin divididos de acuerdo con el tamaiio de los bloques
de A. |
~ Con estas hipétesis, los autores de [12] plantean un procedimiento iterativo

que consiste en construir la siguiente sucesién de vectores

[’ zi“’" T

2 = | g0 [, 1=0,1,..., (33)

cg-M)

donde cada 2{'*"), 1 < j < r, es una solucién aproximada del sistema lineal

Djzj=b;+ ) Bﬁ’f”r (3.4)

inligj
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2.1 Introduccién - -  .. ‘ @

que se obtiene realizando ¢(l, j) paaoa “internos” del ecqﬁcim iterativo relajado

s = wMPNED +wM? (b: + ¥ B,~.-a$") +(1-w)z, (35)
] " iml St]

k=0,1,...,q0h5) -1, 3 =20,
siendo B la siguiente matriz dividida e bloques

Ay i#j

1<i,j<r,  (36)
O i=j

B= [B.','] : B.',' = {
y D;j = M; — N; son r particiones, 1 <j <,
Finalizadas estas g(l, j) etapas, para todo j = 1,2,...,r, se define la (I +1)
iteracion “externa” como

241 = S,

Claramente, si se dispone de r procesadores, cada cdlculo de los vectores
z}'"’, 1 € j < r, mediante la expresién (3.5), puede asignarse a’un procesador,
realizindose asi, todos los cilculos en paralelo.

En este modelo cada procesador j, 1 < j < r, puede realizar un nimero
arbitrario de iteraciones locales para calaﬂuelvector zg“", antes de que se
forme la nueva apraximacién a la solucién global (3.3). Este es, por tanto, un
esquema cadtico extrapolado, pero sfncmho, que se puede expresar, teniendo en
cuenta la expresién (3.5), como |

20+ = 2 E;Ff'920 1=0,,..., @)

j=i
donde las matrices E; estén divididas segin el tamaiio de los bloques de A y
tienen el bloque diagonal j—ésimo igual a I;; y los demis bloques son cero;
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64 8 Método de mulhparﬁaén en‘doa etapas

q(1,5) es el mimero de veces que e procesador j—ésimo actualiza el bloque
correspondiente de vector iterado y F; son r operadores, cada tmo de loo_‘ cuales
asigna el trabajo al J —ésimo prooeudbr, definidos como

Fa=Jz+wMyw®, (3.8)
donde w es el factor de relajacién, v = (o,...,b%,...;0),, y

r 9

In cie O -e- o

Jj= wMj-‘Bj.l cee H, ese wM;lB" ’ (3.9)
0 cee O -ee L, |
con
Hj = (1 —w)l;; + wM;'N;. (3.10)

A continuacion, resumimos los resultados de convergencia, obtenidos para el
esquema (3.7), en [12].

El siguiente teorema muestra que para cualquier particion convergernte de
D = diag(Dyy, D2, . .., D,,), el método cadtico sincrono construido en [12] con-
verge si ¢(l, j) tiende a infinito, para todo j = 1,2,...,r. Se exige, ademis, que
la norma infinito de D~* B sea menor que 1 y que el valor dew eate comprendidb
en un cierto intervalo.

Teorema 1. Sea A la matriz del sistema lineal (3.2), con A=D—-ByD =
diag(Dy,,...,D,,). Sean D;j; = M; — N;, 1 £ j <r, particiones convergentes
y supongamos que |[D~'Bllo < 1. 5i0 <w < k5, con p = méx; ¢, k(M,-"N,-)
y limy_ o (I, 7) = 00, entonces la sucesién de vectores generada por el esquema
iterativo cadtico (3.7) converge a la tinica solucidn del sistema lineal (3.2).
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En el articulo cxtado, también se deumestra:za convergencu del esquema
(3. 7), sin exigir que los factores cadticos: tlendan , .lnﬁmto smo que sean ma-

yorenoxgualesquel Lash:péteammglduaozquehpartxaonextemam-

convergente y regula.r Ademia la particiones mtetnu deben ser débllmente
- regulares.

Teorema 2. Sea A la matriz del sistema Imaal(.?Z), conA=D-Buna
particion regular y convergente, y D = diag(Dn;...,D..,). Sean D;; = M; -

N;, 1 < j < r, particiones débilmente regulares. Si0 < w <1 yq(l,j) >
L, 1<j<r l=0l1,..., entonces la sucesior. de vectores generada por el
esquema iterativo cadtico (3.7) converge a la iinica solucion del sistema lineal

(3.2).

Una vez estudiado el caso sincrono, los autores de {12] presentan el estudio
de una versién asincrona del esquema (3.7), prol:mdo la convergencia bajo las
mismas hipdtesis que en el caso sincrono. Loeexpenmentoa numéricos que
obtienen muestran la buena eficiencia de los algéfitmoa'en dos etapas paralelos
cadticos.

Todo esto, junto a los antecedentes estudiadgé sobre los métodos basados en
multiparticiones, en el Capitulo 2, nos ha sugenéa‘ii generalizacién del esquema
(3.7), de forma que los sistemas internos no se reuelm necesariamente sobre los
bloques diagonales de la matriz A. Para ello cox::sxdeuremos una multiparticién
- de A, ‘

A:F'-—Gj, J—l Z ..,l’,

y a.phcaremos q(1,7) etapas de un método 1teratxno rela;ado (también basado en
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66 S 3Métododemult:partxaénendoaetapu

partncxonea) pa.ra. resolver en ca.da 1tenc16n I, r mbmtemn
F,z = g,a“’-i-b Jj=1 2,...,r.

EnlaSecaon 3.2 seplanteuédesquamcaétwonncmno,yseestudxcé la
convergencia. La Seccién 3.3 estard dedlcada a la versién asincrona del nuevo
esquema. Finalizaremos el c.»pxtulo con una seccién dedicada a los experimen-
tos numéricos, y otra en la “jue se resumirin los resultados més importantes

obtenidos.

3.2 Modelo sincrono

Consfdmmog el sistema lineal
Az = b, (3.11)
donde A es una matriz cﬁaéra*la de tamaiio n x n, no singular y z y b son

vectores de tamaio n.
Definicién 1. Du'emos gue el conjunto de matrices
’FJ' GJ' M,,N,,E };-n

es una multiparticién en dcs etapas de la matriz A, si verifica las siguientes

condiciones. S

(i) A= F; - Gj, son patt::%lonelde A, para todo j ==Hl“,2,...,i'.
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3.2 Modelo sfncro oo | c BRI R n

(n) ZE,=IyE;>O para todo j = 1,2,...,r.

J=1

(m) F, M,—N,,uunapaxtxc:ondef},pua.todo;-l 2,.

Consideremos {F;,Gj, M, N;, E;}}a,, una multiparticién en dos etapas de
la matriz A y sea 2(° un vector arbitrario. A partir de este vector construimos
una sucesién de vectores {21}, de la siguiente forma.

Sea zg'”) una aproximacién a la solucién del sistema lineal
Fiz=G;z"+b, 1=0,1,2,...,

obtenida realizando ¢(l, ) etapas, que llamaremos internas, de un método ite-
rativo relajado basado en la particién F; = M; — N;.
Una vez calculados, a partir del vector (), todos los vectores z(‘“), se
construye el siguiente elemento de la sucesién {2(7}{2,, como
20+ = E E;z{*Y, (3.12)
j=1
Asi pues, el cdlculo de los vectores 'S‘IH)' j=12,...,r en cada iteracién
ezterna l, implica la realizacin de las siguientes ¢(1, j) etapas

2 = MNP oM (b + Gz0) + (1 - W)z, (3.13)
k=0,1,...,9(1,7) =1, 2 =20,

Finalizadas estas g(l, j) etapas, se define el vector z; en la (I + 1) iteracién
externa como ,
2t = 10, (3.14)

o | . 3
Claramente, si se dispone de r procesadores, cada cilculo de los vectores
cg-m), 1 <€ j £ r, mediante la expresién (3.13), puede asignarse a un procesador, .

gt g1
.Guv‘[”‘jy““?!' !
i SN
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68 o 3-Métododemultipmiddn»endoaet'apu |

realizindose asi, todos los célculos en paralelo. Ademis, no es necesario que el
procesador j-ésimo calcule todas las componentes del vector z{**), sino aquellas
para las que se verifica que el correspondiente elemento diagonal de la matriz E;
es no nulo. Sélo estas componentes serdn relevantes para el cilculo del vector
z(*Y) en (3.12). '

En este modslo, cada procesador j, 1 < .j < r, puede realizar un nﬁmeto
arbitrario de iteraciones locales para calcular el vector zgm), antes de que se
forme la nueva aproximacion ¢ la solucién global (3.12). Por tanto, este es un
esquema cadico perc sincrono.

Tal y como se indica en las expresiones (3.12), (3.13) y (3.14), cada vector

zg“) se calcula aplicando g(l, j) veces el siguiente operador sobre el vector ()

Pj : R"—R"
Pjz = Hjz+wM;'(G;z" +b), (3.15)

siendo
H; = (1 -w)I +wM;'N; (3.16)
y w el factor de relajacién.
Por tanto, el esquema paralelo cadtico extrapolado que planteamos, puede

expresarse como
- | |
a0 =Y 5 P20, 1=0,1,2,..., (3.17)
J=l : .
donde las matrices E; son no negativas y verifican TmEi=1,4q(,j) es e
nimero de veces que el procesador j-ésimo actualiza parte de las componentes
" del vector z{*1) y B; son r operadores, para cada iteracién externa I, definidos
en la expresién (3.15), que asignan el trabajo al j—ésimo procesador.
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Para analizar la convergencia del esquema iterativo (3.17) vamos a detallar -~
mas explicitamente dicho esquema. Asi, por la forma de los opetidofa Bjen
(3.15) podemos escribir las siguientes igualdades, a partir del esquema (3.17) = =
20+ = 3 BP0

=l

3 ;PR [H;2" + wM;* (G;z" + b))

i=1
= z': E)'PI;(U)-’ [H J (H j'z(') +w M’-l (sz(') + b))
i=1

+ wM;? (G;2" +b)]

®

= Y E;pI? [H,?z('). +w(H; + ) M;* (G + b) ]

i=1

= 2':13- ) L0 A

= i B2 +w | Y H) MY (G2 +8)].(3.18)
j=1 =0

Por tanto, el esquema (3.17) es equivalente al esquema
r s '(’J)“ .
2 =Y B (20 +w | Y H| M (G +8)[.  (3.19)
j=1 i=0 :
_ Para analizar la convergencia del esquema (3.17) o equivalentemente (3.19),
 utilizaremos ¢l andlisis del error

e+ = 41 _ g

donde £ es la solucién exacta del sistema lineal Az = b. Bastari con demostrar
que la sucesién de vectores error {e{}2,, converge al vector o.

il
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70 3 Método de multiparticién en dos etapas

En los siguientes lemas damos una expresién del vector error e!) en cada
iteracion, en funcién del vector error en la iteracién inicial y de un producto de

matrices que denominaremos matrices de iteracion.

Lema 1. La solucion € del siste:1a lineal Az = b, es un punto fijo del
esquema iterativo (3.19), es decir,
F v(l.J‘ -1

§€= Z E, |H"We+u { H;) MY (G€+ b)] .

1=1
Demostracién. Teniendo en cuer;%a las particiones A = F;-G,, F; = M, -
N,, 1 =12, ..,r y la definicior. de H,, j = 1,2,...,r en (3.16), obtenemos,
para cada ) =1.2,...,r

~MIUGE+b) = MTTFE=uMTH (M, - N)E
= w(I-M'N))¢
= (I-I1+wI-uM'N,)€
= I -((1 ~ W) +wM'N,)| €
= (I E— H,)E. (3.20)
Teniendo en cuenta !a expresion ‘3 lb) pero sustxtuyendn = por €, y con-

siderando la igualdad (3.20) que ac: ba.mos de demostrar, podemos establecer

las siguientes igualdades.

.

q(ig)-1

2‘; E, [H""E +. ( };o H;) M;‘(G,ub)]
1= L =

r (‘J) 1
YE|HWe+ 3 H;) <1—H,)e]
)=1

',‘;=0

.
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Q.Z.Mndrlutnm _ 7l

= L [H®g + (1- 1) ¢]

J=1

= i:Ejé

I=1

¢

Con lo que qued=> probado el ler a. - B

Lema 2. Sea ¢ la solucidn del sistema lineal Az = b y {2'V}2, la sucesion
..c vectores generadc. por el esqucma /3.19). Entonces, la sucesion de vectorzs
crror {e®W}2,, con e® = 2 — €, satisface
r , g(ly)-1
e = Y F, [H}"") +w ( 3 H;i) M;‘G,] e, 1=0,1,....
j=1 i=0
Demostracién. Teniendo en cuenta la expresion (3.19) y el Lema 1, pode-

mos analizar la expresién del error como sigue.

el+) = U+ _¢
r 1 q(lg)-1
= YE|H"20 40| H;) M (G2 +b)
1=1 L 1=0
! [ wi)-1
: - Y EH"™e+u| Y H| M(Gi€+b)
- e L 1=0
T o r -1\
= Y £, |H ) (2" ~-€)+w( Y H | M{(G,2" +3)
=1 | =0

elig)-1
—w ( > HJ') M7(G,E +b)]

1=0

r _ wa)-1
= YE|HWeO +u| Y H| M'G,e"

1=l =0
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’ . ()1
= YE|H™ +w| 3 H| MG, 0.
=1 . _|=°
L]

Observacién 1. Por el Lema 2, la sucesion de vectores error verifica

e+t = ZEjT;(‘)e(‘)v l=0,1,...,
J=1

donde las matrices T,m estan definidas como

a(ty)-1
(%} ‘ -
TV = HI 4o ( )3 H,) M 'G,. (3.21)
=0
Podemos escribir estas matrices T}‘) de otra forma equivalente y que nos sera

de utiliuad con posterioridad. Para ello, es necesario reescribir las expresiones

u(zfg{,j)-!ll;) M; 'G,, para todoj =1,2,...,r, I =0,1,..., como sigue

q{lg)-1 q(l.J) 1
,,( 5~ H,-) MG, = ( )
1=0
(lJ) 1
( H) M - N,))F'G,

M 'F,F['G,

(1- M]N,) F'G,

(v(ia) 1

c(l.:)-
= I-I+wl-wM'N,) F'G,

Wa)-1
= g H;) (I - H,) F['G;
= (1- H") F'G;. (3.22)
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Luego, por la igualdad (3.22) y la expresién de las matrices T{" en (3.21),
obtenemos la siguiente nueva expresién para dichas matrices.

-

T = Hf 4 (1 - ') F7'G,. (3.23)
A las matrices
A T =Y ET", I=0,1,..., (3.24)
=1

donde T;U) vienen definidas en (3.21) o equivalentemente en (3.23), las llamare-
mos matrices de iteracion del esquema iterativo (3.19).
Con estas matrices, la sucesion de vectores error verifica, segin el Lema 2
el = Tl = I"IT“)e‘o’, 1=0,1,....
i=0
Por tanto, como la convergencia del esquema iterativo (3.19) es equivalente
a la convergencia de la sucesion {e!"}5<, al vector cero, podemos afirmar que el

esquema (3.19) converge, si y solo si

l
lim H T = 0.
1=0

l—o0
El siguiente lema nos sera de utilidad en los resultados de convergencia y es

debido a Bru y Fuster [11].

Lema 3. Sea (E,d) un espacio métrico completo y sean AY, 1 =10,1,...,
apiicactones contractivas con el mismo punto fijo £ y constantes contractivas al’)
respectivamente. Si eriste una constante a tal que a?<a<l, 1=01,...,
entonces el esquema iterativo 20+ = AVZ") converge a  para cualquier 2(9.

En particular, st AY son matrices complejas cuadradas y eziste una norma

matricial compatible || - || tal que

A" <a<1, I=0,1,...,
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entonces

: i
ll-lj?o H A9 =0.

=1
Los autores destacan que la condicién |AV|| < a <1, I =0,1,..., puede

ser aligerada, suponiendo que existe una subsucesién {/;}%, satisfaciendo

=1
AW <a<l, i=12,....

Hacemos notar también que la acotacién |JAY|| < a <1, I=0,1,..., n0
puede ser aligerada exigiendo que [|[A®|| <1, [=0,1,....

Para estudiar la convergencia del esquema iterativo (3.17) o (3.19) utilizare-
mos el lema que enunciamos a continuaciéon. Este lema es la versién matricial
del Lema de Neumann para series convergentes. Su demostracion puede verse

en Berman v Plemmons {7!

Lema 4. La matriz no negativa T es convergente, es decir, p(T) < 1, si y

solo si, (I — T)™" eriste y en este caso
(I-T)y'=YT>0.
=0

A continuacion. nos dedicamos a probar explicitamenie la convergencia del
meétodo de multiparticion en dos etapas extrapolado, definido en (3.17) o ana-
logamente en (3.19) bajo distintas ccadiciones. En el primer resultado, demos-
tramos la convergencia cuando las particiones tanto internas como externas soc

convergentes y se realiza un numero infinito de iteracicnes internas.

Teorema 3. Sea {F,.G, M, N, E,}

70! una multiparticion en dos etapa.

=1
de la matriz del sistema hineal Az = b. Supongamos que las particiones internas

F

; = M, = N,, ) = 1,2,...r son convergentes y que las externas verificar
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NI'T‘G,"- <l,3j=12,...,r. Si0<w< i-z; con p=m£x;$,5,p(M;‘N5) y
limy_..o ¢(1,5) = 00, entonces el método de multiparticion en dos etapas (9.19)

converge a la solucion € del sistema lineal Az = b ;1ra cualquier vector inicial
20 :

Demostracién. Segin la Observacién 1 y el Loma 3, para probar la con-
vergencia del esquema (3.19) seri suficiente demoetrar que |7, < 7, I =
0,1,..., para alguna constante real y < 1.

Veamoe en primer lugar que el radio espectrz de las matrices H;, ) =
1,2,...,r, es menor que 1.

Teniendo en cuenta la definicién de H,, j = 1,Z,...,r, en (3.16) y las pro-
piedades del radio espectral, obtenemos

pH,) = p((1-w)l+wM'N,)

i

< N -wl+wp(M'N)

IA

- 4 A=
N-wi+w max p()\.?'.; N;).

Por tanto

?r'

Byt e
H

plH,) Sl —w|+wp, 1= 1,:";

con p = miX;¢,c, A M'N)) < 1, ya que las particiones F, = M, —'N,, j =
1,2 ...,r, son convergentes. ' o |

Distinguimos dos casos atendiendo al valor de v

(a) S10<cw <,
p(H)) < N-wl+w

= l-w+wp
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<1, 3=12,...,r

(b) Sil<w< %

l+p’

A

AH;) = 1-wl+wp
= w=-14+wp
- w(1+p)—1
-~ 2
< T+ —(14+p)-1
= 1, 3=1,2,.

Para acotar la norma infinito de las matrices de iteracién, utilizaremos la

expresion de las matrices TU) 1=0,1,2,...,en (3.23)

1T < max {IH" + (1 - H“)FG, o}

< + (U4 1S ) 1E G e} -

Tal y como hemos demostrado, s. .bemos que el radio espectral de las matrices

H, es menor que 1, lo que implica, >or e1 Teorema 3 de 'a Seccién 1.2, que

lim HP

 andd

y por tanto, dado un ¢ > 0
dpo€e N iH e <€, Yp2po, J=1,2,...,r.
Anora bien, como lim;_, ¢(l,j) = x,

Al eN : ||H'“J)||.,‘<c Vi>l, j=1,2,...,r
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Por hipétesis existe un real g tal que -
IF/'Glle <B<1, j=12,...,r
Asi, pafa 1210
1) , Ry
1T < lnsng{c +(1+ OIF Gl }
< e+ (l+¢)8

«(1+8)+ 8 =a,

Tormando € < TI; se verifica que,
1T < a. < 1.

Y por tanto el esquema iterativo de multiparticion en dos etapas (3.19) converge

a la unica solucion del sistema lineal Az = b. ]

En gl siguiente teorema aplicamos el hecho de que la matriz A sea monétona.,
es decir, A”' > O, ademas de exigir las condiciones de particion regular y

débilr iente regular sobre las particiones externas e internas. respectivamente.

Tﬁ}r‘e_ma 4. Sea A tal que A7' > O. Supongamos que Ias» particiones A =
F, ——G,, 7 =1,2,...,r, son paiticiones regulares y que F, = M, — N; son
parti. iones débilmente regulares. Si 0 < w < 1, el método de multiparticion
en d-s etapas (9.19) converge a la solucion § del sistema lineal Az = b, para

cuale sier vector inicial 20 y cualquier sucesion de iteraciones internas q(l,j) >

Lj s 12,0 1=01,.. ..

[ *mostracion. Si demostramos que las matrices de iteracion T, | =

0,1,..., definidas en (3.24) satisfacen

¥
R~
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(i) T®>0,1=0,1,...,

(i) existe un vector 2 > 0y una constante real 4, con 0 < < 1, independiente
de la iteracién I, tal que
TVz < be,

entonces, considerando la norma matricial monétona inducida por la norma

vectorial definida en la expresion (1.3), se tendria que
Iz <0<1,

y por el Lema 3 obtendriamos

!
lim H T = O,

—O0
=0

Teniendo en cuenta que la sucesién de vectores error {e!!)}2, satisface

{
elltt) = n T(i’)e(o)’ [=0,1,...,
=0

la convergencia al vector cero estaria probada, es decir
lim e = o.

{—00

En consecuencia, e} esquema (3.19) seria convergente.

Veamos, pues, (i) y (ii).

(i) Al ser las particiones F; = M; — N;, j =1,2,...,r, débilmente regulares,
M7IIN; >0y M™ >0, j=1,2,...,r. Asi,si 0 <w < 1, entonces

H; = (1 —w)]+wM;"N,- 20, 3=12,...,r.
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Ademais, como las particiones A = F; - Gj, j = 1,2,...,r, son regu-

~lares, las matrices G; son no negativas, y por tanto
) e(ly)-1
HW v Y HIMG; 20, j=12,...,r1=0,1,...,
i=0
~ luego
r i lj)-1
TO =Y E;\H" +w| Y H|M'G;| 20, 1=0,1,....

=1 =0

(ii) Por la expresion de T}') en (3.23) y las particiones A = F; — Gj, 7 =

1,2,...,r, obtenemos

Ti(l) = H;(‘J) + (1 - II;UJ)) F;IGJ'

I-(1-H{") (1-F;'G))
= I-(I-H{") F(F; - G;)

= I-(I-H")F'A (3.25)
Consideremos e un vector positivo, por ejemplo e = (1,1,...,1)", y
z=Al!e. ComoA™' >0 ); ninguna fila de A~ tiene todos sus elementos

nulos, entonces € > 0.

Calculemos T,mz, donde las matrices T;w estin evaluadas en (3.25) y

xz=Ale.

Tz = z-(I-H")F'Az

J

= z- (I-H")F'e. (3.26)

g
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Como las particiones A = F; - Gj, j = 1,2,...,r, son regulares, se
tiene que F;! > O, j = 1,2,...,r, y al ser F; = M; ~ N; patticio-
nes débilmente regulares, se tiene, por el Lema 1 de la Seccién 1.2, que
p(M;'N;) <1, j=1,2,...,r. Luego

p(H;) = |1 —w|+wp(M]'N;)
= (1-w)+wp(M]'N;)
< 1,

y asi, utilizando el Lema 4

(I-H)'=3H, j=12,...,r (3.27)

=0

Ahora bien, como para todo j =1,2,...,r, se tiene
F;=M;- N, = w“M,» - w! (1 - w)M; +wN,~].

multiplicando ambas expresiones por w y considerando la expresién de las .

matrices H,, 3 =1,2,...,r en (3.16), obtenemos

wF, =M, - [(1 - )M, +wN;] = M, (I - H,).

Teniendo en cuenta ahora, la existencia de las matrices M,-"1 y de

(I — H,)™", estas tltimas expresadas en (3.27), se tiene ¥
J 4
Fll=w(I-H)"'M' =w ()j H;) M
1=0

Sustituyendo la expresién que hemos obtenido de las matrices F’ J-'l er

la igualdad dada en (3.26)

Tz = z-(I-H"w (i H;i) M;'e
=0
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Wi)-1
= e-o('S B mie
i=0
L {1
= z-wMle-w| Y H}|Me.
=1

- Como las matrices H; y M;”‘, j =1,2,...,r, son no negativas, se tiene

que
e(lg)-1
w Z H?"-_‘M,-—ICZO,
=1 y
y por tanto

T}')z <z-wM e

Ahora bien, como las matrices M son no negativas y ninguna fila es
totalmente nula, M j"e > 0. Si ademas tenemos en cuenta que T;” z 2o,
entonces podemos afirmar que existe una constante real §;, con 0 < §; < 1
tal que

0 B
T’z < 8;=,

Tomando 6 = max{6,,6,,...,6,},

Tz

Con lo que queda demostrado (u)l
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De (i) y (ii) se deduce, tal y como hemos dicho al inicio de la demostracidn,
la convergencia del esquema iterativo (3.19). =

El siguiente teorema prieba la convergencia del esquema (3.19) cuando la
matriz A es una H-matriz Previo al siguiente resultado de convergencia ser
necesario conocer algunas p-opiedades sobre matrices que recogemos en los lemas

que enunciamos a continuacién.

Lema 5. Sean A y B f{os matrices reales de orden n.
(a) Si A es una H-matri:j’cintonces |[A~Y < (A)-.
(b) Si|A] < B, entonces ¢(A) < p(B).

Demostracién. La parte (a) puede verse en Frommer y Mayer (29] mientras

que la demostracion de (b) puede seguirse en Ortega y Rheinboldt [63]. [
Lema 6. Sea A = M — N una particion de A.

2 H -particion, entonces A y M son H-matrices y

p(M~'N) < pM)AN]) < 1.

(a) Si la particion es u

(b) Si la particion es un_égf'"particio'n H -compatible y A es una H-matriz, en-

tonces es una H-pa-ticion y por tanto convergente.
B :

=

Demostracién. La ¢:mostracién de (a) puede verse, por ejemplo, en Mayer
(55] 0 en Frommer y Sz; 4 [31]. En este tltimo también se da la demostracién

de (b). =

Con estos resultados, podemos estudiar en el siguiente teorema, la conver-

gencia del esquema (3.1¢ chumdo la matriz A es una H-matriz.
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Teorema 5. Supongemos que A ¢s une H-matriz. Consideremos A = F;
G,. j =1,2.....r, r particiones H-compatibles de Ay F, = M,— N, particiones
H-compatibles. Entonces, 51 0 < w < 1, el método de multiparticion en dos
etapes (3.19) converge & la solucién § del sistema lineal Az = b, pare cuslquier
vector inicial 2% y cualquier sucesion de iteraciones mnternas ¢(l,7) 2 1, ) =
1,2,...,r, I =0,1,....

Demostracién. Teniendo en cuenta la expresion de las matrices H, en

(3.16)
Hy=(1-w)l+wM'N,

yque0 < <l

Hy[ < (1 =)l + ML (3.28)

Considerando el modulo de las matrices Tf” en su expresion en (3.21)

oig)-1
l1-}l)| —<. IHJI'(IJ) +‘( z: iH)i.') :A‘-H[G,l. (329)

? !
=0
Como F, = M, — N, son particiones H -compatibles, por el Lema 6, apartado
(b), deducimos que F, = M, — N,, j = 1.2,....r, son H-particiones y por el
apartado (a) del mismo lema obtenemos que ias matrices M, son H-matrices.

Teniendo en cuenta ahora, el Lema 5, apartado (a), se verifica la siguiente

acotacion

‘A"J.l‘ S (,M’)-l' J = 1‘2'.._‘r_ (3.30)

Luego, por (3.28) y (3.30)

|H;] < (1 - w)] +w(M,)7'|N,| = H,. (3.31)
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Teniendo en cuenta las expresiones (3.29), (3.30) y (3.31)
()1

im0 < mﬂ"‘”w( 2 lH:-l‘) IM1IC1

s=0

: elv)-1 .
< H:(‘J)+u( E y") (M,)—‘!G,l

=0
o

J

Asi, las matrices

™ =Y ETY, (3.32)

=1
son las matrices de iteracion del método de multiparticion en dos etapas, para

la matnz (A4) = (F,) — |G, |, con particiones externas (F,)—|G,{, y = 1,2,..., r.
y particiones internas (F,) = (M,) - [N,|, y=1.2,...,r,con 0 < w <1

Estas particiones verifican las siguientes condiciones.
(i) Como A es una H-matriz, por el apartado (a) del Lema 5
(4)7' > A7 >0
(1) Como A = F, — N, son particiones H-compatibles y A es una H-matnz,
por el apartado (b) del Lema 6, A = F, — G, son H-particiones y te-

niendo en cuenta el apartado (a) del mismo lema, deducimos que F,, ; =

1,2,...,r, son H-matrices. Luego por el apartado (a) del Lema 5
(FY™ 2 |F120, j=12,...r

Como ademas |G,]| > O, j =1,2,...,r, se tiene que
(A) =(F) -IG,l, 3=12,...,7,

son particiones regulares.
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(ii) En (3.30) hemos demostrado que |M;| < (M;)"?, j = 1,2,...,r. Por
tanto
(MJ)‘l 2 Ov J = 1,2,...,7‘,

luego, (M;)~}|N;] 2 0, j =1,2,...,r y como ademis |N;| > O, obtene-
mos que las particiones

(F;) =(M,)-IN,|, »=12,...,r,
son débilmente regulares.

De (i), (ii) y (iii) podemos afirmar que las matrices Tw, l=0,1,..., s0on
las matrices de iteracion de un método de multiparticion en dos etapas que
satisfacen todas las hipotesis del Teorema 4.

Por tanto, segin la demostracion del Teorema 4 podemos afirmar
' !
. )
ll-‘o!g 'I;IOT( =0.
Ahora bien, si tenemos en cuenta las desigualdades

0< ]f] T“’! < f] [T < fIT“K
ls+=0 =0 =0

podemos afirmar que
!

lim [T T =0
% =0
y por tanto, la sucesion de vectores error converge al vector cero. Es decir, el

esquema (3.19) es convergente. E

Es evidente que el esquema planteado en [12] y que se ha expuesto en la
introduccion de este Capitulo, es un caso particular del esquema iterativo (3.19).
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Para ello, basta considerar las particiones externas A = F; — G; todas iguales
entre un", en concreto
F;=D, G;=B,

donde la matriz D = diag(Dy,,...,D,) es la matrizs diagonal por bloques de
manera que los bloques diagonales coinciden con los de A (ver expresion (3.2)),
y B esti definida en (3.6).

La solucion aproximada a los subsistemas definidos en (3.4) se calcularia
utilizando las particiones internas D;; = M, - N,, j =1,2,...,r.

En este caso las matrices de iteracién son

T = S, [,,«m +w ('“51‘):‘ H') M”B] . (3.33)
=1 1=0

donde E,, 1 < j < r, son matrices diagonales por bloques que siguen la estruc-
tura de D y tienen el bloque j-ésimo igual a la identidad v el resto son nulos:

la matriz H es la siguiente

H=(1-wl+wM'N

“

M = diag(M,, M,.....M,) v N =diag(N,Ns.....N,).

El Teorema 5 nos da nuevas condiciones de convergencia para este caso par-
ticular. Ademas podemos enunciar el correspondiente teorema suponiendo que

la particion externa solo sea H-particién.

Teorema 6. Supongamos que A es una H-matriz, con A = D — B una
H-particién, y D = diag(Dy,,...,D,;). Sean D,; = M; = N,, 1<j<r, :
particiones H-compatibles. Si0 < w <1yq(l,j)21,1<3j<r, 1=0,1,...,
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entonces la sucesion de vectores generada por el esquema iterativo cadtico (3.7)
converyge a la dnica 'oollcidn del sistema Az = b.

Demostracién. Al igual que hemos hecho n la demostracion del Tecorema

5, las matrices de iteracién dadas en (3.33) pueden ser analizadas de la siguiente

forma
r (fy)-1 '
ITY < Y E, [Im"“” +w (' i ﬂi:;;;;)_ (M)“lBl] =T,
)=l =0
con

H = (1 -w)] +w(M)YN|

Las matrices T\ corresponden a las matrices de iteracion de un proceso
iterativo equivalente al planteado en la expresion (3.7), para la matriz mondtona
(D) — |B| con la particion externa (D) — |Bl y
(M) =N, j=1,2,...,r. |

fas particiones internas (D;,) =

La demostracion de que estas particiones y : datrices verifican las condiciones

del Teorema 2 (o0 equivalentemente, del Teoreme 4, al ser éste una generalizacion)
es analoga a la realizada en el Teorema 5. P nto, tenemos der:ostrada la

convergencia.

Observacion 2. Los teoremas anteriores = pueden demostrar considerando
r parametros de relajacion wy,ws,-..,w,, asc:iados a cada operador Fj,, 1 <

J<r, 1=0,1,.... Esta generalizacion no afe ta a los fundamentos tedricos de

X
=

las respectivas demostraciones.
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3.3 Modelo asincrono

En esta seccion desar-ollamos el estudio del modelo asincrono correspon-
diente al esquema (3.19) v equivalentemente (3.17) que fue expuesto en la sec-
cién anterior. El procedimiento iterativo que plantesbamos venia expresado
mediante el siguiente esg-:ema

2™ =S E P20, 1=0,1,2,...,
J=l
donde las matrices E, so: no negativas y satisfacen 37, E; = I, el parametro
q(l,) indica el nimero de veces que el procesador j—€ésimo actualiza parte de
las componentes del vector z(+1) y P, son r operadores, para cada iteracion

externa [, que asignan el trabajo al j-ésimo procesador y definidos como

P, : R"—R"

P:,zé;f-‘ Hyz + wM;' (G, + b),

siendo

i

CHy=(1-w)I+wM N,

y w el factor de relajacig%;, :
Si suponemos que f, = {1, };‘;!, 1 <1, < r, es una sucesion regulada (ver
Definicion 5 del Capitui:- 2), para un vector inicial, podemos plantear el siguiente

modelo asincrono basacy en el esquema cadtico de multiparticién en dos etapas
(3.17)

20t = (1 E a2V + E, S EPPY20, j=0,1,2,.... (3.34)

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



Métodos iterativos paralelos para la resolucion de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martinez

3.3 Modelo asincrono 89

siendo r; el menor entero positivo tal que
" = i,’”,}

Por la propia definicién, como {3;}%,; es regulada debe existir un entero positivo
K que verifique .
0<r-1<K, (3.35)

El valor de r; — 1 es igual al nimero de veces que la aproximacién que reside en
un procesador, que denominamos central, es actualizada por otros procesadores
distintos del i;—ésimo, durante el intervalo de tiempo en el que dicho procesador
calcula su iteracion local.

A continuacion estudiamos la convergencia de este modelo asincrono bajo

las mismas hipotesis que en el caso sincrono.

Teorema 7. Sea {F,,Gi, M;, N;, E,}_, una multiparticion en dos ctapas de
la matriz del sistema lineal Az = b y {1,}520, 1 <1, < r, una sucesion de
enteros requlada. Supongamos que eriste un vector positivo * y una constante

real B tal que las matrices de iteracion TV definidas en (3.24) verifican
ITW|z < Bz, 0<B<1, Vj=0,1,.... (3.36)

’7 Entonces, el método de multiparticion en dos elapas cadtico asincrono (3.34)

converge a la solucion € del sistema lineal Az = b, para cualquier vector inicial.

Demostracién. Para analizar la convergencia del esquema asincrono (3.34)
es conveniente sumergir este procedimiento iterativo en un procedimiento itera-

tivo en R*¥ | siendo K el entero positivo que regula a la sucesion {i,}%2, en la

Definicion 5 del Capitulo 2.
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Paia tal propdsito, introduciremos Ia siguiente notacién.
) : -1
eli-K+1)
y
r
x

z=| |eR¥

- o

donde z es el vector positivo dado en el enunciado del teorema y satisface (3.36).

Por hipétesis. la sucesion {1,}52, es regulada, por tanto
0<r;,-1<K, 3;=0,12,....
De la primera desigualdad de esta expresion obtenemos
1<j+r -1, §=012,.... (3.37)

Por la segunda desigualdad

rr—K <1
ri-K <0
j+ri-K <5, j=0,12,.... (3.38)

Uniendo las expresiones (3.37) y (3.38) se tiene

J+ri-K<j<j+ri-1, 5=0,12,...,
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lo que nos permite asegurar que el vector n—dimensional €U) es un bloque del
vector nK —dimensional ;. .,, es dedr,

g

c(j‘*'l"l)

Carys1 = eV)

i ¢U+': -K)

Notemos que el vector €U) ocupa la posicién r, en el anterior vector, por
tanto, si denotamos por S;, j = 0,1,2,..., a la matriz de tamafio n x nK
dividida en bloques de tamaiio n x n y que tiene un bloque identidad de orden

n en la posicién r, y los K — 1 bloques restantes son nulos, es decir

r,-1 bloques
Pt \——
§5,=[0n -+ On I, On --- Oaf. (3.39)
podemos escribir
c(]) b—4 SJZJ+')-1' (3.40)

Analizamos seguidamente la expresion del error

elrtrs) = gU+n) _ '3

Puesto que £ es un punto fijo del esquema (3.17), la expresion del error quedara

como

‘U+'J) - z(ﬁ":)_e

(I - En‘, )z(j+r,ol) + E," Z E‘P‘,"("‘)z(”

=1
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(I - E,)¢ - E, ZE.P"”’
(- E,)e0+0 + B, 3~ BP0 - )
i=1

Ahora bien, la expresion Y7, E.-Pf,“"’(z‘j’ — ) fue analizada en el Lema 2,

demostrando que

i: E,PIU(20)  g) = TU)eW),

=]

(3.41;

Teniendo en cuenta las expresiones (3.40) y (3.41), podemos escribir

eVt = (1-E )V N+ EY Eipfe(j'i)(z(j) -§)

=1

= (I- E,-J)e“*"") + Ei,TU)e(i)

= (1 - Ei,)t(’+"-l) + Ei,TU)S,Z,'+,,_1.

Denotemos por B,,, la matriz cuadrada de orden nK, dada por

I 0..00
B,,,, =

.

donde la matriz del primer sumando esta dividida en bloques de tamano n xn.

y la matriz del segundo sumando, en bloques de tamaiio n x nk.

Calculemos el producto Bj,,,&4.,-1.

(1-E, 0 ... 0 O]

0 0 ..10]

([1-E, 0 ... 0 0]
1 O ... 0O

By €heymr = ¢
| o o..10]

0

0]

-

[ E,TOS, |
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(I - E;))ei+=Y 4 B, TOS;T;,, _, |
¢U+':'-‘)
L 4
[ eli+ry)
((.‘H'T)"l)

i eli+r—-K+1)

?j-’.', .

Obtenemos, por tanto, que

€ivr, = Byyr,€54r, 1

Entonces

€431 = B,+2K-1B;+2K-'§f_,' - By 1€,

Estamos interesados en encontrar una con: tante real 7,c0on 0 < ¥y <1, tal

que

|Bjsak-1By43k-2 - B; 1 |Z < 4E. (3-43)

Si esto fuera cierto, considerando la norma

torial || - ||z definida en (1.3) y

su norma matricial inducida, al ser ésta mon<itona se tiene que

1Bj+ax-1Bjsax-1- - Bjs: Ellz < I1Ellz,

I

y asi

||B,'+2K-1Bj+zx-2 o En Iz <
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y entonces
Mm ¥ =o,
con lo que quedaria demostrada - convergencia del esquema (3.34).
Sea
w, = IBj+ij+v—l T Bj+1|5-

Demostraremos que existe una ccastante real 0 < v < 1, que satisface

k-1 S 1E. (3.44)
Claramente
[ v! ]
v’
w, < |Bjsil|Biss-a| - |Bn|E =0, = | " |, (3.45)
| o) |
siendo

Como z es un vector que sa: isface (3.36), de la forma de las matrices S; en
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(3.39) y de la definicién de B, en (3.42) se obtienen las siguientes desigualdades

([1-E, 0 ... 0 0] [E,r9s;]][=]
I O ... 0O O z
|B;j4u/® < ¢ ) S B ) A
| o o..10] | o0 |)|=]
[ (I - E,)z + E,|TY|S;Z |
_ - 4
- z -
[ (I- E,)z + E,|TV|z |
_
[ (I-E,)z+E,pz |
-
<

Como 0 < B < 1, se tiene

I- E, )+ E; Bz <(I—-E,))z+Ez =gz,
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y por tanto

BinlE< | | =% Vi=0,1,2,..., v21.

b

Entonces, claramente por la definicién de v, en (3.45), se deduce
v, <Z.

A partir de esta iiltima desigualdad, puesto que v, = |Bj4,|v,_,, podemos,
utilizando la expresién (3.36) y la forma de S; en (3.39), acotar el primer bloque

del vector v, de la siguiente forma
vl < (I-E)v!_,+E,|TY|S;v,_, (3.46)
< (I-E,)vl_, + E,|TV)|S,Z
= (I -E,)v!_,+E|TV|=z
< (I-Ey))z+BE,=
= z+(3-1)E,=. (3.47)

Vamos a analizar cada una de las componentes del vector v). Sea o €

{1,2,...,n}; distinguiremos dos casos:

(a) Si el elemento diagonal que ocupa la posicién o de E, es nulo, es decir, si

(E,)es = 0, entonces por la expresion {3.46) obtenemos

(”:)v < (”:-1 o
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(b) Si (E;)., = a, con 0 < a < 1, entonces por la ecuacién (3.47) se si?ue que
(v))e < 2, + (B - 1)az, = (14 (8 - 1)a)z,.
Siy=1+ (8- 1)a <1, entonces
(v))s < 720

Abora bien, como la sucesién {i;}%2, es regulada, todos los enteros 1,2,...,r,
aparecen en el subconjunto {i;+1,...,i;+:}, v 2> K, puesto an~ las matrices
E, son no negativas y ratisfacen que T]_; E; = I y teniendo en cuenta los dos

casos anteriores, obtenemos, para todoo =1,2,...,n

(vl), < 7Zs, si v > K.

Entonces
v! <~z, v>K. (3.48)
Teniendo en cuenta que
- ; : -
1 [
vu+l *
2 1
vu+l B _ vv
1 = . = l J+V+l|vv - . )
K ' K-1
L vv+l 4 \_ vv J

se tiene, para todo v =0,1,2,...,
viti=0!, s=1,2,... K -1,

de donde

14 __ ,* [ T S — ol —_ —
Va1 = Uik.3 SV 3= =Ugx .y, $=1,2,..., K -1,
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y asi

v}}' | = Uikeenr 8=1,2,.. ., K~1. (3.49)

"Fiua.lmente, como2K —s—12> K paras=1,2,...,K-1, por las ecuaciones
(3.48) y (3.49) obtenemos

vy, <7z, s=0,1,...,K -1

Esto es

DK -1 S 759

pero entonces, por (3.45), se cumple
W1 S U2k1 S92, 0S99 <L
Por tanto la convergencia del esquema asincrono (3.34) queda demostrada. ®

Observacién 3. Con el Teorema 7 tenemos demostrada la convergencia del

esquema (3.34) bajc las mismas hipStesis que en el Teorema 3. En este teorema

se prueba que la norma infinito de las matrices de iteracion TW 1=0,1,...,es
menor que 1. Por tanto, si tomamos el vector £ = (1,1,...,1)! y consideramos

T = [t S)JK.J«.J =0,1,..., obtenemos

. 1 R =

0] max (‘) i
S| | i ;it :

]—l

1) mix Z 19|

Tz = | ;=1

0 || e S}
L ;=1 i 1<i<n

j=1

I
A
A

i
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1T B
ITOoo B
iron. | s
= Bz, 0<f< -, vi=0,1,...,

donde J es una constante real que verifica |TW||, S B<l, 1=0,1,....

Esto demuestra la desigualdad (3.36) y‘v_‘zgpr tantu el esquema asincrono (3.34)
converge bajo las hipotesis del Teorema 3 ‘

Las correspondientes versiones asincron‘ais_. de los Teoremas 4, 5 y 6 también se
verifican ya que en la demostracion de estos teoremas se prueba explicitamente
la existencia de un vector positivo y una constante real en el intervalo [0, 1) que

satisface la condicién (3.36).

Observaciéon 4. Hacemos notar, que al igual que en el caso sincrono, los
teoremas correspondientes al caso asincro’® pueden ser demostrados conside-

rando r parametros de relajacién wy,ws, w,, asociados a cada uno de los

operadores F;,, 1 <;<r, 1=0,1,....

3.4 Experimentos num:ricos

En esta seccién estudiamos desde el :-unto de vista experimental distintos

algoritmos cadticos, tanto sincronos com. asincronos para la resolucién de un

e
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sistema de ecuaciones lineales. Dichos algoritmos estin basados en los esquemas
tedricos (3.17) y (3.34) estudiados en las Séccioné 3.2 y 3.3, respectivamente.
Para ilustrar los ésquemas ca&ticos estudiados tanto en este capitulo como en
los posteriores, tomaremos como problema modelo la obtencién de una solucién
aproximada de la ecuacién de Laplace, que aparece en multitud de problemas
fisicos y técnicos. Dicha ecua-idn relaciona las parciales de segundo orden de

una funcién de dos variables u(‘z,y) de la siguiente forma
Viu=ug +u,, =0.

Buscaremos un solucién defini la en la regién o dominio Q = [0, 4] x [0,b] y que
verifique determinadas condiciones de contorno, es decir, se conocen los valores
de ia funcién u en la frontera ce ).

Para obtener una aproximacion a dicha ecuacion se puede utilizar el método
de diferencias finitas. Para ello discretizamos el rectangulo (! con una malla de

puntos separados constantemente por A de la forma

.

u-l v u“\,
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Entonces, reemplazando las derivadas por cocientes de diferencias en cada

nodo (z;,y;) en que se divide la region, se obtiene

u(Zis1, U'L) - 2u(z;,y;) + u(Zi-1,¥;)

Viu(zi,y;) = —

u(zi, ¥js1) — 2u(2i, y5) + v(zi, yj-1) =o.

+ e

Si llamamos u(z,,y;) = u;; obtenemos

1
Viy,; = ¥ [Uigrs + ticay + tig-1 + Uiy — 4uy5] =0

Entonces se obtiene el sistema
Az = b,

*donde

z2=(uy ... YN U3 ... U3N

.~

y la matriz A de tamano M N x M N, tiene la estructura

B -1
-I B -I

-1

i

i"f:.t;

i

&

i L

vo. UMM -

e |
B

.. uMN)‘v

P

(3.50)

' con los bloques identidad I de tamafio N x N y las A{ submatrices B, también

.. de tamano N x N, son
+ 4 -1
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El vector b consiste ea los valores conocidos de la funcida w ea la frontera del
rectiagulo f.

Antes de discutir los resultados numéricos obtenidos, vamos a detallar las
implementaciones de los esquemas iterativos cadticos tanto sincrono como asin-
crono, estudiados en este capitulo.

3.4.1 Algoritmos

Counsideremos o sistema lineal Az = & y las particiones A = F, -G, ) =
1,2,...,r. Se desea resolver este sistema de ecuaciones Lineales concurrente-
metite ulihzando loe esquemas  aoticos paralelos sincrono y asincrono, descritos
et las expresioaes (3.17) y (3.34) respectivamente. Supondremos que se dispone
de r procesadores conectadas en paralelo.

La difefencia basica entre el algoniumo cadtico sincrono v el algontino caotico
avincrono e la siguiente en el primeru. la parte principal la constituye la etapa
2. denununada cteps caotica. et la que cada procesador ) actuabza solo aquellas
wanpotules el veclor iterado 27! que corresponden a elementos no culos
de la matnz £, na vez que Lodos lus procesadores ban finalizado sus calculos
se coruinsian eo us Musmo instante (fase sincrona), para formar e nuevo vector
terado global #°°Y; esto corresponde a [a etapa 3 del algontmo sincrono. Por
el watiano, eo el algontmo asincono, no es necesano que se produzca dicha

MUDCTUNIZAGOD entre s procesadores.
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ALGorrTMO sincrONO
Etapa 0. Lectura de datos:
Matriz de coeficientes: A
Término independiente: b
Factores cadticos: ol,j), 1<;j<r, 1=0,1,...
Factor de relajacién: w

Etapa 1. Elegir ' arbitrariamente y [ = 0.

Etapa 2. (Etapa caética) En paralelo,
Para ) =1,2,...,r
¢, =G,z" +b.
Realizar ¢(l. ;) etapas de un método iterativo extrapolado para

obtener una solucién aproximada del sistema

(0)

= 20
, =&

F,z,=¢,, con z

Etapa 3. (Etapa sincrona) z/+V = Y" E, zg'“"”.

)=l

Etapa 4. Comprobacion del criterio de convergencia

L3
Z lz,(,’“) - x‘,“l <5-107'°,

k=1

o Si test de coavergencia = VERDADERO, entonces FIN.
e Si test de convergencia = FALSO, entonces

—l—1l+1.
— Volver a la etapa 2.
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ALGORITMO ASfNCRONO
Etapa 0. Lectura de datos:

‘Matriz de coeficientes: A
Término independiente: b
Factores cadticos: 9(l,j),1<5<r, 1=0,1,...

‘Factor de relajacién: w

Etapa 1. Elegir 2(° arbitrariamente y [; =0, 1 < j < r. En paralelo, para

1=12,...,r (etapas 2-5).

Etapa 2. z!Y) = comm, donde comm es un vector compartido por
todos los procesadores.
Etapa 3. ¢, = G,z{) + b.
| Realizar ¢(l,, ;) etapas de un método iterativo extrapolado
para obtener una solucién aproximada del sistema
Fjz; = ¢, con 2% = 20,

CU)

Etapa 4. comm = (I - E;)comm + E;z;

, siendo E;, matrices

diagonales no negativas cuya suma es la identidad.
Etapa 5.v Comprobacion del criterio de oonvergeng:ia.
o Si test de convergencia = VERDADERO, entonces FIN.
¢ Si test de convergencia = FALSO, entonces
— L~ +1
— Volver a la etapa 2.
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3.4.2 Resultados numéricos

La evaluacién tanto de los algoritmos introducidos previamente como los
que se estudiarin en los restantes capitulos, se he realizado atendiendo a varios
criterios. B

(i) Encontrar el factor éptimo de relajacién, es decir, aquel factor para el que

la convergencia es mais ripida.

(ii)) Comparar los algoritmos caéticos sincronos con los correspondientes asin-

Cronos.

(111)) Comparar los algoritmos caéticos tanto sii.cronos como asincronos, res-

pecto de los no cadticos.

(iv) Obtener el incremento de velocidad o “speed-up” en los modelos cadticos

planteados.

(v) Estudio de la variacion del tiempo de ejec»-'écié‘n atendiendo al equilibrio

de la carga asignada a cada uno de los proch iiorcs, mediante los factores

caoticos.

Se han utilizado distintos tamanos de a matr:z A y de sus bloques diagonales
B. La estructura de las matrices A y B viene detpida en las expresiones (3..50) y
(3.51) respectivamente. Segun la interprctacién%x términos de teoria de grafos
del concepto de irreducibilidad que se da en 1z Seccion 4.1, es ficil ver que la
matriz A dada en (3.50) es irreduciblemente dizazonal dominante (ver Definicion
10 de la Seccion 1.3). Por tanto, teniendo en ct-mnta el Teorema 9 de la Seccién

1.4, la matriz A es una H-matriz.
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Para explicar la forma de las particiones utilizadas, A = F; - Gj, j =
1,2,...,r, supondremos la matriz A representada por la siguiente figura
[ ]

donde las matrices D;, i =1,2,...,r, estan definidas por

- A -

B -1
-1 B -i

-1
-1 B

- P

Hemos elegido las particiones de la ma.i‘f"i:‘z_'A de forma que

.

F, = diag(Dy, Ds,..., L)), j=1,2,...,r

y G, satisface A = F; - G;.

Las matrices E;, 3 =1,2,...,r, atagglwdxdu en bloques segiin la estruc-
tura de las matrices Fj, con el bloque digonal j—ésimo igual a la identidad y
los restantes elementos nulos. Por tantc:. cuando se realizan ¢(l,;) etapas de
un método iterativo para resolver el sisizma lineal F;z = G;z") + b, sdlo es
necesario actualizar el bloque j-ésimo, ¢:: acuerdo con la divisién por bloques

de E,. La siguiente figura representa est: situacion.
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Procesador 1

Procesador 2

‘Procesador r

L a implementacion de los algoritmos sincrono y asincrono se ha realizado ob-
tenie';)do en paralelo la solucién aproximada de los sistemas F;z; =¢;, 1 <j <8
(ver «:}tapas 2 y 3 de los algoritmos sincrono y asincrono, respectivamente), rea-
lizamio y(l,7) pasos del método SOR, eligiendo por tanto, la particion corres-

pondiente.

Las particiones asi contruidas satisfacen las hipitesis de Teorema 5 para
0< w< 1

I.; ’fa.bla 1 explica la forma de las matrices de prueba dando el orden de
la Fatnz A, el orden de las matrices diagonales B, el numero de bloques B
asxg &ados a cada procesador y el numero de filas con las que cada procesador
trat a]a., o lo que es lo mismo, el orden de las matnces D;, + = 1,2,...,8.

Ob%rvese que solo para la matnz de orden 1024 existe un equilibrio de la carga

de ?,rabajo entre los procesadores.

La Tabla 2 presenta los resultados de los distintos algoritmos cadticos sin-
crea08, ejecutados en un sélo procesador y con los datos relativos al factor de
rei: jacién optimo. Como cabia esperar este factor 6ptimo no coincide para los

dis- intos modelos cadticos de una matriz concreta.

=
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Orden A | Orden B | Bloques por proc. | Filas por proc.
384 32 2,2,2,2,1,1,1,1 64,64,64,64,32,32,32,32
1024 32| 44444444 128,128,128,128,128,128,128,128
2816 256 2,2,2,1,1,1,1,1 512,512,512,256,256,256,256,256
5632 512 _2_,2_,2,}_,1_,_1_,_1,1 1024,1024,1024,512,512,5121512,512

Tabla 1: Matrices de prueba.

Los correspondientes tiempos de ejecucion se utilizan como referencia para
el calculo de los incrementos de velocidad de los algoritmos paralelos. Los facto-
res ¢(l, j) indican el nimero de iteraciones internas mediante las que el bloque
J—ésimo de vector iterado es actualizado en una iteracién externa [. En los ejem-
plos que presentamos dichos factores permanecen constantes en cada iteracién

externa, es decir, q(l,j) = q(5), 7 =1,2,...,r.

Observando la Tabla 2, vemos que aunque los algoritmos cadticos secuen-
ciales consiguen reducir el nimero de iteraciones respecto del no caético, los
tiempos no siempre son menores. Esto es debido a que un excesivo esfuerzo
computacional como consecuencia del numero de iteraciones internas, en los al-
goritmos cadticos secuenciales, no compensa la reduccion en tiempo que supone
disminuir el nimero de iteraciones externas. Sin embvargo', cuando estos algorit-
mos se ejecutan con mas procesadores, tiene sentido el realizar mas iteraciones
internas por parte de aquellos procesadores que a priori tengan menos trabajo.
Asi pues, el uso de los algoritmos cadticos tiene, en un principio, mas interes

desde el punto de vista paralelo que secuencial.
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Orden | ¢(1,7), 1 € j <8 wope | Iter. TI‘iempo (seg.)
384 1,1,1,1,2222 |1.575| 480 4.498
22224444 |1500] 426 5.138
22,222,222 |1.500 | 431 4.672
3,3,3,3,6,6,6,6 | 1.475 | 432 6.237
1,1,1,1,1,1,1,1 1.375 | 536 4.861
1024 | 33,3,3,3333 |1.725| 759 25.106
2,2,2,2,2,22,2 1.700 | 729 20.875
1,1,1,1,1,7.1,1 1.650 | 933 22.530
2816 | 2,2,24,44,4,4 1.450 | 499 44.370
1,1,1,2,2,2,2,2 1.500 | 536 37.788
222222272 1.450 | 504 39.205
1.1,1,1,1,1,1,1 1.350 | 571 37.863
5632 22244444 1.450 | 515 91.816
1,1,1,2,2,22,2 1.500 | 555 79.105
22222222 |1425] 522 81.163
1,1,1,1,1,1,1,1 1350 591 80.175

Tabla 2: Algoritmo secuencial.
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La Tabla 3 resume los resultados obtenidos para los esqi:emaa cadticos sin-
cronos ejecutados en paralelo, utilizando los 8 procesadores de los que dispone
el Alliant FX/80 Como en la Tabla 2, se ha reﬂeja.do el factor dptimo G2
relajacion.

Se han utxhzado varias directivas de compilacién. T) indica el tiempo e
C PU utlhzando ejecucién concurrente y T el tiempo de CPU cuando se utiliza
ejecucion vectorial-concurrente. Estos tipos de ejecuciones se han explicado : n
la Seccién 2.1.

Para estos tiempos se ha calculado dos tipos de speed-up. El primero de
ellos compara el algoritmo secuencial no cadtico (factores cadticos iguales a i)
con el algoritmo cadtico paralelo para los correspondientes factores optimos ce
relajacion, es decir

T,

S"=7:-, i=1,2,

donde 7, es el tiempo de C PU del algoritmo secuencial no cadtico (ver Tabla 2).
Se ha calculado este incremento de velocidad debido a la razon ya mencionad ;,
de que en general los esquemas cadticos estan pensados para equilibrar la car- ;a.
de trabajo entre los procesadores y por tanto ser ejecutados en paralelo y JO

en secuencial. Puesto que comparamos distintos algoritmos, este speed-up en

principio no esta acotado superiormente por el nimero de procesadores utiliza:fo.

También se ha calculado el incremento de velocidad de acuerdo con la L=fi-
nicién 1 de la Seccién 2.1. Dicbo speed-up compara, en este caso, un algori: mo
cadtico paralelo con el mismo algoritmo cadtico pero ejecutado en un sélo sro-
cesador. En la Tabla 3 este speed-up esta denotado por S, i = 1,2, es dec:»

T,

’————
Si—n’

1 =1,2,
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donde T, es el tiempo del algoritmo cadtico secuencial. Nétese que S si es me-
nor o igual que el nimero de procesadores utilizado en la ejecucién concurrente.

Se observa, en la Tabla 3, que el factor de relajacion éptimo para los modelos
cadticos es mayor que para el modelo no cadtico. Ademas el rango de conver-
gencia del modelo cadtico es mas am-ilio. Esto puede observarse en la Tabla 4,
donde ademas se han comparado dist éntos esquemas cadticos, utilizando distin-
tas particiones de la matriz de ta.m&jo 1024. Los datos en blanco indican que

el esquema no converge para el correspondiente factor de relajacion.

Orden | 9(L1). 1S5 <8 | wope | Iter | Tiempo (seg.) Speed—up
1 n | S S { S 53
1.575 | 48G | 0.825 0373 | 5.89 1302 | 545 1206

22224444 1.500 426 { 0872 0.447 | 8.57
222222.2,.2 1.500

384 1.1.1.1,2.2.2.2

1138 | 589 1203
431 | 0876 0425 | 559 1143 | 533 1100
33336066 1.475 | 432 ‘ 1029 0689 | 4.72

Sbbhraa hars
1024 3".131\.;;

705 | 6.06 9.05
} 536_J 0.925 0426 | 525 1141 { 525 1141 [
1.725\ 759 | 4098 2295 | 549 982 | 6.13 1094

22222212 1.700 | 729 | 3.470 1.660 | 649 1357 | 6.02 12.58
933 | 3946 165 | 570 1360 | 5.70 1360

lll.l,I,IJ.l 1.650

2816

22244444

1.

4.242 | 497 883 | 582 1046
LI121222.2

2578 | 550 1468 | 549 1466
222223122

3517 | 501 10.77 | 5.18 11.15

! vt

365 | 519 1037 | 5.19 1037

10.004 | 4.89 8.01 | 5.61 9.18
$.438 | 540 14.74 | 533 1455 |
7974 { 493 1005 | 5.00 9.92

|
|
A

5.706 | 5.07 1405 i 507 1405

Tabla 3: Resultados de los esq-temas cadticos sincronos para « 6ptimo.

La Tabla 4 muestra ademas, la :aejora en el tiempo de ejecucion de los algo-

ritmos cadticos sincronos cuando lz carga de trabajo se intenta equilibrar entre
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los distintos procesadores. Cuando los blc;ques diagonales son de distinto ta-
maiio, se obtienen mejores resultados utilizando factores cadticos que equilibran
la carga de trabajo, pero no suponen la realizacién de un excesivo nimero de
iteraciones internas. Esta situacion se refleja de forma clara en las Figuras 1, 2,
3 y 4, donde se compara para c: da matriz de prueba distintos esquemas caéticos
sincronos, calculando el tiempc de CPU en ejecucion concurrente atendiendo al

factor de relajacion.

- et e

Bloques por proc. | AA44 444 | 664444232 | 85442222 | 66662222
Factares caéticos 1.1,1,1,1,3.1 1 1,1,2,2,2,23,3 1,1,2,24,4,4,4 1,1,1,1,3333
w Iter. Tiewpo | lter. Tiampo | lter. - Tiempo | Iter. Tiempo
0.5 7949 35.2.7 . 5460 26.543 6197 33.738 7466 34.188
0.6 6319 28.1 ‘8 4358 21.163 4924 26.019 5924 27.123
0.7 5143 22.9!‘ 3559 17.318 4007 21.163 4812 22.046
0.8 4252 18.97.7 2087 14.384 3314 17.429 977 18.283
0.9 3553 15.791 2487 12.102 2T 14.399 3311 15.216
1.0 2990 13.298 2110 10.250 2338 12.117 3779 12.745
1.1 2525 11.230 1801 8.753 1979 10.278 2342 10.758
1.2 2134 9.491 1544 7.506 1683 8.740 1978 9.069
1.3 1800 6.449 1434 7.417 1664 7.636
1.4 1512 5.557 1225 6.354 1398 6.418
1.5 1259 4.781 1051 5.443 1170 5.368
1.55 1144 4.441 a75 5.051 1069 4.901
1.6 1036 4.132 807 4.701 977 4.468
1.65 833 3.840 845 4.377 934 4.287
1.675 5140 3.921 816 4.1553 860 3.933
1.7 — 3.573 T89 4.092 2592 11.9012
1.78% - — 735 3.8131 — —
1.8 — — 1504 7.7384 | — —

Tabla 4: Comparacion de es:.uemas cadticos sincronos con distintas particiones,

n = 1024.
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Tanto en estas figuras como en las demais de este capitulo y los sucesivos,
utilizamos una notacién abreviada para los factores cadticos. Asi por ejemplo,
el esquema.' cadtico 192* corresponde al esquema caético 1,1,1,1,2,2,2,2, es
decir, al esquema caético en el que, en cada iteracion externa, para actualizar
los 4 primeros bloques del vector iterado se realiza una tnica iteracion interna,

Tnientras que para los 4 1!timos se realizan dos.

40 1 T T T T T
B - Esquema cadtico sincrono 3% * * - -
. Esquema caético sincrono 28 —
30 . Esquema no cadtico sincrono 13 * * "
25 L * . e
Tiempo 20 t+ ' f ~
15 - _—
10 | . A
5F . .
0 i 1 i L A 1
04 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8

Parametro de Relajacion

;
g
£
:

Figura 1: Comparacion esquemas paralelos caoticos sincronos, n = 1024.

iyt
i b
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114
5.5 Y T T T T T
Esquema castico sincrono 2444 - - -
5t Esquema caético sincrono 1 —_ n
Esquema cadtico sincrono 2° =
45 |  Esquema no cadtico sincrono 1% * ** 2 -
4r : -1
35 F  °, , . .
Tiempo 3 - . 7
2.5 F : -
2r .
15 : J
1} : .
0.5 . i L —d 1 )
04 06 0.8 1 - 1.2 14 1.6 1.8

Parametro de Relajacion

Figura 2: Comparacién esquemas paralelos cadticos sincronos, n = 384.
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30 Ll 1§ L 2j 5 1
Esquema cadtico sincrono 2°4° + - - .
Esquema caético sincrono 1325 —
. Esquema cadtico sincrono 2° — |
. Esquema no cadtico sincrono 1% * * !
25 - - -
2 .
Tiempo
15 + 1
10 -
5 —d -4 1 - | i .
04 0.6 08 1 1.2 1.4 1.6
Parametro de Relajacion

Figura 3: Comparacién esquemas paralelos cadticos sincronos, n = 2816.
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116
70 .

o ' anuema cadtico sincrono 2345 + -+ .

Esquema cadtico sincrono 1325 — .

. Esquema cadtico sincrono 2= =
60 |- . Esquema no cadtico sincrono 18 : i
or . -
Tiempo 40 } _

30 -
20 [+ -
10 1 1 1 i L

04 06 038 1 1.2 1.4

Parametro de Relajacion

Figura 4: Comparacién esquemas paralelos caéticos sincronos, n = 5632.
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Los experimentos realizados han mostrado que los modelos cadticos asincro-
nos se comportan, independientemente del factor de relajacion, de forma mas
eficiente que el correspondiente mo¢ Hlo cadtico sincrono. Esto queda claro en
las graficas expuestas de la Figura § - la Figura 19. En estas figuras se compara,
para las distintas matrices de prueba, el tiempo de CPU en ejecucién concu-
rrente, de las versiones sincrona y as!'axcron# de un mismo esquema cadtico, para

un amplio intervalo del factor de relzjacién.

5 T T T T T T T T T

45 Esquema no caéticc sincrono —

4} Esquema no cadtico asincrono =

35 F

3

Tiempo 25 [
2

15 F

1+

05

0 L 1 L i 1 i !

i
05 06 07 08 0§ 1 11 12 13 14 15
Params:iro de Relajacion

T

i
=
.
i

Figura 5: Comparacién esquem:s paralelos sincrono y asincrono, n = 384.
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35 v T T T T T T
3| Esquema cadtico sincrono 142¢ — |
Esquema cadtico asincrono 1424 o
25 F -
2F -
Tiempo
15 F -
1F .
0.5 | .
o i } b 1 1 -
04 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8

Parametro de Relajacion

Figura 6: Comparacion esquemas paralelos sincrono y asincrono, n = 384.

5 1 T T | T

Esquema cadtico sincrono 28 —
4+ Esquema cadtico asincrono 2% -
3+ -

0 L A A y . ) W

04 0.6 0.8 1 1.2 14 16
Parametro de Relajacién

F:%&ura 7: Comparaciéon esquemas paralelos sincrono y asincrono, n = 384.
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2‘4 ¥ T LI i ¥ L
22 \ Esquema cadtico sincrono 2444 —— -
2 L Esquema cadtico asincrono 2444 == |
18 | -
1.6 |- .
Tiempo 14 |- -~
12 -
1 4
08 / =
06 -
0.4 1 - 1 4 i 1
0.4 1.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8

. Pariametro de Relajacién

Figura 8: Comparacién esquemas paralelos sincrono y asincrono, n = 384.

\ T T T T

Esquema no cadtico sincrono ~——
Esquema no cadtico asincrono =

Tiempo

0 L i i i i 1

0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 18
Parimetro de Relajacion

e
s

Figura 9: Com: yaracién esquemas paralelos sincrono y asincrono, n = 1024.
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” T T A T T 1
2+ Esquema cadtico sincrono 28 —
18k Esquema cadtico asincrono 2% == _
16 -
14 -

Tiempo 12 | -
10 - -
8 b
6 - -
4 > -
2 A 1 1 L 4 i_}
04 0.6 08 | 12 14 16 18

" Parémetro de Relajacién

Figura 10: Comparacion esquemas paralelos sincrono y asincrono, n = 1024.

18
16
14
12
Tiempo 10

o
o“ba

T T T

Esquema cadtico sincrono 3 —
Esquema cadtico asincrono 3° ==

A

T

A A1 '

4

A

=

-

4

06

08 | 1.2
Parametro de Relajacicn

14

16

Figura 11: Comparacién esquemas paralelos sincrono y asincrono, n = 1024.
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0 T Y P ™ T T T
Esquema no cadtico sincrono =
r-N g Esquema no cadtico asincrono === -
2} -
Tiempo 15 7
10 -
5 -
0 L n A I s . A . )

05 06 07 08 09 1 11 12 13 14 15
Parimetro de Relajacién

Figura 12: Comparacién esquemas paralelos sincrono y asincrono, n = 2816.

m T T A 1 T
18 | Esquema cadtico sincrono g: —
16 + Esquema cadtico asincrono i
14 -
. 12 .
Tiempo
P— -
8 = -
6 .
4 “~ ,‘
2 L i 1 1 i
04 0.6 08 1 1.2 14 16

Parimetro de Relajacién

Figura 13: Comparacién esquemas paralelos sincrono y asincrono, n = 2816.
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‘0 T | § 1 L 4 1 ]
3s | Esquema cadtico sincrono 1328 — -
Esquema cadtico asincrono 1328 ===
30 4
B 2% F -
Ticmpo 20 of -
15 p— -
10 | \ 4
SF -
o 1 L 1 1 1 I
0.4 0.6 08 1 1.2 14 1.6 1.8

" Parimetro de Relajacion

Figura 14: Comparacion esquemas paralelos sincrono y asincrono, n = 2816.

35 T T L 4 R T ¥
30 b Esquema cadtico sincrono 2343 — B
Esquema cadtico asincrono 234% ew=
5 r .
_ 2 r -
Tiempo
1 r \ «
10 o \ 7
5 o -
o I 1 1 1 L L
04 08 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8

" Parémetro de Relajacién

Figura 15: Comparacion esquemas paralelos sincrono y asincrono, n = - 816.
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70
60
50
40
Tiempo
30
20
10
0 ' ) 3 1 L i 1 L L J
05 06 07 08 09 1 11 12 13 14 15

P:zrametro de Relajacion

Figura 16: Comparacién esquemas paralelos sincrono y asincrono, n = 5632.

45 T I T T ] T
40+ Esc jema cadtico sincrono 2° — .
Esqu ma cadtico asincrono 28 ==

35 - ' e

30 | .
Tiempo 25 |- -

2 r -

15 : .

ok PR

5 A 1 L i A 1

04 0.6 0.5 1 1.2 14 1.6 1.8

" Pardmetro de Relajacion

Figura 17: Comparacion ee?iuemu paralelos sincrono y asincrono, n = 5632.
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T T T T T T

- Esquema cadtico sincrono 1325 — -
Esquema cadtico asincrono 1325 ===

! T

it

Tiempo

noa8388KLEEE

: i 1 1 1 L 1

0.4 0.6 08 1 1.2 14 1.6 1.8
Parametro de Relajacién

Figura 18: Comparacion esquemas paralelos sincrono y asincrono, n = 5632.

80 T T T T T T
70 F \ Esquema cadtico sincrono 2345 — B
# " Esquema cadtico asincrono 2345 ===
60 | B
50 - -
Tiempo
40 7
30 - -
20 B
10 L I | - | 1 1 —

0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 16 18
Parimetro de Relajacion

Figura 19: ( @mpuacién esquemas paralelos sincrono y asincrono, n = 5632.
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La Tabla 5 muestra algunos esquemas caéticos asincronos correspondientes
al factor de relajacion 6ptimo, obtenido de forma experimcutal. T) representa el

tiempo de CPU cuando se utiliza ejecucién concurrente y T; cuando se utiliza

ejecucion vectorial-concurreate.

Se ha calculado el speed-up correspondiente a cada una de las ejecuciones,
tomando como algoritmo secuencial de referencia el mejor algoritmo secuencial
de entre los obtenidos experimentalmente en la Tabla 2. Esto se ha hecho asi,
debido a que tal y como se ha construido el esquema caético asincrono paralelo,
no es factible obtener la correspondiente version secuencial. Téngase en cuenta
que incluso en distintas ejecuciones de un mismo algoritmo asincrono no se
obtienen exactamente los mismos resultados, aunque es de esperar y de hecho asi
ocurre, que se comporten de manera similar. Esto se observa en las ejecuciones
concurrente y vectorial-concurrente, en las que el nimero de iteraciones por
procesador (iter(y), 1 < j < 8) y el factor de relajaciéon optimo uo tienen por

qué coincidir.

Nétese que obtenemos buenos valores del speed-up, por encima incluso del
nimero de procesadores; este hecho no es contradictorio debido a que aunque el
esquema cadtico paralelo asincrono se ha comparado con un “buzn” secuencial,

no es ni el mejor secuencial ni la versién secuencial del modelo asincrono.
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Orden | 4(lj). 138 | wope | itesi) 155 <8 Tiempo (seg.; | Speod-up
e i T T: | 5 Sz

384 1.1.1,1,2,222 | 1.600 475,413 476,485,530,539,540,521 0.409 11.01
1.550 534,527,561,549,533,570,588,564 0.403 11.16

22244444 | 1.575 471,464,471,462,504.493,507,494 0.582 7.73
1.525 515,505 ,517,502,518,505,510,498 0.527 854

2222332322 | 1.450 41C 409,414,413,097,684,696,679 0.526 8.55
1.550 440,417 442,418,689 689,701,667 0475 9.47

33,336,666 | 1475 459,460,462,459,484 479,487 479 0.756 5.95
1.475 489,469 488,471,474 468,482 467 0.689 6.53

LLLLLLLL | 1.425 441,443,443 ,443,710,683,706,685 0.421 10.68
501,477,506,508,778,707,781,738 0386 11.65

1024 | 33333333 | 1.650 858,859 838,863,898 A80,800 877 3.012 6.93
1.775 950,855 A88,932,949.415,951,913 2.774 753

222222322 | 1.700 726,739,767,748,748,738, 777,745 2.153 3.70
1.750 850.803,795,838.866.834,851 822 1.979 10.55

| EE TR T 0 IS U0 39 | 1.675 954.,933,953,930,949.934,954,932 1.727 12.08
1.675 | 1040,1012,1041,1009,1040,1006,1042,1002 1.817 13.76

2816 | 1.1,1,222322 | 1.580 534,510,535,601,623,604,630,602 3.474 10.87
1.400 501,4984.490.756,779,764,807,747 3307 1142

2,2,244.44.4 1.550 488 487 487 536,554,537,543,542 4.772 7.91
1.550 538,556,534,558,561,566,556,561 4653 8.12

22,222,222 | 1.500 413,404,415,700,704,700,715,696 3.801 9.94
1.450 445,436,447, 728,749.732,748.722 3398 11.12

1.1,1,1.1.1.1.1 1.430 455,446 470,741,745.723, 713,717 3.311 11.41
1.400 £01,494.490,756,779,764,807. 747 3307 11.42

5632 | 1.1,1,2.2.2,2.2 | 1.550 491.499,549,622.643 618,613,605 9.389 8.42
1.550 614,578,608,597,661.618.677.631 3.648 9.15

22244444 | 1.600 530.513.539,565 608 565,604,567 12.452 6.35
1.600 554,537,562,588 582,571 607,551 12.294 6.43

22222222 | 1400 434,434.439,694,740,740,739,739 8.840 8.95
1.400 444.445.473.7C " “T9,684.771.710 8612 .19

1LILLLLLLL | 1.400 496,486 489,726,786,762,779,710 8.019 9.86
1.400 490,509,525,789,820,732,818,704 6.803 11.62

Tabla 5: Resultados de
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3.4 Expenmaua numéricos 127

En la Tabla 5 se observa ademis que e mejor modelo asincrono de entre
los comparados exper‘mentalmente, cuando se utiliza el factor de relajacion
6ptimo, es el no cadtico. Este comportamiento no se puede generalizar a todos
los factores de relzjacion. Las Figuras 20, 21, 22 y 23 presentan para la: distintas
matrices que son objeto de estudio, el comportamiento de distintos -squemas
cadticos asincronos. Los comentarios realizados respecto al equilibrio de la carga
en el caso sincrono, siguen siendo vilidos, por lo general, para el caso zsincrono,

tal y como se refleja en dichas figuras.

Ll T Lf LA S LI

Esquema cadtico asincrono .-
Esquema cadtico asincrono -_
. Esquema no cadtico acincrono 13 = « ¢

Tiempo 10 + \.

S+ -
0 Y [§ e i d i .‘
04 06 08 1 1.2 14 1.6 1.8
Pardmetro de Relajacion

Figura 20: Comparacion esquemas paralelos cadticos asincronos, 4 = 1024.
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18 T T T Y T T
Esquema caético asin. ono 244¢ - -
16 + Esquema cadtico as pcrono 28 == 4
Esquema 0o cadtico asacrano 1% * *°
14
12 ¢
Tiempo
1F
08 I
06 L
0‘ 4 A e e
04 0.6 08 1 12

Parametro de Relajacion

Figura 21: Comparacion esquemas paralelos ca:-ticos asincronos, n = 384.
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130 , - 3 Método de multiparticidn en dos etapas
45 —— r — —
Esquema cadtico asincrono 2345 - - - .
Esquema cadtico asincrono 1328 — .
40 - Esquema cadtico asincrono 2% —— C T
E Esquema no cadtico asincrono 18 © ** .
s | .
30 : -
Tiempo 25 + . ~
2 i
15 + : -
10 -
5 e ’ 1 i | 1
04 06 08 1 1.2 1.4 1.6 18

Pardmetro de Relajacion

t'igura 23: Comparacién esquemas paralelos cadticos asincronos, n = 5632.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



Métodos iterativos paralelos para la resolucion de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martinez

3.5 Conclusiones 131

3.5 Conclusiones

Los estudios realizados en [12], donde se construye un método iterativo pa-
ralelo y caético, basado en la técnica en dos‘ etapas, motivaron el planteamiento
de un esquema cadtico mas general, en el que las etapas internas no se aplican
necesariamente sobre subsistemas construidos a partir de los bloques diagonales
de la matriz A del sistema lineal. El planteamiento de este esquema se recoge
en la expresion (3.17), en el caso sincrono y en la expresion (3.34), en el caso
asincrono. En las Secciones 3.2 y 3.3 se demuestran los resultados tedricos de

convergencia para las versiones sincrona y asincrona respectivamente.

El Teorema 3 demuestra la convergencia del esquema caodtico sincrono (3.17),
cuando se realiza un nimero infinito de iteraciones internas, las particiones tanto
interna como externa son convergentes y el factor de relajacion pertenece a un

intervalo (0,wp) con wg > 1.

La convergencia de este esquema también se demuestra, en el Teorema 4, para
matrices monétonas, suponicndo que las particiones externas sean regulares y
las internas débilmente regulares; se exige que el factor de relajacion esté en el
intervalo (0, 1]. |

También se ha estudiado la convergencia del esquema (3.17) cuando la matriz
del sistema es una H-matriz. Este resultado corresponde al Teorema 5. Las

hipétesis que se exigen son que las particiones tanto internas como externas

sean H-compatibles.

Analogos resultados de convergencia se obtienen, a partir del Teorema 7,

para el esquema cadtico asincrono (3.34).

T
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Volver al indice/Tornar a I'index

132 ' 3 Método de multiparticién en dos etapas

Los experimentos numéricos realizados han mostrado la gran eficiencia de los
modelos cadticos frente a los no cadticos. Ademds, cabe destacar que los modelos
cadticos asincronos se comportan, con independencia del factor de relajacion
utilizado, mejor que el correspondiente esquema cadtico sincrono y por supuesto

mejor que los esquemas no cadticos.

H:
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----- | Capitulo 4

Método de multiparticion

relajado

4.1 Introduccion

En el Capitulo 3 se ha introducido una técnica de resolucién de sister-ias de
ecuaciones lineales de la forma Az = b, en la que a partir de la multipa-ticién
en dos etapas {F;,G;, M;,N;,E;};_,, de la matriz A y un vector mxcx] z©),
se calculan independientemente r soluciones aproximadas de los subsiste:nas de

ecuaciones

Fiz=G;zW+b, 1<j<r, 1=0,1,..., (4.1)

aplicando ¢(l,j) etapas de un método iterativo relajado basado, tamb.én, en

multiparticiones. Una vez calculadas en paralelo, las r aproximacionéjs ala

133
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solucion de los subsistemas dados en (4.1), éstas se combinan, en el caso sincrono,
- para formar el nuevo vector iterado. En el caso asincrono, n. es necesario que
todos los procesadores realicen la actualizacion en el mismo : istante.
Por otro lado, en la técnica de multiparticion, que intr Sdujeron O’Leary
y White [61], en 1985, se obtiene la solucién exacta de los + subsistemas que
aparecen en la expresion (4.1), de forma independiente. Esta técnica ha sido
desarrollada en la Subseccién 2.2.1. :
Posteriormente, Bru, Elsner y Neumaan [10], estudian dd;éixiodelos caoticos,
basados en la técnica de multiparticion, demostrando su oony;i;rgencia cuando la
" matriz A es monétona y todas Jas particiones son regulares. ‘Hemos abordado
el estudio de dichos modelos en la Subseccion 2.2.2. V
Ahora bien, en el contexto de los métodos relajados, O'Leary y White [61]
consideran un método de multiparticién, en el que el parametro de relajacion w
se usa de la misma forma que en el método extrapolado de Jacobi. Este método,
como ya se dijo en la Subseccidn 2.2.1, (ver expresion (2.11) dg?_Capitulo 2) viene

dado por el siguiente esquema iterativo i

i+ = wz EJE-'—l(GJ:(l) +b)+(1- “’)tm (4.2)
=1

Fromer y Mayer en {29] demuestran la convergencia de ecje esquema, cuando
A es una H-matriz. Hemos recogido este resultado de con-irgencia. en el Teo-
rema 5 del Capitulo 2.

Esto nos ha sugerido plantear un modelo caético, en el se1tido de Bru, Elsner
y Neumann (10], basado en el esquema (4.2). Es decir, pla::ieamos un esquema
caotico, donde se ha introducido un factor de relajacién, cox%o lo hacen O’Leary
y White [61]. :

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



Métodos iterativos paralelos para la resolucion de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martinez

4.1 Introduccidn ' 135

En la Seccion 4.2, pla.ntéaremoo el nuevo esquema y estudiaremos su conver-
gencia en el contexto de las H-matrices. La Seccién 4.3 se dedica al plantea-
miento y estudio de la version asincrona. En las Secciones 4.4 y 4.5 se presentan,
respectivamente, los resulta-los experimentales obtenidos y las conclusiones mas
relevantes que se extraen dJ contenido de este capitulo.

Previamente, vamos a :-itroducir una serie de resuitados, que nos seran de
utilidad en las siguientes secciones. - -

Un concepto que nos in zresa en este capitulo es el de matriz irreducible, que
fue introducido en la Secci3n 1.3 (ver Definicién 9). La interpretacion geomé-
trica del concepto de irredzi_cibilidad mediante teoria de grafos es sencilla. Tal
interpretacion, requiere de ’alguna.s nociones elementales de dicha teoria. Sea
A = [a;;] una matriz compicja de tamaiio n X n y consideremos n puntos distin-
tos en el plano vy, v;,...,v, que llamaremos vertices. Para cada elemento q,;,
no nulo, de la matriz A, se conecta el vértice v; con el v; mediante un arco 5:5;,
dirigido del vértice v, al v;. De esta forma, a cada matriz A de tamafio n x n se

le puede asociar un grafo fizito dirigido G(A).

Definicién 1. Un graf 5 divrigido es fuertemente conezo si para cualquier par
ordenado de vértices v, y g,, existe un camino dirigido

'Y 2>

5 ViVky y Uky Uy -+ - - y Uk, Uy,

conectando el vértice v; ¢ el v;.

El siguiente teorema :ver Varga [78]) muestra la equivalencia existente en-
tre el concepto de matriz irreducible de la Definicion 9 de la Seccién 1.3, y el

concepto de grafo dirigid- - fuertemente conexo de dicha matriz.
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Teorema 1. Una matriz A compleja de tamaiio n x n es irreducible, si y
solo si, su grafo dirigido asociado G(A) es fuertemente conezo.

Claramente a partir de este resultado, se sigue que si una matriz es irredu-
cible no puede: ser nulos todos los elementos no diagonales de una misma fila o
columna, ya que esto significaria que el vértice asociado a dicha fila o columna
no se conecta ¢ on ningun otro.

Obviamente, si una matriz tiene todos sus elementos no diagonales no nulos,
entonces su gr-fo asociado es fuertemente conexo y por tanto, irreducible.

El siguiente lema, se refiere a H-matrices, y su demostracion puede verse en

Frommer y Mayer [29].

Lema 1. Sea A € M, una H-matriz, D = diag(A) y A = D— B. Entonces
|D| es no singular y p(|D|~}|B|) < 1.

Una vez introducidos los conceptos y propiedades que se utilizan en este
capitulo, vamo a construir, en la siguiente seccion, un modelo cadtico para la

resolucion de s:}f‘stérxms lineales en paralelo.

e

4.2 Mé

elo sincrono

En esta =:ccién vamos a plantear un modelo cadtico para la resolucion del

sistema linea:

Az = b, (4.3)

donde A es ufa. matriz cuadrada de tamafio n x n invertible.

3
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Este modelo estd basado en la técnica de multiparticién, introduciendo un
factor de relaji.cién y unos factores cadticos, tal y como se explica a continuacion.
Supongamos que le dispone de un sistema multiprocesador, y sea la multi-
particién de A, {F;,G;, Ej}}u;, €8 decir, A = F; -~ G;, j = 1,2,...,r, con F;
invertible y las matrices E; son matrices no negativas cuya suma es la matriz

identidad.
Para cada j = 1,2,...,r, definimos los operadores P; como sigue

P, : R"—R"
Pz = F'Gjz+F'b, j=12,...,r (4.4)
Estos operadores representan, como veremos mas adelante, el trabajo que cada
procesador debe realizar. Nétese que, aplicar el operador P; sobre un vector
cualquiera z*, equivale a resolver el sistema lineal F;z = G;z* + b.

A partir de un vector 2% arbitrario construiremos una sucesion de vectores

{z"}52,, de la siguiente forma

) =w (Z E:z§l+l)) +(1- w)z(l)v weR, I=0,1,.... (4.5)

=1

(I+1)

El calculo, en la iteracion /, de los vectores z; se obtiene mediante la

siguiente expresion

20 = g™ =12, (4.6)

Claramente, los cilculos de los vectores zﬁ""”, j=12,...,r, implicados en la
expresién (4.6), son independientes y pueden ser realizados en paralelo. Haremos
referencia a estos cilculos denominandolos iteraciones locales realizadas por los

distintos procesadores.
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Los factores q(1,j) indican el nimero de veces que el procesador j—ésimo
realiza los cilculos indicados por los operadores P;, definidos en (4.4), en la
iteracion I. Llamaremos a estos factores, factores caodticos.

Claramente, sustituyendo la expresién (4.6) en (4.5), el esquema relajado,
que se plantut;ﬁ, puede escribirse como |

20+ = z E,P,"”’z"’ +(1-w)z® 1=01,2,.... (4.7)

1=1

Teniendo en cuenta la construccién del esquema iterativo (4.7), en cada
iteracion local, no es necesario calcular todas las componentes de los vectores
zg-l“), sino sélo aquellas que sean necesarias para los correspondientes calculos
locales y aquellas para las que el correspondiente elemento diagonal de la matriz
E; es no nulo. El papel de estas matrices puede ser visto como el medio que se
utiliza para distribuir el trabajo entre los procesadores.

Cuando los factores cadticos q(l,7) son iguales a la unidad, el esquema (4.7)
se reduce al esquema (4.2) introducido por O'Leary y White en [61] y cuya
convergencia fue estudiada por Frommer y Mayer en [29]. El esquema (4.7)
constituye una version cadtica y sincrona del esquema (4.2).

El uso de estos factores cadticos iguales a 1 tiene sentido cuando las matrices
E, reparten por igual el trabajo entre los distintos procesadores. Por el contrario,
cuando este trabajo no estd distribuido homogéneamente, es apropiado, como
se observara en los experimentos numeéricos, el uso de factores caoticos mayores
que 1, con el fin de equilibrar la carga de trabajo entre los procesadores.

Para analizar la convergencia del esquema iterativo (4.7) escribiremos dicho
esquema de una forma alternativa. Para esto, nos basamos en la forma que

tienen los operadores P; definidos en la expresion (4.4).
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2 = WY E;Pf30 4 (1 -w)e®

=i

wY E; P9 [FAGi2™ + F'b) + (1 - w)2®

=1

= wZ:E,-PfU‘")" [F;‘G,' (F;gnsz(l) +F}“b} + F}"b] +Q _w)z;.;

i=1

= wY E;PU2(F71G)2™ + (FG)F'b + Fi'B) + (1 — w)=

=1

= wz Ejp:(“)*? [(F,-“G,»)’z"’ + (F,-“G, + 1) Fj—lb] +(1- u)z(l) i

j=1

= [w i EJ'(F;-IG,')'("‘” + (1 - W)I] t“)

)=1
r e(ly)-1 )
+ wY Ej| XY (F'G)| F'e. (4 8)
1= =0 .
A partir de la expresion (4.8), podemos escribir el esquema (4.7) como siglé
2 = HUgW 4 0 1 =0,1,..., (4-'5)
donde ;
HY =wY E (F'6)™ + -1, 1=01,..., (439
i=1
. 2(ld)-1 _ :
D=0 E | X (F'G)' | F'b, 1=0,1,.... (4.21)
j=1 =0

A las matrices H?, 1 = 0,1,..., las denominaremos matrices de iterac: in

del esquema (4.9) o equivalentemente del esquema (4.7).
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Para probar la convergencia del esquema (4.7) o equivalentemente (4.9) ana-
lizaremos la expresién del error

ell+1) = p(i+1) _ § 1= 0,1;...,

— - siendo £ la solucion exacta del sistema lineal (4.3). El esquema (4.7) serd con-
vergente si la sucesion de vectores error {e1}2, converge a! vector o.
En el siguiente lema expresamos los vectores error e“*'?i,: =0,1,...,en

funcion de las matrices de iteracién H®.

Lema 2. Sea £ la solucion del sistema lineal (4.3) y {2V }$2, la sucesion de
vectores generada por el esquema (4.7). Entonces, la sucesio: de vectores error

{e}2,, con e = 2" — €, satisface
c(“’l) = HU)C(’), = 0,1,... ’
donde las matrices de iteracion H® estdn definidas en (4-10).

Demostracién. Teniendo en cuenta las particiones A = F‘ -G,,1<;<r,

y que § es la solucion exacta del sistema lineal (4.3), para 7, 1< 3<rse

tiene

(F; =G;)§=b,

Fi§=G,{+b,
€= F['G;6 + F'b,

y por la definicion de los operadores P;, 1 < j < r en la exp-esién (4.4), se tiene
que § es un punto fijo de los operadores 7;, 1 < j<r,es cedr,

§=F§ 1<;<r
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Por tanto

€ = wE+(1-we
03 EPIE+ (1 - w)e

Jj=1

= L EFVTRIGE+ FB +(1-w)

=1

= WY EPFG (FGi6 + F'b) + b+ (1 - w)E

=1

WZE,'P,'(‘J)-: (F}“'G,—)’€+ (F,'-‘G,')Fj"b-f };;-lb] +(1 —w)E

=1

= w Z E,P{ P (FG)6 + (F7'G, + 1) F'b| + (1 - w)€

=1

= [wZ E,(F'G) P + (1 - u)l} ¢

=1
OISR

+ uza( S (RG] Fs. (412)
1=1 =0 -

Considerando la dcﬁnicior_:?;%xde las matrices H'!) en la expresion (4.10) y de
los vectores r() en (4.11), Ia gua.ldad dada en (4.12) puede escribirse como

E=:1A 4+ 1=0,1,.... (4.13)
De las expresiones (4.9) y (4.13) se concluye
i+ = g+ _ ¢

= HO2O 4 ¢ _ (HOg 4 #0)
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= HW (3(‘) - e)

= H")em,
con H® lefinida en (4.10). | | - .

Obs: rvacién 1. A partir del Lema 2, podemos expresar el vector error e/,
para caca iteracién I, | = 0,1,..., en funcién del vector error en la iteracion

inicial, ¢snotado por .
]
elitl) = Hel) = ... = n H(‘)e(o)' [=0,1,....
=0

. .o . 1
Teniendo en cuenta esta expresion, la sucesion de vectores error {eN}52, con-

verge al vector o, si y solo si

{
ll_iﬂ'l;loﬂ"’ =0. (4.14)

Sigué-éﬁdo estas consideraciones y a partir del Lema 3 del Capitulo 3.

expresic'-g}t"(4.l4) es cierta si existe una constante real a, tal que

{HY <a<l, 1=01,..., (4.15)

para ax:guna norma thatricial compatible || - ||
En -onsecuencia el esquema (4.7) es convergente, si se satisface la expresion
(4.15).

Ur: vez construido el esquema caético sincrono (4.7), vamos a dar el resul-
tado p: @pcipal de convergencia que se ha obtenido para este modelo.

Si 1,3.}matriz A es una H-matriz y expresamos A = D — B, con D = diag(A),
por el Lema 1 sabemos que |D| es nosingular y p(ID|7'|B]) < 1. Con esta

“r
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. notacién, se prueba la convergencia del esquema iterativo relajado (4.7), cuando
la matriz del sistema A es una H-matriz y el factor de relajacion pertenece al

intervalé (0, m)

" Teorema 2. Sea A una H-matriz. Supongamos que las particiones A =
F; - G;, j =1,2,...,r, son particiones H-compatibles de A, con diag(|F;[) <
|D|. Entonces, sig(l,7) >1,1=0,1,..., 1 <j <r, el esquema ({.7) converge
a la iunica solucion del sistema Az = b, para w € (0, ;%;), con p = p(|D|~!|B)).

Demostracién. Por la Observacion 1, para probar la convergencia del es-
quema (4.7) es suficiente encontrar una norma matricial compatible || - [ y una

constante real a, de forma que
IHO<a<l, 1=0,1,....

Como las particiones A = F, - G,, j = 1,2,...,r, son H-compatibles, se
sigue por el apartado (b) del Lema 6 del Capitulo 3, que dichas particiones son
H-particiones. Entonces, por el apartado (a) del mismo lema, se obtiene que
las matrices F,, ; =1,2,...,r, son H-matrices.

Claramente, por la forma de las matrices de iteracion H!) en (4.10) obtene-

mos

[HO| < w S EIFGIM) + 1 ~wll, 1=0,1,.... (4.16)

=1

Ahora bien, teniendo en cuenta que las matrices F;, 1 < j < r son H-
matrices, como acabamos de demostrar, y utilizando el apartado (a) del Lema

5 del Capitulo 3, podemos acotar |F;"'G,]| de la siguiente forma

|F7'Gy) < IFFNIGS < (F)UGs|, 5=1,2,...,r (4.17)
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Por la definicién de particién H-compatible (ver Definicion 14 de la Seccién
1.4), sabemos que las particiones A = F; —G;, j = 1,2,...,r, satisfacen (A) =
(F;) - |Gl, = 1,2,...,r, y por tanto, sustituyendo |G;| = (F;) ~ (A) en la
expresién (4.17), se obtiene

|F'G;1 < (F;)7'IG

= (F;)7'((F;) - (A)

I-(F)™4), 1<j<r. (4.18)

il

Por otro lado, puesto que A = D— B, con D = diag(A), y teniendo en cuenta
que construir la matriz comparacion de A (ver Definicion 11 de la Seccion 1.4)
consiste en considerar los elementos de la diagonal en valor absoluto y los no
diagonales, en valor absoluto con signo negativo, la matriz comparacion de A se

puede escribir como
(A) = |D| - |B| = |D|(I - |D|™"| B]). (4.19)
Denotando J = |D|~!{B| y sustituyendo en la expresion (4.19) se tiene
(A) = |D|(I - J). (4.20)
De las expresiones (4.18) y (4.20) se sigue
IF7'G| < T = (F;)™MD[(I-J), 1<j<r. (4.21)

Consideremos el vector n-dimensional e = (1,1,...,1)". Como la matriz

J = |D|™}|B| es no negativa, para todo ¢ € R mayor que cero, la matriz
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J + eee! tiene todos los elementos positivos, por tanto, el grafo dirigido asociado

a la matriz J + cee’ es fuertemente conexo (ver Seccién 4.1). Por el Teorema

1 se sigue que esta matriz es irreducible. Aplicando el resultado de: apartado

(iv) del Teorema 2 del Capitulo 2, sobre la matriz J + cee’, obtenemc - que para
. todo € > 0, existe un vector positivo z., satisfaciendo ‘

(J + cee’)z, = p.z,, - (4.22)

donde p, = p(J + cee’).
Puesto que Fj, j = 1,2,...,r, son H-matrices, aplicando el apg;rta.do (a)

del Lema 5 del Capitulo 3, se tiene
IFF < (F)™, j=12...,m,

Y por tanto
(F'>0, j=12,...,r

De aqui se sigue que la matriz (F;)~'|D|cee' es no negativa, obteniendo las

siguientes desigualdades
= (FYNDII=J) € 1= (F)™DII-J) + (F)™IDleet
= I-(F)D|(I - (J +eee’)). (4.23)
De las expresiones (4.21) y (4.23) obtenemos o =
F;'G) < T = (F) D (1 = (J + ecet)) .

Multiplicando ambos miembros de esta desigualdad por el vector ;-ositivo . y

utilizando la expresion (4.22) se tiene
IF'Gjlze < [T~ (F)7IDI(1 = (J +eee’))] 2

= 2 - (F)™IDI(1 - p)=.. 2
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Por hipétesis, diag(|F;|) < |D|, j = 1,2,...,r, y omo todos los elementos

no diagonales de (F;) son no positivos, se tiene que
(F;) < |D). i (4.25)

El Lema 1 nos asegura que el radio espectral de la matriz J es menor que 1.

Si tenemos en cuenta la continuidad del radio espectral podemos afirmar que,
para algin ¢ > 0

pe=p(J +eee) <1 (4.26)

Utilizando la desigualdad (4.25) en la expresion (4 24) y teniendo en cuenta

que segun la expresion (4.26), 1 — p, > 0, obtenemos

—

IFJ"IGJh’e < =z~ (F)7'DI(1 - p.) =
< =z - (Fj>-l(Fj) (1 - Pt)zt

= T~ (l - Pt)zc

= P (427)

Multiplicando ambos miembros de la desigualdad : 416) por el vector positivo

z, y teniendo en cuenta la acotacién dada por la expresion (4.27), se obtienen

las siguientes desigualdades

B2 < W EIFGIM e, +] - wlz.

=1

< w ZEjIF}qG,-I'("j)'Ip(z;@— 1 -wlz,

=1
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< wY EjptWg, 4|1 -wlz, 1=0,1,.... (4.28)

- J=1
Puesto que p, & menor que 1, como ya se ha comprobado en (4.26), de la

expresion (4.28) se -igue

. . .
He, < w) Ejpt" ez, + |1 — wlz,
j=1

14
< w) Ejpz +|1 - wlz,
J=1
< (wp+1 -w))z, I=0,1,.... (4.29)

Distinguimos des casos atendiendo al valor de w.

(a) Si0d<w<l,
wpt|l—wl=wp+l-w<l

(b) Sil<w< &

l+p':‘:
i wp+ |l —w| = wptw-1
= w(l+p)-1
_ 2
< ——(1+p)~-1
1+p( p)
k = 1

De (a) y (b), jnto a la propiedad de continuidad del radio espectral, se tiene
que para w € (0, - L)
wpe+ |l —w|<1
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y por tanto por (4.29)
lH(nlzc <a2,

con a, =up.+il-—w|<lyz.>o.
De @qm’ se sigue que la norma matricial compatible y monétona || - [lz,,

introd'_cida en la Seccién 1.1 cumple
NHz, € a <1, 1=0,1,...
Qu~da asi, den.ostrada la convergencia del esquema (4.7). s

La- condiciones del Teorema 2 relativas a las particiones de A, es decir,
diag(|F;|) < |D| y (A) = (F;) — |G,| se cumplen esencialmente cuando los
elemen:os no diagonales de F; estin entre los correspondientes elementos de A

y 0. Esto se pone de manifiesto en el siguiente lema.

Lema 3. Sea A una matriz de tamario n x n, con diagonal D. Ezisten
matriczs F = [fi;liciyen ¥ G = [gijliciy<n de tamaro n x n satisfaciendo
: Sivg Siug

diag(| 1) < D] y (4) = (F) = |G|, si y sdlo s,

I
i

fsl € Olagll, i#i1<i5<n,

Ifisl = lawl, 1 <i<n.

Iiemostracién. (— ) Sii#j, 1 <i,j <n, por la igualdad (4) = (F)
|G|, se tiene
~lail = ~1fis] = lgi;l-
Despejando | f;]
o |fisl = las;] — lgijl € [0, ]a;]] .
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Sii%j, leiSn,oomo(A)=(F)-—|.Glentonvcea
lail = |fal = lgails
Ifil = laal + lgisl-
_ Pero al ser, por hipétesis, |f;| < |aii|, necesariamente |g;;| = 0. Luego

lagl = |fal, 1 L1 <n.

(+~ ) En primer lugar construimos los elementos diagonales de F'y G como

|fil =lasl, gi=0,1<1<n.

Para i # j, 1 <1,j < n sabemos que los elementos |f;;| estan en el

intervalo {0, |a;;|], luego existen elementos z,; con 0 < z;; < |a;;| tales que
Uit = laijl = 2i;.
Definimos ahora los elementos no diagonales de G de forma que verifiquen
lgi,| = zij, 1 <4, <r, 147
Obviamente se satisface que diag(|F|) < |D|. Por otro lado para i # j
—1fisl = l9ijl = =fii| = zi; = =1fiil = (@il = 1fi5]) = —lasjl-

Por tanto

(4) = (F) - |G|.

Queda pues, probado el resultado de este lema. L
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Algunos ejemplos de multiparticién de A con posible solapamiento, que sa-

tisface el lema anterior son los siguientes.

Ejemplo 1. Sean para k = 1,2,...,r, los subconjuntos Sy C {1,2,...,n},
de forma que:U}_,Sy = {1,2,...,n}, no necesariamente disjuntos dos a dos.
Construimos una multiparticion de A, { Fi, Gy, Ei }1.,, de forma que las matrices
Fk = [fikj]lS'}jS'l estin deﬁmdu como

x a; sit=jo1i,j€ 5

i
0 en otro caso.

Se supone ademas que las matrices F} son invertibles. El elemento i—ésimo de
las matrices E,, k = 1,2,...,r se toma cero si 1 € S, y positivo si 1 € S,.

Ademas E E, = 1, y las matrices G, se eligen de forma que A = F, — G,.
k=1

Ejemplo 2. Sean los subconjuntos S, C {1,2,...,n}, k=1,2,...,r, ele
gidos de forma anadloga al ejemplo anterior, es decir, {Si}}., €8 un recubrimiento
del conjunto {1,2,...,n}. Construimos una multiparticién de A, { F,,Gs, Ei}i_,,

de forma que las matrices Fi = [f!}i<i,<n estdn definidas como

g, sit<jyij€Sk
W) Gy sit=)

0 en otro caso.
Supondremos que las matrices F; son invertibles. El elemento i-ésimo de las
matrices Ey, k =1,2,...,r se toma cero si 1 € S; y positivo sii € S,. Ademais
}i Ey = 1, y las matrices G, se eligen de forma que A = F, — G,.
k=1

Cuando los conjuntos S, k = 1,2,...,n, sean disjuntos dos a dos, es de-

cir, cuando {S;};., ses una particién del conjunto {1,2,...,n}, las matrices

i

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



Métodos iterativos paralelos para la resolucion de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martinez

4.2 Modelo sincrono 151

Ei, k=1,2,...,r, se eligen de forma que

(Ex)ii=1 sii € S
(Ex)ii =0 sit ¢ Si.

Observacién 2. (i) La convergencia del esquema (4.7) puede demostrarse
suponiendo r parimetros de relajacién distintos, asocizdos a cada una de
las r particiones A = F; - Gj, j = 1,2,...,r. Es decir, =l esquema cadtico

sincrono con r parimetros de relajacién wy,wq,...,w,

2D = Y B, [0, Pf Y20 + (1 —wy)z®], 1=01,2,...,
=1

converge para las mismas hipotesis del Teorema 2, si los r parametros de

relajacion estin en el intervalo (0, =) con p = p(|D|™| B|).

(11) Cuando w =1, el esquema (4.7) se reduce al esquema i;::_erativo

20+ — z E:P,W’J)z(”, 1=0,1,2,

1=1

(4.30)

que corresponde al primer modelo cadtico dado por Bru; Elsner y Neumann
en [10]. Recordamos que en {10] se prueba la conver%?gncia del esquema
(4.30) cuando A es una matriz mondtona y las pa.rtlc:mes de A son débil-
mente regulares. Hacemos notar que el Teorema 2 da un nuevo criterio de
convergencia para el esquema (4.30) que no habia sic> considerado hasta
ahora en la literatura sobre ¢! tema, exigiendo que ~ sea una H-matriz,
matrices que no son necesariamente monotonas y qu- > como se refleja en

el Teorema 9 de la Seccion 1.4 cubre varios tipos inte:-santes de matrices.

#
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-

4.3 Modelo asincrono

En esta seccion planteamos la version a-incrona del esquema iterativo caotico
construido en la expresion (4.7) de la seccién anterior. Como ya hemos comen-
tado en el Capitulo 2 la idea de los mod-ios asincronos surge con la intencién
de obtener una mayor utilizacién de los nrocesadores en un sistema multipro-
cesador. En los modelos asincronos wlisﬁm sobre procedimientos iterativos
de resolucion de sisteras de ecuaciones i_:.hcdes, se supone que cada procesa-
dor puede actualizar o recuperar algunas componentes del vector aproximacion
a la solucién en cualquier instante. Estc, tedricamente, significa que ningin
procesador se mantiene 0Ci080.

A continuacién describimos el esquema caético asincrono basado en el es-
quema caotico sincronb (4.7).

Sean E,, 1 = 1,2....,r, matrices di';gonales no negativas cuya suma es
la matriz identidad. Si supouemos que *fo = {,}j21, 1 <1, < r, es una
sucesion regulada (ver Definicién 5 del Cz;mulo 2), a partir de un vector inicial,

construimos el siguient~ esquema iteratio asincrono

20+ = (I - E, )2V + E, (“Z EPOY +(1- w)l) ), (431

1=

siendo P,, + = 1,2,...,r, los operador:i definidos en la expresion (4.4) de la

seccion anterior .

Pz=F'Gz+F ‘b 1=12,...,r
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y r; e menor entero positivo tal que
', = '.)“,.

Por la elec-ion de r,, como (i,}2, es regulada existe un entero positivo K que
satisface B

0<r,-1<K, j=012,.... (4.32)

Notese jue el valor der, — 1 es igual al nimero de veces que l» aproximacion
que reside >n un procesador, que denominamos central, es actualizada por otros
procesador:s distintos del i,—ésimo, durante el intervalo de tiempo en el que
dicho procsador ejecuta sus calculos.

El siguiente teorema da condicioues suficientes de convergencia para el es-
quema asincrono definido en (4.31). Las hipotesis que se exigen son analogas
a las exigidas para ei caso sincrono en el Tenrema 2. ‘l igual que en dicho
tevrema def)ota.remos por D a la diagonal de A, con lo que . = D — B; ademas
p= p(iD?'?;iBi)l

£
Teorema 3. Sea A una H-matriz. Su.ongamos que las siguientes partr-
clones A F, -G, 1=1.2,...,r, son particiones H -compatibles de A, con
dug({F.g‘;%_S_;D; y {1,}720.1 <1, < r, una sucesion regulada de enteros. En-

tonces. s q(3,1)>1,)=0,1,..., 1 <1<r, el esquerna (4.31) converge a la

unica s0: icion del snsteme ({.3), para o € (0, ;;’-’,.

Dem: wtracién. Anilogamente a como se hizo en el Capitulo 3, para anali-
zar la co: vergencia del esquema asincrono (4.31) se sumerge este procedimiento
iterativo @ un procedimiento iterativo en R"X | siendo K el entero positivo que

regula a 4 sucesion {1,}72, en la Definiacu 5 del Capitulo 2.
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Utilizamos, para esto, la siguiente notaciéa.

[ ) ]
’ . B ¢U“)
¢(J)=z(1)_€’ ZJ = . GRIK‘
y
- 5
z,
T,
F=| |eR¥, (4.33)
| % |

donde z, > o es el vector de Perron de la matriz J + eee', con J = |D|™}|B|,

e>0ve=(1,1...., 1)*. En el Teorema 2 se probo que
|HY\z, < a.z., (4.34)

siendo H% 1=0,1,..., las matrices de iteracion definidas en (4.10) y a, < 1.
" Conesta notacion, y siguiendo los mismos pasos que en la demostracion del

3Teorema 7 del Capitulo 3 podemos escribir

) =852, 1, (4.35)

:l” donde S,. 7=0,1. ..esla matriz de tamaio n x nK dividida en bloques de
. tamaio n x n y que tiene un bloque identidad de orden n en la posicion r, y los
K - ! bloques restantes son nulos (ver expresion (3.39)).

Analizamos seguidamente la expresion. del error

el = gben) _ g,

ity
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siendo £ la solucién exacta del sistema lineal Az = b. Puesto que £ es un punto
" fijo de los operadores P,, tal y como se probd en la demostracién del Lema 2, se

tiene
e(j"")) = z(]+'.!) - E
= (I-E)z\* Y4+ E, (uz E.PY99) 4 (1~ w)I) 2V)
=]

- (I-E)¢-E, (ui:E.-P,-'"'"’ +(1- w)l) ¢

=l

fl

(I - E.,)e“* "V + E, (ui:E,-ﬁ'U"’ +(1- u)[) (29 — ¢)

=1

Ahora bien, lz expresion w (Z E.PUY 4 (1 - ..J)I) (2Y) — €) ha sido ana-

lizada en el Lema 2, demostrwd.:lque

w (Z EPVY 4+ (1 - w)l) (2 — ) = HVeV, (4.36)

sz}

donde HU) esta definida en (4.10) y satisface (4.34).

Por tanto, de las expresiones (4.35) y (4.36), y siguiendo los mismos pasos

que el Teorema 7 del Capitulo 3, se comprueba facilmente que
U+ = (I- E.,)‘U+';-l) + E.,H(’)S,l,w,-l.
Obtenemos por tanto, que

t)ﬂ, = j+r,t;¢v,-1v
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donde Bj,., es la matriz cuadrada de orden nK, dada por

(I-E, 0 ... 0 0] [E,nvs;]
. I 0..00 0
Byr,=| 2 U e N
| 0o o..10] | o
- Entonces

43k = Byaax-1Byaak-1 - By,
Razonando a partir de aqui, como en el Teorema 7 del Capitulo 3 y utilizando
la desigualdad de la expresion (4.34), se prueba que existe una constante real v,
con 0 < 4 <1, tal que
|Bysax-1B43x-3 - B, |[B < 1%, (4.38)
donde Z € R*X esta definido en (4.33). De aqui, si consideramos la norma

matricial inducida || - ||z introducida en la Seccién 1.1, se deduce que

”BJ+3K—lB,+2l(-2 o B)H”}’ < 9,

y entonces
Jm ¥ <o,
con lo que queda demostrada la convergencia del esquema (4.31). s

4.4 Experimentos numéricos

Esta seccion esta dedicada al estudio, desde el punto de vista experimen-
tal, de los métodos cacticos paralelos sincrono y asincrono estudiados en este

e
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capitulo. Los esquemas tedricos correspondientes ban sido planteados en las
expresiones (4.7) y (4.31). Este estudio se ha realizado atendiendo a los mismos
objetivos que los planteados en la Seccida 3.4.

" Tal y como se dijo en dicha seccion, tomamos comr problema modelo la ob-
tencida de una solucioe aproximada de la ecuaciéa de Laplace. Dicho problema,

al ser discretizado, nos conduce a la resolucién de un rran sistema de ecuaciones
linesles Az = b. La mairiz de coeficientes A viene definida en la expresion
(3.50).

Presentamos a continuacion, las implementaciones de los algoritmos cadticos

tanto sincronu como asincrono estudiados en este caritulo.

4.4.1 Algoritmos

Se desea resolver el sistema lineal Az = b. Supongamos r particiones de la

matnz A

A=F -G, j;=102,.. /&
Los siguientes algoritmos detallan los pasos a segu: {pa.n generar la sucesion
de vectores que converge a la soiucion de dicho sis;‘;;’e’m. a partir del esquema

caotico sincrono (4.7) y del esquema caotico uincrq?o (4.31).
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ALGORITMO SfNCRONO
Etapa 0. Lectura de datos:

Matriz de coeficientes: A
Término independiente: &
Factores cadticos: s.hb,jy1<3<r, 1=0,1,...

Factor de relajacion: w
Etapa 1. Elegir 2% arbitrariamente y { = 0.

Etapa 2. (Etapa cadtica) En paralelo,
Para ) =1,2,...,r
Para £ = 1,2,...,4¢(l,5), con :§0) =z,

Resolver el sisteina F,zf” = G,zf,"-" +b.

Etapa 3. (Etapa sincrona) z/*" = w)° E,zS’“‘m + (1 = w)z", siendo E,,
Jrsl
matrices diagonales no negativas cuya suma es la identidad.
Etapa 4. Comprobacion del criterio de éonvergencia
Yo it -2 <5 17

k=1

S

e Si test de convergencia = VE:IDADERO, entonces FIN.
o Si test de convergencia = F4 SO, entonces

—le—1+1.

“/olver a la etapa 1.
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ALGORITMO ASfNCRONO
Etape 0. Lectura de datos:

Matriz de cosficientes: A
Término independiente: &
Factores cadticos:  ¢(l,)), 1<y <, 1=0,],...
Factor de relajaciéa: o

Etapa 1. Elegir 2 arbitrariamente y I, = 0, | < j < r. En paralelo, para
) =1,2,...,r (ectapas 2-5).

Etags 3. 2 = comm, donde cormm es un vector compartido por
tuodus los procesadores.

Etapa 3. Para k =1,2,....¢(l,.)) con 2'” = 3.

)
Resalver el sistema Flzgn = G,zi"” +b

oy 1) gt 29

z,

+ (1 —w)zth?

J

Eu:p 4. comm = (I - E,Jcomm + E,;3'"""" siendo E,, matrices
d.u.;onda DO Degativas cuya suma es la identidad.

Eugn §. Comprubecion del cnteno de convergenaa.
" o Sitest de coovergencia = VERDADERO, entonces FIN.
e Si Lest de couvergenca = FALSO, entonces
-, — 1«1

— Volver a la etapa 3.
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4.4.2 Resultados numéricos

Antes de comentar los resultados numéricos obtenidos, vamos a detallar la
{prma de las particones 4 = F; - G,, j = 1,2,...,r, que se han utilizado para
1 Bisicamente, las particiones utilizadas son las que se expusieron en el Ejem-
2o 2, sin contemplar solapamiento. Es decir si representamos la matriz A de la

siguiente forma

5doode D, =12,
[ ]

-1
-1 B

3

mhsmnrmf, 1=1,2,...,r, que consideramos son
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"
"

donde cada matriz L,, j =1,2,...,r, es |la parte triangular inferior de D,. Las
matrices G,. ) = 1,2, ...,r, se eligen de forma que A = F, - G,.

Cada matriz E,, j = 1,2,...,r, tiene un bloque identidad en la posicion
correspondiente al bloque triangular inferior de la matriz F,, y todos los restantes
elementos son nulos.

Estas particiones son claramente H-compatibles y ademis la matriz A es
una H-matnz tal y como se explico en la Seccion 3.4. Por tanto, el Teorema

2 asegura la convergencia para e caso sincrono y el T-orema 3 para el caso

asincrono.

Sea 2!'*!) e bloque de vector 20+ asociado al bloque triangular L, de F,.
En un esquema iterativo de multiparticion no cadtico (¢(l, ) = 1), el procesador
) solo tiene que actualizar e bloque zf,‘“’ resolviendo el sistema tnangular
representado en la siguwente figura
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=G ,‘8‘"’ + b.

Abora bien, si al procesador j se le asigna un factor cadtico supertior a 1,
pongamos por ejemplo ¢(l,)) = 2, entonces los cilculos que debe realizar y que
vienen indicados en la etapa 2 dei algoritmo sincrono son los siguientes.

Para k = 1,2, con 3 = 2
[ 1

r 7
\\\ z(lk)

%
\ M | =G,z 4.

z®

L
Debido a la forma de la matriz A y de las particiones elegidas, para k = | e

procesador ) debera calcular las variables
T T A (4.39)

dondcdumabodezg"wrrupondedumiodel.,yhsdanbwndeu-
mano correspondiente a los bloques B de A. Esto es debido a los dos bloques
identidad que nos encootramos en el bloque fila ) de A tal y como muestra la
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siguiente figura, lo cual nos indica que las nuevas variables indicadas en (4.39)
son necesarias para el pom:iotd.lculodezf”.
r 9

-QI

Para & = 2 solo es necesarnio calcular zf,“. Estas componer.tes son las unicas

que se necesitan en esta ultima etapa local para actualizar i solucion global,
1)y _ _(3)

=2

z] J

Esta situacion se puede generalizar para cualquier valor de los factores cao-
ticos. de forma que cuando mayores son estas factores. mayor es el subsisterna
que se ha de resolver. Notese que el crecimiento en el subsistema que se ha de
resolver, depende tambien del tamano de los bloques B, va cue cuanto mayo
res sean estus bloques mayor sera dicho subsisterna. Estas a.::;:uidcru‘iona nos
hacen pensar en la 1dea de escoger factures caoticus no exce ‘é‘xg:\amcntr grandes
v lamanus de la matnz B pequetus, de manera que el aunxgj;.l . en el utden de
lus subsistenas que cads procesador debe resoiver no sea e+ .ado

La Tabia | explca la forma de las matnices cou ias qm*?’!sdumu s ex
periinentos correspondientes a este capituio  Notese que Ldu eslas natrues
corresponden cou las utilizadas en el capitulo antenor. exce W la matriz de ot
den 4096 Lcs bloques diagonales B de esta matriz soa de ot ‘en 64 que como se
observa es bastante menot que el considerado pars (as malr: es de urdenes 2816
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Orden B | Bloques por
384 321 22221,1,1,1 64,64,64,64,32,32,32,32
1024 32| 44444444 128,128,128,128,128,128,128,128
2516 26| 2221,1,1,1,1 51,512,512,256,256,256,256,256
4096 64| 16,1688,4,4,44 | 10:1,1024,512,512,256,256,256,256
5632 512 2221,11]1,.1 102‘:.10‘24,1024,512,512,512,512;512

Tabla 1: Matnices de srueba

y 5632. Esto evitard, tal y como hemos oomen-ado anteriormente, que cuando
el factor cadtico sea grande el procesador cmru;bndiente tenga que resolver un
subsistena de un orden demasiado elevado. En G:cha tabla, se presenta tambien,
el numero de bloques B que forman parte del bloque triangular de cada matriz
F,, ;= 1.2,.. 8. Es con este bloque triangular con el que esencialmente cada
prouesador trabaja Damos ademas el numero de filas por procesador, para de
esta forma bacernos upa idea de ia cantidad ce trabajo que cad; procesador
debe realizar i

¥
I

Ec la Tabla 2 se presentan, para estas ma.lnlu los resultados obtenidos para
dferentes modeios cauvticos sincronus eyecutad-m eu secuencial. Se ha obtenido
, e facwor de relajacion
oplinue. obeervando en Lodos ke casos que es.r {actor s menor para o corres-
pusdiente mudelo Bo caotico. es decir. cuand los factores cadticus son iguales

e

experimentaimeute. para cada uno de estos * -

4

s la unidad Eata situacon se geueralua al ango de convergencia del factor
de relsjanon. dando lugar & que frecuentems: o ¢ {octor de relajacion optimo,
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Owden | o{lj) 1 S5$8 | wap | hhar. | Tiempo (ong.)
™| 11112233 153 | » 5829
23324444 |1.738 ]| 384 e
33333233 1.728 | 3780
32328448 1500 | 193 577
14331010 [1380 ] e 12
03¢ { 33333333 | 1728 | €87  35.528
3233233333 |18 | s 37.250
14101030 | 1.ems | 2088 ®.3%e
me 3.3244.4.4.4 1.7 | 32 34.513
11133333 | 148 | nie ©.nt
23323233 | 1.%0 | 300 27138
10200040 1M ne -3¢
wes | 33448888 | 1773 | 334 083
10223333 | 1800 | 57 e88.197
L1A18.0.00 | 1478 | 7eo8 e 618
633 3.3.3.4.0.04.4 1.72% pA 117
11133233 |1a8 | 3 8.243
33333333 | 1.%0 | 310 ss.008

11111113 ) 101 803 J

Tabla 2: Algoritmo secuencial.

cormpondscz!e a un modelo cadtico, sea un factor para el que el esquema no

caotico 0o colverge.

T,

Los rau.'hda obtenidos pﬁu los elquemn cadticos sincronos cjecuudoo’
sobre los 8 : rocesadares de los que dispone el multiprocesador Alliant FX/80,
se muestraz = la Tabla 3. Al igual que en el Capitulo 3, bemos utilizado dos
directivas d: compilacica, obleniendo e tiempo de CPL' para una ejecucion
concurrente 1), y e tiempo de C PU para una ejerucicn vectorial-concurrente

(Ts).
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Uno de nuestros objetivos es el comparar los algoritmos caéticos con los no
cadticos. Ahora biea, las consideraciones realizadas sobre el distinto rango de
convergencia para el factor de relajacién, en los esquemas cadticos y no cadticos,

: no nos permiten calcular un speed-up que compare los dos esquemas utilizando
el mismo factor de relajacién. Es por esto que comparamos, en la Tabla 3, cada

" modelo cadtico sincrono con el modelo secuencial no cadtico para su factor de
relajacén optimo (ver Tabla 2) mediante el cilculo de S;, ¢+ = 1,2.

==, =12

| donde T, es el tiempo de C PU del algoritmo secuendcial no cadtico para su factor
de relajacion optimo. Nétese que este speed-up no estd acotado superiormente
por el nimero de procesadores ya que no comparamos el mismo algoritmo.

Un speed-up que si esta acotado por el nimero de procesadores utilizados,
en ejecucion sélo concurrente, es e que compara un algoritmo cadtico paralelo
con el correspondiente cadtlico secuencial. Este speed-up viene dado por S,
doade

S, = ITﬂ 1=1,2,
siendo T, e tiempo de C PL' del modelo cadtico que se esta evaluando ejecutado
;; €5 uD UKo pfwaador.
T Se observa, en la Tabla 3, que todos los modelos cadticos sincrono, estudia-
dos experimentalmente, aceleran al 0o cadtico. Esta situacioo esta especia/mente

marcada para la matriz de orden 4096, en la que para el esquema cadtico sin-
crono 22426 d tiempo de C PL' disminuye en practicamente un 50% respecto del
no caotico. Esto es debido a la gran Jisminucién que se produce en el numero
de iteracicnes globales. Esta situacion es bastante general, con independencia
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®Wl1), 1 €I <B | wepe

5 5
3B 11113333 1.538 ¥ 100 (¥ ] 863 1273 | §.3¢ 1200
3.23.34.44.¢ 1.728 34 0.991 051¢ €18 1180 | 487 .30
23232223 1.738 s osT? 0348 908 1773 | 558 1092
333384888 1400 193 1 380 04682 4.9 899 | 470 .62
11,111,111 1.380 [ <] 1.188 0.483 [ 31} 1388 | 831 1358
1034 3333333 1.728 657 3804 1926 | 1270 28463 | 657 1326

223232333 (1838 | 886 | 457TT 1300 | 1078 2385 | 596 1437
L11.4.1.010 | 1678 8881 3073| 577 1608 | 57T 1608
MW | 213444408 |17 $310 2528 673 1838 | 650 13es
11123232 | 1438 | $i4 7676 2967 | €20 1563 | 548 1382
23323223 |17%0( 0] $03¢ 2290 | 923 2016 | S« 1180
14311410 {1378 ) M9 | 88T 3384 | $32 1370|522 1370
. oS | 2J448666 | 1TTS | 2364 | TUSS3 40864 | 879 1712 ; 561 1091
14333333 | 1400 | 5730 | 118.119 5183 | $82 1347 | 563 1299
11330000 | 1478 | a9 | 147828 61967 | 4T3 1129 | 473 11.29
a3z | 23244444 T'x T25 | 3 | 11428 €342 891 1606 | 604 1090
| 11122222 ‘ 1425 | 531 | 15788 TO82 | 644 1443 | 5S40 1307
133.32.223 ! 17%0 | 310 | 10826 54523 | 940 15683 | 516 10328

11113111 ¢ 12380 758 19.510 RE Y3} $21 1383 521 1383
e —

—
——

Tabla 3: Resultados de los esquemas caoticos sincronos para . Gptimo.

dei factor de relajacion como se refleja en las Figuras 1. 2. 3. 4 v 5. Estas
figuras comparan el tiempo de CPU en ejecucion concurrente de distintos es-
quemmas caotlicos sincronos, para cada una de las matrices de prueba y un amplio
rango de factores de relajacion. Destacamos los resultadoe obtenidos para las
matnices de ordenes 1024 y 4096 para las que todo modelo cadtico estudiado

experumentals:.cnte es mejor que el no caotico {vease Figuras 2 y 4).
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4 ¥ T T A 1 4 L 4 T

351 ‘ -
Tiempo :

2F B

5| D

1 -

U.SLL Y A i i —d 4 i

04 06 08 1 12 14 16 1.8 2
Parémetro de Relajacida

Figura 1: Comparacién esquemas paralelos cadticos sincronos, n = 384.
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. L8 L L LS T .?’
. Esquema cadtico sincromo & =
. Eaquema 0o cadtico sincrono (- °
22 F .. -
15 -
Tiempo
10 o -
St -
o e d e 4 - 4 .
04 06 08 1 12 14 16 2

Park de Relajacié

Figura 2: Comparacin esquemas paralelos calticos si-cronos, n = 1024.
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R 8 h g ) S T » 1 1 [ §

- Esquema cadtice sincroso 248 e o

. Esquema cadticc sincroso 1328 —  °

2 Esquema ; -

i Esquema wo .
18} .
16 o :-n
Tiempo 14 | °
12+ * S
10+ .
8 r -
6t <
04 06 08 * 18

1 155 L
Parémetro de Rejacita

Figura 3: Comparacion esquemas parale os cadticos sincronos, n = 2816.

b
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d s A i 4 - A A P

69 1 11 12 13 14 15 16 17 18
Parametro de Relajacion

Figura 4: Comparacién esquemas paralelos cadticos sincronos, n = 4096.
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. . Tiempo

? ¥ & & & & ¢

10
0.4 0.6 08 1 12 1.4 16 18
Parimetro de Relajacion

»  Figura §: Comparacion esquemas paralelos cadticos sincronos, n = 5632.

Aunque los resultados presentados hasta ahora en este capitulo, muestran

que Jos modelos cadticos sincronos son buenocs, estos son acelerados de forma
clara, y en todos los casos por los correspondientes cadticos asincronos. Mos-
tramos esta situacion genérica para algunos modelos cadticos de la Tabla 3, en
las Figuras 6, 7,8y 9.
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‘.  § R g L g T T v L
16t Esquems cadtico sincrone 2% ~— _
m ““‘ “ L J
1L
12 1 *
Tiempo 10 e
s I <
(B -
4r . -
: . A e ) - 4 4 A
04 06 0s 1 12 14 18 18 2
Patdmnetro de Relajacrin
Figura 6: Comparacién esquemas paraleios sincrono y asincrono, n = 1024.

=808

16
14
Tlempo 12 |+
10

~N & O @
\

04

Figura 7: Comparacién esquemas paralelos sincrono y asincrooo, n = 2816.
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m —  § : 4
mww 132334 —
180 - Eaquema cadtico asincrono 13233¢ ===
...... 160 - R
- -
Tiempo
120 } .
100 \ ]
30 of -
w i . 4 4 1 y J
08 09 1 1.1 1.2 13 1.4 13 16
Parimetro de Relajaciéa

Figura 8: Comparacion esquemas paralelos sincrono y asincrono, n = 4096.

hquem cadlico sincromo 1’2' —
Esquema cadtico asincroao 132%

- -

-4
- -
- -
- \ =

Tiempo

BRELEESEE

15 1 -
10 / -
s 4 ) 1 i L
04 0.6 08 1 1.2 14 16
Parimeiro de Relajacién

Figura 9: Comparacién esquemas paralelos sincrono y asincrono, n = 5632.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



Métodos iterativos paralelos para la resolucion de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martinez

4.4 Experimentos numéricos 178

Los resultados para los esquemas iterativos cadticos asincronos pueden verse
‘en la Tabla 4; iter(j), j = 1,2,...,8, es e niimero de iteraciones que realiza cada
procesador. Esta tabla muestra que para el factor de -elajacidn dptimo siempre
encontramos un modelo cadtico asincrono que acelers al modelo asincrono no
cadtico. Como en la Tabla 3, hemos calculado e tie—po de CPU para los dos
tipos de ejecucion, concurrente y vectoria.l—concurrcn;c. denotados por T) y T,
respectivamente.

Como ya comentamos en el capitulo anterior, debiJo a la construccién de los
modelos asincronos, no es factible el planteamiento de nnz versi6n secuencial. Es
por esto que para dar una medida del incremento develoadad que se produce
con la utilizacion de los modelos asincronos se ha Qmudo como referencia el
mejor algoritmo secuencial de los reflejados en la Tabla 2, obteniendo asi los
respectivos spced-up's para los modos de ejecucion concurrente y vectorial-
concurrente, denotados por S,, 1 = 1,2. Como no se esta comparando el mismo
algoritmo ejecutado en secuencial y en paralelo puede surgir la situacion en la
que se obtenga un valor del speed-up S, superior gl_}%mimero de procesadores,
como puede apreciarse en la Tabla 4. : ,

Para finalizar esta seccion, comparamos para caci matriz de prueba los dis-
tintos esquemas cadticos asincronos calculando el ti-mpo de CPU en ejecucion
£ éktdaié puede analizarse

concurrente, atendiendo al factor de relajacion.
en las Figuras 10, 11, 12, 13 y 14. En ellas se ha ob-2rvado situaciones analogas

a las ya comentadas para el caso sincrono.
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olj)h1<y<8
. Ty T
| 11002233 |13 633,61 £31,618,453446.454.580 0528
186 638,61 £35,515,515,490,515.568 0.4
32244444 | 188 470,3~,408,309,175,185,312,267 0.6
1.828 400,38 : ,371,.380,200,21 3,240,208 .. 0.8 | s.08
22323333 | 180 381,319,327,321,458 445,452,547 0.522 7.24
188 370,31 335,.351,485,400,484.520 0397 9.52
33336868 1.778 433,3.5,329,326,126,1 37,158,198 0895 -
1.778 354,2°1.301,394,147,154.176.202 0.547 691
LLLLLLLL | 1378 | 635,63 647,634.1006981,1002,977 050 68
1.40 80,6 | 683,663.994.960,991 965 0.484 a1s
1024 { 33333333 | 180 911,761,7732,761,766,763, 772,908 3278 178
1.50 867,77:.788,772,789, 771,780,845 243 10.53
2,2,2.2.2.2.32 | 185 | 1115,1007,-034, 992.106,1013,1026,1083 | 2.889 8
185 | 1110,1032,1057,1025.1084,1330,1057,1088 2.307 11.06
LLLLLLIL | 1.525 | 2103,2087.2106,2057,2106,2058,2104,2058 | 3.732 ex
1.525 | 2247.2173.2247.2173.2347.31 13,2247, 2172 3.080 829
816 | 111322322 | 1475 643,625,636, 455,464,443,453,5 77 3 6.0
1.50 303,562 ,617,540,558,536,562,57S5 3.188 8.51
22344444 | 180 $15.4%).437,191,194.203,238,283 5.254 516
180 386,3¢5.385,223,235.239.267.281 3372 8.0s
2232223322 | 180 362,3 8,303,442,432,426,449,553 3864 1.0
1.825 3303 16.318,448,468.459,468.491 2.643 10.27
LL1LLL11 138 003.5 51 504857 97T 48977 945 4.004 6.62
1.325 669,621,655 961,1007,962,1006,888 3.432 7.90
3632 | 111223222 | 1.50 638.202,637,483,508,498,471,615 9.229 605
’ 1.538 518, 5 7:245 ™
12244444 | 178 +iT1,478,206,314,319,261 323 12.483 a7
1.78 38¢_182,363.223.723.338,250.280 7.596 738
22322232 | 180 302 199,296,435,429,414,440,473 7.206 7.67
180 33C.313,329,451,476,430,4G1,461 6.450 8.66
1LLLLLLLY 1.3 629.6-,597,1023,1034,970,1024,1005 | 8.862 6.30
138 654.:34,067,976,1008.937.994.898 7.638 733

Tabla 4: Resultados de los”;quemas asincronos para w optimo.

e

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



Métodos iterativos paralelos para la resolucion de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martinez

4.4 Experimentos numéricos | 177

23448088 2874,2016,2521.2500,2120,2082,2083,2822

3749,2724,2790,2683,2760,2580,2854.3120 10.90

11223333 | 158 $739,5739,6418,6333,0008,6713,7024,8010 72193 e.18
158 5850,5475,6471 6108,7273,7149,7273,7108 85.181 8.08

LLLLLL1,0 | 1.5238 | 8500,5942,10600,10458,16414,15639,15378,15137 | 81.T24 548

6004,6008, 9881, 9726,14229,13821,14314,13520

Tabla 4. (Continuacién) Resultados de los esquemas asincronos para w 6ptimo.

18 LS T T | | 1 L | i
) Esquema cadtico asincrono 2444 —
Esquema cadtico asincrono 1424 ===
Esquema cadtico asincrono 28 - - - i
16 1 Esquema no cadtico asincrono 1% * ¢
14

2}

Turmpo
5 1k
08 |
£ 06f
04 4 4 4 L L L 1

04 0.6 08 1 1.2 14 1.6 1.8 2
Pariametro de Relajacion

Figura 10: Comparacion esquemas paralelos cadticos asincronos, n = 384.
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11 T T T T T T T
Ecquemcaétieqadncrono:i‘ te
Esquema cadtico asincrono 28 v
Esquema cadtico asincrono 1% —

Tiempo

1 | A L |

2 A1 1
04 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2
Parimetro de Relajacion

Figura 11: Comparacion esquemas paralelos cadticos asincronos, n = 1024.

¥
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16 T -T T T Y T T

Esquema cadtico asincrono 2345 —
Esquema caético asincrono 1°2° * - *

14 Esquema cadtico asincrogo 22 * * * -
Esquema no cadtico asincrono 18 ===
12 + -
10F -
Tiempo
8 -
6 -

0.4 0.6 08 1 1.2 14 1.6 1.8 2
Parametro de Relajacion

Figura 12: Comparacion esquemas paralelos cadticos asincronos, n = 2816.
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200 1 ¥ 1 L 1 | T ' T LB
80| e e e — |

Esquema cadtico asincrono 234364 ==

160 + .

Mot i
Tiempo 120 | - ‘e .: -

100 E =

8C ) ~

60 - =

40 e S e e

o8 09 1 11 12 13 14 15 16 17 18 19
' Parimetro de Relajacién

Figura 13: Comparacién esquemas paralelos cadticos asincronos, n = 4096.
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35 T T T T T T
. Esquema cadtic= asincrono 2345 - - -
. Esquema cadticc asincrono 1325 —
30 + . Esquema cadt: __a'sincr‘mo?'"'_
. Esquema no cadt:co asincrono 1% —
H -
Tiempo 20 }+ .
15 | R
10 1
5 1 L i L i » l

04 06 08 1 12 14 16 18 2
Parametro de Relaj-cion

Figura 14: Comparacién escuemas paralel.r-‘a caoticos asincronos, n = 5632.

D
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Volver al indice/Tornar a I'index

182 4 Método de multiparticién relajado

4.5 Conclusiones

En este capitulo hemos =studiado dos esquemas pafalelos cadt: = . _em-
tido de Bru, Elsner y Neurnann [10], introduciendo un parametro ;- :lajacién,
como lo hacen O’Leary y *“hite [61].

El primero de estos esquemas (ver expresion (4.7)) -orresponde a un proceso
iterativo cadtico sincrono.-aientras que el segundo es su correspondiente version
asincrona (ver expresion (r31)) El estudio tedrico de la convergencia se resume
en el Teorema 2, para el 150 sincrono, y en el Teorema 3 para la version asin-
crona. En ambos casos se s?ﬁpone basicamente que la matriz A es una H-matriz
y que las particiones A = 7, — G,, j =1,2,...,r, son H-compatibles.

Los modelos planteados por Bru, Elsner y Neumann en {10] son un caso par-
ticular de Ics estudiados en este capitulo; ellos estudiaron la convergencia de sus
modelos para matrices mondtonas. En este capitulo se ha obtenido un nuevo
criterio de convergencia pefa dichos modelos que no habia sido considerado to-

davia en la literatura exist- nte sobre este tema; se exige que la matriz del sistema

lineal sea una H -matriz, “patrices que no son necesariamente mondtonas.
Estos esquemas se ha:: evaluado desde un punto de vista experimental para

un conjunto de matrices r;e distintos drdenes obtenidas a pertir de la discretiza-

cién de la ecuacién de th_;;la.ce Los resultados obtéhidos son analogos a los del

capitulo anterior, destaczado la mejora obtenida respecto al ciempo de CPU de

lor modelos cadticos y e:. pariicular de los cadticos asincronos.
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Capitulo 5

Método de multiparticion

" basado en el método AOR

5.1 Introduccién

g
w.

i
W
‘L’ En el Capitulo 4 se ha planteado un modelo cadtico, a partir del siguiente
| esquema iterativo ‘
(5.1)

2 = w Y E;F7N(Gi20 +8) + (1 - w)2®.

J=1
El esquema iterativo (5.1), esta basado en la técnica de multiparticién, y el
parametro de relajacion w se usa de forma aniloga a como se utiliza en el método
de Jacobi relajado. La convergencia de dicho esquema, como ya se ha comentado

en el Capitulo 4, fue estudiada en 1989 por Frommer y Mayer [29] para el caso

183
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18¢ § Mitods de multiparticide bessde e ol mitodo AOR

de H-wmatrices. Sis embarge, s todes las matrioss F), j = 1,2,...,r, tisnea
_uns forma triaagular inferior particular se presests otrs maners de introdudir o
factor de relajacidn w. Para plastesr esta wariante relajada de multiparticida,
e convenieste wtilizar uns sotaciée diferents.

Supongamos que la matris A estd dividida de la forma

A=D-L,-V, ;=12...r (5.2)
MDGWWM.Q&MWMmb
de A, L, ) =12, . .r son matrices estrictamente triangulares inferiores, y

V,, 1= 1,2, ...r, estan construidas de forma que satisfacen la expresica (5.2).
Nitese que es general, las matrices V), 3 = 1,2,.. .7, no son triangular s
ruperores.
Supoagamos que la matnz D es nvertible y que los elementos de A, D, L,
y V, se han denotado respectivamente por e, d,. £, y v),. A partir de la
multipartuoas de A
{D-L,V, E)} (5.3)

=i

¢! ewjuema quc plantean Frommer y Mayer e e siguiente.

2N =Y Ey I=01, .,

)=}
uLoc s Tesultados wiermeduws 'Y e calculan resolviendo los siguientes siste-
thas lriangulares

D-Lyy?=Vv,e¥+b, ;=12 _.,ri=01,. ..

Podemos usar up parimetro de relajacion positivo de la misma forma que
e e netodo de Gause - Sexdel, e» decar, podemnus realisar la iteracion

2NV EWY 1=01,..., (5.4)

)=t
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dondepars j = l.&....r.hwdti” son calculadas sucesivamente

P {-@m +g.:..,g"+s..) +A-0)f, i=12...m
Claramente los ciiculos de ¥ para j = 1,2,...,r, son independientes y se
pueden realizar en paralelo.

En este caso ¢! esquema iterativo (5.4) se puede escribir como

sz Ha 4e, 1=0,1,...,

H= 2 E,(D - wL,)™((1 - w)D + wV)).

=1
La convergencia del sq:mm. (5.4) se estudia en [29], como se vio en la Seccién
2.2, para H-matrnices, probando la convergencia para los mismos parimetros de
relajacion w que para el esquema iterativo (5.1) (ver Seccién 2.2), y asumiendo
que (A) = |D|-|L,|~- V], y=1,2,...,r.

Deren en (18] presenta una clase de algoritmos relajados basados en multipar-
ticones, llamados algoritmos de multiparticion en paralelo AOR (acceleration
overrelaxation), para resolver grandes sistemas de ecuaciones.

A partir de la multiparticion que aparece de la expresion (5.3), se construye
el siguiente esquema iterativo

24 = Y E.p2", 1=0,1,..., (5.5)
=1
doade para cada j = 1,2,...,r, los operadores P, : R® — R" estan definidos

como sigue

P2 = (D~ uL,)" {[(1 - w)D + (w — p)L; + wV,) z + wb}, (5.6)
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”:iendoyZwa)Odel. | v
El esquema iterativo (5.5) se puede escribir como

£V =Ha" ¢, 1=0,1,...,

con
H =3 EiD-pL,)"[(1 -w)D + (w = p)L;j + wV]
y 4
¢ =3 E{(D - uL;) " wb.
j=t

Obviamente, si r = 1, L, es la parte estrictamente triangular inferior df*A
y Vi la parte estrictamente triangular superior, entonces el esquema xteuti’vo
(5.5) se reduce al conocido método clisico AOR (ver Seccién 1.3). Es por esto
que el esquema iterativo (5.5) se denomina método de multiparticion paralelo
AOR. Ademis, se observa que para valores especificos de los parametros u y w
este método se reduce a otros bien conocidos.

e 4 =0, w=1: Método de multiparticién paralelo Jacobi.

o u=1, w=1: Méodo de multiparticién paralelo Gauss-Seidel.

e u=0, w>0: Mé&odo de multiparticién paralelo Jacobi relajado.

-.Destacamos ademas, que el esquema iterativo (5.5) es una genenhzwa':%del ‘
esquema (5.4), ya que eligiendo w = u en el esquema iterativo (5.5) se obsiene
el esquema iterativo (5.4).

Teniendo en cuenta que los cilculos implicados por los operadores P, en :5.6)
pueden ser distintos atendiendo a la particién de la matriz A utilizada, si = apo-
nemos que se dispone de r procesadores puede ocurrir que algunos procesaores
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hayan finalizado sus cdlculos, mientras que otros contindan trabajando. Parece
entonces apropiado que los procesadores puedan realizar un nimero de iters-
ciones locales variable hasta llegar a una fase de sincronizacién donde todos los
procesadores actualizan la aproximacién Jlobal a la solucién en ese instante. De
esta forma se intenta equilibrar la cantidid de trabajo asignada a cada procesa-
dor. Esto sugiere el planteamiento de u= modelo cadtico basado en el esquema
iterativo (5.5). En la Seccién 5.2 plantearemos dicho esquema y estudiaremos
su convergencia cuando la matriz del i-stema Az = b es una H-matriz. La
Seccién 5.3 estd dedicada al estudio y'vg)‘lanteamiento de la version asincrona.
Ademas se presentan los resultados Durréricos mis significativos obtenidos para
estos nuevos modelos tedricos en la Secnon 54 y por ultimo, en la Seccion 5.5
enumeramos las conclusiones mas 1mpor;ames que se obtienen en este capitulo.
Previamente introducimos una serie de fé'sultados,que nos seran de utilidad en
las restantes secciones de este capitulo.
La demostracion del siguiente lema puede verse en Ortega [62].

Lema 1. Sean A y B dos matrumz cuadmdas reales tales que |A| < B.
Entonces p(A) < p(B).

El siguiente teorema nos da una car Wnon de las matrices monotonas.

Su demostracién puede verse en Varga' {’78]

Teorema 1. Si A = [a;;}icijcn, a_ua matriz real cuadrada de orden n con

g
a;, <0 para todo 1 # j, entonces las s=Juientes condiciones son equivalentes.

(i) A es invertible, y A~! > O.

(1i) Los elementos diagonales de A -9n positivos y si D = diag(A), entonces
la matriz I — D' A es no negat:i:a y convergente.
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PmﬁndhuahmddniptmdudmquuethaM~
matrices. Su demostracién puede verse en Young {83]. |

- Teorema 2. Si A es una matriz cuyos elementos diagonales son positivos y
los demds no positivos, entonces A es una M matriz, si y sélo si

AB)<1,

donde
B=D"'C, D=diag(A), A=D-C.

s

5.2 Modelo sincrono.

Consideremos el sistema de ecuaciones 5neﬂa

Az = b, (5.7)
donde A es una matriz Ecuaduda de orden n invertible.
Supongamos que la matriz A esti dividida, tal y como aparece en la expresion
(5.2),es decir, A= D= L; - V;, § =1,2,...,r,siendo D = diag(A) y L, j =
1,2,...,r, matrices esirictamente triangulares inferiores.

Para cada j = 1,2 ..., r, definimos los operadores P; como sigue
P, R* —R"

Pix = Jz+w(D-pL)™b, j=12,...,m (5.8)
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donde la matriz J; es
Ji=(D-pL)) [l -w)D+(w—-p)L; +wV)], j=1,2,...,r,

yy>0jw>030nrea.leu.

Si Ej, j =1,2,...,r, son matrices diagonales no negativas cuya suma es la
matriz identidad construimos el siguiente ésquema cadtico

20+ = Z E;PfWzg0 [=0,1,.... | (5.9)
i=1

Los factores ¢(l,j), denominados factores cadticos, indican el nimero de
veces que ¢l procesador j—ésimo realiza los calculos indicados por los operadores
P;, definidos en (5.8), en la iteracién I. Una vez que e] procesador j-ésimo ha
finalizado estos cilculos, se premultiplica por E; el resultado. La actualizacion
global se produce cuando todos estos cilculos han sido completados por todos
los procesadores.

Para analizar la convergencia del esquema iterativo (5.9) escribimos dicho
esquema de una forma alternativa. Nos basamos en la forma en que se han

construido los operadores P; definidos en la expresion (5.8).

) _ (d) ot
20 = Y E;PrZ0

j=1

Y E P 120 + (D - uL;) b

i=1

= Z E;Pr972 [J; (J;29 + w(D - uL;)7'b) + w(D — uL;)™8

=1

Y E;PIY (220 4 (4, + (D - uL;) Y]

=1
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=1

= Z E ( J}('J)z(l) + («gl J;ﬁ) w(D - ,,L,-)-‘b) . (5.10)

A partir de la expresion (5.10), podemos escribir el esquema (5.9) como sigue

20+ = g0 4 o0 §=01,..., (5.11)
donde
HO = ZEJ'J:W)' 1=0,1,..., (5.12)
y=1
y

r e{lJg)-1 .
() - ZE:' ( E J;.) w(D -,,Lj)“‘b, l=0,1,.... (5.13)

=1 i=0
A las matrices H\)| 1 = 0,1,..., las denominamos matrices de iteracion del
esquema (5.9).
Para probar la convergencia del esquema (5.9), andlogamente a como se hizo

en los capitulos anteriores vamos a analizar la expresion del error
et =g+ e 1=0,1,...,

siendo § la solucion exacta del sistema lineal (5.7). El esquema iterativo (5.9)
es convergente si la sucesion de vectores error {e{)}%, converge al vector cero.

En el siguiente lema demostramos que la solucién del sistema lineal (5.7) es
un punto fijo del esquema iterativo (5.9). A partir de este resultado se expresaran

los vectores error e('+1) | = 0, 1,..., en funcién de las matrices de iteracién H\.

Lema 2. La solucidn del sistema lineal (5.7), €, es un punto fijo del esquema
iterativo (5.9), es decir

E=H%+¢, 1=0,1,..., (5.14)
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con H® y D deﬁmda en las ezpresiones (5.12) y (5.13) respectivamente.

Demostracién. Teniendo en cuenta las particiones A = D - L; -V}, po-
demos escribir para cada j = 1,2,...,r

A= D-L;-V,

D—-puLj+pLi-L;-V;
= D-pL;—[(1-wL;+V]. (515)
Ahora bien, si denotamos |
Mj=D-pL;j, y Ni=(1-ul;+V, ‘{(’5-15)
a partir de la expresién (5.15) se tiene
A=M;-N;, ;=12,...,r. (5.17)

Teniendo en cuenta la expresion (5.17), y que £ es la solucion del sistema
lineal (5.7) se tiene

A = b |
WM, =N}t = wb, j=12...,r (s.18)

Sumando M;§, en ambos miembros de la expresion (5.18), para czda ; =

1,2,...,r, obtenemos
w(M; — N;)¢§ + M;§ = wb + M,§,
Despejando se tiene
M€=(1-w)ME+wN€+ub, j=1,2...,r. (519)
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De la expresién (5.19) se sigue:
€= M"[(1 —w)M;§ +wN;§ +wb], jfl.2,...,r. (5.20)
Sustituyendo en (3.20) las matrices M; y N; por su expresidn en (5.16) se obtiene

¢

"

(D = pL;) [(1 = w)(D = WL} +w(1 = p)LiE + Vi€ +wh]
= (D-uL) {1 -w)D+ (- p)L;+ub]E+wd),  (521)

]= i.2,...,r.

De la expresion (5.21) se sigue que § es un punto £io de los operadores P,
definidos en (5.8) y por tanto del esquema iterativo daco por la expresion (5.9).
]

Observacién 1. De las expresiones (5.11) y (5.14) se tiene

e+l = len _g

= HUgW L 40 _ (”U)t +;

= HO (20 ¢)
= HWM =01, " (5.22)

con H'Y definida en (5.12).

Mediante la expresion (Sﬂ)mdmaai&rdWermc“’.muda
iteracica /, 1 = 0,1,..., en funcida del vector error & la iteracion inicial, deno-
tado por e!® de la siguiente forma

[}
¢“*l, = H(n.‘n = - rI ”(.).m‘ .--:“ o’l’. PR
-t l,
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Por tanto, a partir ds esta expresita, la sucesidn de vectores error {e!})f2,

converge al vector 0, s y sdlo s
'
’) .
| ‘I_iz.I-I‘H‘ = 0. (5.23)
Siguiendo estas ¢sideraciones y a partir del Lema 3 del Capitulo 3, Ia
expresién (5.23) es cirta si existe una constante real o, satisfaciendo
I <a<l, I=0,1,..., (5.24)

para alguna norma riatrical compatible | - .
&qumwﬂaww 8i se satisface la expresion
(3.24).

Una vez construido el esquema cadtico sincrono (5.9). vamos a estudiar la
convergencia de dicho esquenia

Siamarnz A=D-L,-V,, =12, .. ,rrsuna Hmatrizy D =
diag(A), paduuﬁxuc.mubcubmqutm-mw Si
(A) = |D| - |L,| - }Gl = |D{ - |B|, denotaremos p = p(|D|"'|B]). Con esta
Botacion, mn.lopa&nddCapuub( se pruebs la convergencia del esquema
relajado (5.9). mem:mdmmum

Lema 3. See i:gm H-matris, ypara ) = 1,2,.. .r, ses L, une matru
estnctamente WW Definsmes las matrices V, tal que A = D -
L,-V, con D =ciag(A). Assmmes que (A) = |D| - |L,| - V)| =|D| - |8B],
pares ) = 1,2, ... ,r Entounces, les matrices D - yL,, j = 1,2, ..,7r, son H-
wm0<.4<;{;.
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Demostracién. Claramente por la construcciéa de la matris comparaciéa,
los elementos no diagonales de las matrices (D - gL;), j = 1,2,...,r, son no
positivos. Por tanto serd suficiente probar, segin la definicién de H-matriz, que

(D-4lL))*20, j=1,2,...,r (5.25)

Segic. @ Teorema 1, demostrar la expresién (5.25) es equivalente a demostrar
que s elemestos diagonales de las matrices (D — uL,) 508 positivos y que las
mats. ces . o
I-\DI™D-pL}), j=1,2,....r, (5.26)

Coemo (D — pL;) = |D| - piL,| y det(D) # 0, los eicmentas diagonales de
(D — uL,) son positivos. Veamnos por tanto, que las matrices que aparecen en
la expresion (5.26) son no negativas y convergentes.

- DI"(D - uL,)) = I-|D|™(|D| - pl|L,))
| = wlDI'|L,{ 2 0.
fhamquhm(sx)mmmgmm acotaremos dichas

mnsmdehqnmﬁrm

. L’“‘Ely‘rv‘ il

I-\D{™(D - pL,) = u|DI”'IL,|

A

#IDI7 (1L, + 1V;])
- nIDl"IBl
P ’lDl"lBl (8.27)

A
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Teniendo en cuenta el Lema 1 y la acotacién (5.27)
-~ |DI"™™(D - u4L.})) € ——
I = |DI"YD = uL;)) < 1 75 < L.
Asi, las matrices (D — uL;), j = 1,2,...,r, son H- matrices. [

El siguiente teorema prueba la convergencia del esquema iterativo (5.9)
cuando la matriz del sistema A es una H-matriz y el factor de relajacién perte-
nece al intervalo (0, -2-).

14p

Teorema 3. Sea A una H-matriz, y para j = 1,2,...,r, sea L; una matriz
estrictamente triangular inferior. Definimos las matrices V; tal que A = D —
L; —V;, con D = diag(A). Asumimos que (A) = |D| - |L,| - |V;| = |D| - |B|,
para 3 = 1,2,...,r. Entonces si ¢(l,7) 21, j =1,2,...r, | =0,1,..., ¢l
esquema iterativo (5.9) converge a la iunica solucion del sistema Az = b, para

O<pu<swe(0,L).

Demostracién. Claramente, por la Observacion 1, para probar la conver-
gencia del esquema (5.9) es suficiente encontrar una norma matricial compatible

Il - || y una constante real a, satisfaciendo

IHO| <a<1, 1=0,1,....

Segiin la forma de las matrices de iteracion H'") en la expresion (5.12) pode-
mos acotar |H(")| de la siguiente forma

z - LUR))
IHOI < Y B, [(D - uLy) ' (1 - w)D + (w - w)L; + V)|,

=

(5.28)

1=0,1,....
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Abora bien, si tenemos en cuenta que las matrices D -pL;, Jj=12,...,r,
son H-matrices, como se ha demostrado en el Lema 3 y utilizando el apartado
(a) del Lema 5 del Capitulo 3, podemos acotar para cada j = 1,2,...,r

(D - uLiy™ (1 =)D + (w - W)L +wV;)],
de la siguiente forma
(D = uLy)™ (1 =w)D + (w = w)L; +wV;)|
(D - pL) (1 =)D + (w = p)L; + V] (5.29)
Si denotamos
Mi(s)=|D| = piL;| = (D= L), j=12....,1,  (530)

entonces, a partir de la expresion (5.29) podemos escribir la siguiente desigual-
dad, para j = 1,2,...,r

(D = sL;)™ (1 =)D + (w = p)L; +wVj)|

< Mi(p) (1 =w)D + (w ~ p)L; +wVjl. (5.31)
Distingamos dos casos at?ndiendo a los valores de p y w.
(a) Si0 < p<w<1setiene, paraj=1,2,...,r
(1 - w)D + (w - p)L; + wV;] < (1 - w)|D| + (w — p)|L;} + w|V;].
Si denotamos

N;(pw) = (1 - w)|D| + (w = p)IL;| + wlVil,
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~ a.partir de la desigualdad (5.31) se tiene
(D= WL (1~ @)D + (= W)L + V)| S M) N (o),

y teniendo en cuenta la expresion (5.28) obtenemos

r ! g 13
HO < Y B; (M) N2 ww)™, 1=0,1,....  (532)

=1
~ Por otra parte podemos escribir

M) = N}(w) = (D)= wlLiD) = [(1 =)D+ — WILi] + Vi
= w|D| - nlL;| - w(IL;| + [V;]) + siL;l

= W(ID| - Ll - Vi), § = 1,2,....7. (5.:33)

Por hipétesis (A) = |D| — |L;] — |V;|, por tanto de la expresién (5.33)
se sigue . ,
M) - Nmw)=wld) | (534)

Puesto que, como se demostré en el Lema 3, las ma}.nces D —pL; son
H-matrices para todo j = 1,2,...,r, las matrices (D-rpL,) = |D|—-p|L;]|
son M-matrices. De la definicién de M;() en la exprepién (5.30) se sigue
que las matrices M;(u), j = 1,2,...,r, son M-mmi_;ﬁ;.

Nétese ademas que la matriz w(A) es una M-ms:triz puesto que por

hipdtesis A es H-matriz y w > 0.

Consideremos e un vector positivo, por ejemplo 2 = (1,1,...,1)', y
z = w!(A)~'e. Como w™!(A)~? > O, y ninguna fil- de w='(A4)™" tiene

todos sus elementos nulos, entonces z > 0. Claramer: e w(A)z > o.
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Ahbora bien, teniendo en cuenta la expmén (5.34) se sigue
M;(p)"Y(M;() = N} (p, 9)) = Mj(s)""w(A).

De aqui obtenemos

1 = My () N ) = M) A),

y entonces, multiplicando por el vecior 2, teniendo en cuenta que las
matrices M;(p), j =1,2,...,r,s0n Aé—mtﬁm y por tanto su inversa es

no negativa, y que w(A)z > o, se satsafwe :
2 — Mj(u) " NX,w)z == Mj(p) " "w(A)z > o.
Por tanto
|M;(p)"' Nj(p,w)|2 < 2. (5.35)

A partir de la expresion (5.35) podemcs asegurar que existe una constante
N

real 0 < a; < 1 que para todo j = 1, ..,T, satisface

Mi(p) " N} (p,0) S iz < 2. (5.36)

De las expresiones (5.32) y (5.36) sev'sigue

|H“)|z <Y E;(M;(u -IN!(“,@)“V'“‘”;: <aqz l=01,..., (537)
2 J 3 !

)=l

conl<a1<lyz>o.

De aqui se sigue que la norma matricial compatible y monétona || - ||,

introducida en la Seccién 1.1 cumpi=

(HO 2 <ay < 1, 1=0,1,....
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" En conaecuenaa, aegun la Oboervaci& 1, el esquema (5.9) es convergente
para0 < pSw<l.
(b) Si 06:;';4 Sw, 1<w< ;};panj= 1,2,>...,r,setiene
W =)D + W= p)L; +wVj)] < (= DID|+ (w = p)IL;| + wlVjl.
Si cznotamos
N} () = (@ = DID| + (w = w)iL;| +wlVj),

a partir de la desigualdad (5.31) y la definicién de M;(u) en (5.30) se
obtiene paratodo j=1,2,...,r

(D = kL) (1 =)D + (w = w)L; + wV;)l| < M;(0)" N2 (o),

Yy teniendo en cuenta la expresién (5.28) se tiene

ﬁf O < Y B (M) N2 (p,0) ™. (5.38)
3=
Por otra parte se puede escribir
Mq’.(l‘) - N} (pw) = (ID| = plL;l) = [(w = 1)|D] + (w - p)IL;| + w|Vj]]
= 2-w)D|-w(Lil + V), i =1,2,...,r. (5.39)

Por hipétesis se ha denotado | B} = |L;|+]V}], por tanto, de la expresién
(%.39) se sigue

M;(s) - N}(pw) = @ = w)D| - w|Bl, j=12,...,r.  (540)
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Por otra pa:te
o (((2~w)D)™ wlBl) = 5=—p(IDI""|B),

y como w < 13-, con p = p(|D|~?|B]), obtenemos

p((2-w)ID) wiB) = 52—

2-w

2
_14s
< (2-1-»)’

1. (5.41)

La matriz (2 — w)|D| — w|Bj tiene por construccién sus elementos dia-
gonales positivos y los demais no positivos. Entonces teniendo en cuenta la
expresion (5.41) y aplicando el Teorema 2 se sigue que (2 — w)|D| — w|B|

es una M-matriz.

Consideremos e un vector positivo, por ejemplo e = (1,1,...,1)", y e
vector y = ((2-w)|D| -w|B|)" e. Como ((2-w)|D|-w|B[)™* > O,
Yy ninguna de sus filas tiene todos sus elementos nulos, entonces y > o.

Claramente ((2 — w)|D} — w|B])y > o.

Abora bien, teniendo en cuenta la expresién (5.40) se tiene
T = M NNw) = My(w)™ (2 - w)|D| - wiB).
De aqui se sigue, multiplicando por el vector y
¥ — M;(p)"'N} (4, w)y = M;(p)™" (2 - w)ID| - w|B))y > o.

Por tanto
|M;(p)" N} (s, w)ly < 9. (5.42)
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Por la expresién (5.42) podemos asegurar que existe una constante 0 <
a3 <1 que para todo j = 1,2,...,r satisface ]

Mj(p)'N}(pw)Saay<y. (5.43)

RN

De las expresiones (5.38) y (5.43) se sigue

1 4 _ : u ~ ‘
HOly < 3 E; (M) N2 (,w) ™ y S caw, 1=0,1,. .., (5.44)

L))
con0<a;<lyy>o.
Por tanto la norma matricial compatible y monétona ||-||z, ‘ntroducida
en la Seccién 1.1 cumple

IHOl2 < a3 <1, 1=0,1,....

En consecuencia, segiin la Observacién 1, obtenemos de forma aniloga al
apartado (a), que el esquema (5.9) es convergente para 0 < p < w, y

1<"’<i3—,'

Queda asi demostrada la convergencia del esquema (5.9). .

Observacién 2. Hacemos notar que cuando w = u el esquemrp iterativo
(5.9) corresponde a la version cadtica del esquema iterativo (5.4) da.d&por From-

mer y Mayer en [29).

=t
)

g

ik

5.3 Modelo asincrono

En esta seccion presentamos el estudio del modelo asincrono cor ‘espondiente

al esquema iterativo cadtico (5.9).

o
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Sean E;, i = 1,2,...,r, matrices diagonales no negativas cuya suma es la
matriz identidad. Si suponemos que Fp = {i;}%2,;, 1 < i; < r, es una sucesién
regulada, para un vector inicial, a partir de dicha sucesién podemos plantear el
siguiente modelo asincrono basado en el esquema caético (5.9)

2U+) = (I - E; )2+ 4 B, S BP0, j=0,1,2,.... (545)

: =]

Los operadores P;, i = 1,2,...,r, estin defaidos en (5.8) de la siguiente

forma |

Pz =Jz+w(D—-uL)™d .=12,...,r,

siendo
Ji=(D - pL) (1 = w)D + (w — p)L; -:wV.], 1=1,2,...,r,
donde 4 > 0 y w > 0. Ademas r; el menor entero positivo tal que
1 = tjge,

'Por la propia definicién, como {i;}32, es regulada debe existir un entero positivo
K que verifique f
0<r,-1<K. |

Como ya se ha explicado en los Capitulos 3 y 4, *E, — 1 indica el nimero de veces
que la aproximacién que reside en un procesadcs, que denominamos central, es
actualizada por otros procesadores distintos de:z,-elnmo, durante el intervalo
de tiempo en el que dicho procesador calcula s:: iteracién local.

A continuacién estudiamos la convergencia de este modelo asincrono bajo

las mismas hipétesis que en el caso sincrono.
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Teorema 4. Sea A una H-M yparai=1,2,...,r, sea L; una matriz
‘e:trictamcute triangglar inferior. Definimos las matrices V; tal que A= D —
L; = V; con D = diag(A). Asumimos que (4) = |D| - |Li| - [Vi| = |D| - |B|
parai =1, ..,r. Entonces 8i q(j,§) 21, i =1,2,...,r, j=0,1,..., dada una
sucesion requlada de enteros {i;}%,, 1 < §; < r, el esquema iterativo (5.45)
converge o la inica solucion del sistema Az =b para 0 < p < w € (0, ﬁ*;;).

Demeostracién. Anilogamente a como se hizo en los Capitulos 3 y 4 su-
mergimos 2l esquema iterativo (5.45) en un procedimiento iterativo sobre R,
Uchm la siguiente notacién. Si

el) = 20) _ ¢,

Llamarem: s )
i) ]
G-1)
€
l',- = . € R"x,
L ‘U‘K‘H) J

Con esta -jotacién, podemos escribir

L
"

i ) = 54,1,

donde S; s una matriz de tamaiio n x nK , con un bloque identidad de orden n
‘enla pojaon rj, y todos sus demis elementos son nulos. Como en el Capitulo
3 se cor-prueba facilmente que

‘U'.")') = z()""))_t

(I - E,)eb+=V 4 E; HOSE;,, .
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Por tantp, podemos escribir

z)"H,' = 5+r,’zj+rj -1

donde Bj,., es la siguiente foatriz de orden nK

X A T ‘
I-E, 0 ... 0 0] [E,HYS;]
1 o..o00| | o
Bjy,, = . R .
o o..10] | o
Entonces
Tijax-1 = Bjjax-1Bj4aK-2 -+ Bji&;. (5.46)

Distinguimos dos casos.
(a) Supongamos 0 < u < w < 1. Sea el vector
Z = (2',2,...,2"),

donde 2 = w™!(A4)~'(1,1,...,1)*. Segin el Teorema 3, el vector = es
positivo y satisface la desigualdad

|HOlz <oy, 0<ay <1, 1=0,1,2,....

Con estas condiciones se prueba, razonando como en el Teorema 7 del

- Capitulo 3, que
|Bjsyax-1Bjspax-2- - Bjs1|® < oy 2.
(b) Supongamos 0 < y € w, 1 <w < 1. Consideremos el vector

140°

V=" -...v"),
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donde y = ((2 - w)|D} - w|B|)~* (1,1,...,1)*. Del Teorema 3, se sigue
que ¢l vector y es positivo y que satisface la aiguiengé desigualdad

|Hy < azy, 0<a; <1, 1=0,1,2,....

Por tanto, razonando como en el Teorema 7 del Capitulo 3, obtenemos

que

|Bjs+ak-1Bjpax-2- - By1|¥ < as¥.

De los dos apartados anteriores se sigue que lim,_, €, = 0. [

5.4 Experimentos numéricos

En esta seccién estudiamos experimentalmente los modelos caéticos paralelos
sincrono y asincrono estudiados en este capitulo. El planteamiento de estos
esquemas queda reflejado en las expresiones (5.9) y (5.45) respectivamente.

Anilogamente a como se ha hecho en los Capitulos 3 y 4, estudiamos el
problema de resolver el sistema de ecuaciones lineales Az = b, que se obtiene
de la discretizacion de la ecuacién de Laplace. Las matrices A que utilizaremos
son las mismas que:lu utilizadas en el capitulo anterior y su forma general viene
definida en la expresién (3.50).

Las implementaciones de los algoritmos cadticos tanto sincrono como asin-
crono estudiados en este capitulo, estin detallas en la Subseccion 5.4.1. En la
Subseccién 5.4.2 analizamos los resultados mas relevantes que se han obtenido.
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5.4.1 Algoritmos

Se desea resolver el sistema lineal Az = b. Supongamos r particiones de la
matriz A
’ A=D-L;-V; j=12,...,r (547)
donde D = diag(A), Lj, j = 1,2,...,r, son matrices triangulares inferiores y
las matrices V}, j =1,2,...,r, satisfacen (5.47).

Antes de introducir los algoritmos correspondientes a los modelos estudiados
en este capitulo hacemos notar que aplicar el operador P; definido en (5.8), sobre
un vector z, equivale a realizar los siguientes cilculos.

(i) Resolver el sistema

(D - uL;)y = (1 - )D + pV;) = + pb,

(ii) Obtenemos ahora P;z, a partir del los vectores y y

w w
Pz=Y +(l-—)z.
==Y p

i

Con una sencilla sustitucion se obtiene i

Piz = (D - uLy)™ ([(1 - w)D + (0 - WLy + V] 2 + b},

que corresponde a la definicién de P; en (5.8).
Los siguientes algoritmos detallan los pasos a seguxﬁ;‘pa.ra resolver el sistema
de ecuaciones lineales Az = b mediante el esquema ceético sincrono (5.9) y el

esquema cadtico asincrono (5.45) respectivamente.

ALGORITMO SfNCRONO
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Etapa 0. Lectura de datos:
. Matriz de coeficientes: A
Término independiente: b
Factor-s cadticos: qllj), 1<j<r, 1=0,1,...
Factoi=s de relajacién: w, p
Etapa 1. Elegir 2(¢- arbitrariamente y | = 0.

Etapa 2. (Etapa cz5tica) En paralelo,
Para j =1. 2
Para E =1,2,...,9(1,), con 2 = 200

Resolver el sistema
(D - uL;)z® = (1 - p)D + uV;) 2" + ub,

2 = ;,(b) + ( ),a-x)

Etapa 3. (Etapa smcrona) z(+Y) = Z E; z('("’” siendo E;, matrices diagona-
j=1
les no nega.txv&p cuya suma es la identidad.

4.‘-

Etapa 4. Compro‘t,,'jn'cién del criterio de convergencia

»
Y |2+ :{"I <5-107%.
k=1

TR
i
e

S
R

e Si test ¢ convergencia = VERDADERO, entonces FIN.
o Si test e convergencia = FALSO, entonces

—le=1l+1.
— Volver a la etapa 2.
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ALGORITMO ASfNCRONO
Etapa 0. Lectura de datos:
Matriz de coeficientes: A
Término independiente: b
Factores cadticos: 9(l,j),1<j<r, 1=0,1,...
Factores de relajacién: w,p

Etapa 1. Elegir 2@ ubitruiaﬁxenteyl,-zo. 1 < j < r. En paralelo, para
71=12,...,r (etapas 2-5).
Etapa 2. 2(%) = comm, donde comm es un vector compartido por
todos los procesadores.
Etapa 3. Para k=1,2,...,¢(},, j), con 2 = 2.

Resolver el sistema
(D - uL,)2 = (1 - w)D + pV;) E"™" + b,

rH - Yy (1 . “_’) 7070,
B

oo
Etapa 4. comm = (] - E;)comm + E,zi’“"”’, siendo E,, matrices
diagonales no negativas cuya suma es la identidad.
Etapa 5. Comprobacion del criterio de convergencia.

o Si test de convergencia = VERDADERO, entonces FIN.
o Si test de convergencia = FALSO, entonces
— i~ +1.
— Volver a la etapa 2.
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5.4.2 Resultados numéricos

-Las particiones A= D - L; - V;, j =1,2,...,r, utilizadas en este capitulo
se han construido de forma andloga al capitulo anterior.

Si representamos la matriz A de la siguiente forma

donde D;, j = 1,2,...,r, estin definidas por

P 4

B -1
-1 B -1

S
0

-1
-1 B

. o

entonces si D es la diagonal de A, las matnces D - L;, 3 = 1,2,...,r, que

conside:amos son
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donde cada matriz L;, j = 1,2,...,r, es la parte triangular inferior de D,. Las
matrices V,, j = 1,2,...,r, se eligen de forma que A = D — L; — V,. Nétese
que estas matrices no son triangulares superiores. o

Las matrices E,, j = 1,2,...,r, tiene un bloque identidad en la F:iOsicién
correspondiente al bloque triangular inferior de la matriz D — L;, y lo-~ demas
elementos son nulos.

Estas particiones satisfacen claramente que (A) = |D| — |L,| - |V}], 5 =
1,2,...,r. Como ademis A es una H-matriz, los Teoremas 3 y 4 aseguran la
convergencia para el caso sincrono y asincrono respectivamente.

Los comentarios realizados, en la Seccion 4.4, acerca de que cua.ndg mayo-
res son los factores cadticos, mayor es el subsistema que cada prooesator debe
resolver, son también vilidos para este modelo. : ,

Como ya : *mos comentado, utilizamos las mismas matrices de pueba que
et ¢l capitulo anterior. La forma de estas matrices puede verse en l:,;:.’l'abla 1
del Capitulo 4. Por otro lado, en estos experimentos hemos consndcre!o el caso
particular en el que los factores de aceleracion y sobrerrelajacion ce. iciden, es
decir, w = g y hemos buscado, en este caso, el valor 6ptimo de este j-arimetro,

denotandolo por w,p..
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3.4 Experimentos nUmMericos , &1
La Tabla 1 muestra, para las matrices utilizadas, los resultados obtenidos

para diferentes modelos cadticos sincronos ejecutados en secuencial. Observa-
mos en estos esquemas, que para ¢ caso particular de w,y, el modelo no caético
es mejorado rara vez por los cadticos. Esta situacién es aniloga cuando di-
chos modelos se ejecutan en paralek ., como puede observarse en la Tabla 2. En
dicha tabla se presentan los resultzdos obtenidos para los esquemas paralelos
cadticos sincronos, utilizando los 8 _rocesadores de los que dispone el multipro-
cesador Alliant FX/80. Hemos calculado el tiempo de CPU para la ejecucion
concurrente y vectorial-concurrents, denotandolos por T; y T, respectivamente.
También se han calculado los dos tipos de speed-up correspondientes a cada
uno de estos tiempos, explicados es‘la Seccién 4.4. Es decir,

5= -TT- i=12
donde T, es el tiempo de C PU del algoritmo secuencial no caético para su factor
de relajacion optimo, y

S!= %, i=1,2,
siendo T, el tiempo de C PU del medelo cadtico que se esta evaluando, ejecutado
en un unico procesador. ;

o

=

'? :
2
v
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212 § Método de multiparticién basado en el método AOR

Orden | q(1,5), 1 €5 S 8| wope | Iter. | Tiempo (seg.)
I o384| 1,1,1,12222 [1.350] 480 5.308
21,224,444 |1.200| 345 6.928
21222222 |1.300| 352 4.755
33336666 |1.150| 258 |  8.490
LL,LLLLL1 | 1.375 | 536 4.925

H 1024 | 53333333 |1.525| 539 22.135
22222222 |1.625| 632 19.869
L3,1,1,1,1,1,0 | 1.650 | 933 22.616

2816 | 22,244,444 |1.150 | 332 52.385
1,1,1,2,2,222 |1.250 | 524 43.157
22222222 |1.225] 396 37.958
LLLLLLLL | 1.350 | 571 36.670

4096 | 22,446,666 |1.275]2708 486.459
14,2,2333,3 | 1.500 | 3308 379.421
111100 | 1680 | 2676 249.048

5632 | 32244444 |1.150 | 344 107.301
‘E};'1,1.2,2,2,2.2 1.250 | 542 87.202
%3_‘,,2,2,2,23,2,2 1.225 | 410 | 76.339
LLLLLLLL (1350 | 591 79.430

Tabla 1: Algoritmo secuencial.
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5.4 Experimentos numéricos 213
[ orden | : 3 ]
9(l,i), 1€ <8 | wope | Iter. | Tiempo (ses.) Speed-up

T | S S| S S5

384 | 1,,1,1223232 |1350 | 480 | 1.006 0433 | 48 1137 | 537 1235
22224444 | 1200 345 | 1422 0740|346 665 | 487 936
2233232332 |1300)| 352 | 0846 0426 | 58 1156 | 562 11.16
33336666 |1150| 258 | 1.796 0987 | 274 498 | 472 8.60
1,111,101 | 1375 | 536 | 0923 0368 | 533 1338 | 533 13.38

1024 | 33333333 | 1525 | 539 | 3549 1843 | 637 1227 | 6324 1421
22222233 | 1625 632 | 3261 1487 [ 693 1520 | 609 13.36
L,1,1,1,1,1,11 | 1650 | 933 | 3894 1383|580 1635 | 530 16.35

2816 | 2,2244444 | 1150 | 332 | 9868 4678 | 371 783 | 531 11.20
1,1,1,222,22 | 125 | 524 | 7602 3102 | 476 11.82 | 561 1391
222222323 |1225| 396 | 6803 3268 | 539 11.22 | 558 11.62
LL,LL000 | 1350 | 571 | 7080 2722 | 5.22 1347 | 523 1347

09 | 23446666 | 1275|2708 | 87737 44870 | 284 5585 | 554 1084
1,1,223333 | 1500 | 3308 | 68.700 29.590 | 362 841 | 552 12.8
LLILLLIY | 1680 | 2676 | 52.510 22390 | 4.74 11.12 | 474 22.39

5632 | 22244444 | 1.150 | 344 | 21.087 11135 | 376 713 | 509 9.64
1,,1,223332 | 1250 | 542 | 16451 7266 | 483 1108 | 530 1217
22232323232 | 1235 410 | 14490 7422 | 548 1070 | 537 10.28
LI | 1350 ) 591 | 14330 5814 | 5.54 1366 | 554 13.66

Tabla 2: Resultados de los esquemas paralelos cadticos sincronos para w optimo.
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214 o 5 Método de multiparticién basado en el método AOR

Aunque para el factor dptimo w,m, los modelos cadticos no prelfenia.n en

~ general un mejor tiempo de C PU que los no cadticos, esta situacion no se puede
generalizar a todos los valores del parimetro w. ‘Asi, las Figuras 1,2,3,4y 5
reflejan que siempre existen modelos cadticos qixe son mejores que el no caético,
en précticaménte todo su rango de éonvergencia, es decir, en aquellos valores de
w para los que la sucesion de vectores generada por el método iterativo cadtico

_converge a la solucién del sistema.

4.5 L 1 1 L | I 4 L]

Esquema no cadtico sincrono 18 - -
Esquema cadtico sincrono 1424  «»
Esquema cadtico sincrono 2444 = |

Esquema cadtico sincrono 28 ===

0.5 , 1 l‘ 1 L i i i 1

05 06 07 08 09 1 11 1.2 13 14
Parametro de Relajacion

Figura 1: Comparacién esquemas paralelos cadticos sincronos, n = 384.
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35 | T T T T r
s Esquema no cadtico sincrono 13 * *
. Esquema cadtico sincrono 2° =
30 * Esquema caético sincrono 38 e
25 | . i
w ~ —-—
Tiempo
15 i
10 ]
5 i -
0 L i 1 N N R _
0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 18 7

" Parimetro de Relajacién

Figura 2: Comparacién esquemas paralelos cadticos sincronos, n = 1024.
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216 5 Método de mulﬁpu'txk icién basado en el método AOR
30 | L] L4 | J T 1 L] |
. Enquemnnocaéﬁwﬁuaonol""
Esquema cadtico sincrono 28000
Esquema cadtico sinc=ouo 132° ——
25 Esquema cadtico sinc-000 2345 =
Tiempo

5 i 1 1 1 1 1 &’ 1 1
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 .
Parimetro de Relajacidn 7

s

Figura 3: Comparacién esquemas paralelos cadtjcos sincronos, n = 2816.
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5.4 Experimentos numéricos ' : 217

m T . kA T L ] | L] L ¥

Esquema no cabtico sincrono 13 « **

Esquema cadtico sincrono 132334 —

. Esquema cadtico sincrono 224364 w==
250 |- . -
200 i -

Tiempo
150 5
h
o
100 + o
50 T
0.8 1 1.1 12 13 14 15 16 17

~ : Parédmetro de Relajacidn

i6n esquemas paralelos cadticos sincronos, n = 4096.

Figura 4:
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218 o ' 5Método.demulﬁ‘pmi¢.:idnbaudoendmé¢odoAOR‘

70 L T T L T 1 ] L

Esquema no cadtico sincrono 18 * -

Esquema cadtico sincrono 28 * * *
60 |- Esquema cadtico sincrono 132 — ﬁ
Esquema cadtico sincrono 2345 ===

10 1 4 1 b 1 ) l 1

05 06 07 08 09 1 1.1 12 13 14
Parémetro de Relajacion

Figura 5: Comparacién esquemas paralelos cadticos sincronos, n = 5632.

Los resultados obtenidos para los modelos paralelos caéticos sincronos son
mejorados por los correspondientes asincronos para todo valor del parimetro w,
como se puede observar en las Figuras 6 y 7 en las que se comparan para las
matrices de tamaiio 4096 y 5632, la version sincrona y asincrona de dos esquemas

cadticos. Esta situacién ha sido similar para los demas esquemas y matrices.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 1993



Métodos iterativos paralelos para la resolucion de sistemas lineales basados en multiparticiones. José Penadés Martinez

54Expenmentoonuménooc i \‘ , : : 219

lw 1 1 { LEN 4 T ] 1}

160 Esquema cadtico sincrono 234264 —— |
Esquema cadtico asincrono 224264 amme

140

120 +
Tiempo
' 100 -
w. - : -‘b

60 - A

40 ) - L L 1 i X 1 L

08 09 095 1 105 11 115 12 125 13
Parametro de leaja;ién

Figura 6: Comparacién esquemas paralelos cadticos sincrono y asincrono,

n = 4096.
100 T T T T T T
92 + Esquema cadtico sincrono 2345 —— 4
80 Esquema cadtico asincrono 2343 ===
- 4
70 | ~
60
Tiempo
50
40
30
20
10

<
e
o
o

07 08 0.9 1 1.1 1.2
Pardmetro de Relajacién

Figura 7: Comparacién esquemas paralelos cadticos sincrono y asincrono,
n = 5632.
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220 , 5 Método de multiparticién basado en el método AOR

Los resultados obtenidos para los esquemas paralelos caéticos asincronos,
se presentan en la Tabla 3, calculando experimentalmente el mejor valor del
pardmetro w. Para estos parametros, la comparacién entre los modelos cadticos
y no cadticos nos lleva a las mismas conclusiones que en el caso sincrono. Es
decir, para el parimetro wop, por lo general estos modelos cadticos no aceleran

a los no caoticos.

En esta tabla, iter(j), j = 1,2,...,8, indica e nimero de iteraciones qué,}».
realiza cada procesador, que puede variar, como se ha explicado a lo largo de
esta memoria, en distintas ejecuciones. Debido a que en los modelos asincronoe -
cada procesador actualiza la solucién global con independencia del resto, no es |

factible el establer una versién secuencial dnica para cada ejecucion.

Esto nos ha sugerido, como en los capitulos anteriores, calcular el siguiente

speed-up

donde T, es el tiempo del mejor algoritmo cadtico secuencial de los reﬂcja.do%
en la Tabla 1. Puesto que no comparamos el mismo algoritmo ejecutado ea
secuencial y en paralelo, este speed-up puede ser superior al nimero de proc_
sadores utilizado, como se observa para algunos resultados de la Tabla 3.
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5.4 Experimentos numéricos 221
" Orden | g(1), 1S5 €8 | wope iter(j), 1< j € 3 Tiempo (seg.) | Spoed-up
' T Tz S S

384 1,1,1,12233 | 1380 524,517,525,515,400,3:, 400,474 0433 10.98
1.350 555,542,555,543 441,43+ 441,487 0.380 12.51

B 22244444 | 1175 §85,508,514,508,175,188,212,267 0.634 5.96
- 1.178 545,490,501,490,380,285,331,371 0.608 7.82

222232322 | 1300 432,375,380,378,538,55), 538,638 0.574 8.8
1328 433,390,397,380,573,5€ 0.488 9.74

33336668 | 1.150 522,405,411,406,169,1 §, 1.034 459
1.150 462,382,391,383,192,26},229,261 0.761 6.25

LLLLLLLL | 1428 486,474,486,478,755, 753,753, 0.409 11.62
1.425 535,521,536,524,791,77:),786,766 0372 12.78

1024 | 33333333 | 1538 751,642,650,642,650,6£1,650,743 2618 7.58
1.550 728,651,663,653,661 65 - 663,709 2.189 9.07

2.2,222222 | 1.6%0 708,650,657, 650,659,650,659,696 1.789 11.10
1.650 741,891,708,691,704,601,707,723 1.617 12.29

LLLLLLIY | 1.678 960,933 958,936,958,937,966,° 6 1.688 1.77
1.675 | 1045,1017.1044,1017,1044,1016,1044,1013 1.536 12.94

2816 | 1,1.1,22.2232 | 1.250 617,599,636,503,515,503,510,589 4.109 8.92
1.2°0 640,615,861,544,558,50 £565,5604 3.644 10.06

233244444 | 1150 634,568,567,373,275,2 4,320,414 6424 5.71
1.150 $80,527,502,286.300.% 17,376,376 5.257 6.98

222322223 | 128 427,385,303,524,553, §5,572,684 4591 7.99
1.238 430,384,403,536.616..91,613,632 3.662 10.01

111,111,110 | 1.400 471,457 471,722,729, 722,666,724 3.206 11.44
1.400 534,500,516,768, 796 366,796,699 2.790 13.14

4096 | 22446668 | 1.300 | 2998,2912,2756,3722.341 - 3311,2413,3136 | 50.460 493
1.278 | 3084,2798,2804,2760,280-,3755,2847,3294 47.724 5.22

1223333 | 1.525 | 3137,2954,3813,363¢ 41: ,3036,4064,4652 | 40.102 6.1
1.500 | 3495,3281,3588,3583,41: 3,3824,4018,4019 35.829 6.95

LLLLLLLYL | 1775 | 1536,1571,2832,2635,43°3,4145,4255,4100 | 22.555 11.04
1.800 | 1475,1546,2572,2421,35:.1,3332,3646 3278 16.761 14.86

Tabla 3: Resultados de los esquemas paralelc; cadticos asincronos para w 6p-

timo.
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N

5 Método de multiparticién basado en el método AOR

o(hi) 1S5 <8 | wepe Rer(j), 15 <8
5632 1,1,1,2,3,2,2,2 1.250 | 7 20,630,631,502,497,497,528,604 8.741 8.73
1.250 | €83,604,603,562,589,533,589,604 8.731
2.2,3,4,4,4,4,4 1.150 | -87,589,580,276,280,285,349,419 | 14.6892 5.20
1.150 | .33,504,538,293,329,334,381 381 12.589
2,2,2,3,2,2,2,2 1.225 | 428,390,390,533,552,528,550,690 9.932 7.68
1.235 | 341,384,411,610,610,582,643,656 8.739
1,1,1,1,1,1,11 1.375 186,484,495,748,780,780,810,780 6.890 11.08
1.450 } ‘m.m.ws.mmmm'r 5.932 .

| p————

Tabla 8. (Continuacidn) Eesultados de los esquemas paralelos caéticos
asincronos para w optimo. ‘

Las Figuras 8, 9, 10, 11 y 12 comparan para cada una de las matrices, los
distintos esquemas cadticos asincronos en un amplio rango del factor w.

Para las matrices de orden 384, 2816 y 5632, obtenemos como mejor esquema,
el esquema no cadtico asincryno, mientras que para la matriz de orden 1024 el
mejor esquema es el esquema_écaétioo 28 y para la matriz de orden 4096, lo es el
esquema 224%64. Nétese que S’para estas dos tltimas matrices el tamafo de los
bloques diagonales es relati- amente pequeiio en comparacién con el tamaiio de
la matriz. Recordamos que, segiin observamos en la Seccién 4.4, cuando mayor
res el tamano de dichos bloc;'f;& diagonales, mayor es el orden de los subsistemas
que cada procesador debe “esolver, conforme aumenta el valor de los factores

caoticos.
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3.4 Experimentos numéricos 223
16 —¢ T T T T T T T T

, Esquema no cadtico asincrono 1%+ -+ |
e Esquema cadtico asincrono 142¢ — -

B 14 | Esquema cadtico asincrono 244¢ == T
Esquema caitico asincrono 28 * * ¢

1.2 ©

Tiempo 1 | -

‘ 08 I . : .

06} B
b .
0.4 i 1 i 1 i i 1 i ) 1':

05 06 07 08 09 1 111 12 13 14 15
' Parimetro de Relajacion

Figura 8: Comparacion esquemas paralelos cadticos asincronos, n = 384.
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224 $ Método de multiparticidn basado en o método AOR

14

12

10

¥

Tiempo

1 I 4 4 i i

04 06 08 1 1.2 14 16 18
Parémetro de Relajacién

Figura 9: Comparacién esquemas paralelos cadticos asincronos, n = 1024.

y
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2 L A i i ) - L. L A l

05 06 07 08 09 1 11 132 13 14 15
Parémetro de Relajacice

Figura 10: Comparacién esquemas paralelos caéticos asincronos, n = 2816.
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w

26 5Mitodo de mettipartidde bassdoen ol mitodo AOR

lw | ¥ 1 ) 4 LB 1 § 4 ¥ |
o Esquema o cadtico 18000
m:zbuﬁccnl@r— ?
10 F Esquema cadtico asincroso 224264 ==
100 - -

B B
&

MLALELE B W Wire §

Il 'l '} L ) b | i A b3

20 . -
08 09 1 11 12 13 14 15 16 LT 18
Parémetro de Relajecién

Figura 11: Comparacién esquemas paralelos caiticos asincronos, n = 4096.
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227
1 § . 3
asiacromo 18 ¢ - ¢
sslncrono 28 ° * ¢
- 30 asiacrono 1328 — -
~o asincrono 234 «=—
5 1 q 1 1 b & | 4 1 I8
05 06 07 08 09 1 4. 1.2 13 14 138

e
<

Figura 12: Comparacién esquemas pan.legoaotwm asincronos, n = 5632.

Para finalizar esta seccidn, y una vez eciudiados experimentalmente todos
los modelos que se presentan en esta manfru, 'pueoe légico preguntarse cuil
de estos métodos es mis eficiente aplicadc sobre este tipo de matrices. Para
esto se ha comparado, para cada matris, le3 mejores esquemas cadticos, tanto
sincronos como asincronos, obtenidos exper: mentalmente en cada capitulo.
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28 - §Método de multiparticida basado en e método AOR

Tiempo 15

10

0.4 0.6 08 1 1.2 14 16 18
Parimetro de Relajacida

Figura 13: Comparacion chucmn paralelos cadticos sincronos DE, RE y
AOR, n = 2816. : ;‘E

De esta comparacién noée deduce que alguno de los métodos sea mejor que
el resto, como puede observ::se en lu Figuras 13, 14 y 15, en el caso sincrono y
en las Figuras 16, 17 y 18, $ el caso asincrono. En estas ﬁgun.s se denota por
DE a los modelos cadticoe en dos etapas estudiados en el Capitulo 1, por RE
a los modelos relajados ple:iteados en el Capitulo 2 y por AOR a los discutidos
en este capitulo. Una con::usién que podemos extraer de esta comparacion es
que todos los modelos cad:icos estudiados en esta memoria son perfectamente
validos como alternativa a: ie los modelos paralelos cldsicos.
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50 T T T T T T

Esquema cadtico sincrono DE 234% ——
Ly Esquema cadtico sincrono RE 23 == -

- Esquema cadtica sincrono AOR 2% = *»
40 .'. .
3Hr -
Tiempo 30 | . -
2% | . .

| 10 1 l_> L . . | . |

0.4 0.6 0.8 1 12 14 1.6 1.8
Parametro de Relajacién

Figura 14: Comparacién esquemas paralelos cadticos sincronos DE, RE y
AOR, n = 5632.
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¥ AL ] L] 4 | ¥
170 . . W cadtico sincrono 2’4’ —
160 | *  Esquema cadtico sincrono A‘b‘ﬁwg: © oo
140+
130 +
120 |
110
100 |

-

4 1 - L 1 L i 1 ) I

08 09 1 11 12 13 14 15 16 17 18
Parémetro de Relajacion

Figura 15: Comparacién esquemas paralelos caéticos sincronos RE y AOR,

n = 4096.
120 v T v 1 ] ¥ 1 T ; 3 1 ¥
R e
100 -
90 -
Tiempo 80 |- T
70 | -
60 I- .
50 -
‘o 1 ' L 4 1 1 i A 1. 1
08 09 1 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Parémetro de Relajacién

Figura 16: Comparacidn esquemas paralelos caéticos asincronos RE y AOR,
n = 4096.
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13 ] T Y Y T T
Esquema cadtico asincrono DE 1328 =
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Figura 17: Compam:ién'esquemu paralelos cadticos asincronos DE, RE y
AOR, n = 2816.
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‘ Figura 18: Comparacién esquemas paralelos cadticos asincronos DE, REy

AOR, n = 5632.
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5.5 | Conclusiones |

En este Capitulo se ha planteado un méto<io cadtico de resolucién de sis-
temas de ecuaciones lineales basado en el méiodo AOR. Este método, como
los construidos en los Capitulos 3 y 4, estd diseiiado para resolver el sistema
de ecuaciones Az = b concurrentemente, e icientando equilibrar la carga de
trabajo entre los distintos procesadores. Sin etlbugo, en su formulacion se in-
troducen dos parimetros reales, con el fin de 'welerar la convergencia, u y w,
denominados parametro de aceleracién y parametro de sobrerrelajacidn respec-
tivamente. En la Seccidn 5.2 se construye y estudia la convergencia de la version
sincrona de dicho método, definida en la expresion (5.9). La Seccién 5.3 esta
dedicada al esquema asincrono, definido en la expresién (5.45). Hemos demos-
trado la convergencia de ambas versiones, cuando la matriz del sistema lineal es

una H-matriz y los pa.ra.metros I ywsatnsfa.ccnp <pfw< it -3 (ver Teoremas
3y4).

En los expenmentoo numeéricos realizados, r;lvemos a constatar que los mo-
delos cacticos sincronos son mejores cuando se consxgue un mejor ethbno

_ entre la carga de los procesadores. Sin embarg?, en el modelo asincrono, existen
casos en los que se obtienen mejores results-dos que en la versién no cadtica
(q(1,7) = 1), es decir, en el caso en el que c:z1a procesador, de forma indepen-
diente, contribuye a la solucién global, cuanc» ha realizado una irica iteracién
local. No obstante, cabe destacar la superior:dad de los modelos cacticos asin-

cronos respecto a los cadticos sincronos.

En este capitulo se ha realizado expenmeztalmente, un estudio comparativo
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delamétodmwmﬁmdoaenataumﬁa,oboamdoqneelcompoﬂmenb :
de los dxstmtos métodos no es mﬂogo para ‘todas la.s matrices y po.maonea,
*dando lugar a que no exist= una supenondnd clara de ningin método frente a

los demis.
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Lineas Futuras

En esta memoria se han construido distintos modelos paralelos cadticos, para
la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, estudiando la convergencia para
el caso en que la matriz del sistema lineal Az = b es una H-matriz, que como
se ha visto en el Teorema 9 del Capitulo 1, es una clase importante de matrices.

Parece atractivo estudiar la convergencia de los modelos estudiados aqui, para

otro tipo de matrices: matrices simétricas y definidas positivas, L-matrices (A =

[@i5)1<ij<n €8 una L-matrizsiax >0y a;; <0, i #5, 4,5 = 1,2,...,n), ....

Los métodos estudiados en los Capitulos 3 y 4 introducen un parimetro
de relajacion, mientras que el método planteado en el Capitulo 5 introduce
un. pardmetro de aoekradén y otro de sobrerrelajacion. En esta memoria se
ha obtenido, para los esquemas cadticos estudiados, el valor dptimo para estos
parametros de forma experimental. Parece interesante estudiar de forma tedrica
la eleccién de utos pari.metrqo.

En el Capitulo 3, se estudia la convergencia del método en dos etapas gene-
ralizado, cuando el pardimetro de relajacion esta en el intervalo (0,1]. Se desea
extender este resultado demostrando, la convergencia en un intervalo (0,wp),

235
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con@>l. ' :
Todos los métodas cadticos estudiados en esta memoria, se basan en un

~ esquema iterativo secuencial de primer orden
z® = Ba*-V e, k=1,2,.... (5.48)

Otra posibilidad de conseguir cierta aceleracién, no contemplada en esta
memoria, consiste en convertir el esquema (5.48) en un proceso iterativo de

segundo orden, de la forma
z® = Biz2*-V 4 B2®*N e k=1,2,....

Este tipo de esquema, fue estudiado por Golub y Varga [42] en 1961. Un
estudio detallado de estos métodos puede verse en Young [83]. Avdelas, de Pillis,
Hadjidimos y Neumann [4] estudian bajo qué condiciones se consigue acelerar
la convergencia, mediante un proceso de segundo orden. Por otro lado en [33],
se estudio una técnica de segundo orden que en determinados casos aceleraba
al método de Jacobi cadtico extrapolado. Todo esto sugiere la construccién y
estudio de la convergencia de esquemas iterativos de segundo orden basados en
los construidos en esta memoria.

En los Capitulos 4 y 5, a medida que aumenta el valor de los factores caéti-
cos, aumenta el tamaiio de los subsistemas que cada procesador debe resolver.
Esta situacion, tal y como se explicé en el Capitulo 4, puede dar lugar a que
los procesadores realicen demasiados cilculos. Esto no ocurre asi en los esque-
mas planteados en el Capitulo 3, en los que las variables calculadas por cada
procesador en cada etapa interna son totalmente independientes del resto. Esto
motiva el estudio de esquemas analogos a los planteados en los Capitulos 4 y 3,
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pero construidos con dicha condicién de independencia. Auaque la convergencia
tedrica de este tipo de esquemas no esté demostrada, hemos podido constatar
su buen comportamiento mediante algunos resultados experimentales.
Todos los métodos estudiados en esta memoria han sido implementados en
un muitiprocesador de memoria compartida Alliant FX/80. Ya que uno de los
_ objetivos de estos métodos radica en el equilibrio de la carga de trabajo entre
los procesadores, es interesante su experimentacién en multicomputadores con
memoria distribuida, como por ejemplo el PARSYS SN-1000 Supernode de la
Universidad Politécnica de Valencia. Por otro lado, teniendo en cuenta el hard-
ware disponible en nuestro Departamento se ha pensado realizar experimentos
sobre una red de estaciones de trabajo usando como soporte software PV M
(parallel virtual machine). PV M es un paquete de software que permite que
una red de computadores hetereogéneos puedan actuar como un sélo recurso
computacional concurrente.
Estas son basicamente, las lineas en las que se enmarcaran, nuestros proximos

trabajos de investigacion.
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