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Prólogo

En los últimos años, debido fundamentalmente a las mayores exigencias de los pro-

gramas espaciales, ha ido ganando interés eI cálculo preciso de órbitas de satélites

artificiales,pues se manejan precisiones mejores que un milímetro en distancias de

más de diez mil kilómetros. mantenidas durante muchas revoluciones. Desde la déca-

da cle los años noventa, para Ia resolución de problemas geodésicos o geoclinámicos,

los geodestas necesitan precisiones subcentimétricas en el cálculo de la posición exacta

del satéIite artificial en una referencia inercial.

En los métodos de cálculo de órbitas resulta ventajoso sustituir las ecuaciones

newtonianas del movimiento por otras mejor acondicionadas para su integración nu-

mérica, como las variables universaies cle Battin [2], ios métodos de Encke [59] y sus

posteriores mejoras, o ]as ecuaciones obtenidas después de aplicar diversos cambios

de variables que regularizan las ecuaciones del movimiento. En Mecánica Celeste, las

transformaciones que permiten escribir las ecuaciones del movimiento como ecuacio-

nes diferenciaies lineales se llaman linealizaciones, no debiéndose confundir éstas con

el método que consiste en desarrollar en serie de Taylor y conservar la parte lineal,

pues las transformaciones anteriores son ercactas y reclucen Ia ecuación del movimiento
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ó

a osciladores armónicos.

La iinealización más extendida es Ia basada en la introducción de la matríz KS

[59],129], que es una generalización de la matriz de Levi-Civita; esta matriz permite

d.efinir las coordenadas de Kunstaanheimo-Stiefei ? a partir cle las coordenadas car-

tesianas 7 y reduce las ecuaciones del movimiento a cuatro osciladores armónicos

perturbados con todas las frecuencias iguales a un medio, cuando Ia variable indepen-

diente tiene el significado de la anomalía excéntrica. El cambio de coordenadas se une

a una regularización, que se logra introduciendo un tiempo ficticio s definiclo como

dd-: : r -:. La transformación KS está ampliamente descrita en el libro de Stiefel y
d,s d,t

Scheifele [67].

Otra linealizacion destacable es la correspondiente a las va¡iables focales, es decir

a los cosenos de dirección y el inverso del radio, que utiliza la anomalía verdade-

ra como variable independiente. Estas variables, llamadas de Burdet-Ferrándiz [16],

117], ll8], 119], [23], i24], permiten reducir el problema de Kepler a cuatro oscilado-

res armónicos con frecuencia unidad, mediante ia introducción del momento angular

en las ecuaciones del movimiento v el uso de Ia anomalía verdadera como variable

independiente.

Reducidas las ecuaciones del movimiento a forma de osciladores armónicos. pueden

aplicarse paxa su integración códigos numéricos especiales, que consiguen integrar el

problema sin error cle discretización. Existen distintos métodos para el tratamiento

de problemas oscilatorios en una frecuencia.

Como primer precedente cla¡o de estos métodos, señalemos que en 1961 Gautschi

132], 133] desarrolló una teoría sobre la adaptación de ia integración numérica a los
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fenómenos oscilatorios, tomando como funciones básicas las funciones trigonométri-

cas. El método permitía integrar simultáneamente soluciones que correspondian a

una truncación fi.nita del desarrollo de Fourier de la función solución, siendo la fre-

cuencia fundamental del desarrollo conocida. Brock y Murray [6], Dennis [9] y Simos

[61],[62] utilizaron como funciones básicas las exponenciales y Sheffietd [63] desarrolló

una teoría para distintos conjuntos de funciones básicas.

Stiefel y Bettis [4], 163] modifi.caron los métodos clásicos cle diferencias de Cowell

para la integración numérica de ciertos productos de polinomios ordinarios y de Fou-

rier, en varias frecuencias, sin error de truncación. En el primer artículo se dieron las

expresiones explícitas de los coeficientes de'los métodos de orden cuatro y seis, mien-

tras que en el segundo, Bettis dio formulaciones tecurrentes válidas para modificar

Ios métodos de Stórmer, Cowell, Adams - Bashforth y Adams - Moulton con orden

arbitrario. Asimismo, Bettis desarrolló un procedimiento complicado para integrar

oscilaciones con varias frecuencias o)1, Lü2, etc, que utilizaba interpolación trigono-

métrica en su derivación. Dos años más tarde Lyche [a6] publicó algunos resultados

teóricos que permitieron contemplar los métodos anteriores desde un punto de vista

mas ampiio.

Los métodos de Bettis, que presentan un buen comportamiento en la integración

numérica de un oscilador perturbado, presentan también algunos probiemas. En

primer lugar, hay dificultades en su implementación, pues requieren la modificación de

coefi.cientes del método de pa,rtida en número igual al doble del número de frecuencias

que se pretende integrar exactamente, cuando se realiza Ia integración exacta de un

problema cuasi-periódico. Además, cuando se desea integrar funciones donde Ios
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coefi.cientes de las funciones circulares pueden ser polinomios de un cierto grado, el

número de coeficientes se incrementa proporcionalmente en el doble del grado del

polinomio. Existen también limitaciones ciel tamaño c1e la región de estabilidad al

crecer e1 orden (Ferrándiz, comunicación personal). Estos problemas son mayores en

el caso de varias frecuencias o cuanclo las amplitudes de las oscilaciones son polinomios

no constantes que se suelen llamar, siguiendo la terminología de Meciínica Celeste,

términos seculares mixtos.

Vigo y Ferrándiz, [73],1741, [77], proponen al menos en los casos usuales, aigorit-

mos alternativos más simples paxa calcular los coeficientes, comparando ia precisión

obtenida en los coeficientes de los metodos de Bettis calculados según los nuevos al-

goritmos y los algoritmos dados por Stiefel y Bettis y por Bettis. Los algoritmos

presentados por Vrgo y Ferrándü para un cálculo alternativo de ios coeficientes del

método de Bettis, además de permitir una irnplementación eflcaz de los diversos méto-

dos adaptados existentes, mejora algunos métodos multipaso actuales, permitiendo

la creación de nuevos esquemas adaptados) que integran sin error de truncamiento

senos y co.senos en una frecuencia conocidad debido a su generalidad. Los elegidos

fueron los PFML [31], [73], y las fórmulas de Falkner [73]. Asímismo los algoritmos

descritos por Vigo y Ferrándiz permiten ampliar estos métodos adaptándolos a un

núrmero superior de frecuencias así como a frecuencias con muitiplicidad superior a

uno; no habiéndose realizado más estudios con varias frecuencias.

Casi en la misma época que Bettis, Scheifele [60], 167] obtuvo un refi.namiento de

1os métodos de Taylor basados en sus G-funciones, que se utilizan para defi"nir series

que permiten construir un método de integración numérica con Ia propiedad de que
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si los términos c1e perturbación son eliminados, entonces el método numérico integra

exactamente el correspondiente problema no perturbado. El método de Scheifele

es muy preciso, pero es prácticamente imposible cle aplicar cuando los términos de

perturbación son funciones algo complicadas. Martín y Ferrándiz l49l,149] modifican

el método de Scheifele convirtiéndolo en el esquema multipaso SMF, que conservanclo

Ias buenas propiedades del método de Scheifeie, evitan los cálculos previos que éste

requería. Como comentario, elmétodo SMF puede también deducirse a partir de una

función generatriz como se expone en [74].

En esta memoria nos proponemos desarrolla¡ métodos numéricos para la integra-

ción de osciladores perturbados del tipo:

n "  +Q ' r : e  f ( r r n ' r t )

r (0)  : ro ,  n ' (0)  : r ;  te la ,b l : I

donde el pequeño parámetro a indica que los términos de la perturbación son pequeños

con respecto al resto de los términos.

A tal efecto, dependiendo del término de perturbación, se calcularán unas fun-

ciones apropiadas para su integración que generaiizan las G- funciones de Gérarcl

Scheifele. Estas funciones, que llamaremos tp - funciones (por analogía con f de Fe-

rrándiz), se obtendrán aplicando un operador adecuado al PVI precedente.

El trabajo realizado en esta memoria se ha clividiclo en cuatro capítulos.

En el primero, se describe el método general de las G - funciones de Scheifele para

oscilaclores perturbados, asÍ como sus propiedades y su relación con ias funciones

elementales y las funciones de Stumpf. También se expone eI método de integración
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numérica basado en las G funciones, completándose la exposición con ejemplos

numéricos, contrastados con e} código LSODE.

La definición, construcción, propiedades y relación de las <p - funciones con las

G - funciones y otros tipos de funciones se estudian con detalle, según los distintos

valores de Ia frecuencia, en el capítulo dos de esta memoria. Se introduce un nuevo

método de integración numérica basado en el uso de series d" g - funciones, que

integra exactamente soluciones que son oscilaciones con dos frecuencias arbitrarias.

Finaliza este capítulo con la presentación de dos ejemplos numéricos, que sirven para

ilustrar dicha propiedad y donde se contrasta el método de las <p - funciones con el

código LSODE, (versión Maple V). En el segundo,de estos ejemplos numéricos, en el

que Ia función de perturbación depende explícitamente del tiempo, se introduce una

modifi.cación paxa controlar el crecimiento del error) en el sentido introducido por

Ferrándü y Novo l22l v continuado en [73].

El método de series d. p - funciones, tiene un mejor comportamiento que el

método de series de G - funciones, pues permite ganar un orden de e con respecto

a éstas,, es decir,, el método nuevo permite obtener un error de truncación con el

factor e2 mientras que en el antiguo sólo se obtenía e (siendo e el parámetro de

perturbación). Por otra parte, comparte con eI método de series de G- funciones la

dificultad de su adaptación a cada problema pa,rticular. Este inconveniente se supera

con Ia construcción de un esquema multipaso, basado en el método de rp - funciones,

qne generaliza eI correspondiente método SMF para G-funciones. Este esquema se

introduce en el capítulo tres de esta memoria.

Los métodos multipaso anteriores presentan dificultades en su implementación,
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pues sus coeficientes no están calculados de forma recurrente. Este incoveniente se

resuelve en el capítulo cuatro en dos pasos; primero aproximando las derivadas de la

función de perturbación por diferencias divididas y en un segundo paso, establecien-

do una forma de cálculo recurrente para éstas, 1o que facilita su implementación en

un ordenador y supone una ventaja frente a otros métoclos. Una vez resuelto este

problema, se definen los métodos MDFpE (Metodo Doble Frecuencia de p pasos Ex-

plícito), MDFpI (Metodo Doble Frecuencia de p pasos Implícito), MDFpPC (Metodo

Doble Frecuencia de p pasos Predictor - Corrector), estuciiándose las condiciones de

estabilidad. Las definiciones son váIidas para un número de pasos p arbitra,rio y para

paso variable. EI capítulo fi.naliza con ejemplos numéricos en los que se utiiizan los

nuevos algoritmos y se comparan con códigos bien conocidos como LSODE, GEAR

y MGEAR, empleándose en estos frltimos las implementaciones de Maple V, para

asegurar que ios resultados no quedan distorsionados por una mala programación que

favorezca a nuestros códigos. El beneficio producido por el uso de los nuevos algorit-

mos se patentiza en los ejemplos, cuando se aplican a los probiemas para los que han

sido diseñados.

La memoria se completa con los anexos donde figuran los códigos cle los nuevos

algoritmos, implementados en Maple V.
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Capítulo 1

F\rnciones G de Scheifele

1.1 Introducción

F,><pondremos, en este primer capítulo, el método de las G-funciones de Scheifele [60],

adaptado para Ia integración de un oscilador armónico perturbado:

, "  +  o ,  :  e .  f ( r ( t ) , r '  ( t ) , t )

" (o)  
:  fs

, '(o) :  * 'o

donde a es constante y € un pequeño parámetro de perturbación. La solución r(t)

obtenida con las condiciones iniciales anteriores es continuamente diferenciable en

l-T,Tl.La función de perturbación f (r,*',ú) se supone que admite derivadas par-

ciales continuas con respecto a sus variables independientes ff, n' , t en un dominio

cerrado del (u, r', ú)-espacio que contiene a t e l-T,Tl y a todos los valores de la

solución n(t) y de su derivada 
"'(t).

I t ,
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La integración de osciladores armónicos perturbados es un problema común en

muchos campos. A veces, las ecuaciones originales que describen un fenómeno ya

están expresadas de esta forma, y, si no 1o están, se efectúan cambios de variables

adecuados, reduciendo el problema a forma de oscilador. Este procedimiento ha sido

muy común en investigaciones sobre dinámica espacial llevadas a cabo en ios últimos

años. Una e>ctensa lista de referencias, desde los pioneros trabajos de Laplace a

las rnás recientes transformaciones canónicas de Scheifele y Stiefel [67] o Ferrándiz

[18],[19],[?] se encuentran en 110].

Sería deseable que los métodos numéricos que se utilicen en la resolución de osci-

ladores armónicos perturbados verifi.que la siguiente propiedad: Si los términos de la

perturbación desaparecen en un instante arbitrario de la variable independiente ú (o

s) entonces el método numérico deberá integrar sin error de discretización el oscilador

no perturbado.

La necesidad de resolver los problemas de dinámica orbital de satélites con buena

precisión, impulsó, el desa¡rollo de una gran variedad de códigos adaptados para

integrar exactamente un oscilador armónico no perturbado. Además, eI error local

de estos códigos contiene un pequeño parámetro de perturbación como factor, que

produce muy buenos resultaclos.

Algoritmos desa¡rollados con este propósito son descritos en [46],[53],[48],[58],[73].

Todos estos son métodos multipaso, con paso fijo. Los algoritmos con paso variable

son poco frecuentes, y su aplicabilidad real a los problemas orbitales no está cla-

ra. Podemos citar el conocido método de Deuflhard [12],[13], basado en técnicas de

extrapolación, y más recientemente los desarrollos de Denk [11].
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La aplicación de estos métodos adaptados a soluciones oscilatorias no se restringe

a la Mecánica Celeste, [741,176],177], existiendo otros ejemplos centrados en problernas

altamente oscilatorios o en las ecuaciones de Schródinger, como [72],[61],[62].

Los métoclos de Runge-Kutta 152], también integran el problema pala e : 0.

Basta con utilizar el método de variación de constantes) pero presentan las siguientes

difi.cultades: es necesario realizar una transformación de las ecuaciones diferenciales,

es complicado cambiar de orden Ia integración y es necesario conocer las raíces de la

ecuación característica.

En 1971 Scheifele [60] ideó un método pa,ra Ia integración de osciladores perturba-

dos, basado en un refinamiento del método ilásico de las series cle potencias, utilizando

nna sucesión de funciones Gu(t) que nos permite expresar la solución en términos de

series como la siguiente:

,(t):i u*"*1r¡
k:0

que se aplican a la construcción de un método de integración numérica.

E1 método de las G-funciones de Scheifele presenta la ventaja de verificar no solo

J.a propiedad anteriormente expresada sino que además integra con los dos primeros

términos de la serie el problema homogéneo, mientras que e1 método cle series de

potencias sólo nos da una aproximación a la solución mediante una función lineal si

tomamos dos términos [t51.

A pesar dei buen comportamiento del método de las G-funciones, sólo es práctico

si se utiliza en unos pocos casos particulares, concretamente en aquellos en los que la

función de perturbación es muy senciila, debido a la complejidad de los cálculos pre-
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Iiminares que se necesitan para obtener las fiórmulas de recurrencia de los coefi.cientes

bn.

Se completa la exposición con los resultados de algunos experimentos numéricos

que incluyen comparaciones con métodos conocidos

L.2 G-funciones para osciladores perturbados

Describiremos ei método empleado por G. Scheifele [60] para la integración de osci-

ladores perturbados.

Sea r(t) la solución del oscilador perturbado de ecuación:

* "  ¡  c , r :  e .  f  ( n , r '  , t ) ,  r (o )  :  r s ,  r ' ( o )  :  
"o

suponemos que Ia función S(t) : f (*(t),r'(t),ú) admite un desarrollo de la forma:

oo +rL

s(t) : lc"\
r¿:0

con lo cual, eI PVI anterior, puede escribirse de la forma siguiente:

oo +rL

r" + e,r:  s. t  c* '  , ,  r(0) :  uo, r ' (0) :  ¿o
?^ ' "n ! '  

\  /

La solución del problema precedente, puede obtenerse de forma habitual, calculan-

do la solución de Ia ecuación homogénea con las condiciones iniciales dadas y sumando

a ésta una solución particula.r'de Ia ecuación completa, en la que se anula la solución

y su derivacla en t : 0. Esta úrltima puede calcula¡se resolviendo los PVI:

, ,  t n  , ^ ,  t , ^ ,
r 'n  + Qtrn:  1 ,  f , " (0)  :  rn(0)  :  0 ,  n  2 0- n !

y combinando linealmente sus soluciones con los coefi.cientes € y cn.
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Esta idea inspiró a G. Scheifele ia introducción de una familia de funciones espe-

ciales, adecuada para resolver este tipo de problemas.

Deflnición 1.1 Llamaremos func'iones G d,e Schei,fele, a las funci,ones Gn que ueri-

f.can:

G" ( t ) : nn -z ( t ) ,  n22

d,ond,e r*(t) son las soluci'ones d,e los problemor r')+arn : #, ,ú"(0) : s;(0) : 0,

n2 0, es dec'ir, los funci,ones Gn uerifican:

+n-2

G'; ( t )  +  aG^( t ) : ;_  
ry . ,  

G"(o)  :  G;(o)  :0 ,  n2 2

Es conveniente resalta,r que las G-funciones dependen de n,,t V también de a.Cuando

sea necesario especificaremos esta dependencia, mediante la notacion G"(t,a).

Proposición 1.1 Para n ) 3, se ueffica que:

G'"(t): G"-r(ú)

Dl .

Bastará probar que Gr(ú) verifica el mismo PVI que G"-r(ú), es decir que cumple

Ia ecuación:

en efecto:

+n-3

f i 'n-B* efin-z: # 
"\r 

¡ f in-J(o) :, i-r io¡ :  o
u¿ - ü/r

(G'n)"(¿) +acl(o:fr@(¿) + .,c*(t)):*(i=4) :#;
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Las condiciones iniciales son:

c;(0) : 0

(G;)'(o) : 4(o) :-aG",(ol *ffi:o

Luego Gi es solución clel mismo problema de valores iniciales eue Gr,-r y por

tanto:

G ' ^ (ü :Gn -L ( t ) , n ]3  *

Definición L.2 Las soluci,ones de los problemas homogéneos:

n" + dtr : 0, con: r(0) - 1, r '(0) : g

* "  +a*  :  0 ,  con :  r (0 )  :  ¡ ,  r ' (0 )  :1

definen respect'iuamente las funci,ones de Schei,fete G6(t) U G{t).

Proposición L.2 Las func'iones Gs(t) A G{t) ueri,fican:

C'r( t ) :  Gr(ú) ,  G'r( t ) :  Go(¿)

D/.Como:

(Gi)"(¿) +acl(r) : ftfr;(t) +aG1(¿)) :o

G;(0) :  1

4(o)  :  _aG1(o)  :s

se cumple que:

Gr(¿) : Go(ú)
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Análogamente, de:

(G'r)" (t) * aG'r(t) : 
#rrr(t) + aGr(*¡¡ : 

fiir¡ 
: o

G;(0) : 1

c ; (o )  :  -oG2(o)  *1 :o*1 :1

obtenemos:

G'r( t ) :  Gr(r)  +

Corolario L.I Para n ¿ 7, se uerffica que:

G'^(t): G"-r(t)

Dl .

Se ded.uce trivialmente, de la proposición n" 1.1 y de la definición no 1.2 *

Teorema L.I Las G-funci,ones de Schei,fele, ueri,fican la si,gui,ente relaci,ón de recu-

rcencia:

+n
G"(t) * aGn¡2(t): 

n., 
pürü, r¿ ) 0

Dl.

Por Ia definición no 1.1 y por corolario n" 1.1 se cumple:
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Teorema L.2 La soluc'ión d,el problema d,e ualores i'ni,ci,ales fr" + Q.r : u' i "^#,n:O

r(o) : 
"o, 

r'10¡ : n'o, u'iene d"ada por la funci,ón:

co

n(t) :26G6(ú) + n'oGr(t) + e I c^G*¡z(t)
r¿:0

co

," + o* : rsG'r(t) * ioG'r(t) + e L ^G'^*r(¿) +
r¿:0

/ " " - \
+a { zsGs (t) + r'oG1(t) + e I c.G^¡z(fl |

\ n ! o /
/  - t t  ^  , , ' \  ,  / , . ] , 1 f t \  +  cGr lú ) ):  r o { (Gn ( t )+aGo \ t ) )+ ro [ ( t , . .  _ . , /
\ '

S 1^, ,  , , \+u I c. lc'^+z(t) + cuG"+z(ú))
ri:0
oo

:  u . f  
" r i7:o n!

con Io que se verifica Ia ecuación diferenciai.

Las condiciones iniciales también se cumplen, en efecto:

"(0) 
: roGo(O) + rfcr(o¡ +. i c,,G,,a2(0) : rs

r¡:0
oo

r ' (0) :  
"oci(o) in 'oG'r(0) +eLrnG'n*r(O) :" i  t

r¿:0

Proposición 1.3 Las G-func'iones de Schei,fele, pued,en erpresarse medi,ante desarro-

llos en serie absolutamente conuergentes paratodo ualor det, delt'ipo si,gui,ente:

G*(t): i  p,#,, nZ0
r : o  

"  \ J  +n ) l

donde:

Dl.

f r r j : ( -o ) t  Y  9z ¡ ¡1 :0 ,  j¿0
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Dl.

Por como están clefinidas Ias B¿, estas series son absolutamente convergentes.

Defi.niendo:

s-(¿) :É eqr#hi
J : 0  

\ r  '

tenemos que:

oo +2k-2 co +2j

s';(t) + ago(t) : \, e*f u=n + " t (-o)'Én :
,b:t  \" '"  r :o 

\-J , ' '

co +2j co 
*j: I (-*)'*'ffi*" E (-*)'fu: o

i :0 \ 'r / '  i :o

con

go(o) :1 v' s;(o) : o

luego oo(t) : Go(t), por verificar el mismo PVI.

Análogamente se demuestra:

como:

s'^(t) + .,s*(t) : i ear ffi* * É eqi -l:!:- -

tn-' -$ ,._^.,rn t t2i+" _.. ̂. S , ^,ri t'i*": 
@ - 2)t+ | r-ar @f+d. 

* " kl-er" ei + n)t 
:

tn-2: F=n
y además:

g, (0 )  :0  y  g , (0 )  :0

se verifi.ca que:

or( t )  :  Gr(ú)

g¿( t ) :G¿( t )  pa ra ,  i>2  t
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1.3 fndependencia lineal de las G-funciones

Las funciones Gs(ú), ... ,G"(t) forman un sistema libre; para su comprobación será

sr-rficiente verificar que ei wronskiano asociado no es idénticamente nulo.

Hagamos la comprobación para zz : 3. En efecto, por el corolario no 1.1 y la

relación

G'o( t ) :  -aG{t )

tenemos:

W3 :

Go(t) Gr(t) Gz(t) G¡(¿)

-aG1(ú) Go(ú) cr(¿) Gz(¿)

-aGs(ú) -aG/t) c;(4 G,(r)

a2Glt) -aG6(t) -aG1(ú) Go(¿)

y por transformaciones elementales llegamos a

Wz:

Go(r) G,(¿) Gr(t) Gr(r)

-aG1(t) Go(t) G'(ú) cz(t)

0Ot t

0001

: G\(t) + ac!(t)

fácilmente se comprueba que Iz7, tendrá este valor Vn > 0, pues

wn : G3(G0 r aG2)n-2 + .*G?(G' -t aG2)"-2 :

: (cB + ac!)(t)- ' : (GZ + aG2r)

Por otra parte la cuestión de la independencia lineal se resolverá cuando se pruebe el

siguiente resuitado:

Proposición 1.4 G3(¿) + ac!(t) :7 para todo t.
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Por el teorema no1.1, para 7¿ : 0, tenemos:

Go(ú)  *  aG2(t )  :1

multiplicando por Gt(ü), e integrando con respecto a ú, se tiene:

lc,oc,*" lG2dG2 
:

**"*: lc'or:c,

de clonde

G!+ac?' :2Gz

G|  +  Gz( t  -  Go)  :ZGz

Iuego

Gz :  G?  -  GoG2

Sustituyendo la expresión anterior en la ecuación Go(t) + cvc2(¿) : 1 tenemos:

Go(¿) + aG2(t) : r : Go(¿) + o (Gl - GoGz) :

: Go(¿) + aGl - Go (1 - Go) :

G3(¿) + aG!(t)

probándose la identidad *
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L.4 Relación con las funciones elernentales

Se obtienen resolviendo ios problemas homogéneos que defi.nen Go(¿) y Gr(¿) y utili-

zando la relación establecida en la proposición no 1.1.

S ia>0

Go(ü) : cos 1/at

1
Gr(¿) :  - : , -  s in fá t

\/ a,
_ 1

Gr ( t ) :  j ( " o r l - a t - t )
cu \

- 1  /  t  \
Gt( t )  :  - (+s inJ-a t - t l

a .  \va /

:

G,^(t): ry("",¡n-i,-",-#) con n>o
4." 

\ 
-k:o \¿n; )! f

G,,*,(r) : #(*sin/aú--,-",-nffi) con n>0

Sia<0

Go(¿) : cosh /-aü
'1

Gr(ú) :  -+sinh /-af
\ / -a
_ 1

G r ( t )  :  i ( c o s h l , / - c J -  I )
a \

- ' r  /  1 \
Gr(ú)  :  

-  
{  - -s inhuzJ¿- ,  ¡&  \V -a  /

:

r_ lv  /  3 -1  rz r  \
G,,(t) : V (cosh Ji¿- I t-"1-; ) """ n> o

\  f t : o  '  ' /
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Gr*+,(ü) : cq (+sinhr/-aú-f ?o)*-,t'r*' 
\

Qn w:a Á 6rrú ) 
con 'n > o

Sia :0

c^(t) :#. con nZo

1.5 Relación con las funciones Stumpff

Es importante notar que las G-funciones están íntimamente relacionadas con ias fun-

ciones de Stumpff [67].

Por la proposición no1.3, sabemos que: 
,

G,(t) : i t-'i ',-',"1r', :i (-") ' ,=t,"tn ,, :
: j :o ,2j  * rz)!  H' 

* '  
(zi  + ")t

*' S r-¡¡ (at2)i
" 

fu\ 
- '  (zi + n)l

Stumpff [69],[70],[71] introdujo las funciones enteras:

",(") :É {-Vffi con n:o
"7:0

con el fi.n de encontrar una representación uniforme para los diferentes tipos de ór-

bitas del movimiento kepleriano. La relación entre las G-funciones de Scheifele y las

funciones de Stumpff es evidentemente:

G"(t) :  tncn(atz)

Tomando r : at2 de las propieclades anteriores cle las G-funciones, y de la relación

de éstas con las funciones de Stumpff, se deducen fácilmente las siguientes fórmulas

de recursión e identidades:
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Fórmulas de recursión:

c,(r) + rc.+z(r): 
* 

con r¿ ) 0

d c n  I ,  \
# 

: 
,(nc"+z 

- cn+r) con r¿ 2 0

Reiación pitagórica:

cfr(r) + rcl(r) :1

Como en el caso de las G-funciones, también se puede establecer una relación entre

las funciones de Stumpff y las funciones elementales, para los distintos valores de a.

Sia>0

"o(r) 
:

u -  ( n \
u t l r y

cz(r) :

c¡(r) :

cos(yF)

sin(rf)
/:

1 - cos(yG)
.T

. / /-\
\/'r - smlvrJ

:

cz^(t) : ry (",,J¡-i r-rr$-) con r¿ > o
T'" 

\ 
-k_o 

\¿tt )! f

czn+t( t ) :  ?1"( t  '  r  
>1 , - r ,  u ,=, ' ! . .  \

- \Asint/r_ 
L t -/ 

(zk + rT. ) 
con r¿ ) o

Sia<0

rfi

cosh(r/-r)

sinh(.r/-r)
r-=

1 - cosh(/-r)
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cs(r) :
sinh(/-r) - J=

- E

:

t _  l : "  /  r¿ -1  
.  r k  \

cz^(t) : t# (c".h J=- I i-tl-; ] """ n > o
\  h :o  \ " ' "  l '  /

(- t \" /  
Ff-r l - ,=, ' i  , i , )  con n>ocz",+r(ú) : 

+ t* 
sinh /-r 

?^, (2k * _t. I

Sia :0

Las funciones c2(r) y .*(r) son idénticas respectivamente a las funciones C(r) y

S(r) que originalmente defi.nió Battin 12],13] en su obra Astronautical Guidance. Las

funciones de Stumpff, y por tanto las G-ftrnciones de Scheifele, están en la base

de cliversos métodos de cálculo de órbitas, destacando su aplicación en el programa

Apollo. Además de ias de Battin, existe gran número de publicaciones al respecto,

poclemos citar entre los autores más relevantes a Goodyear [35], Herrick [39], Pitkin

[55],[56],[57] y Shepperd [64],[65].
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1.6 Desarrollos finitos v desarrollos en G-funciones

Desarrollando en serie de Taylor y truncando la solución x(ú) del PVI:

, "  + o* :  e.  f ( r , r ' , t ) ,  r (o)  :  16,  r '  (o)  :  *o

obtenemos una aproximación de la sohición, en la forma:

2 ¡ h
rr*( t) : )  .  -  o¡ cotr  au :  re)(0)u r c !

k:0

Al s¿rstituir en la expresión anterior, la reiación de recurrencia del teorema no 1.1,

obtenemos:

/ , \  \ -  z ^  / , \  ,  ^  / r \ \r*(t) : L, Gr (t) + aG¡*z (t))a* :
lr:o 

TrL

: Go(t)a6 -t- G1(ü)ara I c* (¿) (ou * aa¡-2) I aG^*r(t)o,n-,, * aG*¡2(t)a^
t - t

Defi.niendo una nueva sucesión de coeficientes, como:

ó0 : 00, br: &r, bn : ax * aan-z con k > 2

el desarrollo anterior se reduce a:

rn

ü^(t):D cu (¿) au + a (G,"a1(Ú)&m-t * G**2(t)a^)
k:0

eliminando el úItimo término, obtenemos una aproximación difererrte,

x*(ú) :É Gu (ú)b*
k:0

que proporciona mayor precisión que zrrr(ú), como vamos a ver.

Nos restringiremos al caso especial, en el que / depende sóio de t, presentando,

posteriormente, algunos resultados pertinentes al caso general.
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J I

En este caso, /(r(t),n'(t),t): g(t), es una función analítica en todos sus a,rgu-

mentos, podemos escribir:
m + k

s(t):  I  ,o-){ol
&:0

Los coeficientes de r-(ú) :f #ou y X*(t) :f *u(ú)Ó¡ para el PVI:
,b:0 k:O

, "+o , :€ . f ( r ( t ) , r ' ( t ) , t ) ,  r (0 )  : r s ,  r ' (0 )  :¿o

venclrán dados por:

as : üo¡ ,a7 : filo, an+z * cza¡ : ege)iO¡ con e : 0

bs :  f ro t  ,b l :  f i 'o ,  bn+z:  egk)10¡  con k > 0

en efecto, si
oo +k

"(t¡ :l r"*
Á;:0

es la solución del PVI, tenemos :

r (0)  : ro :  ¿o '

sustituyendo

o o + k c o ¡ h * + k

"'(¿) :I #ou*', "(¿) :t #"* y s(t): I ¡o-'{o)
k:0 

'- '  
k:0 &:0

en e} PVI resulta:

c o + k o o ¡ k - + k
\ -  L  

t ] .or :uf  i9* l1o;Z- '  ¡you*z ta  4  !c !  -  k l -
&:0 ,b:0 ,t:U

e identificando coefi.cientes, obtenemos la relación:

&x+z * Q.a¡: s9&)(0) con k > 0
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Trivialmente:

y como

entonces:

bn+z :  an+z*da ¡ r :  -aax legk )  (0 )  *aa r  -  €g* ) (0 )  : u "o

ó 9 : Í g

U7 eD

/ m  r n  \

: €s(t) -r ( t nx-z)(o)Gn-r(t) +" t nr"-z)(QGn(r) ) 
:

\r:z k:2 /

x*(t) :f G* Q¡ ur : G6(t)zs + G1(t)zo + u I ee-2) (o)Ge (ú)
k:0 k:2

Insertando este írltimo resultado en la ecuación diferencial, se obtiene el residuo

Rr"(t), correspondiente a X,"(t):

R*(t) : €s(t) - (t-(r) + ax-(r)) :

co +k /^-2 m-2 \

:, D isr){o)-' { t sr)10¡eult) + a I go)(o)cr+z(r) ) :
7:o frt 

\u:o k:o /
co +k m-2

: '  t io*)(o) -r t e*)(0) (cr(t) *aGr-, '2(ú)) :
7:o fr! lo
oo +k m-2 +k co +h: ,Dnnr)(o) -rE sa(ok.:u.I .^s*){a)k:0 k:0 k:m-I

Por otro lado, tenienclo en cuenta que:

, , ,  
l r L

n'*(t) + an,,(t) : | (co-, (t) + aG¡ (¿))¿u +
b - n

*a (a*-1 (G*-t (t) + aG**t (¿)) * a*(G* (t) + oG",*z (t)))

y eI teorema no 1.1, el residuo rr (t), correspondiente a r*(t) es:

r,,(t) :  €g(t) - ("*Q) + ar-(t)) :
\  " " . ,  " l
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' : frn' rot (: ffiu-+ o (o,'-, # * "-#)) :

' E fin-,{ol (e, #uo*, + o (^-,#. ^#)) :

': 'n*'to>E#,,n'(o) - o ('--, ffi*'^*):
. . i .fr*'ot - * (o-,-,#+ *'-,#)

k :m- I

Podemos concluir: que, mientras que en R-(ü) el parámetro de perturbación € es

un factor, en r-(t) no lo es. En consecuencia Rr"(t) será pequeño con 6' pero ,*(t)

no. Si s : 0 el método d.e series de potencias produce un error y sin embargo el

método cle las G-funciones de Scheifel", 
"on 

sólo el primer y segunclo término, integra

exactamente Ia ecuación. 167], [60], [74].

Volvienclo al caso general: f (r,*',f) es conocido el siguiente resultado, [62]:

Si la solución r(ú) es continuamente diferenciable en [-7' 7] con T > 0 y las

derivadas parciales de /, inciuyendo la rn-esima, son corrtinuas) en un dominio cerrado,

clel espacio trid.imensional de varibies reales (r, r' ,ú), que contiene a todos los valores

exactos de la solución r(ú), ,' (t), ü, además de las aproximaciones consideradas r*(t),

r',n(t), X*(t), X;(t), en el intervalo [-7,?] ' entonces lo.s residuos:

R"*(t)

,^(t)

: ef (x,.(t),x*(t),ü - (t;tt) + ox,",(t))

:  sf  (n*(t) ,* l*( t) ,ú) -  (u;(t)  + ""*(t¡)

correspondientes respectivamente al método de la G-funciones y al método de des-

arroilos en setie, satisfacen para t + 0, los siguientes resultados:
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R*(t) N 'l#1,:,#;
/  |  d* -1  f1  \  ú - -1

r ^ l t )  N  
l - o o *  

-  L c l
\ ' ' '  ¡d ' * - ' ) ' : J  ( ' rn - l ) !

La notación - indica cue:'  

, , -  R*( t )  -  e  ld"- ' f l
;a'ó fn-r 

* 
(m - 1)! L dt*-t )r:o

análogamente en el caso de r-(ü).

Es de destacar 160], que es irrelevante calcular la derivada 
t#]r:0, 

,r"titryendo

en / la solución exacta n(t) o cualquiera de sus aproximaciones r-(ú) V X*(¿)

1.6.1- Error de truncación

Desarrollando en serie de potencias, la solución ercacta a(ú) del PVI:

co +k

"(¿):t  ̂ "r
,h:0

y dado que

ak+2:  _  o ,ak  *  e fk )  (0 )  con  k  :  0 ,1 , . . .

el error de truncación para
rn +k

ü,,(t) :D ^"*
k:o

CS:

co +k co +k

e,n:  r ( t ) - r* ( t ) :  t  *o* :  I  *?r"* -z*efk-z)q0))  :
n-?*+t K! u?**, k!

: (-.o,,-r* ef^-t)¡o)) -{+,1u + o(¿*+1)
\n'L + L)!
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Por otra aprte, expresando la solución del PVI, en términos de G-funciones:

s(¿) : G¡(r)r6 + G1(t)ro +, É ek)(0)Ge+2 (t)
k:o

el error de truncación para:

m-2

-x*(r) : Go(t)ro+ Gl(t)r; + u I sk) (o¡c¡,*, 1t¡
&:0

viene dado por:
co

E*: r(¿) - x*(t) :¿ t gk)(o¡G**, (t¡
k:m-!

Si e : 0 el método de las series de potencias produce un error de truncación y sin

embargoel método de las G-funciones, no genera eIIoI de truncación.

L.7 Las G-funciones coÍro un método de integra-

ción numérica

Consideramos el PVI:

*"  +  o* :  e .  f  ( r , r '  , t ) ,  r (o)  :  rs ,  r ' (o)  :  ao

y supongamos que tanto su solución n(¿)y su función de perturbación /(ú) son fun-

ciones analíticas, es decir:
co ak

r ( t ) : \  
^Lan

&:0

v
óo +k

g(t):La"
&:0
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Para obtener una aproximación a la solución r(ü) sustituimos una truncación de

su desarrollo en el PVI, 1o que nos permitirá establecer relaciones de recurrencia) para

calcular los coeficientes c¡ : ge)(O), a partir de rs y zi.

IJna vez calculados los coeficientes c¡ para lc : 0,..., m - 2 y fijado un paso h, la

aproximación a la solución y su derivada en el punto h, vienen dadas respectivamente

por
rn-2

q : Go(h.)ro + G{h)r'o+ u I c¡G¡*2 (h)
&:0
m-2

rl : Go(h)*'o - aG{h)ns+ u I c¡G¡,¡1 (h)
k:0

Supongamos que tenemos ya calculada una aproximación a Ia solución y a su

derivada en el punto t : nh, que llamaremos respectivamente rn y fin.

Para calcular una aproximación a la solución y a su derivada de:

r  +  af i :  e .  f  ( r ,n '  , t ) ,  r (nh)  :  Ín¡  r ' (nh)  :  y 'n

en el punto (t¿ + 7)h, realizamos el cambio de variable t : T i nh,obteniéndose

r"  *  ar  :  e .  f ( r , r ' , r  ¡  nh) ,  n(0)  :  rn ,  n '  (a)  :  a 'n

con lo que estamos en la situación inicial. Calcularnos por recurrencia los coeficientes

del desarrollo

f (*(r),Í' (T ),r I nh):i #"* con c76 : 
W 

: 
W

k:0

y la aproximación a la solución en el punto (n + I)h viene dada por

rn -2

Ín+t : Gs(h)r,l G1(h)r',,+ u t c¡G¡¡2 (h)
&:0

m - 2

n'n+r : Gs(h)r'* - aG1(h)r, + e I c¡G¡¡1 (h)
k:o
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1.8 Ejernplos

Se ha escogido los sigSrientes ejemplos por ser ecuaciones diferenciales de segundo

orden, que Maple V l1],[7],i14],130],[34],[54] no puede resolver simbólicamente, y es

preciso un tratamiento numérico c1e los mismos. Les aplicaremos Ia técnica d.e las G-

flnciones, pues a pesar de su simplicidad presentan particularidades sufi.cientes para

d.ocumenta¡ el comportamiento del método y su modo de empleo.

1.8.1 Ejernplo 1

Consideramos el problema de valores iniciales [22]:

*" + er : €x:2 conr(O¡ : 7 y *'(0) : 0

con integrai primera para a : 1

F(r,r') :ie * *'') - i"'
Sea r(t) Ia solución del probiema anterior, que suponemos analÍtica, por 1o que

co +k

r ( t ) :  rL  
A." r

&:0

sustituyendo esta expresión en el PVI obtenemos

o o  + k  c o  + k  / *  r n  \  / *  r n  \

\-  L \1 '¡ :u{t;"-}t ta"r\
kar+z¡* 

* 
kor o, \f f i  u, / \ ,b:o ,,.  /

identificando coeficientes

0,9 : r¡

I

LLt úO

É  z ,  r

a¡¡2i- . ,0,¡,  :  t  I  ( I)" ,"r- tcon k ) o
i :0 \¿ /
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que nos permite definir la siguiente sucesión

Ó ¡ : a g

b1 : o'1

bn+z  :  a ¡ ¡2 *aa ¡

Con estas fórmulas de recurrencia calculamos ios coefi.cientes br para k :0,..-,rrl,

pues vamos a integrar numéricamente este problema utilizando rn -t- 1 funciones G.

Evaluamos G^(t) pa,ra un paso ¿ : h utllizando la fórmula

oo t2.i*n

G*(h): t  ?a) i ;n
i : O  

\ 4 J  |  ' o ) '

Por ser, CI ) 0, Ia serie anterior es alternada y puede calcularse con un error

prefi.jado sin más que suma,r términos sucesivos hasta que los sumandos sean menores

que una cierta tolerancia.

Denotando por 11 y rl tas aproximaciones a r(h) V r'(h) respectivamente, Ia

aproximación a la solución vendrá dada por

rn-2

q : Go(h)ro + G{h)n'o+ u I c¡G¡¡2 (h,)
h:o

m-2

n\ : Go(h)*lo - aG{h)rs+ u I c¡G¡¡1 (h)
k:0

Para efectua,r un segundo paso de integración se toman como valores iniciales 11 y

zi y se reahza el mismo proceso. No es necesario calcular el valor de las G-funciones

por tenerlo del primer paso.

En resumen: una vez obtenido eI valor de las G-funciones, cada paso se completa

mediante el algoritmo sigriiente

uo eo
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I

a1 : ,to

bn+z  :  a7s ¡z -100¿  co r r  0  5  k  Sm-2

Yn-2

n¿+t : Gs(h)n¿'l G1(h)r'o-t L br*rck+2(h)
k:0

m-2
'  

,  :  Gs(h)r ' , -dGt(h)*o+Lbr*rcr+1 (h)f¿+t :  Lt0\¡¿l:üi -  Lv( 

k:O

En la fi.gura n"1.1 se muestra ei resultado obtenido al compa,rar el método de las

G-funciones con un método LSODE de tol : 10-16. La integración se realüó con

1000 iteraciones, paso h:0'1 Y e : 10-3.

En la figura nol.2 se muestra el resultado obtenido al comparar el método de las

G-ftinciones con un método LSODE de tol - 10-16. La integración se realizó con 250

iteracionesT paso h : 0' 4y e : 10-3.

En la fi.gura n'1.3 se muestra eI resultado obtenido al compara.r ei método de las

G-funciones con un método LSODE de tol : 10-16. La integración se realizó con 125

iteraciones, paso h: 0'8 y e: 10-3.

an+2 :  -Q&n+ r  i  ( I ) " , " r - ,con 0 s 'k  s m -  2
j :O \ r  /

b o : a g

h : o , 1

1.8.2 Ejemplo 2

Consideramos el problema de Duffin [37]:

fi" + c,fi: €r3 con r(0) : 1 y r'(O) : ¡

Para valores pequeños de e, Kirchgraber 141], aproxima la solución media.nte un
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desarrollo en serie que es más apropiado que la solución exacta expresada en términos

de funciones elípticas.

Sin embargo utilizaremos, para contrasta,r el método, la integral primera para

^ r - 1

F(r,r ' )  :  1 (* '+ r ' ' )  -  1*u2 \  /  4

Sea z(t) la solución del problema anterior, que suponemos analítica, por lo que

oo +k

r( t )  :  r l  ^."-
k:0

sustituyendo esta expresión en el PVI obtenemos

o o  + k  
; !  *  

/ a  t k  \  / *  t k  \  / -  + k  \

L,"r*,h+o Lo*kt '(I h*) (f h"r) (t;"-)
k : o  

'  
k : o  

' u ¡  
\ k : o ' " '  /  \ r : o ' " '  , /  \ r : o ' " '  /

identificando coefi.cientes

a g : Í g

ú1 ¿o

& f / , .  /  i  \ l
o *42 t . .a ¡  : ' I  

I  ( : )  c l k - i  ( Iooor - ,  )  |  conk  ]  0
F6L\r/ "\ñ 

l)
que nos permite definir la siguiente sucesión

b 9 : 0 6

fu :&1

bn+z : a¡¡2*aa¡"

Denotando por 11 y z', lar aproximaciones a n(h) V r'(h) respectivamente, la

aproximación a la solución vendrá dada por

rn-2

\ : Go(h)"o + G:(h)n'r+ u I c¡G¡¡2 (h)
&:0
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rn-2

rl : Go(h)io - aG{h)rs+ u I c¡G¡11 (h)
k:0

Una vez obtenido el valor de las G-funciones, cada paso se completa media¡rte el

algoritmo siguiente

En la figura n"I.4 se muestra eI resultado obtenido aJ comparar el método de las

G-funciones con un método LSODE de tol : 10-16. La integración se realizó con

1000 iteraciones, paso h:0'1 y e: 10-3'

En Ia frgura no1.5 se muestra el resultado obtenido al comparar el método de las

G-funciones con un método LSODE detol: 10-16. La integración se realizó con 250

iteraciones, pffio h : 0' 4y e : 10-3.

a o : r g

d1 : fi'o

an+z : -d&,,+,i 
[f;l*-, (E ",",-,)l """0<k S*-2

bo : o's

fu :  a1

bx+z :  ax+z*ao¿ con 0  <  k  3m-2
rn-2

n¿+t : Gs(h)r¿ * G{h)r'u+ t bk+zck+2 (h)
&:0

m-2

,'o+, : Gs(h)r'¿- aG1(h)ro+ t bk+2cft+l (h)
&:0
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1_.9 Figuras Capítulo 1

1.9.1 Ejernplo l-

Figura no 1.1. *" + o, : €frZ, e : 10-3

log (error)

log fenor)

Figura no I.2. r" * ar : etz ,. e : 10-3
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Figura no L . 3 .  r "  *  c , x : 5 ¡ ' .  t :  1 0 - 3
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L.9.2 Ejernplo

Figura no 7.4.  * "  + or :  s¿3 e:  10-3

Fignra  no  1 .5 .  r "  I  a r :  s r3  s :  10  3

log (error)
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CapÍtulo 2

Integración numérica de osciladores

perturbados con dos frecuencias.

Método de series de p-f'unciones

2.t Introduccron

Es sabido las que G-funciones de Scheifeie integran exactamente el problema homo-

géneo asociado al siguiente PVI:

t r "  ¡¿2a :e f (n , r '  , t )

r (0)  :  16,  r ' (0)  :  3 i  t  e  [4 ,  b ] :  I

En ei presente capítulo, se introclucirán métodos de integración numérica cle doble

frecuencia, pila resolver el PVI anterior; para ello, dependiendo del término de pertur-

bación, se calcularán unas funciones adecuadas paxa su integración. Estas funciones,
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que ilamaremos (p-funciones de Ferrándiz, las obtendremos aplicando un operador

(D' + 0\ uIPVI precedente, siendo D : +.dt

El cálculo de las tp-funciones Io realizaremos en varias etapas; en un principio se

calcuiarán unas ü-funciones como soluciones de los problemas no homogéneos:

(D' + P')(D'+ a2)(\ú,( ü) : #

,i,"(0) : ü;(0) : ü;(0) :,v';(o) : o

posteriormente, se obtendrán las soluciones del problema homogéneo:

(D' + p')(D' + a2)(er(t)) : o

,p to )Q)  :  6¿ , i  ' i , i  :0 ,1 ,2 ,3

y finalmente, definiremos las tp-funciones, ensamblando las dos definiciones anteriores.

También en este capítulo se estudiarán las propiedades y distintas expresiones de

las p-funciones, así como su relación con las G-funciones, Stumpff y las funciones

elementales en los distintos casos, según los valores de las frecuencias a y P. Cada

caso se completa, con el estudio del error de truncación.

La exposición finaliza con la aplicación a dos ejemplos del método de series de <p

- funciones y su comparación con el método de G- funciones, pudiéndose apreciar la

ventaja de aquei sobre éste.
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2.2 Las funciones g aplicadas a osciladores libres

en una frecuencia Y fotzada en otra

Conside¡amos ei problema de valores iniciales, correspondiente a una osciiación for-

zada d.e frecr.rencia a y función d'e perturbación f : f ("(t),r'(t),t)

PVI (1):

* "  +  o ' f i :  e f ( c ( t )  , r ' ( t ) , t )

con condiciones iniciaies

r(0) : 16, c'(0¡ : ro t e l-T,Tl: I

doncle a es constante y a un pequeño pariirnetro de perturbación. La solución

r(t;rs,ri,¿o) obtenida con las condiciones iniciales anteriores es continuamente dife-

renciable en [-7, 
"]. 

La función de perturbación f ("(t),*' (t),f) se supone que admite

clerivaclas parciales continuas con respecto a sus variables independientes r, JD', ú en t.t'

dominio cerrado del (r,r',t)-espacio que contiene at e l-T,T] y utodos los valores

cle la soiución r(t;frs,fi's,ú¡) y de su derivada r' (t;no,r'oito)-

Por las propiedades que satisface Ia función de perturbación:

g (t) : f ("(t; ns, n's, ts), r' (t; ns, n's,úo), t)

en f, se puede desarrollar en serie de potencias-

Evidentemente el P\{

PVI (2):

, " ¡ o ' y :  € g ( t )
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u (0 ) : ns

,r'(0) : r'o

con ú € l-f ,f): -[ tiene ia misma solución que eI problema anterior.

Si queremos integrar una segunda oscilación de frecuencia p procedemos del modo

siguiente: aplicamos el operadot (D' + P') a cualquiera de los problemas anteriores,

de modo que se cumple

(D' + p')(D' + a2)r : (D' + 1')rg(t)

Dan l (o'+ p')D'* + a2B2r : (D' + P')ug(t)

a lo largo de la solución r(ú; rs,r'r,ts).

Los dos primeros valores iniciales son obviamente

r(0) : rs, r '(o) : 
"o

y se deducirán del PVI(I) ios de r"(0), a"'(0) :

r"(o) - -a2no * ef (rs,"i, o) : 
"o

y dado r"' (t; r¡,r'o,to) que es:

- a2 r' (t) * 
:' :m:,r r',;rY ;, r:',:w 

) :

entonces:

""'(0) 
- -o'*'o+ e V¡(r¡, 

";,0) 
. (r 'o,r 'o,1) : 

"í '

Así podemos, a partir de PVI(I) o de PVI(2) considerar eI PVI "ampliado":
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P\rr(3):

(D'+ P') (D'+. , ) r :  (D'+ B2)€f  ( r ,n ' , t ) :  (D'+ f r ' )es( t )

con las condiciones iniciaJ.es

tr(0) : no, r '(0) :  
"o

," (0) : *'0

,"' (o) : ,'o'

cnya soiución exacta n(t;*s,ri,to) es la misrna que Ia de PVI(I) o la cle PVI(2).

Si denotamos por

Ln(n) : (Dt + P')(D' + clz)n

e1 PVI(3) se expresa,rá en lo sucesivo del modo siguiente:

Ln(r) : (D'+ |')us(t)

"(0) 
: ns, r '(o¡ : 

";
l t  / n \  

t l

r (UJ :  üo

I l l  / ^ \  t l t

n  ( U ) :  f i o

Dado que g(t) analítica podemos escribir:

ia q")(O) ". g tn
slt)  :  )_, "  

; \ . '  
t"  :  

\""^.
r¿:0 n:U

y eI PVI(3) se axpresa como:

Ln(,) : '  i  { l '  + p') (o,5) :
r ¿ : o  

' \  n ! /
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oo +rn-2 oo +n
:  . \ - " - -  

L  
r . \ - É t  

u
.  /  ' "  

¡ , r_ 2\ l  
-r  .  )  .  ! -cn nl . :

n:2 n:O
oo oo

:  u f . ,*r1 +u f g'"^\ :- .L "' 
n! rlt

r¿:0 n:0
ó + n

:  e f  lc , ,a2+A'"^) \-  
?^ '  

" ' -  . ' '  n t '

Es importante resaltar, que 1o básico es no derivar la funcion f ("(t),fr'(t),ú), ni

tan siquiera la función g(ú) sino utilizar la serie i ,*#., porque sus coeflcientes
r¿:0

cn: g")(0) serán calculados aproximadamente por diferencias clivididas de Ia función

s(t).

La solución de PVI(3), puede obtenerse de forma habitual según Ia teoría general

de EDO lineales 151],[?], como la suma de la soiución de la homogénea con las con-

diciones dadas y una solución de la ecuación no homogénea en Ia que ésta y sus tres

primeras derivadas, se anulan en ú:0.

La no homogénea, se obtiene como soiución de los problemas particuiares de va-

lores iniciales:

PVr(a):

ln
Ls,@"\ : ,

n l

,ú,(o) : 
";(o) 

:";(o) :r'; '(o) :o

con r¿ ) 0, combinándolas con las c¡ y F2 del PVI(3)

Defirrición 2.1 Llamaremos funci,ones ü"(ü), alas que cumplenparanlA:

¿4(v,(¿))  :  \
TL!

ü"(0)  :  ü ; (0) :ü; (0)  :v ' ; (o)  :o
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Proposición 2.1 Si' n) I se ueffico Ú'(Ú) : \t' '-r(t)'

Dl.

Dado que

r4({,;(r)) : ftQ^$-lt))) 
:

d / t " \
; \ " - ) :  

r¿(Ü"-r(¿))

V;(t) cumple la misma ecuación diferenciai que ü,-1(t) y además, de forma inmediata

por la definición no 2.!, se tiene:

v,(0)  :ü , , (0)  :ü ; (0)  :Ú ' ; (0)  :o

v
fl7¿

vlvlio¡ : r4(v,(0)) : -(" '+ B2¡n2v*1a) - o'p'v"(O) + a :0

por tanto Vi"(¿) y ú,,-r(¿) verifican el mismo PU, V por tanto coinciden.t

Proposición 2.2 Para n ) 0 se uerifica Ia si,gui,ente recurrenc'ia:

+n14

,Í,(ú) + (o, * frz)ún+z(q + a2 p2ú,+a(r) : 
# ox

Dl.

Aplicando la proposición no 2.1 y la defi,nición no 2'1, tenemos:

¿4(ü,,+4(¿)) : D4Ü"+4(¿) + (o' + p')D'V'nn(¿) + a2B2',Vn*n(f) :

+n+4

: ü,,(¿) + (ot * F2)ú^+z(q + a2P2v,++(t) : 
É ox *

Las orpresiones explÍcitas y análiticas de las ü,r-funciones soluciones de los P\II(4)'

depenclerán de los valores de ias frecuencias a y P'

Algoritmos para la integración de problemas oscilatorios en varias frecuencias.Fernando L. García Alonso

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante.Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant.2003



52

Análogamente ocurre con Ia expresión explícita y analítica de la solución dei pro-

blema homogéneo con las condiciones iniciales dadas. Dicha solución se obtendrá por

combinación lineal de cuatro problemas homogéneos particulares cuyas e>cpresiones

dependerán de los valores de las frecuencias d y P.

IJna vez obtenidas las expresiones analíticas de estas funciones podemos, en cada

caso, construir la solución del PVI(3). Pa¡a no trabajar con dos tipos de funciones las

unificamos definiendo unas nueva,s funciones que llamaremos de Ferrándiz, en base a

las cuales, redefi.neremos la solución del PVI(3), en cada caso.

2.2.L Caso I  a l0,  p#0 v a# l i

Proposición 2.3 Las func'iones ún(t), se pueden erpresar med;iante las seri,es:

co (  _ j \m+r  42rn- (2 r *2)  ^ ,2m-(2r *2)
ü r . (¿ )  :  t  \ - ! )  - -  P  ' - u  ' t zm  

con  r )A
*?*, (2m)l F'- o,

oo | 1\rn+r g2m-(2r+2) _ O2m-(2r*2) ^
ür" - r (ú)  :  t  , \ - ' l  ,o

^?*, (2m - r)l o' - o, 
-¿2m-t con r ) t

Dl.

Suponiendo que ü",(¿) : i of'r* tenemos que:
&:0

L.(v*(t)) :  i  *f* - 1)(k * 2)(k- 3)br'r*-a a
k:4

+(a2 + B') É k& -t¡of;rrk-2 +
k:2

+o,o,i rf,r,
,b:0

e integrando, mediante desarrollos en serie, el PVI(4) resulta:

oo

I (f* + 4)(k+ 3)(k + z)(k+ 1)ó114 + (o' + p')(k+ 1)(k + 4b1l,+ ..2B2ufi) tk :
h:0

+Ttr
L

"l
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e identificando coeflcientes, obtenemos la siguiente ecuación en diferencias:

(k + 4)(k + B)(k + 2)(k + 1)b[il-4 + (o' + P')(k+ 1)(k + z)bflr+ a2 B2uY :T

de la que conocemos, debido a las condiciones iniciales del PVI(4):

bfr : bYt :b|t : bfl : o

resolviendo esta ecuación para los distintos valores de r¿ se obtienen las fórmulas

propuestas.$

Corolario 2.L Las úr(ü), se pueden erpresar medi,ante funci,ones tri,gonométri'cas

elementales, de Ia ntarlera si,gu'iente

Pa ra r )0

.\ 5$ (-f )-*, 9^-@*\ - o'*-@fl +2* tüz'(t):-L"-ñWü t
rn:u

,  (- i)" /  cos(Bt) cos(af)\
+7r-; 

\;*t 
- 

d,*, )

Para r )1

r* l  t  1\nL+1' p2m-(2rt2) _ n,2m-(2rI2)
_  / . \  \ - \  \ - I l  P  a2nt_ l  ¡\Ír"-r(ü): -1w:lw, --f-

1 \

,  (-1) '*t ( s\n(Bt) sin(at) \*F - 
", \Zt- 

- 
ar*r )

D/.

Para ü2r(t) bastaría inicializar en cero el sumatorio de la expresión dada en la

proposición no 2.3, y realizar ádecuadas transformaciones aigebraicas eiementales'

En el caso de ü2r-1(t), se procedería de manera análoga, inicializanclo el sumatorio

en uno.$
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d'a

Corolario 2.2 Las func'iones ü"(¿) se pued,en erpreso,r de forma única, medi,ante la

s'igu'iente fórmula:

donde

m | _j \rn ¡22m*2 ^,2m+2 co

ü"(¿) :t ,= 
t 

" 
tJ - LL 

¿2rn*4-rn:t 6[nl¿2m+a+n- IÚ \ " ' '  
2Q*+4+n) l  g ' -o '  "  / '
rn:U ' m:O

t-tnt (-1)- p2rn+2 - o2m*2
-IrL 

(2m -t 4 + n)t' 0' - o'

ú2,ft):i ^-ijL Pz¿+:- az¿+z 
t2(i+r+2)- z1\-'t 

?:, (z(¿ + r + 2))! 0, - *,

\Fz,-r,, :* 
ail#I-,), W¡2(i*+2)'

bastaría notar 2r como N y 2r - 1 como M para constatar que se puede expresar de

forma única.$

Construiremos la solución del problema homogéneo, mediante una combinación

lineal de funciones (pi con 'i:0,7,2,3 que definimos a continuación.

conn )0 .

Dl.

Efectuand,o el cambio cle índices: m:,i* r * 2 obtenemos,

Definición 2.2 Sean go con i, : 0, 1, 2,3. Ias soluciones del problema d,e ualores

'in'ic'iales:

Ln(poQD : o

, p : )  Q)  :  6o , j  i ,  j  : 0 ,  1 ,2 ,3 .
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proposiciór- 2.4 Las funci,ones g^(t) conn: 0,1, 2,3. se pued,en eLpresar medi,ante

las seri,es si,gui'entes :

, . \  S (_1)-+t ozpzqpzm-2 _ or*-r) *r^.?o\t) : L^-6aT'
rn:O \ /

t , \et\t) :  L^W+¡T,

pzu): É fP*^
p"(t):É#ffiW¿2*

Dl.

Análoga a la proposición no 2.3*

Proposición 2.5 Lasp^(t), conn:0,1,2.,3. sepuedeneupresl,rmeüontefun&ones

tri, g on o m étri cas elemental es, de la n'Lanero, si, gui' ente

1
po( t )  :  

"  
a(a2cos(Bú)  

-B2cos(oü))
cL' - 

lJ

7 /a2 a2 \
pJt) : Aq (i'i"ieO -Tsin(ct))

1
pz(t) : j-A (cos(Pt) - cos(at))

Lx'- - y

7  / 1  .  7  , , , \
vz?) : 

*4 (U 'in{Ct) - : sin(at) 
)

Dl.

Basta aplicar los métodos tradicionales de resolución de EDo's.*

Proposición 2.6 El conjunto d'e funci,ones S: {p0(ú),pr(¿), Vr(t),ps(¿)i es un s'is-

tema fund,amental rJe soluci,ones del problema homogéneo -t4(r(t)) : g'
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Dl .

Se deduce de ser el wronskiano no idénticamente nulo; en efecto:

w (pap),Pr(o), pz!),p¡(o)) : 1 t

Proposición 2.7 La soluc'ión del problema de ualores i,ni,c'iales si,gui,ente(PW(5))

La(r(t)) : 0

"(0) 
:  rot  , '10¡ :  r 'o,  

""(0) 
:  r 'á,  , " '10¡:  r ' ; '

u'iene dada por la enpresi,ón s,igu,i,ente:

r s(t) : ravo(t) * r'opr(t) + n'oprQ) I r'r' pr(t)

Dl.

Por la proposición no 2.6

, p(t) : Copo(t) + C¡pr(t) + C2pr(t) + egr(t)

y resolviendo el sistema que resrilta de aplicar las condiciones iniciaies obtenemos

Co : l t ' ,  Ct: fr ' ' ,  C2: f i ' , ,  Cr: * ' l '  *

Pora lograr una notación más compacta expresaxemos r¡¡(t) como:

ra( t )  :  v ( t )  'x

donde

u(t) :  (po(t),vJt),pz(t) ,ps(¿))

x :  ( r o , r ' o , * ' o , r ' o ' )
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Teorema 2.1

r(t) : v(t) '**u i ("n*, + fr'",)'Í'(¿)
f¿:0

es soluc'ión del problema PVI(S).

Dl.

Aplicando el operador La a la función r(Ú) resulta:

¿4(tr(¿)) : La(v(t).x) + r i ("n+, + 0'"n) Ia (Ü'(t)) :
r¿:0

T -  /  ^ t  r f , t:  o+e \  (c"+z* P"c")  nt
r¿:0

veamos las condiciones iniciaies

r(0) : lz(0) 'x :Ío

" ' (0 )  
:  t ' ' (0 ) 'x : r i

," (o) : ," (o) ' x :ri

""'(o) 
: '"' (o) '* --''¿'

de donde se deduce la tesis.*

La relación expresada en el teorema anterior es análoga a:

r(r¡ : Gs(t)rs* Gr(ú)oo +, i c'G,,-¡2(ú)
r¿:0

que obtenclríamos para el oscilador armónico y las G-funciones de Scheifele.

Para obtener una notación más compacta y uniforme, procederemos del modo

siguiente:
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Definición 2.3 Sea:

gn+a,(t): ü"(¿) con n > 0

que llamaremos, junto con las anteriores go, gt, gz U gz, g-Junci,ones d,e Ferró,nd,i,z.

Pudiéndose entonces escribir la solución de PVI(3) en la forma:

r(r) : ,(t) .**u i (cn*, + g'",) p^+¿.(t)
f¿:0

Llamanclo
CO

s(¿) : I  (cr+z+ g'r*) prn+Q)
k:0

poclemos expresar Ia solución de PVI(3), r(ü) del modo siguiente:

r ( t )  :  u( t ) '  x+eS(ü)

donde la notación S(ú) es indicativa de serie.

Teorerna 2.2

p'^(t) : p*_t(t) Yn ) I ercepto püra n : 2

D/.

Por la proposición n"2.I, el teorema se verifica para r¿ ) 5. Para los casos n :

I,3,4. basta derivar las funciones gr, gs y ga.*

Veamos ahora una relación entte las G-funciones de Scheifele y las <p-funciones de

Rrrándiz. Para ello introducimos la notación: gn(t,a, e), para indicar explícitamente

que las <p-funciones dependen de las frecuencias a y B. Notaremos por Gn(t,a) y

Gn(t,B) a las G-funciones de Scheifele para indicar que dependen solamente de la

ftecuencia o ó solamente de la frecuencia ú.
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Teorema 2.3

,^  t+  ̂ ,  o ,  _  a2cn( t ,a)  -  P2G*( t , f r )  vm )  egn \ t , a ,p ) :T  u ' ú ' / / a

Dl.

Aclaremos que las Gn(t,a) y las Gn(t,0) r" calculan para las ecuaciones

f " +a , ' * :  €g ( t )

r " lB2 * :  €g ( t )

respectivamente y vienen dadas por las expresiones:

oo ¡2hln

G*(t, a) : I (-"')- eu * "),h:o
co a2htn

G^(t,p) : 
I t-É')r Of *ü
L-n

obtenidas en eI capítulo no1

S i r z )4en tonces :

oo / 1 \fr ¡22k4-2 ^,2k+2

?^(t,d,p) : Ü--,1ú) :\- +il - 
t 

=o 
- *= 

t2k+n -
n-4\"/ 

fo; (zk + n)l 0' - a'

r (  ̂ rS ,-or '¡ ^ , ! .T" . ,-Ét i  Gpr\u,=l '*]" ' ,)  ::  
",--a 

| ü- 2.- \-d-l en ¡"¡y- v 
kr- '  

t  Qn +n)t ): _ p  \  r : o

:  ^;--  (o'G*1t,o) -  P'G*(t,P))
L t - - p

Si r¿ : 2,3 tenemos:

,^ t+ ^, R\ S (-t)-*t P2m - ozrn 
¡2m.*n- 2 -p" \ t ,a ,p)  :  

¿- : - - - - - - - - - - - - - -  
-F: "zL -

, , : r12**n-2) t

3$ (1)k_p2k+2 - *zn+z ¡2kl.n _:  
4@r+t-V-d'z 

t¿ -
u . / a + Z k * n m , 1 2 k * n \

: a+(", E (_o')* ffi_ p,L ep,). er.d) :
: 

ie (a'G*1t'a) - o'Gn(t'P)) +
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Gn(t,a) + azGn*r(t ,o) :# Yn 2 0

y por el teorema no 2.3,apiicado a: ?n(t,a,0) y p"*r(t,a,,8) se tiene:

ln
G^(t, a) : ? - o'G*+z(t, a¡ :

n !

I  /  ^  ^  t n  q ,  o  ^ o ,  ^ .  . \: 
a -F (("' 

- p') 
^. 

- o'(o' - 02)G^+z(t,") 
) 

:

r  (  r ( t "  ) n  , .  \  ^ r ^  \  * n \:  
*  -B (" '  ( ;  

-  o'Gn*r(t ,a) * g'Gn*r(t ,")  
)  

P'A) :

i: 
A= 

(a2 (G'^(t,a) + B2G,^*r(¿,o)) * F' (G,,1t,P) + 7'Gn*r(t,P))) :

:  gn( t ,a ,13)  + 0rp^*r ( t , * ,0)  *

60

Teorerna 2.4

Gn(t,o) :  gn(t ,o,  f r )  *  F 'gn*r( t ,o,  0)  Yn )  Z

Dl.

Las G,,(t, a) verifican:

Relación con las funciones de Stumpff

Los teoremas no 2.3 y no 2.4, nos permite establecer una relación entre las rp-funciones

de Ferrándiz y las funciones de Stumpff, a través de las G-funciones de Scheifele;

obteniéndose:

/  '  e  t . )  er  ^2n 
¡¡2 ¡q2¡\Q n \ t , d , l J ) :  ^ ,  o ,  \ a ' c " \ t " a ' ) -  p  - n \ -  y  / /r-vz _ t-r-

v

c*(t2 a2) : 
| {r,,1t, a, p) * l i2 v^+r(¡, o, 0))
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l_1), ( 6z^_tsincf _ o2n_rsinpü S (_r)* (Bzn-zn+z _ o2k-2nt2)*ro*r\

ez*Jt):;;íe\@-k ' 
)

pa,ra n ) 0.

C¡íIculo del residuo y error de truncación

Dada al ecuación:

Relación con las funciones elementales

Los teoremas n" 2.3 y no 2.4, nos permite establecer una relación entre las p-funciones

cie Ferrándiz y las funciones elementales, a través de las G-funciones de Scheifele;

obteniéndose:

Ln("( t ) ) :  €(D2 + F\g(t)

donde

^ /  t / , t  , \  / ¡ \  S  ¿ U
f  ("( t) ,  n l t ) , t)  :  s l t)  :  L "r kt

&:0

consideremos la soiución:

@

r(t) : u(t) ' x+e | ("n*, + 0"^) P^++(t)
n:o

y tomemos una truncación con rn * 1 rp-funciones y m 2 4

n'¿-4

n*(t) : u(t) 'x*e 
| (.**r + 02c*) p^+n?)
f¡:0

como

La(r,"(t)) :
rn-4
\ - /  n )  \ 1  / , \ .  /  2  n 2 \  / , \ .  2 n 2  / + \ \ -

e /, (c"+z * 9""") (p"(¿) + {,G' + lJ' ) 9"+z\t) 'l a- lr-?n++\r)) :

r¿:0

(2k) !
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(:-- , ^':  u  |  )  , (cn+z+F'c" ) (v"$)+ (o '+P' )p*+z$)+a2829**n( t ) )

Y-1' ** \
+ | ( 'n*'+ P'ü 3l

n : 4  
t o '  

/

entonces, el residuo R"*(t) correspondiente a rrr(t), vendrá dado por:

R."(t) : e(D2 + p\g\) - L4(r*(t)) :
m +rL

:  t I  ( "n*r+0 ' "^)?_ tn(r^(¿))  :
n:o 

n!

/ a

/ f l  .  \:  ' ( t  ( "n*z+0'" , )  ( : -  (v^f t )+ (o '+p')p^+z(t)+o' f r 'en*-(r))  )
\ ; = '  \ n r  

\  /  t e ' P \ '  ' ' /

*,á,  (cn+z+P'ü#)

En consecuencia el par:írnetro de perturbación € es factor del residuo, por tanto, el

residuo será pequeño con e. Si e : 0, el método de las cp-funciones integra ocactamente

la ecuación con sólo el término u(t) .x .

El error de truncación:

E* : 
"(ú) 

- n*(t): I (cn+, + 0'"") p^++(t)
n:m-3

tiene a t como factor. Si e : 0 el método de las g-funciones no produce error de

truncación.

2.2.2 Caso II a I 0, 13 : 0

Las fórmulas, expresiones e iguaJdades correspondientes a este caso) se pueden obtener

mediante un proceso análogo al Caso I; o bien mediante el cálculo de límites, sobre

Ias expresiones obtenidas en el caso anterior, cuando I ---r 0.
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Proposición 2.8 Las func'iones'Ún(t), se pued'en erpresar med'i'ante las series:

co  /  1 \ r n  
m

.I,'(¿) :t 
##ñ.a:2n¿t2rn+4+" 

:I 6[n1¡2rn+a+n
r n :O  \ - " -  '  -  

" " 1 '  m :O

donde

tLnt - (-r)* ^r*w rn  -  
( 2m+a+n ) ! *

conn2A .

Dl.

Basta tomar límites cuando 0 - 0, en la expresión obtenida del corolario no

2.2 *

Proposición 2.9 Las funci,ones 4n(t) con'n: 0,1, 2,3. se pued,en erpreso'r med'i'ante

las s eri,es s'igu'ientes :

po(t) : 1

vt( t )  :  t
oo / 1 \m+1

t n ^ ( t \  :  \ -  \  
, ' / , ,  o 2 m - 2 ¡ 2 r ny2\"/ L.. (Zm)t.

oo / r \rn*1
,^ (*\  \-  l .-r l  ^,2m-272m*7Vz\ t )  :  kern+t |*  

L

Dl .

Basta tomar límites cuando 0 - 0, en la expresión obtenida en la proposición

n"2.4. t

proposición 2.10 Las gn(t), con n: 0, 1, 2,3. se pued'en eÍtpreso,r med'iante func'io-

nes trigonométricas elementales, de Ia rno,nera si,gui'ente

po(¿) : 1
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pr(t) : t

/ , \ 1 -  cos(aú)
Y2\b )  

" ,

p"( t ) :  \ ( t -1 , i , ' ( *¿) )a ' \  a  ' /

Dl.

Basta tomar lÍmites cuando 0 * 0, en la expresión obtenida en Ia proposición

n'2.5.  *

Construiremos, de modo análogo ai Caso I y por extensión, Ias p-funciones:

p"+¿(t) : {r"(¿) para r¿ ) 0, utilizando las funciones ü"(¿) V p¿Q) con i : 0,!,2,s

definidas para este caso) es decir con a + 0 y F :,0.

La solución del PVI(3) se expresará:

r(t) : r(t) .**r 
i cn+zsn++(t)
r¿:0

Teorema 2.5

p'^(t) : V^-t(t) Yn 2 I ercepto pt.ra n : 2

Dl.

g 'n ( t ,o ,0 )  :H  g 'n ( t ,a ,B)  : ¡ r3¿ gn_t ( t ,a ,0 ) :  pn_r ( t ,a ,0 )  *

Teorema 2.6

gn ( t , a ,0 )  :  G " (ú ,a )  Vn )  2

Dl.

Basta tomar iímites cuando 0 - 0, en la expresión obtenida en el teorema no

2.3. *
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Cálculo del residuo y error de truncación

Dada aI ecuación:

rn("(t)) -- eD2 s(t)

con las consideraciones efectuadas en el Caso I, para la función f ("(t),,'(t),t) : g(t)

y solución:

r( t)  :  u(t) .*+ei c^+zvn++(t)
f¿:0

tomemos una ttuncación con m*7 tp-funcionesy m) 4

fr\- 4

r, (t) : u(t) 'x*e I c'+zP*+¿(Ú)
, n:O

como

/3  T1 r " \
La( r * ( t ) ) : r  ( t  c^* , (p^( t ) *o ten*r (¿ l )  +  I  " " * r ; )

\":o n:4 /

entonces, el residuo R 
"(t) 

correspondiente a r,.(t), vendrá dado por:

/ B  / + n  \  g  f " \
R*(t ) :u  { I  ,^*r l ; -  ( r " ( t ) to 'en*r( t ) )  )+ L c"+z^)

\ i l :o  \ '¿ :  /  n : rn-B 
' " ' /

En consecuencia eI parámetro d.e perturbación e es factor del resictuo, por tanto, ei

residuo será pequeño con e . Si e : 0, el método de las g-funciones integra exactamente

Ia ecuación con sólo eI término u(t) 'x -

El error de truncación:

E^: n(t) - 'r*(t): 
i cn+zg^+q"(t)

n:m-B

tiene a r como factor. Si e : 0 el método de las rp-funciones no pioduce error de

truncación.
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2.2.3 CasoI I Ia-0rp+0

Las fórmulas, expresiones e igualdades correspondientes a este caso, se pueclen obtener

mediante un proceso análogo al Caso I; o bien mediante e} cálculo de lÍmites, sobre

las expresiones obtenidas en el Caso I, cuando a --- 0.

Proposición 2.11 Las funciones ún(t), se pueden erpresa,r med,i,ante los seri,es:

d,onde

con  n )  0 .

Dl.

Basta tomar Iímites cuando a * 0, en Ia expresión obtenida del corolario no

2.2. *

Proposición 2.r2 Las funci,ones (pn(t) con n : 0,r,2,8. se pued,en erpresor n¿e-

cliante las series si,ou'ientes:

ü,(¿) :i ,- 
(, 1)- 

62m¡,2rn*4*" :i 6tnt¡2rn+a+n'ú \ - /  
! - ^ (2* *4+n) t ' -z¿:0 ' / m:O

(  _ t \ m
¡.[nl _ \ './ n2rnuh '¿ ' -  

( 2 rn+  1 l n ) lP

po(t) : 1

pít) : t

to , ( t \ :  iq#62m-2¡2m

oo  /  1 \ r n+ l

o " ( t \ :  \ -  \ - ' ' '  P 2 r n - 2 ¡ 2 r n * 7Y-3\"/ 
!. 1z* ¡ t¡rq 

L
m:1, '
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Dl.

Basta tomar límites cuand.o a -+ 0, en la expresión obtenida en Ia proposición

no2.4. t

Proposición 2.13 Las g*(t), con n: 0, 1, 2,3. se pueden etpresl,r meüante funci'o-

nes tri,gotuométricqs elementales, de la Tnanera, sigu'iente

Dl.

Basta tomar Iímites cuando o - 0, en la expresión obtenida en la proposición

n"2.5. *

Construiremos, de mod.o análogo al Caso I y por extensión, las rp-funciones:

p**a(t): ü,(¿) para 72 ) 0, utilizando las funciones .I,"(t) v V¿(t) con i : 0,1,2,3

defrnid.as pa,ra este caso, es decir con o : 0 y P t 0.

La solución del P\¡I(3) se expresará:

oo

r(t) : ,(t) ' x+e | ("",*, + 0'"*) P^+n(t)
r¿:0

Teorema 2.7

V'n(t) : g*-Jt) Yn 2 I ercepto pürü n : 2

vo\) : 1

qt(t) :  t

1¡\ 1 - cos(Bt)
Qz\t) : ---F-

t / 
l rir(É¿))pz(t) :  

Flr- o " , /

Dl.
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p'n( t ,0 ,P)  : lg3 p 'n( t ,o ,B)  : lg¡  ?n_t ( t ,a ,0) :  p*_r( t ,0 ,p)  *

Teorema 2.8

gn(t,O, F) : G"(t, F) Yn ) 2

Dl.

Basta tomar límites cuando e * 0, en la expresión obtenida en el teorema no

2.3. *

C¡ilculo del residuo y error de truncación

Dada al ecuación:

Ln(r ( t ) ) :e(D2+g\gf t )

con las consideraciones efectuadas en el Caso I, para la función f ("(¿) ,n' (t),t) -- g(t)

y solución:

r(t) : v(t) .**u 
i (cn+z * t'"*)p,*n|)
r¿:0

tomemos una truncación con rn + 1p-funciones y m ) 4

'm*4

n*(t) : u(t). x*¿ | (.,*, + 0'c^)v*+0,(t)
n:O

como

/ 3
T  / - -  / r \ \  ,  T :  /  n 2  \  /  / r \  ,  /  2  n 2 \  / , \  .  ) n )L4lrmlt))  :  u I  L (c"+zf  F"c")  lp" l t )  *  (o '+ P")g"+z(t) ia 'p"<p^*u(t))

\":o
m_4 *r \-r 
E 

(cn+, + P'"; A)
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entonces, eI residuo R-r(t) correspondiente a r*(t), vendrá dado por:

R*(t) : e(D2 + l')g(t) - La(r*(t)) :

/ 3 / n j , , ( t " / / , \ , t . 2 , n ? \ / , \ . 2 a 2 \

:  r  l t  (c " ,+z+ p-cn) t ; -  (p , (¿)+ (a-  +P ' )p*+z( t )+a '7 'P*+*(¿) )  )-  
\ / - ¿  

\ " " "  /
\ r¡:O

Ñ  * r ¿ \
+  \ -  

/  ^ \  \ u  I, L (c',+z + lJ'c") nt l

En consecff el parrírnetro de f"rt,rruu"ion r es factor del residuo, por tanto,

éste será pequeño con €. Si e : 0, el método de las g-funciones integra exactamente

la ecuación con sólo el término u(t) 'x .

El error de truncación:

E*: *(t) - n*(t):  É ("n+z + g'"*) p^+¿(t)
n--rn-B

tiene a r como factor. Si e : 0 el métod.o de las p-funciones no produce error de

truncación.

2.2.4 CasoIVa -P+A

Las fórmulas, expresiones e igualdades correspondientes a este caso' se pueden obtener

med.iante un proceso análogo al Caso I; o bien mediante el cálculo de límites, sobre

las expresiones obtenidas en el Caso I, cuando 0 -" *.

Proposición 2.L4 Las funci,ones ún(t), se pueden erpreso,r meüante los seri'es:

v' (¿) :É 
#H#.o2m¡2**4r" 

:É 6tut¡2m+++n

donde

btTJ:ffifi"^
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conn>4.

Dl .

Basta tomar iímites cuando 0 - o, en la expresión obtenida del coroiario no

2.2.  *

Proposición 2.15 Las funci,ones gn(t) con n : 0,1, 2,3. se pueden erpresl,r n1e-

di,ante las series si,gui,entes:

o o  |  1 \ m . + l t  a \
- /r\ s- (-r/____!a: !. ^2m¡2m?o\L) :  

.L- (9,rn\ l
tn:o \ - "  " ) '

, , \  . -  ( - t ) -+ t (m  -  I )  , "pit) : 
)_, 

:_+___:;i-Qzmt2rn+7

Ytt':o \zn'L + r)!

.^ /+\  S (_f)_*r_ 
^2m_2¡2mez\t) : 

L 
--@dt-a-"' -t'"

,^  /+\  $ ( - t ) -* t *  
^2m-2¡ .2rn, ._?t\r)  :  

*L" qz*+t¡t" L

Dl.

Basta tomar lÍmites cuando 0 * a, en Ia expresión obtenida en ia proposición

no2.4. *

Proposición 2.16 Las tp^(t), conn: 0,1, 2,3. se pueden erpresz,r medi,ante fir,nci,o-

nes trigonométri,cas elementales, de la manera, s'igui,ente

vol) : ft'i"1"t¡ *cos(aü)

eJt) :  .y.*s in(aú)

vz&) : fi sin(ot)

t  sinlaú)
gz \ t ) :  - 2 * r cos (aú )  * - #
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Dl.

Basta tomar iímites cuando fr - a, en ia expresión obtenida en proposición

no2.5. t

construiremos, de modo análogo al caso I y por extensión, las p-funciones:

V*+aU): {r,,(ú) pa a r¿ ) 0, utilizando las funciones Ü"(') V V¿(t) con i : 0, 1,2,3

d.efinidas para este caso) es decir con a: 0 f 0'

La soiución dei PVI(3) se expresará:

co

r(t) : u(t) ' x+e ! (c'+z + o"n) P*++(t)
r¿:0

Teorema 2.9

g'n(t) : V*-tF) Yn ) 7 ercePto Para n : 2

Dl .

p'n(t ,o,") :¿r31 v'n(t ,o, P) : Igvn-t(t ,a,0) :  pn-t(t ,d, a).  t

Teorema 2.1-0

Dl.

Dado que

en(t,a,a): G^(t,")* É ff irrun"
k:O '

J

$ (-ot)*k ¡2k*n _ 
Lc*_r(r,o1 

_|c,qt,o¡
*", (rr + rz)!"

se obtiene fácilmente la tesis del teorema. *

sn(t, a,o) : (t - Or) G^(t, o7 + LrG^-, (¿, o) Yn )- 2
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Cálculo del residuo y error de truncación

Dada al ecuación:

Ln(r(t)) :  €(D2 + a2)s(t)

con las consideraciones efectuadas en eI Caso I, para la función f ("(t),r'(t),t): S(t)

y solución:

r(t) : ,(t) .t*u i k-+z * ozr.)p^+u|)
r¿:0

tomemos una truncación con rn + I cp-funciones y m ) 4

r,,(t) : r(t). x*e ! (.",*, + a2c^)g^*n(t)
n:O

como

/ - 3 -
La(n*(t ) )  :  t  ( | ,  (c" ,+,+ ozc,")  (e"( t )*2a2pn*rf t )+a4p**n(ú))

\ ^
\11:U

tn-4  , -  \
. \ - / r r ü " \+ L (c"+z * *'c") 

nt l
n:4 /

entonces, el residuo R*(t) correspondiente a r*(t), vendrá dado por:

R*(t) : e(D2 -r 9\g(t) - La(r^(t)) :

/ 3 ,  , , / t n  n  , .  1  . . . \:  u l )_ , ( c '+z+  d ' c . )  ( ; -  ( p " ( t ) t 2a2 tpn* r? )+aa ,p , * * (¿ ) )  )
\ " - *  \ r ¿ !  

a  

t " " '  r ' r b - r ¿ \  /  '  r ' r r t + '  ' /

+ I  (""* '  +a'c) \ )
n:m-3 /

En consecuencia eI parámetro de perturbación e es factor del residuo, por tanto,

éste será pequeño con t. Si s : 0, el método de las g-funciones integra exactamente

la ecnación con sólo el término v(t) .x .
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EI error de truncación:

E,n:s(t) -  n, , ( t ) :  i  (c, , .+r+ o '"n)P,+¿(t)
n:rn-3

tiene a 6 como factor. Si e : 0 el métod.o de las p-funciones no produce error de

truncación.

2.2.5 CasoVa:A:A

Proposición Z.LT Las funci,ones Ú*(t), se pueden elpresl'r del modo si'gui'ente

+4*n

ü , ( ¿ )  :  
ü * ü ;

Dl.

Evid.entemente verifican Ia ecuación diferencial correspondiente' t

Proposición 2.18 Las funci,ones p*(t) con n : 0,1, 2,3. se pued,en eTpresar del

modo si,gui,ente:

po(t) : 1

v(t) : t

*
, ^  t + \
Yz\v ) 2

, ^  / , \  t 3
pslt) :  

3l

Dl .

Eviclentemente ver|fi.can la ecuación diferencial correspondiente. *

Construiremos, d.e modo análogo al Caso I y por extensión, las <p-funciones:

p*+a!): ür(¿) para r¿ ) 0, ut i l izando las funciones tI"(¿) v p¿(t) con i :0'1,2,3

definidas para este caso) es decir con a : F :0'
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La solución del PVI(3) se expresará:

co

r(t) : u(t) .x+e 
I cn+zg,++(t)
f¡:0

Teorema 2.11

V^(t) : V"-t(t) Yn 2 7 ercepto para n : 2

Dl.

v'n(t ,0,0) :¡ t1¿ g'n(t ,o,,  f l  :LXVn_t(t ,a, g) :  g^_r(t ,0,0).  *

Teorema 2.12

pn( t ,o ,o )  :  G" (ú ,0 )  Yn)  Z

Dl.

Trivial.

Cálculo del residuo y error de truncación

Dada al ecuación:

L¡( r ( t ) ) :  eD2g( t )

con las consideraciones efectuadas en el Caso I,, para Ia función f ("(t),n'(t),t): sQ)

y solución:
co

r(t) : u(t). x+e I cn+zgn++(t)
r¡-0

tomemos una truncación con m -f 7 r,e-funciones y m ) 4

m-4

n*(t) : u(t). x*e \ c,+zv*++(t)
n:O
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como

/ 3 'rn-4 
*", \

L4(r*( t ) ) :  r  (  t  cn+2s2'( t )+D, ^. ra l
\Lo n:4 " /

entonces, el resicluo R*(t) correspondiente a r*(t), vendrá dado por:

E-(¿) : eD2g(t) - La(r,"(t)) :

/3  / *  , . . \  3  ¿" \:  r  ( t  r^*r l ; -v"@)+ >, c^+zn1.l
\ í :o \7¿: ' /  n-rn-y /

En consecuencia eI parámetro de perturbación e es factor del residuo, por tanto,

éste será pequeño con €. Si e: 0, el método de las tp-funciones integra exactamente

la ecuación con sólo el término u(t) 'x -

EI error de truncación:

E,n: ,(t) - r^(t): i c*+z%n++(t)
n-rn-3

tiene a € como factor. Si e : 0 eI método de las tp-funciones no produce error de

truncación.

2.3 Las p-funciones como un método de integra-

ción numérica.

Supongamos que queremos aproximar la solución de un oscilador perturbado, defi.nido

mediante eI siguiente PVI:

, "  ¡ o t2x ) : e f ( r , r ' , t )

r(0¡ : ¿0, ,' (0¡ : *'o t e fa,bl : I
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que verifica las condiciones e:<puestas en la sección 2.2 de este capítulo.

Su solución se puede expresar mediante el desarrollo:

oo +n

n(t) : \  a*\.
n:o

Sustituyendo este desarrollo en el PVI anterior, podemos establecer fórmulas de

recurrencia paxa obtener relaciones entre ios coeficientes a' y los c, del desarrollo

de la función de perturbación: f (r(t),ü'(t),ú) :É 
"nn\.upart ir 

de las condiciones
r¿:0

iniciales.

Efectuando la sustitución resulta:

co 
+n co +n co +TL

l^""*r;.* "' E o*n\. = tY, ̂ a
r¿:U r¿:0 r¿:O

e identiflcando coeficientes. obtenemos:

en+z*d .zan:6  ¿n con r¿  >  0  y  c r :  ¡ t ) (0 )

Siendo a,o : l0 Y A!: 7/O.

Extendiendo la anterior recurrencia:

a g : f r o

a7 : r'o

o '2  :  -a2ao*e  cg

a g :  - a 2 a t l e c 1

& n * 2 :  - a 2 a n * e c n  c o n n ) 2

Teniendo en cuenta que u" :  -a2r1-€f ("( t) ,n '( t ) , t )  y ," '  :  -e3n'*e| (r( t ) . , r ' ( t ) , t )

se obtiene:

, 'o : -a2no + s/(a(o), r ',(0), 0) : _ a'ao * s co
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n: ; '  :  _ .a2nlo+ uf '  ( " (0) , r ' (0) ,0)  :  - *2o1 -F e c1

pudiéndose presentar la recurrencia anterior como:

o'g : fr6

a1 : ,'o

A 2 :  - A 2 A O * e  C g : 7 , ' O

A g :  - A 2 A t 1 . e C 1  : Y ' i '

a n t 2 :  - a 2 a n l e c n  c o l n > 2

por otra parte, sabemos que es posible expresa,r la soiución r(t), como desa¡rollo

en rpfunciones, encadaunodelos cincocaáos. Sial0, P + 0 ya f B,obteníamos:

r(t) : u(t) '*+r i (r**, + 0'"*) e,++(t)
r¡:0

o bien:

co

r(t) : aogo * atgt I azgz * o1ps+€ | (r"*, + 92c^) V*++(t)
f¿:0

Defi.niendo:

bg : a's

b v : a 1

b 2 : a 2

h : 0 , s

b n  : ,  ( " n - ,  *  g ' c * - + )  c o n  n  )  4

€Cm:  an ¡2 *  Qzan  con  n )  2
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entonces

bn: dn I a2an-2 t 0' (o^-, i a2a,.-n) con r¿ ) 4

y por ¡anto

bn : an + (*' + p') an-z * *'fr'on-n con n ) 4

obteniéndose:

cc

n(t) 
.: 

bogo * btgt * bzgz I bsgs* Lb^p*(t)
ñ - A

o bien:

,(¿) :i u*,p^(t)
n:0

que prescidiendo de truncaciones, es anáIoga a la expresión obtenida para desarrolios

en G - funciones.

EI hecho c1e que sóIo se exponga con detalle el caso I, es debido a que los ejem-

plos que ilustran este método se refi"eren a é1. En los demás casos se utilizará la

expresión correspondiente para obtener el desarroilo de Ia solución r(¿) en términos

de las rp - funciones, definiendo primero una recurrencia entre los coeficientes a' y

posteriormente otra entre los coeficientes ár, a partir de la anterior.

2.4 Ejemplos

En esta sección aplicaremos la técnica de las rp - funciones a Ia integración numérica

de clos problemas concretos, para ilustrar el comportamiento del método y s¡ mod.o

de empleo.
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2.4.L EjernPlo 1

Sea el PVI:

* "  +  r r * :  € f i 2

z(0)  :  1 '  r ' (0)  :  g

con integral primera, Para a : 1:

Escogienclo un paso h y evaluando las p - funciones en h, como f (*,*' ,t) : rz(t),

por un proceso análogo al seguid.o en el ejemplo uno del capítulo uno se obtiene:

a 6 : f r o

I

0 1 : " o

a 2  :  - , c 2 a o * e  c o _  _ . a 2 a o +  e  n i

o,s : -c.2at* 6 cr - -a2at * 2e ns r'g

&n+2 :  _ - r .2an+t  
É  ( \ \ ' , ^ - ,  conn)  2
j:O \r '/

y defi.niendo Ia sucesión auxiliar de coeficientes:

o (*,*') :i@ * "'') - i"'

b o : 0 g

h : o ' 1

bz : o,2

L -u3 u3

bn : an+ (a2 + p') an_z* o'/'an-¿ con n ) 4
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como:

,Í(t) : bovo|)+ brpr(r) -+b2prg)+ ó3rpr(ú)+ i,U,r,Q)
n:4

r' (t) : bov'o(t) + bltpo4) -t bzp'r(t) + bspr(t)+ i a,,,r,-r{r)
n:4

*" (t) : bo\e';(t) * b1,p'oft) + b2g'2(t) + bstp'r(t)+ i, U^r^-r(r)
n:4

*"' (t) : bog'o' (t) + bw'á(t) + b2p'r' (t) + bstp'r(ú)+ i b^p^-z(t)
n:5

siendo:

V'o(t) : -*r/ 'pr(t) pr(t) : pt(t) - (*, + 0,) pr(t)

p'á(t) : -o'p'pr(t) p'r(t) : poft) - (o, + 0') vr(t)

p'Á'(t) : -a202,p'z(t) p'r'(t) : v'o(t) - (o' + 0') p'r(t)

si denotamos por n1, fr'1, fi'r y fr'r' las aproximaciones a r(h), *' (h), :r" (h) y ,"' (h)

respectivamente, ia aproximación a la soiución, utilizando (p+1) p - funciones, vendrá

dada por:

p

ü1 : D b,p.(t)
n:0

t - t t , , t . , P

n7 : bop'o!) +bpo(t) +b2p'r(t) +bspr(t)+Du,r*_r(r)
n:4

p

,', : bop'o(t) _l htp'o(t) + b2p'2(t) + fup'r(t)+Y, b*p^_r(t)
n:4

, t  .  , t / - \  -  , , ,  , t / , \  l t t - t  a a .x:t : bogo \t) * btgolt) -l b2p2 lt) I bsp2(t)+ )._, b*p,_s(t)
r¡:5

Para efectuar un segundo paso de integración se toman como valores iniciales: 11,

|  i l  t l l

Í!, fir., fir , Y se realiza ei mismo proceso,no siendo necesario calcular el valor de las

p - funciones por tenerlo del primer paso.
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Resumiendo) una vez obtenid.o eI valor d.e las I - funciones, cada paso se completa

mediante ei algoritmo siguiente:

fig : fi¿

u l  e i

a,2 : -a2ao+e ri

0B : -q2ar * 2e r¿ rln

,  $/"\  ñ
dn t2  :  -Q 'an+u  

L  l ' r ) " t ^ - t  
con  2  1n1  P -2

¡:o \J /

b¡ : 0'g

U:  a1

fu :o '3

b, : a'r (a2 + P') ún-2* o'fr'on-n con 4 < n <P
p

f¿+t : 
Lb"P^(t)
n:0 

p
!  ,  t  z , r  / ¡ \  |  / , \  ,  t  / r \  I  \ -  l ,  , ^  / + \

r¿+t : boV'o(t) -f bpo(t) + b2pr(t) -f bzqz\t)l- L b^p"-t\t)
n:4

p

*'i+, : bo,p';(t) + b.u.o!) * bzg'z(t) * bz?'z(t)+ I b^g,-2(t)

I t t  -  l l l ' - ,  -  l l / .  -  l l t .  \  ,  
"  

o

n¿+t : bopo \t) * ó1<po(ú) + bzq'z' (t) * bzq'z(¿)+ t b*p,-s(t)
r¡:5

En la fi.gura no 2.6 se muestra el resultado obtenido aI comparar el método de

Iasg - f unc ionespa raa :1yF :Zconunmé toc loLSODEde to | : 10 -16 'La

integración se realizó con 1000 iteraciones' paso h:0'7 y e : 10-3'

En la fi.gura no 2.7 se muestra el resultado obtenido al comparar el método de

Iasg - f unc ionespa raa :1yg :2conunmé todoLSODEde to l : 10 -16 'La
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integración se realizó con 250 iteraciones, pffio h:0'4 y e : 10-3.

Como puecle observarse, en las figuras n o 2.8 y n " 2.9, para e : 10-2, 10-a,

10-8, 10-16, elmétoclo cle las g - funciones presenta un mejor comportamiento que el

método de las G - funciones pues permite ganar un orden de e2 con respecto a éstas,

aunque sigue presentando la dificultad de la adaptación del método a cada problema

particular.

2.4.2 Ejemplo 2

La ventaja del método de las p - funciones) se hace patente cuando podemos elegir

un B tal que D2 * p2 anule Ia perturbación, po". bu,"t^ con cuatro g - funciones para

integrar exactamente el problema homogéneo, como se puede observar a continuación,

al intentar resolver e] PVI sisuiente:

f i "  * a2n :ecos (100ú )

r (0 )  :  1 ,  t ' ( 0 )  : 0

cu.ya solución exacta es, paxa a: 1:

"(t) 
: --b cos(100r) . (#, + 1) cos(r)

,'(t) : ffi,t"{t00¿) 
- (O*d + r) sin(r)

Tomando,6: 100 y razonando análogamente al ejemplo anterior, se obtiene:

a g : f r 6

I

ú1 ¿o
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( l ' 2  :  - d ' 2 ¡g :  AO

o 'g  :  - ' ¿?a t+2e : r ' i '

ün+2 : -a2&n* e 100" cos (100ú .T) con n > 2

d,efiniendo la sucesión auxiliar de coefi.cientes:

b¡

b 1 : ü 1

b2

tu

bn

si denotamos por r,1, fi '1, fi '1 V r't ' Ias aproximaciones a n(h), ,'(h), *" (h) y fr"'(h)

respectivamente, la aproximación a la solución, utilizando (p+1) 9 - funciones' vendrá

dada por:

p

11 : D b"p*(t)
r¡:0 

p
z  / , \  /  ¡ , \  ,  |  , r r \  F  r  / ¡ \

r t  :  bopo(¿) *b1<po(t)  *bzgrl t )  *órtp2(t)* Lbn?"-t \ t )
n:4

p

*'r. : bo,p'n(t) + br4'o(t) * bzg'z(t) + bsp'r(¿)+ I b*g,-z(t)
n:i

,';' : bog'j(t) r btg'o(t) + b2p';' (t) + b¡,p'r(¿)+ t b^g*.r(t)
n-'=5

El paso siguiente es resolver el P\¡I:

, "  ¡ s29c :ecos (100ú )

n(h)  :  q ,  n ' (h)  : 'n '1
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o el PVI:

Ln(*) - (D' + p')(D' + az)r(t) : e(D2 + É\ cos(100ú)

r(h) : rr, ,' th¡ : ,'r, *" (h) : ,'1, r"'7h7 : ,'; '

que presenta ia dificultad de que al fijar un paso h y calcular el valor de Ia aproxi-

rnación a n(h,), r'(h), ," (h) y *"'(h), no se puecle avanza,r un segundo paso ya que la

función de perturbación depende explícitamente dei tiempo. Con el fin de evitar este

problema, se procederá del modo siguiente:

IJna vez ya calculadas las aproximaciones a los valores de r(h), fr'(h), r" (h) y

*"'(h) que se han notado como n!, t'r, Í'r y fi'r', respectirru,mente, se efectúa un cambio

de variable independienter: t-hy se considerar(t):  (r*oz)(t).  Al susti tuir a(ú)

por r.(r) en e1 P\l[ resuita:

Ln(*.) : (D' + P')(D'+ a2)r.(r) : €(D2 + p") cos(100(r * ú))

".(o) 
: Í , t t  

"- '(o) 
: ¡ 'r ,  , ."(o) :, '1, r*" '(a): r ' i '

1o que permite reinicializar el método y obtener las recurrencias:

as :  r . ( 0 )  : s t

a1  :  u - ' ( 0 )  : f l

a2  :  
" * " (0 )  

:  - a2 r * (0 )  +u  f  ( " - (o ) , " * ' ( 0 ) ,  n )  :  - * ' * r  * scos (100h)

ce : 
"*" ' (o) 

-  -r 'o- loossin(rooh)

an+2 : -&2an* 100'e.o. (tooa * 
";) 

con 2 1 n 1 p - 2

bo : a,g
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h :  a 1

bg : a,3

bn :  on+ (o'  + P')  ün- 21 oz7'on-n con 4 < n <p

p
\ - ,

12 : 
)- b"P"(t)
n:O 

p

*', : bov'o(t)+ blrpo(t) *b29'r1) +hp2(t)+ I A*p,,-r(t)
^;n

*', : bov';Q)+ ólt ;(¿) *bzp'r(t) +fu4|ip)+Lu^r*-r(t)
n:4

p

*';' : bop;'(¿) * bp'o(t) + b2q';,' (t) I bs?'z(ú)+ t b^v^-r(t)
,5

Una vez ya calculadas las aproximaciones a los valores de r(2h), n'(2h), n" (2h)

y r"'(zh) que se han notad.o como frz, :L'2, *'l y *'r' , respectivamente, se efectúa un

cambio de variable independiente r' t - h y se considera r(t) : (r- 
" 

r)(*)' Al

sustituir r(t) por *. (r) en el PVI resulta:

Ln@) :  (D'  + P')(D'*  a2)r . ( r )  :  €(D2 + P')  cos(100(r  *  t ) )

r - (0)  :  f i2 t  r - ' (0)  :  n ' r ,  
" . " (0)  

:  * '1 ,  ** " '  19¡ :  t ' f , '

l.o que permite reinicializar el método.

En la fi.gura no 2.10 se muestra el resultado obtenido aJ comparar el método de

lasq - f unc ionespa , rao :1yÉ :100conunmé todoLSODEde to | : 10 *16 'La

integración se realizó con 1000 iteraciones' paso h:0'8 y e:10-3'

En este ejenrplo, al tomar É : 100, se consigue anular la función de perturbación

y el método integra exactamente el problema homogéneo resultante, con paso h : 0'8

o superior y con tan solo cuatro p - funciones. Para poder observar la precisión se
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han tomado 40 y 100 dígitos y aunque se pueden calcular todas las aprorcimaciones,

en la gráfica de errores se presenta el problema, de que en el cálcuio del log (error),

aparecen singularidades, debiclas a Ia precisión dei método, que impiden completar la

gráflca.figura no 2.LL.
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2.6

2.6.L

Figuras Capítulo 2

Ejemplo 1

Figura no 2.6.  f i "  +  or2f i :  e f i2 ,  e  :  10-3,  h :0.L

log(error)

Figura no 2.7. ," ¡ azfi, : €r2 , e : 10-3, h:0.4
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log(enor)

(-2)

(-4)

ülT rr i-r' tl^l''ri'r' i^/i-ll"f f ¡^ffrrll'T'l'*r1' GB)

G16)

t

Figura n" 2.8. Método d" p - funciones. (Entre paréntesis log1se)

G16)

t

Figura n" 2.9. Método de G - funciones. (Entre pa,réntesis logl¡e)

G2)

(4)

G8)1T'I1'I'ITITl,l
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2.6.2 Ejemplo 2

logicrror)

Figura n" 2.10.

log(cnor)

, "  ¡  s¿2f i :  e cos(100ú),  e :  10-3, 40atg

I r igura  no  2 .11 .  Í "  +  d2 t r :  e  cos(100ú) ,  s :  10-3 ,  102a le
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CapÍtulo 3

Integración númerica de

osciladores perturbados: métodos

númericos multiPaso

3.1 Introducción

En el capítulo anterior, se han definido cinco grupos distintos de g - funciones, según

ios valores posibies d.e ias frecuencia" * y 0. A continuación, se presentarán los

elementos básicos para elaborar un verdadero esquema multipaso, utiiizando las rp -

funciones. Habrá pues, cinco esquemas distintos dependiendo de los valores de las

ftecuencias que aparezcarr.

En los métodos numéricos propuestos todavía está implicada una serie cuyos co-

eficientes son las derivad,as d.e la función de pertubación, lo que dificulta, aun trun-

cándola, su implementación en un computador pa,ra expresiones complicadas de dicha

91
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función.

Por supuesto en las aplicaciones de estos métodos especiales a problemas de di-

námica orbital la expresión de la perturbación se hace sumamente complicada. Este

problema se resolverá en el capítulo siguiente de esta memoria.

3.2 Métodos numéricos multipaso

Debido a la símetria de ias rp-funciones y sus derivadas, se pueden generax dos familias

de métodos, según los distintos valores de a y B.

3.2.1- Caso I  ol0, p+0 v ".* 0

Consideremos ia solución del PVI(3)

r ( t ) : r ( t ) . x+eS(ú )

que evaluamos en h y en -h, obteniéndose:

n(h) + n(-Ir)  :  (u(h) + v(-h))x * e (s(h)+s(-h))

como pz"(t) es par, paxa r¿ : 0,1, . . .  y gzn_t(ú) es impar paxa r¿ : I ,2,.. . ,  resulta:

s(h)+s(-h) :

: 
É t.* I l32czn-z) (pr**r(h) * pzx+z?h)) :

: z i {"* * g2czn-z)pzn+z(h)
l - - 1

J

(" (ü + u (- lt)) x : \tpo(h)"' + 2p"(h)r'o
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dado que 
É +rL

s(t) :L r" nt
f¡:0

cle la ecuación

(n '+cY2) r ( t )  : e9$ )

se obtiene

* ' i : - * ' *o*eco

por tanlo:

u(h) + u(-h) : z (vo}ü - a2 Pz(lL)) "o 
+ 2ecsp2(h)

sustituyendo rpo(h) V gz(h) por sus expresiones trigonométricas

v(h) + u(-h) - Zrocos(ah) ' lZecsqr(h)

Luego

r(h) + n(-h) - Zrocos(ah) * 2ecs92(h) + zei ("r* * l3'czx-r)Pzn+z(h)
k:1

Razonando anáIogamente para las derivadas

n'  (h)  -  n '  ( - 'h)  :  ( r ' (h)  -  
" '  

( -h) )x  *  e  (s '1H¡-s '  ( -h) )

como p ' r* ( t )  es impar ,  para 7¿:0,1,  - . -Y g 'zn- t ( t )  es par  para n: ! ,2 , " ' ,  resul ta :

S'(h)-S'(-h) : z i i.r* + frz czx-z)9'zu+z{h)

v

u' (h) -'' (-h) 
:' r';',*:r:'^?,'i? ^o:)^ * zu,^,,,h\2 (ro(H) 

- a"Pz\h) 
)ns 

* zecs?z\n) :

-Zarssin(ah) + ZecsP'r(h)

Algoritmos para la integración de problemas oscilatorios en varias frecuencias.Fernando L. García Alonso

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante.Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant.2003



94

Luego

*' (h) - ,' (_h) : _2anssin(ah) * Zecsp'r(h) + ze' | (.r* I fr2czn-z)p'ru+r(h) :
,t:i

@

= -2arosin(ch) I2ec6rp'r(h) + Ze | ("ru I fr2czn-z)pz*+t(h)
k : I

Obteniendo, de esta manera, las ercpresiones que se utilizar¡ín para el primer tipo

de métodos.

De igual forma, calculando r(h)+r(-h) y calculando a'(ñ) *n'(-h) obtendríamos

Ias expresiones:

n(h) - 
"(-h) 

: 2!9 sin(c,h) + Zec1,pu(h) + zuD("ru*, * É2czr-t)vzu+r(h)
u' 

.b:l

r '(h) r *'(-.h) : 2n'ocos(ah) +2ecr1r(h) + zr i ("ru*rt 02czu-)prn+z(h)
&:1

que emplearemos para el segundo tipo de métodos.

Introduciendo los métodos

Supongamos que tenemos calculada una aproximación de la solución y de sus deri-

vaclas en el punto ú : nh, Ilamemos a estas aproximaciones rr., tr'n, tr'n y rn. Lo que

interesa ahora es obtener una aproximación a la soiución de

Lqr :  ef  ( r , r '  , t )

r(nh) : rn

r ' (nh) :  * 'n

r" (nh) : *'n

r"'(nh,) : *'n'
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en eI punto (n + I)h. Pa¡a ello efectuamos el cambio de variable independiente

t: T * r¿h en la anterior ecuación, transformándose en

L + r  :  € f  ( f i , n '  , r + n h )

rc(O) : trn

/  z ^ t
r lU)  :  t rn

n" (0) : n'n

""'(0) 
: ,'i

con lo que ya estamos en el mismo caso que aI principio, teniendo en cuenta que

|  .  ' \  /  \  3 t  t *
J l r , n  )T  +nn )  :  g \ r ) :¿_ ,o *  

k t
. &:o

donde

b1, : gk) (nh)

Método I La aproximación a la solución y a su derivada en ei punto (n + 1)h'

vendría dada por

nn*! : -nn-L * Zrncos(ah) -l2ebs1r(h) + Zei (Ur* + 02bzx-z)qro+r(h)
L - l

t l

nn+t : tn-7_ Zc,n.-sín(ah) +2ebs4'r(h)rzu I (bzn+ 0'brr_r)9r**r(h)
ñ:1

IVIétodo II La aproximación a la solución y a su derivada en el punto (n, + 1)h

vendría dada por

Íntt : nn-r * 2% s\n(ah) + 2ebrp"(h) + 2t i (bru*, + 02bzn-i'pzr+r(h)

|  |  ^  |  /  t \

nn+L : -rn-r ¡_zrncos(anJ +2ebg2(h) +Ze| (ar**t + F2bzr_l)pzn+z(h)
'h:1
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3.2.2 Casof f  a#0,0:A

Razonando de modo anáIogo al Caso I, con las tp's correspondientes obtenemos:

n(h) + r(-.h) : 2rocos(ah) * Zecspr(h) + Zef_ 
"yrru*r(h)

b - 1

y para las derivaclas:

,' (h) - ,' (-.h) - -2arssin(oh) t 2ec6p'r(h) + zef- 
"2,,rru*,(h)

k:1

De igual forma, caicuiando r(h)+r(-h) y calculando r'(h) +r'(_h) obtendríamos

Ias expresiones:

,(h) - *(-h) : 2\ sin(ah) + 2ecrpr(h) + 2r i czn+tgzn+s(h)
d  

k : r

r '(h) ** '(-.h) :  2r 'ocos(ah) +zec1p"(h) +2r É czn+tpzn+z(h)
K:T

Introduciendo los métodos

Procediendo de igual manera que en el Caso I, la aproximación a la solución y a su

derivada en el punto (n * l)h vendría dada por

Método f

Ínrr : -tn-t * 2rncos(ch) * 2ebspr(h) + ze iorurr**r(h)
&:1

r'n+7 : n'n-r - 2arnsin(rrh) + 2eb6pr(h) +2, i bzxgzn+t(h)

ldétodo II

nntt : rn-t * 2% sin(ah) + zebrpr(h) + 2r i bzn+gzn+s(h)
k:7

I  I  ,  ^  I  /  t  \  ,  ^  t  / !  \  S  'rn+r : -nn_t l 2rncos(ah) -t 2ebpr(h) + Ze L b¡*r,pro*r(h)
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3.2.3 Caso III a -- 0, P + 0

Razonando de modo anáiogo al caso I, con las p's correspondientes obtenemos:

n(h) + ,(-h) - 2ro * 2ecspr(h) + zei t"* + 02czx-z)9*+z(h)
b-1

y para las clerivadas:

*' (h) - ,' (-1,') : Zecog'z(h) + zei ('ro t 02c'n-z)pzu+r(h)
h:1

De igual forma, calculando r(h)+r(-h) y calculando r'(h)*r'(-h) obiendríamos

las expresiones:

*(h) - *(-h) : 2h'r'o+2ecs"(h)+ 2t i ('r**ti 02",r-,)pru*"(h)
,  K:I

oo

r '(h) * n' (_h) - 2*|* 2ec19r(h) + Ze I ("r,,*, * 0'"ru-r)prr*r(h)
k:1

Introduciendo los métodos

Procediendo de igual manera que en eI Caso I, la aproximación a Ia solución y a su

derivada en el punto (n * 1)h vendría dada por

NIétodo I

n-.*L : -nn-L * 2rn * 2ebs1r(h) + zei tt- + 02bzn-z)?rr+r(h)
k:1

n'n*t : t'n-t t 2ebsg'r(h)+ 26 i (bz¡, + 0'bru-r)grunr(/t)
k :7

Método II

oo

nn*r : nn-t -fzhr'n + 2ebygs(h) + Ze | (br**r -l F'bru-r)pzx+r(h,)
&:1

ÓÓ

Í',,+r : - n'n-r* 2ün -l2ebpr(h) + Ze | (br**r + fi2bzt -)gr*+r(h)
h:1
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3.2.4 CasoIVa -p+0

Razonando de modo análogo al Caso I, con las p's correspondientes obtenemos:

n(h) + *(-tr) - Zrocos(ah) * 2ecsgr(h) + zei t"* I a2c2¡-2)pzn+z(h)
b * 1

y para las derivadas:

oo

, ' (h) - * '(-h) - -2czrssin(ah) +2ecsp'r(h) +Ze | (.r* !-a2c2p_2)pru*r(h)
h:7

De igual forma, calculando r(h)+r(-h) y calculando r' (h)+r'(-h) obtendríamos

las expresiones:

n(1,) - *(-h) : 2fu sin(rrh) + 2ecr1r(h) + 2r i ("rrnr t a2c2¡-1)pzn+s(h)
a  

,  r , d \  /  
? -
co

r' (h) -t *'(-h) : 2r¡cos(ah) + 2ec19r(h) + ztD (rru*, i a2c2¡_1)pzn+z(h)
k:1

Introduciendo los métodos

Procediendo de igual manera que en el Caso I, la aproximación a la solución y a su

derivada en el punto (n * 1)h vendría dada por

Método I

nn*l : -nn-7 * 2rncos(ah) 'lZebsgril) + zei t"- + a2bru-r¡gzn+z(h)
&:1
co

n'n+7 : n',,-t - 2ar,, sin(cu h) + Zeb¡pi¡n¡ + 2u L (bzn + c2bzx- z)gz**, (h)
k :1

Método tI

rn+r : rn-t t 25 sin(ah) + zebrpr(¿) + 2u I (brr+, + a2b*-r¡pzn+s(h)
&:1

t t ^ r m
n,+r : -ü'n_r * 2r'ncos(aiz) * Zebpr(h) + Ze | (br**, + a2br*_r¡pz*+r(t )

k:7
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3.2.5 CasoVa:0:0

Razonando de modo anáIogo al Caso I, con las <p's correspondientes obtenemos:

r(h) + r(-h) - 2ro + 2€cnqz(h) + 2e i'r****r(h)
k:1

y para las derivadas:

co

n' (h) - *' (-lL) : 2eco4'z(l¿) + Ze L "rrrr^*, 
(h)

k:7

De igual forma, calculando n(h) +n(-h) y calculando Í'(h)*r'(-h) obtendríamos

Ias expresiones:

,(h) - r(-h) : zhr'o + 2ec1tp"(h)+ 2, i czn+t1zn+s(h)
,  k: l

I  r -  ,  |  /  ^  |

r \h) -t r l-h) : z:Eo + 2ec1pr(h) + 2e I czx+t4zn+z(h)
¡c:l

Introduciendo los métodos

Procediendo de igual marrera que en ei Caso I, la aproximación a Ia solución y a su

derivada en el punto (n * 1)h vendría dada por

Método I

nntr : -nn-t IZrn * 2ebsg2il) * 2e i bropru*r(h)
b _ 1

rn+7 : ü'n-t l2eb6g'r(h)+ 2t i bznpzn+t(h)

lVlétodo II

nnrl : rn-t l 2ltrn i Zeb¡p3(h)+ 2r i bz*+tpzn+s(h)
&:1

r ¡ ^ ¡ Ó
nn-'T : -nn-,7lZrn-lZebpr(h) +Ze I Óro*r.prr*r(h)

k: I
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CapÍtulo 4

Implementación de los métodos

multipaso para la integración de

osciladores perturbados

4.L Introducclon

Los esquemas multipaso expuestos en el capítulo anterior, para la integración nu-

mérica d"e oscilad.ores perturbados, presentaban la dificultad de venir expresados en

términos de la función de perturbación y sus derivadas en t : nh. Trataremos de

salvar esta compiicación en, el caso explícito, sustituyendo dichas derivadas por ex-

presiones en las que aparecen diferencias divididas junto con unos coeficientes d¿,3,

[ZB], elementos d.e una matrir 4t, de los que no conocemos una relación cle recu-

rrencia entre ellos. Analogamente para el caso implÍcito, donde la matriz de Ia que

extraeremos los coefi.cientes d¿,¡ la denota¡emos B;¿'

101
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Una vez conocidas las matrices A;t y Bi', estableceremos una forma de cáiculo

recurtente, a través de la matriz Sp,n, para el caso explícito, y Sp,,n+tt para el caso

implícito. El estudio de los polinomios simétricos y su relación con las diferencias

divididas, nos permitirá el c¿ílculo de las matrices Sp,n, y ,Se,,,+r. [75J.

Llegado a este punto, definiremos para cada caso, los métodos de doble frecuencia

(MDF): MDFpE, MDFpI, MDFpPC, que en su forma recurrente, se pueden imple-

menta¡ en un computador.

Por último resolveremos varios ejemplos numéricos, mediante los códigos anterio-

res y los comparaxemos con otros métoclos conocidos

4.2 Estableciendo el método multipaso explícito

MDFpE para osciladores perturbados

Seag : [a,b) ----r lR, unafunciónrea]devariablereal, representaremos porg[fr,,...,úrr-r]

con /c : 0,1, ...,tu d Ia diferencia dividida de g de orden k en los argumentost,",...,tn-¡

de la variable t e la,b] [50]. Consideramos que g(ú) es analítica para simplificar la

exposición.

Para construir un método multipaso explícito de p pasos utilizamos hasta las

diferencias dividiclas cle orden p-1 cte la función g(ú) en los argumentos ú,r, ...¡tn-p+r

Definición 4.L Sea

+k
T)

,.. t&(¿)
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H¿: tn  -  tn-¿

Lema 4.L Las d,i,ferenci,as d,i,ai,d,i,d'as d'e g(t) sati,sfacen la i'guatd,ad'

gltn, ...,tn-¿f:i 
"rto, 

-Ht, ..., - H¿1 . gil (t^)
j:o

Dl.

Los desarrollos en fn de g(tr-r), ---,g(tr-¿) nos permite escribir

9vn, ---,¿--,] : i  c¡' gil (t^)
j:o

d.oncle las constantes c¡ dependen sóIo de H¿: tn-tn-i,. Para ca}crrlar c¡ consideramos

el punto f"r:0 y g: P¿, teniend.o en cuenta ql-," Pf)(0) : ó¿,¡, siendo ó¡,,¡ Ia d-elta

de Kronecker [7S]. t

Veamos aigunos casos:

donde

glt"l : g(t")

r .  .  ,  g l tn l -g l t " - t l -
gltn,tn-tj : ==:=---- :

Ln  -  Ln - l

. / o o

:  Io f t - \ -  Y-g ' ) (¿" ) ' ' t ' - * ) i \ :
t^ - t*-r [\"n/- k i ' 

' \¿r¡-1 - '")- 
)

:  f  
( t " - '  -  t  

) l  .q i l ( t * ) :É . ,  .g i l ( t ^ )
L  ( +  - t  - \ t l  Y

J : l  
\ " n  " n - r / J '  Y :0

c 6 : 0

- ( +  "  - * ' \ r
c¡ :  

üff i  
coni l  :1,2,. . .
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comprobemos que los c¡ anteriores son iguales a P¡[0, -fl1]:

'1 1

Polo,-¡r t ]  :  +:o:co
111

p,[0, -r¡,] : !&-#H : ffffi- c¡ con i - r,2,...

Análogamente

t ,  ,  ¡  ,  3 (¿ " - r - t n ) ( t n - r -  t n ) i - ( t ^ - t * t ^ ) ( t n - r - t ^ ) i  - i ) r . r  t a  _ i ) ¡ . rgLtn, tn- t , t " - r ) :1  .g ' ) ( t " )  : )  .  c ¡ .gr ) ( t " )
i : I  

' a  4 /¿  
i :o

donde

vu

uJ

0

(tn-, - t")(t"-, - t,) i - (t,_, - t^)(t^_z - t,) i
con  ,  :  ! , 2 , . . .

(t" - t"-t)(t"_, - t"_z)(t" - t"-z) j!

comprobándose que

Pola, -Hr, -H,rl : + ( +- --!- ) : o : "oIlz \lli -Ht -t Hz )

Pilo,-Hl,-Hzl : 
-uz-!-n=)¡ 

:nt?!)i :
jtHfi2(H2 - H)

(tn-, - tn)(t^*, - t*)i - (t,._, - tn)(t^_, - t*)i
=  : c j c o n  j : I , 2 , . . .

Teorema 4.7 Denotando por Do,n la matri,z si,gui,ente,de orden 1 x p

Dp,n : ( ofaf rlsltn,tn-11 (p - t)lsft^,...,t^-to-r¡l)

l f  :  max {Ht,.. . ,  Hu-r}
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se uerifr,cc, la i,gualdad:

Dto,n: An

s(t")

g'( t^)

nn-t) (t^)

donde A, es la matriz cuadrad,a de orden p

o(Ho)

O(ar-t¡

o(H)

A -t t r p  -

Dl.

Aplicando a la función de perturbación g(ü) el (lema n' 4.1) y el hecho de que

P¡\Hr,..., Ho+tf es de orden j - i, en,Il, se obtienen las siguientes igualdades:

1 &[0]

01

00

00

P' lol

r!&[0, -/11]

1

0

Po-rlOJ

1!Pe-1[0,

2t Pr_t10,

1

-ul

-Hr , -Hr1

slt")

gl tn , tn- t )

Po[0]g(¿") + &[0]g'(¿*) + . . '*  Pe-r[o]er- l)( t")  + o(He)

Po[0, -Il1] s(t^) + Pt[0, -]/tl g' (t^) + . ..

. . . + Pe-r[0, - Hlf-t)(¿,) + o(nn-t¡

gltn, . . - ,  f , , . -k-r) ]  :  Po[0,  -11r,  . . . , -Ho-t)g(¿')  + P1[0,  -Hr,  " ' , -Ho-t)g ' (Ú")  + ' ' '

. . ' *  Pu-r [0,  - .H1,. . . ,  -Ho-r loo-t)(¿")  + o(¡ / )
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matricialmente

slt"l

gltn, tn- t l

gf tn,  . . - , t . - (p- \ l

Po[o]

Po[0, -f11]

Po[0,  - I {1 ,  . . . , -Ho*t )

s(t")

g'( t^)

nn-t) (t*)

Po-r101

P,p_lo, -Hl

:

Po- r [0 ,  -Ht ,  . . . ,  -Ho- tJ

o 1 &[0, -Hr]

oo"'

000

o@n¡

O(nn-r¡

o(H)

p , ln  -Fr . l

Pp-r10, -Ht. , -Hzl

1
6-n

representando, simbólicamente el prod.ucto anteriár, se obtiene la ecuación:

X p x T : Y o * o X  Z p x t * O p x t

pudiéndose escribir la matriz Yoroen Ia forma:

0100

v' p x p  -

Sustituyendo en la ecuación Xptxl : Yrro x Zpxt -f Opxt y efectuando las transfor-

maciones elementales pertinentes para eliminar los cocientes de factoriales, resulta:

Dl,n: Ao x Zpxr * Oexr*

Corolario 4.I La matriz Ao es i,naersi,ble.
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Dl.

La dernostración es inmecliata, pues det'('S) :1 t

Truncando el desarrollo obtenido en el teorema no 4.1y despejando Zpxr resulta:

Zpx1. :  ü t  '  (4 , )o* t

Al ser Zt : Dp,n, A;t.Designando por (dn)o", - A;t resulta:

.  /  p  P  . . \
Zt : I L glt*,..., ú,r.-(¿-r)]dcl(? - 1)! D glt^,..., t",-(¿-r)]die$ - t)t )

\ i:1 i':7 / txp

El problema del cálculo recurrente de Ia matriz A;t no se abordará directamente,

sino que obtend.remos una matriz, que denótaremos por ^9p,", sobre ia que definiremos

Ia recurrencia y posteriormente la relacionaremos con Ia matriz A;t. EI cálculo de la

matrü Sp,n s€ fundamentará en el estudio y aplicación de los polinomios simétricos y

sus relaciones con las diferencias divididas.

{Jna vez conseguida la relación de recurrencia, para Ia matrtz Sp,n y su conexión

con la matrü ,4;¿, procederemos a definir el método MDFpE, c1e manera que sea

posible una implementación efectiva para su cálculo automático.

4.3 Estableciendo el método multipaso implicito

MDFpI para osciladores perturbados

Para construir un método implícito, utilizaremos ia misma iclea que en el apartaclo

anterior.
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Teorema 4.2 Consi,derarnos h : tn+t - tn g sea H¿ : tn - tn-i. Denotand'o por

Dp,n*r la matriz si,gui,ente,d,e ord,en 1 x (p + 1)

Dr,n+t - 
( r' . ' 

".+.t,t..1 
pl,qlt, 

\
:  

\  o[ú,+r1 t lgltn*1,tn] plgltn+t,.. . , t**r-oi 
)

11 :  max {h ,  Ht , . . . ,  Hp_ l }

se uerifica Ia i,gualdad:

Df,,^+t :  Bp

s(t")

I  \ t ")

:

so (t")

donde Bo es la matriz cuadrada de orden (n+t¡

O(nn+r¡

o@n¡

o(H)

Pr[h) Pr[h) Polh]

1 1!&[h,0]  l !Pe[h,0]

0 1 2lPelh,0, -If l]

1

0

Bp: I  o

00 1
(p+1)xQr+1)

Dl.

Aplicando a la función de perturbación g(t) el lema no 4.1 y el hecho de que

P¡\Ht,..., fl¿+t] es de orden j - 'i en H , se obtienen las siguientes igualdades:

glt^+l : Pslhls(t") + Pllhls' (¿") + ...+ Pelhlgo)(t^)*O(nn+r¡

g\.+t,tnl : Psfh, 0]9(t,) + P, ln,0]g' (¿,,) + . . .
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. . .+  Pelh,o lgo)(¿")  +  o(He)

:

gltn+r, ...,tn+Fpf : P6[h, 0, - Hr,..., - Ho-ls(t ') + Pr lh, 0, - H1,-.., - Hp-1]9' (¿*) + "'

. . . t Pp[h,o, -Hr,..., -Ho-iP (¿,) + O(H)

matricialmente

representando, simbólicamente el producto anterior, se obtiene la ecuación:

X(r*r)', : Ylpar)x(r+¡ x Zg,+y xr * Ob*t)*t

pudiéndose escribir la matriz {o+t)*@+t¡en la forma:

1 Pllhl Prlhl

glt"+tl

gltn+t,tnl

9L t "+ t ,  " ' , t n+ l -P )

Polhl

Polh,0]

Ps[h,0,  -Hr , . . . ,

s(t")

g'( t^)

gü (t^)

o+
00

00

Polhl

Pelh,ol

-Ho-i Pelh,  0 ,  -  Ht ,  . . . ,  -  Hp_l )

O(nn+t¡

o(Ho)

o(H)

Pulhl

Pelh, o]

Pe lh ,O, -Hl

I
p l

Y@+r)x(p+r) :

Prlh,0]

1
2 l

0
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Sustituyendo en Ia ecuación X(o*r)*t

tuando las transformaciones eiementales

factoria,ies, resulta:

: y{r+t¡*1rr+y x 26,¡1)xr * O6+r¡xr y efec-

pertinentes para eliminar los cocientes de

1,n+t: Bp X Z6+\xt * O(p+r)rr*

Truncando el desarrollo obtenido en el teorema no 4.2 y despejando Zp-,1¡¡1 re-

sulta:

Z6+\xt - B;' x (Df,,*+)@+r)xr

Al ser Zr : Dp,n+tx Blt.Designando por (do¡)O*tl"tp+l) : B;¿ resulta que Ia matriz

Dp,n+r x Bf¿es igual a:

El problema del cálculo recurrente de la matriz B;t no se abordará clirectamente,

sino que obtendremos una matriz, que denotaremos por So,rr*, sobre la que defi.nire-

mos Ia recurrencia y posteriormente la relacionaremos con la matriz B;t. EI cálculo

de Ia matrü ,Sp,n*l se fundamentará en el estudio y apiicación de los poiinomios

simétricos y sus relaciones con las diferencias divididas.

Una vez conseguida la relación de recurrencia, para Ia matriz So,",n, y su cone>rión

con la matriz B;', procederemos a definir el método MDFpI, de manera que sea

posible una implementación efectiva para su cálculo automático.
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4.4 Polinomios Simétricos

El propósito de esta sección es proporcionar una notación y terminologra que será

emplead.a a continuación, y exponer algunos resultados importantes de las funciones

simétricas [5],[S],[40], [45], [47].

Consideremos un anillo KlX,y]. A todo polinomio P(X, Y) hacemos correspon-

der el polinomio P' obtenido escribiendo Y en lugar de X y X en lugar de Y' dicho

de otra manera P'(X,Y): P(Y,X). Evidentemente, (P')' : P. La correspondencia

P u- P'es un automorfismo del anillo KIX,Y], yu que P *- P' y Q * Q' implican

de manera manifiesta

(P + 8)' <-+ P' + Q'

(PQ)' <-) P'Q'

En general, en K[Xi , X2, ...,X*] consideremos una permutacion o hecha sobre las

letras Xt,Xz,... ,Xn y sea 
"(Xu): 

Xl. La correspondencia

P(Xr ,  X2,  . . . ,X*)  *  P '  :  P(Xr ,  Xr ,  - - . ,  X ' - )

es un automorfismo, porque es compatible con Ia igualdad, Ia suma y el producto en

el anil lo KlXt, Xr, . . . ,  Xnl.

Definiciór¡ 4.2 Los poli,nomi,os i,nuariantes respecto al conjunto de los automorf"smos

anteri orment e defini, do s s e ll am on si,métri co s. p¡ 5 l

Ya que una permutación cualquiera es un producto de trasposiciones, bastaría

comprobar su invarianza en todas las trasposiciones posibles, para asegurarse que es

un polinomio simétrico.
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Sea el monomio 
"?"8 

.. . r) en el que los enteros d, 0, ...,.\ pueden ser nulos. Efec-

tuando en é1 todas las permutaciones sobre las variables r1fi2. . . trn se obtiene varios

monomios distintos cu.ya suma es evidentemente un polinomio simétrico denotado por

L"?"3.. .n)

Consideremos el anillo de los polinomios simétricos en n va¡iables independientes

b I  t  " ' t  b n .

Definición 4.3 Para cad,a 0 I r 3 n, la r-és'ima func'ión si,métrica elemental en,r es

Ia suma de todos los productos de r uari,ables di,isti,ntas t¿, s'iend,o

en,o : 1

€n,, :

En el caso de que r { 0 se defi.ne

+ +( , ; .  "  '  L ;

e n , ,  : 0

La función generatriz de e,.,,, es:

E"(t):I ",,," 
. ¿' :ll (t + tot)

r:0 i:I

es decir, efectuanclo un clesarrollo de Mac Laurin de la función E*(t):ü (t +tit)
i : 1

hasta orden ??, sus coeficientes serían las funciones simétricas elementales err.r.

Definición 4.4 Sea ),: ()r ... )") € N' , l l l  : )r +. ..+ )n. Para cad,ar 2 0 Ia r-

ési,ma funci,ón si,métri,ca corrlpleto,Irn,, se d,efi,ne como la sun'La d,e totJ,os los monom,ios

n
\-\)
LJ

it(iz1".1i'r
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de grado total r en las aari,ables tr.,-.-,tn, es decir

hn,,:L I t"
l)l:r s¡

d,ond,es¡ : { tod,as las d,i'sti,ntas permutaci'ones a: (ar ' ' ' cY,,) de )'} Ato : t7'"'tX:'

En parti,cular hn,s - I y hn,!: 
"",t. [75J.

En ei caso de que r ( 0 se define

hn,, : A

La función generatriz de hrr,' es:

H^(t):t hn,, .tT :ll (t - tot)-t
r:0 i':1

es decir, efectuando un desarrollo de Mac Laurin de la funcion H^(t):[ (t *t¿t)-I
i:1

hasta orden r¿, sus coeficientes serían las funciones simétricas completas hn,' [47].

Proposición 4.1 Entre los poli,nomios si,métri,cos elementales g los completos se es-

tablece al si,gui,ente relac'ión

f  { - f ¡ ' '  h n , . - - r '  € r t u , r : 0  V r n  2 n } : !  Y  q >  n ' L - n
. L \
r:0

Dl.

De las dos definiciones anteriores de las funciones generatrices,, E"(t) V ll"(ú), se

biene

H^(t)E^(-,) :lI (r - tur)-l ii ,r + ¿¿(-ú)) : ft (1 - ¿,¿)
i.:l i:l i:n*1'

l lamando j : ' i - D tenemos

|J Q - 6t¡: fI (t - t¿t) : E,n-n(-t)
i:r¿*1 j:l
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y de aquí se sigue qrie los coeficientes de to para a. > n'L-n son cero o equivalentemente

la tesis. $

Denota¡emos por g[ús, tt,...,ú¡] Ia diferencia dividida de orden ,k de una ftinción g

en los valores to,tt , . . . , tk. 175].

Proposición 4.2 Las d,i,ferenci,as di,uididas son func'iones si,métri,cas de sus a,rgunxen-

tos.

Dl.

Por defi.nición

^r+ + , s(t) - s(tr) s(t) s(t)
u t u . v t t  :  -  

T  
-

t - t t  t - h  h - t

y obtenemos sin dificultad

s[t,tt,tzf : r, ,s!!) , r + r, s,!tt) . r+ ,, l5l?) , ,'  ( t  -  t ) ( t  -  t 2 ) '  ( r ,  -  t ) (h  -  t 2 ) '  ( t ,  -  t ) ( t z  -  t t )

probándose por inducción que

glt,tr,...,tn]: *ffi*
. .  .  *  9 ( t " )'  

( t "  -  t ) ( t "  -úr)  . . .  ( tn -  t*_r)

evidentemente si intercambiamos dos argumentos cualesquiera no se aitera el valo¡ de

la diferencia dividida, por tanto éstas son funciones simétricas de sus argumentos. S

Proposición 4.3 La di,ferenci,a d;iui,d:ida de la funci,ón g(t) : t^ se puede obtener

medi,ante la si,gu,iente enpresi,ón

-i' +rn
gih , tz , . . . , tn l : t  oo

i : r  ( t i  -  t )( t i  -  tz) '  '  ' ( to -  t")

d,ond,e la notaci,ón l' i,nd;ica que el factor t¿ - t¿ esta ercluíd,o püro,,i :1,2,...,tu.
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Dl.

Esto último es el coefi.ciente ¿. ¡m-n*I en el desarrollo de la ftinción

n 'n-1
s- L'i
\

/  ¡ *  + \  t +  ' ¡  \ / r  + + \ / *  4  \  t t  ¡  \

, t ¿  
-  h )  " ' l ¿ ¿  -  t ¿ - t ) \ I  -  r ¿ t ' ) \ t ¿  -  L i + I ) ' ' ' \ r ' ¿  -  t ' p - r l )

esta expresión es el resultado de introduci.r en las fracciones parciales la función

( r  -  t r t ) - l ( r  -  t r t ) -1 . . .  ( 1  -  t n t ) - t

y por consiguiente 150] el coeflciente ¿"¡rn-ntr es la suma de los productos homogéneos

de grado n 'L  -  n*  1 de t r , . . . , tn-

Entonces

glh,tz,..., ú",] : t t?'t; ' ' ' '  tfr*

donde el s¿matorio se extiende a todos los enteros positivos, incluído el cero, que

satisfacen la relación a11o2a....uon : rrl - 7¿ + 1. T

Entre las diferencias divididas de g(t) : Ú* que denotaremos por flltt, "',tnl y

Ios polinomios simétricos completos podemos establecer la siguiente relación.

Corolario 4.2 t*1t1,...,ú",] : hn,m-n+!

Dl.

Trivial, por Ia definición de h'n,, y por la proposición anterior. $

Finalmente veremos la relación existente entre las diferencias divididas y los poli-

nomios simétricos elementales.

Definición 4.5 Sea:

e¿, i  :  t j -1 l t r ,  . . . , tu ] :  l ru , i -u
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u

oi, j  :  (-I)r- 'e¡_y¡-t

Deflnición 4.6 Sean las n'Latrices cuadradas de orden n: P : (Uo) g S : (or,r)

Proposición 4.4 Las matrices P y S son triangulares superioru, con unos en Ia

di,agonal pri,nci,pal. Además las matrices P g S son ,inuersas.

Dl.

Dado que hn,, : an,r : 0, para r < 0 y hn,o : €n,o : 1 evidentemente son

triangulares superiores) con unos en su diagonal principal. Como lPl : lSl : 1+ 0

son invelsibles, bastaría con demostrar que PS : 1. Las relaciones expresadas en las

definiciones no4.3 y no4.4 junto con la proposición no4.1, muestran que PS : I.

4.5 Cá.lculo recurrente de las matric es A;t y B;' .

Sea ú* e la,bl, consideramos la funcion simétrica completa Q;,¡ en los valores

H"r- l r  :  tn-n -  ú* con k :  0,  . . . , ' i  -  I

Es importante precisar que trabajamos en el punto úr, y denotaremos

Q,¡(n) : ¡j-r[Hr,, ..., H,¡-(¿-r)]

La función o¿,¡ en los mismos puntos se denotará por o¿,¡(n).

Por la proposición n"4.4las matrices cuadraclas de orden k Pn,n: (At,¡(rz)) ,

Sk,n: (on,¡(")) son inversas una de otra.
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Como

H , . - j : t n - j - t *

H j : t n - t n - t

se verifica que

(¿" - ü.) - Hj :H¿-¡ con i :  0, --. , i  -  I

Pa¡ticuiarizando al caso: t* : tn tendríamos H",-j : -Hj con j :0,.-.,'i - I

4,5.L Cálculo recurrente de A;'.

El siguiente iema nos permite aproximar la diferencia dividida de orden k de la fun-

ción g(ú) por sus derivadas; para simplificar la exposición, consideramos que 9(t) es

analítica.

Lema 4.2 Las d;iferenci,as di,ui,di,das de una funci,ón g sati,sfacen la si,gui'ente prop'ie-

dad

lpn, tn-t, .. -, tn-(¿-\f:i nr,r*, @)|gil (t.)
j : o  r '

Dl.

La demostración es rea,lmente sencilla, si reemplaaamos los desarrollos en ü* de

g(t*),...,g(tn-¿+) en una adecuada expresión de diferencias finitas.

sltn,tn-t,. . . , tn-e-Df : 
É W 

nil (t.) :
j:o

oo

\ - r ':  ) ' .q . , ¡ * r (n ) ;g i ) (¿- )  t
i : o  

'  
J ! -
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Si H: max {lH,, l  , . . ' , lH'-t,¿-t) l},  como las g¿,¡(rz) t ienen orden j - i ,  en H el lema

no4.L,, nos permite escribir:

r - t  r  . .
gftn, tn-t,  . . . ,  tn- ( i .- r, ]  : I  ar,¡ ¡@) ] gi) Q. ) + o (nr- {;- t l  ¡

l:0

c o n ' i  : 7 , . . . r p .

Considerando ún : ú*, y expresando matriciaimente estas igualdacles, tenemos

y como Q;.,¡a(n) 
- h¿,j en los a,rgumentos Hr, ..., Hn-(i-1)r podemos escribir

slt^)

g[ tn , tn - t ]

glt^,- . - ,ü ' -O-t l ]

slt"l

gltn,tn-t l

g [ tn , - - - , t , -@-t ) ]

h, ín )  q r ,o (n )  l l g ( t " )

Qzl(n) Qz,e(n)

!  t b l ' t  l l , 1  ñ _ 1

0 t  h,^- ,

U U  T

g ' ( ü )
1 !

n(e-t) (¿.)
(p- 1)!

s(t")
g' (t*)

1 !

n(e-t)(¿.)
(p-1)!

o(nr¡

O(nr-t ;

o(H)

o(ur¡

O(ur-t¡

o(H)

La siguiente proposición nos permite el cálculo recurrente de ia matriz S,.n.

Proposiciún 4-5

o¿,¡(n) : o¿-rj-r(n) - Hr,-¡+ zo¿,¡-t(n)

con ' i ,  j  ¿  2.

Dl.

Es inmediata. [75].$
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Si consideramos ü"

10

01

00
cuP,n -

U U

: :

00

El siguiente teorema

nida en el capítr"rlo dos.

Teorema 4.3

donde

: tr¡: errtonces:

00

-) oz,z(n) -+ oz,+(n)

\

r q,4(n)

0

0

nos

0

oz,r(n) - . )

--+

-+

0

o2,p(n)

oe,s(r¿) %,p(n)

----?

--)

l

---+ oa,s(n)

0

od,p(n)

1

permite obtenbr de forma recurrente la matriz A;t defr-

A;t : Mo,n x.9f,r, x Nr,r,

Ar! 
" Prr'7

0!

1 !

(p -  t ) !
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Dl.

Como t* : tn y a¿,¡+{n) : tr[0, -H.,...,

D' F ' n  -

o!Polol

OlPo[0, -f{r]

OlPo[0, -Ht, . . . ,  -H,p_t7

- H¿-l : j lPjl}, - Hr, ...,

(p - 1)!pp_r[01

(p - \)lPe-l[0, -Ili]

-H¿-tl, resulta

efectuando el producto A6,", X Pp,n x IVIp,n resulta la matriz Ao. Trasponiendo e

invirtiendo el producto anterior obtenemos

ü': Mr,nx P;lx Np,n: Mu,nx Sl,^x Np,n: (5#tr!d) t

La expresión precedente, permite obtener la matriz 4t po, recurrencia, a partir

de la matríz 9f;,n, tal y como se indicaba en Ia introducción al capÍtulo. Basándonos

en esta recurrencia, se podrían obtener, directamente, relaciones recurrentes análogas,

para los elementos d,¿,¡ de 1a matriz {ú.

Como

o¿,j $:!0,,0
\ ?  

-  r l l

despejando d'¿,¡ se$tn los casos y sustituyendo en la relación propuesta en la proposi-

ción no4.5, tenemos

(p -  I ) lPr-r10, - f f r ,  . . . , -Ho-t |

0  con  i  : 2 , . . . , p

0  con  ' i  : 2 , . . . , p

i - I  1

i_1ao-r ,  
- t  -  

i  _Id¿-\ jHn-¿+2 con 2 1 i ,  j  < p

d, t  ;

d¿,j

1
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4.5.2 Cálculo recurrente de B;t.

Lema 4.8 Sea h: tn+t - t* .Las d,i.ferenci,as d,i,ui,didas de una funci'ón g sati'sfacen la

si, gui, ente propi, ed'ad

gltn+t,tn, .-.,ú,,-(¿-r)] :i ao*r,r*, (' ') *g') (¿-)
j :o  3:

Dl.

La demostración es realmente sencilla, si reemplazamos los desa¡rollos en t* de

g(t,+),...,g(tn-.¿+r) en una adecuada expresión de diferencias finitas'

- ,  f j l t r r+r -  ü*, . . . ,úrr-(¿-r)  -  ú*]gi)( t*)  :g l tn+t, tn, . . . , t . - (¿-t) l  :  I
¡:í 

jl

m l

: Y' Qo*'''*t (tt) ,., 
gi) (¿- ) +

j :o

Si H : mu* {lhl, 1H"1,..., 1H,,-1r-t¡l}, "o*o 
las g¿,3(n) t ienen orden j - i en H el

lema n"4.3) nos permite escribir:

p_r  1
gltn+t, tn, . . . ,ú, , , - (¿-r) ]  : I  g¿+r, ,  * t@) ¡st)  

(¿-)  + o(ur- t r - t l ¡
j:o

con  i  :  7 , . . . , p .

Considerando ú* : úr, y expresando matricialmente estas igualdades, tenemos

9lt"+rl

gl tn+t , tn ]

glÚ",+r,.. . ,  frr- (p- r)]

Qr,r(n) Qr,e-¡1(n)

qz¡(n) Qz,ea(n)

gp+r,r (r¿) ee+t,e+t(n)

s(t")

s G^)
_t l

:

ne) (t*)
nl

O(Hr+t¡

o(Ho)

o(H)
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y como gl+r,¡a1(rz) : hi+r,j-¿ en los argumentos h, $, ..., Hn-(i-1)r Podemos escribir

glt"+tl

g l tn+r , tn l

gltn+t,--.,  ú'- rp- r l ]

a
rtplt*l -

I hU ht*+t

^ 1  L
U I  IL2,p+l

: : :

00 1

O(Hr+t¡

O(H')

o(H)

--' o2,u¡1(n)

\

-+ os,o+t(n)

\

---' o+,p+t(n)

I

Ia matriz B;t

s(t")

i!ü
t l

:

nP)&.)
pl

La siguiente proposición nos permite el cálculo recurrente de la matriz Sp,n+r.

Proposición 4.6

o¿,¡(n) : o ¿-t,j -t(n) * H"-r+ so ¿,¡ -t(n)

con' i ,  j  > 2.

Dl.

Anráloga a Ia proposición n" 4.5. [75].

Si consideramos t* : tn, entonces:

L -h  0 0

a2,5(n)01 --) oz,s(n) --+ oz,q,(n)

\

---J

\

__>0 0 7 ot,n(n) oz,u(n)

00 0

00  0

o+,s(n)

0

El siguiente teorema nos permite obtener de forma recurrente

nida en el caoÍtulo dos.

defi-
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Teorema 4.4

donde

Dl.

Como ú,,

resulta

D
t  p ,n t l  -

efectuando el producto -lúp,n+1 X Pp,n+1 x Mp,n*l

e invirtiendo el producto anterior obtenemos

B;t : Mp,n*r x Sf,",+r X lúp,n*l

Mp,n* r :

A T
t  tp ,n*7  -

- t* y Q;.+t,¡¡1(n):  t j lh,O, - fü, . . . ,  -J l r - r ] :  j lPj lh,0,  -Hr, . . . ,  - f { , r - t ] ,

1
p!

o!Polhl

olPolh, o]

ptPe-lh)

plPo-{h,0]

piPe^rfh,0, . . . ,  -Hr- l

resulta la matriz Bu. Trasponiendo

Bl' : Mp,n*t * Pl,l*r"X AIp,n+1 : Nlp,n+,x Sf,",+r X AIp,n+1 : (5#ff@) *
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La expresión precedente, permite obtener Ia matriz B;t por recurrencia, a partir

de la rnatrb Sl,n+t, tal y como se indicaba en la introducción al capítulo. Basándonos

en esta recurrencia, se podrían obtener, directamente, relaciones recurrentes análogas,

para los elementos d,¿,¡ de Ia matriz B;¿.

Como

( j  _7 ) t  
n"z , i  ( i  _  I \ l * r , "

despejando d¿,¡ según los casos y sustituyendo en la relación propuesta en la proposi-

ción n"4.6, tenemos

d t l : 7

ú , j  :  0  con  i : 2 , . . . ,P f  1

d'r t : -lr

d¿J  :  0  con  ' i  : 3 , . . . , p  +  1

t - 1  I
d¿,j :  jd;t. ;-t  - - j .  d¿-t.;Hn-¿* coo 2 1 i ,  j  < p + t

z -7  "  - ' r  -  
i -

ladores perturbados

Si queremos definir un esquema, explícito, d" p pasos) utilizando el Método I, trun-

caremos las series cortespondientes, de fi¡rma que el mayor orden de derivación cle la

función de perturbación que aparezca) sea p - Ir luego:

4.6 Método multipaso explícito MDFpE para osci-

m - 1
2f r (p-1+f r - ( ' . ' ' 2
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cle manera que k será un número entero si y solamente si p es impar.

En el caso de querer defi.nir un esquema, explícito, de p pasos, utilizando ei Método

II, truncaremos Ias series correspondientes, de forma que el mayor orden de derivación

d,e la función de perturbación que apa,rezca) sea p - 1, iuego:

^ - )
2k+t(p- l4k<+

de modo que k será un nfimero entero si y solamente si p es par'

Dado que el elemento, (t,f + 1) de Ia matriz Zt es

p
; \ /  \ -  r ,  ,  1 r  / .

g i ) ( " h ) : ) ' , 9 l t ^ , . . . , ú " , - (¿ - r ) l dn , ¡+ t ( i  -  1 ) !  con  j  : 0 ,  " ' , p -  7
; - l

y como

donde o¡,¡ es el element" (i',i) de ia matriz Sp,n, obtenemos:

,  á \ ¡  , r  ' , 9  /  \  r ,
bj :  g"\nn¡ : Jt >_, o¡+t,o(n)g[tn,.. . , tn-e-D]

i.:t

Para la deflnición de los métodos expJícitos, en cada uno de los casos, se utiliza la

siguiente notación:

o fin-t¡ y r??, son las aproximaciones del valor de Ia solución en los puntos tn-t, Y

úr, respectivamente.

. fr'n-,,t y rr, son las aproxirnaciones del valor de la derivada de la solución en los

puntos tn-L, y Úr, resPectivamente.

p

o b¡ : ni) (ntt) : j! 
^E 

o¡a,¿(n)gltn, ...,tn-(i-1)] cloncle o¿,¡ €s ei elemento (i, j) de

la matriz ,Sr.r,.
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o Inicial ización para u: rot . . .  ,üp-r.

o  In ic ia l i zac ión  para  r ' ,  f r 'o , . . . , f rp - : .

4.6.L Caso I  r#0,  {3*0 y 
" l  13

Método I Explícito de un número impar de pasos p, pila osciladores armónicos

perturbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, rnediante las

ecuaciones:

/ " * \
ont r  :  -ün- \ l2 rncosah +2e lbsgr@)+ i {u r r *  02bzn-z )pru+r (h)+  F2bo- tgo* r (h )  )

\ ,b:1 I

\
n'n+r :  t 'n-r-Zarnsinah*2e (uop'r@)+|ru*+ 02br*-z)pro+r(h) + B2bo-#o*r(h) I

\ k : 1  /

Reagrupando, convenientemente los términos, obtenemos una formulación más

compacta, que expresa,remos del modo siguiente:

+
r,n+r : *nn-t l2nncos ah + 2e | (pru(h) i 0'pro+r(h))bro-,

ñ:1 
+\

r'n+' : r'n-t-2arnsinah+ze(,rrrn,+ l32,p.|h))¿o+ I (gru*r(h) + F'grr*"(h))¿* I
\ k : 7 /

Proposición 4.7 Si, la funci,ón de perturbac'i,ón f (r,r't) es l;ipschi,tzi,ana en las ua-

ri,ables tr,r' , entonces el métod,o I MDFpE para osc'ilad,ores perturbad,os es estable.

Dl.

Considerando ia definición de estabilidad dada por Stetter, [66] y aplicando los

teoremas relativos a la estabilidad de Grigorieff, [36], bastará comprobar la condición
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L en Ia parte no lineal y Ia estabilidad en la parte lineal. En el caso que nos ocupa,

consiste en:

1o.- Probar que las funciones:

/+\
I  -  ^ o -  , . '  I

2e I bspr(h)+ t (bzn -f fr'br*-üpr**r(h) + B'bo-r9o+r(h) I 
:

\ * : ' /

"*
2e f (py(h) i 0'ezo+r(h))b*-,-- 

.¿--r
K :T

/ p - 7 \
1 2 \

2e lbsgrUü* I (bzn+ fr'bro-r)pr**r(h) + 02bo-tpo*r(h) | 
:

\ * : ' /
t P - 7 \

t \
2e | @r@) + 7'pr(h))bo+ ! (rr**,(h) + 0'err+r(ü )ar* I

\ ' " "  k : l  I

verifrcan una condición L uniforme en el dominio de t con respecto a las variables

frn,Ín_7,frn-2t...¡Ín-.p*r. Eviclente, por ser la función f (r,r't) Iipschitziana respecto

a las var iables r r r ,  f rn- t t f in-2¡ . - . t f in-p lL.

2o.- Comprobar la estabilidad del método.I MDFpE, en el problema homogéneo.

/  \ /  \
l2cosah o l l - to l

Consid.erando las matrices I I, I l, f t" matriz identidad

\ - r "s inah 
0)  

\0  
11

de orden (2x2), por eI segundo teorema de Grigorieff, [36] es sufi.ciente comprobar

que el conjunto:

,0<k<¡/ ,| (  
, cosah

|  \  
- ' - s i nah

está acotado. En efecto:

(  , " , "on ,  
) -

[  
- r "s inah ,  

)

siendo sus componentes, funciones

,: #)
: )

/ \

: f 
2k cosk(ah) 0 

I
\  

-r*" cose-l(ah) sin ah 0 
)

acotadas en el intervalo l0,T]. t
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Método II trxplícito de un número par de pasos p, pila osciladores armónicos

perturbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaciones:

, r , /+ \
,rn*r : rn-t t 25 sinc,h * 2e Iurpr@)+| (br*n, * g2bz*-)pru+r(h) + B2bo-tgo*r(h) Ia \ & : 1  

/

2n'ncos ah * 2e (ur,ortü+"=i ,uru*," + g2bzn-t)pzn+z(h) + B2bo-tvo;r(h))
\ h : , /

Reagrupando, convenientemente los términos, obtenemos una formulación más

compacta, que expresaremos del modo siguiente:

..' E
nn*t : nn-t * 25 s\nah + 2e | (rr**r(h) + 0'grr*"(h))ór*-t

o:tr

ü',-+! : -n'n-r + Zr'ncos ah + 2e | (vru@) * Ftgrx+z(h))bru-,
,b:1

Proposición 4.8 Si, ta funci,ón d,e perturbac'ión f (r,r't) es li,pschi,tz'iana en las aa-

ri,ables x),r' , entonces el métod,o II NIDFpE paro" osci,lad,ores perturbad,os es estable.

Dl .

Considerando la definición de estabilidad dada por Stetter, [66] y aplicando los

teoremas relativos a la estabilidad de Grigorieff, [36], bastará comprobar Ia condición

L en Ia parte no lineal y la estabilidad en la parte lineal. En el caso que nos ocupa,

consiste en:

1o.- Probar que las funciones:

/ e - 2 \
[ 2 \

2e lbpr(ll + t (br**r i 0'bru-r)p2,,+z(h) + F2bo-tpo*r(h) I :

\ ,k:1 I
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t
2rL (prr*r(h) * fr'err+z(h))b*^t

k :7
/ p - 2 \

1 2 t
ze lbypr(h)+ t  (bro*r+ 0'brr-r)prr+r(h)¡ p2bo-#o*r(h) 

l :
\u : ' /

2

2e f (prr(h) * 0' ero+r(h))bro-t- "  
/ J  

\

verifican una condición L uniforme en el dominio de ú con respecto a las variables

frn,ün-r,frn- 2t.. . tün_-p*L. Evidente, por ser la función f (r,r ' t)  l ipschitziana respecto

a ias var iables r r r ,  f in- r ¡ f in-2, . . . t f rn-p*r .

2".- Comprobar ia estabilidad del método II \{DFpE, en el problema homogéneo.

/ / \
i  o  Ssinah \  I  1 o I

Considerando las matrices 
I 

- 'l, 
l l, Y la matriz identidad de

\0  
2cosah  

)  \0  
- I  

)
orden (2x2), por el segundo teorema de Grigorieff, [36], es sufi"ciente comprobar que

e1 conjunto:

{lr:
está acotado. En efecto:

; : : :  
) .

,0<k<¡/,  n:!
N

(  \ k  /  \

I 
o f;sinah 

I : f 
o *sinahcosh-1(ah) 

I
\ o  

2cosah )  
\ o  

2kcosk (ah )  
)

siend.o sus componentes, funciones acotadas en el intervalo [0,T]. *

Métodos de orden bajo

1. Método de orden uno, formulaclo a partir del métoclo II de p : 2.

ün*L : nn-t * 2% sinah * 2e(pr(h) + | 'Sor|h))gltn,tn-t)

n'n+! : -n'n-r *);^cos ah * 2e(p2(h) + 02q+(h))9 ft , ,  t ' -r1
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2. Método de orden dos, formulado a partir del método I de p:3.

f in*7 :  - f in- r  l2rn cos ah *

+2e ((er(h) + / 'pn(h))g [t"] + z(en(h) + p2,p6(h))g lt^,tn:,tn_zl)

Í'n+t : fi'n_ t 
- 2an,.sinah *

+zu ({v'dD + T'vr@))g [t*] + 2(tps(h) + T'vu@Dg [t^,t^-r,t^-r])

4.6.2 Caso I I  a 10,  0 :  A

Método I Explícito de un número impar de pasos p, pila osciiadores armónicos

perturbados, libres en una frecuencia y forzada en Ia otra. Se formula, mediante las

ecuaciones:

/+\
nn+r : -nn-r lZrncos oh + 2e I bsg2(h)*Y. prr*r(h)brr I

\Ál
/+\

n'n+r : fr'n-r - 2ar,-sinc,h + 2e I bsp'r(h)+ I pru*r(lr)by I
\Á /

Reagrupando, convenientemente los términos, obtenemos una forrnulación más

compacta, que expresaremos del modo siguiente:

+
frn*t : -nn-r * Zrncos ah + Ze I gzx(h)bzn-z

;: '+\
r'n+r : n'.._r - 2annsinah + 2e I ,r@)ro* I pr**r( h)brul

\ 

-k:1 

/

Proposición4.9 S'i la funci,ón d,e perturbaci,ón f (r,r't) es li,pschi,tzi,ana en las ua-

ri,ables r,r' , entonces el método I MDFpE para osc'ilad,ores perturbad,os es estable.
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Dl.

Análoga al caso anterior.$

Método II ExplÍcito d"e un número par de pasos P, Pila osciladores armónicos

perturbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaciones:

n' /" t- \
nn*r : rn-t t 2% sin.,h + ze 

{ ru(n)ar+ L vro*r(n)b**, l
\ h : r /

/+\
n'n+r : -n'n_r + 2n'ncos ah + 29 { 

gz}úbft | vrr*r(n)br**, I
\ h : l  /

Reagrupando, convenientemente los términos, obtenemos ttna formuiación más

compacta, que expresaremos del modo siguiente:

nn¡r : tn-t * 2% sinah * 2e l vru*r(h)b*-,
a _k:rn

fr'n+! : -ü'n-r + 2r'ncos ah + 2€ f gzn(h)bzn-t

Proposición 4.1-0 Si, ta funci,ón d,e perturbaci.ón f (n, r' t) es li,pschi,tzi'ana en las ua-

ri,ables r,fi' , entonces eI método II MDFpE para osci,ladores perturbad,os es estable.

Dl.

Análoga al caso anterior.*

Métodos de orden bajo
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1. Método de orden uno, formulado a partir del método II de p:2.

nn*r : nn-t I 2% sin(lh + z€g\(h)g lt*,t*-11

r 'n+! : -f i 'n-r * 2rncos ah * Zep2(h)g l tn,tn-1l

2. Método de orden dos, formulado a partir del método I de p : 3.

ün*7 : -nn-| * 2rncos cft, + 2e (rpr(h)g lt"l + 2pu(h)g ltn,tn-t,t*-zl)

|  |  /  ,  " \ntn+t : nn-r - 2ar,, sin ah + 2e 
lvr(Ds [¿"] + zpr(h)g l tn,tn_t,t"_21)

4.6.3 CasoII Ia-0,p+0

lVlétodo I Explícito de un número impar de pasos p, pila osciladores armónicos

perturbados, libres en una frecuencia y forzada en Ia otra. Se formula, mediante las

ecuaciones:

/+\
nn*r : -on-7 * Zrn + 2€ 

lbspr(h)+ | {a* + 92bzn-z)pzn+z(h) + B2bo-tgo*r(h) }
\ k : 7 /

(?\
n'n+! : f 'n-rt 2e 

lbsp'r(h)+ t 
(bzn + F'b*-r)pro*r(h) + p2br-#o*r(h) 

I
\ f t : l  /

Reagrupando, convenientemente los términos, obtenemos una formulación más

compacta, que expresaremos del modo siguiente:

+
nn+r : _nn-7*2rn+ 2e | (pru(lr) * l3'pzn+z(h))b*-,

k:7

(+\
o'n+r : ffi--t i ze | (v'z@) + 7'pr(h))bo+ f (rr**r(h) + fr'gru*r(h))oro I

\  
/c :1 

)
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Proposición 4.11 Si, ta funci,ón d,e perturba,c'ión f (r, r' t) es li,pschi"tzi'ana' en lüs a&-

ri,ables fi,r', entonces el métod,o I MDFpE po,ra, osci'la'dores perturbados es estable.

D l .

Análoga al caso anterior, considerando las matrices:

matriz identidad de orden \2 x 2).

I  \ /

I'o l,f 
-1 0

\o o)\o 1

Ín-tt2hr'n+ru (utr"1q. 
f 

(b*+r-r F'bzn-)ezn+s(h) + B2br-tsu.r(n))
\  

k : l

-t'n-L + 2r'n + z, (a',trrr)+f ,u**, * 0'bru-r)pzx+z(h) + p2bo-#r-,.r,n,)

\

l,'*

lVlétodo II Explícito de un número par de pasos P, Pila osciladores armónicos

perturbad.os, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaciones:

en* \

fr 'n+I :

Reagrupando, convenientemente los términos, obtenemos una formuiación más

compacta, que expresaremos del modo sigr-riente:

E
nn*7 : nn-t * zhn'n + ztD (pr**r(h) -l 0"grr*r(h))bro-t

r;

n'n+r : _n|-- I zr'n + zel (pru(h) * g'vru+z(h))bru-,
&:1

Proposición 4.12 Si, ta funci,ón d,e perturbaci,ón f (r,r't) es li,psch'itzi,arr0, elt las aa-

ri,ables tr,tr' , entonces el método II MDFpE para osci,ladores perturbados es estable.

Dl.

Algoritmos para la integración de problemas oscilatorios en varias frecuencias.Fernando L. García Alonso

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante.Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant.2003



134

(o 2h\  ( ,  o  \
Análoga al caso anterior, considerando las matrices: 

I | , I I, V

\0  
2  

)  \ 0  
- 1  

)
la matriz identidad de orden (2 x 2).

IVlétodos de orden bajo

1. Método de orden uno, formulado a partir del método II de p:2.

nntt : nn-t I 2hr'n * ze(gr(h) + P2p,(h))g ltn,tn-rl

Í 'n+! : _n'n- 7l2rn + 2e( r(h) + / 'vn(h))g [¿*, t ,-r]

1. Método de orden dos, formulado a partir del método I de p:3.

nn+l : -nn-l * 2nn + 2e ((pr(h) + g'wn(h))g l t" l  + @4(h) + p2,p6(h))9ltn,tn-t,t^-r1)

n'n+7 : n'n-r I ze (@'z:n) + p2%@))g V^l + (wu@) + B2ps@DQ ltn,tn-t,r,*r])

4.6.4 CasoIVa:A*0

Método I Explícito de un número impar de pasos p, pma osciiadores armónicos

perturbados, libres en una frecuencia y forzada en Ia otra. Se formula, mediante las

ecuaciones:

/+\
nn*r :  -nn*r*2r, .coso.,h+ze 

lbspr(h)+ I  (a* +a2bro-r¡pzr+z(h)+a2bo-tgo*r(h) I
\ h : 1  /

\
n'n+r : n'-.-l- Zarnsinah * 2e (ror'rrnr*fl ,"- + a2bru-r¡va"+t(h) + a2bo-r9o*2(h) |

\ & : 1  )
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Reagrupando, convenientemente Ios términos, obtenemos una formulación más

compacta, que expresaremos del modo siguiente:

+
nn*r : _nn- r * Znncos ah. + ze | (v*(h) -l a2pzn+z(h))bru-z

h:1

/+\
n'n+r : r 'n-r - Zar'sin..h + 2e 

| @'r@) -f a2tp"(h))ó'+ t (prr*r(h) I * 'v**r(D)urr 
l

\ & : 1  /

Proposición 4.1-3 S,i ta funci,ón d,e perturbaci,ón f (r, r' t) es li,pschi'tzi'ana en las ua-

riables fr,n' , entonces el métod,o I MDFpE para osc'ilad,ores perturbad'os es estable.

Dl.

Análoga al caso I .$

Método II Explícito de un número par de pasos p, pda osciiadores armónicos

perturbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaciones:

frn*r : rn-t * 23 sin(ah) +

/+\
f n

+2e I bpr(h)+ I (¿ro*, + a2brr-r¡prn+s(h) ¡ a2br-tgo*r(h) |
\ Á /

fr'n+r : -r'n-r + 2r'ncos (ah) -F

/+\
+2e I bgr(h)* )-- (ar**, + a2brr-r¡pru*r(h) + d2bp-tpp*r(h) I

\F-/
Reagrupando, convenientemente los términos, obtenemos una formulación más

compacta, que expresaremos del modo siguiente:

nn*r : rn-t * 2!s s\nah * zef ,rr**r(h) + o'v*+u(h))bru-,
a  

h - l
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n'n+7 : 'n'n-r + 2r'ncos ah + 2rf (p*@) * a2vzn+zftDbru-,
&:1

Proposición 4.L4 Si,la funci,ón d,e perturbac'ión f (r,r't) es li,pscÍti,tzi,ana en las ua-

ri,ables r,r' , entonces el m,étod,o II MDFpE para osci,lad,ores perturbados es estable.

Dl.

Análoga aI caso I.$

Métodos de orden bajo

1. Método de orden uno, formulado a partir del método II de p:2.

.-n*r : rr¿-r * 2& sin alt, -fZe(pr(h) + d2gl|h))g ltn,t,-tla

n'n+7 : -nn-r + Zr]-cos ah + 2e(tpr(h) + a2rpn(n))glt^,t*-rl

2. Método de orden dos, formuiado a partir del método I de p:3.

fin*r : -fin-r * Zrn cos (oh) *

+2e ((tpr(h) + a2pn(nDglt")+ (p4(h) t a2pu(l l)glt^,tnq,tn-zl)

fi'n+r : fr'n-! - Zar,"sin(ah'¡ +

+zu (@'r(h) + a2tp"(nDslt^l+ @z@) * a2+u(h))glt,, t^-r,t*-r l)

4 .6.5 CasoVa:0:0

Nlétodo I Lxplícito de un número impar de pasos p, pila osciladores armónicos

perturbados, libres en una frecuencia y forzada en Ia otra. Se formula, mediante las

ecuaciones:

Algoritmos para la integración de problemas oscilatorios en varias frecuencias.Fernando L. García Alonso

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante.Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant.2003



I J I

/+\
nn+t : -nn-r * 2rn + 2e I pz(h)bo+7, pru*r(h)brr I

\ f t : l  /

l+\
r'.,+t : n'n-1.* ze 

|vr@)bo+ t 
ga"+t@)u* 

|
\ h : 1  /

Reagrupando, convenientemente los términos, obtenemos una formulación más

compacta, que expresa,remos del modo siguiente:

+
nn,.r :  _nn-7 * 2rn+ Ze I ga,(h)bzn-z

¡C:L

/+\
r'.-+r : n'.--r i ze lbog'r(h)+ I vro*,,(h)brul

\ k : l  /

Proposición 4.15 Si, ta funci,ón d,e perturbaci,ón f (r,r't) es l;i,pschi,tz'iana en las ua'

ri,ables tr,n' , entonces el método I MDFpE para osci,ladores perturbados es estable.

Dl.

Análoga al caso III .T

Método II Explícito de un número par de pasos p, pila osciladores armónicos

perturbados, Iibres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaciones:

/+\
nn+r : rn-t * zltr'n + 2e I bgr(tt)+ I bro*rprr*r(h) |

\ k : l  /

zr'n + zu (urvrr¿.r E 
or**,pr**r(h))

\  &:1
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Reagrupando, convenientemente los términos, obteLemos una formulación más

compacta, que expresaremos del modo siguiente:

E
f in*! :  rn-t i  2ltr 'n +2. I brr-rgzn+t(h)

t
|  |  ^  |  ^  \ - ,

ü'n*r : -fr'n-! * 2r'n + 2e Irbz*-tgzx(h)
&:1

Proposición 4.16 Si, ta funci,ón d,e perturbac'ión f (r,r't) es li,pschitzi"ana en las ua-

ri,ables tr,n' , entonces el método II MDFpE para osc'iladores perturbados es estable.

Dl.

Análoga al caso III .*

l/Iétodos de orden bajo

1. Método de orden uno, formulado a partir del método II de F:2.

frn*t : rn- t t 2hr'n * zeg"@)g [tn,tn-t]

fi'n+r : _fi'n-r + 2r'n + ze?r(h)g [ú",, ú",-r]

2. Método de orden dos, formulado a partir del método I de p : 3.

ün+r : -fn-r + Znn + 2e (tpr(h)g [t"]  + p4(h)g l tn,tn-t,¿"-r])

*n+7 : n'n-r * 2e (Uogrft) + pr(h)s ltn,t,.- t, ¿,,-r])
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4.7 Método rnultipaso irnplícito MDFpI para osci-

ladores perturbados

Si q¿eremos defi.nir un esquema, implícito, de p pasos) utilizando el Método I, trun-

ca.remos las series correspondientes, de forma que el mayor orden de derivación de la

función de perturbación que aparezca, sea p, luego:

2k(P+k<P;
z

de manera que k será un número entero si y solamente si p es par.

En el caso de querer definir un esquema,'implícito, d. p pasos, utilizando el Método

II, truncaremos las series correspondientes, de forma que el mayor orden de derivación

de la función de perturbación que apaxezca) sea p, Iuego:

2k+7(P+k<?

de modo que k será un nirmero entero si y solamente si p es impar.

Dado que el elemento, (f ,i + 1) de la matriz Zt es

p+1

ni)@Q:f o[ t ' * t , . . . , tn*1-( , i - r ¡ ]do,r*r i2 -  1) !  con j  :  0," ' ,P
; - 1

y como

.  ( j _ I ) t o ¡ . ; ,  r  D _ td¿,j: 
ff i€B;.

doncte o¿,¡ €s el element" (?,i) de la matriz Sp,n+r, obtenemos:

p+t'
'  , i \ ¡  , r  . t \ :  /  \  f r  ,  I
b j : g"' \nn ¡ : J \ )__- o ¡ +t,¿\n ) I ltn1_r t ... t ün+r -(¿- 1)l

¿:1
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Las expresiones de los Métodos I y II implícitos) en todos los casos, se formulan

de manera análoga a los métodos I y II explícitos, utilizando las b¡ obtenidas en la

expresión anterior.

Para la definición de los métodos implícitos, en cada uno de los casos, se utiliza

la sizuiente notación:

. fin-r¡ y iü7¡, son las aproximaciones del valor de la solución en los puntos úro-1, y

ú,, respectivamente.

o fi'n-!, y ri,, son las aproximaciones clel valor cle Ia derivacla de ia solución en los

puntos tn-t, y úr, respectivamente.

p+r
. bj : ni)(nh) : j! 

,I 
o¡+t¡(n)gltn+rt...¡úrz+r-(¿-r)] donde o¿,¡ es el elemento

(i,, j) de la matriz .9p,n*1.

o Inic ial ización para ,r :  f rot . . .  , f ip-r .

o Inic ial ización paxa Í '  :  r '6, . . . , t 'o- r .

Seguidamente se exponen las expresiones forma,les de los métodos I y II implícitos,

en los distintos casos) así como los métodos de orden bajo.

4.7.L Caso I  afA, p +0 y a# 0

Método I Implícito de un número par de pasos p, pila osciladores armónicos per-

turbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las
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ecuacrones:

ry
nn+t : - nn- t + 2nncos cyh + ze | (prr(h) I 0'9zu+r(h))b*-,

b - 1

ls\
r'n+t : f 'n-r-2ar,,sin c,h*2e { tt;tnl + P2,ps(h)ao+ I (pr**r(h) * fr'qro*r(¡,.))or* I

\ r : r /

Método II Implícito de un número impar de pasos p, para osciladores armónicos

perturbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante ias

ecuaciones:

-'+
nn- ' !  :  rn- t IZSsinahl2e !(rr r*r(h) + 0 'vrr*u(h))bro-t

k:1

+
t  |  ^  |  \ - \  z  / '  \  ,  n 2  / r  \ \ t

Ín+r  :  - f rn_ ! l2 f rncosah - l2e  
¿  lgzn \n)  1 -  l J -?zn+z\n) )ozn- t
&:1

Métodos de orden bajo

1. Método de orden uno, fotmulado a partir dei método II de P : 1.

* '
rn*t : nn-t * 23 sin ah -f2e(er(h) + /'pu@Dg [ú",+r, ú,,]

t'n+t : -n|--r + 2n'ncos oh + 2e(gr(h) + 0'Sr+(h))g [ú'+r, ú']

2. Método de orden dos, formulado a partir dei métoclo I cle P:2.

f r n + L  :  - f i n - ! * 2 r n c o s a h f

+2e(92@) + P2p4@)) (.q l¿'*,1 - ltslt,*1,t^))

+ae (tc+(h) + /'pu(h))9 lú'+r, tn,tn-t])

fr'n+r : Í 'n-'J. - 2arnsinah i
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+2e(tpr(lt) + P2pr(h)) (g [¿"*t] - hglt**1,tnl)

+ae (r4Qt) + g2vr(h))g lt^*r,tn,t^-tl)

4,7.2 CasoI Ia#0r0:0

Método I Implícito de un número par de pasos p) para osciladores armónicos per-

turbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaciones:

ry
nnl l t  :  -nn- t  I  Zrncos ah + 2e \  gzn(h)bzn-z

k:1

lE\
f',.+! : t'n-7 - 2c,r'sinc,h + 2e I ,'r(n)uo* I pr**r(h)bru I

\Á,J

Método II Implícito de un número impar de pasos p, para osciiadores armónicos

perturbados, libres en una frecuencia y forzada en Ia otra. Se formula, mediante las

ecuaciones:

n'+
nn+r : rn-t 1Zfu sinah * 2u I gzx+r(h)bru-,

a
t - 1

ó ! ltt-

r'n+r : - r',--l 4- 2r'n cos ah + ze I grr(h)bz*-,
&:1

Métodos de ord.en bajo

1. Método de orden uno, formulado a partir del método II de p:1.

iün*1 : ur¡-r * 2& sin ah + 2egr(h)g lt^*1,t^l
d

fi'n+t : -fi'n-r + 2r'ncos ah + zeg2(h)g [ú",+r, t,,]
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2. Método de orden dos, formulado a partir del método I de P:2'

Tn*t : -Ín-r l2uncos (ah) *

+2e (<pr(h) (g l¿,+r] - hg lt,"+r,t"]) + \vn(h)s ftn+r,tn,¿"-t])

fr'n+7 : ü'n-r - 2ar,.sin(oh) +

+zu (vr@) (g [¿'+r] - h9 Vn+r,¿']) + 2pr(h)g Vn+t,t ' ,t '-r])

4.7.3 CasoII Ia _ 0,  P+0

Método I Implícito de un número par de pasos p) para osciiadores armónicos per-

turbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaciones:

ry
nn*r : -y,n-r t Zrn + zel (p*&) r 02vzn+z(h))bru-,

&:1

lE\
n'n+r : r'n-1. * zu | @'r(h) + 7'vr(h))bo+ \ (v**r(¿) + 0'pr**r(h))urr I

\ k : 1  /

Método II Implícito de un número impar de pasos p, para osciladores armónicos

perturbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaciones:

+i
nn*t : nn-t * zhn| + 2uL (gru*r(h) + 0'gru*u(h))bru-t

-É

2

Í '^+r :  - f 'n-r+2r 'n+zel  (pru(h) *  0 'pru+r(h))brr- ,

Métodos de orden bajo
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1. Método de orden uno, formulado a partir del método II de p: I.

ün+7 : nn-t I  2hr'n * ze(gr(h) + 0'vu(h))g [tn+t,tn]

n'n+7 : -n'n-! + Zn'n + 2e(g2(h) + g'pn(h))g lt^+t,t^l

2. Método de orden dos, formulado a partir del método I de p: 2.

f i n * !  :  - f i n - t i * . 2 f n ¡

+2e(p2(h,) + P2p4(h)) (g l¿"+rl - hslt^*r,t,,l) +

+ae (v a(fi) + 0' p u(ú) g Lt**t, tn, t*- rl)

- ' ^ ' l* n + r  e n - I T

+ze(rp'2(h) + P2(ps(h)) (g [¿"*t] - hsltn+r, ¿,1) +

++e (,ct(ü + A'wu(h))g [ú,nt, t*,tn-t))

4.7.4 CasoIVa:B*0

Método I Implícito de un número pa,r de pasos lr, para osciladores armónicos per-

turbados, Iibres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaciones:

+
ün*r : -nn-r r Zrncos ah + ze | (pr*(h) * a'gzr*z(h))brr-,

k:1

/ É \
ü'n+r : t 'n-r - 2,,r 'sinah + ze ( @r@l -l a2p"(h))br+ É (pr**r(h) + *'prr+r(h))ar* )

\ & : 1  /

Método II Implícito de un número impar de pasos p, pma osciladores armónicos

perturbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las
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ecuaciones:

f r '^  H,
nn*t :  nn-t l2a sin oh + 2€ \ (vy*r(h) + * 'pzu+r(h))br*-,

-:L
n'-,+! : -n'n-r*2n'ncosah +zsf(pru(h) * a2gzt+z(h))ór*-,

&:1

Métodos de orden bajo

1. Método de orden uno, formulado a partir del método II de P:7.

rntr : rn-t * 2% sincrh * 2e(prft.) * a24u(h))g lt*+r,t^l
a.

n' '+\ :  _nl--! + 2r'ncos ah + ze(gr(h) + a29n(n))9lt^+t ' t*]

2. Método de orden dos, formulado a pdrtir del método I de P:2.

Ín*1 : -rfr¡-l r Znncos ah + 2e ((gr¡h) + a2<pu(n)) (g [¿**t] - hgltn+t,¿^]) +

+z(tpa(lt) -l a2q6(h))9 [ú",*r, ú",, t,,-r])

n'n+t : n'n-7 - 2ar,, sin c,lt" + 2e ((o'r&) + a2g3(h)) (g [¿'*r] - hg ltn+t, ¿']) +
\ " " '

+z(pr (h) * a2 9 u(h')) g l t*+t, t*, t^_1l)

4.7,5 CasoY a:0:A

Método I Implícito de un número par de pasos p, para osciladores armónicos per-

turbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaciones:

,-ntr : -nn-r * 2rn + z, ( vr(h)bo+'"Z, e*tnlrr--r)
\ 

,h:1 /

n'n+! : Í'n-r * z, (vrul.tu.* É pr**r(h)bro)

\ ñ : 1  /
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Método II Implícito de un número impar de pasos p, para osciladores a¡mónicos

perturbados, libres en una frecuencia y forzada en Ia otra. Se formula, mediante las

ecuaciones:

+
nn*r : rn-t I 2hrn * zu D <pru*r(h)bzn-r

-É

Í 'n+t : -in-r + 2r'n + 2€f gzn(h)bz*-,
k :1

Métodos de orden bajo

1. Método de orden uno, formulado a partir dei método II de p : 1.

nn+l : rn-t lzhr'n + Zegr(h)g [Ú,,+r, ü,,]

fr'n+t : -fin-! + 2r'n + zepr(h)g ltn+t,tnl

2. Método de orden dos, formuiado a partir dei método I de p:2.

nn+7 : -nn-rr2nn+2e(pr(h) (g [¿"*t] - hgltn+t,¿"]) + zpa(h)g [ú",*r, tn,tn-t])

n'n+t : ü'n-r I ze (v'z@) @ [t^+t] - h9 ltn+t, ¿*]) + zpz@)s lt**r,t^,t^1)

4.8 Método multipaso predictor corrector MDFpPC

para osciladores perturbados

Deffnición 4.7 Defin'imos eI método pred,i,ctor-corcector de p pasos MDFpPC para

osc'ilad,ores perturbad,os corno el que üene como preüctor a MDFpE A corno corrector

a MDFpI.
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EI método predictor corrector empleado, es del tipo P(EC)ugt-t con Ú -- L y t-t'

entero positivo, es decir un predictor, ¡; evaluador corrector, P(EC)' [43] Al aplicar

eI P(EC)p para obtener corrección de convergencia, se observa que si riíl 
". 

1a j-ésima

correción de rn y LL:2, entoncer 
l"l3r 

- ,*ll es suficientemente pequeño y el cálculo

d. *EI incrementa signiflcativamente ei coste computacional.

4.8.1- Códigos para los método MDFpPC.

Pa,r'a los métodos definidos en los cinco casos arrteriores:

Las variables de entrada son:

Número de pasos del método: P

Número de iteraciones: n

Tamaño de paso: h

Ecuación: ecu

Condiciones iniciales: init

Función de perturbación: f.

Para el cálculo de las p-funciones, en cada uno de los casos, se utilizan los algo-

ritmos descritos en el capítulo 2 de esta memoria.

Se implementan las matrices recurrentes A;t y Blt, mediante las fórmulas descri-

bas en la sección: "Cálculo recurrente de las matrices A;'y B;"." , deeste capítulo.

Como inicializador del código, se ha utilizado el LSODEladamsftinc] de Maple V.

Se obtiene Ia tabla de diferencias divididas, en los 'd primeros puntos con i :

0 ,  " ' ,P  -  7 '
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Aplicando las definiciones de los métodos anteriores en cada uno de los casos,

calculamos la aproximación &, eue permite escribir la siguiente 1ínea de ia tabla de

diferencias divididas y obtener la aproximación x,,¡1.

Tomando la fila p de Ia tabla de diferencias divididas y empleando el método

implícito, en cada uno de los casos, calculamos una corrección.Si el método es de p

pasos conp impar, utilizaremos como predictor el método I y como corrector el método

II; si eI método es de p pasos con p par, utilizaremos como predictor el método II y

como corrector el método I;

Ver Anexos I, II, III, fV y V.

4.9 Ejemplos numéricos

4.9.1 Ejemplo 1

Consideremos el problema siguiente:

r" (t) + Zr(t) : sin(ú)

con las condiciones iniciales:

r (0 )  :1  r ' (0 )  :  1

cuya solución exacta viene dada por:

r (t) : cos (t[zt) * sin(ú)

y con derivada:

r' (t) : - t/2 sin(Jzt) + cos(t)
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Aplicand,o a la ecuación d,iferencial, el operad.or D2 + 82, donde 0: !, anula-

mos la función de perturbación, obteniendo una ecuación diferenciai de cuarto grado

homogénea.

Resolviendo mediante el Método I explícito de 17 pasos y 11 g-funciones, utilizan-

do un tamaño de paso h:0.2 y 500 iteraciones, en la figura no 3.12, se representa la

gráfica del logaritmo decimal del valor absoluto del error relativo de Ia solucién con-

seguida mediante ei método y contrastada con el logaritrno decimal del valor absoluto

clel error relativo cle la solución calculada mediante el código LSODE de tol: 10-15.

En ia figura no 3.13. se hace una representación aniíJoga para la derivada.

Obteniéndose los tiempos de acceso a Iá CPIJ, siguientes:

LSODE 696.73 seg.

Método adaptado (MDF1?E) 38.93 seg.

Resolviendo mediante el Método I predictor corrector de 17 pasos y 11 rp-funciones,

utilizando un tamaño de paso h : 0.2 y 500 iteraciones, en la figura n" 3.14, se

representa la gráfica del logaritmo decimal del valor absoluto del error relativo de la

solución conseguida mediante el método y contrastada con el logaritmo decimal del

valor absoluto del error relativo de la solución calculada mediante el código LSODE

de tol : 10-15. En Ia figura n" 3.15. se hace una representación análoga para Ia

clerivada.

Los tiempos de CPU, obtenidos son:

LSODE 696.73 seg.

Método adaptado (MDFI7PC) 80.78 seg.
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Se observa, el aumento significatir,o d.e coste computacional, en el predictor co-

rrector,con una sola corrección.

En la figura no 3.16, se representa la grrá,fica del logaritmo decimal del valor ab-

soluto del error relativo de la solución conseguida mediante el Método I predictor

corrector de 15 pasos y 10 tp-funciones, utilizando un tamaño de paso h : 0.1 y 1000

iteraciones, contrastada con el logaritmo decimal del valor absoluto dei er¡or relativo

de Ia solución conseguida mediante los métodos:

- MGEAR (Maple V), con errorper : Float(1,-13).

- LsoDElbackfunc] (Maple V), con tolerancia 10-17.

- GEAR (Maple V), con errorper : Float(1,-13).

En la fi.gura no 3.I7. se hace una representación análoga para la derivada.

Obteniéndose los tiempos de acceso a la CPU, siguientes:

MGEAR

LSODE

168.25 seg.

1902.72 seg.

GEAR 223.41 seg.

Método adaptado (MDFT5PC) 180.74 seg.

4.9.2 Ejemplo 2

Sea el oscilador:

r" (t) + r(t¡ : cos(100t)

con Ias conolclones rnrcrales:

"(0) :ffi r'(0) :1

Algoritmos para la integración de problemas oscilatorios en varias frecuencias.Fernando L. García Alonso

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante.Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant.2003



151

de solución exacta:

r ( t ) :cos(t )  +sin(ú)  -  
#

y con derivada:

r' (t) : - sin(t) + cos(ú) +
100 sin(100ú)

9999

Aplicando a la ecuación diferencial, el operador D2 + p2, donde,6 : 100, anula-

mos la función de perturbación, obteniendo una ecuación diferencial de cuarto grado

homogénea.

Resolviendo mediante el Método I explícito de 17 pasos y 11 <p-funciones, utilizan-

do un tamaño de paso h : t0-3 y 1000 iteraciones, en Ia fi.gura no 3.18, se representa

Ia grá,fica del logaritmo decimal del valor absoluto del error relativo de Ia solución con-

seguida mediante el método y contrastada con el logaritmo decimal del valor absoluto

clel error relativo de la solución calculad"a mediante el código LSODE de fol - 10-18.

En la figura no 3.19. se hace una leplesentación análoga para la derivada.

Los tiempos de CPU, son:

LSODE 641.01 seg.

Método adaptado (MDF1?E) 116.54 seg.

En la figura no 3.20, se representa la gráfi"ca del logaritmo decimal del valor ab-

soluto del error reiativo de la solución conseguida mediante el Método I predictor

corrector de 15 pasos y 10 <p-funciones, utilizando un tamaño de paso h : 0.001 y

1000 iteraciones, contrastada con el logaritmo decimal del vaior absoluto del error

relativo de Ia solución conseguida mediante los métodos:

- MGEAR (Maple V), con errorper : Float(1,-13).
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- LsoDElbackfunc] (Maple V), con tolerancia 10-17.

- GEAR (Maple V), con errorper : Ftoat(1,-13).

En la figura n" 3.21. se hace una representación anáIoga para Ia deriv¿da.

En la figura n' 3.22 y 3.23 se exponen los gráficos de tiempo de acceso a ia CPIJ,

de los métodos explícito y predictor-corrector, respectivamente.

4,9.3 Ejemplo 3

Sea el PVI:

r" +fr :  er3

tr(O) : 0

r '10)  :  1

con integral primera

t ¡ t  ' \  ! /  r ,  ' z \  € ,a
11  \ r , r ) : , l r ' + r " ) - ; "

¿ \ t =

Aplicando a la ecuación diferencial, el operador D2 + B2, donde F : 0, caso II,

obtenemos una ecuación diferencial de cuarto eTado.

Resolviendo mediante el Método I predictor-corrector de 15 pasos y 9 p-funciones,

utilizando un tamaño de paso h : 0.1, e : 10-3 y 1000 iteraciones, en la figura n'

3.24, se representa 1a gráfi.ca del logaritmo decimal del valor absoluto del error relativo,

contrastada con el loeaxitmo decimal del valor absoluto del error relativo calculado

mediante el código LSODE de tol: 10-18.

En la figura n" 3.25, se representa la gráfi.ca del logaritmo decimal del valor ab-

soiuto del error relativo conseguido mediante el Método I predictor corrector de 17
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pasos y L1 rp-funciones, utilizando un tamaño de paso h : 0.01, e : 10-3 y 1000

iteraciones, contrastado con el logaritmo decimal del valor absoluto del error relativo

obtenido mediante los métodos:

- MGEAR (Maple V), con errorper : Float(1,-15).

- LsODElbackfunc] (Maple V), con tolerancia 10-18.

- GEAR (Maple V), con errorper : Float(1,-13).

4.9.4 Ejernplo 4

Los métoclos anteriores permiten integrar ecuaciones más generales, del tipo:

r "  +  P( r ,n '  , t ) r :  g (n , r '  , t )

para ello consideraremos la ecuación:

r "  -Q( r , r '  , t )

con nueva función de perturbación:

0@,r '  , t ) :  g ( r , * '  , t )  -  P( r ,n '  , t ) r .

a Ia que Ie aplicarÍamos los métodos anteriores correspondientes al caso III.

Sea el PVI:

r "  -n ( r * I )  :  r cos ( t )

lt(O) : 1

" ' (0 )  
:0
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con solución exacta:

r(ü) : cos(¿)

y con derivada:

n'(t) :  - sin(ú)

que expresamos como:

r "  :  rcos(ú)  +r ( r+r )

"(0) 
:  1

,r'(0) - 0

para poder aplicar eI caso III.

En Ia figura no 3.26, se representa la griifica del logaritmo decimal del valor ab-

soluto del error relativo de la solución conseguida mediante el Método I predictor

correctot de 17 pasos y 11 p-funciones, utilizando un tamaño de paso h : 0.01 y 1000

iteraciones, contrastada con el logaritmo decimal del valor absoluto del error relativo

de la solución consezuida mediante los métodos:

- MGEAR (Maple V), con errorper : Ftoat(1,-14).

- LsoDElbackfunc] (Maple V), con tolerancia 10-18.

- GEAR (Maple V), con errorper : Float(1,-13).

En la fip¡rra n" 3.27. se hace una representación análoga para ia derivada.
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4.9.5 Ejemplo 5

Consideremos eI siguiente problema, altamente oscilatorio, propuesto por G' Denk

[11 ] :

*" +rlr : x2t

"(o) 
: 10-5

, ' (0 )  :  t -N t0-5?*
sln\t4)

% :  314.16

con solución enacta:

.  /  cos (N \  . \
r(t) :¿ + 1o-5 (cos (.,rr) 

- 
ffi 

sin(%t) 
)

y derivada:

n' (t) : r - Lo btr (,t" 1o¡ . ## "., (,at))

Aplicando a Ia ecuación diferencial, el operador D2 + B2, donde 0 : 0, caso II'

obtenemos una ecuación diferencial de cuarto grado'

Resolviendo mediante eI Método I predictor-corrector de 3 pasos y 3 rp-funciones,

utilizand,o un tamaño de paso h : 0.01 y 1000 iteraciones, en la figrira no 3.28, se

representa la gráfica del loga,ritmo decimal del valor absoluto del error relativo de la

solución , contrastado con el logaritmo decimal del valor absoluto del error relativo

obtenido mediante los métodos:

- MGEAR (Maple V), con errorper : Float(1,-13).

- LsoDElbackfunc] (Maple V), con tolerancia l0-15.
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- GEAR (Maple V), con errorper : Ftoat(1,-15).

En la figura no 3.29. se hace una representación análoga para la derivada.

Obteniéndose los tiempos de acceso a la CPU, siguientes:

MGEAR 726.87 seg.

LSODE 3143.05 seg.

GEAR 4L7.77 seg.

Método adaptado (MDF3PC) 4.57 seg.
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4.LO

4.L0.1-

Figuras Capítulo 3

Ejemplo 1-

Figura n" 3.12. r" (t) +2r(t) : sin(t) (posición)

Figura no 3.13. r"(t) + 2r(t): sin(ú) (velocidad)

log(errm)
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log (erron)

rbó

Figura n' 3.14. r" (t) + 2r(t) : sin(ú) (posición)

Figura n" 3.15. r (t) + 2n(t) : sin(ú) (velocidad)

log (emor)
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log(error)

Figura n" 3.16. r" (t) + 2r(t) : sin(t) (posición)

Figura no 3.17. r" (t) + 2n(t) : sin(ú) (velocidad)

log (error)
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4.LO.2 Ejernplo 2

log (error)

Figura n" 3.18. r (t) + r(t) : cos(100f) (posición)

log (ennr)

Figura no 3.19. r" (t) + *(t): cos(100ú) (velocidad)
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log (cc)

Figura no 3.20. n" (t) + n(t) : cos(100ú) (posición)

Figura n" 3.21. r" (t) + n(t) : cos(100ú) (velocidad)

1oS (effor)

tf^ffi'rrTüfflill'
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Método do fts pasos

MGEAR GEAR

Método de siotc pasos

Figura n" 3.22.

Tier4os de b CPU en seg..

Gr¡íficos de tiempor pda eI método orplicito.

Figura n" 3.23. Grá^ficos de tiempo, pila el método PC.

log (efl,or)

M&odo (tc

TienpocdclaCPUcn seg
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4.10.3 Ejernplo 3

Figura no 3.24. ü" + fi: €fr3, e : 10-3

Fignra n" 3.25. fi" + * - €t3, e : 10-3

log (erron)

log (er¡or)
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4.LO.4 Ejernplo 4

Figura n" 3.26. r" - n(r+ 1) : rcos(t) (posición)

log (error)

Figura n" 3.27. r" - r(r + 1) : zcos(ü) (velocidad)

log (er¡or)
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4.10.5 Ejernplo 5

-1

-1

-1

¡ l

-28
Método Maptado

Figura no 3.28 r" + z?r: *t (posición)

MGEAR

Método adaptado

Figura n" 3.29 r" + z?r: z?t (velocidad)

-1

-1

-1

-1

-1
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Anexo I

^ Z-beta^ 2) + (alpha^ 2*cos(betath)-beta ̂  2*cos (atpha*h) ) ) :

r o l
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> g[1]::evalf(1/(alpha^2-beta^2)*(alpha^2/beta*sin(beta*h)-beta^2/atpha*sin(alpha*h))),

> gf2] : :evalf( 1 / (alpha ̂  2-bet a^ 2) * (cos (beta* h) -cos (alpha*h) ) ) :

> gd[2]::evatf(1/(alpha^2-beta^2)*(alpha*sin(alphaxh)-beta*sin(beta*h))):

> g[3]::evalf(1/(alpha^2-beta^2)*(1/beta*sin(beta*h)-l/alpha*sin(alpha*h))):

) delta:::

) for i from 4 to p*3 do

> g[i] : :evalf(sum(' (-1) ̂ k/ (2*k+i) ! * (beta ̂  (2*k+2)-

-alpha ̂  (2 *k+2) 
) / (beta^ 2-alpha^ 2) *¡ ^ 

1 2*k+i)','k':0.. delta) ) :

) od:

Vectores de aproximaciones.

> x::array(O..n):

> X::array(O..n):

) xd::array(0..n):

) Xd::array(O..n):

Cálculo de la matriz recurrente método explícito.

) S::a¡ray(1..p,1..p) :

)  J [ I , I l : : I :

) f o r i f r om2 topdo

> s[i,1]::0:

) od:

> fo r j f r om2 topdo

> S[1, i ] : :0:

> od:
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> fo r j f r om2 topdo

) fo r i f r om2 topdo

> S [ij] ::S [i-1 i-l]-S [ij-1] 
* (2-j )*h:

) od:

) od:

Cálculo de la matriz recurrente método impUcito.

¡ Q::arra5l( l . .p,1..p):

> Q11,1l : :1:

> Q[1,2]::-h:

) for i from 2 to p clo

> Q[ i ,1 ] : :0 :

) od:

) f o r j f r om3 topdo

> Q[l , i ] : :0:

) od:

) f o r j f r om2 topdo

) fo r i f r om2 topdo

> Q[i,j]':Q[i-1 j-1]-Qli,j-11 * (3-j ) *h:

) od:

) od:

Cálculo de las diferencias divididas.

) t::array(0..n):

> for i from 0 to n do t[i]::h*i od:
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> y::array(O..n):

) for i from 0 to (p-1) do y[i]::evalf(f(t[i],x[i])) od:

) DIF: :array(0..n,0.. (p-t) ),

) for i from 0 to (p-1) do DIF[i,0]::y[i] od:

) for j from 1 to (p-1) do

) for i from j to (p-1) do

> DIF [i,j] : : (DIF [i,j -1] -DIF [i- 1 j- 1] ) / (t [i] -t [i-j] ) ;

) od:

) od:

Aplicación del método predictor-corrector.

> a::array(1..p) '

> A:axray(1..p),

> b::a¡ray(0..p-1):

> B::array(O..p-1):

) for i from (p-1) to (n-1) do

) f o r j f r om l t opdo

> a[]::DIF[i j- l ] ;

)  od:

) f o r j f r om0 top1  do

> b fi ] : :evalf(sum('a[k] *S 
b +1,k] *j I','k' :1..p) ) :

) od:

> x[i+1]::evalf(-x[i-1]+2*xfi]*cos(alpha*h)+2*UlOl*g[2]+2*beta^2*blprlxe[p+3]+

f 2* sum(' (b i2*ll *beta^ 2*b [2*l-2] ) *gl2* I+2]','1' :1.. ( (p- t) /Z) ) ) :
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> xd[i+1]::evalf(xd[i-1]-2*alpha*xlil*sin(alpha*h)*2*b[0]*gd[2]+2*beta^2*b[p-1]*

*S[p+2]+2*sum('(b[2*l]*beta^2*b[2*]-21)*g[2*1+1]', '1':1..((p-1) lZ))),

> y[i+ t] : :evalf(f(t [i+t],xfi+ 1l ) ) :DIFfi+1,01 : :y [i+ 1] :

> for k from 1 to (p-1) do

> DIF li+ 1,kl : :(DrF [i+ 1,k- I]-DIF [i,k- 1] ) / (t [i+1] -t li+ l-kl ),

) od:

) f o r j f r om l t opdo

> A[]::DIF[i+r,j-r]:

) od:

) for j from 0 to p-1 do

> B [ ] : :evalf(sum('Afk] *Q [ + r ¡1 *5 l','k':1..p) ) :

) od:

> X[i+t]::evalf(-xli-11+2*x[i]*cos(alpha*h)+2*Bl0l*g[2]+2*beta^2*Bfp-11*g[p+3]+

a2*sum(', (B 12*ll +bera^ 2 *B [2*1- 2] ) 
*g[2*1+2] 

"', 

l':1.. ( (p-t) /z) ) ) :

> Xd li+ 1l : :evalf(xd fi- 1l -2 *alpha*x [i] 
* sin (alpha*h) t2*B l0l *gd [2] +

*2*beta^ 2*B[p-1] *e[p+2]+

*2* sum (' (B [2*l] +beta^ 2*B [2*l-2] ) 
*g[2*1+1]','l' :1.. ( (p-i) /2) ) ) :

> x[i+1] ::evalf(X[i+1]) :

> xdli+1] : :evalf(Xd[r+1] ) :

) od:
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Anexo II

> restart:

> Digits:::

> with(linalg):

)  p : : :

)  n : : :

>  h: : :

Ecuación

2 f::(r,xx)->:

) alpha:::

) ecu:::

) init:::

> fcns ::l]:

Calculo de las p-funciones.

> g::array(O..p+3):

> g[o]: :1:

> g[1]::h:

173
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> g[2] : :evalf( (l-cos(alphaxh) ) /a1pha^ 2) :

> gd [2] ::eva1f(sin(alpha*h) /alpha) :

¡ g [3] : :evalf( 1 /alpha 
^ 2 * (h-sin (alpha*h) /aipha) ) :

) delta:::

) for i from 4 to pf3 do

> g[i] : :evalf(sum(' (- 1) ̂ t</ (2*k+i) ! *alpha ̂  (2*t<¡ *6 ̂  ( 2*k+i)','k' :0..delia) ) ;

> od:

Vectores de aproximaciones

> x::a,rray(O..n):

> X::array(O..n):

) xd::array(0..n):

> Xd::array(0..n):

Cálculo de la matriz recurrente del método explícito.

> S::array(l. .p,1..p) :

> s[1,1] : :1 :

> fo r i f r om2 topdo

)  5[ r , l l : :U:

) od:

) f o r j f r om2 topdo

> sl1,i l::0:

) od:

) fo r j f rom2topdo

) for i from 2 to p clo
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> S [i j ] ::S [i-1i-i]-S [i j-1]*(2-j)*h:

) od:

) od:

Cálculo de Ia matriz recurrente del método implícito.

¡ Q::arra/( l . .p,1..p) :

>  Q [1 ,1 ] : : 1 :

> Ql1,2l: :-h:

) fo r i f rom2topdo

> Q[i, l]::0:

) od:

) f o r j f r om3 topdo

> Q[l,i]::0:

) od:

> fo r j f r om2 topdo

) fo r i f r om2 topdo

> Q [i,j] : :g li-1,j-11-Q [ij-l] 
*(3-j 

) 
*h:

) od:

) od:

Cálculo de las diferencias divididas.

> t::array(0..n):

) for i from 0 to n do t[i]::h*i od:

> yr:axray(O..n):

> for i from 0 to (p1) do y[i]::evalf(f(tlil,x[i])) od:
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) DIF: :array(O..n,0.. (p-1) ),

> for i from 0 to (p-1) do DIFli,0]::y[i] od:

> for j from 1 to (p-1) do

) for i from j to (p-1) do

> DrF [i,j] : : (DrFli,j-11-DrF [i-1 j-1] ) / (t [i]-t [i-j] ) ;

) od:

) od:

Aplicación del método predictor-corrector.

> a::array(f..p),

> A:axraY(r..p),

) b::axray(O..p-1):

> B::array(O..p-1):

) for i from (p-1) to (n-1) do

) f o r j f r om l t opdo

> a[]::DIF[i j- t ] ;

) od:

) for j from 0 to p-l do

> b[] : :evalf(sum('a[k] *S 
[j + 1,k] xj !','k' : 1.. p) ) :

) od:

> x fi+ 1l : :evalf (-x [i- 1] +2 *x [i] * cos ( alpha* h) +2* b l0] * g[2] +

*2*sum ('b [2*1] *g[2 *]+ 2l ', '  7' :1.. ((yt) I Z))) :

> xdfi+11 : :evalf(xd[i-1]-2*atphaxx[i] *sin(alpha*h) *2*b[0] *gdl2l+

*2*sum('b[2*t] *gl2*l+ 1]', ' l ' :  1.. ( (p-t ) /Z ) ) ) :
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> v [i+t1, :evalf(f(t [i+r],xli+l1 ) ) :DIF li+l,01 : :vli+11 :

> for k from 1 to (p-1) do

> DrF [i+1,k] : : (DIF[i+1,k-1]-DIF [i,k-1] ) / (t [i+ 1] -t [i+1-k] ) :

) od:

) f o r j f r om l t opdo

> A[]::DIF[i+1,j-1]:

) od:

) for j from 0 to p-l do

> B [ ] : :evalf(sum('A [kJ 
*Q 

[ + t,t 1 
*j !','k': 1.. p) ) :

) od:

> X fi+ 1l : :evalffx fi- 1l +2*x fi] * cos (alpha* h) +Z*e p1 * s [21 *

*2*sum('B l2*l] *gl2*1+2]', ' i ' :1.. ( (p-t) /Z) ) ) :

> Xd [i+ 1] : :evalf (xd li- 1l -2 *alpha*x [i] 
* sin (alpha*h) *2 *B 

[0] 
* gd [2] +

*2*sum('B [2*1] 
*gl2*l+1]', '1':1.. ( (p-t) / Z) ) ) :

> xfi+1] ::evalf(Xfi+1]) :

> xd[i+l] ::evalf(Xdli+11 ) :

> od:
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Anexo III

> restart:

) Digits:::

> with(linalg):

)  p : : :

>  n: : :

:  L . - .
/  \ L ' - '

Ecuación

¡ f: :(r,xx)->:

) beta:::

) ecu:::

) init:::

) fcns :::

Cálculo de las g-funciones'

) g::array(0..p+3):

> g[o]::1:

> g[1]::h:
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> g[2] : :evalf( 1/beta^ 2* (1-cos(beta*h) ) ) :

> gd [2] : :evalf( I /beta*sin(beta*h) ) :

> g[3] : :evalf( 1 /beta^ 2* (h-1 /beta*sin (beta*h) ) ),

> delta:::

) for i from 4 to p*3 do

> g[i ] : :evalf(sum('(-1)^k/(2*k+i)!*beta^(2*k)*h^(2*k+i) ' , 'k ' :0..delta)):

) od:

Vectores de apro:<imaciones.

> x::array(O..n):

> X::array(0..n):

) xd::array(0..n):

) Xd::array(0..n):

Matriz recurrente del método explícito.

> S::arral(1..p,1..p) :

> s[1,1] : :1 :

> for i f rom2topdo

> s[ i ,1]: :o:

) od:

) fo r j f rom2topdo

> sll, i l ::O:

) od;

> fo r j foom2topdo

) fo r i f rom2topdo
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> s [ij] ::s li-li-11-s lii-11 *(2-j)*h,

) od:

) od:

Matriz recurrente dei método implícito.

> Q::array(1..p,1..p) :

>  Q[1,1] : :1 :

> Q[1,2]::-h:

) f o r i f r om2 topdo

> Q[i, l ] : :0:

) od:

) f o r j f r om3 topdo

> Q[l j ] : :o:

) od:

> fo r j f r om2 topdo

> fo r i f r om2 topdo

> Q[i,j] : :qli-1,j-11-Qli,j-11 * (3-j) *h:

) od:

) od:

Cálculo de las diferencias divididas.

> t::array(0..n):

) for i from 0 to n do t[i]::h*i od:

> y::axray(O..n):

) for i from 0 to (p-1) do y[i]::evalf(f(t[i]'x[i])) od:
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> DfF::array(0..n,0.. (p-1)),

) for i from 0 to (p-1) do DIF[i,0]::y[i] od:

) for j from i to (p-1) do

> for i from j to (p-1) do

> DIF [i,j] : : (DIF li,j-l1-DIF [i- i j-1] ) / (t lil-t [i-j] ) ;

) od:

) od:

Aplicación del método.

) a::array(1..p),

> A:a¡ray(f..p),

> b::array(0..p-1):

> B::array(0..p-1):

) for i from (p-1) to (n-1) do

) f o r j f r om l t opdo

> a[]::DIF[i j- t ] ;

) od:

> for j from 0 to p-l do

> b[] : :evalf(sum('a[k] *S 
fi +f ,k] *¡ !','k':1..p) ) :

) od:

> x[i+t] : :evalf(-x[i-1]+2*xlil+2*b[0] *gl2l +2*beta^ 2*bip-11*glp+31 +

*2*sum(' (b [2*i] *beta^ 2*b [2*1-2] ) *g[2*1+2]','l' :1. . ( (p- t ) /Z) ) ) :

> xdfi+11 : :evalf(xd[i-1] +2*b[0] *gd[2] +2*beta^ 2*b [p1] *g[p+2] +

*2*sum(' (b [2*1] f beta^ 2*b [2x]-2] ) *g[2*1+ 1]','l': 1.. ( (p- t ) /Z) ) ) :

Algoritmos para la integración de problemas oscilatorios en varias frecuencias.Fernando L. García Alonso

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante.Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant.2003



r83

> y[i+1] ::evalf(f(t[i*1],x[i+1])):DIFli+1,01 ::v[i+1]:

> for k from 1 to (p-1) do

> DIFIi+ 1,kl : : (DIF[i+1,k-1]-DIF[i,k- 1] ) I (t [i+t] -t [l+ t-t<] ) :

) od:

) fo r j f roml topdo

> A[] : :DIF[ i+1i-1] :

) od:

) for j from 0 to p-1 do

> B fi ] : :evalf(sum(' A [k] * Q b + f ,t] *j !','k' : 1 - - p ) ) :

) od:

> Xfi+11 ::evalf(-x[i-1]+2*x[i]+2*B[0]*g[2]+2*beta^ 2*B[p-1]*elp+3]+

a2* sum(' (B [2*t] *beta^ 2*B12*l-21 ) 
*gl2*i+21','l' :1.. ( (p-t ) /z) ) ) :

> Xd [i+1] : :evalf (xd [i-1] +2*B l0l 
*gd [2] +2* beta^ 2* B [p-1] 

*Slp+21 +

¡2* sum(' (B l2*ll +beta^ 2*Bl2*1-21 ) *g[2*1+1]','I' :1.. ( (p-i) /z) ) ),

> x[i+1] ::evalf(X[i+1]) :

> xd[i+1] : :evalf(Xd[i+1] ) :

> od:
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Anexo IV

> resta,rt:

) Digits:::

> with(linalg):

)  p : : :

>  n: : :

>  h: : :

Ecuación.

2 f::(r,xx)*):

) alpha:::

) ecu:::

) init:::

> fcns ::l]:

Caicuio de las p-funciones.

> g::array(O..p+3):

> g [0] : :evalf(cos (alpha*h) *aipha/2 *h*sin (alpha*h) ) :

> g11] : :evalf(-1/2*h*cos(alpha*h) +3/(2*alpha)*sin(aipha*h)) :
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> g[2] : :evalf(h/ (2*alpha) *sin(alpha*h) 
) :

> gd [2] : :e v alf (L / (2* alpha) *sin ( alpha*h ) * b f 2* cos (alpha* h ) ) :

> g[3]::evalf(-hl(2*a1pha^2)*cos(alpha*h)+1/(2*alpha^3)*sin(alpha*h)):

) delta:::

) for i from 4 to p*3 do

> g[i ] : :evalf(sum('(-1)^k/(2*k+i)!*alpha^(2*k)*(k+1)*tr^(2*k+i) ' , 'k ' :0..delta)):

) od:

Vectores de aproximaciones

> x::a,rray(0..n):

> X::array(0..n):

) xd::array(0..n):

) Xd::array(O..n):

Cálculo de matriz tecurrente dei método expiícito.

> S::array(1..p,1..p):

> s[1,1] : :1 :

) fo r i f rom2topdo

^ f .  - 1

> 5Lr, I l : :U:

) od:

) fo r j f rom2topdo

> S[1, i ] : :0:

) od:

) fo r j f rom2topdo

) fo r i f rom2topdo
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> s li j l ::S li-1 j-11-S li j-11*(2-j )*h:

) od:

) od:

Cálculo de matriz tecurrente del método implícito.

¡ Q::array(l. .p,1..p) :

>  Q[1,1] : :1 :

> Ql1,2l::-h:

) f o r i f r om2 topdo

> Qfi,ll::0:

) od:

) f o r j f r om3 topdo

> Q[1, i ] : :0:

)  od:

) f o r j f r om2 topdo

> fo r i f r om2 topdo

> Q[i,j] : :Q[i-1,j-1]-Q[i,j-1] * (3-j) *h:

) od:

) od:

Cálcuio de las diferencias divididas.

) t : :arraI(0..n):

> for i from 0 to n do t[i]::h*i od:

> y::array(O..n):

> for i from 0 to (p-1) do y[i]::eva(f(t[i],xlil)) od:
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> DIF: :array(O..n,0.. (p-r) ),

) for i from 0 to (p1) do DIF[|0]::y[i] od:

) for j from 1 to (p-1) do

> for i from j to (p-1) do

> DIF fi,jl : :(DiF[i,j- 1]-DIF[i- 1 j- 1] ) / (t [i]-t [i-j ] ) ;

) od:

) od:

Aplicación del método predictor-corrector.

> a::array(i. .p),

) A:array(l..p),

) b::array(0..p-1):

) B::array(0..p-1):

> for i from (p-1) to (n-1) do

> fo r j f r om l t opdo

> afil::DlFfij-tl;

) od:

) for j from 0 to p-1 do

> b [] : :evalf(sum(' a[k] *S 
[j +1,k] *j !','k' : 1. . p) ) :

) od:

> x[i+1]::evalf(-x[i-1]+2*x[i]*cos(alpha*h)+2*bl0l*gl2l+2*alpha^2*b[p-1]*e[p+3]+

+2*sum(' (b [2*l] *alpha ̂  2*b [2*l-2] ) 
*gl2*l+21',']': 1.. ( (p- 1 ) /2) ) ) :

xd[i+1]::evalf(xdfi-r]-2*alphaxsin(alpha*h)*x[i]+2*b[0]*gd[2]+2*alpha^2*b[p-1]*S[p+2]+

*2xsum(' (b [2*1] +alpha^ 2*b [2*l-2] ) 
*gl2*I+ 1l',' I' :1.. ( (p-1) i 2) ) ) :

Algoritmos para la integración de problemas oscilatorios en varias frecuencias.Fernando L. García Alonso

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante.Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant.2003



> y li+ 1l : :evalf(f(t [i+r],x[i+1] ) ) :DIF [i+1,0] : :y [i+1] :

> for k from i to (p-1) do

> DiF [i+1,k] : : (DIF[i+1,k-1] -DIFli,k- 1l ) / (t [i+ t] -t [i+ t-t<] ) :

> od:

) fo r j f roml topdo

> A[]::DIFli+l, j-11:

) od:

> for j from 0 to p-1 do

> B [] ::evalf(sum('A [k] * Q b +f ,t] *j !','k': 1.. p) ) :

) od:

> X[i+1]::evalf(-xfi-11+2*x[i]*cos(alpha*h)+2*B[0]*g[2]f2*alpha^2*Blp-11*glp+31+

-F2*sum(' (B 12*11 *alpha^ 2*B [2*I-2] ) 
* gi2*l+21',']' :1.. ( (p-t) /z) ) ),

Xd [i+ t] : :evalf(xd [i-1] -2* alpha*x[i] *sin ( alphaxh) *

+2* Bl0l * gd[2] *2* alpha^ 2*B ip-11 * g[p+2] +

+2*sum(' (B [2 
*1] *alpha^ 2*B [2*1- 2] ) 

*g[2*1+1]','l' :1.. ( (p- t ) /z) ) ) :

> x[i+1] ::evalf(X[i+1]) :

> xd[i+1] : :evalf(Xc1[i+r] ),

) od:
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> gd[2]::evalf(h):

) gl3l ::evalf(h^3/3!) :

) for i from 4 to p-|3 do

> g[i] ::evalf(h^i/i!) :

> od:

Vectores de aproximaciones

> x::array(O..n):

> X::array(O..n):

) xd:-array(0..n):

) Xd::array(0..n):

Cálculo de matriz recurrente del método explícito.

) S::axray(1..p,1..p) :

> s[1,1]::1:

) f o r i f r om2 topdo

> S[ i ,1 ] : :0 :

) od:

) f o r j f r om2 topdo

> s[1,i] : :0:

) od:

) fo r j f rom2topdo

) fo r i f rom2topdo

> S [ij] ::S [i-l j- 1]-S lij- 1l *(2-j) *h:

) od:
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) od:

Cálculo de matriz recurrente del método implícito.

) Q::array(1..p, 1..p) :

>  Q[1,1] : :1 :

> Q[1,2] : : -h :

> fo r i f r om2 topdo

> Qli,l l::0:

' )  
od :

) fo r j f rom3topdo

> Q[1,j]::0:

) od:

) fo r j f rom2topdo

>fo r i f rom2topdo

> Q [i,j] : :q li-1,j-11-Q li,j-11 
*(3-j 

) 
*h:

) od:

) od:

Cálculo de las diferencias divididas.

> t::array(O..n):

> for i from 0 to n do t[i]::h*i od:

> y::array(0..n):

) for i from 0 to (p-1) do ylil::evalf(f(t[i]'x[i])) od:

> DIF: :array(0..n,0.. (p-1) ),

) for i from 0 to (p-1) do DIF[i,0]':y[i] od:
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) for j from I to (p-1) do

) for i from j to (p-1) do

> DIF [i,j] : : (DIF [i j-1] -DIF [i-1 j- 1] ) / (t lil-t [i-j] ) ;

) od:

) od:

Aplicación del método predictor-corrector.

> a::array(l. .p),

) A:array(l. .p),

) b::axray(0..p-1):

) B::array(0..p-1):

) for i from (p-1) to (n-1) do

) f o r j f r om l t opdo

> a[ ] : :DIF[ i j - l ] ;

)  od:

) for j from 0 to p-1 do

> b fi ] : :evalf(sum('a[k] *S 
ü +1,k] *j !','k' : 1..p) ) :

) od:

> x[i+1]::evalf(-x[i-1]+2*x[i]+2xsum('b[2*l-2]*g[2*l] ' , ' l ' :1..((pf1)12))):

xd[i+1]::evalf(xdfi-11+2*b[0]*gd[2]+2*sum('b[2*l]+g[2*I+t] ', ' l ' :1.. ((p-1)/2))):

> y [i+1] : :evalf(f(t [i*t],xii+ 1l ) ) :DIF [i+1,0] : :y [i+ 1] :

) for k from 1 to (p-1) do

> DIF [i+1,k] : : (DIF[i+1,k-1]-DIF[i,k- 1] ) / (t [i+r] -t [i+1-k] ) :

) od:
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> fo r j f r om l topdo

> A[]::DIF[i+1,j-1]:

) od:

) for j from 0 to p-l do

> B [] : :evalf(sum ('A fk] 
*Q 

b+f ,t] 
*j !','k':1.. p) ) :

) od:

> X[i+1]::evalf(-x[ i-1]+2*x[i ]+2*sum('Bl2*I-21*e[2*i] ' , '1' :1..((p+t)/Z))):

> Xd[i+1]::evalf(xd[i-1]+2*Bl0l*gd[2]+2*sum('B[2*1]*gi2*I+11','1':1..((p-I)12))):

> xli+t] ::evalf(X[i*1]) :

> xd[i+1] ::evalf(Xdli+rl ),

) od:
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