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Prélogo

En los dltimos afios, debido fundamentalmente a las mayores exigencias de los pro-
gramas espaciales, ha ido ganando interés el célculo preciso de érbitas de satélites
artificiales,pues se manejan precisiones mejores que un milimetro en distancias de
més de diez mil kilémetros, mantenidas durante muchas revoluciones. Desde la déca-
da de los afios noventa, para la resolucién de problemas geodésicos o geodindmicos,
los geodestas necesitan precisiones subcentimétricas en el célculo de la posicién exacta

del satélite artificial en una referencia inercial.

En los métodos de célculo de drbitas resulta ventajoso sustituir las ecuaciones
newtonianas del movimiento por otras mejor acondicionadas para su integracién nu-
mérica, como las variables universales de Battin [2], los métodos de Encke [59] y sus
posteriores mejoras, o las ecuaciones obtenidas después de aplicar diversos cambios
de variables que regularizan las ecuaciones del movimiento. En Mecédnica Celeste, las
transformaciones que permiten escribir las ecuaciones del movimiento como ecuacio-
nes diferenciales lineales se llaman linealizaciones, no debiéndose confundir éstas con
el método que consiste en desarrollar en serie de Taylor y conservar la parte lineal,
pues las transformaciones anteriores son exactas y reducen la ecuacién del movimiento

7
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a osciladores armaénicos.

La linealizacién més extendida es la basada en la introduccién de la matriz K'S
[59],]29], que es una generalizacién de la matriz de Levi-Civita; esta matriz permite
definir las coordenadas de Kunstaanheimo-Stiefel u a partir de las coordenadas car-
teslanas 7 y reduce las ecuaciones del movimiento a cuatro osciladores arménicos
perturbados con todas las frecuencias iguales a un medio, cuando la variable indepen-
diente tiene el significado de la anomalia excéntrica. El cambio de coordenadas se une
a una regularizacién, que se logra introduciendo un tiempo ficticio s definido como
i re La transformacién K S estd ampliamente descrita en el libro de Stiefel y
Scheifele [67]. /

Otra linealizacion destacable es la correspondiente a las variables focales, es decir
a los cosenos de direccién y el inverso del radio, que utiliza la anomalfa verdade-
ra como variable independiente. Estas variables, llamadas de Burdet-Ferrdndiz [16],
[17], [18], [19], [23], {24], permiten reducir el problema de Kepler a cuatro oscilado-
res armdénicos con frecuencia unidad, mediante la introduccién del mormento angular
en las ecuaciones del movimiento y el uso de la anomalia verdadera como variable
independiente.

Reducidas las ecuaciones del movimiento a forma de osciladores arménicos; pueden
aplicarse para su integracién cédigos numeéricos especlales, que consiguen integrar el
problema sin error de discretizacién. Existen distintos métodos para el tratamiento
de problemas oscilatorios en una frecuencia.

Como primer precedente claro de estos métodos, senalemos que en 1961 Gautschi

[32], [33] desarrollé una teorfa sobre la adaptacién de la integracién numérica a los
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fenémenos oscilatorios, tomando como funciones bésicas las funciones trigonométri-
cas. El método permitia integrar simultdneamente soluciones que correspondian a
una truncacién finita del desarrollo de Fourier de la funcién solucién, siendo la fre-
cuencia fundamental del desarrollo conocida. Brock y Murray [6], Dennis [9] y Simos
[61],[62] utilizaron como funciones bésicas las exponenciales y Sheffield [63] desarrollé
una teoria para distintos conjuntos de funciones bésicas.

Stiefel y Bettis [4], [68] modificaron los métodos clésicos de diferencias de Cowell
para la integracién numérica de ciertos productos de polinomios ordinarios y de Fou-
rier, en varias frecuencias, sin error de truncacién. En el primer articulo se dieron las
expresiones explicitas de los coeficientes de'los métodos de orden cuatro y seis, mien-
tras que eh el segundo, Bettis dio formulaciones recurrentes validas para modificar
los métodos de Stérmer, Cowell, Adams - Bashforth y Adams - Moulton con orden
arbitrario. Asimismo, Bettis desarrollé un procedimiento complicado para integrar
oscilaciones con varias frecuencias wi, ws, etc, que utilizaba interpolacién trigono-
métrica en su derivacién. Dos afios més tarde Lyche [46] publicé algunos resultados
tedricos que permitieron contemplar los métodos anteriores desde un punto de vista
mas amplio.

Los métodos de Bettis, que presentan un buen comportamiento en la integracién
numérica de un oscilador perturbado, presentan también algunos problemas. En
primer lugar, hay dificultades en su implementacién, pues requieren la modificacién de
coeficientes del método de partida en nimero igual al doble del niimero de frecuencias
que se pretende integrar exactamente, cuando se realiza la integracién exacta de un

problema cuasi-periédico. Ademds, cuando se desea integrar funciones donde los
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coeficientes de las funciones circulares pueden ser polinomios de un cierto grado, el
nimero de coeficientes se incrementa proporcionalmente en el doble del grado del
polinomio. Existen también limitaciones del tamano de la regién de estabilidad al
crecer el orden (Ferrandiz, comunicacién personal). Estos problemas son mayores en
el caso de varias frecuencias o cuando las amplitudes de las oscilaciones son polinomios
no constantes que se suelen llamar, siguiendo la terminologia de Mecdnica Celeste,
términos seculares mixtos.

Vigo y Ferrandiz, [73], [74], [77], proponen al menos en los casos usuales, algorit-
mos alternativos més simples para calcular los coeficientes, comparando la precisién
obtenida en los coeficientes de los metodos de Bettis calculados segin los nuevos al-
goritmos y los algoritmos dados por Stiefel y Bettis y por Bettis. Los algoritmos
presentados por Vigo y Ferrdndiz para un cdlculo alternativo de los coeficientes del
método de Bettis, ademds de permitir una implementacién eficaz de los diversos méto-
dos adaptados existentes, mejora algunos métodos multipaso actuales, permitiendo
la creacién de nuevos esquemas adaptados, que integran sin error de truncamiento
senos y cosenos en una frecuencia conocidad debido a su generalidad. Los elegidos
fueron los PFML (31], [73], y las férmulas de Falkner [73]. Asfmismo los algoritmos
descritos por Vigo y Ferrdndiz permiten ampliar estos métodos adapténdolos a un
nidmero superior de frecuencias asi como a frecuencias con multiplicidad superior a
uno; no habiéndose realizado més estudios con varias frecuencias.

Casi en la misma época que Bettis, Scheifele [60], [67] obtuvo un refinamiento de
los métodos de Taylor basados en sus G-funciones, que se utilizan para definir series

que permiten construir un método de integracién numérica con la propiedad de que
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si los términos de perturbacién son eliminados, entonces el método numérico integra
exactamente el correspondiente problema no perturbado. El método de Scheifele
es muy preéisb, pero es practicamente imposible de aplicar cuando los términos de
perturbacién son funciones algo complicadas. Martin y Ferrandiz [48], [49] modifican
el método de Scheifele convirtiéndolo en el esquema multipaso SMF, que conservando
las buenas propiedades del método de Scheifele, evitan los cdlculos previos que éste
requeria. Como comentario, el método SMF puede también deducirse a partir de una
funcién generatriz como se expone en [74].

En esta memoria nos proponemos desarrollar métodos numéricos para la integra-

cién de osciladores perturbados del tipo:
' + o’z =¢f(z,z,t)

2(0) =29, z(0) =2, t€lab]=1

donde el pequefio pardmetro € indica que los términos de la perturbacién son pequenos
con respecto al resto de los términos.

A tal efecto, dependiendo del término de perturbacién, se calculardn unas fun-
ciones apropiadas para su integracién que generalizan las G— funciones de Gérard
Scheifele. Estas funciones, que llamaremos ¢ - funciones (por analogia con f de Fe-
rréndiz), se obtendran aplicando un operador adecuado al PVI precedente.

El trabajo realizado en esta memoria se ha dividido en cuatro capitulos.

En el primero, se describe el método general de las G - funciones de Scheifele para
osciladores perturbados, asi como sus propiedades y su relacién con las funciones

elementales y las funciones de Stumpf. También se expone el método de integracién
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numérica basado en las G - funciones, completdndose la exposicién con ejemplos
numeéricos, contrastados con el cédigo LSODE.

La definicidn, construccién, propiedades y relacién de las ¢ - funciones con las
G - funciones y otros tipos de funciones se estudian con detalle, segiin los distintos
valores de la frecuencia, en el capitulo dos de esta memoria. Se introduce un nuevo
método de integracién numérica basado en el uso de series de ¢ - funciones, que
integra exactamente soluciones que son oscilaciones con dos frecuencias arbitrarias.
Finaliza este éapitulo con la presentacién de dos ejemplos numéricos, que sirven para
ilustrar dicha propiedad y donde se contrasta el método de las ¢ - funciones con el
cédigo LSODE, (versién Maple V). En el segundo-de estos ejemplos numéricos, en el
que la funcién de perturbacién depende explicitamente del tiempo, se introduce una
modificacién para controlar el crecimiento del error, en el sentido introducido por
Ferrdndiz y Novo [22] y continuado en [73].

El método de series de ¢ - funciones, tiene un mejor comportamiento que el
método de series de G - funciones, pues permite ganar un orden de £ con respecto
a éstas, es decir, el método nuevo permite obtener un error de truncacién con el
factor €2 mientras que en el antiguo sélo se obtenfa £ (siendo e el pardmetro de
perturbacién). Por otra parte, comparte con el método de series de G— funciones la
dificultad de su adaptacién a cada problema particular. Este inconveniente se supera
con la construccién de un esquema multipaso, basado en el método de ¢ - funciones,
que generaliza el correspondiente método SMFE para GG—funciones. Este esquema se
introduce en el capitulo tres de esta memoria.

Los métodos multipaso anteriores presentan dificultades en su implementacién,
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pues sus coeficientes no estdn calculados de forma recurrente. Este incoveniente se
resuelve en el capitulo cuatro en dos pasos; primero aproximando las derivadas de la
funcién de perturbacién por diferencias divididas y, en un segundo paso, establecien-
do una forma de cédlculo recurrente para éstas, lo que facilita su implementacién en
un ordenador y supone una ventaja frente a otros métodos. Una vez resuelto este
- problema, se definen los métodos MDFpE (Método Doble Frecuencia de p pasos Ex-
plicito), MDFpl (Método Doble Frecuencia de p pasos Implicito), MDFpPC (Método
Doble Frecuencia de p pasos Predictor - Corrector), estudidndose las condiciones de
estabilidad. Las definiciones son vélidas para un ndmero de pasos p arbitrario y para
paso variable. El capitulo finaliza con ejemplos numéricos en los que se utilizan los
nuevos algoritmos y se comparan con cédigos bien conocidos como LSODE, GEAR
y MGEAR, empleédndose en estos tltimos las implementaciones de Maple V, para
asegurar que los resultados no quedan distorsionados por una mala programacién que
favorezca a nuestros cédigos. El beneficio producido por el uso de los nuevos algorit-
mos se patentiza en los ejemplos, cuando se aplican a los problemas para los que han

sido disenados.
La memoria se completa con los anexos donde figuran los cédigos de los nuevos

algoritmos, implementados en Maple V.
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Capitulo 1

Funciones G de Scheifele

1.1 Introduccion

Expondremos, en este primer capftulo, el método de las G-funciones de Scheifele [60],

adaptado para la integracién de un oscilador armdénico perturbado:

g toz = e f(z(t),z (t),1)
z(0) = xo

z(0) =

donde « es constante y € un pequefio pardmetro de perturbacién. La solucién x(t)
obtenida con las condiciones iniciales anteriores es continuamente diferenciable en
[—T,T]. La funcién de perturbacién f(z, z t) se supone que admite derivadas par-
ciales continuas con respecto a sus variables independientes z, z', t en un dominio
cerrado del (z,z,t)-espacio que contiene a t € [—T,T] y a todos los valores de la
solucién x#(t) y de su derivada z (t).

15
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La integracién de osciladores arménicos perturbados es un problema comtn en
muchos campos. A veces, las ecuaciones originales que describen un fenémeno ya
estédn expresadas de esta forma, y, si no lo estdn, se efectian cambios de variables
adecuados, reduciendo el problema a forma de oscilador. Este procedimiento ha sido
muy comun en investigaciones sobre dindmica espacial llevadas a cabo en los iltimos
afios. Una extensa lista de referencias, desde los pioneros trabajos de Laplace a
las més recientes transformaciones candnicas de Scheifele y Stiefel [67] o Ferrdndiz
[18],[19],[?] se encuentran en [10].

Seria deseable que los métodos numéricos que se utilicen en la resolucién de osci-
ladores armdnicos perturbados verifique la siguiente propiedad: Si los términos de la
perturbacién desaparecen en un instante arbitrario de la variable independiente ¢ (o
s) entonces el método numérico deberd integrar sin error de discretizacion el oscilador
no perturbado.

La necesidad de resolver los problemas de dindmica orbital de satélites con buena
precisién, impulsd, el desarrollo de una gran variedad de cédigos adaptados para
integrar exactamente un oscilador armdnico no perturbado. Ademéds, el error local
de estos cédigos contiene un pequenio pardmetro de perturbacién como factor, que
produce muy buenos resultados.

Algoritmos desarrollados con este propésito son descritos en [46],[53],[48],[58],[73].
Todos estos son métodos multipaso, con paso fijo. Los algoritmos con paso variable
son poco frecuentes, y su aplicabilidad real a los problemas orbitales no esté cla-
ra. Podemos citar el conocido método de Deuflhard [12],[13], basado en técnicas de

extrapolacién, y més recientemente los desarrollos de Denk [11].
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La aplicacién de estos métodos adaptados a soluciones oscilatorias no se restringe
a la Mecsnica Celeste, [74],[76],[77], existiendo otros ejemplos centrados en problemas

altamente oscilatorios o en las ecuaciones de Schridinger, como [72],[61],[62].

Los métodos de Runge-Kutta [52], también integran el problema para ¢ = 0.
Basta con utilizar el método de variacién de constantes, pero presentan las siguientes
dificultades: es necesario realizar una transformacién de las ecuaciones diferenciales,
es complicado cambiar de orden la integracién y es necesario conocer las raices de la

ecuacién caracteristica.

En 1971 Scheifele [60] ideé un método para la integracién de osciladores perturba-
dos, basado en un refinamiento del método cldsico de las series de potencias, utilizando
una sucesién de funciones Gy(t) que nos permite expresar la solucién en términos de

series como la sigulente:
z(t) =) bGi(?)
k=0

que se aplican a la construccién de un método de integracién numérica.

El método de las G-funciones de Scheifele presenta la ventaja de verificar no solo
la. propiedad anteriormente expresada sino que ademés integra con los dos primeros
términos de la serie el problema homogéneo, mientras que el método de series de
potencias sélo nos da una aproximacién a la solucién mediante una funcién lineal si

tomamos dos términos [15].

A pesar del buen comportamiento del método de las G-funciones, sélo es préctico
si se utiliza en unos pocos casos particulares, concretamente en aquellos en los que la

funcién de perturbacién es muy sencilla, debido a la complejidad de los célculos pre-
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liminares que se necesitan para obtener las férmulas de recurrencia de los coeficientes
b.

Se completa la exposicién con los resultados de algunos experimentos numéricos

que incluyen comparaciones con métodos conocidos

1.2 G-funciones para osciladores perturbados

Describiremos el método empleado por G. Scheifele [60] para la integracién de osci-
ladores perturbados.

Sea z(t) la solucién del oscilador perturbado de ecuacién:
' +or=c¢-f(z,z,1), z(0) =z, z(0) =1,

suponemos que la funcién g(t) = f(z(t), z (t),t) admite un desarrollo de la forma:

o0 tn
g(t) =Z Cn 7
n=0 :

con lo cual, el PVI anterior, puede escribirse de la forma siguiente:
[e o] tn
x +aa:=s-ch;;!, z(0) =z, z(0) =1z,
=0

La solucién del problema precedente, puede obtenerse de forma habitual, calculan-
do la solucién de la ecuacién homogénea con las condiciones iniciales dadas y sumando
a ésta una solucién particﬁla,r de la ecuacién completa, en la que se anula la solucién
y su derivada en t = 0. Esta tltima puede calcularse resolviendo los PVI:

H tn 1
z, + ax, = E 2,(0) =2,(0) =0, n=0

y combinando linealmente sus soluciones con los coeficientes & y ;.
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Fsta idea inspiré a G. Scheifele la introduccién de una familia de funciones espe-

ciales, adecuada para resolver este tipo de problemas.

Definicién 1.1 Llamaremos funciones G de Scheifele, a las funciones Gy, que vert-
fican:

Gr(t) =2n_2(t), n=2

T

donde x,(t) son las soluciones de los problemas x;;+amn =,

n = 0, es decir, las funciones G, verifican:

t'ﬂ—?

m; Gn(0) = G;(O) =0, n

G (1) + aGa(t) = 2

v

Es conveniente resaltar que las G-funciones dependen de n, t y también de . Cuando

sea necesario especificaremos esta dependencia, mediante la notacion Gy(t, ).

Proposicién 1.1 Paran = 3, se verifica que:

Gp(t) = Ga-a(t)

D/.
Bastara probar que G,,(t) verifica el mismo PVI que Gn-1(t), es decir que cumple

la ecuacidn:

en efecto:

(@) (8) + aCl(t) = L(GL(E) + aGa(t) = = ( tr ) e

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant.2003



Algoritmos para la integracion de problemas oscilatorios en varias frecuencias.Fernando L. Garcia Alonso

20

Las condiciones iniclales son:

G.(0) = 0

1" On_2

(Gn) (0) = Gr(0) = —aGn(0) + (n—2)!

=0

' ., . e
Luego G,, es solucién del mismo problema de valores iniciales que G,_; y por

tanto:

G,(t) =Gn-1(t),n =3 s
Definicién 1.2 Las soluciones de los problemas homogéneos:

z +ox = 0,con: z(0)=1, 2(0)=0

z +ar = 0,con: =2(0)=0, z(0)=1
definen respectivamente las funciones de Scheifele Go(t) y G1(t).
Proposicién 1.2 Las funciones Go(t) y G1(t) verifican:

Gy(t) =Ga(t) , Gi(t) = Go(t)
D/.Como:

NN

(GL)'() +aGi(t) = =(Gi(t) +atr(®) =0

se cumple que:
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Anidlogamente, de:

[ANEL

(G () +0GHO) = LG40 +aGs(t) = 5(1) =0
GL0) = 1

Gy(0) = —aGy(0)+1=0+1=1

obtenemos:

Gy(t) = G1(t) &
Corolario 1.1 Paran 2 1, se verifica que:
Gn(t) = Cn—l(t)

D/.

Se deduce trivialmente, de la proposicién n° 1.1 y de la definicién n® 1.2 &

Teorema 1.1 Las G-funciones de Scheifele, verifican la siguiente relacion de recu-

TTENCIa;
t’n,
Gn(t) + aGrya(t) = ot para, nZ0
D/.
Por la definicién n° 1.1 y por corolario n° 1.1 se cumple:
" 2
Gn(t) + O!Gn(t) = m, para, n z 2
tn—2 S
Gn_g(t) -+ CEGn(t> = m, para, N = 2
t'n
Gn(t) + aGnia(t) = —,  para, n20 &
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Teorema 1.2 La solucion del problema de valores iniciales z +ar=e Z cnn,,
=0

2(0) = zo, x (0) = z,, viene dada por la funcion:
2(t) = 20Go(t) + 2,G1(t) + € Z cnGria(t)

D/.

g +ar = zoGo(t) +z,Gi(t)+¢ Z enGhrio(t) +

+o (a:oGo(t) + G (t) + € f: ann+2(t)>
= o ((G.'; (t) + aGo(t)) oy ((G1() + oG (1))

+5Z ( nia(t) + aGrya(t ))

o0

= & Z Cn_‘
nl

n=0

con lo que se verifica la ecuacién diferencial.

Las condiciones iniciales también se cumplen, en efecto:
z(0) = 20Go(0) += Gl )+e Z cnGni2(0) = o
£ (0) = 3Gy(0) +x,Gy( —|—€ch wi2(0) = g &

Proposicién 1.3 Las G-funciones de Scheifele, pueden expresarse mediante desarro-

llos en serie absolutamente convergentes para todo valor de t, del tipo siguiente:

xR t"+n
=Z,33 n 20
j=0 j+n

donde:
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Por como estan definidas las §;, estas series son absolutamente convergentes.

Definiendo:

tenemos que:

t?k 2

a)k(2k_2 +az =

90 (t) +ago(t) =

a)]+1

> (=
k=1
> (o iy o 2 (el g =0
=0 =0 21):
con
30(0) =1 y g(0)=0
luego go(t) = Golt), por verificar el mismo PVL

Andlogamente se demuestra:

91(t) = G(t)

como:
) o 2k+n—2 . ptn
t) + agn(l) = —a)fe———t af ey =
a(8) + aga(0) D G ;< IR
) t2J+n i R RN
_ .'I+1 4+ o - =
+Z( (25 +n)! ;( )(23+")!
t‘n—2

T (n—2)

y ademas:

se verifica que:
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1.3 Independencia lineal de las G-funciones

Las funciones Go(t), ... ,Gr(t) forman un sistema libre; para su comprobacién serd
suficiente verificar que el wronskiano asociado no es idénticamente nulo.
Hagamos la comprobacién para n = 3. En efecto, por el corolario n° 1.1 y la

relacidon

tenemos:

Gol(t) G1(t) G (t) Gs(t)

—aG1(t) Go(t) G4 (1) G, (t)
Ws

i

—aGo(t) —aGy(t) Go(t)  Git)

a2G1 (t) —O&Go(t) —~C¥G1(t) Go(t)

y por transformaciones elementales llegamos a
Go(t) Gi(t) Go(t) Gs(t)
—OéGl (t) Go (t) G1 (t) G2 (t)
0 0 1 t

0 0 0 1

facilmente se comprueba que W, tendr este valor Vn > 0, pues

Wn = G{(Go+aGa)" %+ aGHGo+ aGy)" % =

= (G +aG))(1)"* = (Gg + aG3)

Por otra parte la cuestién de la independencia lineal se resolverd cuando se pruebe el

siguiente resultado:

Proposicién 1.4 G(t) + aG3(t) = 1 para todo t.
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Por el teorema n°l.1l, para n = 0, tenemos:
Go(t) + an(t) =1

multiplicando por G1(t), e integrando con respecto a ¢, se tiene:

/GldG1+C¥/G2dG2 =

2 2
gl+Ol“G—2 = /Gldt=G2

2 2
de donde
G2 + oG5 =2Gs -
o
G2 + Go(1 — Gg) = 2Gy
luego

G2 = G% - 'G()GQ
Sustituyendo la expresién anterior en la ecuacién Go(t) + aGa(t) = 1 tenemos:

Go(t) +aGa(t) = 1=Go(t)+a (G}~ GoGz) =
= Go(t) +aGi — Go(1—Go) =

GA(t) + aGa(t)

probéndose la identidad &

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant.2003



Algoritmos para la integracion de problemas oscilatorios en varias frecuencias.Fernando L. Garcia Alonso

26

1.4 Relacién con las funciones elementales

Se obtienen resolviendo los problemas homogéneos que definen Go(t) y G1(t) y utili-
zando la relacién establecida en la proposicién n° 1.1.

Siae>0

Go(t) = cos Vot

Gi(t) = —\/13 sin /ot
Ge(t) = -1 (cos /ot — 1)

Gs(t) = :071“ (% sin /ot — t)
Ga(t) = (;?n <cos Vat— 2 (—a)k(;k)!> con n>0
Gony1(t) = (_;L)n <La sin v/at— z—: (—a)k(—;C—_:—l—)—J con n>0
Sia<0

Go(t) = coshv/—at

Gi(t) = f-a sinh v/~ ot

Gq(t) = :a} (cosh v/—at — 1)

Gs(t) = %1 ( 1_@ sinh v/ —at — t)
Gon(t) = (_sz)n (cosh V—at— 2—: (——oz)k(;i}:)!) con n>0
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(_1)n 1 . n-1 . $26+1 | 0
G2n+1(t) = -— \/:ESlnh \ —at— ; (—O&) m con n >

1.5 Relacién con las funciones Stumpff

Es importante notar que las G-funciones estén intimamente relacionadas con las fun-
ciones de Stumpff [67].

Por la proposicién n°1.3, sabemos que:

©° ) t2j+n © ) t2jtn
Gn t = — -7—.————— = —_ ‘7—_——————— =

N ()

= " i
2 G5y

Stumpff [69],[70],]71] introdujo las funciones enteras:
o ‘ 9
en(T) = —1)Y)———— con n=0
=% Y gy >

con el fin de encontrar una representacién uniforme para los diferentes tipos de 6r-
bitas del movimiento kepleriano. La relacién entre las G-funciones de Scheifele y las

funciones de Stumpff es evidentemente:
Gn(t) = t"cn(at?)

Tomando 7 = «t? de las propiedades anteriores de las G-funciones, y de la relacién
de éstas con las funciones de Stumpff, se deducen fécilmente las siguientes férmulas

de recursién e identidades:
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Fdérmulas de recursidn:

1
cn(T) + Tepya(T) = —jocon n =0

de, 1
ZZ_’IT = 5 (’I’LC,«H_Q - cn—l—l) con n z 0

Relacién pitagdrica:
2 20N _
3(r) + 7e3(r) =1
Como en el caso de las G-funciones, también se puede establecer una relacién entre

las funciones de Stumpff y las funciones elementales, para los distintos valores de a.

Sia>0

co(1) = cos(v/7)
ﬁ

(5] (T) =

co(m) =

s T

—1)" n—1 . k
eon(t) = (=1) (cos\/_—;(—l) (%)!) con n>0

Cont1(t) = ( (—sin\/?— 1 —) con n>0

Sta<0

co(t) = cosh(v/~71)

C1 (T) = —
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c3(T)

Con (t)

Con+1 (t)

Sia=0

sinh(v/—7) — V-7
ey

(=1" (cosh A Ti (—1)* (;:)‘) con n>0

(=0° (1 s
_(\/:_7__51nh\/—_T—k2:%( 1) > con

co(t) = 1
Cl(T) = 1
eo(T) = é

1
cs(m) = A
alr) = o

n >0

29

Las funciones c3(7) y ca(7) son idénticas respectivamente a las funciones C(z) y

S(z) que originalmente definié Battin [2],[3] en su obra Astronautical Guidance. Las

funciones de Stumpff, y por tanto las G-funciones de Scheifele, estdn en la base

de diversos métodos de célculo de érbitas, destacando su aplicacién en el programa

Apollo. Ademss de las de Battin, existe gran nimero de publicaciones al respecto,

podemos citar entre los autores més relevantes a Goodyear [35], Herrick [39], Pitkin

[55),[56],[57] v Shepperd [64],[65].
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1.6 Desarrollos finitos y desarrollos en G-funciones

Desarrollando en serie de Taylor y truncando la solucién x(t) del PVI:
' +ar=c-flz,z,1t), z(0) = zo, z(0) =,
obtenemos una aproximacién de la solucién, en la forma:
T (1) =Z TT% on G =3 )(0)
k=0

Al sustituir en la expresién anterior, la relacién de recurrencia del teorema n° 1.1,

obtenemos:

Tm(t) = Y (Gi(t) + oGy ())ax =
= Golt)ao + Gr(t)art in: Gy (t) (ax + aag_2) + AGmy1(t)am-1 + aGmia(t)am

Definiendo una nueva sucesién de coeficientes, como:
b() = Gy, bl = a, bk = qa; + aar_y con k _2 2
el desarrollo anterior se reduce a:

T (1) :Z Gy, (t) b + @ (Grmi1(t)am—1 + Gmya(t)am)

k=0

eliminando el dltimo término, obtenemos una aproximacién diferente,

que proporciona mayor precisién que Zp,(t), como vamos a ver.
Nos restringiremos al caso especial, en el que f depende sélo de ¢, presentando,

posteriormente, algunos resultados pertinentes al caso general.
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En este caso, f(z(t),z (t),t) = g(t), es una funcién analitica en todos sus argu-

mentos, podemos escribir:

— R
o) =3 S0
k=0
Los coeficientes de z,,(t) = —;—I;ak v Xm(t) = Gg (t) by para el PVL:
k=0 k=0

' +az=c- fla(t),z (t),1), z(0) =x9, z(0) =1z

vendrdn dados por:

ap = Zo, ,Q1 = Ty, Opio +oay = eg®(0) con k20
b() = Xg, ,bl = ZE;), b;H_g = €gk)(0) con k z 0
en efecto, si
.’E(t) = Eak
k=0

es la solucién del PVI, tenemos :
.’E(O) =Zg = Qg.

sustituyendo

en el PVI resulta:

[o ] tk o0 tk [e 0] tk .
Z ‘Erak+2+a Z T =E Z 29 (0)
E=0 k=0 k=0

e identificando coeficientes, obtenemos la relacién:

Gryo + 0O = eg™(0) con k20
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Trivialmente:
bp = xo
by = a:é)
y como
brio = Gpyo + ay = —aay + 5gk)(0) + aay = 6gk)(0) = ecy,
entonces:

Xm(t) =i Gk (t) bk = Gg(t)wo + Gl (t)l‘;) + < i gk_z)(O)Gk (t)

k=2

Insertando este wltimo resultado en la ecuacién diferencial, se obtiene el residuo

R,,(t), correspondiente a X,,(t):

Bnlt) = () - (X;;<t>+ax (1) =
= ~¢ (é g5 2(0)Gr-a(t) + @ g; g’“‘”(O)Gk(t)) =
— sgtk eCZng) )Gt +a§:::gk> Gk+2()>=
- i Lg90) — & :‘:gk) 0) (Gult) + aGrralt)) =
= £) o0 - §9k><o>§ = 3 o0

Por otro lado, teniendo en cuenta que:

NE

x, (t) + azn(t) = (Gr-2 (t) + oGy ()b +

o
1
I

+03 (am—l (Gm—l (t) + Ov'Gm-l—l (t)) + Qo (Gm (t) + O‘Gm-f-2 (t)»

y el teorema n® 1.1, el residuo rp(t), correspondiente a Zr, () es:

"

rm(t) = sg(t)—(xm(t)-l—ozxm(t)):
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4k o m k=2 m—1 {1

= ey 5990 - > (k_2),bk+a<am_1( Ty e ,) =
k=0 k=2
oo tk m—2 tk tm—l tm

= € Z Hgk)(O) — < ——!bk+2 +a (am—l( —1) + amg =
k=0 k=0
oo tk m—2 tk tm_l tm

— & Z Hgk)(O)— 789”(0) -« <am—1( ) + apm, ,) =
k= k=0

B o] ¢ " tm—l m

= Ekzzm—l gg (0)—*0!(0”,,1_1( _1)| + m ‘>

Podemos concluir: que, mientras que en Ry,(t) el pardmetro de perturbacién € es
un factor, en 7,(t) no lo es. En consecuencia Rn,(t) serd pequeno con €, pero Tm(t)
no. Si e = 0 el método de series de potencias produce un error y sin embargo el
método de las G-funciones de Scheifele, con sélo el primer y segundo término, integra

exactamente la ecuacién.[67],[60],[74].
Volviendo al caso general: f(z, ', t) es conocido el siguiente resultado, [67]:

Si la solucién z(t) es continuamente diferenciable en [~T,T] con T" > 0 y las
derivadas parciales de f, incluyendo la m-esima, son continuas, en un dominio cerrado,
del espacio tridimensional de varibles reales (z, T t), que contiene a todos los valores
exactos de la solucién z(t), z'(t), t, ademés de las aproximaciones consideradas zm(t),

2, (t), Xm(t), X;m(t), en el intervalo [=T,T] , entonces los residuos:

Bnlt) = f(Xm(t), Xon(8),8) = (Xin(t) + aXin(0)

rm(t) = ef (Tm(t), T (t), ) — (a:;;(t)Jraxm(t))

correspondientes respectivamente al método de la G-funciones y al método de des-

arrollos en serie, satisfacen para t — 0, los siguientes resultados:
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dtm=1 |,y (m—1)!
dmhlf tm_l
) = (onms e [Gt] ) Gy

La notacién ~ indica que:

-1
i R (t) ___E damtf

i—0 ¢m—1 (m—1)! | dtm1 ], _,
andlogamente en el caso de 'y (t).

dm—lf
dtm—1

Es de destacar [60], que es irrelevante calcular la derivada [ } , sustituyendo
t=0

en f la solucién exacta x(t) o cualquiera de sus aproximaciones T (t) y X, (1)

1.6.1 Error de truncacién

Desarrollando en serie de potencias, la solucién exacta z(t) del PVI:

k=0
y dado que
Qpto = —QQy + 5fk)(0) conk=0,1,...

el error de truncacién para
m tk
.’,Bm(t) :Z Fak
k=0

€8s

em = z(t) = Tm(t) = »_ T = > 7‘;(—oéak,_ﬁef’“ 2(0)) =
k=m+1 k=m-+1
= (—0pn_1+f™1(0)) o + O™
- m-1 T E (m + 1)!

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant.2003



Algoritmos para la integracion de problemas oscilatorios en varias frecuencias.Fernando L. Garcia Alonso

35

Por otra aprte, expresando la solucién del PVI, en términos de G-funciones:
2(t) = Got)zo + G1(t)zp+2 > _ g7(0)Gry2 (t)
k=0
el error de truncacién para:
m—2
Xom(t) = Golt)zo + G1(D)zp +€ Y 97 (0)Grsa (1)
k=0

viene dado por:

o0

Ep = 2(t) — Xm(t) =¢ Z g7(0) G2 (2)

k=m-1

Si e = 0 el método de las series de potencias produce un error de truncacién y sin

embargoel método de las G-funciones, no genera error de truncacion.

1.7 Las G-funciones como un método de integra-
cion numéric_a
Consideramos el PVI:
' tozx=c¢-f(z,x,t), 2(0) =z, z(0) =1,

y supongamos que tanto su solucién z(t)y su funcién de perturbacién f (t) son fun-

ciones analiticas, es decir:
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Para obtener una aproximacién a la solucién z(t) sustituimos una truncacién de
su desarrollo en el PVI, lo que nos permitira establecer relaciones de recurrencia, para
calcular los coeficientes cx = ¢g*)(0), a partir de zo y .
Una vez calculados los coeficientes ¢, para k = 0,...,m — 2 y fijado un paso h, la

aproximacién a la solucién y su derivada en el punto h, vienen dadas respectivamente

por
m—2
I = Go(h,)a'}() + Gl(h)iﬂo + ¢ Z Cka+2 (h)
k=0
m—2
zy = Go(h)zy — aGi(R)wo + Y | cxGrya (h)
k=0

Supongamos que tenemos ya calculada una aproximacién a la solucién y a su

derivada en el punto ¢ = nh, que llamaremos respectivamente z, y x;

Para calcular una aproximacién a la solucién y a su derivada de:
' +az=¢-f(z,2,1), z(nh) = z,, = (nh)=uz,
en el punto (n + 1)h, realizamos el cambio de variable ¢t = 7 + nh,obteniéndose
' +axr=¢- f(x,z T +nh), 2(0) =2z, z(0)=z

n

con lo que estamos en la situacidén inicial. Calculamos por recurrencia los coeficientes

del desarrollo

' 7 d*q¢(0)  d*g(nh
f(x(T):m(T),T—}—nh):;—k—!ck con ¢ = dg’]"(k): Zik)

y la aproximacién a la solucién en el punto (n + 1)k viene dada por

m—2
Tn41 = Go(h)zn + G1(h)z, + & Z cxGrya (h)
=0
m—2
Lpt1 = Go(h)z, — aGi(h)zn +& 2 cxGry1 (h)
k=0
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1.8 Ejemplos

Se ha escogido los siguientes ejemplos por ser ecuaciones diferenciales de segundo
orden, que Maple V [1],[7],[14],[30],[34],[54] no puede resolver simbdlicamente, y es
preciso un tratamiento‘ numérico de los mismos. Les aplicaremos la técnica de las G-
funciones, pues a pesar de su simplicidad presentan particularidades suficientes para

documentar el comportamiento del método y su modo de empleo.

1.8.1 Ejemplo 1

Consideramos el problema de valores iniciales [22]:
' +oz=cz’conz(0)=1yz(0)=0
con integral primera para o =1

' 1 ’
F(x,a:)=§<x2+x 2)—%333

Sea z(t) la solucién del problema anterior, que suponemos analitica, por lo que

z(t) =¢ Z Qi
k=0

sustituyendo esta expresién en el PVI obtenemos

Z k277 + o Z Ukyy =€ 510k Z P
k=0 ) k=0 ) ) )

k=0

x

identificando coeficientes

Gy = Lo
!
ay = Iy
k
k
Qpqo + Qap = 65 Jajag_j conk 20
=0
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que nos permite definir la siguiente sucesién

bo = Qg
bl = a3
bpra = aGpy2 + aag

Con estas férmulas de recurrencia calculamos los coeficientes b; para k =0, ...,m,
pues vamos a integrar numéricamente este problema utilizando m + 1 funciones G.

Evaluamos G, (t) para un paso t = h utilizando la férmula

h2j+n

Gn(h’) =Z (_a)j(

25 + n)!

Por ser, @ > 0, la serie anterior es alternada y puede calcularse con un error
prefijado sin més que sumar términos sucesivos hasta que los sumandos sean menores
que una cierta tolerancia.

Denotando por z; y a:'l las aproximaciones a z(h) y :c'(h,) respectivamente, la

aproximacién a la solucién vendrd dada por

m—2
z1 = Go(h)xzo + Gl(h)xg +e Z cxGrya (h)
k=0
m—2
2y = Go(h)zy — aG1(R)zo + € |, Gy (h)
k=0

Para efectuar un segundo paso de integracién se toman como valores iniciales z; y
T, y se realiza el mismo proceso. No es necesario calcular el valor de las G-funciones
por tenerlo del primer paso.

En resumen: una vez obtenido el valor de las G-funciones, cada paso se completa

mediante el algoritmo siguiente

ag = Xg
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ay = CL’;
£ (k
Q4o — — Qg + & Z ( _>ajak_j COn 0 é k é m — 2
=0 M
bo = ap
bl = Qa3
bk+2 = ak+2+aak con 0 _S_k; § m— 2
m—2
Tip1 = Go(h’)wz + Gl(h)$z+ Z bk+2Gk+2 (h)
k=0
m—2
gy = Go(h)z; — aGi(h)zit Y braGrrr (B)
k=0

En la figura n°l.1 se muestra el resultado obtenido al comparar el método de las
G-funciones con un método LSODE de tol = 10716, La integracién se realizé con
1000 iteraciones, paso h = 01ye=10"3

En la figura n°1.2 se muestra el resultado obtenido al comparar el método de las
Q-funciones con un método LSODE de tol = 107, La integracién se realizé con 250
iteraciones, paso h =04y e = 1073,

En la figura n°1.3 se muestra el resultado obtenido al comparar €l método de las
G-funciones con un método LSODE de tol = 107%. La integracién se realizé con 125

iteraciones, paso h = 0'8 y ¢ = 107>.

1.8.2 Ejemplo 2

Consideramos el problema de Duffin [37]:
2 +azr=cz®conz(0)=1yz(0)=0

Para valores pequefios de ¢, Kirchgraber [41], aproxima la solucién mediante un
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desarrollo en serie que es més apropiado que la solucién exacta expresada en términos
de funciones elipticas.

Sin embargo utilizaremos, para contrastar el método, la integral plfimera, para
a=1

! 1 ’
F(x,x)z;(xQ—}-x 2)—2—3:4

4

Sea z(t) la solucién del problema anterior, que suponemos analitica, por lo que

(e o) tk
.L‘(t) =& Z 'ak
k=0

sustituyendo esta expresién en el PVI obtenemos

o

Z ak+2a + Z akk—! =& Z Hak , Hak Hak
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
identificando coeficientes
Qg = Tg
a;y = 3’)6
k k 7
k2 +oaay = € Z < ) Ag—j Z Q;Qj—4 con k Z 0
im0 |\ =0

que nos permite definir la siguiente sucesién

b() = Qq
bl = Q
brro = apq2 + Qag

Denotando por z; y 7, las aproximaciones a z(h) y = (h) respectivamente, la

aproximacién a la solucién vendrd dada por

m—2

Ty = GQ(h).’L'o + Gl(h)fli(r) + & Z Cka+2 (h)

k=0
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m—2

7, = Go(h)xg — aG1(h)zo + & Z cxGri1 (h)

k=0

Una vez obtenido el valor de las G-funciones, cada paso se completa mediante el

algoritmo siguiente

ao
a

ag+2

bo

br42

Tit1

Lit1

Zo
Zo
k J
k
—aay + € Z {( ,>ak_j (Z aia}-_i)il con0<k<m-—2
P =0
Qo
a1

Qgy2 +0ar con 0 S kS m—2

m—2
Go(h)iﬂz + Gl(h)fﬂ;—l— Z bk+2Gk,+2 (h)
k=0
m—2
Go(h).’lﬁ'z e CEG] (h)$z+ Z bk_l_QG;H_l (h)
k=0

En la figura n°1.4 se muestra el resultado obtenido al comparar el método de las

G-funciones con un método LSODE de tol = 10716, La integracién se realizé con

1000 iteraciones, paso h =01y & = 107>,

En la figura n°1.5 se muestra el resultado obtenido al comparar el método de las

G-funciones con un método LSODE de tol = 10716, La integracién se realizé con 250

iteraciones, paso h = 0'4 y ¢ = 1073,
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1.9 Figuras Capitulo 1

1.9.1 Ejemplo 1

log (error)

12 oo —— TR
LSODE
14
18
184
G-13
-20]
22
24]
0 20 a0 50 20 100

. 1" =
Figuran® 1.1. z +ax =e2?, e =103

log (error)
-12 A ey 7L;WDL )
i G-13
14—‘:;
154
18
=} 20 a0 50 S0 100

. i il
Figuran®1.2. £ 4+ az =¢x?, e =103
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log (error)
LSODE
124 T
G-16
—1a |
184
154
Q 20 a0 50 |0 100
r " 2 o -3
Figuran® 1.3. 2 +ax =¢x", ¢ =10
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1.9.2 Ejemplo 2

log (error)

.124_

-1at

.14.1. !

BRI== 4

LSODE

o
s

20 a0 [=in] |0 100

log (error)
124 SR )
LSODE
-1:34
G-15
134
15
16
o 20 40 50 =0 100
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Capitulo 2

Integraciéon numérica de osciladores
perturbados con dos frecuencias.

Meétodo de series de p-funciones

2.1 Introduccién

Es sabido las que G-funciones de Scheifele integran exactamente el problema homo-

géneo asociado al siguiente PVL:
' + oz =¢f(x,z,t)

2(0) =20, z(0) =z t€ab]=1

En el presente capitulo, se introduciran métodos de integracién numérica de doble
frecuencia, para resolver el PVI anterior; para ello, dependiendo del término de pertur-

bacién, se calculardn unas funciones adecuadas para su integracién. Estas funciones,

45
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que llamaremos @-funciones de Ferrédndiz, las obtendremos aplicando un operador

, . d
(D? + %) al PVI precedente, siendo D = I

El célculo de las @-funciones lo realizaremos en varias etapas; en un principio se

calculardn unas ¥-funciones como soluciones de los problemas no homogéneos:

(D* + B)(D? + ) (Tn(t)) = =

posteriormente, se obtendrdn las soluciones del problema homogéneo:

(D* + 87)(D? + o) (ps(t)) = 0

©(0) =6, 4,5=0,1,2,3

y finalmente, definiremos las @-funciones, ensamblando las dos definiciones anteriores.

También en este capitulo se estudiardn las propiedades y distintas expresiones de
las ¢-funciones, asi como su relacién con las G-funciones, Stumpff y las funciones
elementales en los distintos casos, segiin los valores de las frecuencias a y 8. Cada

caso se completa, con el estudio del error de truncacién.

La exposicién finaliza con la aplicacién a dos ejemplos del método de series de ¢
- funciones y su comparacién con el método de G- funciones, pudiéndose apreciar la

ventaja de aquel sobre éste.
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2.2 Las funciones ¢ aplicadas a osciladores libres

en una frecuencia y forzada en otra

Consideramos el problema de valores iniciales, correspondiente a una oscilacién for-
zada de frecuencia o y funcién de perturbacién f = f (z(t), z (t),1)
PVI (1):

g+ o’z = e fz(t),z (t),1)

con condiciones iniciales
2(0) =m0, 2 (0) =2z t€[-T,T)=1

donde o es constante y & un pequefio pardmetro de perturbacién. La solucién
x(t; 2o, %, to) obtenida con las condiciones iniciales anteriores es continuamente dife-
renciable en [—T, T]. La funcién de perturbacién f(z(t), (t),t) se supone que admite
derivadas parciales continuas con respecto a sus variables independientes , %, tenun
dominio cerrado del (x,x', t)-espacio que contiene a t € [~T,T] y a todos los valores
de la solucién (t; To, T, to) y de su derivada z (& Lo, Zg, to)-

Por las propiedades que satisface la funcién de perturbacion:
g(t) = f(.’]?(t, g, mé}; tO)J ml(tv Zo, ‘I‘Eé); tO); t)

en I, se puede desarrollar en serie de potencias.
Evidentemente el PVI

PVI (2):
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CB(O) = Xy

!

z (0) = =

cont € [-T,T] = I tiene la misma solucién que el problema anterior.
Si queremos integrar una segunda oscilacién de frecuencia [ procedemos del modo
siguiente: aplicamos el operador (D? + ﬂ2) a cualquiera de los problemas anteriores,

de modo que se cumple

(D*+8°)(D* +a*)z = (D*+B%)eg(t)
Dz + (o + ) D*r 4+ o2F%z = (D* + B%)eg(t)
a lo largo de la solucién z(t; xo, 2y, o).
Los dos primeros valores iniciales son obviamente

!

z(0) = zo, x (0) =z

’

y se deducirdn del PVI(1) los de z" (0), "' (0) :
z (0) = —a?zo + £ f (o, 29, 0) = T,

y dado z" (t; T, Zg, to) que es:
_a2$’(t) +e (Bfgmgtaz,:;c gt),t}a:'(t) + af!m(g:? (t),t}a:”(t) + Bffmgtatg,w (t},t!) _

— —a%(t) + &V f(a(t), 7 (2),1) - (' (), 2" (£),1)

entonces:

2 m

2"(0) = —azy + £V f(xo, 70, 0) - (zo,7g,1) = 7

Asf podemos, a partir de PVI(1) o de PVI(2) considerar el PVI ”ampliado”:
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PVI(3):
(D 4 B)(D* + o)z = (D + F)ef(,5,8) = (D + B)ea(t)

con las condiciones iniciales

z(0) = =z x(0) =2
z 0) = 1:8
xlll (O) - x(l)ll

cuya solucién exacta z(t; Zo, Tg, to) €s le. misma que la de PVI(1) o la de PVI(2).

Si denotamos por

Ly(z) = (D? + 8)(D* + o*)z

el PVI(3) se expresara en lo sucesivo del modo siguiente:

Ly(z) = (D*+p%eg(t)

z(0) = zo, = (0) =z

"t 1

z (0) = x4

Dado que g(t) analitica podemos escribir:

o n) 0 n

gv(0) ., ¢

g(t) =) Tt =) e
n:O : 'n,_—._O
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et t'n,—Z io: ) "

= ¢ Ch—— +¢ Ben— =
nz=:2 n(n a 2)’ n=0 n'n,!
(o] tn o0

TS TN o) NN
n=0 n=0

= £ ; (cn+2 +/6 Cn),’_,ﬁ

Es importante resaltar, que lo bdsico es no derivar la funcion f(z(¢),z (¢),t), ni
& 3
tan siquiera la funcién g(t) sino utilizar la serie nz—:() ¢cnky , porque sus coeficientes

cn = g™M(0) serdn calculados aproximadamente por diferencias divididas de la funcién
g(2).

La solucién de PVI(3), puede obtenerse de forma habitual segtn la teorfa general
de EDO lineales [51],[?], como la suma de la solucién de la homogénea con las con-
diciones dadas y una solucién de la ecuacién no homogénea en la que ésta y sus tres
primeras derivadas, se anulan en ¢t = 0.

La no homogénea, se obtiene como solucién de los problemas particulares de va-

lores iniciales:

PVI(4):

con n > 0, combindndolas con las ¢; y 62 del PVI(3)

Definicién 2.1 Llamaremos funciones W, (t), a las que cumplen paran 2 0:

t’ﬂ
n!
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Proposicién 2.1 Sin > 1 se verifica U (t) = Tp_q(t).

D/.
Dado que
L(¥,0) = T (L) =
_ % G;) = Ly(Tpor(t)

T, (t) cumple la misma ecuacién diferencial que ¥r_3 (t) y ademds, de forma inmediata
por la definicién n® 2.1, se tiene:

T, (0) = W, (0) = 1(0) = ¥ (0) = 0

X3

TV (0) = DX(Ta(0)) = — (0 + £7) D*¥n(0) — T (0) + —7 =0

por tanto U, (t) y ¥,_1(t) verifican el mismo PVI, y por tanto coinciden.do

Proposicién 2.2 Paran > 0 se verifica la siguiente recurrencia:

tn+4

(n+ 4)!

W (t) + (052 + /82)‘I’n+2(t) + 042/32‘1’n+4(t) =

D/.
Aplicando la proposicién n® 2.1 y la definicién n® 2.1, tenemos:
La(Upia(t)) = D*ppa(t) + (2 + F7)D*Uppa(t) + " Wnpa(t) =

tn+4

(n+4)!

= Tn(t) + (07 + F7) Unsa(t) + 026 Unpa(t) =

Las expresiones explicitas y analiticas de las ¥,,-funciones soluciones de los PVI(4),

dependerén de los valores de las frecuencias o y B.
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Anélogamente ocurre con la expresién explicita y analitica de la solucién del pro-
blema homogéneo con las condiciones iniciales dadas. Dicha solucién se obtendré por
combinacién lineal de cuatro problemas homogéneos particulares cuyas expresiones
dependerdn de los valores de las frecuencias a y .

Una vez obtenidas las expresiones analiticas de estas funciones podemos, en cada
caso, construir la solucién del PVI(3). Para no trabajar con dos tipos de funciones las
unificamos definiendo unas nuevas funciones que llamaremos de Ferrdndiz, en base a

las cuales, redefineremos la solucién del PVI(3), en cada caso.

221 Casola#0,8#0ya#4

Proposicién 2.3 Las funciones U, (t), se pueden expresar mediante las series:

o (__1)m+1- ﬁ2'm—(27'+2) — o2m—(2r+2)

Tye(t) = >

2™ con =0

m=r+2 (2?77,)' ﬁ2 - a2
°° (=1)m+ grm=(2r42) _ pom-(r4)
Uy (t) = 2=l oon r>1

m:er (2m — 1)! 32— a2
D/.
Suponiendo que U,(t) =5 bEj‘]t’*’ tenemos que:

k=0
Ly (¥ k(k —1)(k — 2)(k — 3)bI 54 4
k=4
+(a® + %) Z k(k — 1)bMe2 4
k=2

—I—a2ﬂ2 Z bg’b]tk
k=0
e integrando, mediante desarrollos en serie, el PVI(4) resulta:

> (e + 90k + )k +2) (6 + Dby + (02 + 82) (6 + 1)(k + 207, + 0578 ) £ =

k=0
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e identificando coeficientes, obtenemos la siguiente ecuacién en diferencias:

n kL) 6 T
(& +4)(k + 3)(k +2)(k + 1)bit, + (o + F)(k + 1)k + )b, + o247 = —I’;—

de la que conocemos, debido a las condiciones iniciales del PVI(4):
i = = =5 =0

resolviendo esta ecuacién para los distintos valores de n se obtienen las férmulas

propuestas.de

Corolario 2.1 Las W,(t), se pueden expresar mediante funciones trigonométricas

elementales, de la manera siguiente

Parar >0

r+1 (_1)m+r ﬁ2m—(2r+2) . azm_(2r+2)

Tolt) = =

£ (2m)! B — o2
(=1)" [cos(Bt) cos(at)
+ /32 a2 52r+2 T2
Parar > 1
r+1 o vmdr g2m—(2r42) [ 2m—(2r42)
(=1)™* B Q om—1
r— = - ¢
Vara(t) mz;l (2m — 1)! B2 — a2 *
(=1)*1 [sin(Bt)  sin(at)
+62 _ 042 621'-1—1 - a27+1
D/.

Para W, (t) bastarfa inicializar en cero el sumatorio de la ex resién dada en la
2
proposicién n° 2.3, y realizar adecuadas transformaciones algebraicas elementales.

En el caso de Uy, _1(t), se procederfa de manera anéloga, inicializando el sumatorio

en uno.de
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Corolario 2.2 Las funciones U,,(t) se pueden expresar de forma tnica, mediante la
siguiente formula:

. a2m+2

0 m 52’)’)@—}-2
mz::O 2m+4+n)' B — a2

. .
t2m+4-|—'n ZZ bm]t2m+4+n

m=0

donde
mo_ (D™ g g
T C2m+44n)l -2
conmn = 0.
D/.

Efectuando el cambio de indices: m = i + r + 2 obtenemos:

@2 f: 1)i /32”2 — o2 £2(r+2)
ol 2(4 + r+2))! gE-o2

=0

(__1)z ,62i+2 . C\{2i+2

Para(t) :; Cli+r+2)-1) F-ao

2(4r+2)-1

bastarfa notar 2r como IV y 2r — 1 como M para constatar que se puede expresar de

forma tnica.de
Construiremos la solucién del problema homogéneo, mediante una combinacién

lineal de funciones @, con i = 0,1, 2,3 que definimos a continuacién.

Definicién 2.2 Sean ¢; con i = 0,1,2,3. las soluciones del problema de valores

niciales:

L4<<Pi(t)) = 0

o) = &, 4,7=0,1,2,3.
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Proposicién 2.4 Las funciones ¢, (t) conn=90,1,2, 3. se pueden expresar mediante

las series siguientes:

00 4vml 2027 Q2m—2 _ _ 2m-2 ‘
@O(t) = Z ((21’37’&)' = ﬁ (652 [ QQQ )t2m
m=0 :
0 _q\m+1l 202¢g2m—2 _  2m-—2
al) = 2 (géll)!aﬂ(ﬂzf?—aza terck
m=0
X (=1)ymH1 1627”__ 2m .
902(t) = Z_l ((2712); ( l@Z_ZQ )t2
(Pg(t) - i (_1)m+1 (/82m—a2m)t2m+l

(2m + 1)! /82 — o2

3
I

D/.

Ansloga a la proposicién n° 2.3

Proposicién 2.5 Lasp,(t), conn = 0,1,2,3. se pueden ezpresar mediante funciones

trigonométricas elementales, de la manera siguiente

Po(t) = ! 7 (o cos(Bt) — B cos(at))

a2 —

pi(t) = . (%ﬁ sin(8t) — %sin(at))

o
orlt) = g (eos(81) — eos(ec)

p3(t) = aa—i——ﬁg <% sin(Bt) — é-sin(at)>

D/.

Basta aplicar los métodos tradicionales de resolucién de EDO’S.&

Proposicién 2.6 El conjunto de funciones S = {po(t), ¢1(t), pa(t), p5(t)} es un sis-

tema fundamental de soluciones del problema homogéneo Ly(z(t)) = 0.
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D/.

Se deduce de ser el wronskiano no idénticamente nulo; en efecto:

W (¢0(0), 01(0),95(0),05(0)) =1 &

Proposicién 2.7 La solucidn del problema de valores iniciales siguiente(PVI(5))

" "

z(0) = =z, z(0)==z5 =z (0)=zx,, z"(0) = z,
viene dada por la expresion siguiente:
z(t) = Zopo(t) + Zop1 (£) + 2oipa (1) + 2o 5(2)

D/.

Por la proposicién n® 2.6

zu(t) = Copo(t) + Crip1(t) + Capa(t) + Caips(t)

y resolviendo el sistema que resulta de aplicar las condiciones iniciales obtenemos

m

! "
Co=mzg Cr=mzy Co=z5, Ci3=z, &
Pora lograr una notacién més compacta expresaremos zy(t) como:
zp(t) =v(t) - x

donde

v(t) = (po(t),01(t), pa(t), 5(t))

! H 1t
X = 330, moj $0 ; .’ro

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant.2003



Algoritmos para la integracion de problemas oscilatorios en varias frecuencias.Fernando L. Garcia Alonso
-
Y

Teorema 2.1
z(t) = v(t) - x+e Z (cnt2 + BPcn) Tn(t)
n=0

es solucion del problema PVI(3).

D/.
Aplicando el operador Ly a la funcién z(t) resulta:

Lo(z(t)) = La(w(t)-x)+e Y (care+Fen) Lo (Tnlt)) =

n=0

= 0+¢ Z (Cn+2 + /82071,)

n=0 ,

t'n
n!

veamos las condiciones iniciales

z(0) = v(0) -x=x

i

7 (0) = V'(0) x =g

H

£'(0) = v'(0) x=mx,

1 1

£ (0) = v (0)-x=x4

de donde se deduce la tesis.d
La relacién expresada en el teorema anterior es andloga a:
o0
z(t) = Go(t)zo + G1(t)zy + € Z cnGnra(t)
n=0
que obtendrfamos para el oscilador arménico y las G-funciones de Scheifele.
Para obtener una notacién més compacta y uniforme, procederemos del modo

siguiente:
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Definicién 2.3 Sea:

Ppaa(t) =Tu(t) con n>=0

que llamaremos, junto con las anteriores ©q, ©1, Py Y ©3, ©-funciones de Ferrdndiz.

Pudiéndose entonces escribir la solucién de PVI(3) en la forma:

2(t) = v(t) - x+e f: (ent2 + Bcn) On1a(?)

n=0
Llamando
S(t) :Z (Ck+2 + 52%) Pral?)
k=0

podemos expresar la solucién de PVI(3), z(t) del modo siguiente:
5(t) = w{t) - x--eS (1)

donde la notacién S(t) es indicativa de serie.

Teorema 2.2
n(t) =@, 1(t) Vn>1 ezcepto paran =2

D/.

Por la proposicién n°2.1, el teorema se verifica para n > 5. Para los casos n =
1,3,4. basta derivar las funciones ¢y, 5 y ¢ .

Veamos ahora una relacién entre las G-funciones de Scheifele y las ¢-funciones de
Ferrdndiz. Para ello introducimos la notacién: ¢, (¢, o, 8), para indicar explicitamente
que las @-funciones dependen de las frecuencias a y 8. Notaremos por Gy(t, ) y
Gr(t,B) a las G-funciones de Scheifele para indicar que dependen solamente de la

frecuencia a 6 solamente de la frecuencia 3.
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Teorema 2.3

D (t’a «, ﬂ) =
D/.
Aclaremos que las G, (t, ) y las G, (t,0) se calculan para las ecuaciones
z +olr = eg(t)

m1/ + 62$

|

eg(t)

respectivamente y vienen dadas por las expresiones:

00 t2k+n

Gnlt,) = 3 ()" Gy
0, t2k+'n

Gt0) = 2 )" Gy

obtenidas en el capitulo n°l

Sin > 4 entonces:

00 (— 1 ﬁ2k+2_ o2k +2

pulben) = el Z (2k+n Foa L
1 > & $2ktm 9 0 ok 12640
= 042—ﬂ2 (CM2 kgﬂ (_012) (2k—l—n)' —/8 kgo ( ﬁ) (2.11)_——_—{— TL)'
1

= 5 (Ga(t,0) = FGa(t0)

a2_

Sin = 2,3 tenemos:

° m+1 ﬁ2m — g2m o2
= t MTn—2
(Pn(tz Oé,,@) 221: 2m +n— ; 52 _ 042
(__1) 2k+2 . a2k+2

I
Mg

2

2k +n)  F-ao?

k

i
©

$2k+n $2k4n

k=0

1 2
Z P oGyt

a) = f'Ga(t,0)) &
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Teorema 2.4
Gn(t,a) = ©n(t, o, B) + /6299n+2(t: a,B) Vn>2

D/.
Las Gy(t, o) verifican:

113

t
Gn(t, @) + &2Grya(t,a) = — V>0

y por el teorema n° 2.3,aplicado a: ¢, (t, &, ) y @nia(t, @, B) se tiene:

Gn(t,0) = g — &2Grya(t,a) =
T i 7 (W - /32)—3 —o(a” = )Gnaalt, a)> -
57

= 2 (az (Gn(t>a) +/82Gn+2(t»a)) - 132 (G”(t?ﬂ) + 52Gn+2(t76)>) =

= 0n(t, 0, 0) + st o, f) &

Relacién con las funciones de Stumpff

Los teoremas n° 2.3 y n° 2.4, nos permite establecer una relacién entre las @-funciones
de Ferrdndiz y las funciones de Stumpff, a través de las G-funciones de Scheifele;
obteniéndose:

" 9

QDn(t, Oz,,@) = m (OZ Cn(t2a2) _ 182Cn(t2/32))

(%) = — (alts 0 8) + Fonialt, o, 0))
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Relacién con las funciones elementales

Los teoremas n° 2.3 y n° 2.4, nos permite establecer una relacién entre las y-funciones
de Ferrdndiz y las funciones elementales, a través de las G-funciones de Scheifele;

obteniéndose:

o? — ,82 22 — ﬁ2n—2 (2k)'

- (_1)n ﬂ2n—1 sin ot — a2n_1 sin ,Bt n—1 (___1)k (62k—2n+2 - a2k~2n+2) t2k+1
Ponsa(t) = o — 3 qon-1 _ g1 - Z (2k +1)!

n— n— n-1 —zn —2n
‘P%(t) _ (__l)n (IBZ 2 cos at — a2 2cos,3t+ Z (_1)k (6279 M+2 _ 2k-2 +2) t%)

k=0

k=0

para n > 0.

Calculo del residuo y error de truncacién

Dada al ecuacidn:

donde

(.o}

consideremos la solucién:
z(t) = v(t) - x+e Z (cnsa + ﬁ2cn) Opaalt)
n=0

v tomemos una truncacién con m + 1 @-funciones y m 2> 4

Tm(t) = v(t) - xte Y (Coya+ BCn) @nyalt)

3
S

L4(xm(t)> = £ z—: (Cn+2 + /Bzcn) (Son(t) + (042 + /62) Qon+2(t) + 012,32907}4_4‘@)) =
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m—

"
+ (cn+2 + 16207),) E{)

n=4

62

(ente + B%n) (0,(t) + (02 + B2) 0 pa(t) + 0220, ,4(1))

Il w
s~ o

entonces, el residuo Ry, (t) correspondiente a zy,(t), vendrs dado por:

Bn(t) = e(D*+8%)g(t) — La(zm(t)) =

[oe]

= & Z (CTH—? + /62Cn) g - L4(fl)m(t)) =
= ¢ <Z (cns2 + Bn) (i_"' = (@n(t) + (o + 5%) na(t) + a25290n+4(t))>
+ _f: (Cn+2 + 52%) g)

En consecuencia el pardmetro de perturbacién ¢ es factor del residuo, por tanto, el
residuo seré pequefio con e. Sie = 0, el método de las p-funciones integra exactamente
la ecuacién con sélo el término v(t) - x .

El error de truncacién:

En = Z(t) - xm(t) = Z (cn+2 + ;32571) ‘10n+4(t)

tiene a € como factor. Sie = 0 el método de las p-funciones no produce error de

truncacién.

222 Casolla#0,8=0

Las férmulas, expresiones e igualdades correspondientes a este caso, se pueden obtener
mediante un proceso andlogo al Caso I; o bien mediante el célculo de limites, sobre

las expresiones obtenidas en el caso anterior, cuando 8 — 0.
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Proposicién 2.8 Las funciones W, (t), se pueden expresar mediante las series:

£ = = (___1)’"7' 2mt2m+4+n _i b[n]t2m+4+n
m—l

(2m + 4+ n)! —
donde
—1)™
b{n] — ( 2m.
" (2m+4+n)la
conn >=0.
D/.

Basta tomar Lmites cuando 8 — 0, en la expresién obtenida del corolario n’

22 &

Proposicién 2.9 Las funciones @, (t) conn = 0,1,2,3. se pueden ezpresar mediante

las series siguientes:

S

(=]

=
I
—

t
o -1 m—+1
S%(t) — Z ) 2m—2t2m
=1
< 1)m+ 2m—2 2m+1
pa(t) = Z 2 t

D/.
Basta tomar limites cuando 8 — 0, en la expresién obtenida en la proposicién

n°24. &

Proposicién 2.10 Las ¢,(t), conn = 0,1,2,3. se pueden expresar mediante funcio-

nes trigonométricas elementales, de la manera siguiente

Po(t) = 1
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p(t) = ¢
) = 12
oslt) = é(t—ésin(at})
D/.

Basta tomar limites cuando 8 — 0, en la expresién obtenida en la proposicién
n°2.5. &

Construiremos, de modo andlogo al Caso I y por extensién, las ¢-funciones:
Pnialt) = Un(t) para n > 0, utilizando las funciones ¥, (¢) y ¢;(t) con i = 0,1,2,3
definidas para este caso, es decir con a # 0y 8 =.0.

La solucién del PVI(3) se expresars:

5(t) = v(t) - x+e 3 CuraPuralt)

n=0

Teorema 2.5

n(t) = ©u_1(t) Vn =1 ezcepto paran =2
D/.

@alt,,0) =lim ,(t,0, ) =lim ¢, 1(t,0, ) = p1(t,2,0) &

Teorema 2.6
(Pn(t, «, 0) = Gn(t,a) Vn Z= 2

D/.
Basta tomar limites cuando 8 — 0, en la expresién obtenida en el teorema n°

23. &
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Cslculo del residuo y error de truncacién

Dada al ecuacién:
Ly(z(t)) = eD?g(?)

con las consideraciones efectuadas en el Caso I, para la funcién f(z(t), z (t),t) = g(t)

y solucién:

z(t) =v(t) - x+e Z Cn+2Pnta(t)

tomemos una truncacién con m + 1 p-funciones y m > 4
m—4
Zm(t) = V(t) X458 ) carapnialt)

, n=0

Ccomo

La(om(t)) = ¢ (Z e (pa(®)+ a8 + 3 en )

n=0 n=4

entonces, el residuo Ry, (t) correspondiente a 2y, (t), vendrd dado por:
0 m
= Z Cn+2 ( (#n(t) + ?Pn1a(t) ) + Z Cnt2
n=m-—3
En consecuencia el pardmetro de perturbacién ¢ es factor del residuo, por tanto, el
residuo ser4 pequefio con €. Sie = 0, el método de las p-funciones integra exactamente
la ecuacién con sélo el término v(t) - x .

El error de truncacion:

Em=2(t) = 2m(t) = Y Cat2¢nsalt)
n=m—3

tiene a £ como factor. Si e = 0 el método de las op-funciones no produce error de

truncacion.
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223 CasoIlla=0,06#0

Las férmulas, expresiones e igualdades correspondientes a este caso, se pueden obtener
mediante un proceso andlogo al Caso I; o bien mediante el cdlculo de limites, sobre

las expresiones obtenidas en el Caso I, cuando o — 0.

Proposicién 2.11 Las funciones U, (t), se pueden expresar mediante las series:

2m  2m—+4+n [n] +2m+44n
t = b
Z 2m + 4 + n)' Gmidtn)’ Z m

=0 m=0
donde
—-nm
b['n,] — ( 2
™o (2m4+4+ n)!ﬂ
conn = 0.
D/.

Basta tomar limites cuando @ — 0, en la expresién obtenida del corolario n°

22. &

Proposicién 2.12 Las funciones @, (t) con n = 0,1,2,3. se pueden expresar me-

diante las series siguientes:

Sﬁo(t) = 1

‘Pl(t) =
© (1M1

902(t) = Z %Zwl62m—2t2m
m=1 :
0 (—1)ymHl

(103(t) =S z_:l ((_21;n__)—’__1_)!ﬁ2m—-2t2m+1
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D/.
Basta tomar limites cuando o — 0, en la expresién obtenida en la proposicién

n°2.4. &

Proposicién 2.13 Las ¢,(t), conn =0,1,2,3. se pueden expresar mediante funcio-

nes trigonométricas elementales, de la manera siguiente

‘Po(t) =1
901(75) =1
Paft) = ————’b?; )
1/ 1.
olt) = Bg(t—gsmwt))

D/.

Basta tomar limites cuando @ — 0, en la expresién obtenida en la proposicién
n°2.5. &

Construiremos, de modo andlogo al Caso 1 y por extensién, las w-funciones:
Onia(t) = Uyu(t) para n > 0, utilizando las funciones U, (t) y ;(t) coni =0,1,2,3
definidas para este caso, es decir con a =0y 8 # 0.

La solucién del PVI(3) se expresaré:

z(t) = v(t) - x+e Z (ensa + B2cn) Onsa(t)

n=0

Teorema 2.7
@ (t) = @,_1(t) Vn>=1 excepto paran =2

D/.
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@n(t,0,8) =lim @, (t,0, 8) =lim ¢, (t, @, 8) = ¢,1(£,0,8) &

Teorema 2.8

D/.
Basta tomar limites cuando o — 0, en la expresién obtenida en el teorema n°

23. &

Cdlculo del residuo y error de truncacién

Dada al ecuacién:
Ly(z(t)) = e(D? + ﬁ2)g(t)

con las consideraciones efectuadas en el Caso I, para la funcién f(z(t),z (t),t) = g(t)

y solucién:

z(t) =v(t)  x+e Z (cnt2 + /32Cn)90n+4(t)

n=0

tomemos una truncacién con m + 1 op-funciones y m > 4

T(t) = v(t)  xte Z_ (Cns2 + B2cn)0nyalt)
Ly(zm(t)) = ¢ (Z (cnte + Bcn) (0n(t) + (& 4+ 8%) 0 1a(t) + 025290n+4(t))

n=4

m—4 m
+ (cnya + Bca) y)
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entonces, el residuo Ry, (t) correspondiente a % (t), vendrd dado por:

Ru(t) = &(D*+0%9(t) — La(zm(t)) =

= - (Z (et Ben) (5 = (o) + (074 67) @) + @ onralt))

n=0
co , m
+ Z (cn+2 +/6 cn) E
n=m—3

En consecuencia el pardmetro de perturbacion ¢ es factor del residuo, por tanto,
éste serd pequefio con e. Sie = 0, el método de las -funciones integra exactamente
la ecuacién con sélo el término v(t) - x .

El error de truncacién:

oo/

B =a(t) = 2m(®) = > (enra+Bcn) nrall)

n=m—3

tiene a € como factor. Si e = 0 el método de las p-funciones no produce error de

truncacidn.

224 CasoIVa=p0#0

Las férmulas, expresiones e igualdades correspondientes a este caso, se pueden obtener
mediante un proceso anélogo al Caso I; o bien mediante el cdlculo de limites, sobre

las expresiones obtenidas en el Caso I, cuando § — «.

Proposicién 2.14 Las funciones ¥n(t), se pueden expresar mediante las series:

= (=)™ (m+1) om,s -
\I‘(n t) = my mtd+n b[n]t2m—|—4+n
®) Z=(2m+4+n)!a Z m

m=0
donde

b[n] — (_1)m(m + 1)a2m
™ (2m+4+n)!

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant.2003



Algoritmos para la integracion de problemas oscilatorios en varias frecuencias.Fernando L. Garcia Alonso

70

conn = 0.

D/.

Basta tomar limites cuando § — «, en la expresién obtenida del corolario n°

.

N
O

Proposicién 2.15 Las funciones ¢, (t) con n = 0,1,2,3. se pueden expresar me-

diante las series siguientes:

©o(1)

pi(t) =

Po(t) =

P3 (t) =

D/.

= —1)™(m -1 2m.42m
> )(2'rr(z)! Lo

Z (_1)m+l(m — 1)a2mt2m+1

— (2m+1)!
i (—1)m+1ma2m—2t2m
— (2m)!

i (—=1)™*m 2m-2y2m+1
(2m + 1)

Basta tomar limites cuando § — @, en la expresién obtenida en la proposicién

n°2.4. &

Proposicién 2.16 Las ¢, (t), conn =0,1,2,3. se pueden expresar mediante funcio-

nes trigonométricas elementales, de la manera siguiente

t
= ———cos(at) +

= gtsin(at) + cos(at)

2
—t cos(at)

= ——F+ 3 sin(at)

2 20

t
= —sin(at)

200
sin(at)
208

2002
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Basta tomar limites cuando 8 — «, en la expresién obtenida en proposicién
n°2.5. &

Construiremos, de modo andlogo al Caso I y por extensién, las -funciones:
@nia(t) = Un(t) para n > 0, utilizando las funciones U,(t) y @;(t) coni=0,1,2,3

definidas para este caso, es decir con o = 3 # 0.

La solucién del PVI(3) se expresard:

z(t) = v(t) - x+e Z (cnrz + 0 cn) Pria(t)

n=0

Teorema 2.9

!

@, (£) = pn_1(t) Vn>1 excepto paran =2
D/.

Qo;z(taava) :éi_l)% (pln(t,a,ﬁ) =éi_)né ‘pn——l(tao‘:ﬂ) = @n—l(t7av O{). &

Teorema 2.10
n T
QOn(t, «, OC) = (1 - 5) G.n(t, O{) + §Gn_1(t, Of) n 2 2

D/.

Dado que

So; (_a2)kk 2k+n
— —‘———t
QOn(t,Ol,Oé) Gn(tJ CZ)-{" (2k+n)'

k=0

- (“042)% W4+n __ f _r
kz::O (2k+n)‘t - 2G’n-1(t1a) 2Gn(t:a)

se obtiene facilmente la tesis del teorema. &
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Calculo del residuo y error de truncacion

Dada al ecuacién:

Ly(z(t)) = e(D* + a?)g(t)

con las consideraciones efectuadas en el Caso I, para la funcién f(z(t), = (t),t) = g(t)

y solucién:

2(t) =v(t) xt+e Y (cara + 0%cn)ny4(t)

n=0

tomemos una truncacién con m + 1 p-funciones y m > 4
m—4
5nlt) = 0(8) ke 3 (enss +0en) o)
n=0

como

3

L4($m(t)) = £ (Z (c'n-l—? + O€2Cn) ((pn(t) + 2a290n+2(t) + a4<10n+4(t))

n=0

m—4 o
=+ Z (Cn+2 + O!2Cn) ;,)

n=4

entonces, el residuo R (t) correspondiente a Zp, (t), vendrd dado por:

Bn(t) = e(D?*+8%)9(t) — La(zn(t)) =

t'n
(cns2 + 0Pcn) <m — (ipn(t) + 2070, 5 () + a4<Pn+4(t)))
[e o] tn
+ Z (Cn+2 + C\!ch) E)

n=m-—3

NE

o

En consecuencia el pardmetro de perturbacién ¢ es factor del residuo, por tanto,
éste serd pequetio con €. Si e = 0, el método de las ¢-funciones integra exactamente

la ecuacién con sélo el término v(t) - x .
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El error de truncacién:

[e o]

Ep=2(t) —n() = > (oni2+’cn) Ppialt)

n=m-—3

tiene a & como factor. Si e = 0 el método de las @-funciones no produce error de

truncacion.

2.2.5 CasoVa=p8=0

Proposicién 2.17 Las funciones ¥n(t), se pueden expresar del modo siguiente

t4+'n

0 =@y

D/.

Evidentemente verifican la ecuacién diferencial correspondiente. &

Proposicién 2.18 Las funciones @,(t) con n = 0,1,2,3. se pueden expresar del

modo siguiente:

po(t) = 1
pi(t) =t
oo = &
) = 5

D/.

Evidentemente verifican la ecuacién diferencial correspondiente. &

Construiremos, de modo andlogo al Caso I y por extensién, las ¢-funciones:
Onra(t) = Un(t) para n > 0, utilizando las funciones U, (t) y @,;(t) coni =0,1,2,3

definidas para este caso, es decir con a = = 0.
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La solucién del PVI(3) se expresara:

z(t) = v(t) - x+e Z Cnt2Ppra(t)

n=0

Teorema 2.11

t

0, (t) =@,_1(t) VYn>=1 -excepto paran =2
D/.

#a(t,0,0) =lim @0 (t, @, 8) =lim 1 (t, @, ) = 9, 1(£,0,0). &

Teorema 2.12

©n(t,0,0) = Go(¢,0) Vn > 2

D/.

Trivial.

Calculo del residuo y error de truncacién

Dada al ecuacidn:

Ly(o(t)) = eD%(1)

con las consideraciones efectuadas en el Caso I, para la funcién f(z(t), (), t)

y solucién:

CcO

o(t) = v(t) - x+e Y Corappalt)

n=0
tomemos una truncacién con m + 1 @-funciones y m > 4

m—4

Tm(t) = v(t) - x+e Z Cnt20n14(t)

n=0
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cOomo

La( =g (Z Cn2@n (T Z Cn+2—)

n=0 n=4

entonges, el residuo Ry, (t) correspondiente a z,(t), vendrd dado por:

Rn(t) = eD?g(t) — La(zm(t)) =

3
n
= €& (Z Cn+2 (ﬁ ) Z Cn+2— >
n=0 ) n=m—3

En consecuencia el pardmetro de perturbacién € es factor del residuo, por tanto,
éste sers pequeiio con £. Sie = 0, el método de las @-funciones integra exactamente
la ecuacién con sélo el término v(t) - x

El error de truncacién:

Ep = x(t) — zm(t Z Crt2Pntalt

n=m—3

tiene a & como factor. Si e = 0 el método de las @-funciones no produce error de

truncacién.

2.3 Las ¢-funciones como un método de integra-
cién numeérica.

Supongamos que queremos aproximar la solucién de un oscilador perturbado, definido

mediante el siguiente PVI:
' +ofz=cf(z,z,t)

2(0) =29, 2(0) =2z, tE€ab]=1I
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que verifica las condiciones expuestas en la seccién 2.2 de este capitulo.

Su solucién se puede expresar mediante el desarrollo:

Sustituyendo este desarrollo en el PVI anterior, podemos establecer férmulas de
recurrencia para obtener relaciones entre los coeficientes a, y los ¢, del desarrollo
de la funcién de perturbacién: f(z(t),z (¢),t) =Z cnl; a partir de las condiciones

n=0

Iniciales.

Efectuando la sustitucién resulta:

= A, .
E an+2;b~!+a ann;! =& E cna
=l n=0

n=0
e identificando coeficientes, obtenemos:

an+2+a2an =egc, conn=>0yc, = fn)(o)

. /
slendo ag = Ty a1 = .

Extendiendo la anterior recurrencia:

a = o

a = x,

ay = —a2a0 +e ¢y

ag = —~o:2a1 +ec

Qpnys = —ala,+ec¢, conn>2
Teniendo en cuenta que z” = —cz+ef(z(t),z'(t),t) y 2" = —o2z +ef (2(t), z'(£), t)
se obtiene:
2y = —alzy+ef(z(0),2'(0),0) = —alag+¢ ¢y

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant.2003



Algoritmos para la integracion de problemas oscilatorios en varias frecuencias.Fernando L. Garcia Alonso

-~J
~1

ze = —clzy+ef (2(0),2(0),0) = —a+e

pudiéndose presentar la recurrencia anterior como:

ap = <o
1
a; = 1'0
2 1"
ay = —Q a0+500:w0
2 1
ag = =—a"a;+€ =%y
2
Gpys = —OQ Gy +E Cn conn > 2

Por otra parte, sabemos que es posible expresar la solucién z(t), como desarrollo

en ( funciones, en cada uno de los cinco casos. Sia #0, 8 +#0y a# 3, obtenfamos:

z(t) = v(t) - x+e i (ent2 + B%¢n) nralt)

n=0
o bien:
z(t) = aopo + arpr + a2y + aspste i (cnra + Bcn) @nralt)
n=0
Definiendo:
bo = ao
by = a1
by = a9
by = a3
by = £(cna+ Bcn-a) conn>4
como

ECp = Qpyo + a’a, conn>2
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entonces
by = ap + @2an_9 + ﬁ2 (an_2 + azan_4) conn >4
¥ por tanto
b, = a, + (052 + ,32) Uno+?F%a,_s conn>4
obteniéndose:
2(t) = boo + bupy + bapy + bsogt Y b (t)
' n=4
o bien:

z(t) =) buipn(t)

que prescidiendo de truncaciones, es andloga a la expresién obtenida para desarrollos
en G - funciones.

El hecho de que sdlo se exponga con detalle el caso I, es debido a que los ejem-
plos que ilustran este método se refieren a él. En los demés casos se utilizard la
expresién correspondiente para obtener el desarrollo de la solucién z(t) en términos
de las ¢ - funciones, definiendo primero una recurrencia entre los coeficientes an y

posteriormente otra entre los coeficientes b, a partir de la anterior.

2.4 Ejemplos

En esta seccién aplicaremos la técnica de las ¢ - funciones a la integracién numérica
de dos problemas concretos, para ilustrar el comportamiento del método y su modo

de empleo.
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2.4.1 Ejemplo 1

Sea el PVL

con integral primera, para o = 1:

F (avx) -

Escogiendo un paso h y evaluando las ¢ - funciones en h, como flz,z',t) = z%(t),

2 12 &3
<$+w) 37

NS

por un proceso andlogo al seguido en el ejemplo uno del capitulo uno se obtiene:

ag = g
'
al = mo
2 2 2
Ay = — Qo+ & Cg=— a0+ea¢0
2 2 '
as = —a’a;+ec =—0"a;+ 2 To Iy
n
9 n
Upty = —Q Qp+E E j Qj0n—; conmn > 2
—

y definiendo la sucesién auxiliar de coeficientes:

bo =
bl =
bg = Q9
bs = a3

bn = an+ (0 + B*) an_s + a*f%a, 4 conn >4
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COmo.
2(t) = boolt) +buga(t) + baa(t) + bopg( > bapn(t)
n=4
T (t) = bopy(t) + brpg(t) + bapa(t) + bay(t)+ }2 bnpn_1(1)
S(0) = bog(t)  bugol) + bagh() + b S bupn o)
v n=4
2 (1) = bopy (£) + bipg(t) + bapy (t) + bsy (£)+ i bnpp_5(t)
n=>5
siendo:

‘Pé)(t) = —042/32903(t) ‘P;(t) =y (t) - (042 + /32) ©3(t)

o(t) = —c?F0(t)  @y(t) = polt) — (o + F%) ea(2)

o (1) = =02 Bpa(t) @y (t) = po(t) — (% + ) o (1)
si denotamos por z1, 3, Ty y #; las aproximaciones a z(h), z'(h), z"(h) y =" (h)
respectivamente, la aproximacién a la solucién, utilizando (p+1) @ - funciones, vendrs,

dada por:

TLo= Y bup(t)

n=0

P
Ty = bO‘P:)(t) + bipe(t) + 5290;(t) + b3, (t)+ Z bnipn_1(2)

n=4

P
21 = bowg(t) + bipg(t) + bapy (t) + baa (E)+ > buion_5(2)
n=4
Ht 1l " Ht 124 p
Zy = bowg (t) + bipg(t) 4 bawy (t) + bsipy (t)+ Z bnpn_3(t)

n=>5
Para efectuar un segundo paso de integracién se toman como valores iniciales: z,
1 it

H . - . .
Zy, Ty, Xy , y se realiza el mismo proceso,no siendo necesario calcular el valor de las

¢ - funciones por tenerlo del primer paso.
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Resumiendo, una vez obtenido el valor de las ¢ - funciones, cada. paso se completa

mediante el algoritmo siguiente:

Qo = Iy
1
a; = I
2 2
ay, = —0"0pt+E X
— 2 9 o
a3 = —o'a;+ 28 T X
" /n
Unyy = —Clap+e Z (j)ajan_j con2<n<p-—2
=0
bo = Qg
by = a
b3 = as
b = an+ <a2 + ;82) Q-2 + 052/620'7%—4 con4d<n<p

p
Tiy1 = an‘:%(t)
n=0

i

P
T = bopo(t) + bupo(t) + bapy(t) + bapa(t)+ Z bnipn 1 (t)

n=4
P
Tiyy = bowo(t) +brpo(t) + batps (£) + bapa () + Z bnpn_s(t)
n=4
" i " "t " P
T = Do () + brpo(t) + bay (t) + bsipa )+ Z bnpn—3(t)
n=>5

Fn la figura n° 2.6 se muestra el resultado obtenido al comparar el método de
las ¢ - funciones para o = 1y # = 2 con un método LSODE de tol = 1071¢. La
integracién se realizé con 1000 iteraciones, paso h = 01lye=10"5

En la figura n° 2.7 se muestra el resultado obtenido al comparar el método de

las ¢ - funciones para o = 1y 8 = 2 con un método LSODE de tol = 107'¢. La
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integracién se realizé con 250 iteraciones, paso h = /4 y ¢ = 1073.

Como puede observarse, en las figuras n ° 2.8 y n ° 2.9, para ¢ = 1072, 1074,
1073, 1076, el método de las ¢ - funciones presenta un mejor comportamiento que el
método de las G - funciones pues permite ganar un orden de £2 con respecto a éstas,
aunque sigue presentando la dificultad de la adaptacién del método a cada problema

particular.

2.4.2 Ejemplo 2

La ventaja del método de las ¢ - funciones, se hace patente cuando podemos elegir
un A3 tal que D? + 3% anule la perturbacién, pues basta con cuatro @ - funciones para
integrar exactamente el problema homogéneo, como se puede observar a continuacién,

al intentar resolver el PVI siguiente:

T + o’z = e cos(100t)

cuya solucién exacta es, para o = 1:

£ £
o(t) = ~gagg 0s(1008) + (555 + 1) eos(t
, 100e €
t) = in(100t) — i
z (1) 9995 sin(100¢) <9999 + 1) sin(t)

Tomando 8 = 100 y razonando andlogamente al ejemplo anterior, se obtiene:

ag = Xy
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as

An+2

83

11

= —alap =1z

1Hi

= —a’a; + 2 =z,

nw
= —a’a, +¢ 100" cos (100t + —2—) conn > 2

definiendo la sucesién auxiliar de coeficientes:

bo

b

ba

b3

by

= ag
=
= Qa9
= a3

= Gy + (O{Q + ,62) Qo + 062,820%_4 conn=>4

sl denotamos por i, xlh xéll y 33;1 las aproximaciones a .’.E(h), xr(h), .’Z}H(h) y mm(h)

respectivamente, la aproximacién a la solucién, utilizando (p+1) ¢ - funciones, vendrd

dada por:

T

> baa(t)

n=0 )
Booo(t) + biipo(t) + bas(t) + baepa(t)+ Z b1 (t)
n=4
14
booy(£) + bipy(t) + bapa (£) + bspa(t)+ Y | bnipna(t)
n=4
P
by (£) + biog (£) + by (£) + bspy () Y Bapn_s(t)
n=>5

El paso siguiente es resolver el PVL:

z" + o2z = e cos(100t)

p(h) =21, «'(h) =2}
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oel PVIL

que presenta la dificultad de que al fijar un paso h y calcular el valor de la aproxi-
macién a z(h), ' (h), ' (h) y =" (h), no se puede avanzar un segundo paso ya que la

funcién de perturbacién depende explicitamente del tiempo. Con el fin de evitar este

Ly(z) = (D*+B*)(D?+ o®)a(t) = e(D? + 8%) cos(100t)

1t 1Ht

z(h) = =, z(h)=z;, ' (B)=z;, z"(h)=um

problema, se procederd del modo siguiente:

. . r 1
Una vez ya calculadas las aproximaciones a los valores de z(h), z'(h), =" (h) y
w r i 1"t ’ . , .
z (h) que se han notado como 7y, T, x; y T, , respectivamente, se efecttia un cambio

de variable independiente 7 = t — h y se considera z(t) = (z* o 7)(t). Al sustituir z(t)

por z*(7) en el PVI resulta:

#(0) = @, o”(0)=g), «(0)=a], 2(0)=2]

Ly(z*) = (D*+ B°)(D* + a®)z" (1) = &(D?* + %) cos(100(7 + 1))

! 1

lo que permite reinicializar el método y obtener las recurrencias:

Qo

a1

a9

as

n42

—a’a,, + 100" cos (100/2 + n—g) con2<n<p-—2

Qg
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bh = a
bs = a3
b, = an+ (oz2 + ,82) an-o+ 2B%n-s cond<n<p

?
T2 = Z bﬂ@n(t)

n=0
P

Zy = bowo(t) + bipo(t) + bapa(t) + bspa(t)+ Z bnon-1(t)

n=4

p
zh = bopa(t) + brog(t) + bapy(t) + bsoa(E)+ D banalt)

n=4

P
= bagy (1) + bupo(t) + bagy (t) + bs @y (E)F D buas(t)

n=>5

Una vez ya calculadas las aproximaciones a los valores de z(2h), x' (2h), = (2h)
y :c”’(Zh) que se han notado como xy, Ty, x; y x;”, respectivamente, se efectiia un
cambio de variable independiente T = t — h y se considera z(t) = (z* o 7)(t). Al

sustituir z(¢) por z*(7) en el PVI resulta:

Ly(z*) = (D*+pH(D*+ o2)z*(1) = &(D* + ) cos(100(7 + 1))

nt

°(0) = zy, x7(0)=m,, ' (0) =z, 2z (0)=z,

lo que permite reinicializar el método.

En la figura n° 2.10 se muestra el resultado obtenido al comparar el método de
las ¢ - funciones para @ = 1y 8 = 100 con un método LSODE: de tol = 1071, La
integracién se realizé con 1000 iteraciones, paso h = 08 ye=10"3

En este ejemplo, al tomar 8 = 100, se consigue anular la funcién de perturbacién
y el método integra exactamente el problema homogéneo resultante, con paso h = 0’8

o superior y con tan solo cuatro ¢ - funciones. Para poder observar la precisién se
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han tomado 40 y 100 digitos y aunque se pueden calcular todas las aproximaciones,
en la gréfica de errores se presenta el problema, de que en el célculo del log (error),
aparecen singularidades, debidas a la precisién del método, que impiden completar la

gréfica.figura n® 2.11.
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-

2.5 Figuras Capitulo 2

2.5.1 Ejemplo 1

log(error)

LSODE
-1 -"-1—.":

fis-16

o 20 40 B0 a0 100

Figuran® 2.6. " + a2z =c2? ,e=10"% h=0.1

log(error)

LSODE

fis - 16

18l

0 20 40 B0 80 100

Figura n® 2.7. x
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log(error)
-20] et A (-2)
-25L YYYY YV 4)
304
(-8)
354
-40}
45
(-16)
504
o 20 30 B0 80 oo ¢

Figura n® 2.8. Método de ¢ — funciones. (Entre paréntesis logo€)

log(error)
D5
] (-2)
-4
(-8)
-
] (-16)
-383
-403
A4 : t
0 20 40 B0 80 100

Figura n® 2.9. Método de G — funciones. (Entre paréntesis log;o€)
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2.5.2 Ejemplo 2

log(error)
1 e ———

=i 5 LSODE

Figura n° 2.10. " + o?z = € cos(100t), & = 1072, 40dse

log(error)

LSODE

1004 —————— '_. L et , e — e

Figura n° 2.11. ' + oz = ¢ cos(100t), € = 1073, 10%aie
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Capitulo 3

Integracién nimerica de
osciladores perturbados: métodos

numericos multipaso

3.1 Introduccién

En el capitulo anterior, se han definido cinco grupos distintos de ¢ - funciones, segin
los valores posibles de las frecuencias o y 8. A continuacién, se presentardn los
elementos bésicos para elaborar un verdadero esquema multipaso, utilizando las ¢ -
funciones. Habra pues, cinco esquemas distintos dependiendo de los valores de las
frecuencias que aparezcan.

En los métodos numéricos propuestos todavia estd implicada una serie cuyos co-
eficientes son las derivadas de la funcién de pertubacién, lo que dificulta, aun trun-
candola, su implementacién en un computador para expresiones complicadas de dicha
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funcién.
Por supuesto en las aplicaciones de estos métodos especiales a problemas de di-

ndmica orbital la expresién de la perturbacién se hace sumamente complicada. Este

problema se resolvers en el capitulo siguiente de esta memoria.

3.2 Meétodos numéricos multipaso

Debido a la simetria de las ¢-funciones y sus derivadas, se pueden generar dos familias

de métodos, segin los distintos valores de o y S.

321 Casola#0,8#0ya#p
Consideremos la solucién del PVI(3)
z(t) = v(t) - x+eS(t)
que evaluamos en h y en —h, obteniéndose:
z(h) + z(—h) = (v(h) + v(—h)) x + € (S(h)+S(~h))
como (,, (t) es par, para n =0,1,... y @,,_;(t) es impar para n = 1,2, ..., resulta:
S(h)+S(=h) =

= Z (cor + Bcon—2) (902k+2(h) + Paia(—h)) =

k=1
oo

= 2 Z (car + BPcor—2)Parsa(R)

k=1

(v(h) + v(=h)) x = 2pg(h)zo + 25 (h)z,
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dado que
00 4
g(t) =y Cny
n=0
de la ecuacién
(D* + o) z(t) = eg(t)
se obtiene

5y = —a’To + £Co
por tanto:
v(h) +v(—h) = 2 (po(h) = &’z(h)) o + 2=copa(h)
sustituyendo @o(h) ¥ @,(h) por sus expresi/ones trigonométricas
v(h) + v(—h) = 2z cos(ch) + 2ecopy(h)

Luego

2(h) + o(—h) = 230 cos(arh) + 2ecopy(h) + 2 ) (cak + Flem—2)Parra(P)

k=1

Razonando anilogamente para las derivadas
£ (h) < (~h) = (v (W) — v/ (-1)) x +e (5= (=m)
como s, (t) es impar, para n=0,1,... y ©on_1(t) €s par para n = 1,2, ..., resulta:

S'(h)=S' (=h) =2 (car + Bcon-2)Parya(h)
k=1

V' (h) =/ (=h) = 2po(h)z0 + 225 (R} =
= 2 (i) — a%ey(h)) mo + 2zcopy(h) =

= —2azgsin(ah) + 2ecopy(h)
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)¢

z'(h)— 2 (=h) = —2azqsin(ah)+ 2ecopy(h) + 2 (cor + Bcan—2)opsa(h) =

k=1

(con + ﬁ2c2k—2)902k+1(h)

gk

= —2axgsin(ah) + 2scopy(h) + 2

o
Il

1

Obteniendo, de esta manera, las expresiones que se utilizarén para el primer tipo
de métodos.
De igual forma, calculando z(h)+z(—h) y calculando z'(h)+2z (—h) obtendriamos

las expresiones:

Ty . >
z(h) —z(—=h) = 2-(—19 sin(ah) + 2ecip5(h) + 2¢ Z (cop+1 + B2cor—1)Pop 13 (R)

k=1

z' (h) +z'(=h) = 2z, cos(ah) + 2ec1po(h) + 2¢ Z (cons1 + Bcar—1)@or+5(h)
k=1

que emplearemos para el segundo tipo de métodos.

Introduciendo los métodos

Supongamos que tenemos calculada una aproximacién de la solucién y de sus deri-
1

. . ! "
vadas en el punto ¢ = nh, llamemos a estas aproximaciones z, z,, T, ¥ T, . Lo que

interesa ahora es obtener una aproximacién a la solucién de

Lz = ef(z,zt)

z(nh) = z,
z(nh) = =z,
z'(nh) = z.
2 (uh) = a
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en el punto (n + 1)h. Para ello efectuamos el cambio de variable independiente

t = 7 + nh en la anterior ecuacién, transforméndose en

Lz = ef(z,z,7+nh)

z(0) = =z,
£(0) = =,
'(0) = =z,
£"(0) = =,

con lo que ya estamos en el mismo caso que al principio, teniendo en cuenta que

o0 k
' T
f(z,z 7+ nh) =g(7) =Z bkﬁ
. k=0
donde

by, = gk) (nh)

Método I La aproximacién a la solucién y a su derivada en el punto (n+ 1)h

vendria dada por

Tny1 = —Tn_1+ 22, cos(ah)+ 2ebopy(h) + 2 Z (bok + Bbok—2)Par2(h)

o
1
e

’

Thyy = Ty — 20@nsin(ah) + 2bopy(h) + 26 Y (bax + B2bor_2)@opy1(R)

NE

o
I
=

Método IT La aproximacién a la solucién y a su derivada en el punto (n+1)h

vendria dada por

T, . =
Tnt1 = Tp-1t 2; sin(ah) + 2ebipz(h) + 2 E (bak+1 + Bbak—1)@anra(h)
k=1

Lo = —x,,_; + 2z, cos(ah) + 2ebipy(h) + 2¢ Z (bap+1 + Bbak—1)Pos12(h)
k=1
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3.22 CasoIlla#0,8=0

Razonando de modo anélogo al Caso I, con las ¢'s correspondientes obtenemos:

x(h) + z(—h) = 2zg cos(ah) + 2ecop,(h) + 2¢ Z CorPopra(h)
k=1

y para las derivadas:

2 (h) — z (—h) = —20mo sin(ah) + 2ecopy(h) + 2 Z CokPor1 (M)

k=1

De igual forma, calculando z(h)+z(—h) y calculando z' (k) +z'(—h) obtendrfamos

las expresiones:

!

Zy . S
z(h) — z(—h) = 250 sin(ah) + 2€c1<p3/(h) + 2¢ Z Cort19P2k43( )

k=1
z (h)+z'(=h) = 2z, cos(ah) + 2cc1p4(h) + 2 Z Cok+1Pop 10 (R)
k=1

Introduciendo los métodos

Procediendo de igual manera que en el Caso I, la aproximacién a la solucién y a su

derivada en el punto (n + 1)h vendria dada por

Método I

Tnt1 = —Tp-1+ 22 cos(ah) + 2ebypy(h) + 2¢ Z borPog 4o ()
k=1

Tpy1 = Tn_y — 202, sin(ah) + 2ebopy(h) + 2 > by (h)

k=1

Meétodo 11

. o
Tnt1 = Tp-1+ 2—sin(ah) + 2ebyps(h) + 2 2 bok+109x43(R)
k=1

Tppy = —Tpoy + 28, cos(ah) + 2bypy(h) + 2 Z bor+19Par42(h)
k=1
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3.2.3 CasoIllla=0,3#0

Razonando de modo anélogo al Caso I, con las ¢'s correspondientes obtenemos:

o(h) + m(—h) = 20 + 2ecopy(h) + 25 Y (con + B can—2)Ponra(h)
k=1

y para las derivadas:

o (h) — &' (—h) = 2ecapy(h) + 26 Y (con + B can—2)parsa(h)

k=1

De igual forma, calculando z(h)+z(—h) y calculando ' (h)+z (—h) obtendrfamos

las expresiones:
o(h) — m(—h) = 2hzy+2ecips(h) +26 D (Carpr + B2Ck-1)Parys(h)
/ k=1

Z'(h)+x (—=h) = 2o+ 2eciipy(h)+ 2 Z Cart1 + B2 con-1) 0o 42(h)
k=1

Introduciendo los métodos

Procediendo de igual manera que en el Caso I, la aproximacién a la solucién y a su

derivada en el punto (n + 1)h vendria dada por

Método 1
Tyl = —Tn-1+ 2%y + 2bopy(h) + 2 Z (bak + Bbar—2)Pans2(h)
k=1
! ' ! = 2
Ty = Tt 2ebppy(h) + 2¢ z (bor + B*box—2)Pop41(R)
‘ k=1
Meétodo II
Tpp1 = Tno1+ Ohix, + 2ebips(h) + 2 Z (bor1 + Bban—1)@ara(h)
k=1
m'ln.+1 = —@, ;+ 2z, + 2eb1pa(h) + 2¢ Z (bok+1 + Bbor—1) a2 ()
k=1
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324 CasoIVa=§#0

Razonando de modo andlogo al Caso I, con las 's correspondientes obtenemos:

x(h) + z(—h) = 2zo cos(ah) + 2ecop,(h) + Z Cor + 0 Cop—2) 0oy 4o (h)
k=1

y para las derivadas:

z (h) — ' (—h) = —2am, sin(ah) + 2ecowq(h) + 22 Z (cor + a®can—2) oy 1y ()
k=1

De igual forma, calculando z(h)+z(—h) y calculando z'(h)+x (—h) obtendriamos

las expresiones:

iL" . had
x(h) — CE(—h) = 2;0 Sln(O{h) + 2801903(}7/) + /28 Z (c2k+l + a2c2k_1)<p2k+3(h)
k=1

z (h)+ 2 (=h) = 2z4cos(ah)+ 2eci09(h) + 2¢ Z (carr1 + 2 Con—1)Pop 1o (h)
k=1

Introduciendo los métodos

Procediendo de igual manera que en el Caso I, la aproximacién a la solucién y a su

derivada en el punto (n + 1)h vendria dada por

Método 1
Tntl = —n-1+ 2T, cos(ah) + 2ebgpy(h) + 2¢ i (bax + &®bok—2)Papra(h)
k=1
Tpp1 = Tp_y — 202, sin(ah) + 2ebopy(R) + 2 i (box + &®bok_9)Pgp 1 (h)
k=1
Método I1
Tpyl = Tpoi+ 2% sin(ah) + 2ebyps(h) + 2¢ i (bok+1 + oz2b2k_1)<,02k+3(h)
wfnﬂ = = 2.1; cos(ah) + 2ebypy(h) + 2 i (bog11 + oz2b2k_1)<p2k+2(h)

=1
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3.2.5 CasoVa=0§=0

Razonando de modo andlogo al Caso I, con las ¢'s correspondientes obtenemos:

o(h) + (—h) = 2m0 + 2ecopy(h) + 26 D CoPopya(h)
k=1

y para las derivadas:

o' (h) — 2 (—h) = 2ecopy(h) + 22 Y conpara(h)

k=1

De igual forma, calculando z(h)+z(—h) y calculando ' (h)+z (—h) obtendriamos

las expresiones:
o(h) — x(~h) = 2hzy+2ecips(h) +28 Y covs1ania(h)
, k=1

g(h)+2(—h) = 2uo+2ciop(h) +28 Y conrrpania(h)

k=1

Introduciendo los métodos

Procediendo de igual manera que en el Caso I, la aproximacién a la solucién y a su

derivada en el punto (n + 1)h vendrfa dada por

Método 1
Tpp1 = —Tno1+ 2@, + 2ebppy(h) + 2 Z bokPorro(h)
k=1
Toy = Tn_y o+ 2bopy(h) + 28 Y | banoyya ()
k=1

Método 11
Tns1 = Tn_i+ 2hx, + 2ebips(h) + 22 Z box+1Pax+3(P)
k=1

= —z, 5+ 2z, + 2ebipy(h) + 22 Z bot+10ox+2(7)

k=1

n+1
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Capitulo 4

Implementacién de los métodos
multipaso para la integracion de

osciladores perturbados

4.1 Introduccion

Los esquemas multipaso expuestos en el capitulo anterior, para la integracién nu-
mérica de osciladores perturbados, presentaban la dificultad de venir expresados en
términos de la funcién de perturbacién y sus derivadas en ¢ = nh. Trataremos de
salvar esta complicacién en, el caso explicito, sustituyendo dichas derivadas por ex-
presiones en las que aparecen diferencias divididas junto con unos coeficientes d; ;,
[78], elementos de una matriz A7 ¢ de los que no conocemos una relacién de recu-
rrencia entre ellos. Anédlogamente para el caso implicito, donde la matriz de la que

extraeremos los coeficientes d; ; la denotaremos B, ¢,
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Una vez conocidas las matrices 4, ty B, ¢ estableceremos una forma de célculo
recurrente, a través de la matriz S,,,, para el caso explicito, y Spn+1, para €l caso
implicito. El estudio de los polinomios simétricos y su relacién con la,s. diferencias
divididas, nos permitirs el célculo de las matrices Sppn, ¥ Spnt1- [79].

Llegado a este punto, definiremos para cada caso, los métodos de doble frecuencia
(MDF): MDFpE, MDFpl, MDFpPC, que en su forma recurrente, se pueden imple-

mentar en un computador.
Por dltimo resolveremos varios ejemplos numéricos, mediante los cédigos anterio-

res y los compararemos con otros métodos conocidos

4.2 Estableciendo el método multipaso explicito
MDFpE para osciladores perturbados

Sea g : [a,b] — R, una funcién real de variable real, representaremos por gltn, ..., tn_z]
con k =0,1,...,n ala diferencia dividida de g de orden k en los argumentos t,, ..., th_x
de la variable t € [a,b] [50]. Consideramos que g(t) es analitica para simplificar la
exposicién.

Para construir un método multipaso explicito de p pasos utilizamos hasta las

diferencias divididas de orden p-1 de la funcién g(t) en los argumentos ¢y, ..., brpi1

Definicién 4.1 Sea
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Hy =1tn —tns

Lema 4.1 Las diferencias divididas de g(t) satisfacen la igualdad
Gltns s tuil = Pi[0,—Hu, oo, —Hi] - g (tn)
7=0
D/.
Los desarrollos en t, de g(tp_1),---, §(tn—;) nos permite escribir
g[tn7 SR t’n—l] :Z Cj - gJ) (t’n)
7=0

donde las constantes ¢; dependen sélo de H; = tn—tn—i. Para calcular ¢; consideramos
el punto t, = 0 y g = P4, teniendo en cuenta que P,Z) (0) = 64 ;, siendo & ; la delta

de Kronecker. [78]. &

Veamos algunos casos:

tn,tno1]l = =
g[ " 1] tn_tn—l
1 = gj)(tn) i
- tn)— - “ln-1—tn =
i <g< RO IR RIS
j=0
o (=) S )
= g7 (tn) :Z ¢ g (tn)
— !
= (tn tn—l)] =0
donde
Co = 0
—(tn-1 = tn)’ :
;g = ——————conj=172 ..
P e —tag?
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comprobemos que los ¢; anteriores son iguales a P;[0, —H;:

1—-1
P0[07—H1:| = I% =0=C0
1
Pi[0] — Pj[—H;] —(tg-1—tn)’ . '
P0,~Hy] = 310 Hlj[ 1]= (t( —]Lt 1);! =c¢jconj=1,2 ..

Andlogamente

[e o]

9ltn, tam1, ta—s) i o= b = (b = ) s —) 9(c,) =Y ¢g”(tn)

p (tn —tn 1) (1 — tn-2)(tn — tn- z)J'

7=0

donde

60:0

(tn—Q — tn)(tn——l - tn)j - (tn—l - tn)(tn—2 - tn)j
(tn - tn—l)(tn—l - tn—2)(tn - tn—2)j!

con 7 =1,2 ...
comprobandose que

1 0 0
Fol0,—Hy, —Hy] = o <E - m) =0=¢

—Hy(—H1) + Hi(—H)?
JUH Hy(Hy — Hy)
(tn—2 - tn)(tn~1 B tn)j " (tn—l B tn)(tn—Z - tn)j
(tn — tn-1)(bne1 — tn—2) (tn — tac2)j!

PJ[O: _Hla _H2] =

=cjconj=12..

Teorema 4.1 Denotando por Dy, la matriz siguiente,de orden 1 X p

Doy = (Q[tn] Ugltn,tnoq] -+ (p— 1)Ig[tn,...,tn_(p_1)] )

H =max{H;,...,Hy_1}
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se verifica la igualdad:

g(tn) O(Hp)

g (tn) O(HP™)
D;,n = AP +

g"V(tn) O(H)

donde A, es la malriz cuadrada de orden p

1 Ao} R[0] -+ Bpa[0]

0 1 P[0, —Hy] -+ 11B,1]0,—Hj]
A,=110 0 1 oo AP, 4[0, —Hy,—H))

00 0 1

pXp

D/.
Aplicando a la funcién de perturbacién g(t) el (lema n® 4.1) y el hecho de que

P;[Hy, ..., H;11] es de orden j — i en H, se obtienen las siguientes igualdades:

glta] = PolOlg{tn) + Pl[D]g'(tn) 4 ooo+ Py [0]gP O (t,) + O(HP)
g[tm tn—l] = Po[O, —Hl]g(tn) + Pl[O, —Hl]g’(tn) +o.e

v+ 4 Ppa[0, —Hi]g? ™ V(t) + O(HP™)

Il -ortn-p1)] = Fol0,—Hy,..., —Hp_1]g(tn) + P[0, = Hy,.c., — oo1lg (tn) + -+

R Pp_l[O, —Hl’..., —Hp_l]gp_l)(tn) + O(H)
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matricialmente
gltnl Fo[0] e Bpa|0]
gltn, tn-1] Fyl0, —Hy] vor P, 1[0, —Hy]
g[tn>"' t'fi"(?—l)] ) P0[0>_—H17 ) Hp-—-l] PP—1[0>—H17 ’ _—Hp—l]

9(tn) ) O(H?)

g (tn) O(HP™)

97V (tn) / O(H) /

representando, simbdlicamente el producto anterior, se obtiene la ecuacién:

prl = Y;?xp X prl + Opxl

pudiéndose escribir la matriz Y, «pen la forma:

(1 0 0 oo 0

0 1 R0,—Hy] - B,_4[0,—Hi
Yoxo =10 0 2 -+ Bpy[0,—Hy, — Hy)

000 R

Sustituyendo en la ecuacién Xpx; = Ypxp X Zpx1 + Opx1 ¥ efectuando las transfor-

maciones elementales pertinentes para eliminar los cocientes de factoriales, resulta:

D;,n = Ap X prl + Opxl*

Corolario 4.1 La matriz A, es inversible.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant.2003




Algoritmos para la integracion de problemas oscilatorios en varias frecuencias.Fernando L. Garcia Alonso
107
D/.
La demostracién es inmediata, pues det(4,) =1 &

Truncando el desarrollo obtenido en el teorema n° 4.1 y despejando Z,4; resulta:
Zpx1 = A;1 X (D}, p)px1

Al ser Z' = Dy, X A", Designando por (dij)pxp = A, " resulta:

P D
Zt = ( E g[tm ---;tn—(i-l)]dil(i — 1)' e Z g[t'm "’;tn—(i—-l)]dip(i - 1)' )
1xp

i=1 i=1

El problema del calculo recurrente de la matriz A, ¢ no se abordard directamente,
sino que obtendremos una matriz, que denotaremos por Sp, sobre la que definiremos
la recurrencia y posteriormente la relacionaremos con la matriz A, ¢, El cilculo de la
matriz Spn se fundamentard en el estudio y aplicacién de los polinomios simétricos y
sus relaciones con las diferencias divididas.

Una vez conseguida la relacién de recurrencia, para la matriz Sp, y su conexién
con la matriz A ¢ procederemos a definir el método MDFpE, de manera que sea

posible una implementacién efectiva para su cédlculo automatico.

4.3 Estableciendo el método multipaso implicito

MDFpl para osciladores perturbados

Para construir un método implicito, utilizaremos la misma idea que en el apartado

anterior.
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Teorema 4.2 Consideramos h = t,.; —t, y sea H; = t, — t,—;. Denotando por

Dym+1 la matriz siguiente,de orden 1 x (p+ 1)

Dpni1 = < g[tn+1] 1!g[tn+17tn] T p!g[tn—l—l; ---;tn+1—p)] >

H =max{h,H,...H, 1}

se verifica la igualdad:

g(ta) O(HP*)
. gl (tn) O(Hp)
Dyni1 = Bp +
g2 (tn) O(H)

donde B, es la matriz cuadrada de orden (p+ 1)

1 Pih] Pk .-+ B[

01 1UPRA,0] -+ 1R,[R,0]
B,=110 0 1 .+ 21P,[h,0, —Hj)

00 0 1

(p+1)x(p+1)
D/.

Aplicando a la funcién de perturbacién g(t) el lema n° 4.1 y el hecho de que
P;[H;, ..., H;11] es de orden j — i en H, se obtienen las siguientes igualdades:
gltart] = Polhlg(ta) + Pilhlg (tn) + - + Bplhlg? (ta) + O(H™)

gltnri ta] = Polh,0lg(tn) + Pi[h,0lg (t,) + - --
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o By, 0197 (1) + O(H7)

Gltnsts oo tnrip] = Polh,0,—Hy ..., —Hp 1]g(ta) + F1[R,0,—Hi ..., —Hy1lg () + -+

Tt Pp[ha 0, —Hi,..., _Hp—l]gp)(tn) + O(H)

matricialmente
gltns1] Fylh] -+ Bl
g[tn+1; tn] Pﬂ[h’; O] e Pp[hJ O]
g[tn+1,...,tn+1_p] ) P()[h,o, —Hl,...,— p—l] Pp[h,O,—Hl,...,—Hp_l]
g(tn) O(H"*)
91 (tn) O(Hp)
X +
gp)(tn) O(H)

representando, simbélicamente el producto anterior, se obtiene la ecuacién:

Xp+1)x1 = Ypnxe+1) X Zpr1x1 + Op+1yx1

pudiéndose escribir la matriz Y(pq1yx(p+1yen la forma:

1 Pfa] Blh] - Bl

0 & Blh0] -+ Bh0]
Yotyxe+ny = 0 0 1 .+« By[h,0,—H]

00 0 1
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Sustituyendo en la ecuacién X(pi1)x1 = Ypr1)xp+1) X Zp+1yx1 + Opriyx1 ¥ efec-
tuando las transformaciones elementales pertinentes para eliminar los cocientes de

factoriales, resulta:

D} i1 = Bp X Zipiayx1 + Opr1yx1d

Truncando el desarrollo obtenido en el teorema n® 4.2 y despejando Zp41yx; re-

sulta:

Z(p+1)><1 = Bp—l X (D;,n+1)(10+1)><1

Alser Z' = Dppny1 X B,*. Designando por (d;;)p+1)x(p+1) = B, * resulta que la matriz

Dpnt1 X Bp“ tes igual a:

p+1 _ ptl .
Y gltngt, oo tnp—-nldin G — 1V <+ Y gltata, -, trg1-(i-1) i1y (3 — 1)!
i=1 =1 1x(p+1)

El problema del célculo recurrente de la matriz B, * no se abordar4 directamente,
sino que obtendremos una matriz, que denotaremos por Sp,n+1 sobre la que definire-
mos la recurrencia y posteriormente la relacionaremos con la matriz B, . El célculo
de la matriz S,,41 se fundamentard en el estudio y aplicacién de los polinomios

simétricos y sus relaciones con las diferencias divididas.

Una vez conseguida la relacién de recurrencia, para la matriz Sy 41 y su conexién
con la matriz B,"*, procederemos a definir el método MDFpl, de manera que sea

posible una implementacién efectiva para su cdlculo automatico.
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4.4 Polinomios Simétricos

El propésito de esta seccién es proporcionar una notacién y terminologia que sera
empleada a continuacio’n,v y exponer algunos resultados importantes de las funciones
simétricas [5],[8],[40],[45],[47].

Consideremos un anillo K[X,Y]. A todo polinomio P(X,Y’) hacemos correspon-
der el polinomio P’ obtenido escribiendo Y en lugar de X y X en lugar de Y, dicho
de otra manera P'(X,Y) = P(Y, X). Evidentemente, (P)' = P. La correspondencia
P « P' es un automorfismo del anillo K[X,Y], ya que P < Py Q < Q' implican

de manera manifiesta
(P+Q) < P +Q
(PQ) « PQ
En general, en K[X;, X2, ..., X») consideremos una permutacion o hecha sobre las
letras X1, X, ..., Xy ¥ sea 0(X;) = X;. La. correspondencia
P(X1,Xs, ..., Xn) & P = P(Xy, X, o, Xy1)
es un automorfismo, porque es compatible con la igualdad, la suma y el producto en

el anillo K[X1, X5, ..., Xnl-

Definicién 4.2 Los polinomios invariantes respecto al conjunto de los automorfismos

anteriormente definidos se llaman simétricos.[45]

Ya que una permutacién cualquiera es un producto de trasposiciones, bastaria
comprobar su invarianza en todas las trasposiciones posibles, para asegurarse que es

un polinomio simétrico.
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Sea el monomio a:‘fa?g .- -z en el que los enteros o, G, ..., A pueden ser nulos. Efec-
tuando en él todas las permutaciones sobre las variables %9 - - - Z,, se obtiene varios

monomios distintos cuya suma es evidentemente un polinomio simétrico denotado por

§ : B b
wlmQ..'wn

Consideremos el anillo de los polinomios simétricos en 7 variables independientes

131

.

Definicién 4.3 Para cada 0 < r < n, la r-ésima funcion simétrica elemental e, , es

la suma de todos los productos de r variables distintas t;, siendo

€no = 1

e =S thty

11 <2< iy

En el caso de que r < 0 se define
Enyr = 0
La funcién generatriz de e, , es:
n n
Ba(t) =)  eng-t" =[] (1 +t:)
r=0 i=1

es decir, efectuando un desarrollo de Mac Laurin de la funcién E,(t) =[] (1 + )
=1

hasta orden n, sus coeficientes serfan las funciones simétricas elementales ey, ,.

Definicién 4.4 Sea A= (A1 M) €N, [N =M+ + An. Para cadar 2 0 la r-

ésima funcidn simétrica completa h, . se define como la suma de todos los monomios
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de grado total T en las variables ty, ..., ty, es decir

= Zta

[Aj=r

donde Sy = { todas las distintas permutaciones & = (g -+~ o) de A} yt® =t3% .47

En particular hng =1y hag = en31. [75].

En el caso de que r < 0 se define

La funcién generatriz de hy, , es:

=Xn: [ =ﬁ (1—t:t)™!
r=0 =1

es decir, efectuando un desarrollo de Mac Laurin de la funcion Hy () =] (14 tit)™

hasta orden n, sus coeficientes serfan las funciones simétricas completas hu, [47].

Proposicién 4.1 Entre los polinomios simétricos elementales y los completos se es-

tablece al siguiente relacidn

n

Z(—l)’"-hn,a_,-em,rzo YmZnlya>m-—n
r=0

D/.

De las dos definiciones anteriores de las funciones generatrices, E,(t) y Hy(t), se

tiene
Ho(t)En(—t) =[] 0 —tt) " J[ (1 4t~ = [ -
=1 =1 i=n-+1
llamando j = ¢ — n tenemos
m m-—n
[T a-t) =[] - tt) = Em-n(-1)
i=n-+1 7=1
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y de aqui se sigue que los coeficientes de t* para o > m—n son cero o equivalentemente

la tesis. &

Denotaremos por g[to, t1, ..., tx] la diferencia dividida de orden k de una funcién g

en los valores tg, t1, ..., tg. [75)].

Proposicién 4.2 Las diferencias divididas son funciones simétricas de sus argumen-

tos.

D/.

Por definicién

glt, 4] = g(ti = fl(tl) _ t9£t21 n i(?)t

y obtenemos sin dificultad

g(?) g(t1) g(t2)
(t —t1)(t —to) (b —t)(ts —ts) | (b5 — 1) (ta — 1)

g[t; tl7t2] =

probédndose por induccién que

B g(t) g(t1)
g[t, t1,_..>tn] " (t . tl)(t — t2> e (t — tn) T (tl — t)(tl - tz) v (tl - tn) e
g(tn)

(tn = 8)(tn — t1) -+ (0 — tn)

B

evidentemente si intercambiamos dos argumentos cualesquiera no se altera el valor de

la diferencia dividida, por tanto éstas son funciones simétricas de sus argumentos. &

Proposicién 4.3 La diferencia dividida de la funcidn g(t) = t™ se puede obtener

mediante la siguiente expresion

n

m
g[t17t2}"'7t'n] =Z :

= (Gi— )t —ta) - (t: —tn)

T

donde la notacion Z/ indica que el factor t; — t; esta excluido parai =1,2,....n.
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D/.

Esto tltimo es el coeficiente de t™ " en el desarrollo de la funcién

n n—1
t’i

Z (t; — 1)+~ (ti — ti1) (1 — Bab)(t; — taya) -+~ (b — ip+1)

=1

esta expresion es el resultado de introducir en las fracciones parciales la funcién
(1 —tgt) "Y1 —tgt) ™o+ (1 — tat) ™

v por consiguiente [50] el coeficiente de ™ "** es la suma de los productos homogéneos
de gradom —n + 1 dety, ..., tn.

Entonces
glti,ta, e ba] = B 15132 - En

donde el sumatorio se extiende a todos los enteros positivos, incluido el cero, que
satisfacen la relacién onrQoq.p0n =m—n+1. &
Entre las diferencias divididas de g(t) = t™ que denotaremos por t™[t1,...,tn] ¥

los polinomios simétricos completos podemos establecer la siguiente relacién.
Corolario 4.2 t™[ty,...,tn] = hnm-nt1

D/.
Trivial, por la definicién de h,,, y por la proposicién anterior. &
Finalmente veremos la relacién existente entre las diferencias divididas y los poli-

nornios simétricos elementales.

Definicién 4.5 Sea:

Gi; = tj—l[tl, ,tz] - hi,j—i
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055 = (—1) *ejo15-s
Definicién 4.6 Sean las matrices cuadradas de orden n: P = (gi;) y S = (0;;)

Proposicién 4.4 Las matrices P y S son triangulares superiores, con unos en la

diagonal principal. Ademds las matrices P y S son inversas.

D/.

Dado que hp, = ep, = 0, para v < 0y h,p = €, = 1 evidentemente son
triangulares superiores, con unos en su diagonal principal. Como |P| =S| =130
son inversibles, bastarfa con demostrar que PS = I. Las relaciones expresadas en las

definiciones n°4.3 y n°4.4 junto con la proposicién n°4.1, muestran que PS = I.

4.5 Cadlculo recurrente de las matrices A" y B,".
Sea t* € [a,b], consideramos la funcion simétrica completa ¢; ; en los valores
Hy,t=t, -t conk=0,...i—1
Els importante precisar que trabajamos en el punto ¢, y denotaremos
¢,5(n) =t Hp, ..., Hoo o)

La funcién o;; en los mismos puntos se denotard por o; ;(n).
Por la proposicién n°4.4 las matrices cuadradas de orden k Py, = (gi;(n)) y

Skn = (0;;(n)) son inversas una de otra.
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Como
Hp_j=tnj—t*
y
H;=t, —thy
se verifica que
(tn —t")—H;=H,_jconj=0,..,1—-1
Particularizando al caso: t* = t,, tendrfamos H,_; = —H; con j=0,...,1 — 1

4.5.1 Cdlculo recurrente de A; t,

El siguiente lema nos permite aproximar la diferencia dividida de orden & de la fun-
cién g(t) por sus derivadas; para simplificar la exposicién, consideramos que g(t) es

analitica.

Lema 4.2 Las diferencias divididas de una funcion g satisfacen la siguiente propie-

dad
Gltn, tn=1, -, tn—(i-1)] Z g j+1(n ’)( t)
D/.
La demostracién es realmente sencilla, si reemplazamos los desarrollos en ¢* de

g(ts), -, g(tn—i+1) en una adecuada expresién de diferencias finitas.

tn,t _ 5 Pl o) ] gy
g[ L n—l-;-";tn—(i—l)] - Z -‘ g (t ) -
F=

= Z %,J-}—l !gJ) (t*) *
=0
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Si H = max {lHnl s !Hn_(i_1)| }, como las ¢; ;(n) tienen orden j —1i en H el lema

n°4.1, nos permite escribir:
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p—-1
L * — (-
Gltn ta, o 0] =) i () 567(¢) + O D)

coni=1 ..p.

Considerando t* = t,, v expresando matricialmente estas igualdades, tenemos

g[tn’..., tn_(p_l)]

‘h,l(”fl)

g2,1(n)

p,1(7)

¢1,5(n)

G2.0(n)

Gpp(n) /

k=]

|~
§
N

|

[ay

gP=U(z,)
(p— 1)

O(HP)

O(HP-1)

om)

y como g; j11(n) = h;j en los argumentos Hy, ..., H,_;_1), podemos escribir

gltn]

g[tm tn—l]

g[tn,---,tn—(p-—l)]

1 hll’l
01
0 0

h'l,p— 1

h2,p-—2

g(P_l)gtn)
(p—1)!

O(H?)

O(Hr-1)

O(H)

La siguiente proposicién nos permite el célculo recurrente de la matriz Sy, .

Proposicién 4.5

coni,j = 2.

D/.

Es inmediata. [75].d
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Si consideramos t* = {,, entonces:

00 1
Spn =

00 0

00 0

0 1 — o93(n) — oaa(n) — oo 5(n)

o34(n) — 0O3p (n)

— 045(n)

0

oap(n)

o3(n)

Tap(n2)

119

El siguiente teorema nos permite obtener de forma recurrente la matriz A7 ¢ defi-

nida en el capitulo dos.

Teorema 4.3
At

donde

Mpn =

Np,n =

= Mpn X S

T

1!
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D/.

Como t* =ty y g j11(n) = t7[0, —Hy,...,—H;_1] = j'P;[0, —Hj, ..., — H;_,], resulta

0! Fo[0] e (p = Dps[0]
0LPo[0, — Hy] o (p—1)IP, 1[0, —Hy]
Byrn =
OLP0, iy, ~Hpea] o+ (p = )1 Pyeaf0, ~H, e, Hy]

efectuando el producto Np, X Pp, X Mp, resulta la matriz A,. Trasponiendo e

invirtiendo el producto anterior obtenemos

) ) j—1lo;i(n
ATt = My X Pt X Ny = My X S X Ny = <((Zi—1j),()> &

La expresién precedente, permite obtener la matriz A; ¢ por recurrencia, a partir

de la matriz S, tal y como se indicaba en la introduccién al capitulo. Basdndonos

P
en esta recurrencia, se podrian obtener, directamente, relaciones recurrentes andlogas,

para los elementos d; ; de la matriz A7,

Como

_ )!d

despejando d; ; segiin los casos y sustituyendo en la relacidén propuesta en la proposi-

cién n°4.5, tenemos

di; = 0 conj=2..p

diy = 0 coni=2,..,p
Jj—1 1 .
di; = P 1di—1,j—1 — mdi—l,an—i—l-Q con2<1, j<p
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4.5.2 Calculo recurrente de Bp_ ¢

Lema 4.3 Sea h = t, 1 — t*.Las diferencias divididas de una funcion g satisfacen la
siquiente propiedad
o0 1
Gltni1, tns e tn=1)] =Z; Qi+1,j+1(n)ﬁgg)(t*)
=
D/.
La demostracién es realmente sencilla, si reemplazamos los desarrollos en t* de

g(tns1), - g(tn—i41) en una adecuada expresién de diferencias finitas.

o0

g[tn-i—l;tnu---;tn-—(i—l)] = Z

J=0

= qz‘+1,j+1(n)ﬁ9’)(t ) b
‘0 .

ttnar — £ ey i1y — t7]
7!

() =

Si H = max {lh[ | Hal, o lHn_(i_l)l}, como las ¢; j(n) tienen orden j — i en H el
lema 1n°4.3, nos permite escribir:
p—1 1
Gltasirt, bl =) Qi+1,j+1(n)‘j—'gj)(t*) + O(HPE7)
=0 '
cont=1,..p.

Considerando t* = t, y expresando matricialmente estas igualdades, tenemos

gltnta] q1,1(n) o Qpri(n) g(tn) O(Hpﬂ)\
gltni,tn] | wal) o @en(n) S| o)

P)
g[tn—i-l,"';tn—(p—-l)] Gpi12(n) - Gpi1,p+1(7) g—g(xtl) O(H)
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¥ €omo g;11,j+1(n) = Rit1,j—s; en los argumentos h, H,, ..., H,_;_1), podemos escribir

gltnsa] 1 hig -+ hipn g(tn) O(HF*)
Gltns1, ta] 0 1 -+ hopp g ln) O(H?)
= +
P)(tn)
Gltni1,- tne -1 \0 0 -1 g*zr‘/ O(H)

La siguiente proposicién nos permite el cdlculo recurrente de la matriz Sppn1.

Proposicién 4.6
05,3(n) = 0i-15-1(n) — Ha_j130i;-1(n)
coni,j = 2.

D/.
Angloga a la proposicién n° 4.5. [75]. &

Si consideramos t* = t,, entonces:

1 —h 0 0 0 0
0 1 — o3(n) — o94(n) — o95(n) -+ — o9pu1(n)
N\ N\ \
0 0 1 03,4 (n) — 035 (’I’I,) trr > O3p41 (n)
Sp,n+1 =
N\ N\
00 0 1 — oas(n) -+ — ogpr(n)
00 0 0 1 /

El siguiente teorema nos permite obtener de forma recurrente la matriz B, ¢ defi-

nida en el capitulo dos.
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Teorema 4.4
—t t
Bk; = Mp,n+1 X Sp,n+1 X Np,n+1

donde

£t

Mp,n+1 ==

T
Npnt1 =

D/.

Como tn =" y Qz'—l—l,j—}-l(n) = tj[h,, 0, —*Hl, aeey _'Hi—l] = _]'.P][h, 0, —“Hl, ceey —Hi—l]a

resulta
01 [A] . plP,_y[h]
01 [h, O] .o plPy_y[h, 0]
Pp,n—l—l =
O,Po[h, 0, ceny _Hp—l]_ T p!P _1[h, 0, eeey _Hp—l]

efectuando el producto Npni1 X Ppnt1 X Mpnt1 resulta la matriz B,. Trasponiendo

e invirtiendo el producto anterior obtenemos

) (4 — Dioys(n)
B;:t = Mpn+1 X Pp,7tz+1 X Npnt1 = Mpni1 X S;m“ X Nontr = (W *
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La expresién precedente, permite obtener la matriz B, ¢ por recurrencia, a partir
de la matriz Sf,,n +1, tal y como se indicaba en la introduccién al capitulo. Basdndonos
en esta recurrencia, se podrian obtener, directamente, relaciones recurrentes andlogas,
para los elementos d, ; de la matriz B, ¢,

Como

G-

Gij =

despejando d; ; segin los casos y sustituyendo en la relacién propuesta en la proposi-

cién n°4.6, tenemos

di; = 0 conj=2,...,p+1

dey = —h

dii; = 0 coni=3,...,p+1
j—1 1

dij = ‘——-dz‘—l,j—l—i

3 —1 _ ldz‘—l,an—z‘+3 con2<4,3<p+1

4.6 Meétodo multipaso explicito MDFpE para osci-
ladores perturbados

Si queremos definir un esquema, explicito, de p pasos, utilizando el Método I, trun-
caremos las series correspondientes, de forma que el mayor orden de derivacién de la

funcién de perturbacién que aparezca, sea p — 1, luego:
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de manera que k serd un nimero entero si y solamente si p es impar.
En el caso de querer definir un esquema, explicito, de p pasos, utilizando el Método
I1, truncaremos las series correspondientes, de forma que el mayor orden de derivacién

de la funcién de perturbacién que aparezca, sea p — 1, luego:

_9
Ht1<p—1= k<

[N]

de modo que k serd un numero entero si y solamente s1 p es par.

Dado que el elemento, (1,5 + 1) de la matriz Z" es

p
gg)(’l’bh) :Z g[t’nn "'7tn——(i—1)]di,j+1(i - 1)' con J = 07 <P 1
=1
v como /
U—Dioji o,
dps = I 205k oy
SR G TR

donde o; ; es el elemento (4, j) de la matriz Sy, obtenemos:

p
b; = g”(nh) = j! Z jir1,i(R)gltn, --~;tn-(i—-1)]

2=1

Para la definicién de los métodos explicitos, en cada uno de los casos, se utiliza la

sigulente notacién:

® 2, 1, ¥ Zn, son las aproximaciones del valor de la solucién en los puntos ,-1, ¥

t, respectivamente.

' ' . . . .,
e T, .,V T,, son las aproximaciones del valor de la derivada de la solucién en los

puntos t,_1, ¥ t, respectivamente.

, P
o b, = gN(nh) =3' Y 0j11:(n)gltn, .-, tn(i-1)] donde o;; es el elemento (i, j) de
i=1

la matriz Sp,.
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e Inicializacién para x: Tg, ..., Tp-1.

. ., ' ! '
e Inicializacién para & : Zy,...,Z, 1.

46.1 Casola#0,8#0ya#p

Método I Explicito de un ntimero impar de pasos p, para osciladores armdnicos

perturbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaclones:
n

x'n-l—l = —ZTp-1 + 23771, CcOs Q{h + 28 bg<p2(h)+ . (ka + /6262]9_2)902]9_1_2(}0 + /626 _190p_|_3(h/)
k=1
%1

x;z—&-l = 1’;»—1 — 20 sinah + 2¢ bo@;(h)‘*' (bar + ,sz%_?;)cp%ﬂ(h) + 52bp—1@p+2(h)
k=1

Reagrupando, convenientemente los términos, obtenemos una formulacién més

compacta, que expresaremos del modo siguiente:

L+l_
2
Tyl = —Tp-1+ 2Tpcosah + 2 Z (0ar(h) + /62802k+2(h))52k—2
k=1
e
Tpp1 = Tpoy = 20@nsinah + 2 | (py(h) + B4 (h))bot+ Z (ar41(h) + B 0a43(h))bax
pas}

Proposicién 4.7 Si la funcion de perturbacion f(z,z't) es lipschitziana en las va-

riables z,x , entonces el método I MDFpE para osciladores perturbados es estable.

D/.
Considerando la definicién de estabilidad dada por Stetter, [66] y aplicando los

teoremas relativos a la estabilidad de Grigorieff, [36], bastaréd comprobar la condicién
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L en la parte no lineal y la estabilidad en la parte lineal. En el caso que nos ocupa,

consiste en:

1°.- Probar que las funciones:

p—1
2
% | bopa(h)+ D (bak + Bbak-2)Pars2(h) + Bbo-10p13(R) | =
k=1
2
2 Z 0or(R) + 87 0gp42(h))b2k—2
k=1

bty (h)+ Z (box + Bbak—2) P21 (R) + Bbp-10p1a(h) | =

2e (‘P;( ) + B%ps(h))bo+ Z Qo1 (P ) + B%Pokss(h))bak

verifican una condicién L uniforme en el dominio de t con respecto a las variables
. ., ' . .
Ty, Tn_1,Tn_2, -, Ln—pt1. Bvidente, por ser la funcién f(z,z t) lipschitziana respecto
a las variables T, Tp—1, Zn—2, -, Tn_pt1.

2° - Comprobar la estabilidad del método I MDFpE, en el problema homogéneo.
2cosah 0 -1 0

Considerando las matrices , , v la matriz identidad

—2asinah 0 0 1

de orden (2 x 2), por el segundo teorema de Grigorieff, [36] es suficiente comprobar

que el conjunto:

k

2 cos ah 0 T

<k< ==

,0<ESN, h I

—2asinah 0
estd acotado. En efecto:
k

2cos ah 0 2F cos®(ath) 0
—2asinah 0 —2%a cos* "} ah)sinah 0

siendo sus componentes, funciones acotadas en el intervalo [0,T]. &
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Método II Explicito de un nimero par de pasos p, para osciladores arménicos
perturbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaclones:

I

T,
Tpp1 = Zpo1+ 2—0?- sin ah 4 2¢ | byps(h)+ (Bor1 + Bbok—1)apy3(h) + Bbp_190,,5(h)

ARV

o
Il

1

It

Tpp1 = —Tp_y + 2z, cosah + 26 | biog(R)+ Y (bawsr + Bb2r—1) ok 2 (h) + B2bp_10,9(h)

o
il
—

Reagrupando, convenientemente los términos, obtenemos una formulacién més

compacta, que expresaremos del modo siguiente:

2
! 3
z, .
Tnt1 = Tp-1F 2; sinah + 2¢ Z (a1 (R) + B2 0o 5 (h))bok1
k=1
4
1 ! H 2
Loy = —Tpy+2z,c0sh+ 2 Z (par () + 52902k+2(h))b2k—1
k=1

Proposicién 4.8 Si la funcidn de perturbacion f(x,x't) es lipschitziana en las va-

riables x,x , entonces el método II MDFpE para osciladores perturbados es estable.

D/.

Counsiderando la definicién de estabilidad dada por Stetter, [66] y aplicando los
teoremas relativos a la estabilidad de Grigorieff, [36], bastars comprobar la condicién
L en la parte no lineal y la estabilidad en la parte lineal. En el caso que nos ocupa,
consiste en:

1°.- Probar que las funciones:

p—2

2
2¢ | brpg(R)+ Y (Barsa + B%ban—1) 0 y5(h) + Bbp 10, 5(h) | =

k=1
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2e Z (902k+1(h) + /62(:02k+3(h’))b2k—1

k=1
P;_?
2% | bpo(W)+ Y (barss + B7b2k—1)Pas2(h) + 07bp-10p42(R)
k=1

s

2e (o (h) + ﬁ2902k+2(h))b2k—1
k=

ey

verifican una condicién L uniforme en el dominio de t con respecto a las variables
. ., / . ..
T, Tn-1,LTn-2, -, Tn_p+1. Lvidente, por ser la funcién f (z,z't) lipschitziana respecto
a las variables T, Tp—1, Tn-2, -+, Tn—p+1.

9° .- Comprobar la estabilidad del método II MDFpE, en el problema homogéneo.
0 Zsinah 10

Considerando las matrices ¢ , , v la matriz identidad de
0 2cosah 0 -1

orden (2 X 2), por el segundo teorema de Grigorieff, [36], es suficiente comprobar que

el conjunto:

k
’ %Sinah 0<k<EN, h 4
0 2cosah o N
estd acotado. En efecto:
k
0 Zsinah 0 % sinahcos*!(ah)
0 2cosah 0 2Fcos®(ah)

siendo sus componentes, funciones acotadas en €l intervalo [0,T]. &

Meétodos de orden bajo

1. Método de orden uno, formulado a partir del método II de p = 2.

!

Ty .
Tppr = Zn_1+ 2—07" sin oth + 2e(p3(h) + B205(h))g [tn, ta1]

!

Tpyy = —Tpoy+ 22, cos ah + 26(pa(h) + B704(R))g [bn, tn-1]
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2. Método de orden dos, formulado a partir del método I de p = 3.

Tpy1 = —%p_1+ 2%, cosah +

+2¢ ((pa(h) + B2p4(h))g [ta] + 2(4(R) + B206(R)g [tns tn-1,tn-2])

/ .
Tpi1 = Ty g — 20xpsinah +

+2¢ ((@o(1) + Bps()g [tn] + 2p3(h) + B05(1))g s o1, ta-s])

4.6.2 CasoIla#0,0=0

Método 1 Explicito de un nimero impar de pasos p, para osciladores arménicos

perturbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaclones:
L;_]-_
Tptl = —Zp-1+ 2z, cosah + 2 50902(h)+ Z 802k+2(h)b2k
k=1
%1
Tpoq = Tn_q— 20, sinah+ 2 | bopy(h)+ Z Popr1(P)baok
k=1

Reagrupando, convenientemente los términos, obtenemos una formulacién més

compacta, que expresaremos del modo siguiente:

=N
Tpt1 = —Tp-1+ 2%, cosah + 2¢ Z @2[;(h>b2k—2
k=1 .
‘73;+1 = 33;1~1 — 20, sinah + 2 ‘P;(h)bO'*‘ Z Pon+1(R)bax
k=1

Proposicién 4.9 Si la funcion de perturbacion f(z,xz't) es lipschitziana en las va-

riables T,z , entonces el método I MDFpE para osciladores perturbados es estable.
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D/.

Ansloga al caso anterior.de

Método II Explicito de un ntmero par de pasos p, para osciladores arménicos

perturbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaclones:
p=2
] 2
z, .
Tpt1 = Lp—1 -+ Q-En sinah -+ 2e 903(h)bl+ Z 902k+3(h)b2k+1
k=1
E—_2
2
Tpyn = —Tpoy+ 22 cosah+2¢ ©o(P)br+ Z Porr2(h)bar+1
k=1

Reagrupando, convenientemente los términos, obtenemos una formulacién mas
compacta, que expresaremos del modo siguiente:

2
! 2

oz
Tni1 = xn_1+2gnsinah+26 5 Dot 1(P)bag—1
k=1
2

!

2
Tpy1 = _:c;z—-l -+ 2%; cosah + 2¢ Z 902k(h)b2k—1
k=1

Proposicién 4.10 Si la funcion de perturbacion f (z,2't) es lipschitziana en las va-

riables x,x , entonces el método I MDFpE para osciladores perturbados es estable.

D/.

Aniloga al caso anterior.de

Meétodos de orden bajo
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1. Método de orden uno, formulado a partir del método Il de p = 2.

’

T
Tyl = Tp_1+ 25“ sin ah + 2ep5(h)g [tn, tn-1]

Tyt = Ty + 28, €05 Oh + 2605(h)g [tn, tni]

2. Método de orden dos, formulado a partir del método I de p = 3.

Tngl = —Tp_1 + 2%y cosah + 26 (g (h)g [ta] + 204(h)g [tn, tn-1,tn—2])

w;m+1 = 'II;;m——l — 20z sinoh + 2 (‘Plz(h)g [tn] + 205(h)g [tn, tn-1, tn—2])

4.6.3 CasoIll a=0,0#0

Método I Explicito de un nimero impar de pasos p, para osciladores armdnicos
perturbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaciones:

f

Tnt1 = —Tp_1+ 22, + 2 | bopy(h)+ (box + B2bax—2) 0o 40 (h) + ﬁ2bp—1‘19p+3(h)

X
Il
[N

oL

Tppy = Tp_y+ 26 | boy(h)+ (bor + B7bar—2) P41 (h) + /Bpr—l‘Ppw(h)

o
I
R

Reagrupando, convenientemente los términos, obtenemos una formulacién més

compacta, que expresaremos del modo siguiente:

ft

Tnyl = —Tp-1+ 2T, + 2 (@ar(h) + 52‘@2k+2(h))b2k—2

k=

S

-1
2
Toyr = Taoy 428 | (pa(h) + Bps(h))bo+ Z (ap41(R) + B%02p43(R))bax
k=1
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Proposicién 4.11 Si la funcidén de perturbacion f (z, x't) es lipschitziana en las va-

riables z,z , entonces el método I MDFpE para osciladores perturbados es estable.

D/.
2 0 -1 0

Anéloga al caso anterior, considerando las matrices: , , v la

00 0 1
matriz identidad de orden (2 x 2).

Método IT Explicito de un nimero par de pasos p, para osciladores armdénicos

perturbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaclones:
2—5_2

Topr = Tnoy + 2@, + 22 | bpa(R)+ D (basra + Bba-1)Prs(h) + B7bp-10545(h)
k=1
&2_._2

Tppy = —Bp_y+ 23, + 2 | bipy(R)+ Z (a1 + B7box-1)Pax2(h) + B7bp-10p40(R)

k=1
Reagrupando, convenientemente los términos, obtenemos una formulacién mds

compacta, que expresaremos del modo siguiente:

P

2
Tyl = Tp-1+2ha, +2€ Z (o1 (h) + BY0a43(h))bos—1

k=1
2

2
Tpyy = —Tpoy+28,+2 Z (025(B) + 8P y2(h))bar-1
k=1

Proposicién 4.12 Si la funcién de perturbacion f(z,z't) es lipschitziana en las va-

riables ©, %, entonces el método II MDFpF para osciladores perturbados es estable.

D/.
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Ansloga al caso anterior, considerando las matrices: , , Y

la matriz identidad de orden (2 x 2).

Meétodos de orden bajo

1. Método de orden uno, formulado a partir del método II de p = 2.

Tnt1 = Tp-1+ 2}“3;1 + 25(903(h) + ﬂ2905(h’))9 [tnz tn—l]

!

Tpgr = —Tnoq + 28, + 25(05(R) + B204(R))g [tn, tn1]
1. Método de orden dos, formulado a partir del método I de p = 3.

Tngr = —@n-1+ 230 + 28 ((05(h) + 8204 (R))g [ta] + (0a(h) + B06(h))g [tn, ta-1, ta-s))

!

Togr = Tng + 2 ((0a(h) + B05(h)g lta] + (p3(h) + Bs()g ltn, b1, 2]

46.4 CasoIVa=0+#0

Método I Explicito de un nimero impar de pasos p, para osciladores arménicos
perturbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaclones:

.

k=

=t

AR

Tp1 = Z,_; — 20Z,sinah+ 2 | bopy(h)+ (bax + &bog—2) g 11 () + &Pby_100, 5 (h)

Eod

=1

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant.2003



Algoritmos para la integracion de problemas oscilatorios en varias frecuencias.Fernando L. Garcia Alonso

135

Reagrupando, convenientemente los términos, obtenemos una formulacién mas

compacta, que expresaremos del modo siguiente:

E—_tl
2
k=1
;%1_
$In+1 = 37;»—1 — 20y sin ah + 2¢ (Sﬂlz(h) + o’y (h))bo+ Z (Po1(h) + a2§02k+3(h))b2k
k=1

Proposicién 4.13 Si la funcion de perturbacion f (z,z't) es lipschitziana en las va-

riables x,x , entonces el método I MDFpE para osciladores perturbados es estable.

D/.

Angloga al caso I .&

Meétodo II Explicito de un ndmero par de pasos p, para osciladores arménicos

perturbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaclones:
‘.

Tpy1r = ZLpo1-F QE sin (ah) +

p=2
2
+2¢ | bips(h)+ Z (bakt1 + @®bok—1)@arya(h) + *bporp 5(h)

k=1

T, = —x,_, + 2z, cos (ah) +

1

+2¢ | bipo(R)+ Z (batr1 + 0bok—1)@p 42 (R) + &bpo109,15(h)

k=1
Reagrupando, convenientemente los términos, obtenemos una formulacién més

compacta, que expresaremos del modo siguiente:

2

‘ P
T, .
Iny1 = Tp-1 Tt 2—0!— sinah + 2¢ Z (D2p41(R) + % 0ap15(h))bai—1
k=1
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p22

2
Tntr = _517;»—1 + 253; cos ah + 2 Z (par(B) + a2§02k+2(h))b2k—1
k=1

Proposicién 4.14 S la funcion de perturbacion f (x,x't) es lipschitziana en las va-

riables x,x , entonces el método II MDFpE para osciladores perturbados es estable.

D/.

Angloga al caso I.&

Métodos de orden bajo

1. Método de orden uno, formulado a partir del método II de p = 2.

!

T
T4l = Tno1+ 2;:1 sin ah + 26(p5(h) + 205 (h))g [tn, tn1]

!

Tpo1 = —,_; + 2, cosah + 2(wy(h) + 20, (h))g [tn, ta1]

2. Método de orden dos, formulado a partir del método I de p = 3.

Tpt1 = —Tp_1+ 2%, cos (ah) +
+22 ((192(R) + 0®@4(h))g [ta] + (0a(h) + oPpg(h))g [tn, tn-1,ta-2])
Ty = T,y — 20, sin (k) +

22 ((5(1) + %5 ()9 [ta] + (0 () + 0o (W)g ftn, tas, sl

4.6.5 CasoVa=43=0

Meétodo I Explicito de un nimero impar de pasos p, para osciladores armdnicos
perturbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaciones:
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!
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p—1

2
—Zn_1 + 22, + 26 | ©5(R)bo+ Z Por+2 (1) bar
k=1
L;l
Ty + 22 | py(R)bo+ Z Pokr1(h)b2s
k=1

Reagrupando, convenientemente los términos, obtenemos una formulacién mds

compacta, que expresaremos del modo siguiente:

Tnt1

xn+1

L—é—_l
= —p_1+ 2T, + 2 Z Par(h)b2x—2
k=1 o
= T,,+2% 50?;(h)+ Z Papr1(P)Dak
k=1

Proposicién 4.15 Si la funcién de perturbacion f (z,z't) es lipschitziana en las va-

riables x,x , entonces el método I MDFpE para osciladores perturbados es estable.

D/.

Ansloga al caso ITI .&

Método IT Explicito de un nimero par de pasos p, para osciladores arménicos

perturbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaciones:

Tn+1

mn+1

2=2
2
Lpn_1+ 2h$;z + 2e | brps(h)+ Z b2k+1902k+3(h)
k=1
LQ

2
—x,_y + 22, + 26 | bpy(R)+ Z bak+19ax42(h)
k=1
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Reagrupando, convenientemente los términos, obtenemos una formulacién més

compacta, que expresaremos del modo siguiente:

2
2
Tpni1 = ZTno1-+ th; + 2e Z b2k—1‘102k—|—1(h’)
k=1
5
m;+1 = —39;_1 + 23:; + 2¢ Z bar-1091(R)
k=1

Proposicién 4.16 Si la funcidn de perturbacion f(x,x't) es lipschitziana en las va-

riables x,x , entonces el método II MDFpE para osciladores perturbados es estable.

D/.

Ansloga al caso IT1 .&

Métodos de orden bajo

1. Método de orden uno, formulado a partir del método I de p = 2.

Tpp1 = Xpo1+ 2ha:; + 2ep5(h)g [tn, tn_1]

Tpy1 = —Zy_q + 22, + 2605 (h)g [tn, ta-1]

2. Método de orden dos, formulado a partir del método I de p = 3.

T4l = —Tpo1+ 2%, + 2 (‘P2(h)g [tn] + ‘P4(h)g [tn; tn-1, tn—2])

Tory = oyt 25 (boph(h) + @a(h)g [in,tuor, umsl)

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant.2003



Algoritmos para la integracion de problemas oscilatorios en varias frecuencias.Fernando L. Garcia Alonso

139

4.7 Meétodo multipaso implicito MDFplI para osci-

ladores perturbados

Si queremos definir un esquema, implicito, de p pasos, utilizando el Método I, trun-
caremos las series correspondientes, de forma que el mayor orden de derivacién de la

funcién de perturbacién que aparezca, sea p, luego:
2k < p=k<

de manera que k serd un nimero entero si y solamente si p es par.
En el caso de querer definir un esquema, implicito, de p pasos, utilizando el Método
II, truncaremos las series correspondientes, de forma que el mayor orden de derivacién

de la funcién de perturbacién que aparezca, sea p, luego:

p—1
2

%+1<p=k<

de modo que k serd un niimero entero si y solamente si p es impar.

Dado que el elemento, (1,5 + 1) de la matriz Z* es

p+1
g (nh) IZ gltnt1, o tnri—@-1)ldijr1(i — 1)l con 7 =0,...,p

=1
y como
(j = Dloy;

= e B'
7 (i —1)! P

donde o ; es el elemento (%, j) de la matriz Spn41, Obtenemos:
p+1

b; = gj)(nh) = j! Z Uj+1,i(n)g[tn+17 ) tn+1—(i—l)]

i=1
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Las expresiones de los Métodos I y II implicitos, en todos los casos, se formulan
de manera andloga a los métodos I y I explicitos, utilizando las b; obtenidas en la
expresién anterior.

Para la definicién de los métodos implicitos, en cada uno de los casos, se utiliza

la siguiente notacién:

® T, 1,¥ Tn, son las aproximaciones del valor de la solucién en los puntos t,—1, y

t, respectivamente.

I ! . . . .,
® x, 1,¥V Z,, son las aproximaciones del valor de la derivada de la solucién en los
puntos t,_1, v t, respectivamente.
y p+1
e b = g'(nh) = 4 3 041:(n)gltn+s1, s tay1--1)) donde o, ; es el elemento
i=1
(¢,7) de la matriz Sp .
e Inicializacién para x: Zo,...,Tp-1.
. . . . 1 1] 1
e Inicializacién para & : Zg, ..., T, 1.

Seguidamente se exponen las expresiones formales de los métodos I y IT implicitos,

en los distintos casos, asi como los métodos de orden bajo.

471 Casola#0,8#0ya#p

Método I Implicito de un ndmero par de pasos p, para osciladores armdénicos per-

turbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las
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ecuaciones:
e
Tpp1 = —Tp-1+ 2T, cosah+2¢ Z (o1 (R) + B%@or 10 (h))bog—2
k=1 , |
Tppyy = Tpog— 20@,sinah+ 2 (i05(h) + F2p3(h))bo+ Z (a1 (h) + B2 Pons(h))bon
k=1

Método II  Implicito de un nimero impar de pasos p, para osciladores arménicos

perturbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaciones:
: 2
Tp4l = Tp-1 ¥ 2% sinah + 2¢ (Papsr (B) + B2 0ar13(h))bak—1
Tpy1 = —Tpoy 2z, cos ah + 2¢ Z (por (1) + B2 0op12(h))bok—1
k=1

Métodos de orden bajo

1. Método de orden uno, formulado a partir del método I de p = 1.

7

Ly,
b = Za+ 222 dinah+ 2605 (h) + A5 (W) [tnia, )

/

Tpyy = —z, 1+ 2, cos ah + 2e(py(h) + B204(h))g [tns1, tn]

2. Método de orden dos, formulado a partir del método I de p = 2.

Tpyl = —Tp-1+ 22, cosh +
+2e(pa () + B%04()) (9 [tas1] — hg [tns1, tn])
+4e (‘104(h') + /62‘P6(h))g [tn+1vtmtn—1]>

! . h
Ty = T, — 20Tpsinah+

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant.2003



Algoritmos para la integracion de problemas oscilatorios en varias frecuencias.Fernando L. Garcia Alonso

142
+22(0q () + B1p5(h)) (9 [tnt1] = hg [tnsa, tn])

+e (5(h) + B%05(R))g ltnt1, tn, tn1])

472 CasoIl a#0,3=0

Método 1 Implicito de un nimero par de pasos p, para osciladores arménicos per-

turbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaciones:
B2
2
Tpy1 = —Tp_y+ 2z, cosah + 2 Z Vor(P)bog—2
k=1
2
1 ! ! ’ 2
Tpiq = Tp_y— 20xpsinah + 2 | @o(h)bo+ Z Oopr1(P)baox
k=1

Método II Implicito de un nimero impar de pasos p, para osciladores armdnicos
perturbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaciones:

ptl
! 2

z, .
Int1 = fﬁn—1+2‘o_j sinah + 2 E Sﬁzk+1(h)bzk—1
k=1
Pl
2

Tppr = —z,'n_l + 2:1/:;z cos ah»-i— 2e Z (102[;;(}7')62’0—1
k=1

Métodos de orden bajo

1. Método de orden uno, formulado a partir del método IT de p = 1.

!

Tntl = fvn_l + 2% sin ah + 2e05(h)g [tnt1, tn)

!

Tpi1 = —Tpoy+ 20, €05 R + 2605(h)g [tnt, ta)
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2. Método de orden dos, formulado a partir del método I de p = 2.

Tpi1 = —Tp-1+ 2%, cos(ah)+

+2¢ (09 (h) (g [tnr1] — R [tnt1, ta]) + 204(h)g [tnt1, tn, ta-1])

! !

Tpy1 = Ty_y — 20T, sin(ah) +

+2¢ <90,2(h) (g [t nt1] = g [Eny1,t nl) + 2p3(h)g tnt1, tn, tn—l])

4.73 CasoIlll a =0, 3+#0

Método I Implicito de un nidmero par de pasos p, para osciladores arménicos per-

turbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaclones:
3_5—2
Tpy1 = —Tp-1+ 2T, +2€ Z (‘P%(h) + /62902k+2(h))b2k—2

_

=1

Tpys = Ty + 28 | (03(h) + B2ps(h))bo+ Z Porr1(h) + B2 0oris(R))ba

Meétodo II Implicito de un nimero impar de pasos p, para osciladores arménicos
perturbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaclones:
pti
2

Toy1 = Tno1+2ha, +2 Z (©on+1(B) + B2 Papr3(h))bak—1
k=1
Pl
2
Lppy = —Tpoy 22, +2€ Z (021 (B) + B20a112(h)) b2k
k=1

Métodos de orden bajo
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1. Método de orden uno, formulado a partir del método Il de p = 1.

Tps1 = Tno1+ 2k, + 22(@5(R) + B205(1))g [tnt1, bl

!

Tpy1 = —T,_1 + 23, + 26(05(h) + B%04(R))g [trt1,tn)

2. Método de orden dos, formulado a partir del método I de p = 2.

T4l = —Tp-1+ 2Zp +
+26(ip2(h) + B4 (1)) (9 [tn1] = hg [tata, ta]) +
+de (04(h) + B20e(R))g [tnsrs tas tamrl)

Ty = Tn_i+
+2¢(i05(h) + B205(1)) (9 [bns1] — BG [tns, tn]) +

+4e (ip3(h) + B%05(h))g [tat1, tn, tn-1])

4.74 CasoIVa=0§+#0

Meétodo I Implicito de un nimero par de pasos p, para osciladores arménicos per-

turbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaciones:
%2

Tyl = —Tp 1+ 23, cosah+ 2¢ Z (o (h) + 0oy o(R))bok_2
k=1

2
2
Top1 = Tnoy — 20@asinah +2e | (py(h) + ®py(h))bo+ Z (apr1(h) + 0y 5(R))bor
k=1

Método II Implicito de un nimero impar de pasos p, para osciladores arménicos

perturbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las
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ecuaciones:
Z, .
Tnt1 = Tp-1+ 2; sin ah + 2 Z (0ap41(h) + o 5())b2e—1
k=1
.%1
Tpp1 = —Tn g+ 23,co8ah+2e Z (0ar(h) + @ 0gp4a(h) b2k
k=1
Métodos de orden bajo
1. Método de orden uno, formulado a partir del método Il de p = 1.
mI
Tpp1 = Tpoy+ 23” sin ah + 26(05(h) + &®p5(h))g [tnt1, ta]
Tpyy = —Tpy + 28, cosah+ 2e(pa(h) + &P@y(h))g [bns, ]
9. Método de orden dos, formulado a partir del método I de p = 2.
Tnp1 = —Tn-1+ 22q cos ah + 2e ((@a(h) + a0y (h)) (g tnt] — hg [tnst, tal) +

+2(p4(h) + &pg(h))g [tns1, tn, tni])
Tnyy = g — 200, sinah 26 ((0h(R) + 0% (h)) (g lnra] = h ltasa, tal) +

+2(ps5(h) + ap5(h))g [tnsr, tn, taa])

475 CasoVa=p8=0

Método I Implicito de un ntimero par de pasos p, para osciladores armdénicos per-
turbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaciones:

pt2
2

Tpy1 = —Tn-y+ 2T, +2¢ %(h)bﬁ‘ 902k(h)b2k—2
k=1
)

2
Tpy1 = Tpog+ 26 | pa(R)bot Z Popr1(h)Dak
k=1
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Meétodo II Implicito de un nimero impar de pasos p, para osciladores arménicos

perturbados, libres en una frecuencia y forzada en la otra. Se formula, mediante las

ecuaclones:

ptl

2
Tn+l = Tnp-1-+ 2h$; + 2 Z Popt1{h)boi—1
k=1
Bj‘-—l

2
Tpy1 = —Bpy+ 27, +26 Z Qo (P)bo-1
k=1

Métodos de orden bajo

1. Método de orden uno, formulado a partir del método IT de p = 1.

Tnr1 = Tp_y+ 20z, + 2603(h)g [tng, tn)

!

Toy1 = ——-a;',n,—l + 2$In + 2805 (R)g [tn+1, tn)
2. Método de orden dos, formulado a partir del método I de p = 2.

Tppl = —Tp-1 + 22, + 26 (0o (B) (9 [tnt1] — hG [tns1, tn]) + 204 (R)g [tnaa, tn tn1))

Toss = Ty 28 (93(h) (9 lnia] = g [tnsa tn]) + 205(0)g fonss, tos o))

4.8 Meétodo multipaso predictor corrector MDFpPC
para osciladores perturbados

Definicién 4.7 Definimos el método predictor-corrector de p pasos MDFpPC para

osciladores perturbados como el que tiene como predictor a MDFpE y como corrector

a MDFpl.
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El método predictor corrector empleado, es del tipo P(EC)*E'* cont =1y p

entero positivo, es decir un predictor, p evaluador corrector, P(EC)* [43]. Al aplicar

el P(EC)* para obtener correccién de convergencia, se observa que siz es la j-ésima

correcidén de x,, y 4 = 2, entonces o2 — 21| es suficientemente pequenio y el cdlculo

21 . . . . .
de 7' incrementa significativamente el coste computacional.

4.8.1 Cédigos para los método MDFpPC.

Para los métodos definidos en los cinco casos anteriores:
Las variables de entrada son:
Numero de pasos del método: p
Ntmero de iteraciones: n
Tamano de paso: h
Ecuacién: ecu
Condiciones iniciales: init
Funcién de perturbacién: f.
Para el célculo de las p-funciones, en cada uno de los casos, se utilizan los algo-
ritmos descritos en el capitulo 2 de esta memoria.
Se implementan las matrices recurrentes A;* y B, mediante las férmulas descri-
tas en la seccién: ”Célculo recurrente de las matrices A; by B, t”  de este capitulo.
Como inicializador del cédigo, se ha utilizado el LSODE[adamsfunc] de Maple V.

Se obtiene la tabla de diferencias divididas, en los ¢ primeros puntos con ¢ =

0,...,p— 1L
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Aplicando las definiciones de los métodos anteriores en cada uno de los casos,
calculamos la aproximacién x,, que permite escribir la siguiente linea de la tabla de
diferencias divididas y obtener la aproximacién X,1.

Tomando la fila p de la tabla de diferencias divididas y empleando el método
implicito, en cada uno de los casos, calculamos una correccién.Si el método es de p
pasos con p impar, utilizaremos como predictor el método Iy como corrector el método
IT; s1 el método es de p pasos con p par, utilizaremos como predictor el método II y

como corrector el método I;

Ver Anexos I, I, I, IV y V.

4.9 Ejemplos numéricos

4.9.1 Ejemplo 1

Consideremos €l problema siguiente:
z' (t) + 22(t) = sin(t)

con las condiciones iniciales:

cuya solucién exacta viene dada por:
z(t) = cos(V2t) + sin(2)

y con derivada:

' (t) = —v/2sin(v/2t) + cos(t)
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Aplicando a la ecuacién diferencial, el operador D% 4 2, donde 8 = 1, anula-
mos la funcién de perturbacién, obteniendo una ecuacién diferencial de cuarto grado
homogénea.

Resolviendo mediante el Método I explicito de 17 pasos y 11 o-funciones, utilizan-
do un tamafio de paso h = 0.2 y 500 iteraciones, en la figura n® 3.12, se representa la
grafica del logaritmo decimal del valor absoluto del error relativo de la solucién con-
seguida mediante el método y contrastada con el logaritmo decimal del valor absqluto
del error relativo de la solucién calculada mediante el cédigo LSODE de tol = 107,
En la figura n° 3.13. se hace una representacién andloga para la derivada.

Obteniéndose los tiempos de acceso a la CPU, siguientes:

LSODE 696.73 seg.

Método adaptado (MDF7E) 38.93 seg.

Resolviendo mediante el Método I predictor corrector de 17 pasos y 11 ¢-funciones,
utilizando un tamafio de paso h = 0.2 y 500 iteraciones, en la figura n° 3.14, se
representa la gréfica del logaritmo decimal del valor absoluto del error relativo de la
solucién conseguida mediante el método y contrastada con el logaritmo decimal del
valor absoluto del error relativo de la solucién calculada mediante el cédigo LSODE
de tol = 107%5. En la figura n° 3.15. se hace una representacién andloga para la
derivada.

Los tiempos de CPU, obtenidos son:

LSODE 696.73 seg.

Método adaptado (MDF;7,PC) 80.78 seg.
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Se observa, el aumento signiﬁca,tivo de coste computacional, en el predictor co-
rrector,con una sola correccién.

En la figura n® 3.16, se representa la gréfica del logaritmo decimal del valor ab-
soluto del error relativo de la solucidén conseguida mediante el Método 1 predictor
corrector de 15 pasos y 10 p-funciones, utilizando un tamano de paso h = 0.1 y 1000
1teraciones, contrastada con el logaritmo decimal del valor absoluto del error relativo
de la solucién conseguida mediante los métodos:

- MGEAR (Maple V), con errorper = Float(1,-13).
- LSODE[backfunc] (Maple V), con tolerancia 10"
- GEAR (Maple V), con errorper = Float(1,-13).
En la figura n® 3.17. se hace una representacién andloga para la derivada.

Obteniéndose los tiempos de acceso a la CPU, siguientes:

MGEAR 168.25 seg.
LSODE 1902.72 seg.
GEAR 223.41 seg.

Método adaptado (MDF,5PC) 180.74 seg.

4.9.2 Ejemplo 2

Sea el oscilador:

z'(t) + 2(t) = cos(100t)
con las condiciones iniclales:

0998 .
2(0) = oop (O =1
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de solucién exacta:

) cos(100t)
z(t) = cos(t) + sin(t) — 5999
y con derivada:
' ) 100sin(100¢)
x (t) = —sin(t) + cos(t) + 5500

Aplicando a la ecuacién diferencial, el operador D? + 32, donde 8 = 100, anula-
mos la funcién de perturbacién, obteniendo una ecuacién diferencial de cuarto grado
homogénea..

Resolviendo mediante el Método I explicito de 17 pasos y 11 ¢-funciones, utilizan-
do un tamaifio de paso h = 1072 y 1000 ite;aciones, en la figura n® 3.18, se representa
la grafica del logaritmo decimal del valor absoluto del error relativo de la solucién con-
seguida mediante el método y contrastada con el logaritmo decimal del valor absoluto
del error relativo de la solucién calculada mediante el cédigo LSODE de tol = 10718,
En la figura n° 3.19. se hace una representacién andloga para la derivada.

Los tiempos de CPU, son:

LSODE 641.01 seg.

Método adaptado (MDF17E) 116.54 seg.

En la figura n° 3.20, se representa la gréfica del logaritmo decimal del valor ab-
soluto del error relativo de la solucién conseguida mediante el Método 1 predictor
corrector de 15 pasos y 10 p-funciones, utilizando un tamazno de paso h = 0.001 y
1000 iteraciones, contrastada con el logaritmo decimal del valor absoluto del error
relativo de la solucién conseguida mediante los métodos:

- MGEAR (Maple V), con errorper = Float(1,-13).
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- LSODEbackfunc] (Maple V), con tolerancia 107"
- GEAR (Maple V), con errorper = Float(1,-13).
En la figura n® 3.21. se hace una representacién andloga para la derivada.
En la figura n° 3.22 y 3.23 se exponen los gréficos de tiempo de acceso a la CPU,

de los métodos explicito y predictor-corrector, respectivamente.

4.9.3 Ejemplo 3

Sea el PVL
¢ +z = ex’
z(0) = 0
z'(0) = 1

con integral primera
F(z,z) = % <.9:2 + $'2) - 23:4

Aplicando a la ecuacién diferencial, el operador D? + 32, donde 8 = 0, caso II,
obtenemos una ecuacién diferencial de cuarto grado.

Resolviendo mediante el Método I predictor-corrector de 15 pasos y 9 ¢-funciones,
utilizando un tamatio de paso h = 0.1, € = 1073 y 1000 iteraciones, en la figura n°
3.24, se representa la grafica del logaritmo decimal del valor absoluto del error relativo,
contrastada con el logaritmo decimal del valor absoluto del error relativo calculado
mediante el cédigo LSODE de tol = 1072,

En la figura n® 3.25, se representa la gréfica del logaritmo decimal del valor ab-

soluto del error relativo conseguido mediante el Método I predictor corrector de 17
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pasos y 11 @-funciones, utilizando un tamano de paso h = 0.01, € = 10~% y 1000
iteraciones, contrastado con el logaritmo decimal del ‘Valor absoluto del error relativo
obtenido mediante los métodos:

- MGEAR (Maple V), con errorper = Float(1,-15).

- LSODE[backfunc] (Maple V), con tolerancia 107%.

- GEAR (Maple V), con errorper = Float(1,-13).

4.9.4 Ejemplo 4

Los métodos anteriores permiten integrar ecuaciones més generales, del tipo:
H ! !
z + P(z,z ,t)x =g,z 1)
para ello consideraremos la ecuacidn:

(z, :c', t)

)

Tr =
con nueva funcién de perturbacién:
9z, xt) = g(z,x ,t) — P(z,z ,t)x.

a la que le aplicarfamos los métodos anteriores correspondientes al caso I1L.

Sea el PVI:

r —z(z+1) = zcos(t)
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con solucién exacta:

z(t) = cos(t)

y con derivada:

o/ (t) = —sin(t)

que expresamos Como:

x = wzcos(t)+ :c(x +1)
z(0) = 1
z(0) = 0

para poder aplicar el caso III.

En la figura n® 3.26, se representa la gréfica del logaritmo decimal del valor ab-
soluto del error relativo de la solucién conseguida mediante el Método I predictor
corrector de 17 pasos y 11 @-funciones, utilizando un tamafio de paso h = 0.01 y 1000
iteraciones, contrastada con el logaritmo decimal del valor absoluto del error relativo

de la solucién conseguida mediante los métodos:
- MGEAR (Maple V), con errorper = Float(1,-14).
- LSODE[backfunc] (Maple V), con tolerancia 107,
- GEAR (Maple V), con errorper = Float(1,-13).

En la figura n°® 3.27. se hace una representacién andloga para la derivada.
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4.9.5 Ejemplo 5

Consideremos el siguiente problema, altamente oscilatorio, propuesto por G. Denk

[11]:

z(0) = 107°
20) = 1— 1052
sin (3¢)
» = 314.16
con solucién exacta:
z(t) =1t +107° { cos (st) — cos () sin (sct)
sin ()
y derivada:
' -5 . cos (1)
=1 st
z(t)=1-10""s <sm (1) + S0 %) cos ( )>

Aplicando a la ecuacién diferencial, el operador D? + 3%, donde B = 0, caso II,
obtenemos una ecuacién diferencial de cuarto grado.

Resolviendo mediante el Método I predictor-corrector de 3 pasos y 3 ¢-funciones,
utilizando un tamaiio de paso h = 0.01 y 1000 iteraciones, en la figura n® 3.28, se
representa la gréfica del logaritmo decimal del valor absoluto del error relativo de la
solucién , contrastado con el logaritmo decimal del valor absoluto del error relativo
obtenido mediante los métodos:

- MGEAR (Maple V), con errorper = Float(1,-13).

- LSODEbackfunc] (Maple V), con tolerancia 1071°.
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- GEAR (Maple V), con errorper = Float(1,-15).
En la figura n® 3.29. se hace una representacién andloga para la derivada.

Obteniéndose los tiempos de acceso a la CPU, siguientes:

MGEAR 726.87 seg.
LSODE 3143.05 seg.
GEAR 417.77 seg.

Método adaptado (MDF3sPC) 4.57 seg.
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4.10 Figuras Capitulo 3

4.10.1 Ejemplo 1

log (error)
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Figura n° 3.12. = (t) + 2x(t) = sin(t) (posicién)
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Figura n° 3.13. ' (t) + 2x(¢) = sin(t) (velocidad)
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4.10.2 Ejemplo 2

log (error)

1551 g E
_161 ¥
assl e LSODE
.97l
~17.5+
18}
Método
RS0 adaptado
1l -
&
Q 0.2 o9 oG o= 2

Figura n° 3.18. z () + z(t) = cos(100t) (posicién)

log (error)

1zl
_qat
LSODE IOAY

1sd
184

Sl Método

adaptado
sl it .
o 0.2 0.4 0.5 0.8 1

Figura n° 3.19. ' (t) 4+ z(t) = cos(100t) (velocidad)
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log (error)
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log (error)
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4.10.3 Ejemplo 3
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4.10.4 Ejemplo 4
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4.10.5 Ejemplo 5
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Anexo 1

> restart:
> Digits:=:

> with(linalg):

Ecuacién.

> fi=(rxx)->:

> alpha:=:

> beta:=:

> ecur=:

> init:=:

> fens =

Célculo de las p-funciones.

> g:=array(0..p+3):

> g[0]:=evalf(1/ (alpha"2—beta,”2)*(alphaf2*cos(beta*h)—betaA2*cos(a1pha*h))): |

167
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> g[1]:=evalf(1/(alpha”2-beta"2)*(alpha~2/beta*sin(beta*h)-beta~2/alpha*sin(alpha*h))):
> g[2]:=evalf(1/(alpha™2-beta™2)*(cos(beta*h)-cos(alpha*h))):
> gd[2]:=evalf(1/(alpha~2-beta~2)*(alpha*sin(alpha*h)-beta*sin(beta*h))):
> g[3]:=evalf(1/(alpha~2-beta~2)*(1/beta*sin(beta*h)-1/alpha*sin(alpha*h))):
> deltar=
> for i from 4 to p+3 do
> glil:=evalf(sum(’(-1) "k/(2*k+1)!*(beta "~ (2*k+2)-
-alpha™(2*k+2))/(beta"2-alpha™2)*h~(2*¥k+i)’,’k’=0..delta)):
> od:
Vectores de aproximaciones.
> x:=array(0..n):
> X:=array(0..n):
> xd:=array(0..n):
> Xd:=array(0..n):
Célculo de la matriz recurrente método explicito.
> S:=array(l..p,1..p):
> S[1,1]:=1:
> for i from 2 to p do
> S[3,1]:=0:
> od:
> for j from 2 to p do
> S[1,j]:=0:

> od:
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> for j from 2 to p do
> for i from 2 to p do
> S[i,j]:=S[i-1,j-1]-S[L,j-1]*(2-))*h:
> od:
> od:
Calculo de la matriz recurrente método implicito.
> Q:=array(l..p,1..p):
> Q[1,1]:=1:
> Q[1,2]:=-h:
> for 1 from 2 to p do
> Qi,1]:=0:
> od:
> for j from 3 to p do
> Q[L,j):=0:
> od:
> for j from 2 to p do
> for 1 from 2 to p do
> QfijJ=Qli-L,j-L-QILj-LI*(3)*b:
> od: |
> od:
Célculo de las diferencias divididas.
> t:=array(0..n):

> for i from 0 to n do t[i}:=h*i od:
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> y:=array(0..n):
> for 1 from 0 to (p-1) do y[i]:=evalf(f(t[i],x[i])) od:
> DIF:=array(0..n,0..(p-1)):
> for i from 0 to (p-1) do DIF[i,0]:=y][i] od:
> for j from 1 to (p-1) do
> for 1 from j to (p-1) do
> DIFfj=(DIF[i-1J-DIFi-1-1])/ (6l 4[]
> od:
> od:
Aplicacién del método predictor-corrector.
> a:=array(l..p):
> A=array(l..p):
> b:=array(0..p-1):
> B:=array(0..p-1):
> for i from (p-1) to (n-1) do
> for j from 1 to p do
> afj]:=DIF{,j-1];
> od:
> for } from 0 to p-1 do
> bfjl:=evalf(sum(’ak]*S[+1,k]*jV’, k’=1..p)):
> od:
> x[i+1]:=evalf(-x[i-1]+2*x[i] *cos(alpha*h)+2*b[0] ¥g[2] +2* beta~ 2*b[p-1]*g[p+3] +

+2*sum(’(b[2*]]+beta~2¥b[2%1-2] Y*g[2*1+2]’, '=1..((p-1)/2))):
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> xd[i+1]:=evalf(xd[i-1]-2*alpha*x[i| *sin(alpha*h)+2*b[0]*gd[2]+2*beta~2*b[p-1]*
*g[p+2]+2*sum(’(b[2*]]+beta” 2¥b[2*1-2])*g[2*1+1], V=1..((p-1)/2))):

> ylit+1):=evalf(f(t[i-+1] x[i+1])):DIF[i+1,0]:=y[i+1]:

> for k from 1 to (p-1) do

> DIF(i+1,k]:=(DIF[i+1,k-1]-DIF[i,k-1]) / (s [i+-1]-t[i+1-K]):

> od:

> for j from 1 to p do

> A[j]:=DIF[i+1,j-1]:

> od:

> for  from 0 to p-1 do

> Blj]:=evalf(sum(’A[k]*Q[j+1,k]*j!", k'=1..p)):

> od:

> X[i+1):=evalf(-x[i-1]+2*x[i] *cos(alpha*h)+2*B[0]*g[2]+-2*beta~2*B[p-1]*g[p-+3] +
+2*sum (’(B[2*1]+beta~2¥B[2¥1-2])*g[2¥14+-2]", V=1..((p-1)/2))):

> Xd[i+1]:=evalf(xd[i-1]-2*alpha*x[i] *sin(alpha*h)+2*B[0]*gd 2]+
+2*beta”2*Bp-1]*g[p+2]+
+2*sum (B2 +-beta” 2¥B[2¥1-2] J*g[2*1+1], T=1..((p-1) /2))):

> x[i+1]:=evalf(X[i+1]):

> xd[i+1]:=evalf(Xd[i+1]):

> od:

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant.2003



Algoritmos para la integracion de problemas oscilatorios en varias frecuencias.Fernando L. Garcia Alonso

Anexo 11

> restart:
> Digits:=:

> with(linalg):

Ecuacién

> fi=(rxx)->:

> alpha:=:

> ecur=:

> init:=:

> fens =(]:

Calculo de las p-funciones.
> g:éarray(O..p+3):

> g[0]:=L1:

> g[1]:=h:

173
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> g[2]:=evalf((1-cos(alpha*h))/alpha"2):
> gd[2]:=evalf(sin(alpha*h)/alpha):
> g[3]:=evalf(1/alpha”2*(h-sin(alpha*h)/alpha)):
> delta:=:
> for i from 4 to p+3 do
> gli]:=evalf(sum(’(-1) "k/(2*k+i)*alpha~(2*k)*h "~ (2*k+i)’,’k’=0..delta));
> od:
Vectores de aproximaciones
> x:=array(0..n):
> X:=array(0..n):
> xd:=array(0..n):
> Xd:=array(0..n):
Célculo de la matriz recurrente del método explicito.
> S:=array(1l..p,l..p):
> S[1,1]:=1:
> for 1 from 2 to p do
> Sli,1]:=0:
> od:
> for j from 2 to p do
> S[L,j}:=0:
> od:
> for j from 2 to p do

> for 1 from 2 to p do
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> S[i,j]:=S[i-1,j-1}-S[1,j-1]*(2-)) *h:
> od:

> od:

Calculo de la matriz recurrente del método implicito.
> Q:=array(1l..p,1..p):

> Q1,1):=1:

> QI1,2]:=-h:

> for i from 2 to p do

> Qli,1]:=0:

> od:

> for j from 3 to p do

> Q[1,j]:=0:

> od:

>f0rjfrom2topd§

> for 1 from 2 to p do

> Q[1,j):=Qf-1,-1-Q[3-1]*(3-)) *h:
> od:

> od:

Célculo de las diferencias divididas.
> t:=array(0..n):

> for i from 0 to n do t[i]:=h*i od:
> y:=array(0..n):

> for i from 0 to (p-1) do yli}:=evalf(f(t[i],x[i])) od:
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> DIF:=array(0..0,0..(p-1)):
> for i from 0 to (p-1) do DIF[i,0]:=y][i] od:
> for j from 1 to (p-1) do
> for i from j to (p-1) do
> DIF[i,j}:=(DIF[i,j-1]-DIF{i-1,j-1])/ (6[i}-t[i-]);
> od:
> od:
Aplicacién del método predictor-corrector.
> a:=array(l..p):
> A=array(1l..p):
> bi=array(0..p-1):
> B:=array(0..p-1):
> for i from (p-1) to (n-1) do
> for j from 1 to p do
> afj]:=DIF|i,j-1];
> od:
> for j from 0 to p-1 do
> blj]:=evalf(sum(’ak]*S[j+1,k]*jV’, kK’=1..p)):
> od:
> x[i+1]:=evalf(-x[i-1]4+2*x[i]*cos(alpha*h)+2*b[0]*g[2]+
+2*sum(*b[2¥]]*g[2*14-2]",=1..((p-1)/2))):
> xd[i+1]:=evalf(xd[i-1]-2*alpha*x[i]*sin(alpha*h)+2*b[0] *¢d[2]+

+2*sum(Cb{2¥ g2 LA 1), U =1..((p-1)/2))):
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> yli+1]:=evalf(£(t[i+1] x[i+1])):DIF[i+1,0]:=y[i+1]:

> for k from 1 to (p-1) do

> DIF[i+1,k):=(DIF[i+1,k-1]-DIF[i,k-1]) / (t[i+1]-t]i+1-k]):

> od:

> for j &omltopdo

> A[j]:=DIF[i+1,j-1]:

> od:

> for j from 0 to p-1 do

> Blj:=evalf(sum(’ Ak *Q[j+1,k]*j!’,k’=1..p)):

> od:

> X[i-+1]:=evalf(-x[i-1]4+2%x[i]*cos(alpha*h)+2*B[0]*g[2] +
+2%sum(’B[2*]*g[2*14-2]",T=1..((p-1)/2))):

> Xd[i+1]:=evalf(xd[i-1]-2*alpha*x[i]*sin(alpha*h)+2*B[0]*gd[2]+
+2*sum("B[2*]*g[2¥1+1], V=1..((p-1)/2))):

> x[i+1]:=evalf(X[i-+1)):

> xd[i+1]:=evalf(Xd[i+1]):

> od:
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Anexo 111

> restart:
> Digits:=:
> with(linalg):
> pi=:
> ni=:
> hi=:
Ecuacién
> fi=(rxx)->:
> beta:=:
> ecui=:
> init:=:
> fens =
Célculo de las @-funciones.
> g:=array(0..p+3):
> g[0]:=1:
> g[l]:=h:

179
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> g[2]:=evalf(1/beta~2*(1-cos(beta*h))):
> gd[2]:=evalf(1/beta*sin(beta*h)):
> g[3):=evalf(1/beta"2%(h-1/beta*sin(beta*h))):
> delta:=:
> for 1 from 4 to p+3 do
> glil:=evalf(sum(’(-1)"k/(2*k+i)*beta~(2¥k)*h~ (2¥k+i)’’k’=0..delta)):
> od:
Vectores de aproximaciones.
> x:=array(0..n):
> X:=array(0..n):
> xd:=array(0..n):
> Xd:=array(0..n):
Matriz recurrente del método explicito.
> S:=array(1l..p,1..p):
> S[1,1]:=1:
> for 1 from 2 to p do
> S[i,1]:=0:
> od:
> for j from 2 to p do
> S[1,j]:=0:
> od:
> for j from 2 to p do

> for 1 from 2 to p do
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> S[i,j]:=S[i-1,j-1]-S[1,j-1]*(2-j)*h:
> od:
> od:

Matriz recurrente del método implicito.
> Q:=array(1l..p,1..p):

> Q[1,1}:=1:

> Q[L,2]:=-h:

> for i from 2 to p do

> Q[1,1]:=0:

> od:

> for j from 3 to p do

> Q[1,j]:=0:

> od:

> for j from 2 to p do

> for i from 2 to p do

> QU= QL1 Qi1 (34)*E:
> od:

> od:

Célculo de las diferencias divididas.
> t:=array(0..n):

> for i from 0 to n do t[i]:=h*i od:
> y:=array(0..n):

> for i from 0 to (p-1) do y[i]:=evalf(f(t[i],x[i])) od:
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> DIF:=array(0..n,0..(p-1)):
> for i from 0 to (p-1) do DIF[i,0]:=y][i] od:
> for j from 1 to (p-1) do
> for i from j to (p-1) do
> DIFfJ:=(DIF[Lj-1]-DIF[i-1j-1]) (¢4
> od:
> od:
Aplicacién del método.
> a:=array(l..p):
> A=array(l..p):
> bi=array(0..p-1):
> B:=array(0..p-1):
> for i from (p-1) to (n-1) do
> for j from 1 to p do
> alj]:=DIF[i,j-1];
> od:
> for j from 0 to p-1 do
> blj]:=evalf(sum(a[k|*S[j+1,k|*j"" k’=1..p)):
> od:
> x[i+1]:=evalf(-x[I-1]4+2*x[i]+2*b[0] *g[2] +2*beta~ 2*b[p-1]*g[p+3]+
+2*sum(’(b[2*]]+beta~2*b[2*1-2])*g[2¥1+2]’, I'=L1..((p-1)/2))):
> xd[i+1]:=evalf(xd[i-1]+2*b[0]*gd[2]+2*beta~2*b[p-1]*g[p+2]+

+2%sum(’(b(2*]|+beta~2¥b[2*1-2] Y *g[2¥1+-1]", I'=1..((p-1)/2))):
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> ylit+1)=evalf(f(t[i-+1) x[i-+1])):DIF[i+-1,0]:=y[i+1]:

> for k from 1 to (p-1) do

> DIF[i+1,k):=(DIF[i+1,k-1]-DIF[i k-1])/ (t[i+1]-t[i+1-k]):

> od:

> for j from 1 to p do

> A[j]:=DIF[i+1,j-1]:

> od:

> for j from 0 to p-1 do

> B[j]:=evalf(sum (" A *Q[+1.k]*I" kK'=1..p)):

> od:

> X[i+1]i=evalf(-x[i-1]+2*x[i]-+2*B[0]*g[2]+2*beta~ 2*Blp-1]*g[p+3]+
+2*sum(’(B[2*]]+beta~ 2¥B[2¥1-2] ) *g[2F1+2)" )V =1..((p-1)/2))):

> Xd[i+1]:=evalf(xd[i-1]+2*B[0] *gd [2] +2*beta"2*B[p-1]*g[p+2]+
+2*sum(*(B[2*]]+beta~2¥B[2%1-2)*g[2*1+1)", 1'=1..((p-1)/2))):

> x[i+1]:=evalf(X[i+1]):

> xd[i+1]:=evalf(Xd[i+1]):

> od:
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Anexo IV

> restart:
> Digits:=:
> with(linalg):

> pi=

Ecuacién.

> fi=(rxx)->:

> alpha:=:

> ecui=:

> Initi=:

> fens :=(]:

Calculo de las p-funciones.

> g:=array(0..p+3):

> g[0]:=evalf(cos(alpha*h)+alpha/2*h*sin(alpha*h)):

> g[1]:=evalf(-1/2*h*cos(alpha*h)+3/(2*alpha)*sin(alpha*h)):
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> g[2]:=evalf(h/(2*alpha)*sin(alpha*h)):
> gd[2]:=evalf(1/(2*alpha)*sin(alpha*h)+h/2*cos(alpha*h)):
> g[3]:=evalf(-h/(2*alpha~2)*cos(alpha*h)+1/(2*alpha”3)*sin(alpha*h)):
> delta:=:
> for 1 from 4 to p+3 do
> glil:=evalf(sum(’(-1) "k/(2*k+i)*alpha™(2*¥k)* (k+1)*h~(2*k+i)’,’k’=0..delta)):
> od:
Vectores de aproximaciones
> x:=array(0..n):
> X:=array(0..n):
> xd:=array(0..n):
> Xd:=array(0..n):
Célculo de matriz recurrente del método explicito.
> S:=array(1l..p,1..p):
> S[1,1]:=1:
> for i from 2 to p do
> S[1,1]:=0:
> od:
> for j from 2 to p do
> S[1,j]:=0:
> od:
> for j from 2 to p do

> for 1 from 2 to p do
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> S[i,j]:=S[i-1,j-1]-S[1,j-1]*(2-j) *h:
> od:
> od:
Célculo de matriz recurrente del método implicito.
> Q:=array(1..p,1..p):
> Q[1,1):=1:
> Q1,2]:=-h:
> for i from 2 to p do
> Q[i,1]:=0:
> od:
> for j from 3 to p do
> Q[1,3):=0:
> od:
> for j from 2 to p do
> for 1 from 2 to p do
> Qlijl=Qli-Li-1-Qli-1*(35)*h:
> od:
> od:
Célculo de las diferencias divididas.
> t:=array(0..n):
> for i from 0 to n do t[i}:=h*i od:
> y:=array(0..n):

> for i from 0 to (p-1) do yfij:=evalf({(t]i]x[i])) od:
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> DIF:=array(0..n,0..(p-1)):
> for i from 0 to (p-1) do DIF[1,0]:=y[i] od:
> for j from 1 to (p-1) do
> for i from j to (p-1) do
> DIFf =(DIF[ij-1)-DIFf-1§-1])/ (li-i-1]);
> od:
> od:
Aplicacién del método predictor-corrector.
> a:=array(l..p):
> A=array(l..p):
> b:=array(0..p-1):
> B:=array(0..p-1):
> for i from (p-1) to (n-1) do
> for j from 1 to p do
> alj]:=DIF[i,j-1];
> od:
> for j from 0 to p-1 do
> bfjl:=evalf(sum(Calk]*S[j+1,k]*jI’, k’=1..p)):
> od:
> x[i+1]:=evalf(-x[i-1]4+2*x[i]*cos(alpha*h)+2*b[0] *g[2]+-2*alpha "~ 2¥b[p-1]*g[p+3] +
+2*sum(’(b[2*]]+alpha~2*b[2*1-2]) *g[2¥14-2], V=1..((p-1)/2)) ):
xd[i+1]:=evalf(xd[i-1}-2*alpha*sin(alpha*h)*x[i] +2*b[0] *gd [2]+2*alpha " 2*b[p-1]*g[p+2] +

+2%sum(’(b[2*]]+alpha”~2*b[2¥1-2] ) *g[2¥14+-1] ) V=1..((p-1)/2))):
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> ylit+1]:=evalf(f(t[i+1],x[i+1])):DIF [i+1,0]:=y[i+1]:

> for k from 1 to (p-1) do

> DIF[i+1,k]:=(DIF[i+1,k-1]-DIF[i,k-1]) /(t[i+1]-t [i+1-k]):

> od:

> for j from 1 to p do

> A[j]:=DIF[i+1,j-1]:

> od:

> for j from 0 to p-1 do

> Blj]:=evalf(sum(Ak]*Q[+1,k]*jl", k’=1..p)):

> od:

> X[i++1]:=evalf(-x[i-1]+2*x[{| *cos(alpha*h)+2*B[0]*g[2]+2*alpha~2*B[p-1]*glp+3]+
+2%sum(*(B[2*]] +alpha~2*¥B[2*1-2))*g[2¥14-2]  V=1..((p-1) /2))):

Xd[i+1]:=evalf(xd[i-1]-2*alpha*x[i|*sin(alpha*h)+
+2%B[0]*¢d[2]+2*alpha~2*B[p-1]*g[p+2]+
+2*sum(’(B[2*]]+alpha~2¥B[2*1-2] *g[2*14+1]", V=1..((p-1) /2))):

> x[i+1]:=evalf(X[i+1]):

> xd[i+1]:=evalf(Xd[i+1]):

> od:
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Anexo V

> restart:
> Digits:=:
> with(linalg):
> pi=:
> ni=
> hi=:
Ecuacién.
> fi=(rxx)->:
> ecui=:
> initi=:
> fens =]
Calculo de las ¢-funciones.
> g:=array(0..p+3):
> g[0}:=1:
> g[1):=evalf(h):
> g[2]:=evalf(h~2/2):
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> gd[2]:=evalf(h):
> g[3]:=evalf(h~3/3!):
> for 1 from 4 to p+3 do
> gli:=evalf(h™i/il):
> od:
Vectores de aproximaciones
> x:=array(0..n):
> X:=array(0..n):
> xd:=array(0..n):
> Xd:=array(0..n):
Célculo de matriz recurrente del método explicito.
> S:=array(1l..p,1..p):
> S[1,1):=1:
> for i from 2 to p do
> S[i,1]:=0:
> od:
> for j from 2 to p do
> S[1,j):=0:
> od:
> for j from 2 to p do
> for i from 2 to p do
> S[1,j]:=S[i-1,j-1]-S[L,j-1]*(2-} *h:

> od:
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> od:

Calculo de matriz recurrente del método implicito.
> Q:=array(1l..p,1..p):

> QL,1]:=1:

> Q[1,2]:=-h:

> for i from 2 to p do

> Q[3,1]:=0:

> od:

> for j from 3 to p do

> Q[L,i]:=0:

> od:

> for j from 2 to p do

> for i from 2 to p do

> QliJl=Qfi-Li-1-Qlij-1*(34)*h:
> od:

> od:

Célculo de las diferencias divididas.
> t:=array(0..n):

> for i from 0 to n do t[ij:=h*i od:
> y:=array(0..n):

> for i from 0 to (p-1) do y[i]:=evalf(£(t[i] x[i])) od:
> DIF:=array(0..n,0..(p-1)):

> for i from 0 to (p-1) do DIF[i,0]:=y[i] od:
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> for j from 1 to (p-1) do

> for i from j to (p-1) do

> DIFY,jl:=(DIF[ij-1}-DIFfi-1-1))/ (4 i}t i-i]);

> od:

> od:

Aplicacién del método predictor-corrector.

> a=array(l..p):

> A=array(l..p):

> b:=array(0..p-1):

> Bi=array(0..p-1):

> for i from (p-1) to (n-1) do

> for j from 1 to p do

> afj]:=DIF[i,j-1];

> od:

> for j from 0 to p-1 do

> bfjl:=evalf(sum(Ca[k]*S[j+1,k]*jI’,’k’'=1..p)):

> od:

> x[i+1]:=evalf(-x[i-1]+2*x[i] +2*sum("b[2*1-2] *g[2*])’, V=1..((p+1)/2))):
xd[i+1]:=evalf(xd[i-1]+2*b[0]*gd[2] +2*sum " b[2*1*g[2*1+1]", =1..((p-1)/2))):
> yli+1]:=evalf(£(t[i+1] x[i+1])):DIF[i+1,0]:=y[i+1]:

> for k from 1 to (p-1) do

> DIF[i+1,k]:=(DIF[i+1,k-1]-DIF[ik-1])/ (t[i-+1]-t[i-+1-K]):

> od:
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> for j from 1 to p do

> A[j]:=DIF[i+1,j-1]:

> od:

> for j from 0 to p-1 do

> Bfj|:=evalf(sum AK*Q[j+1,k] ¥’ k’=1..p)):

> od:

> X[i+1]:=evalf(x[i-1]4+-2*x[i]+2*sum (" B[2*-2]*g[2*]]’,) ' =1..((p+1) /2))):

> Xd[i+1]:=evalf(xd[i-1]+-2*B[0]*gd[2]+2*sum('B[2*]]*g[2*1+1]", T =1..((p-1)/2))):
> x[i+1):=evalf(X[i+1)):

> xd[i+1]:=evalf(Xd[i+1]):

> od:
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