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LA RESOLUCION DE
PROBLEMAS DE FiSICA

pe e &\.\%&N\M&

IV. EJEMPLOS DESARROLLADOS PARA ENSERNANZA MEDIA

1. ;CUAL ES EL PROBLEMA?

Vamos a desarrollar algunos ejem-
plos [fruto de nuestra experiencia du-
rante varios cursos en BUP y couy,
con objeto de mostrar los resultados
de llevar la metodologia a la practica.
La transcripcién que hemos realizado
no es, por supuesto, literal: represen-
ta la sintesis de las aportaciones de
los distintos grupos, tal como puede
ser reformulada al término de la
puesta en comun de cada una de las
fases que se contemplan en la forma
de resolucion propuesta. Se intercalan,
también, una serie de comentarios

BAcHILEE raTE

diddcticos que hemos considerado
ttiles

Los problemas han sido selecciona-
dos por su representatividad o por-
que su desarrollo permite hacer co-
mentarios sobre aspectos esenciales
de la metodologia para su mejor utili-
zacién. Ello ha conducido a resaltar
en estos ejemplos, algiin aspecto par-
ticular de la metodologia propuesta.
De ahi los subtitulos introducidos,
que pretenden llamar la atencién so-
bre cada uno de dichos aspectos.

Consideremos el enunciado: «¢Cho-
card el tren con el obstdculo?» Se tra-
ta de un problema cuyo enunciado
tradicional hemos incluido en la rela-
cion del capitulo anterior con el ni-
mero 18, y que presenta el interés [en
la forma propuesta aqui] de no expli-
citar inequivocamente qué es lo que
se pide. Ello exige, como veremos, un
esfuerzo suplementario de reflexién y
precision por parte de los alumnos, y
puede producir incluso una desorien-
tacion inicial, dado que habitualmen-
te las cuestiones solicitadas aparecen
con total nitidez.

al Planteamiento cualitativo
y formulacién de hipétesis

Las primeras consideraciones cualj-
tativas en las que los alumnos coinci-
den sin dificultad, conducen a referir-
S€ a un tren que avanza con una velo-
cidad determinada y cuyo maquinis-
ta, a la vista de un obstdculo, frena

‘para impedir ei choque. Segiin que el

problema sea akordado en un contex-
to cinemdtico o dinamico, los alum-
nos traducen el frena por producir

una aceleracion o por aplicar una
Juerza. El problema puede por su-
puesto resolverse en cualquiera de los
dos niveles. Pero la auténtica dificul-
tad y las discrepancias, aparecen en
cuanto se trata de precisar qué es lo
que el problema pide. La pregunta
«¢chocard...?» no puede traducirse
automdticamente a la forma habitual
de «calcular la distancia...», o bien
«obtener la fuerza...», etc. Y se trata
sin embargo de realizar dicha preci-
sién u operativizacién, sin lo cual di-
ficilmente se podra seguir avanzando.
En otras palabras, los alumnos han
de plantearse [y es posible que el pro-
fesor necesite impulsarles a ello si por
si mismos no lo hacen] la cuestién de
qué se podria calcular que diera in-
formacidn sobre si el choque se pro-
duce o no. Ello conduce a distintos
planteamientos que resumimos a con-
tinuacion:

® Una primera forma de operativizar
el problema, es plantearse la obten-
cién de la distancia, d, que reco-
rrerd el tren desde que empieza a
frenar hasta que se para. Si esta
distancia es igual o menor que D
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fdistancia desde el obstdculo al
punto donde se encontraba el tren
cuando empezd & frenar] no cho-
cara.

Otra forma de abordar el problema
propuesta por los alumnos es tra-
tar de calcuiar la fuerza necesaria
para que el tren se pare justo des-
pués de recorrer la distancia . Sj
el valor de la fuerza de frenado
que puede aplicarse es igual o su-
perior a la obtenida, el choque se
evitara.

Una dltima manera de operativizar
el problema gue suele aparecer,
aunque con menos frecuencia, es
considerar cudl es la velocidad ini-
cial maxima que puede Hevar el
tren para que, al aplicar [os frenos,
se pare justo a la distancia D. Si ia
velocidad que levaba efectivamente
el tren, era igual o menor a ésta, el
chogue se habra evitado.

Para algunos alumnos estas formas
de abordar el problema pueden pare-
cer distintas, puesto que se trata res-
pectivamente de calcular una distan-
cia, una fuerza y una velocidad. Es
facil comprender sin embargo que
ello no es asi ¥ que los resultados ha-
brén de ser coincidentes. Precisamen-
te la resolucién por mas de un proce-
dimiento se convierte en una forma
de contrastar la validez de los resulta-
dos. En lo que sigue, describiremos la
resolucion realizada segin el primer
planteamiento, es decir, determinan.
do la distancia que recorrerd un tren
hasta pararse cuando se le aplica una
determirada fuerza de frenado (si-
tuande, pues, ef problema en un miar-
co dindmico).

Los alumnos no encuentran difi-
cultad para exponer a modo de hipo-
tesis, que fa distancia d recorrida de-
penderd de a velocidad v, que lleva-
ba el tren, de la fuerza, F, de¢ frenado
que se le aplica y de la masa, m, del
miSmo,

Algun alumno suele aludir al tiem-
PO que tardard el tren en detenerse,
pero rdpidamente surgen comentarios
sobre la dependencia de este tiempo
de los factores anteriormente consi-
derados. A este respecto, es necesario
advertir a los alumnos ia convenien-
cia de permitir la formulacién de
cualquier hipdtesis sin pasar 2 criti-
carfa de entrada, con objeto de evitar
efectos inhibitorios. Lna vez formu-
ladas todas las hipdtesis, e5 cuando
conviene pasar a su discusién y pro-
fundizacién. Asi, los alumnos expre-
san que d aumentard st lo hace v,,
debiendo ser nula si v, es nula, o
que tenderd a infinito si lo hace V.
Cuanto mayor sea la aceleracion [ma-
yor fuerza de frenado para un valor
de m dado}, menor deberd ser d,
siende d ~+05i F ~ co.

Cuando se separan las variables F
¥ m, la dependencia de [z distancia de
frenado con la masa no aparece siem-
pre clara: algunos alumnos afirman
que af aumentar m e} tren recorrera
menor distancia. Esto pone en evi-
dencia una concepcién errénea que
considera Iz masa come propiedad
que mide Ja «resistencia» del cuerpo
al movimiento, que mediante un ra-
zonhamiento irreflexivo se convierte
€N mayor masa, «uds resistencian,
luego se parard antes. Otros alum-
nos, por supuesto, argumentan lo
contrario: a mayor masa, mds distan-
cia recorrerd, pues la aceleracion de
frenado serd menor, A pesar de que
¢l argumento es conciuyente, con ob-
jeto de incidir sobre la concepcidn
erronea citada, se puede dejar en alto
esta cuestion y clarificarla a la luz de
los resultados obtenidos.

b) Estrategias de resofucidn

Las estrategias de os alumnos vie-
nen influenciadas por el tema en que
ha sido propues:o el problema. Expo-
nemos a continuacion las posibles op-
ciones,

flgura 7.

b.1} Si se sigue el tratamiento cine-
matico/dindmico, la estraiegia pro-
puesta supone hallar la aceleracién
del tren [a partir de la ecuacién fun-
damental de la dindmica}, quedando
el problema reducido a su aspecto ¢i-
nematico: a partir de la ecuacién de
Ia rapidez, hallar e tiempo que tarda
en parar, en ser v=40, y sustituir el
valor del tiempo obtenido en la ecua-
cién de ia posicidn del tren medida
desde el punto en que empieza a fre-
nar, con lo que se obtendra la distan-
cia buscada, d.

b.2) Se puede hallar la distancia re-
corrida hasta parar, mediante un tra-
tamiento energético, que aparece si se
propoze ¢l problema en el tema co-
rrespondiente. Se trataria de una
transformacion de un sistema fisico,
el tren, que pasa desde un estado ini-
cial en que tiene una velocidad Vo,
¥ por io tanto una energia cinética
¥ m vi respecto al suelo, a otro es-
tado en que su velocidad, su energia
¢inética, es cero. Esta transformacion
es debida al trabajo de la fuerza re-
sultante: el trabajo realizado por la
fuerza de frenado, F, a lo largo de fa
distancia 4. Por tanto, se podra utili-
zar [a expresion W =4E, {trabajo
resuitante igual a variacién de energia
cinética) para hallar .

¢l Resolucién propiamente dicha

¢.1} Dado que el estudio del movi-
miento se realiza a lo largo de una
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trayectoria conocida y fija (fa via del
tren) los alumnos suelen prescindir, y
ello es correcto, del tratamienzo vee-
torial. Pasan asi a elegir un sistema
de referencia espacio temporal sobre
la trayectoria {figura 7), tomando co-
mo origen de tiempos el instante en
que el tren empieza a frepar ¥ como
origen de espacios, la posicién donde
se encuentra el tren en ese instante, y
como sentido positivo el de avance
del tren. De este modo, las caracteris-
ticas cinematicas del movimienta pa-
san a ser: v, £,=0 y 1,=0, y las
ecuaciones del movimientg

ve=v,+at [1]
e=vt+be-ar? [2].

Por otra parte, la tnica fuerzg tan-
gencial a la travectoria es 1a fuerza de
frenado que, de acuerdo con el con-
venio de signos adoptade, resulta me-
gativa: —F, De este modo, la acelera-
cion resulta

a=—_E 3.
m

El problema ahora se reduce a susti-
tuir dicho valor de la aceleracién en
las ecuacicones cinemdticas, hallar e]
tiempo que rarda en parar ¢l tren ha-
ciendo v=0 (velocidad fina! con et
tren parado) en la ecuacién 1] y ob-
tener d sustituyendo dicho tiempo en
la ecuacidn [2]. Los alumnos no tie-
nen, asi, excesivas dificultades en
obtener:

¢.2} Para la resolucién mediante Ia
estrategia energética (igualando ef
trabajo resultante a la variacion de la
energia cinética) os alumnos wtilizan
bien la expresion

W={El]afl cos 6, o bien W F,-ladl.
En ambos casos Hegan a

W, =—F-d
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(trabajo negativo naturalmente), que
produce una variacién de energia ci-
nética que pasa de Ya+m v} a 0, con
lo que

AE, =0—-V2 m vi,
De acuerdo con ello:

—Fed=(0—"%-m v},

y por tanto

d} Anilisis de los resultados

Tal como los alumnos anticipan al
formular {as hipotesis, Iz distancia re-
corrida por el tren depende de v,
aumentando o disminuyendo si v, lo
hace y cumpliendo los casos limites
evidentes: si v, es nula, d seria tam-
bién nula;, y si v, =+ o, d — oo.
Cuante mayor sea la fuerza de frena-
do, menor serd la distancia recorrida
hasta parar, siendo esta distancia nu-
lasi F — co. Con respecto a la masa,
como se puede advertir, la distancia
aumentard al aumentar la misma, en
contra de muchas opiniones iniciales,
E! papel de la masa se puede clarifi-
car mas si se escribe el resultado de
distintas formas:

Vi Vi

2
Q."_..ﬁ<c|

2F 2Fm 2a

En definitiva, el resultado obtenido
para d parece 10gico, no muestra in-
coherencias y puede ser aceptado co-
mo correcte [es posible, ademas,
comprobar fa homogeneidad dimen-
sional de la expresién obtenida).

La respuesta a la pregunta plantea-
da por el problema se obtiene ahora
concluyendo que, si d es menor o

igual que D, es decir, si
(mvi/2 F)gD,

el tren se detendra sin llegar a chocar
con el obstéaculo.

Cuando la resolucidn se orienta ha-
cia el cdleulo de la fuerza necesaria
para que el tren se pare tras recorrer
la distancia D, el resultado obienido
es

m vi

i

F=

¥ la respuesta, ahora, es que el tren
no chocard si F es igual o mayor al
valor obtenido, o sea si

F{m vi/2 D)

expresidén que es absolutamente equi-
valente a la obtenida anteriormente.

De! mismo modo, puede hallarse el
valor méximo de la velocidad inicial
que puede llevar el tren:

v B ER.
m

Por tanto si

<mNmU

o

|

no se producird choque.

De este mode gueda patente que es
posible proponer enunciados ambi-
guOos que permitan a los alumnos de-
terminar con cierta autonomia cus! va
a ser el enunciado a resolver, Otros
enunciados similares son los propues-
tos, en el capitulo anterior, con los
nttmeros 12 (jcogerd el perro a fa [ie-
bre antes de que llegue a sy madrigue-
ra?} y 21 (zalcanzars una persona que
estd en la calle, un objeto dejado caer
desde una ventana?).

2. LA OPERATIVIZACION DE LAS HIPOTESIS: PAPEL DE LOS CASOS LIMITES
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figura 8.

Vamos a centrar nuestra atencidn
en el proceso de formulacidn de hipé-
tesis a o largo del desaryollo del pro-
blema nimero 61 del capitulo ante-
rior, cuyo enunciado es g siguiente:

«Sobre un plano inclingdo se en-
cuenlra un cuerpo unido medignte
una cuerda, que pasa por una polea,
@ otro que cuelga verticalmente. Cal-
culgr la aceleracion del sistemay.

al Plamteamiento cualitativo
¥ formulacidn de hipdtesis

Los alumnos proceden a fa fraduc-
cign grafica de un enunciado pura-
menle verbal, apareciendo dos posibi-
lidades distintas como muestra la fi-
gura 8. Si bien en este caso el croquis
se elabora sin mayores dificultades,
hay que sefialar que su ejecucién no
debe realizarse de modo inmediato: es
necesaria una comprension cualitativa
de Ia sitvacion fisica para que sea po-
sible su realizacién correcta. Cuando
esta comprensién no se produce, los
croquis presentan deficiencias mani-
fiestas (Gil y Martinez Torregrosa,
1984), siendo por ello conveniente
presentar los enunciados en forma
verbal, sin dibujos (si es posible), con
objeto de que los alumnos se ¢jerciten
en este proceso.

Los dos posibles esquemas de 1a fi-
gura 8 son considerados por los alum-
n0s cOmo equivalentes [cambiando
s6lo el dngulo del plano inclinado],
por lo que el resultado deberd ser apli-

o
]

cable a las dos situaciones. El plantea-
miento cualitativo se realiza partiendo
del primer croquis. Se precisa que, en
ese caso, si se abandona libremente, el
sistema podré deslizarse en uno u otro
sentido {dependiendo de os valores de
las masas y el dngulol, realizando un
movimiento rectilinec con aceleracion
constante cuye valor se busea,

Se inicia asi, el trabajo de formular
el problema de medo preciso, lo que
se compieta considerando, en general,
que existe rozamiento y gue las masas
de la polea v la cuerda son desprecia-
bles. Estas condiciones suelen ser me-
nos restrictivas si ¢l problema se abor-
da en COU, donde se considera el ca-
5o mas general de que la polea ienga
momento de inercia ne nulo,

Esta formulacién se completa pro-
poniendo ¢l estudio del movimiento
de ambos cuerpos a o largo de su tra-
yectoria, lo que evita un tratamiento
vectorial mas complejo v hace que fa
aceleracién buscada sea igual parz los

“dos, al estar unidos pOF una cuerda
irextensible. Razonando ahora, a ti-
tulo de hipdtesis, los alumnos consi-
deran que dicha aceleracidn habri de
depender de las masas de los CUerpos;
m, ¥ my, del angulo del plano: «, del
coeficiente de rozamiento: g, y del va-
lor de 1z intensidad de} campo gravita-
torio: g.

Pero, queremos insistir en que no se
trata simplemente de indicar de qué
factores puede depender la magnitud
buscada, actividad que, en ccasiones,
puede resultar trivial, sino de profun-
dizar, adelantando justificadamenze
el tipo de dependencia que cabe espe-
rar, y tomando en consideracién casos
limites mds o menos obvios, como
tendremos ocasién de ver. Todo ello
no solo evita que la emisién de hipote-
sis pueda convertirse en una enumer=-
cién mecanica de faciores, sino que
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coniribuye a fa comprensidn de la si-
tuacién cstudiada y enriquece el pos-
terior andlisis de resultados, ya que las
expresioncs oblenidas habrin de dar
cuenta de las dependencias hipotetiza-
das, reflejar los casos limites conside-
rados y sugerir, como veremos tam-
bién, nuevos problemas.

De este modo, en el problema que
nos ocupa, los alumnos precisan las
hipGtesis  emitidas sefialando, por
ejemplo, que si el sistema se acelera
de manera gue descienda el cuerpo
A, esta aceleracién aumentarz con
m, y disminuird con m,. En particu-
lar si m, es nula {0 pricticamenze
nula frente a m, por ser ésta mucho
mayor], ia situacién se convierte en
una caida libre del cuerpo A, y Ia
aceleracion debe ser igual a g. De
modo anilogo, si es m, 2 que resul-
ta nula, la situacion se convierte en ¢f
deslizamicnto del cuerpo B por un
plano inctinado vy, tal como se ha vis-
to ¢n otros problemas, ha de valer:
a=g sen o —si el rozamiento es nulo:
#=0— 0 bien:

a=g (sen a—p €Os @),

si existe rozamiento y el dngufo o es
mayor que el angulo critico. Otro ca-
50 de fécil imerpretacién que los
alumnos abordan, corresponde a un
angulo o = 90°, que cenvierte el siste-
ma ¢n una maquina de Atwood, en
Cuyo ¢aso la aceleracién ha de ser

A:.;I;_.:wu .
(m, +mg)

a=

Algunos atumnos consideran que si
el cuerpo B estuviera sobre una su-
perficiz horizontal: «=0°, y m, fue-
ra nula, la aceleracion debera ser au-
fa. Por dltimo, cabe suponer que fa
aceleracion dependera del coeficiente
de rozamiento: u [disminuyendo ai
aumentar ¢ste] y de la intensidad del
campe gravitatorio: g, aumentando
con ela y siendo nula en case que E
to fuera,

Como vemos, pues, el resuitado
deberd englobar toda una serie de si-
tuaciones mas sencillas que serdn una
buena prueba para la contrastacion
de su vaiidez,

Llamamos, una vez mads, 1a aten-
cion sobre la importancia de esta fase
de emision de hipGtesis, que supone
una ocasion privilegiada para el uso
del pensamiento divergente, tan esca-
s0 en la enseftanza habitual de fas
ciencias y que juega, sin embargo, usn
papel central en la metodologia cien-
tifica. La importancia de las expecia-
tivas en la resolucién de problemas
ba sido probada, pOr un camino muy
distinto, por recientes estudios en ol
campe de la Psicologia del Procesa-
miento de Informacion (Good, 1984).

b} Elaboiacién de estrategias

En ta puesta en comin aparecen
estrategias desde dos puntos de vista
alternativos: el dindmico y el energé-
tico.

b.1}) Puesto que el movimiento se
realiza 2 lo largo de una trayectoria
recta, solo las provecciones de las
fuerzas sobre elia, contribuiran a
producir la aceleracion. Por tanto se-
rd facil calcular el médulo de la ace-
leracién, apiicando la ecuacion fun-
damental a cada uno de los cuerpos
(figura 9), tenieado en cuenta que las
tensiones T, ¥ .mﬂ son de igual mo-
dulo al considerar despreciables las
masas de la cuerda y la polea.

a3

Estado 1

vz Estado 2

La Tierra

tigura 10,

Otra estrategia dindmica posible,
comnsiste en considerar los dog cuerpos
como un &nico sistema, de masa:
my+8, [lo que es posible por las
condiciones restrictivas impuestas],
que describe una trayectoria fija y co-
nocida, siendo, por tante, la fuerza
resultante a o largo de esa trayecto-
ria, la causaite de la aceleracidn,

b.2} " Si bien con la estrategia dind-
mica la mayer parte de jos alumnos
se dan por satisfechos, es necesario,
tal como ya hemos sealado, fomen-
tar la busqueda de estrategias alterna-
tivas, tanto por ¢} esfuerzo de refle-
xion que ello supone, como por ser el
procedimiento mds eficaz para com-
probar la validez de un resuliado, En
€ste caso, una esirategia energética
no suele ser considerada porque con-
duce al valor de Ia velacidad ¥ no al
de fa aceleracion, que es Io que se
busca. Puede ser, por tanto, necesa-
rio que el profesor insisia en la posi-
bilidad de obtener la aceleracién a
partir de una estrategia distinta a Iz
dindmica. Esta bisqueda conduce a
la aceptacién de una eslrategia eper-
gélica ya que, efectivamente, si se co-
noce cf valor de fa rapidez de A ¥ B,
en funcidn de fa posicién sobre [a ira-
yectoria, v ={{e), resulia posibie ha-
llar la aceleracion.

Por 1anto, se propone hallar la ra-
pidez de los coerpos fla misma para
4mbos por ser ia cuerda :_cy._n:mmc_n_.
considerando una transformacién del

sistema fisico formado por los cuer-
Pos Ay B, lacuerdayla Tierra, des-
de el estado | al estado 2 (figura 10).

Este sistema sufre una variacion de
energia propia [energia cinética mas
energia potencial], producida por un
trabajo exterior que, en este caso, es
el de la fuerza de rozamiento. Como
se debe cumplir [en el sisterna elegido
R0 existen fuerzas interiores no con-
servativas] que el trabajo exierior es
igual a la variacién de energia propia
producida:

W, = AU = aE +aE,

podrd obtenerse la velocidad bus-
cada.

También es posible hallar 1a veloei-
dad aplicando la expresion W, =AE
{trabajo resultante igual a la varia-
cidn de energia cinética} en fa misma
transformacién. En este caso, ¢l tra-
bajo resultante es Ia suma de los tra-
bajos de cada una de las fuerzas, tan-
to internas como externas. '

&/ Resolucidn propiamente dicha

La resolucion en este caso no pre-
senta oteas dificuitades que la exigen-
cia de una cuidadosa consideracion
de las componentes tangenciales de
las fuerzas. Se obiicne asi, por los
distintos procedimientos:
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m,—m, (sen @+ ucos va
m, +my

a=

Conviene, quizas, puntualizar que
algunos alumnos utilizan la estrategia
energética para obtener en primer lu-
gar la velocidad en funcién de la po-
sicién, v=f{e), y hallar la aceleracién
por derivacién, recurriendo a la deri-
vada de una funcién de funcién:

dv _dv | de dv

b= v,

dt de dt dt

a=

Otros, sin embargo, tienen en cuenta
que por tratarse de un movimiento
con aceleracién censtante y velocidad
inicial nula, se puede expresar e} des-
plazamiento como e=% a t*, y la
velocidad final: v=a t, con lo que
obtienen directamente la aceleracion
por sustitucidn en la expresién

W, = AU

d} Andlisis de resultados

La obtencidén de resultados idénti-
cos por métodos distintos es, sin du-
da, ta mayor garantia de la validez
del resultado. Se cumplen, ademas,
las dependencias esperadas en ¢l pro-
ceso de formulacién de hipétesis. En
efecto, la aceleracion depende de las
masas m, y m,, de modo que si la
masa gue cueiga (m,) se hace muy
grande © la masa de B se anula, su
valor serd ¢l de caida libre: g, Tal co-
mo s¢ suponia, si la masa que cuelga
es nula, m,=0, v no existe roza-
miento, p=0, la aceieracién de caida
de B por el plano inclinado es g sen
a [el signo menos esta relacionado
con ¢l sentido adoptado para la acele-
racion]. En cambio no concuerda e}
resultado con lo esperado {lo que es
advertido  inmediatamente por los
alumnos}, en el caso en que la masa
que cuelzga es nular m, =0, y exis-
te rozamiento, ya que la expresién
obtesnida se reduce a:

g {Sen o ucos al,

cuando se deberia obtener

—g (sen a—pcos ol

Esta situacidén conduce a la conclu-
sién de que la solucion obtenida no
es vilida cuando el desplazamiento
del sistema se realiza de modo que la
masa que cuelga asciende, pues Ia
fuerza de rozamiento tendria sentido
opuesto al considerado, mientras que
no variaria el de los pesos. Esto lleva
a los alumnos a rechazar la equiva-
lenciz, aceptada en principio, de los
dos sistemas de la figura 8, avanzan-
do que en ¢l otro caso la solucidn de-
berd ser:

L Mm,—my (sen a—pcos a) e
m, +mg

a

Como vemos, la consideracion de
cz50s limites no solo es Uil para de-
tectar resultados incorrectos, sino
también para modificar planteamien-
tos cualitativos, fijar limites de valj-
dez de las expresiones obtenidas, etc.
Ello se pone de manifiesto de nueva,
al considerar otro de los casos limites
aludidos por los alumnos: cuando la
masa que ¢ueiga es nular m, =0y el
plano es horizontal: a=0°, la acele-
racion debe ser nula. En cambio en la
expresion obtenida queda: a= —ug,
Los mismos alumnos afirman que en
la situacion limite considerada, la
fuerza de rozamiento es nula al no
existir desplazamiento de B sobre la
superficie, por lo que el resultado ob-
tenido stgue siendo valido. También
la expresion obtenida engloba a la
maquina de Atwood, ya que si a=
=90°, |a aceleracién de las masas se-

ria: a= 131,—m,
m, +m,

A lo large de los ejemplos desarro-
llados en este capitulo tendremos més
ocasiones de comprobar la eficacia
del proceso de formuiacion de hipd-
tesis y consideracion de casos lmites.

Joaquin
Martine
Torregr
sa
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figura 11.

El enunciado siguiente {nimero 69
del capitulo anterior]: «;Con qué ve-
locidad mdxima puede tomar un co-
che una curva sin derrapar?», es un
probiema habitualmente propuesto
en libros de 3° de BUP y COU, pero
su correcta solucion puede llegar a
plantear dificuitades incluso a profe~
sores, evidenciando fijaciones funcio-
nales y visiones erréneas sobre el con-
ceplo newioniano de fuerza.

Este efemplo permitird mostrar co-
mo puede ser wtilizada la metodolo-
gfa para identificar y eliminar proce-
dimientos y ‘concepciones equivoca-
das, asi como para producir situacio-
nes privilegiadas de aprendizaje. Se
trata, ademds, de un caso singular
que solemos utilizar como problema
fundamenta) para el aprendizaje de
aspectos esenciales de la Mecdnica, y
Gue a2 menudo produce un cambio
cualitaiivo en la comprensidn de la
misma.

a) Planteamiento cualitativo
y formulacion de hipétesis

Los alumnos suelen referirse al ca-
50 de un coche que entra en una cur-
va con una velocidad excesiva y se sg-
ie de la misma sin volcar (derzape); se
trataria de encontrar, pues, la maxi-
ma velocidad que puede tener un ve-
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hiculo en una curva, que se supone
circuar, para que esto no ocuorra.
Coneretando mas, se trata de obtener
la velocidad maxima que debe tener
un coche para seguir una curva de ra-
dio determinado (figura 11}, supo-
niendo que tiene un movimiento cir-
cular de rapidez constante.

Es posible imponer mas condicio-
nes simplificatorias tales como consi-
derar la curva plana isin peralte], o
sin rozamiento. Si esto ocurre, no
hray minguna dificultad en continuar
con esas simplificaciones y Dropoiter,
por uktimo, el problema con toda su
complejidad. Si esto no ocurre {como
ha sucedido en nuestras clases], su
necesidad aparecers, como veremos,
& la hora de elaborar [a estrategia a
seguir, produciéndose una situacion
que consideramos de gran interés di-
dactico.

Si no se incluyen las simplificacio-
nes citadas, las hipdtesis suelen ex-
presar que la velocidad méxima de-
penderd del rozamiento con el suelo,
coeficiente g, de la inclinacion del pe-
ralte @, del radio de curvatura R, de
la intensidad del campe gravitatorio
2, e incluso de la forma aercdindmica
del vehicule. El profesor hace notar
que st bien es evidente que la forma
de! vehiculo influira fvariando 1a
fuerza normal ¥, DOr tanto, la fuerzg
de rozamiento], su estudio estd lejos
de los objetivos del curso, por lo que
no procede considerar su influencia,
Ello no significa que dicha estudio no
sea relevante frecordemos el efecto de
«ala invertida» en los coches de com-
peticidn]; por el contrario una de ias
caracteristicas del trabajo cientifico
consiste en imponer condiciones que
hagan asequibie el problema. Induda-
blemente, esto influird en el campo
de validez de los resuitados obte-
nidos, - :

Después de estas consideraciones,
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filgura 12,

las hipotesis formuladas se pueden
resumir de este modo:

.-.!QH_..Chv o, R, g),

ver figura 12, siendo completadas por
las precisiones sobre el tipo de depen-
dencia y casos limites: cuando mayor
sea el coeficiente de rozamienio con
el suelo g, con mayor velocidad se
podra tomar la curva. Si no hubiera
rozamiento y la curva fuera horizon-
tal, ¢l coche no podria girar, por tan-
1o si p=0 y a=0°, debe ser v, =0.
Cuanto mayor sez el dngulo del pe-
ralte o, mayor serd la velocidad a
partir de la cual se derrapa. Cuando
el dngulo tienda a 90° [curva de ca-
rretera vertical], es de esperar gue no
derrape a ninguna velocidad, que
Vo — . La dependencia con el ra-
dio es evidente: a mayor radio, ma-
yor podrd ser la velocidad sin peligro
de que derrape; st el radio es infinito
{una recta}, la velocidad méaxima serd
también snfinire. Si la curva fuera
muy cerrada {si e! radio tiende a ce-
ro}, también lo hard la velocidad.
Respecto a g, cabe esperar que
aumente la velocidad de derrape al
hacerfo g, pues al aumentar el peso
del cuerpo aumentaria 1a fuerza nor-
mal y, por tanto, el rozamiento entre
las ruedas y el suelo. St g fuera nula
no se podria tomar la curva: v, =9,

b) Efaboracion de estrategias,
resolucidn y andlisis ds resultados

Los alummos piensan y discuten
durante cierto tiempo sin Hegar a

concretar estrategia alguna. Evidente-
mente se trata de un verdadero pro-
blemna para ellos. Es necesario resal-
tar que esta sitvacion en que no se sa-
be qué estrategia seguir, en que se es-
td dando vuelias &} problema, es ca-
racteristica de cualquier proceso de
investigacién o resolucién de proble-
mas. Sin embargo, esta etapa es igno-~
rada en la diddctica habitual, como
hemos mostrado en el capitulo prime-
ro, donde el profesor actia de un
modo lineal, sin incertidumbre: se ex-
plican problemas ya resueltos. Este
modo de actuar produce en ¢l alum-
no la creencia de que la resclucion de
problemas es fruto de wna intuicion
inmediata sélo al alcance del profesor
o de sus compafteros mas dotados,

-generando comportamientos miméti-

€05 o pasivos: o se reconoce de inme-
diato ¢l problema, o se abandona.
Nada més lejos de la realidad, como
cualquier profesor habrd podido
comprobar al enfrentarse a proble-
mas que, en principio, no sabia resol-
Yer.

No hay ninguna regla que se pueda
utilizar mecdnicamente, a modo de
receta, para encontrar ¢stralegias co-
rrectas. No obstante, fas dificultades
encontradas por los alumnos les con-
ducen a la conveniencia de resciver
Drevigmente casos mds sirnples: abor-
dar, por ejemplo, el problema supo-
niendo que la curva tiene rozamiento
pero no tiene peralte, y después supo-
niendo que tiene peralte sin roza-
miento. Es importante resaltar la va-
iidez de este modo de abordarlo, que
constituye ung de ios caminos mas
utilizados en procesos de investiga-
cién dificultosos, ¥ uno de los proce-
dimientos mas citados por los investi-
gadores en ¢l campo de la resolucion
de problemas (Wickelgren, 1974) pa-
ra alcanzar fa solucion de un verda-
dero problema.

Vamos, pues, a exponer ¢l proceso
seguido en clase: 1) resolucion consi-
derando la curva con rozamiento sin

Zl

k4] ln|
N\

|

figura 3.

peralte; 2) resolucidn con peralte sin
rozamiento; y 3} curva con peralte y
rozamiento.

1) Curva horizontal con rozamientop

a} Elgboracion de estrategios: La
puesta en comin conduce a discusio-
nes sobre la direccién de 1a fuerza de
rozamiento, que concluyen afirman-
do que si el vehiculo tiene un movi-
miento circular uniforme, la fuerza
resultante que actia sobre éf debe ir
dirigida al centro de curvatura. Esa
fuerza resultante no es otra que la
fuerza de rozamiento, pues el peso ¥y
la normal son perpendiculares al pla-
no de la trayectoria (ver figura 13).

Si los alumnos han comprendido el
principio de accidén y reaccién de la
dindmica newtoniana y que en el mo-
vimiento circular uniforme ta fuerza
resultante debe ir hacia el centro, no
deben aparecer alusiones a la fuerza
ceatrifuga: su aparicién indicaria un
aprendizaje confuso, siendo aconse-
Jable la utilizacion de actividades mds
sencillas para corregirlo. Continudn
los alumnos expresando que la fuerza
resultante fen este caso, la fuerza de
rozamiento] producira una acelera-
<ién que s6lo tiere componente nor-
mal ¥ cuye valor es vi/R. Cuando ¢
coche derrape {cuando haya despla-
zamiento refativo de las ruedas res-
pecto al suzelo en direccion radiall, la
fuerza resullante sera la méxima po-
sible, pues la fuerza de rozamiento
alcanzard su valer maximo uN,
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Hallaremos, pues, el valor de la ve-
locidad, suponiendo que el rozamien-
to €3 maximo, a partir de la ecuacion
fundamental de la dindmica.

b) Resolucidn: La resolucién es
inmediata, ya que como se ha dicho,
Ia fuerza resultante es la fuerza de ro-
zamiento:

es decir,
uN=m-vi /R,

El valor de la normal es igual al peso:
mg, porque al no tener la aceleracidén
componente vertical, estas  fuerzas
deben anularse, con lo gue vesulta:

pmg=mvi /R = v, =ugR.

€} Andlisis de resultados: Como
los propios alumnos advierten, ef re-
sultado [dimensionalmente correcto]
es ldgico, pues como se preveia, Ja
velocidad a partir de la cual derrapa
depende det rozamiento entre las Tye-
das y el suelo, de lo cerrada que sea
la curva y del valor de la intensidad
del campo gravitatorio. Se cumplen,
ademds, los casos limites evidentes: si
&. R o p son nulos, no se podria to-
mar la curva, Si alguno de ellos ten-
diera 2 un valor infinitamente gran-
de, no se derraparia nunca.

El profesor puede, y debe, aprove-
char las situaciones que frecuente-
mente se producen en el analisis de
los resultados para profundizar en la
comprension de jos aspectos funda-
mentales de la Fisica o de hechos co-
tidianos, En este caso las considera-
ciones del profesor podrian ser como
sigue: «Se gira porgue la fuerza resul-
tante va dirigida hacia el ceniro (v
constante). Dicha fuerza, como he-
mos visto, es producida por el roza-
miento del suelo con las ruedas: al gi-
rar e! volante hacemos que haye fuer-
za de rozamiento dirigida hacia el
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figura 14.

figura 15.
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centro. St no existe suficiente roza-
miento, rno sirve de nada girar ef vo-
lante, como occurre en ocasiones al
Jormarse hielo». Es posible también
que los alumnos planteen el caso del
tren. ;Como se ejerce aqui la fuerza?
«Parg que tome una curva, la Juerza
resultante sobre el tren F, dirigida ai
centro, es efectuada por los raies, fi-
gura 14 [para ellp las ruedas tienen
solapas), mientras que sobre los rafles
el tren gjerce una fuerza igual y de
senttido opuesto . Es fdcil compren-
der por qué deben estar los railes su-
Jetos fuertemente al suelo, sobre todo
en las curvas, o por qué algunos tre-
nes marchan sensiblemente mds des-
pacio en las mismas.»

Come vemos, la metodologia pro-
puesta, ademas de producir la actitud
propia de una investigacion, propor-
ciona numerosas ocasiones {ver todos
los ejemplos desarrollados], de influir

en el paradigma conceptua! de los
alumnos y en aspectos de la vida coti-
diana, con la ventaja de que surjen
de la propia actividad de los alum-
nos.

Aun es posible obtener mas conse-
cuencias practicas del resuitado, §i se
agrupan los términes de modo que
aparezcan en un miembro magnitu-
des variables (v, R) y en otro aqueilas
sobre las que no podemos influir f4-
cilmente (x, g): Vi /R=pg; cuya in-
terpretacidén es interesante: una vez
superada la velocidad de derrape, el
cociente entre ef cuadrado de la velo-
cidad y el radio de !a curva debe ser
constante fpues sélo depende del es-
tado de las ruedas v el suelo y de g}
Cuanto mayor sez la velocidad, ma-
yor serd el radio de la curva que ha
de describir el vehiculo, de modo que
se saldra de Ja carretera sencillamente
porque describe una curva de radio
mayor,

2} Curva con peralte sin rozamiento

a) Elaboracion de estrategias:
Consideraciones idénticas a las ante-
rioTes conducen a establecer que si e}
vehiculo lleva un movimiento circular
uniforme, la fuerza resultznte F.,
[suma de la normal v el peso] ha de
estar dirigida hacia el centro de cur-
vatura (ver figura 15) y su madulo se-
rd: m-vi/R. Algunos alumnos diby-
jan la fuerza resultante tangente al
plano, haciz abajo, poniendo de ma-
nifiesto una fijacién producida por
haber resuelto abundantes ejercicios
en los que el cuerpo tiene un movi-
miento rectilineo sobre el plano incii-
nado y en los que, evidentemente, la
aceleracién y la fuerza resultante ile-
van esa direccién. Es un erroy que
puede ¥ suele ser corregido por los
propios alumsos duranze la puesta en
comun,

La estrategia de resolucicn que
sucle elegirse [aunque algunos atum-
NOS Proponen expresar vectorizimen-

te la fuerza normal vy el peso, y apli-
car la ecvacién fundamental de la di-
ndmical es recurrir a una sencilla re-
lacién trigonométrica que ligue el va-
lor de la fuerza resultante con ¢l de N
o P. Nos detendremos ahora en la re-
solucion, porque en eila se ponen de
manifiesto nuevos efectos de fijacidn
funcional producidos por un aprendi-
zaje superficial.

b} Resclucion: La tendencia mds
frencuente entre los zlumnos es rela-
cionar la fuerza resultante (m vi/R)
con la normal (figura I5) a través
(= v¥/R)

N
dentemente es correcto. Los alumnos
consideran ademds que el valor de la
normal es conocido: N=m g oS .
Se trata, como puede verse, de una
nueva fijacién asociada al desliza-
miento de objetos sobre un plane in-
clinado. Una pequefa reflexién bas-
taria para mostrar que, segtin ello, N
habria de ser menor que m g, mien-
tras que la figura muestra claramente
que en este caso N es mayor que m g.
Sin embargo puede ser interesante no
corregir inmediatamente dicho error
Yy dejar gue ellos mismos, al
analizar el resultado asi obtenido

(v=+g R cosa sene) se den cuenta

de que aigo no funciona.

de sen a=

, lo cual evi-

¢} Andlisis de resultados: Tal co-
mo era previsible, la velocidad depen-
de del radio R, de g y del angulo q,
siendo dimensionalmente homogénea
Ia expresion obtenida. Por otra parte
se cumple que si R = (una recta)
el coche no derrapa (v = =) ademis
si no hay peralte { = 0°} la velocidad
s también nula, es deciz, el coche no
puede girar porque no hay peralte ni
rozamiento. Hasta aqui todo es co-
rrecto. Sin embargo, la expresion ob-
tenida no predice que al aumentar el
dngulo zumente la velocidad, por fi-
gurar el producto sene-cose. Nos
encontramos asi que para 90° tam-
bién la velocidad maxima es inuia!

5g

Los alumnos revisan el problema,
la estrategia, la fesolucion,... no sien-
do a menudo capaces de encontrar el
fallo. i algin equipo ha pensado uti-
hizar la relacién numérica entre
la fuerza resultante y el pese (tga=
= V¥R ). o si el profesor incita a

mg

ello, el error se advierte facilmente
PUEsto que en este caso v=+g R tga,
resultado que no contiene las contra-
dicciones del anterior y que ademds
no coincide con ¢! mismo. Esta es,
pues, una buena ocasién para llamar
la atencién sobre el uso de algunas
expresiones fuera de su dominio de
aplicabilidad [cuestién sobre Ia que
volveremos a incidir en ef apartado 3
de este capitulo]. '

Al mismo resuitado se llega tam-
bién si, a través de 1a figura se cons-
mg

N

SUStituir en seng =

tata que cosa =

¥ por tanto al

m vi/R
N
tiene ahora la expresién v=vg R (g,

reforzandose asi su validez.

, se ob-

De modo anilogo a como se hizo
en el caso anterior, 1os alumnos pro-
fundizan en el significado fisico del
resultado obtenido, separando las va-
riables: vi/R=g tge, donde se ad-
vierte que si la velocidad aumenta, el
coche ascendera por el plano inclina.
do hasta que ¢l radio sea ta que el
cociente vi/R sea igual a g tgex {que
s6lo depende de la carretera]. Aqui
no se trata de velocidad mdxima,
pues no hay fuerzas cuyo valor de-
penda de fa velocidad {como antes {a
de rozamiento): para cada valor del
radio sélo hay una velocidad posible.
Si ésta aumenta o disminuye, ef mg-
vil dscenderd o descendera por el
plano hasta alcanzar el radio ade-
cuado.

Es zhora cuando los alumnos deci-
den [y pueden hacerlo] abordar el
problema con toda sy complejidagd,
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figurs 18.

3) Curva con perafte y rozamiento

Sustituyendo ahora

figura 7.

cualquier velocidad se producird el
derrape. Como vemos, lo que intere-
sa para tomar Ia curva con seguridad
[para no derrapar alejandose del cen-
trol, es que « sea positivo y lo mayor
posible. Es factible tomar una curva
con peralte al revés, siempre que
p+1ga sea Mayor gue cero, pero son
muy peligrosas, produciéndose el de-
rrape & velocidades pequefias. En 1o-
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El denominador se amula cuando
I—p tg =0 es decir cuando

tga=1/p,

tendieado la velocidad a infinite en
este caso, o sea no derraparia para
ningtin valor de v. En una curva cuyo
peralte tenga un dngulo tal que su
tangente sea mayor o igual que 1/p
no se derrapard; cosio no existe una
velocidad a partir de la cual se produ-
ce el derrape, aqui el problema seria
hallar la velocidad minima para que
el vehiculo se mantuviera en esa cur-
va sin derrapar hacia abajo. Se trata,
pues, de unr nuevo problema genera-
do por un andlisis cuidadoso de los
resultados obtenidos. También aqui

a) v by Estrategia y resolucidn: E, =N a.mm las ciudades miﬂ.ﬂ_ curvas de este wmmqamo un mm‘nmnﬁo cwmmnw de _m Bw.ﬁ.o-
La estrategia ya no ofrece dificultad: v tipo. Hay que afadir que el dngulo dolegia cientifica: una Investigacion
la fuerza resultante: N+P+F_, de- v de perzlte negativo, para el que se  eficaz no s6lo da solucion a proble-
be estar dirigida hacia el centro ¥ su Fo=m m: anula el numerador, coincide con el mas sino que pone en evidencia otros

moduio debe ser m v¥/R. De ahi ob-
tendremos ¢l valor de la velocidad a
lz que comienza a producirse derrape
si ponemos el valor mdximo de la
fuerza de rozamiento. Unos alumnos
utilizan ejes coordenados, con el eje
X en la direccion y sentido de Iz ace-
leracion, y otros optan por utilizar el
método de resolucion gréfica que ex-
ponemos a continuacion. Como N+
+P+F,, debe ser un vector dirigido
haciz ¢l centro de curvatura, de Ia fi-
gura 16 se pueden obtener las siguien-
tes refaciones que figan la fuerza re-
sultante (m v2/R) con 8, 1 ¥ el dngu-
lo, eliminande las posibles variables
intermedias (N, F,,, ...}

F.=a+b=N sen a+F,, cosa [1];

¥ eliminando N enre [1] v f2] se llega
sin dificuitad a;

pttgo
[—p tge

Va, =1/8 R

<€) Andiisis de resultados: En pri-
mer lugar, sin peralte, & =0°, se debe
obtener el mismo resultado que en el
primer caso: v, =vig R, cosa que
ocurre. Si no hay rozamiento, p=0,
se deberia obtener v=yg Rtga, lo
que también es asi, etc. En definitiva,
$& comprueba que el significado fsi-
€0 y los casos limites son reproduci-
dos por la expresién obtenids,

Del mismo moda, se debe fomen-

Joaquin

dngule critico de rozamiento.

que reclaman nuevas investigaciones.
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c+d=N cosa; tar el habito de analizar los valores
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y ser importante. Alumnos habityados Fecha: 2013.10.26 17:07:26 +02'00
d=mg a este tipo de analisis actian de Ia si-

guiente forma: ceando pHiga=0, es
decir, i 1ga=—p [angulo negativo,
peralte af revés como en la figura 17}
1o se puede tomar la curva porque a

se obtiene

N cosa=F,, sena+m g [2).
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4. LA MEJOR ESTRATEGIA DE RESOLUCION SON VARIAS ESTRA TEGIAS

El problema que vamos a desarro-
Har tiene la caracteristica de que aun-
que, como veremos, el aparato mate-
matico es elemental, la operativiza-
cién y elaboracion de estrategias sue-
le plantear verdaderas dificultades a
los alumnos, atn de niveles superio-
res, exigiendo unz buena dosis de dis-
cusion y reflexién. Ya hemos mostra-
do su epunciado tradicional y su tra-
duccidn (ver nimero 22), que es la si-
guiente: «;Cudnto tiempo estardn
cruuindose dos trenes que circulan
por vius paralelas?s,

a} Planteamiento cualitative
y formulacién de hipdtesis

La descripcion cualitativa de los
alumnos suele referirse a dos trenes
que circulan con rapidez constanze,
en el mismo sentido o en el opuesto,
por vias paralefas y gue se cruzan.

B, A,

figuras 18 (arriba) y
19 (extremo derechal.

Debido a la longitud de los mismos,
transcurrird cierto tiempo durante el
cual estdn cruzdandose; el problema es
caicular ese tiempo: At.

Como es evidente, esta descripcion
IC supone una operativizacion del
problema, debiéndose evitar conti-
nuar {dejando este aspecto para a es-
trategial, hasta que ésta se produzca.
La traduccion de la frase estar cru-
Zdndose al lenguaje operativo com-

porta un periodo de reflexion que.

conduce a [os alumnos de 2° de BUP,
por ejemplo, a dar nombre a los ex-
tremos de los trenes y numerarlos,
como se indica en la figura I8.

Si se supone que van en el mismo
sentido, el tiempo que tardan en cru-
zarse serd el tiempo que transcurre
desde que el extremo A, del tren 2
[cuya velocidad se supone mayor)] se
haila en [a misma posicién que el ex-
tremo B, del tren 1, hasta que el ex-
trerio B, del tren 2 se halla en la
misma posicién que ef extremo A,
de! tren 1.

Ahora ya es posible pasar a fa for-
mulacién de hipotesis. Los alumnos
expresan que el tiempo que estan cru-
zandose dependeri de las velocidades
¥y ¥ vy, siendo mayor cuanto menor
sea la diferencia entre éstas: V=¥,
{la velocidad relativa], de manera que
si ésta se anula, At sera infinito, pues
estarin uno frente a otro indefinida-
mente. El tiempo dependera también
de las longitudes de los trenes, 1, y
l,, aumentando al aumentar éstas.

En la consideracién de casos limi-
tes, también es factible una gran
creatividad: 1z dependencia de At con
los factores citados debe ser tal que si
unc de los trenes se encuentra inmo-
vil ¥ su longitud es nula: vi=0y
=0, At seria el tiempo que tarda ¢l
tren 2 en pasar por un punto fijo,
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figura 20.

flgura 21.

que evidentemente (ver figura 19} se-
ria i,/v,. Anglogamente, si v;=0 ¥y
1,=0, At seria §,/v,. Otro caso mas
complejo que también suele ser con-
templado por los zlumnos, se da
cuando uno de los trenes estd parado:
v;=0, pero su longitud §, no es nula
(ver figura 20), entonces At seria el
tiempo que tarda en desplazarse el
extremo A, del tren 2 una distancia
L+, es decirs (1 +1,)/v,. Andloga-
mente si v,=10, At serd (L + 1)/,

En caso de que estos dltimos casos
limites no surgieran en los grupos de
trabajo, el profesor puede sugerirlos,
preguntando qué ccurriria si uno de
los trenes estuviera parado, etc.

b} Estrategias de resolucion

Aunque la mayor dificultad ha si-
do salvada al operativizar el proble-

ma en el planteamiento cualitativo, la
estrategia v la resoducion exigen siste-
matizacidn, siendo un buen ejercicio
contra la precipitacin y el desorden.
En la reformulacion de 1a puesta en
comin de los distintos grupos, la es-
trategia que habitualmente se propo-
ne es la siguiente: hallar el tiempo
que transcurre desde que hacen con-
facto por primera vez los extremos
hasta que hacen contacto por ltima
vez.

La concrecidn de esta estrategia
viene apoyada por croquis como los
de la figura 21, donde los alumnos
toman como origer de tiempos, el
instante del primer contacto, y origen
de espacios, el punto en que sto su-
cede, consistiendo [z estrategia, pues,
en hallar er qué instante, t*, se cru-
zardn el extremo B, del tren 2, que
se mueve hacia la derecha con una ra-
pidez v,, con el extremo A, del tren

o)
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1, que se mueve también en sentido
positivo con rapidez v,. Habrd, por
tanto, que escribir las ecuaciones de
la posicidn de estos dos puntos res.
pecto al mismo origen y hallar el ins-
lante en que la posici6n ¢s la misma,
es decir ey, =¢,,.

Esta es una estrategia basada en la
aplicacién cuidadosa de las ecuacio-
nes del movimiento a cada mévil uii-
lizando e} mismo sistema de referen-
cia. Cor mayor o menor compleji-
dad, la mayoria de los problemas de
cinemdtica pueden enfocarse asf. Ello
presenta indudables ventajas pero
también el inconvenieate de introduy-
cir un cierto mecanicismo y evitar la
posible invencidn de procedimientos
mids sencillos o adecuados en algin
caso concreto. Es sobre todo esencial
habituar a los alumnos a no conten-~
tarse con un solo camine, con una
sola estrategia de resolucicn, Y ello
70 s6lo por favorecer una vez mis el
pensamiento divergente y evitar Ia i-
gidez en los enfoques, sino también
porque la solucién mediante més de
un procedimicnto se convierte en la
forma mds fiable de contrasiar la va-
fidez de unos resultados. Por ello [y
en contra de una clerta practica dj-
dactica consistente en potenciar en
cada tipo de problema, de forma ex-
cluyente, un determinado procedi-
miento para evitar que los alumnos se
mareeni, creemos muy recomendable
impulsar a Ja bisqueda de mas de
una estraiegia en cada problema. En
este caso congreto, puede aparecer fy
debe, repetimos, inducirse 2 elle] otra
estrategia tan vélida como Ia pri-
mera: la de resolver of problema co-
mo el desplazamiento de A,, con la
velocidad relativa v:—v,, a lo largo
de una distancia i, +1,, suma de s
longitudes de ambos irenes,

c} Resolucion propiaments dicha

Si tomamos el sentido positivo ha-
cia la derecha, la ecuacion de | posi-

cién de A, serdr e=v (t—t}+ ¢, ¥ co-
mo para t,=0, e,=1, y v=v,, susti-
tuyendo queda ¢,, = v,z +1,.

Andlogamente para el extremo B,
para t.=0, e,=—l, y v=v,, con lo
que la ecuacién se concreta en gy =
=v,i—,.

El instante de cruce, seri aguel, t*,
para ¢f que se cumpla que €py=Epy
(ya que son posiciones medidas desde
el mismo origen): v ' =l =y, v,

de donde

L+l
Vi—Vy

t*=

dl Anslisis de resuitados

Los alumnos no tienen ninguna di-
ficultad en comprobar que $e cum-
plen los casos limites concebidos en ef
planteamiento cualitativo, asi, si v, y
I, son nulos, el tiempo que tardan en
cruzarse es L/vy; si unc de los trenes
estd parado ¢l tiempo de cruce, At, es
l,+1, dividido por Ia velocidad del
otro, etc. Como perspectiva surge el
estudio del mismo problema para el
Cas0 en que se muevan en seniidos
opuestos. Se trataria, segin el siste-
ma de referencia elegide, de un mero
cambio en el signo de una de las velo-
cidades, quedando

que seria, como es légico, menor que
en el caso en ¢l que van en ¢l mismo
sentido.

A 1z vista de los resultados, queda
confirmada |z validez de 1a estrategia
que algunos apuntaban de modo di-
reCto y mas intuitivo: el tiempo que
¢€stan cruzdndose es el liempo gue (ar-
daria un mévit que tuviera ia rapidez
refativa de los trenes {v;~v, si van
en el mismo sentido y v, + v, si van en
sentidos opuestos) en recorrer la su-
mz de sus longitudes (I, +1,).

i
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5. UN PELIGRO FRECUENTE DURANTE LA RESOLUCION:

EL USO DE EXPRESIONES FUERA DE SU CAMPO DF VALIDEZ

flgura 22,

tiguras 23 {derecha) y
24 (oxiramo deracha).

Vamos a abordar un problema ex-
traido de un libro de Fisica General,
cuyo enunciado clisico es el mimero
78 de los propuestos en el capitulo
anterior ¥ ¢f transformade es como
sigue: «Una escalera se apoya sobre
un mure, ;qué fuerza ejerce sobre el
mismo?n.

al Planteamiento cualitativo y emision
de hipdtesis

En primer lugar resuliz evidente
que si la escalera se apova en el muro
sin resbalar (figura 22) ha de ser debi-

do a fuerzas de rozamiento ¥ que en
su ausencia la escalera resbalaria has-
ta quedar korizontal en el suelo. Esta
friccidén puede darse tanto en el suele
como en la pared, pero es posible
plantearse el problema més sencillo
de que s6lo tenga importancia la fric.
cidn con et sueio (o, al Menos, co-
menzar por plantear primero este ca-
S0}

Con esta simplificacion y admitien-
do que la escalera es homogénea, po-
demos intentar resolver el problema

&5

pedido de determinar la fuerza F que
Ia escalera ejerce sobre la pared {figu-
ra 23a), que ha de ser, por supuesio,
igual a la que la pared cjerce sobre la
escalera (figura 23b), identidad que
permite centrar el problema en la es-
calera, objeto cuyo equilibrio es, por
supuesto, mas facilmente abordable.

El problema planteado es, pues,
encontrar ¢l médulo de la fuerza F
que la pared ejerce sobre la escalera.
Cabe pensar que dicho valor depen-
derd del peso, mg, de la escalera, Si
ao fuera por dicha fuerza peso, [z es-
calera apoyada no ejerceria fuerza al-
guna sobre la pared o ¢l suelo, ni ha-
bria rozamiento, elc.

Por otra parte hay que considerar
la influencia del dngulo. Mas agn, es
lagico suponer que el equilibrio solo
se dard dentro de ciertos limites del
dngulo 8 que forma ia escalera con la
pared {figura 24) y que si & aumena
suficientemente (dependiendo de que
el rozamiento sea mas o menos gran-
de) la escalera caeri. {Algunos alem-

a)

b)

!
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figuras 25 (urribaj y
26 (sxtramo derscha).

nos recurren a materializar estas re-
flexiones con ayuda de un #piz o una
regla, etc., apoyados en la pared.) Es
dgico pensar que F crezea de alguna
forma con 6. De hecho para un dngu-
lo nulo fescalera vertical: figura 25],
F deberd ser nula, Pero a partir de
cierto valor de 4 la escalera dejard de
estar en equilibrio y resbalard. Esto
sucederd, va Io hemos indicado, tan-
to més facilmente cuanto menor sea
ta friccion del suelo (tnica considera-
da}. Podria incluso pensarse [y algu-
nos alumnos asf lo hacen] que F de-
pende de dicha friccion [es decir, del
coeficiente ;2 de rozamiento], puesto
que sin rozamiento la escalera resba-
larfa. Diche de otro modeo, sin fuerza
de rozamiento {F,) no puede pen-
sarse en otra fuerza que equilibre a Ia
F del muro sobre la escalera, pussto
que las otras fuerzas concebibles, ef
peso mg y la del suelo N en ausencia
de friccidn son ambas verticales (fi-
gura 26).

Elle nos fteva a ver que determinar
F es tanio como determinar la fuerza
de rozamierto F,,, puesto que el va-
for de ambas ha de coincidir en la sj-
tuacion de equilibrio [como han de
coincidir los valores de N y mg], E}
hecho de que F sea igual a la fuerza
de rozamiente F,, puede reforzar ia
idea de que F dependa del coeficiente
- Se trata, sin embargo, de un error
puesto que la fuerza de rozamiento
no puede tomar su valor limite ulN
{que corresponderia en caso de desli-
zamiento sobre el suelo), sino que ha
de ser menor, pues en caso conirario
ya no se daria el equilibrio. En defi-
nitiva, cabe pensar que F es funcign
de m, g ¥ 8 pero no de o

F=f{m, g, 6.

Podria también pensarse en la in-
flzencia de la longitud de Ja escalera,
puesto que los momentos de las fuer.
zas cuye equilibrio hay que estudiar
dependen de las distancias de lag
fuerzas al punto que se considere. En

hall

este caso concreto, E no influye por-
que todos los momentos van a ser
funcién de L. Pero esto no siempre
resulta evidente a primera vista para
tos alumnos, por lo que se puede pos-
poner la cuestién y aceptar F=f{m,
g, 8, L).

b) Estrategias de resolucién

En este caso fa estrategia comsiste
simplemente en aplicar las condicio-
aes de equilibrio [es decir, fuerza re-
sultante nula ¥y momento resultante
nuio} a la escalera.

La primera condicion conduce, co-
mo ya hemos sefialado, teniendo en
cuenta las fuerzas que actitan sobre la
escalera (figura 26) a: N=mg vy
F=F,,. Esto, naturalmente, si nos
GCupamos &Enicamente de los modu-
los de las fuerzas, sin entrar en un
tratamiento vectorial en este caso in-
NeCesario.

Asi pues, F=F,, < umg. Y es im-
portante explicitar fa desigualdad
porque elle permite precisar las con-
diciones det problema y e campo de
validez del resuitado que se obtenga.

Para encontrar el valor de F hemos
de recurrir a la segunda condicion de
equilibrio, calceiando ef momento re-
sultante, bien respecto at punto de
contacto de la escalera con el suelo
(con lo que aparecerd F}, o bien con
la pared (con lo que aparecerd F, ).

figura 27.

El resultado, por supuesto, ha de ser
el mismo, lo que permitira contras-
tarlo y afianzar su validez.

cf Resolucic.

Se trata de establecer la iguaidad
numérica de los momentos respecto
al punto 0 {figura 27} teniendo parti-
cular cuidado en la consideracidn de
los brazos de palanca de cada feerza.

El momento de la fuerza peso [que
designaremos por M,] tendra por
médulo:

My=m g a=mg (L/2) sen 4.

En cuanto al médulo del momento de
F respecto af mismo punto valdra:

M;=F b=F L cos 8.
Y como el momento resultante debe
ser cero, se debe cumplir la igualdad
de los mddilos:
m mjwa\mmm #=F L cos 6,
de donde:

F=Vmgtg#g

Si, por otra parte, se aplica la igual-
dad de tos momentos respecto al pun-

N DE
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to de contacto de la escalera con la
pared, se llega iguaimente a

Fo.=V:mgtz 5

dl Anélisis de los resultados

Ademds de la verificacién que su-
pone fa obtencién de F y F_, cuyos
resultados coinciden, puede estudias-
se la influencia de los factores consi-
derados al emitir hipdtesis: m, g v &
aparecen COmo e€ra previsto. La no
aparicion de L es ahora ficilmente
interpretable al tiempo que se com-
prende que en caso de una situacidn
mas compleja, como la de un hombre
subido a una escalera, F si que de-
penderia de L y de la distancia que

determina la posicion del hombre.

Puede constatarse que, de acverdo
con la hipétesis, para un pesc nula
[m o g nulos], fas fuerzas F y F . re-
suitan nulas. En cuanto a la influen-
cia del dngulo, vemos que para §=0°
{escalera vertical sin apoyarse en la
pared), F resulta cero, mientras que
al aumentar 6, ¥ y F,, aumentan,
como habiamos supuesto, si bien, co-
mo sabemos, el méximo valor de F,,,
es 4N, es decir, en este caso pmg. Al-
canzado este valor la fuerza de fric-
cidn no crece ya, y la escalera resba-
lard. Los valores de 8, para los que
puede darse el equilibrio, seran, pues,
aquellos que cumplan:

amg = Yo mgig g
de donde
6 « arc g 2 g,

stendo el dngulo limite para que exis-
ta equilibrio

Bim=arc tg 2 g,
Dicho de otra manera, para un angu-
lo dado habra equilibrio si el coefi-

ciente de rozamienio es tal que

> Yt g
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El valor de u si es, pues, relevante en
cuanio que determina los limites de
validez de ia expresién

F=F,_,=v: mg ig 8,

pero el valor de F resuita indepen-
diente de p como se habia razonado.
Ensistimos en eilo porgue {como ya se
vio en el problema del coche que to-
ma una curvaj la tendencia a utilizar
expresiones fuera de su campo de va-
lidez es uno de los peligros mayores a
la hora de resolver problemas. Con-
tribuye a ello la habitual resolucion
raecdnica no acompafada de refle-
xién cualitativa ni de andlisis de re-
sultados. En efecto, si por error los
alumnos asumen en este problema
que ia fuerza de rozamiento es pmg y
dado que la fuerza solicitada F ha de
ser igual, obtienen inmediatamente
F=pmg. Pero esta expresién solo
puede aceptarse en ausencia de una
minima reflexion, s decir en ausen-
cia de la emision de hipdiesis razona-
das que ef resultado ha de contrastar.
Agui, el resultade F=umg no da
cuenta de la evidente influencia del

Joaquin
Martinez
Torregrosa

angulo, etc. La metodologia que esta-
mos mostrando se convierte asi, en
un procedimiento eficaz para salir al
paso de fijaciones funcionales v con-
cretamente para evitar el uso mecdni-
co de expresiones usuales fuera de su
campo de validez.

St se desea ahora calcular F para
los datos del enunciado clasico (m=
=20 kg ¥y §=30°), que el profesor
puede proporcionar a peticién de fos
alumnos, se obtiene

F=%x20x9,8xtg 30°=56,6 N,

es decir ¢l equivaleate al peso de unos
6 kg. Esto exige que el coeficiente de
rozamiento sea superior a % tg 30°,
es decir, superior a 0,29, valor per-
fectamente plausible,

Es ahora posible, utilizando estra-
tegias similares, abordar problemas
mds complejos como el siguiente,
propuesto por un grupo de alumnos:
«;hasta qué altura puede subir un
hombre por una escalera apoyada en
I pared sin que la escalera resbale?».
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6. EL ANALISIS DE LOS RESULTADOS: UN PROCESO CREATIVO

figura 28 {abajo) y
29 (extremo Infericr),

A través de los ejemplos desarro-
ilados hemos ido centrando la aten-
cién en uno u otro aspecto del mode-
lo propuesto para la resolucién de
problemas como investigacién. Que-
remas ahora referirnos, por dltimo,
al anilisis de los resultados, cuyo pa-
pel [intimamente asociado at de emi-
sion de hipdtesis} ha sido va resaita-
do. Pretendemos asi poner en eviden-
cia el cardcter creative fy no simple-
mente de contrastacién] que dicho
analisis puede llegar a tener. Para
¢lla, partiremos del siguienie enun-
ciado {nimero 51 dei capitulo ante-
rior): «Una barea parte de la orilla de
un rio para atravesarlo. ;A qué pun-
to de la otra orifla llegard?».

aj Planteamiento cualitativo
¥ formulacidn de hipdtesis

Al plantearse este problema, ia ma-
yor parte de las propuestas coinciden
en imaginar una barca desplazéandose
con rapidez coastante en un rie [que
consideran rectilineo], cuya corriente
¢s también de rapidez constante. Son
simpiificaciones logicas que coinciden
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con las que plantean los enunciados
habituales. Pueden, sin embargo,
aparecer algunas diferencias de enfo-
que: algunos grupos consideran la
barca orientada perpendicularmente
a la orilla (y, por tanto, a la corrien-
te} y otros consideran una situacidon
mds general, imaginando que la bar-
¢a forma un dngulo cuaiquiera con la
orilla que dependerd del punto gue se
desea alcanzar (figura 28).

En cualquier caso, el problema se
concreta en determinar la distancia d
[la deriva} desde el punto de llega-
da hasta el punto 0 donde hubiera lle-
gado la barca si navegara perpendicu-
larmente a la orilla ¥ no existiera co-
rriente.

Los alumnos contindan estable-
ciendo, sin dificultad, las hipotesis,
que se refieren a la dependencia de la
deriva (d) respecto de la velocidad de
la barca (v,) y de la corriente (v),
asi como del dngulo de orientacion
(8} ¥ de [a anchura dei rio (a). Estas
hipotesis son precisadas afadiendo
que d aumentard al hacerlo v, de
made que si v, es muy grande, tam-
bién lo serd d, mientras que si v,=0
[no hay corriente], y la barca avanza
perpendicularmente (8=90°), entosn-
¢ces la deriva serd nula. Un grupo
planted la situacién en que la veloci-
dad de la corriente (v) fuera nula v
¢ un dngulo cualguiera, avanzando
que en ese caso, ver figura 29, la deri-
va seria: '

d=a tg (x/2—8)=a cotg §=a/tg 6.

De igual modo afirman que si la an-
chura fuera nula (a=0) la deriva se-
ria nula y que si ]a barca partiera pa-
ralelamente a la orilla (¢ =0°), d seria
infinita (no legaria a Ia otra orilla).
Por uliimo, debe cumplirse que cuan-
1o maydr sea la rapidez de la barca
(v} menor ser4 la deriva para un 4n-
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figura 30.

flgura 31,

gulo determinado, y que si v, fuera
nula, la deriva seria infinita, pues la
barca seria arrastrada por la corrien-
te, paralela 2 la orilla, y nunca alcan-
zaria la orilla opuesta.

Al final de esta etapa, e croguis
elaborado es como el que muestra la
figura 30, donde v, s el vector velo-
cidad de la barca respecto a ja co-
rriente [respecio a un sistema de refe.
rencia fijo al agua} v ¥, el vector ve-
locidad de ia corriente TESPECto & un
sistema de referencia fijo en la tierra.

b} Elaboracion de estrategias

Se trata de un probiema cinematico
que los alummos proponen, bisica-
mente, resolver segdin dos estrategias
diferentes:

b.1) Se irata de hallar el vector po-
sicidn: r=f(t} de la barca respecto a
un sistema de referencia adecuado
[que en este caso 5 uno con ef origen
en el punto de salida de la barca, ef
eje X paralelo a la orilla yelY per-
pendicular a las mismas], cuya com-
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ponente x en el instante en que Ia
barca llega a la otra orilla es [a dis-
tancia buscada. Dicho instante se
puede calcular teniendo en cuenta
que es aquél en que fa componente y
del vector posicion es igual a la an-
chura (a) de rio,

b.2) Suelen surgir, también, estrate-
gias basadas en la geometria, que
pueden resumirse en comsideraciones
de semejanza entre los tridngulos
OAB y OA'B’ de la figura 31, asi:
OA/AB= OA'/A'B’, que fisicamente
significa que la proporcidn entre la
distancia avarzada transversalmente
a la orilla y el desplazamiento [aterai
es constante [aunque esto sélo es vali-
do si las velocidades son constantes],

¢} Resolucidn

1) Como es Iégico, los alumnos
haitan primero el vector velocidad,
que en ¢l sistema de referencia elegi-
do sera:

V=V, + v =
={¥, cos §, v, sen N+{v, 0=
=(v, cos 8+v, v, sen 6),

y m.n.m.:: de aqui obtienen el vector
posicion:
F={{v, cos §+v) 1, Vi t sen 8}

El instante {t*) en que Hega a i3
otra oriila serd aquél er que se cum-
pla que v, t* sen g = 2, de donde
pra_ 2

v, sen 8
componenie x, conduce a:

» Que sustituido en la

d=_Y» CO5 8+v, a (]

v, sen §

¢.2) La resolucién geométrica es in-
mediata a partir de [z figura 31:

OA L AB _
OA" AR’

- Va sen # — ¥y OS5 B4 v,
a d

de donde se deduce que:

d=_Ys €05 §+v, 2 I
vy, sen 8

dl Andlisis de resuftados

En primer lugar, hay que referirse
a la obtencidon del mismo resuitado
con los dos procedimientos de resolu-
cidn utilizados v a la homogeneidad
dimensional de la expresion obtenida.
Por otra parte, d resulta ser, efectiva-
mente, funcién de v, v, a, v 6, co-
mo se habia hipotetizado, M4s atn, d
crece con la anchura del rio, a, sien-
do nula si a es nula. La influencia del
angulo esta también de acuerdo con
lo previsto: si § es nulo {es decir, si la
barca se desplaza paralela 3 la orilta),
no llegard nunca a la otra orilla: d ~
co. El resto de casos limites avanza-
dos también son contemplados por e
resultado:

*5i 0=90° y v.=0 [barca cruzando
perpendicuiarmente a las oriilas sin
corriente}: d vale cero.

* si no hay corriente {v,=0), ia deri-
va vale a/tg 4.

Naturaimente, son posibles muchas
més situaciones de interés y es muy
conveniente impuisar a jos alumnos a
contemplarlas ¢on objeto de conver-
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tir, también, el andlisis de los resulta-
dos en una tarea creativa gue no se li-
mite & la contrastacidén de las hipdte-
sis. Se trata, en definitiva, de conce-
bir sitzaciones que presenten alglin
interés y que, a menudo, suponen
plantear nuevos problemas, dar pie a
auevas investigaciones —como ya he-
mos visto en alguno de los otros pro-
biemas desarrollados—. En el caso
que nos ocups, la invitacién del pro-
fesor a considerar alguna situacién de
particular interés prictico, conduce a
que los alumnos planteen fa cuestién
del dngulo (6.} con que ha de salir la
barca para atravesar perpendicular-
merite el rio cuando hay corriente. La
figura 32 muestra el esquema de velo-
cidades para que esto ocurra. Como
puede verse, 8. ha de ser mayor que
$0° y v, > v,.. Los alumnos, de la ex-
presion [1], haciendo ¢=0, obtienen
cos B.=-—v./v,, que, como vemos,
indica que 6. es mayor que 90° y
que sélo existe si v, £ v,, coinci-
diendo con la reflexion fisica previa.

La consideracidn de casos limites o
de especial interés fisico se convierte
asi en un til esencial para profundi-
zar en la comprensidn de la situacion
fisica estudiada, emitir hipétesis con-
trastables, analizar los resultados v
plantear nuevos problemas, convir-
tiendo cada una de estas rareas en un
proceso creative que exige tanto ima-
ginacién ¢ inventiva como rigor y

precision.

Interrumpimos aqui la descripeidn
de ejemplos resueltos para no sobre-
pasar los limites de esta breve intro-
duccidn 2 la diddctica de resolucidn
de problemas. Cualquiera de los
¢jemplos enumerados en el capilulo
anterior puede abordarse del mismo
modo y de hecho todos ellos han sido
resueltos por distintos grupos de
alumnos. Queremos, sin embargo, re-
ferirnos [y a ello dedicamos el capitu-
lo siguiente] a Ia cuestion esencial de
ia aplicabilidad del método con los
alumnos de niveles mas clementales,
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