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Objetivos y resumen de la tesis

La creciente utilizacion en distintos problemas cientifico-técnicos de modelos en los
que se tiene en cuenta la existencia de efectos hereditarios o retardados, destacando en
los tultimos anos el empleo de modelos basados en ecuaciones y sistemas de ecuaciones en
derivadas parciales con retardo (EDPR), plantea la necesidad de disponer de soluciones
exactas y de aproximaciones numéricas para este tipo de ecuaciones. Mientras que las
cuestiones de existencia y propiedades cualitativas de las soluciones de distintas clases
de EDPR han sido consideradas en numerosos trabajos, la obtenciéon de soluciones
explicitas y el desarrollo de métodos de aproximacién numérica eficientes para tipos

especificos de EDPR es un campo menos desarrollado.

El objetivo de este trabajo es la obtencion de soluciones exactas y analitico-numéri-
cas de problemas mixtos para ciertos tipos de ecuaciones y sistemas de ecuaciones en
derivadas parciales con retardo.

En concreto, se considera la ecuaciéon generalizada de difusién con retardo,

U (t, ) = a*Upe (t, T) + D*Upye(t — 7, ), t>71, 0<z<l,

y se abordara la obtencién de soluciones exactas en forma de serie infinita y de apro-

ximaciones numéricas continuas para problemas mixtos, con condicion inicial
u(t,z) = o(t, ), 0<t<r, 0<uz<l,
y condiciones frontera de tipo Dirichlet,

u(t,0) = u(t,l) =0, t>0.

En el Capitulo 1, tras una breve introduccién al tema, se presentan las estrategias

utilizadas en los distintos problemas abordados en esta memoria.



En el Capitulo 2 se realiza un estudio detallado de la solucion del problema anterior
en forma de serie infinita, obtenida aplicando el método de separacién de variables, y
se obtienen acotaciones para el error cometido al truncar la serie solucién. Con ello, se
obtienen soluciones numéricas continuas que permiten aproximar la solucién exacta en

dominios acotados con precision prefijada.

El objetivo del Capitulo 3 es mejorar la eficiencia computacional de las soluciones
numéricas obtenidas en el capitulo anterior. Para ello, en primer lugar se muestra que
si la funcién inicial es de tipo polinémico, entonces es posible calcular de forma exacta
algunos de los términos que definen dicha solucién numérica y que los demas términos
de la solucion, dados en forma de serie infinita, pueden truncarse de forma que el
error cometido decaiga de forma exponencial con el nimero de términos de la serie
truncada. Para una funcion inicial cualquiera, se plantea su aproximacion mediante
polinomios de grado adecuado, de forma que el error total, al aproximar la funcion
inicial por una funcién polinémica y al truncar la correspondiente solucién en forma
de serie infinita, quede acotado por el error admisible prefijado, manteniéndose las
propiedades de rapidez en la convergencia de la serie. De esta forma, es posible obtener
aproximaciones numeéricas precisas con un numero reducido de términos en la serie

truncada.

En el Capitulo 4 se generalizan los resultados del Capitulo 2 para el caso de sis-
temas de ecuaciones acoplados, esto es, problemas analogos al considerado mas arriba
pero donde las funciones u(t,x) y o(t,x) son vectoriales y los coeficientes a® y b* son
sustituidos por coeficientes matriciales A y B, cumpliendo condiciones adecuadas pero

en general no simultaneamente diagonalizables.

Todos los métodos numeéricos desarrollados en este trabajo han sido implementados
utilizando el programa Maple. Los correspondientes codigos, con los que se han reali-
zado los céalculos de los ejemplos y figuras incluidos en la memoria, se recogen en un

anexo.
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Capitulo 1

Introduccion

Las ecuaciones diferenciales constituyen una de las herramientas basicas de la mode-
lizacién matematica. Existen numerosos problemas reales en los que el comportamiento
del sistema depende, aunque sea en parte, de su historia previa, de modo que para po-
der modelizar estos procesos es necesario utilizar ecuaciones diferenciales funcionales.
En particular, las ecuaciones diferenciales con retardo (EDR) y las ecuaciones en de-
rivadas parciales con retardo (EDPR) han merecido un especial interés, debido a que
recogen las caracteristicas esenciales de los procesos en los que existen efectos here-
ditarios o retardados, encontrando multitud de aplicaciones en problemas y campos
muy diversos, como por ejemplo en dinamica de poblaciones, teoria de control de pro-
cesos, propiedades de materiales viscoelasticos, transmision de calor en materiales con

memoria térmica, etc... (véase [4, 10, 11, 17, 22, 23, 44] y las referencias alli incluidas).

En este trabajo consideraremos problemas mixtos para la ecuacién generalizada de

difusién con retardo
us(t, ) = a®Upe (£, 7) + D*upe(t — 7,2), t > 7, 0< 2 < 1, (1.1)
donde 7 > 0, con condicién inicial
u(t,z) = o(t, ), 0<t<r, 0<z<], (1.2)
y condiciones de contorno de tipo Dirichlet

u(t,0) = u(t,l) =0, t > 0. (1.3)



Asimismo, se consideraran problemas similares para la ecuacion de reaccion-difusién
con retardo
up(t, ) = a®Upe(t, 7)) +bu(t — 7, 2), t > 7, 0 < 2 <1, (1.4)

y para sistemas acoplados de ecuaciones de difusién con retardo del tipo (1.1).

Este tipo de ecuaciones aparecen al incorporar efectos de retardo en las ecuaciones
clasicas que describen los procesos de difusién, transmision del calor o dispersion de

poblaciones. Asi, la ecuacién (1.1) sin retardo, es decir, con b = 0,

2

u(t, ) = a Uy, (t, x), (1.5)

corresponde al modelo clasico para describir la difusién de sustancias quimicas, la

conduccién del calor y otros fenémenos de transporte.

Una cuestién que se ha venido planteando desde hace largo tiempo respecto de esta
ecuacion, por su falta de fundamento fisico, es que este modelo implica una velocidad
de propagacién infinita ([7, 41, 42]), por lo que se han propuesto, especialmente en
el campo de la transmision del calor, diferentes variaciones del modelo clasico que
producen velocidades de propagacion finitas y pueden, por tanto, resultar en modelos
mas realistas en situaciones en las que existen fenémenos de “inercia” térmica, ondas

de calor o respuestas retardadas a las perturbaciones (véase [21]).

Centrandonos en el fenémeno de la conduccién del calor, consideremos la ley de
Fourier en una dimension
q(t,x) = —kuy(t,x), (1.6)

donde ¢ es el flujo de calor, u la temperatura y k > 0 es la conductividad térmica, un
coeficiente que mide la capacidad del material para conducir el calor. El modelo clasico
de difusion (1.5) se obtiene combinando (2.38) con la ecuacién de conservacién de la
energia

—q.(t,x) + Q(t, x) = Cpus(t, ),

donde C, es el calor especifico por unidad de volumen, () es la energia térmica generada
por unidad de tiempo y volumen, correspondiendo a la posible existencia de fuentes de

calor, y a® = k/C,, es la difusividad térmica.

El modelo clédsico de conduccién del calor proporciona descripciones macroscopicas
precisas del comportamiento, en periodos largos de tiempo, de sistemas con dimensiones

espaciales suficientemente grandes, por lo que se puede aplicar de forma satisfactoria en



los problemas técnicos convencionales. Sin embargo, cuando se necesita una descripcién
de la conduccién del calor a escala microcopica o cuando se estudian procesos transi-
torios rapidos, como ocurre en el analisis del calentamiento de estructuras de laminas
delgadas mediante laseres ultrarapidos o en el fenémeno del segundo sonido en el helio
[5, 32, 33, 38|, es preciso considerar modelos que incluyan retardos en el flujo de calor

y/o en el gradiente de temperatura [39, 40].

En el modelo denominado de retardo de fase dual (dual-phase-lagging o DPL)

propuesto por Tzou [40], la ley de Fourier se reemplaza por
q(t+ 14, x) = —kuy(t + 7, x), (1.7)

donde 7, y 7, son, respectivamente, los retardos del flujo de calor y del gradiente de
temperatura. En las aplicaciones del modelo DPL es habitual utilizar aproximaciones

de primer orden en (1.7),

0t 2) 4 7 21+ 1) 2 —h{ua(t,2) + 7 (1,2)), (18)

y es usual referirse como modelo DPL a la ecuacién resultante de esta aproximacion

[39], que, para 7, = 0, se reduce al denominado modelo de Cattaneo-Vernotte [7, 41, 42].

Sin embargo, si se mantiene la formulacién original del modelo DPL, dada en (1.7),y
utilizando la ecuacién de conservacién de energia adecuada, puede demostrarse [26, 45]
que, para 7 = 7, — 7, > 0, el modelo DPL de conduccién del calor puede escribirse en
la forma

uy (', 2) = qug, (' — 1,2), t' > 7y, (1.9)

donde u es la temperatura, « la difusividad térmica y t' =t 4+ 7,, que es una ecuacién

de la forma (1.1) con a = 0.

Por lo que respecta a la ecuacién de reaccién-difusiéon con retardo (1.4), puede
obtenerse como resultado de la linearizacion de algunos modelos usuales en dindmica
de poblaciones. Asi, la ecuacién logistica con retardo, conocida también como ecuacion
de Hutchinson o Wright (p. €j., [25, p. 4],[24, p. 83]),

N(t —

donde r es la tasa intrinseca de crecimiento y K es la capacidad de carga, permite

incorporar a través del término N (¢t — 7) los efectos de diversos factores que producen



efectos retardados en el crecimiento de la poblacion y si en este modelo se incorpora la
dispersion de la poblacién se obtiene una ecuacién en derivadas parciales con retardo
no lineal [37]. La linearizacién de (2.48) en el entorno de la capacidad de carga (véase,
p. €], [28, p. 18], [24, p. 84]),

da lugar a la ecuacin diferencial con retardo lineal
n'(t) = —rn(t — 1),

y la incorporacién de un término de difusién resulta en una ecuaciéon de reaccion-

difusién con retardo de la forma (1.4).

El método de separacion de variables, o método de Fourier, es una técnica clasica
muy eficiente para resolver problemas mixtos de ecuaciones en derivadas parciales con
coeficientes constantes ([6, 12, 14, 16]) que también puede ser de utilidad en problemas
con coeficientes variables (]2, 19]) o matriciales ([20, 29]). Las soluciones exactas en
forma de serie infinita que se obtienen con este método, y las soluciones nimericas
continuas que se pueden obtener truncando estas series, se expresan en términos de los
datos del problema y, por tanto, permiten estudiar las variaciones de la solucién frente
a perturbaciones de los datos, sus propiedades de oscilacién o asintoticas y analizar la

correccion del modelo utilizado.

El método de separacién de variables también ha sido aplicado en algunos problemas
de ecuaciones en derivadas parciales con retardo ([34],[43]). La aplicacién del método es
similar al caso de ecuaciones en derivadas parciales no funcionales, pero en la ecuacién
separada para el tiempo que se obtiene como resultado, se plantea un problema de
valores iniciales de una ecuacién diferencial con retardo, siendo necesario disponer de

una solucién explicita para este problema.



Capitulo 2

Soluciones de problemas mixtos
para la ecuacién generalizada de

difusiéon con retardo

En este capitulo consideramos problemas mixtos para la ecuacién generalizada de

difusion del tipo

w(t, ) = @*uge(t, T) + b2upe(t — 7, 2), t>1, 0<z<l, (2.1)
u(t,zr) = @t z), 0<t<r7, 0<z<lI, (2.2)
u(t,0) = wu(t,l) =0, t>0, (2.3)

donde a y b son constantes distintas de cero y 7 > 0.

Utilizaremos el método de separacién de variables para proponer una solucién exac-
ta en forma de serie infinita. Una vez demostrada la convergencia de esta serie, y de las
derivadas necesarias, acotaremos el resto de la serie, de modo que al truncar la misma
con el nimero de términos adecuado se obtenga una solucion numérica continua cuyo

error pueda ser fijado a priori en dominios acotados.

La regularidad de la funcién ¢ la supondremos, por el momento, suficiente para que
sean correctos los cédlculos que vamos a realizar; més adelante se estudiaran cudles son

las condiciones de regularidad suficientes.



Abordaremos el problema (2.1)-(2.3) utilizando el método de separacién de va-
riables. Buscaremos una solucién de la forma u(t,z) = T'(t)X (x). De esta forma, se

obtendran dos problemas separados para las variables tiempo y espacio.

T' )X (z) = a®T(t)X"(x) + 0*T(t — 7) X" (),

TH X'
aTt)+0*T(t—71) X(x)

Consecuentemente, X (z) es la solucién del problema

= 2

X"(x)+XX(z) =0, X(0)=X()=0
y resolviendo esta ecuacion se tiene que su solucién es
X(z) = ay sin(Az) + ag cos(A\x),

e imponiendo las condiciones de contorno se tiene que ay = 0y a sin(A\l) = 0, de donde

nm
A="7
l
0 2,2
A2:nl—§,n:1,2,...

con lo que las funciones caracteristicas seran
nmx

Xn(x) = sin(T).

Las correspondientes funciones T, (t) seran la solucién de la ecuacién diferencial ordi-
naria con retardo

2,2
12
con T,(t) = B,(t) para 0 < t < 7y donde B,(t) son los coeficientes del desarrollo de

Fourier de la funcién inicial ¢(t, ) con respecto a sin(“7*), de modo que

T (t) +

(a®T,(t) + V*T(t — 7)) =0, (2.4)

ZB Sinmm), 0<t<, 0<z<lI.

Con este planteamiento, propondremos como solucién del problema (2.1)-(2.3) la serie

Z T, (t) sin nwx)

formal



En la Seccién 1 se construye una expresion explicita para la solucién de la ecuacion
diferencial con retardo genérica que se obtiene al aplicar el método de separaracion de
variables. La construccién de una solucién del problema (2.1)-(2.3) en forma de serie
infinita y las cuestiones de convergencia y regularidad son discutidas en las secciones
2-5. En la Seccion 6 se obtienen acotaciones de los restos de la serie infinita, lo que
permitira truncar la misma con la precision deseada, obteniendo soluciones numéricas
continuas con cotas de error a priori, como se muestra en la seccion 7. Finalmente, en
la seccion 8, se considera una ecuacion de reaccion-difusion con retardo, como ejemplo
de ecuaciones que pueden ser abordadas con métodos similares a los empleados en este

capitulo.

2.1. Solucion de la ecuacidon diferencial ordinaria

con retardo

La aplicacién del método de separaciéon de variables al problema (2.1)-(2.3) nos

conduce a un problema de valor inicial general para la ecuacién diferencial con retardo,

F'(t) = aF(t)+ pF(t—1), t>T, (2.5)
F(t) = f(t), 0<t<m, (2.6)

donde 7 >0y «a, 5 # 0.

En primer lugar consideramos el problema particular en el que la funcién inicial es
la funcién constante f(t) = 1. Utilizando el método de los pasos (véase [4, p. 45-47],
[11, p.6-15], [23, p. 87-92]), se puede ir resolviendo el problema (2.5)-(2.6) en sucesivos
intervalos [m7, (m+1)7], a partir del intervalo inicial [0, 7], en el que la solucién coincide
con la funcién inicial y es, por tanto, conocida. En el siguiente lema se presenta la
expresion general, para un intervalo cualquiera, de la solucién que se deduce por este

método y se demuestra su validez por induccion.

Lema 2.1. Consideremos la EDD (2.5), con condicidn inicial F(t) =1 para t € [0, 7],

y escribamos v = [/a. Su solucion en el intervalo [mr, (m + 1)7],m = 0,1,..., viene
dada por
m k—1 j
—a(t —kr))’
F 1 +'7 Z k: 1€o¢(t—k7) ( Oé( ‘ T)) + (_/Y)m (27)
: J!
k=1 7=0



Demostracion.

Comprobemos la expresion propuesta por induccion. De forma trivial, para m = 0

la suma es vacia y vale 0 y Fj(t) = 1 coincide con la condicién inicial.

Supongamos que la expresién es cierta para m, es decir que la solucién en el intervalo

[mT, (m + 1)7] viene dada por

m k—1
a(t—kt t_ kT m
Fi(t) = (1+7) Z Y tealt=kn) Z ) + (=)™ (2.8)
k=1 j=0 !

Calcularemos la solucién en el intervalo [(m + 1)7, (m + 2)7], que debe venir dada por

la expresion
_ klatkT) t"”) m+1
Fi(t)=(1+7)) (=7 E + (=)™ (2.9)

La ecuacién para t en el intervalo [(m + 1)7, (m + 2)7] es

t t s
Fy(t) = eJomsnrods [c + / ¢ ot B R (5 — 1) ds (2.10)
(m+1)T

y, ajustando el valor de ¢ para que en el extremo izquierdo, (m + 1)7, el valor de Fi(t)

coincida con el proporcionado por (2.9), se tiene que
c=F((m+1)r)

y, sustituyendo en (2.10),

t ¢ s
Fi(t) = eltmrorads {Fl((m +1)7) + / e oo g (s — )|, (2.11)
(

m+1)T

es decir,

Fl(t) = €a(t_(m+l)T)F1<(m+1)T)

t
X ﬁe —(m+1)r )/ e*a(sf(mﬂﬁ)Fl(s—r)ds. (2.12)
(m+1)T

Extrayendo constantes fuera de la integral y simplificando se tiene

¢
Fi(t) = DD B (m 4 1)7) + ﬁeat/ e “Fi(s—T)ds. (2.13)

(m+1)T



Dado que (m+1)7 < s < (m+2)7, la expresién Fj(s— ) es la solucién en el intervalo
[mT, (m + 1)7]. Por tanto, teniendo en cuenta los valores Fy((m + 1)7) y Fi(s — 7) en

(2.8) y sustituyendo éstos en (2.13), se tiene,

m k-1
+1—k)r)
Fl(t) _ ea( —(m+1)T 1+’Y Z k 1€a(m+1—k)7— ( (m - )) (_fy)m]
k=1 j=0 J
t m k—1
+ ﬁeat/ —as 1+,_)/ Z k 1 a —(k+1)T ) ( (S_<k+1> )) ]dS
(m+1)7 1 =0 J!
t
+ ﬁe”‘t/ e (—v)"ds (2.14)
(m+1)

Ahora vamos a desarrollar la primera parte en la expresién (2.14), que quedaria de
la siguiente forma,

m k—1 ;
- 1—Fk)r)
a(t (m+1)T Z k 1 a (m+1-k)T Z ( a<m + + (_,)/)m]
il
k=1 j=0 J:
m k—1 .
_ _ N\k—=1_a(t—kT) (—a(m +1-— k>7—>]
= (1+7)) (-0 "e i
k=1 il
+ (_fy)mea(tf(m+1)7'). (215)

Separando k = 1 en el primer sumatorio, la expresion (2.15) quedaria

m k-1 :
—a(m+1—Fk)r)
1_{_7 Z k: 1 at kT) ( ( i ) )
k=2 =0 L
+ (L) (=) e o ()T (2.16)

y separando j = 0 del segundo sumatorio, (2.16) quedaria como sigue,

m k—1 .
palt—kr (—a(m+1—Fk)T)
1 4 v Z k 1 _a(t—kT) -
k=2 j=1 J:
+ 1"‘7 Z k: 1 at kT)
k=2
+ (1 + ’y)eo‘(t T) + (_,Y) 6a(t7(m+1)7)_ (2.17)



Ahora vamos a desarrollar la segunda y tercera expresion de (2.14),

t m k—1 j
ﬁeat\/ 1 + Z k 1 oa s—(k+1)T ) (-Oé(S — (k + 1)7—)) ]dS
( k=1

m+1)7

t
+ 560415/( e—ocs(_,y)mds

m+1)7

t m k—1
—(k+1
_ ﬁeat/ 1_|_,Y Z k lo—a (k+1)7 ( (8 (-| + ) )) ds
(m+1)T k=1 =0 J:
t
+ ﬂ(—v)meo‘t/ e *ds. (2.18)
(m+1)T

Introduciendo la primera integral dentro del sumatorio y resolviendo la segunda inte-
gral, se obtiene

m k—1 t .
(1 + ) Z k 1~ k—f—l)TZ/ (—a(s — (.k'+ 1)7))’ ds
k=1 j=0 *(

!
m+1)7 J:
. _(_,y)meat(e—at . e—a(m—&-l)r). (2‘19)

Operando en (2.19), quedaria como sigue

m v k—1 . k‘—f—l j+1t
) e ST

N _g(l +7)zm:(—v)’“‘1ea< ~ (k)7 )i< ciidmiat o)

k=1 j=0 G+
m k—1
p k=1 _a(t—(k+1 (—a(m —k)r)’™*!
+ =(147) Y (=) et .
a po AV
. ( ")/)m+16a( —(m+1)7) + (_,y)m-&-l‘ (2‘20)

Renombrando los indices de los primeros sumatorios de las expresiones de (2.20) se

tiene que la expresion anterior es igual a lo siguiente

m+1 k—2 ,
(i) X (—aft — k7))
— (L H7) ) (=) et —
k=2 j=0 7+
m+1 k—2 ,
o (—a(m+1—k)r)/+
+ y(L47) Y (=) et —
k=2 J=0 7+
_ (_,y)m-&—lea(t—(m—i-l)T) + (_,.y)m—i-l_ (2‘21)
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Ahora renombramos los segundos sumatorios de las expresiones anteriores, con lo

que se tiene

ot - at — k‘T )
. 7(1 + ’Y) Z( k 2 a (t—kT) Z
k=2 j=
m+1 k— j
\k=2_a(t—kr) (—a(m+1—Fk)r)’
b ) e S i
k=2 J=1
. (—7)m+16a(t_(m+1)T)+(—’7)m+1 (2,22)

o lo que es lo mismo, introduciendo v dentro de los sumatorios,

m+1 k—1 j
—alt — k7))
= (1+7)) (=) et ol ] 2
k=2 j=1 I
m+1 k-1
1—-k)r)!
— (L) Yoot Y L )
k=2 j=1 I
B (_7)m+16a(t*(m+1)7)+(_7)m+1. (223)

Teniendo en cuenta que para k = m + 1 la expresién (—a(m + 1 — k)7)7 es cero, las

expresiones anteriores quedarian de la forma

m~+1 k—1 .
(1 + ’7) Z(_,Y)k—lea(t—kfr) Z (—Oé(t _‘ kT))]
k=2 =1 J:
m -1 ;
a(m + 1 — k)T)’
_ (1+’7)Z( klozt kT)Z
k=2
. (_,y)m-i-lea(t (m~+1)T )+ (_,y)m-&-l‘ (2‘24)

Sumando las expresiones (2.17) con las expresiones (2.24), que proceden del desa-
rrollo de (2.14), tenemos la expresion de Fi(t) en el intervalo [(m + 1)7, (m + 2)7]. Por

tanto, se tiene

F(t) = (1+7) Tf(—w“emﬂ - (Calt— k)Y

|
k=2 j=1 J:
. ( ,y)erl a(t—(m+1)T 1+,}/ Z k: leoz(tfk’r)

b (L e (o (e (225)

11



y, simplificando (2.25),

Fi(t) = (1+9) Z(_,y)kflea(t,kf) 2_: (—oz(t]: kT))’

+ (L+9) D (=) et (14 ) () ettt
k=2
+ (1 47)et) 4 (—y)m (2.26)

Finalmente, agrupando las expresiones de (2.26) se tiene

m+1

Fi(t) = (1+79)) (—y)F et ’W)Z t—kT)
+ (147) Z(_fy)kflea@fiw)
+ (14 7)edt 4 (—y)mHt (2.27)

y reagrupando la primera y la segunda linea

m—+1

t— k)
Fl(t) _ (1_’_7)2( k lat k:T)Z 7_)
k=2
+ (147D 4 (=)™t (2.28)
o lo que es igual,
m—+1 k—1 .
"1 alt—tr —a(t — k7))’ m
R0 = (149) Y (—)tenein 3 ARy gt (a9)
k=1 j=0 ’

en el intervalo [(m + 1)7, (m + 2)7], como queriamos demostrar.

En el proximo lema probaremos este resultado escribiendo la solucion en una forma
mas compacta, utilizando la funcién gamma y la funcién gamma incompleta comple-

mentaria,

F(k):/ e *sF1ds, F(k,v):/ e %" ds.
0 v

Lema 2.2. La solucion de la ecuacion (2.5) con la condicion inicial F(t) = 1 para

t € [0,7], en el intervalo [mt, (m + 1)7], m = 0,1, ..., viene dada por
= L D(k,—a(t — kT m
R e e (2.30)
k=1

12



Demostracién. La equivalencia entre (2.7) y (2.30) se sigue inmediatamente de la
identidad (véase [1, p. 262])

La suma en (2.30) es vacia para m = 0, con lo que es evidente que Fy(t) satis-
face la condicion inicial. No es dificil comprobar que Fi(t) es continua para t > 0y

continuamente diferenciable para ¢t > 7. Usando las relaciones

1 Or (k,v) e vPt  T(k,v) T (k—1,0)

TR v TR T Thon . F7h
L or(v  _, T(1v)
TH) o Y T T

(ver [1, p. 262]), obtenemos que para t € (m7, (m+ 1)7), m > 1,

) = (147 i(—wk-lar otz k)

= NG,
“ L(k—1,—a(t — k7))
—(1+7 ; T(k— 1)

= aFi(t) —a(-y)" +ay(1+7) Z )+ lr(k’_a(rt(;;_km

=1

= aFi(t)+ BF(t —T).

Para obtener la soluciéon para una funcién inicial cualquiera, consideramos la si-

guiente representacién integral (véase [11, p. 67]).

Lema 2.3. Sea Fi(t) la solucion de la ecuacion (2.5) con la condicion inicial conside-
rada en el Lema 2.2. Entonces, la solucion del problema de valores iniciales (2.5)-(2.6),

para una funcion inicial f diferenciable, viene dada por

o) = L0270 )117{() +—/ Fi(t — 5)f'(s)ds. (2.31)

Demostracién. Buscamos una solucién de la forma

Fe(t) = KFi(t) + /OT Fi(t — s)g'(s)ds, (2.32)

13



donde Fi(t) es la solucién de (2.5)-(2.6) con Fi(t) = f(t) = 1len 0 <t < 7 e g(s)
una funcién a determinar de manera que Fy(t) sea solucién de (2.5)-(2.6). Es fécil
comprobar sin mas que sustituir en la ecuacién diferencial que la funcién F(t) antes
definida es solucién del problema. Nos queda determinar la constante K y la funcién
g(s) de manera que F coincida con la funcién siguiente para valores de ¢ cumpliendo

que 7 <t < 27,

t

Fy(t) = el (f(r) 4 [ e Fetusg(s - r)a

T

¢
= ea(t_T)f(T) + e(t=7) / e_(s_T)aﬁf(s — 7)ds.

T

Haciendo un cambio de variable en la integral anterior se tiene que la expresion anterior

se quedaria como sigue

Ff(t) _ ea(t—‘r)f(,,_) + eot=7) /t_T e B f(s)ds.
0

Por otro lado, teniendo en cuenta que en el intervalo [0, 7]

y en el intervalo [, 27]
Fi(t)=(1+ g)ea<t—” — g

sustituyendo las expresiones anteriores en (2.32) se tiene,

=) f(7) 4 et /t_T e **Bf(s)ds
0

B\ ap—ry P
- K((1 My a(t—-T) M
(1+ Eyenen - By
T 6 a(t—s—T) ﬁ ! T /
+ i ((1+ E)e - a)g (s) + g'(s)ds. (2.33)
t—1
Aplicando integraciéon por partes se tiene que
t—1
ﬁ (t—s—71) 1
1 s (0% S—T
| Dt
_ 6 a(t—7)r,—as t—T 6 a(t—r) T —as
= (1+ =) Vem*g(s)lg T+ (1+ —)e ae”"g(s)ds
Q « 0
_ 1 6 a(t—7) —a(t—T) 1 6 a(t—T)
= +a)€ e gt —7) = ( +a)€ 9(0)
6 a(t—T) T —as
+ (1+—)e ae"g(s)ds.
o 0

14



Asi (2.33) se queda como sigue,

e f (1) 4 et /t_T e **Bf(s)ds
0

= K(1+ é)ea(t—T) — Ké

a (6%
~ Dyt =4 Do) 9y~ 90— 1)+ (14 Dot - )
— (1+ g)eo‘(t_T)g(O) +(1+ g)eo‘(t_ﬂ /0 : ae “g(s)ds.

Simplificando lo anterior se tiene lo siguiente,

t—7
oc(t Tf(T) a(t— T)/ _Saﬁf(S)dS

= K0+ D - kD4 Dg0) 1 40r)
—-a+§y%ﬂmm+u+§wWﬂlh@aﬂmw& (2.34)
Si tomamos
at—T) o —so _ é at—T) o —so
e /o e **Bf(s)ds = (1+ a)e /0 ae*%g(s)ds (2.35)

se deduce que

o lo que es lo mismo

a
f(s) = (1+3)g(s)
Y despejando se obtiene
_ B
o) = ).
Por otro lado, teniendo en cuenta (2.35), la expresién (2.34) se quedaria como sigue,
0 f(r) = K((1+ D) = 2y 4 gr) + (=1 4+ Dyenn 1 Dygp0)

y teniendo en cuenta la definicién de ¢(t), de la expresién anterior se obtiene

D) F(7) = K((1+ g)e““—” - g) +— f G+ (=0 g)e““‘” + g)a f 5/0)
o lo que es lo mismo
(t—7) 5 _ é . é a(t—T) L
(07— L) = (= 1+ Dyent ) L p(0)
. é at—7) é
= K((1+)e ). (2.36)

15



Teniendo en cuenta que

at-ry_ B _a B By a@-m _ B
- B0 (4 By B

el valor de K de (2.36) se despeja como sigue

o BIO)+af(r) _4f0)+ f(r)

B+« 1+7v

Por tanto, sustituyendo ¢(t) y K en (2.32), se tiene

Ff(t)zf()li’fyf” +—/F1t—s (s)ds.

Nuestro préximo teorema se deduce facilmente sustituyendo la expresion (2.30) en
(2.31), sabiendo que si t € [m7, (m + 1)7] entonces t — s se va a mover en dos intervalos
diferentes. Esto habra que tenerlo en cuenta para el calculo de

T

ﬁ Rt -9)f(5)ds,

Asi,
0<s<t—-mr=mr<t—s<t
y Fi(t — s) es la solucién Fi(t) en [mt, (m + 1)7] cambiando ¢ por ¢ — s, mientras que

t—mT<s<7T—=t—7<t—s<mr

y Fi(t — s) es la solucién Fi(t) en [(m — 1)7, m7| cambiando ¢ por t — s. De esta forma,

T

v /
m Fi(t —s)f'(s)ds
t—mTt m _1F k, —a(t — kT m_ /
S [ e S T | s
" wl Dk —alt— k7 et |
—117 @) k;(—v)’“ ( F((k) ) _ f(s)ds  (2.37)

El resultado final se recoge en el siguiente teorema.

16



Teorema 2.4. La solucion del problema de valores iniciales (2.5)-(2.6), para una fun-
cion inicial f diferenciable, viene dada, en el intervalo [mt, (m + 1)7], m = 0,1,...,

por

Fy(t) = (f(T)—i-”)/f(O))Z(_l)k*l,ykle(ka—Oé(t—/{:7’))

= LK)
N ;<_1)k_17k/0 —mT (k}, —O[](j\t(;)]{?T — S))f,<8)d8
S pyetp [T Dlhi—alt—kr—s))
31 | i f(s)ds
+(=1)"y" f(t — mT). (2.38)
Demostracion Por el Lema 2.3,
_ (1) +1/(0) v 7 :
Ryt = PR R + /0 Fu(t — 5)f/(s)ds. (2.39)
Teniendo en cuenta (2.37) y el Lema 2.2,
Fy(t)
_ () +7/(0) S k1 L(k, —aft — k7)) m
= T (1+ )kzl( 7) Th) +(=7) ]
ol t=mT - Dk, —a(t — k7)) ml o
i) (1+v);(—v)k k) + (=) ]f(S)dS
v S (_yp1 Dk —alt — k) | g
T o | Do e () ] '(s)ds

Simplificando lo anterior,

Fr(t) = (f(r) +7£(0)> (=)

R0
f(T)li’fyf(O) (=)™
- [ e T o,
_ % /0 o f’(s)ds—% /t_m F(s)ds. (2.40)

17



Resolviendo y simplificando las integrales de (2.40), se tiene,

Fi(t) = (f(7) 4 2f(0) D) HE =)

TP Tk, —alt — kr
/tmT ; ( ( )

© )t —mr) — (LD O (2.41)

De esta forma, se obtiene el resultado del teorema,

Fy(t) = (f(7)+7/(0)) (_1)k71,}/k—1r (K, —FOé((];f)— kT))

k=1

- w1k [T (K, —a(t — kT —38)) ,
I I B

> (_1)1971,)/1{ /tjmT I (ka —Oéij(;)/{ﬂ' — S)) f/(S)dS

+(=1)"y"™ f(t — mT). (2.42)

>
Il
—_

3
L

_l’_
x>

Noétese que param = 0, la expresién (2.42) se reduce al ultimo término. La expresién
equivalente que sigue se obtiene reordenando el segundo y el tercer términos en (2.42),

sobreentendiéndose que la suma del tercer término es vacia para m = 0.

= ko1 ko1l (k, —a(t — k7))

Fe(t) = (f(7)+7/(0)) ) _(=1)" v (k)
D i
1yt /O mTF(m’—aF(’;ﬂ—l)mT_s)) f'(s)ds
+H(=1)"y" f(t —m7). 24

Destacamos el caso a = 0 para el problema (2.1)-(2.3), lo que se traduce en o = 0
para el problema (2.5)-(2.6). Tomando P(k,z) =1 — Q(k,z), y usando la relacién [1,

18



p. 262]
k

z" exp(—x)
—M(1,k+1

I‘\(k _"_ 1) ( ? —"_ 7x)7
donde M es una funcién hipergeométrica [1, p. 504], que satisface M (1,k + 1,0) = 1,
la expresién (2.38) se puede escribir de la forma

P(k,z) =

Fi(t) = f(r)+ (af(r) + B0 ZM—_’”) RN E 4+ 1, —alt — k7))

+ Z F/o (t — k1 — 5)" R =IN(1, k41, —a(t — kT — 5)) f'(s)ds
=1

m t—mrt
+ i / (t —mr — 8)™e®EMTIN (1, m + 1, —a(t — mr — s)) f'(s)ds.
0

m!

y, para o = 0, lo anterior se reduce a

R = £ 45030 I Z o [k s

Ll
k=1
6m t—mt .
(. — — 5™ d
+ /o (t —mt — )" f'(s)ds

m)

2.2. Solucién en forma de serie infinita

Consideremos el problema (2.1)-(2.3). En lo que sigue se suponen las siguientes

condiciones para ¢(t,x), que iremos utilizando cuando sean necesarias.

» ¢(t,x) es continuamente diferenciable en ¢,
» o(t,z) y ¢(t, ) son dos veces continuamente diferenciables en x,

" ©..(t,x) es variacién acotada en z, continua en t.

Usando el método de separacién de variables, buscamos soluciones de (2.1) de la for-
ma u(t,z) = T(t) X (z) de (2.1)-(2.3), como ya se indicé anteriormente, proponiéndose

la solucién

ZT t) sin ”m) (2.44)
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Aqui, T,(t) es la solucién del problema

() = —(Z—W)Qa?Tn(t)—(Z-”)QbQTn(t—T), >, (2.45)
Tt) = But), 0<t<n (2.46)

y B, (t) son los coeficientes de Fourier

tales que

ot 2) =S Ba(t) sin(?), 0<t<r, 0<z<l.
n=1

El problema (2.45)-(2.46) es del tipo considerado en el Teorema 2.4, por lo que la
expresion para T, (t) se sigue inmediatamente de (2.43). Para escribir la solucién en

una forma mas compacta, sean

y consideremos la funcion
Q(k,v) =T'(k,v)/T(k),  v=0,

que es una funcién de distribucién ([1, p. 941]), que es positiva, monétona decreciente

y satisface

Qk,0)=1,  lim Q(k,v) = 0.

Vv—00

Entonces, la serie solucién (2.44) del problema (2.1)-(2.3) que llamaremos u(t, )

puede ser expresada como

u(t,r) =Y 4> 4>+, (2.47)

donde
D=2 (D) EEI(B, (1) + EB,(0)) sin (nlﬂ> Q (k,n*d*(t — k7)), (2.48)
1 n=1 k=1
S =S 0t (M) [ B (bt ke ) ds, (210
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Z = (—1)™"tc2m io: sin (@) /OtmT B (s)Q (m,n*d*(t — mr — s))ds, (2.50)

3

Z = (=1)"c*m Z sin (nl£> B,(t —m7) = (=1)"c*¢(t — mr, z). (2.51)

4

Para que ¢ sea desarrollable en serie de Fourier es condicion suficiente que ¢ sea
de variacion acotada. Mas adelante veremos que hay que exigir a ¢ condiciones mas

fuertes para que al menos la solucién sea continua.

Antes de seguir adelante, vamos a enunciar algunos resultados que seran de utilidad

en el resto del trabajo.

2.3. Lemas previos

Usaremos el siguiente resultado de regularidad de funciones definidas por una inte-

gral.

Lema 2.5. Sean €y y 5 abiertos de RY.

1. Sea f: Q) x 2y CRYx R — R verificando:

a) Para cada x € )y, la funcion y — f(x,y) es integrable.
b) Para cada y € Qy, la funcion x — f(x,y) es continua.

c¢) Eziste una funcion no negativa g integrable en Qo tal que |f(z,y)| < g(y)

para cada y € Qo. Entonces

h(z) = [ f(z,y)dy

Qo

es continua.
2. Si ademds f werifica,

a) Para y € Qq, la funcion x — f(x,y) tiene derivadas primeras continuas

respecto a x;, 1 =1,...,q.
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b) Existe una funcion no negativa g integrable en Qo tal que |V f(z,y)| < g(y)
para cada y € Q.

Entonces

h(x) = A f(x,y)dy

tiene derivadas primeras continuas que ademds se calculan por la formula

oh af .
axz(x)_/QQ a_xl(xay)dyv 2_177(]

Su demostracién puede puede verse en ([30, p. 301]).

El siguiente lema se usara para probar la existencia de las derivadas parciales de la
solucién de nuestro problema.

Lema 2.6. Supongamos que cada término de {f,} es una funcién real con derivada
finita en cada punto de (a,b). Sea Fy = fo:l fn. Supongamos que para un punto xg,
por lo menos, de (a,b) la sucesion {Fy(xo)} converge. Supongamos ademds que eziste

una funcion g tal que Fy; — g uniformemente en (a,b). Entonces:

» FEziste una funcion F tal que Fy — F uniformemente en (a,b).

» Para cada x € (a,b) la derivada F'(x) existe y es igual a g(x).

Véase ([3, p. 280]).

Enunciaremos a continuacion algunos resultados sobre series de Fourier que usa-
remos en distintas ocasiones. Consideramos el desarrollo en serie de Fourier de una

funcién f,

f(x) = %ao + Z(an cos(nx) + by, sin(nz))

n=1

Lema 2.7. Supongamos que f y sus primeras k — 2 derivadas son 2w —periddicas. Si f
es de clase C*=Y gy f*=1) es diferenciable a trozos (esto es f*~V existe excepto en un
conjunto finito de puntos en cada intervalo acotado y es continua a trozos), entonces
los coeficientes de Fourier de f satisfacen

Z |nkctn|2 < 00, Z |nkbn|2 < 0.
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En particular

n a, — 0, n*b, — 0

cuando n — 00.

Véase ([14, p. 41]).

Consecuencia de lo anterior es que existe M > 0 cumpliendo

M

M

para todo n nimero natural y para k > 1.

Podemos decir entonces que la mayor regularidad de la funcién se traduce en un
mayor decaimiento de sus coeficientes de Fourier. Vamos a obtener una aplicacion

inmediata de este hecho a la obtencién de un teorema de convergencia uniforme.

Lema 2.8. Si f es de variacion acotada en el intervalo compacto [x — §,z + 6] para
un 0 < m, entonces la serie de Fourier converge al limite cuando t tiende a cero de la

funcidn w

Véase ([3, p. 388]).

Lema 2.9. Supongamos que f(x) es una funcion de variacion acotada sobre (0,2m).

Entonces

» En cada punto xg, la serie de Fourier S(f) converge a f(x) en cada punto de
continuidad de f.

» Si f es ademds continua en cada punto de un intervalo cerrado I, entonces S(f)

converge uniformemente en I.

Véase ([46, p. 57]).

Lema 2.10. Sea f una funcion continua en [—m, x|, tal que f(—m) = f(n), y sea
f" una funcion continua a trozos en dicho intervalo. Entonces la serie de Fourier es
diferenciable en cada punto x del intervalo —m < x < 7 donde existe f"(x) y en cada
punto donde [’ admite derivadas laterales. Su derivada se obtiene derivando término

a término la serie de Fourier de f.
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Véase ([18, p. 81, 82]).

Lema 2.11. Sea f 2r- periddica y tal que f(x) = f(0)+ [, f'(s)ds, con f' € L*([—m, 7))

y sea Sy f(x) su suma parcial de Fourier N—esima. Entonces

lim Sy f(z) = f(z)

N—oo

uniformemente en [—7, m|.

Véase ([30, p. 164]). También sera ttil el siguiente resultado, que es una versién del
criterio de Abel para series de productos de funciones que dependen de dos variables
(véase [3, p. 237]).

Lema 2.12. Sean T y S dos subconjuntos de R y g, : T — R una sucesion de
funciones reales tales que gni1(t) < gn(t) para cada t € T y cadan = 1,2... Si g, es
uniformemente acotada enT" y f, : S — R una sucesion de funciones reales tales que

> | falx) converge uniformemente en S, entonces

> fa(@)ga(t)

también converge uniformemente en S x T.

Demostraciéon. Como la sucesién g, estda uniformemente acotada
dM >0: |g.(t)| <M, VYneN VteT.

Sea

flx) = fal@)

y F,(z) la sucesién de sumas parciales de f(x). Dado € > 0 por ser F,(z) una sucesién
que converge uniformemente a f(x)
€

aN n>N-—-1 F, —
EN:n> = |Fal2) = f(@)] < 7

Vr € S.
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Para h € N; se tiene
> fal@)gn(t)
= |fn(@)gn(t) + fnpr(@)gnga(t) + oo+ fun(@)gnn(t)]
= |[(Fv(z) = Fn-1(2))gn(t) + (Fnsa(z) — Fn(@)gna(t) + ...
oo+ (Evsn(@) = Engn1(2))gn4n(t)+]
= [=Fno1(@)gn(t) + Fn(2)(gn(t) — gn1(1) + Fne1(2) (g1 () — gna(t)) + -]
oo+ Fnvino1 (@) (gnn-1(t) — gnan(t)) + Fvin(@) gnn(t)]|
= |=(Fn-1(z) = f(@)gn(t) + (Fn(z) — f(2))(gn () — gn+1(t)) + .|
oo+ (Eveno1(x) = f(@)(gnrn-1(8) — gn4a(t)) + (Fven(®) — f(2))gnn(t)] <
[Fnv-1(z) = f(@) [gn@)] + [Fn(z) = f(2)] [gn () — gy ()] + ..

ot [ Envn-1(@) = f(@)] lgnan-1() = gnvan(®)] + [Fnin(z) — f(@)] |gn4a(t)]
(2.52)

IN

Puesto que la sucesién {g,} es decreciente, |gn(t) — gno1(t)] = gn(t) — gni1(t), con lo

que la expresion anterior es menor o igual que

[Fv—1(z) = f(2)| lgn ()] + —(QN(t) — gn+1(t) + gv41(t) — gnga(t) + -
ot gvan-1(t) — gn4a(t)) + IFN+h(w) — J(@)] lgn+n(t)]
= [Fyva(z) = f(@)] lgn )] + ( N(E) = gnn(®) + [Enin(z) = f(@)] [gnn ()] <
< |FN 1(x) — f(@)] [gn(t)] i |9N(75)|
+ W |gn+n ()] + [Fngn(z) — ( ) gn-n(t)]
< WM+WM+WM+WM_E
Por tanto,
lim Z fo(@)gn(t) =0, VYzeS, VteT.
Lema 2.13. Sea u(t fo (t,s)ds, donde g(t,s) es una funcidn continua en s y

g+(t,s) continua en s. Entonces

u'(t) = g(t,t) —I—/O g:(t, s)ds.

Ver ([31, p. 288]).
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El siguiente lema se utilizara para acotar la solucién. Utilizaremos en su demostra-

cién razonamientos analogos a los que se usan en el criterio de la integral como puede
verse en ([3, p. 232]).

Lema 2.14. Sea f una funcidn decreciente en [N, o00) siendo N un nimero natural

mayor o igual que cero, cumpliendo que f;o f(z)dz < oco. Entonces

S fn) < /N " fla)de

n=N+1

Demostracion.
N+h h=1" N+4k+1
3 f(n):Z/ FN + k +1)de.
n=N+1 k=0 Y N+k

Por ser f decreciente la expresién anterior es menor o igual que

h—1  N+4k+1 N+h
;/N% f(x)dx = /N f(x)dx.

Por tanto tomando limite cuando A tiende a oo, se tiene

S fm) < /N " fa)de.

n=N+1

A continuacién aplicaremos el Lema 2.5 para calcular B/ (). Si suponemos que ¢
admite derivada continua con respecto a t, y dado que ésta es integrable con respecto

a la variable z, le podemos aplicar la segunda parte del Lema 2.5 y se tendra

9 [l
B! (t) = 7/ oi(t, ) Sin(nl—ﬂx)d:z:.
0

2.4. Continuidad de la solucion

En el siguiente teorema exigiremos las condiciones suficientes a ¢ para que la solu-

cién sea continua.

Teorema 2.15. Consideremos el problema (2.1)-(2.3). Supongamos que ¢(t, ), ©i(t, x)
son funciones continuas en [0, 7] x[0,1] y v.(t,.) continua en [0,1] para cada t. Entonces

la solucion candidata u(t,z) dada en (2.47) es continua en [T, 00) % [0,].
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Demostracion. Probaremos que cada serie es acotada, justificando asi los inter-
cambios de sumatorios e integral. La hipdtesis de que que ¢ sea continuamente dife-

renciable en ¢ se utiliza para el cdlculo de B/, (t) que antes comentamos.

Dado 1 < k < m, para probar que

1

2= Z () + B, (0)) sin(— )L (k, n*d?(t — k)

esta acotada aplicaremos el Lema 2.12. Llamaremos

3" ful@) = Y (Bulr) + EB,4(0) sin(%r).

Al ser ¢, (t,.) continua, podemos aplicar el Lema 2.11 para concluir que esta serie

converge uniformemente en [0, []. Tomaremos
gn(t) = T(k,n*d*(t — k7)),
teniéndose que {g,(t)} es decreciente Vt € [mr, (m + 1)7] y
lgn(t)| < T'(k), ¥Vt e [mr,(m+1)7].
De esta forma, aplicando el Lema 2.12, los restos de la serie

S F u(7) + B, (0)) sin(-

n=1

)C(k,n*d*(t — k7))

tienden a cero, por lo que ésta converge uniformemente en
[0,1] x [mT, (m+ 1)7],
siendo ), una funcién continua.
Para probar la convergencia del segundo y tercer sumando de la serie (2.49)-(2.50),

aplicaremos el Lema 2.14, ya que Q (k,n*d*(t — kT — s)) es una sucesiéon decreciente

respecto de n,
D Q (k,n’d(t—kr —s)) < / Q (k, v?d*(t — kr — s)) dv
n=1 0

y, con el cambio de variable

w = v?d*(t — kT — 5),
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tenemos

/0 Q(k‘,deQ(t—k:T—s))dv—zd —t—lm’—s/

integrando por partes y teniendo en cuenta la propiedad (6.5.37) de [1].

® R o (k+3)
/Ow Q(k,w)dw—m/o w2l (k,w) dw = ————=~,

72Q (k,w) dw

por lo que
> I(k+1)
k,n?d*(t — kr — < 2 .
;Q( =k =9) < S =

Ast, 307 Q (k,n?d*(t — kT — s)) estd acotada por una funcién integrable para s en el

(2.53)

intervalo [0, 7], cuando k < m, y para s € [0,t — 7] cuando k = m, lo que permite el
intercambio de sumatorio e integral en lo que sigue . Por tanto, de (2.53), y llamando
B’ a una cota de B/(s), Yn > 1, Vs € [0, 7], se tiene,

Y| < B’Z_c%/TZQ(k,n2d2(t—kT—s))ds

2
S < AT (k43 /
— /f)d Vit—kr—s

_ QdB/Z_:C FF((]{I;;_E) (\/t—kT_\/t_<k+1)T>7 (2.54)

k=1

IN

pero
I'(k+1)
— 27 <A\k
(k) — {&
y, para t € [m7, (m + 1)7],

VEt—kr —/t—(k+ 1)1 </(m+1—k)7—+(m—k—1)T.

Asi,

2

2

4B, m—1
< dﬁ > AVEVm 1 -k (2.55)
k=1

y, analogamente,

t—mr
Z < B/CQm/ Z Q (m,n*d*(t — mt — s)) ds

3 0 n=1

- B, C2mF (m + %) /tmT ds

- T'(m)d Vi—mT —s

e Y
d ['(m)
/.2m
< QBCT AL (2.56)
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De esta forma, la solucién estéd acotada y llamando {ux(t, z)} a la serie de las sumas

parciales, {uy(t,x)} converge uniformemente en
[mT, (m + 1)7] x [0,]

a la solucién u(t, x) dada en (2.47)-(2.51), siendo ésta una funcién continua para (¢, x) €
[mT, (m + 1)7] % [0,[] para cada m por ser limite uniforme de funciones continuas. No
es dificil comprobar que las expresiones de u(t, x) dadas en cada intervalo coinciden en

el extremo comin t = m7 y u(t, ) es una funcién continua en [, 00) x [0,1].

En la siguiente seccién vamos a enunciar un teorema que resume las propiedades de
la solucién propuesta para el problema (2.1)-(2.3). La mayor parte de las propiedades
ya han sido demostradas; s6lo nos queda ver que nuestra solucién definida como una
serie admite derivada parcial segunda con respecto a x y derivada parcial con respecto
aten [mr,(m+ 1)7] x (0,1). Finalmente, demostraremos un teorema que nos asegura
la existencia de las derivadas en todo el intervalo [mr, (m + 1)7] x [0, ], asi como las
condiciones minimas que ha de cumplir la funciéon ¢ para que la solucién de nuestro

problema admita derivadas parciales continuas.

2.5. Regularidad de la solucién

Antes de comenzar con la demostracion de la existencia de las derivadas, vamos a

enunciar un lema que necesitaremos posteriormente.

Lema 2.16. Sea f € L[0,l] con seqgunda derivada, cumpliendo f(0) = f(I) = 0, y
F :[0,l]] — R tal que F(z) = f(z) y F(—x) = —f(z) si € [0,1] si llamamos
S(F) al desarrollo en serie de Fourier de la funcion F' en el intervalo (—1,1), y b, =

%fol F(z)sen("7*)dz es decir

S(F) = an sen(@),
n=1

entonces el desarrollo en serie de Fourier de su sequnda derivada es

S(F =3 —bn(”l—”)? Sen(g). (2.57)

n=1
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Demostracidon. El desarrollo en serie de Fourier de F” es

> mrx
S(F") = 5 c sen(

n=1
donde z
2
Cp = 7/ F"(z) sen(@)dm.
0

Integrando por partes (2.58),

o = % ([F’(x) sen("T 5 — T /Ol F(z) cos(@)dm)

y, dado que el seno se anula en 0 y en [, se tiene,

9 I
Cp =~ —n—ﬂ/ F'(z) COS(@)CZ{E :
A l

Si volvemos a integrar por partes,

y, puesto que F'(0) = F(I) = 0 por hipétesis, se tiene,

2 nmw nwx nmw

!
=2 (T / P sen("T e = (",

como queriamos demostrar.

Teorema 2.17. Supongamos las condiciones del Teorema 2.15 y ademds

(a) @ue es continua en [0, 7] x (0,1) y de variacion acotada en x € (0,1),

(b) @i(t,.) es dos veces continuamente diferenciable para cada t.

Entonces u(t,z) dada en (2.47) verifica:

1. u(t,x) es continua en [T,00) x [0,1].
2. u(t,x) es solucion del problema (2.1)-(2.3).

3. uy(t, ) y uge(t, ) son continuas en (1,00) x (0,1).
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Demostracion. La demostracion del primer apartado se hizo en el Teorema 2.15.
Para probar la segunda condicién vamos a estudiar la existencia de las derivadas par-

ciales u; y u,,. Empezamos buscando la existencia de u;. La solucién es de la forma,

ZT #) sin ””) (2.63)

Si probamos que
ZT’ t) sin ””) (2.64)
converge uniformemente V¢ € [m, (m + 1)7], por el Lema 2.6, habremos probado que

Z T (t) sin( mr9") (2.65)

Para probar que (2.64) converge uniformemente utilizamos la expresién,

Ti(t) = —a(ZPTu(t) = ¥ () Tu(t = 7) (2.66)

y (2.65) se escribiria de la forma

ZT’ £) sin "”) (2.67)
= (?)?Tn(t)sin(@)—bQZ(TVTn(t—T)sm(@) (2.68)

Por tanto, probaremos que

> (Tt sin(=-)
n=1
y [e.9]
Z w(t—7) sin(mm)
l [
n=1
convergen uniformemente V¢ € [mr, (m + 1)7]. Como ambas expresiones son analogas,

nos dedicaremos sélo al estudio de una de ellas. Asi,

- Z(_)zTn(t) sin(——) =51+ 52+ 53+ 54
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donde

- (—)F nmw nmT
S1 = _ZZ%(BJT)+cQBn(O))(T)Qsin(T)F(k,nzdz(t—kT))
Oon:nil_ —62)]‘3 nm nwr T
S = ), T(h) (T)QSin(T)/O B, (s)T'(k,n*d*(t — kT — s))ds
S = ;(Cm)m Z(n%)zsm(nlﬂ)/o_mTB;(s)F(m,nzd%—mT—s))ds
Sy = mZBnt—mT f)%in(#)

Probaremos que S;, Sz, S5, Sy convergen uniformemente V¢ € [mr, (m + 1)7].

En cuanto a Sy, aplicaremos el Lema 2.12 a cada sumando desde £ = 1 hasta k = m,

k 1 27'('2 nmTT

Z Bo(7) + CQB,Z(O))”Z2 sin(~=)D(k, n*d*(t — kr)) (2.69)

n=1

Por un lado, la sucesién
{F(k, n*d*(t — kT))}

es decreciente para todo ¢; por otra parte, como ¢ es desarrollable en serie de de Fourier

Z B, (7)sin mrx)

teniendo en cuenta que ¢(t,0) = ¢(t,1) = 0, aplicando el Lema 2.16 se tiene que el

desarrollo en serie de Fourier de ¢, (7, x) es

= on nm

Z-(%)?Bnm sin(%). (2.70)

n=1
Por ser ¢, (t,.) continua y de variacién acotada en (0, ), aplicando el Lema 2.9 se sigue
que la serie de Fourier de ., (7,x) converge uniformemente en cada punto de (0,1) a
- De esta forma, hemos probado que (2.70) converge uniformemente en un entorno

de cada punto de (0,1) y ademés se tiene

> nm . nmwx
Pos(T, ) = Y —(T)an(T) sin(—-). (2.71)
n=1
Lo mismo ocurre con
> nm . nmwx
Poo(0,2) =Y —(T)QBn(O) sin(——). (2.72)
n=1
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En consecuencia, aplicando el Lema 2.12, la serie

)= 1 n?m? nmx

Z B,(7) + B,(0)) 2 sin(T)F(k, n*d*(t — k1)) (2.73)

n=1

converge uniformemente en un entorno de cada punto de (0,1). Asi S; converge unifor-
memente en [m7, (m + 1)7] x (0,1).

En cuanto a Ss, se tiene que

1S,| < 2 > (FC(; / |B’( )| D(k, n?d*(t — kT — s))ds

Por otro lado, ¢4(t, .) es dos veces continuamente diferenciable para cada t¢; asi, tenemos

por el Lema 2.7,
B'(s)

2

|1B,,(s)] <

n
pero como ¢, es continua existe B’ cumpliendo

B/
B, (s)] < —

_n2

y, por tanto,

/ [(k,n?d*(t — kT — 5))ds.
0

Tendremos en cuenta la siguiente acotacion,
> Q (ko d(t — kr —5)) < / Q (k, v*d*(t — kT — 5)) dv
n=1 0
y, con el cambio de variable
w = v3d*(t — kT — 5),

tenemos

/OOQ(k;,UQCF(t—kT—s))du— wrQ (k,w) dw
0

2d\/t—k7'—s/

e, integrando por partes,

/o wéQ(k,w)dw:m/o wéF(k,w)dw:Tk)Q,



por lo que
> I'(k+1)
kE,n2d*(t —kt —s)) < 2 .
;Q(’”( ! S))_F(k’)d\/t—kﬁ—s

(2.74)

Por tanto, Y - Q (k,n?d*(t — kT — s)) estd acotada por una funcién integrable
para s en el intervalo [0, 7], lo que permite el intercambio de sumatorio e integral en lo

que sigue . En consecuencia, de lo anterior y del Lema 2.7 aplicado a B/ (s), se tiene

BI
AR Z 2’“/ ZQ (k,n*d*(t — k7 — 5)) ds
k=1
BI7T2 m—1 CQkF k?'f‘ /
e Vit —kT —s

2B A AT (k;+§)
= X T (k)

IA

(\/t k- ikt 1)7) . (2.75)

k=1

pero

y, para t € [mt,(m + 1)7],

Vit — kT — A/t — /{:+1T<\/<m+1——k)7'_\/m7

con lo que

155] < 23’:2 Z_ *\VE <\/(m 1k —/m—k — 1)T> . (2.76)

k=1

Asi, hemos probado que existe Ss y ademas es continua en todo el intervalo
[m, (m +1)7] x [0,1].
Procedemos ahora con Ss,

()" =

oo t—mT
Ss| < — nQ/ B! (s)|T(m,n?*d*(t — mr — s))ds.
9% oy o [ BT )

Teniendo en cuenta que
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la expresién anterior se acota de la misma forma que Ss,

B/C2m 2 t—mt ©O°
|S5] < l—Q/ ZQ(m n’d*(t —mr — s)) ds

_ B'n? 2mF m + /
- m)dl? \/t —m7T — s

2B'7? Zmr (m+3) ——

t_
a2 T(m) mr
2B w2 ™ /mT
) 2.

- dl? (2.77)

Por tanto, S5 converge uniformemente en
[m, (m +1)7] x [0,1].

Por dltimo, por ser ¢,, continua y de variaciéon acotada en (0,1), como ya hemos
razonado anteriormente,

Sy = Puz(t —mT, T),

que es una funcién continua en [mr, (m + 1)7] x (0,1) por hipdtesis.

De esta forma hemos probado la existencia y continuidad de u; en [m7, (m+ 1)7] x
(0,1). Es trivial comprobar que las expresiones de u; en los intervalos [(m — 1)1, m7] y
[mT, (m + 1)7] coinciden en el extremo comun ¢t = m7. Asi hemos probado que u; es

continua en (7,00) x (0,1).

Ahora probaremos la existencia y continuidad de w,,(¢,z) y que u es solucién del

problema. Por lo que ya hemos visto, se tiene,

Z T! (t) sin( ) (2.78)
) ) e sin(#) —p? Z(n%)QTn(t —7) sin(@) (2.79)
La expresion (2.78) verifica la ecuacion diferencial

azum(t, x) + b2um(t —T,)

si probamos que

oty ) = = Y () Tu(t) sin(~-)
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_ — N7 2 . nTXx
Uaa(t = 7,2) = _;<T) Tt =) sin(—=),
es decir si,
Uga(t, ) = S1 4+ So + S + Sa
donde,
oo m (_62)/671 ) nr - i -
S1 = _ZZW(B"(T) +c Bn(O))(T) SID(T)F(k’n (t — kt))
n=1 k=1
co m—1 _CZ)k nmw., . NTT T ) -
S2 = Z T(k (T) SIH(T)/ Bn(s)F(k,n d (t— kT—S))dS
(=K T, mm/t”””/ 2 -
S3 = T(m) ;( ] )* sin( ] ) i B] (s)I'(m,n"d*(t — m7 — s))ds
_ 2\m S nm.o, . NMTT
S4 = _(_C) ;Bn(t—mT)(T) 51n(T)

En primer lugar, supongamos que t # mr. Sabemos por (2.47) que

ut,z) = 4> 4>+, (2.80)

donde
3 =3 () EED (B, (1) + 3B, (0)) sin (”lﬂ) Q (k,n2d(t — k1)), (2.81)
2-2 (1 tesin () [ BLQ (ke — k= 9) s, (282
; = (=" ; sin (nlﬂ) /0 o B(5)Q (m,n?d*(t — m7 — s)) ds, (2.83)

Z = (=)™ p(t — mT, x). (2.84)

4

Por un lado ¢(t — m7,x) se puede derivar dos veces con respecto a la variable x, y

como ésta es de variacién acotada y continua en (0,1), por lo que ya hemos visto

(=)™ (t — mT,7) = — (=)™ Z B,(t — mT)(nl—W)2 sin(?) (2.85)
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Por otro lado, queremos ver que »,,> ,, > 5 se pueden derivar dos veces con respecto
a la variable z, término a término. Aplicando el Lema 2.6, tenemos que probar que la
serie formada por las primeras derivadas y la serie formada por las segundas derivadas

convergen uniformemente, como ésta ultima ya esta probada sélo nos queda ver que

S5 B () + BA0) () cos(TEN T (k, w22t — k7)) (256)

n=1 k=1 F(k) l l
; ; (_—13(@ . (%) COS(nlﬂ) /OT B! (s)T(k,n*d*(t — kT — s))ds  (2.87)
(—137(7;)@ - ;<% COS<nlﬂ) /0 - B, ()T (m, n*d*(t —mt — s))ds (2.88)

convergen uniformemente en (0,[). La segunda y tercera expresién convergen unifor-
memente en
[mT, (m 4+ 1)7] x [0,]]

puesto que n < n?, |cos(%%)| < 1y como ya se visto

|52| < o0

|53| < 00.

Por tanto, s6lo queda probar que la serie siguiente converge uniformemente en (0, 1),

— (_Cz)k_l 9 nmw nwT 5 o
; ; W(Bn(ﬂ +c Bn(O))(T) COS(T)F(k,n d*(t — k7)). (2.89)

A partir de un cierto N en adelante, para cada valor de ¢, la sucesién
{nD(k,n*d*(t — k7))}

es mondtona decreciente respecto de n, por lo que aplicando el Lema 2.14 se tiene que

e} 00

> nF(k’,nde(t—kT))g/

ul' (k, u*d*(t — k7))du < / ul' (k, u?d*(t — k7))du
n=N+1 N 0

y, con el cambio de variable
v = uld*(t — k7),
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se tiene

/ Wl (k22 (t — b)) du (2.90)
0
o0 U% U_%
- T(k,v)d 2.91
/0 =T 2 T (0 (2.9
e 1
= —T'(k,v)d 2.92
/0 2d2(t — k) (k, v)dv (2:92)
1 o0
= — I'k,v)d 2.
2d2(t—k7)/0 (k, v)dv (2:93)
y por la propiedad (6.5.37) de [1], la expresion (2.93) se queda como sigue,
T(k+1)
_— 2.94
2d%(t — k) ( )

Asi para cada valor de t € (m7, (m + 1)7], la expresion (2.89) converge uniformemente
en (0,1).

Para t = mr, si sustituimos este valor en (S; —Sy), se tiene que es lo mismo que se
obtiene al substituir ese valor en (S; — S4) para el intervalo anterior ((m — 1)1, m7], es

decir, sustituimos t = m7 en la siguiente expresion,

—2 2 gy Bl B,(0)) (") sin( TP (k20— k)
0o m—2 (—Cz)k nmw., . NI T / G
; —~ T'(k) (T) sm(T)/o Bl (s)['(k,n*d*(t — kT — s))ds

)" G nrr. [tm-b7
m 2(7)2 Sm(T) /0 B.(s)T(m — 1,n2d%(t — (m — 1)7 — s))ds
— (=)™ Z B,(t— (m— 1)7)(77'77)2 Sin(#)

y dicho valor por lo ya demostrado coincide con

Uge(MT, ).

Queda por tanto demostrada la existencia y continuidad de las derivadas parciales

de la solucién.

En el siguiente teorema daremos las condiciones suficientes para que las derivadas

parciales sean continuas en todo el intervalo cerrado [0, [].
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Teorema 2.18. Suponiendo que ¢ cumple las condiciones del Teorema 2.17 y ademds
Oazz(t,.) € L2([0,1]) Y an(t,07) = @uu(t,17), entonces u(t, x) y uz(t, x) son continuas
en (1,00) x [0,1] para m > 1.

Demostracion. En el teorema anterior hemos probado la continuidad de las series
Sy v 53, por lo que sélo nos falta probar la continuidad de las series S7 y S4 en el
intervalo [0, []. Vamos a estudiar la continuidad de S;.

o m (—02 k—1 2,92

—<Bn(7)+c23n(0))"lj sin(Co)D(k, n2d2(t — k) (2.95)

l

es continua, ya que la siguiente serie de Fourier

>~ fal@) = Y (Balr) + Bo(0) 5 sin(~-),

converge uniformemente en [0, 1], porque ©u.r € L2[0,1] v ¢4, es periddica (Lema 2.11).

La sucesién
{gn(t)} = {T(m,n*d*(t — m7))}

es una sucesion decreciente en la variable ¢ y uniformemente acotada por I'(m). De
esta forma, aplicando el Lema 2.12 la serie S; converge uniformemente y es continua
en

[mT, (m + 1)7] x [0,].

En cuanto a Sy, se tiene que

0 2.2
Sy=—(~)" Y Byt - mT)”lf sin(#>

n=1

converge uniformemente a ¢, (t — m7, x) en todo el intervalo [0, [].

El resto de los sumandos no planteaba ningin problema de continuidad en el in-
tervalo [mr, (m + 1)7] x [0,1]. Asi, queda por tanto demostrada la continuidad de las

derivadas parciales de la solucion en

[mT, (m+ 1)7] x [0,].
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2.6. Acotaciones de los restos

En este apartado vamos a estimar el error cometido al truncar la solucion u del
problema (2.1)-(2.3) dada en (2.47) en N términos. Sean

e nmwx
RY, — nzj;ﬂ%wnm+can(O))sm(T)r(k,n?d?(t—m)),
RY, = n:ZNH _(r_(;)) sm(ml“”) /O B0k n2d2(t — kT — $))ds
Yy
RY = %n%lsin(g)/o B! (s)T'(m,n*d*(t — m7 — 5))ds

los correspondientes restos. Empezaremos acotando el primer resto, R{\f .- Por ser ¢(t,.)
dos veces continuamente diferenciable para cada t, aplicando el Lema 2.7, existe B > 0

tal que

B
Ba(t)] < =

para todo t € [0, 7]. Por tanto, llamando By = B + ¢?B, se tiene

B
|B,.(1) + ¢*B,,(0)| < n—;
Asi pues
— (0)*72 _ D(k,n?d*(t — kr))
fw < ['(k) ! n?
n=N+1
Bt S Tk, n?d(t — k)
- T(k) n? '
n=N+1

Usaremos [1, p. 261-263] que I'(k,v) es una funcién mondtona decreciente de v, con

['(k,0) =T(k) y lim, o ['(k,v) = 0, y que para k un nimero natural

D(k) = kI'(k — 1) = (k — 1)1,

L(k,v) =T(k)e ™y —. (2.96)
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Por tanto,

— D(k,n?d*(t—k — 1
> (k,n g ) Dk, (N + 1)d*(t— k7)) Y =
n=N+1 " n=N+1 "

Por ser {#} una sucesion monétona decreciente respecto de n, aplicando el Lema 2.14,

se tiene
=1
D(k, (N + 1)%d*(t — kr)) —
n:N—i—ln
© r N+ 1)2d2(¢ —
< F(k,(N+1)2d2(t—kT))/ du_ (k, (N + 1)%d%(t — k7))
N U N
Asi,

By 2T (k, (N + 1)2d*(t — k1))
['(k) N
La acotacién final para el primer resto es

= B 2T (k, (N + 1)2d%(t — k1))
RY <) :
k=1 r

N
Rl,k <

(
B i . (2.97)
De (2.96) se deduce
T(k, N*d*(t — kr)) < T(k)e N FUF (14 N2 (¢ — kr))F,

lo que muestra que RY decae en forma exponencial con el ntimero de términos.

Con razonamientos similares calcularemos la acotacion del segundo resto, Ré\f - Por
ser ¢y(t,.) dos veces continuamente diferenciable para cada t, aplicando el Lema 2.7,
existe B’ > 0 tal que

B/
B0l <

para todo t € [0, 7].

Si tenemos en cuenta que I'(k,n?d*(t — kt — s)) < T'(k,n*d*(t — (k + 1)7)), para

todo s en el intervalo [0, 7], se tiene,

= (=) nrx, [T
RY, = Z ;(k)) sin( l )/0 B! (s)D(k,n*d*(t — kT — 5))ds
n;o ' C2k T
< ¥ F(k>/0 B ()| T (ks (¢ — (k + 1)7)ds
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y, teniendo en cuenta la cota de |B| en el intervalo [0,7] y procediendo de forma

analoga a Ry, ,

A SN T(k,n2d?(t — (k4 1)7)
Ré\{k < F(k>BT Z n2
n=N-+1
B'rc* D(k, (N + 1)2d*(t — (k + 1)7)
= T(k) N

Asi, la acotacion final para el segundo resto es

m—

Bfm% D(k, (N + 1)2d%(t — (k + 1)7)

Z N (2.98)
k=1
Por 1ltimo vamos a acotar Ry . Se tiene
RY = _(_—CZ)m i sin(m) /tmT B! (s)I'(m, n*d*(t — mr — s))ds
’ L'(m) n=N+1 j g ! ’
CQm oo t—mTt

< (m —) Z /0 B! (s)I'(m, n*d*(t — m7 — s))ds
n=N+1

< Z / | B! (5)| T (m, n*d*(t — mt — s))ds.

! n=N+1

Teniendo en cuenta que

obtenemos

C2m e t—mT B’
RY < ] Z / =T (m,n*d*(t — mr — s))ds
0

(m—1)! n?
n=N+1
y, con el cambio de variable,
= (t — m7T — s)n*d?

la expresién anterior toma la forma,

n2d?(t—mT)
N
Ry < Z n4d2 [(m,v)dv
n=N+1
ZmBl o
(m,v)d
Y /
n=N+1
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y teniendo en cuenta que [ I'(m,v)dv =T(m+ 1), [1, p. 263], obtenemos

2m n/ o

N "B 1

B < o 2 paglm D)
n=N+1

A B'm 1
e 2 nt
n=N+1
AmB'm [ du  ™B'm

< - - =
- d? N u? 3d?>N3
Asi pues, de todo lo anterior se deduce el siguiente resultado.

Teorema 2.19. Consideremos el problema (2.1)-(2.3), sea u la solucion ezacta da-
da en (2.47), y sea uy la aproximacion obtenida cuando Yy, > o, Yy Y 5 en (2.47)
son sustitutdas por las correspondientes sumas parciales con los N primeros términos.

Entonces, para (t,z) € [mt,(m + 1)7] x [0,1], tenemos la acotacion

"\ By (K, (N 4 1)2d%(t — k7))

(]

o

3

B'7c* T(k, (N + 1)2d?(t — (k + 1)7) N ™ B'm
(k) N 3ENT

+

e

=1

Consecuentemente, dado 6 > 0 y un error prefijado € > 0, puede encontrarse N tal que
lun(t,x) — u(t,z)| <€ para (t,z) € [mT + 9§, (m + 1)7] x [0,1].

2.7. Solucién numérica con cota de error a priori

A partir de las cotas dadas por las expresiones del Teorema 2.19, se puede ver que,
dado cualquier € > 0, podemos encontrar un valor de NV tal que cada uno de los restos
RY-RY sea menor que €/3, de forma que el error cometido al aproximar la solucién
exacta (2.47-2.51) por la suma parcial de la serie con N términos esté uniformemente

acotado por € en el intervalo [m, (m + 1)7].

Asi, se dispone de soluciones numéricas continuas que permiten el calculo efectivo
de las soluciones de los problemas considerados en este capitulo con cotas de error
prefijadas en dominios acotados. En la Figura 2.7 se muestran ejemplos de calculo
de soluciones aproximadas del problema (2.1)-(2.3) para distintas elecciones de los

parametros.
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i
A7 _ ;,;;Z
7 y <K
_ l;lll'l", \\\\\\&.‘q"l,,
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Wi R
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Figura 2.1: Solucién numérica del problema (2.1,2.2-2.3) calculada utilizando la serie
truncada uy dada en el Teorema 2.19, para N = 20, con [ = 1, 7 = 1, funcién inicial
o(t,x) = sin(t)x(1 — z) y distintos valores de los parametros a y b. Grafica superior:
a=0,2y b=0,02. Grafica inferior: a =1y b = 1.
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Figura 2.2: Cotas de error (logaritmos decimales) en funcién de N para la solucién
numérica del problema (2.1,2.2-2.3) calculada utilizando la serie truncada uy dada
en el Teorema 2.19, con [ = 1,7 =1, a =1, b = 1 y con funcién inicial p(t,z) =
sin(t)x(l —x), para (t,z) € [m7+ 9, (m+1)7] x [0,{], donde § = 0,1, m = 2 (circulos)

y m = 10 (cruces).

En la Figura 2.2 se muestra un ejemplo de la relacién entre el niimero de términos
de la serie truncada, N, y la cota de error proporcionada por el Teorema 2.19. Aunque
en el préoximo capitulo abordaremos la posibilidad de mejorar la eficiencia de nuestras
aproximaciones numéricas, intentando garantizar una cota de error dada con un redu-
cido nuimero de términos en la suma parcial de la serie, conviene tener en cuenta que
la precisién de nuestras aproximaciones puede ser, en general, mucho mayor que lo que

aseguran las cotas del Teorema 2.19.
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2.8. La ecuacion de reaccidon-difusion con retardo

En este seccién consideramos problemas mixtos del tipo

u(t, ) = aUg(t, )+ bu(t — 7, 7), t>71, 0<z<l, (2.99)
u(t,z) = @t z), 0<t<t, 0<uz<l, (2.100)
w(t,0) = u(t,))=0, >0, (2.101)

donde a y b son constantes distintas de cero y 7 > 0.

Utilizaremos el método de separacion de variables para proponer una solucion exac-

ta en forma de serie infinita.

La regularidad de la funcion ¢ la supondremos, por el momento, suficiente para que

sean correctos los calculos que vamos a realizar.

Abordaremos el problema (2.99)-(2.101) utilizando el método de separacién de va-
riables nuevamente. Buscaremos una solucién de la forma wu(t,z) = T(t) X (x). De esta
forma, se tendra

T' ()X (x) = a®T ) X" (z) +bT(t — 7) X (2),

() —bT(t—71) X"(v)
a’T'(t)  X(x)

Consecuentemente, X (x) es la solucién del problema

Tk L)

X"(z)+MX(z)=0, X(0)=X(1)=0
y resolviendo esta ecuacion se tiene que su solucién es
X (z) = ay sin(Ax) + ag cos(Ax),

e imponiendo las condiciones de contorno se tiene que ay = 0y a; sin(\l) = 0, de donde

nm
A= —
l

con lo que las funciones caracteristicas seran
nmx

Xn(z) = sin(T).
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Las correspondientes funciones T, (t) seran la solucién de la ecuacién diferencial ordi-
naria con retardo

n?m?

l—2a2Tn(t) — VT, (t—7) =0, (2.102)
con T,,(t) = B,(t) para 0 <t < 7y donde B,(t) son los coeficientes del desarrollo de

Fourier de la funcién inicial ¢(¢, ) con respecto a sin(“7*), de modo que

T, (t) +

ZB Sinmm), 0<t<, 0<z<lI.

Con este planteamiento, propondremos como solucién del problema (2.99)-(2.101) la

Z T, (t) sin( mm: )

serie formal

La ecuacién (2.102) da lugar a resolver la ecuacién diferencial ordinaria con retardo
(2.5) donde

= —\%a?
y
6=0b
de donde
B =b —=c

’y = — = — i
a  a?A? bA?
De esta forma, nos quedaria la siguiente solucion,

u(t, ) = uy + ug + uz + uy, (2.103)

donde

- =\ A2 . /nTX
w o= 3OS~ (b—w2n2) (Bulr) = 55 Ba(0)) sin <T> O (k n2(t — k7).

n=1 k=1

Syl vy [(—CP1? bnmay [T , 5 9
Uz = Z (1) bz | S (T) i B (5)Q (k,n*d*(t — kT — s)) ds,

n=1 k=1

us = ()mY (%)msm (#) /Ot_ BL(5)Q (m,n?d*(t — mt — s)) ds,
n=1
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o lo que es lo mismo

_f:zm: 212 k—1 212 B (0) : <@>Q(k’ 2d2(t—k‘ )) (2 104)
br2n? br2n2 " St [ e T :

X T2 k' nmwx T, -
P (W) Sm(T)/ By(5)Q (k. n*d*(t — k7 — 5)) ds ~(2.105)

0

"y = — i (;i)msm () /Ot_m BL($)Q (m, n?d(t — mr — s)) ds (2.106)

= [ AP \" . /nmx
Uy = Z (W) sin <T> B, (t —mr). (2.107)
1

n=

Noétese que uy se puede calcular de forma explicita. Véase el Teorema 3.4.

En la préxima seccién estimaremos el error cometido al truncar en N términos las

tres primeras expresiones anteriores.

2.8.1. Acotaciones de los restos

En este apartado vamos a estimar el error cometido al truncar la solucién del
problema (2.99)-(2.101) en N términos. Teniendo en cuenta que ¢ = g yd= "=

podemos escibir la solucién de la siguiente forma,

uy = i i (d;;Z)k_l (Bo(7) — #Bn(())) sin (#) Q (k, n?d2(t — k))(2.108)

Uy = — imzl <d2bn2)ksin (#) /0 Bl(5)Q (k, n2d>(t — k7 — s)) ds  (2.109)

g = — i (%)msm (?) /Ot_m B.(5)Q (m,n?d*(t — mr — 5)) ds (2.110)



ty = i (#)msm (”lﬂ> By (t — m). (2.111)

n=1

Consideremos los siguientes restos,

%0 RN !
Riy=| D <d2n2) (Ba(7) = =5 Ba(0))sin () @ (k,n?d?(t — kr)
n=N-+1
Ré\,[k = ‘ io: ( 2b 2) sin (@) /T Bl (s)Q (lf,n2d2(t — kT — s)) ds
n=N+1 d l 0

Empezaremos acotando el primer resto, RY,.

Llamamos B a una cota superior de |B,(7)| y |B,(0)| y B = B + 5 B. Por tanto,

b
Asi pues, para k =1,
> b nwx
N : 2 12
Ry, = Z (Bn(1) — WBTZ(O)) sin (T) Q (1,n d*(t — 7'))
n=N-+1
< B2 Z 6_n2d2(t_7—) §B2/ €—U2d2(t—7)du
n=N+1 N
— /OO &6—u2d2(t—’r)udu < % /OO e—u2d2(t—7)udu
N U N Jn
B, < 2d%(t—T) 2 By —N2d?(t—)
= “ ud*(t — 7)du = ——+——— 7).
2Nd2(t—7)/N ‘ ud (t=7)du = S = )°
Para k > 2,
0 0N\ By T(k,n2d3(t — k1))
N 2 )
Lk = 2 2\k—1
Bl < 2 2)  T(k) (n2)
n=N+1
(" B i T(k,n?d(t — k1))
= |z T(k) e (n2)F-1
b\ "' BoT(k, (N + 1)2d2(t — k7)) o 1
) : — 2.112
< (7) i > e )
n=N-+1
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Por ser {(nz)ﬁ} una sucesion monotona decreciente respecto de n, aplicando el Lema
2.14,

[e.9]

Z ;</OO ;du
S (n2)k-1 = [y (k-1
Por tanto,
o (P FUBoD(ky (N 4+ 1)2d2(t — k1)) /oo L
b=\ I'(k) N (W)t
B b-1B, T(k, (N + 1)2d2(t — k7))
T (2k — 3)@*DT (k) N2k=3 '

Asi, la acotacién final para el primer resto es

B 292
N < 2 —N d (t—T)
N
= V1B, L(k, (N +1)2d?(t — k7))
T 2 Gk =)@ T (k) N3 '
k=2

Con razonamientos similares calcularemos la acotacién del segundo resto, RY,. Si

tenemos en cuenta que
D(k,n?d*(t — kT — 5)) < T(k,n*d*(t — (k + 1)7)),

para todo s en el intervalo [0, 7], se tiene,

00 k -
RY, = ‘— Z <d2€12) sin (?)/ Bl (s)Q (k,n*d*(t — kT — s)) ds,

0

n=N+1
b\" B'r i T (k,n2d>(t — (k +1)7))
= \&) I(k) n2k
n=N+1

y procediendo de forma analoga a Rf{ s e obtiene,
[o.¢]
1 <1
> < / .
N
n=N-+1

Asi,

k I 00
Ry, < (%) %F(k,(NnLl)ch(t—(k:+1)7))/N %du

e T (k, (N + 1)2d%(t — (k +1)7))
(2k _ 1)d2kp(k) N2k-1 .
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Finalmente,

BV < ’”Zl VBt T (k (N +1)2d2(t — (k+1)7))

P T &= (2k - 1)d?*T (k) N2k-1 ‘
Por tltimo vamos a acotar RY. Se tiene que
o b m t—mT
RY = ‘— Z (d2n2) sin <nlﬂ> /0 B, (s)Q (m,n’d*(t — mr — s)) ds

n=N+1

m o0 t—mtT I/ 292(4 _
< b / BT (m,n*d*(t — mr S))ds
d2mr<m) N 0 n2m

y, con el cambio de variable,
v=n’d*(t —mr — s)

la expresién anterior toma la forma,

By o0 1 n2d?(t—mr)
< d?ml"(m) Z n2m+2d2A F(m,v)dv

n=N+1

Ry

y teniendo en cuenta que [ I'(m,v)dv =T(m+ 1), [1, p. 263], obtenemos

B'b™ - 1
= @2 (m) > n2m+2r(m+1>
n=N-+1
mB'bm 1
d2m+2 n2m+2
n=N+1

< mB'b™ / *® du
= @mir [ g2mte
mB'b™
(2m+ 1)d2m+2N2m+1'

Ry

o0

Asi pues de todo lo anterior se concluye el siguiente resultado.

Teorema 2.20. Consideremos el problema (2.99)-(2.101), sea u la solucidn ezacta
dada en (2.103), y sea uy la aproximacion obtenida cuando uy, ug, y us en (2.103)

son sustiturdas por las correspondientes sumas parciales con los N primeros términos.
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Entonces, para (t,x) € [mt,(m + 1)7] x [0,1], tenemos la acotacion

BQ —N2d2(t— )
t —ul(t < — T
|UN(,ZL’> U(’$)|_2Nd2(t—’7')
N i V1B, U(k, (N +1)2d*(t — k7))
£~ (2k — 3)d>*-DT (k) N2k=3
N TN BBt Dk (N +1)2d%(t— (k+ 1)7)
£~ (2k — 1)d*T (k) N2k-1
mB'b™

+ <2m + 1)d2m+2N2m+1'

Consecuentemente, dado 6 > 0 y un error prefijado € > 0, puede encontrarse N tal que
lun(t,x) —u(t,z)| <€ para (t,z) € [mT + 9§, (m + 1)7] x [0,1].

2.8.2. Continuidad y regularidad de la solucion

En el siguiente teorema exigiremos las condiciones suficientes a ¢ para que la solu-

cion sea continua.

Teorema 2.21. Consideremos el problema (2.99)-(2.101). Sea u(t,x) la solucion can-
didata dada por (2.103). Supongamos que

(a) oi(t,x) es una funcién continua en [0, 7] x [0,1].

(b) ¢(t,.) es continua en [0,1] para cada t.
Entonces u(t, z) es continua en [1,00) x [0,1].

Demostracion. La hipotesis de que ¢ sea continuamente diferenciable en ¢ se

utiliza para el calculo de B/ (t) al igual que se comentaba en el problema anterior.
La convergencia uniforme de las series de las expresiones (2.105), (2.106) estd basada

[e's) C2l2 k
> (1)

n=1

en que las series

convergen para todo k > 1.
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Para comprobar la convergencia uniforme en el intervalo [mr, (m + 1)7] x [0,1] de
la serie dada por (2.104) basta fijarse en el caso méas desfavorable que es la expresién

del sumando correspondiente para k = 1 siguiente,

Z B, (7) sin < ) Q (k,n°d*(t — k7).

El razonamiento para probar su convergencia uniforme es el mismo que se hizo en el

Teorema 2.15 donde se utilizaba la hipdtesis de que @,(t,.) es una funcién continua.

Teorema 2.22. Supongamos las condiciones del Teorema 2.21. Entonces, la solucion
candidata u(t,z) dada por (2.103) verifica:

1. u(t,x) es continua en [T,00) % [0,1].
2. u(t,z) es solucion del problema (2.99)-(2.101).

3. uy(t, ) y ug,(t, z) son continuas en (1,00) x (0,1).

Demostraciéon. La demostracion del primer apartado se hizo en el Teorema 2.21.
Para probar la segunda condicién vamos a estudiar la existencia de las derivadas par-

ciales u; y ug,. Empezamos buscando la existencia de u;. La solucién es de la forma,
ZT t) sin "”) (2.113)

Si probamos que

ZT’ sin( mrx) (2.114)
converge uniformemente V¢ € [mr, (m + 1)7], por el Lema 2.6, habremos probado que
ZT’ t)sin m”"’) (2.115)

Para probar que (2.114) converge uniformemente utilizamos la expresion,
nmw

T (t) = —aZ(T)QTn(t) + T, (t — 7) (2.116)
y (2.114) se escribiria de la forma
ZT’ sin( "”) (2.117)
B 5 mr nm nmx
= —a l (t) sin(—— l )+ b Z To(t — 7) sin(—— l ). (2.118)

n=1
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Por tanto, probaremos que
> (L) sin(~-)

n=1

Z T.(t—T) sin(#)

convergen uniformemente V¢ € [m7, (m + 1)7]. Como la segunda expresién converge
uniformemente por lo que hemos visto en el teorema anterior, nos dedicaremos sélo al

estudio de la primera. Asi,

nm nmtxr

= ()Tt Sin(T) =51+ S2+ 53+ 54

5= Y% <C_2)H (Wi;)w (By(7) — %Bn(o)) sin (“75) @ (kw2 (¢~ k)

Sy = f:(CZ

Probaremos que Sy, Sa, S35, 4 convergen uniformemente V¢t € [mr, (m + 1)7].
Empezamos con 9.

Sim =1, k=1 la serie mas desfavorable es

(T o () QU)o

n=1

Esta expresion converge dado que

/OOOUZF (1, u2d?(t - 7)) du:/ooo d2(tv— . 2d\v/;__TF(1,v)dv (2.120)

N|=

1
- / — T(,v)dv = —3/ P le o gy (2.121)
0o 2d3(t—r7)?2 3d3(t —1)2 Jo
I'(5/2
_ _T6R) (2.122)
3d3(t —71)2
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Dado tg € (7,27] existe un entorno del mismo donde la expresién (2.122) estd acotada.
Asi pues hay convergencia uniforme de la serie (2.119) en (7,27] x [0,!] en un entorno

de cada punto de este intervalo y u.(t, ) es continua en (7, 27| x [0,].

Param > 2, k = 1 la serie (2.119) converge uniformemente en [m7, (m+1)7] x [0, (]

puesto que (2.122) se puede acotar por

I'(5/2)
3d3r3
Para m > 2, k = 2 la serie
B () sin (" 2Pt
22: . sm( : >Q(2,n Pt — 27)) (2.123)

converge uniformemente en [m, (m + 1)7] x [0, (] utilizando el mismo argumento que

en el teorema anterior.

Para m > 2, k > 2, la serie

i (%) - (FZLQ)H By (7)sin (”lﬂ) Q (k,n2d(t — k)

n=1

converge uniformemente en [mr, (m + 1)7'] X [0,1] puesto que la serie

00 k—2

n=1

es convergente.
Estudiaremos ahora Ss.
Para m = 1 la suma es vacia.

Param > 2y k =1 la serie

2

i%sin (?) /T B (5)0 (1,n2d2(t o S)) ds

n=1 0

converge en [mT, (m+ 1)7] X [0,1] como ya se razoné en el Teorema 2.15. Véase (2.54).

Param > 2y k > 2 la expresién S, converge uniformemente en [mr, (m+1)7]x [0, ]

debido a la convergencia de la serie
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Asi Sy converge uniformemente en [mr, (m + 1)7] x [0,].
En cuanto al estudio de S35 es analogo al de S,.

Por 1ltimo, en cuanto a Sy para m = 1 la serie

2

i % sin (Zﬂ) B,(t —m7) = p(t — mT,x)

razonando igual que en el Teorema 2.15 supuestas para ¢ las condiciones del teorema

anterior.

Para m > 2 la serie

o) lQ m—1
> (e)

n=1

converge y por tanto S, converge uniformemente en [mr, (m + 1)7] x [0,].

De esta forma hemos probado la existencia y continuidad de u; en [m7, (m+1)7] X
[0,]. Es trivial comprobar que las expresiones de wu; en los intervalos [(m — 1)1, m7]| y
[mT, (m + 1)7] coinciden en el extremo comun ¢t = m7. Asi hemos probado que u; es

continua en (7, 00) x [0,].

Ahora probaremos la existencia y continuidad de wu,, (¢, ) y que u(t, z) es solucién

del problema. Por lo que ya hemos visto, se tiene,

nmwx

u(t,z) = Th(t) sin(—-) (2.124)

= —a? Z(Z—W)zTn(t) sin(nlﬂ) +5 Tt —7) Sin(?) (2.125)

n=1

La expresion (2.124) verifica la ecuacién diferencial
Aty (t, ) + bu(t — 7, 2)

si probamos que

Uga(t, ) = — Z(?)?Tn(t) sin(nlﬂ)

es decir si,
Uxx(t,.’ll') = Sl + SQ + 53 + 54
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5= 3% <C_2>H (Wi;)k_z (Bu(r) — 2o B, 0))sin (“75) @ (k. — k)

() () [ B (ki —tr =) s,

0

m—1 t—mt
2) sin (nlﬂ> / B, (s)Q (m,n*d*(t — mr — s)) ds,
0

c
b
A N T N2 e o
- B () e
En primer lugar supongamos que m > 1.

Queremos ver que uj, ug, us, uy dadas por (2.104)-(2.107) se pueden derivar dos
veces con respecto a la variable x, término a término. Aplicando el Lema 2.6, tenemos
que probar que la serie formada por las primeras derivadas y la serie formada por
las segundas derivadas convergen uniformemente en el intervalo (0,1) para cada t €
[mT, (m 4+ 1)7], como ésta ultima ya esta probada sélo nos queda ver que

s )k_l nw nwx
5 — B, (1) cos (—— ) Q (k,n°d*(t — k7)) (2.126)
— <b7r2n2 [ < [ )

_ii R (0) (W)Q(k; 2P2(t— k7)) (2.127)
br2n? | bren2 T 1 g )

- iml <£) T (#) /0 BL(s)Q (k,n2d*(t — kr — s)) ds, (2.128)

N i ( oL )m nTF cos <¢> /t_mT B?”l(S>Q (m, n2d2(t —mT — 3)) ds, (2.129)
0

> A2 \" nr nmwx

n=1

convergen uniformemente para todo valor de z € (0,1).
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Empezamos con (2.126). El sumando més desfavorable para la convergencia unifor-

me de (2.126) es el correspondiente a k = 1,
Z nl—WBn(T) cos (?) Q(1L,n*d*(t—1)).
n=1

Teniendo en cuenta la acotacién (2.94) para cada valor de ¢ existe N cumpliendo,

i nl'(1,n?d*(t — 1) < r@) (2.131)

Por tanto, como m > 1 la serie (2.126) converge uniformemente en [mr, (m+1)7] %0, [].
El estudio de la serie (2.127) es similar al de (2.126).

Estudiamos ahora la convergencia uniforme de (2.128). El sumando mas desfavora-

ble para la convergencia uniforme de (2.128) es el correspondiente a k = 1,

s <@> / B, (5)Q (1L,n*d*(t — 7 — 5)) ds

— br*n? | 0
que converge uniformemente en [m7, (m + 1)7] x [0,1] ya que

2l2

RN AN A snn
bt | cos( 7 )/ Bl (s)Q (1,n*d*(t — 7 —s)) ds

— 0
< c—zli/T|B’(s)|Q(1 n’d*(t — 7 —s)) ds < o0
b=y " ’

al igual que razonamos en (2.55).

La convergencia uniforme de las series (2.129) y (2.130) en [m7, (m + 1)7] x [0,]

teniendo en cuenta que m > 2 esta basada en la convergencia de la serie
o
Z A2 \" nr
bm2n? I
n=1

En segundo lugar supongamos que m = 1. En este caso, teniendo en cuenta el Teorema
34,

= A2 /nmx
wo= g () Balt =)
n=1

A [ —2F(]) = (—1)™ nwx
_ 3< 2Fz (l)z::( D lsin( : >—F(2)(x)> (2.132)

nm
n=1
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donde N ”
FO(z) = / du2/ o(t — 7, u1)duy.
0 0

Como
= (=DM
5 (G (152) =
~ nm [
para x € [0,1), se tiene que
0%uy c?
axQ = _390(15 - 7-7 x)

y desarrollando ¢ en serie de Fourier

0%uy .2 /nrx

G =y () Bt =)
como queriamos probar.

Para probar que uq, us, usz, se pueden derivar dos veces con respecto a la variable
x término a término , basta probar la convergencia uniforme en (0,[) para cada t €

[mT, (m + 1)7] de las series (2.126)-(2.129) al igual que comentamos en el caso m > 1.

Estudiaremos la convergencia de las series (2.126) y (2.129) ya que (2.127) se estu-
diarfa como (2.126) y la serie (2.128) es vacia para m = 1. Para (2.126) el razonamiento

es el mismo que hemos hecho antes, es decir

;nF(l,nQCp(t —7) < %.

Asiparacadat € (1,27] y m = 1 la serie (2.126) converge uniformemente Vz € [0, ].

En cuanto a la serie (2.129), se tiene la siguiente acotacién

Al? nr nwx

_ZWTCOS (T>/o B(s)Q (1,n*d*(t — 7 — s)) ds
n=1

27 t—7
< Z—Wl;/o |B,(s)|Q (1,n*d*(t — 7 — s)) ds < 00

al igual que razonamos en (2.56). Se tiene por tanto que la serie (2.129) converge

uniformemente en [mr, (m + 1)7] x [0,1].

Queda por tanto demostrada la existencia y continuidad de las derivadas parciales

de la solucién en (1,00) x (0,1).
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Capitulo 3

Aproximaciones polinémicas de la

funcion inicial

En el capitulo anterior se obtuvieron soluciones aproximadas del problema (2.1)-
(2.3) que garantizaban una precisioén prefijada en el intervalo [mr, (m+1)7]. Si recorda-
mos las acotaciones de los restos dadas en el Teorema 2.19, se observa que, para cada t
en (mt, (m+ 1)7], el error cometido en cada sumando disminuia de forma exponencial
con el nimero de términos en la suma parcial, excepto en el tercer sumando ) .. Para
solventar este problema, vamos a aproximar la funcién inicial ¢, (¢, ) por un polinomio
de cierto grado L en la variable ¢, al que llamaremos Py, (¢, ), usando polinomios de

aproximaciéon adecuados,
L
Ppg,(t,w) =Y t* fi(x).
k=0

Sea u(t, z) la solucién del problema (2.1)-(2.3) dada por (2.47). En la solucién apro-
ximada a ésta, a la que llamaremos up(t, z), algunas partes podran ser calculadas de
forma exacta, de modo que la en la serie truncada, u® (¢, ), el resto asociado a ella

disminuiré de forma exponencial con el nimero de términos.

Asi, up(t, ) adoptaria la forma siguiente,

up(tba) =Y +> +3 +Y (3.1)
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donde

nmx

(~D)! (B, (1) + B, (0)) sin (57 ) Q (knd(t — kr))

M]3
NE

3
Il

1k

m—

Il
—_ =

M8

(—1)k 1t sm( )/ (k,n*d*(t — kT — s)) ds,

1 k=

—

3
Il

ymt 2stm T )Q (m,n°d*(t — mt — s)) ds

M <M -

= (=)™ i sin (#) B,(t —m7) = (=1)"™p(t — mt, ),

donde P, 1(s) son los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier del polinomio

Pr.,,(s,x), es decir
2 nmx

l
P, 1(s) = ?/o P, (s, ) sin(T)dx.

En la préxima seccion desarrollaremos y reescribiremos la expresion Zg A conti-
nuacién, buscaremos el polinomio adecuado que aproxime a ¢;(t,z) y para acabar el
capitulo calcularemos el error cometido al truncar la solucién aproximada y estimare-
mos el error al aproximar (¢, z) por el polinomio Py, , (¢, ), es decir, acotaremos los

errores cometidos en las aproximaciones

u(t,r) — up(t,r) — ub(t, ).

3.1. Expresion del tercer sumando de la serie si
@¢(t, x) se aproxima por un polinomio en la va-

riable ¢

Supongamos que ¢;(t, x) es aproximado por un polinomio de grado L, P, (¢, z).

Se tiene entonces el siguiente resultado.

Lema 3.1. Sea Py, (t, ) = Zi:o t* fr(z). Si P, () son los coeficientes del desarrollo

en serie de Fourier de la funcion Pp,,, y llamamos g, = %fol fe(x) sin(*7%)dw, d = T
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y A\, = "7, entonces

n=1
L
(t — mr)k+t

= fu()

— k+1

L kH DIt —mr) (k+1

I'(k — 1

+k§] T T )(j)(+MJ+)

E sin(\,x) __Ink
n 2d2)k+1 j

. i% kﬂ“t—mr)m') (kﬂ)

J

) gmkI‘(kJ—km—j+1,n2d2(t—m7))
' Z sin(Anz (n2d2)k+1=i '

(k)

(3.4)

(3.5)

Demostracién. Llamemos P/ (t,2) = t* fr.(x). De esta forma, Pr,, se puede

escribir como sigue,

L
Pp,,(t, ) Ztkfk )= P ()
k=0

y ademas

2 l
Pn,L(t) = 7/0 PLwt(t,LE)dl’.

(k)

Si desarrollamos P;  (Z,x) en serie de Fourier, se tiene

> . onmx
P () =y Pl (1) sin(—),
n=1
donde
(k) 2 ', "
P (t) = 7/0 t* fr(z) sin(——)dz = t" g
y oo
nwxT
fk(-’fE) = ;gn,k sin (T>
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Teniendo en cuenta lo anterior,

= Z Z sin (Tllix> /t_ ' PT(LkL)(s)Q (m,n*d*(t —m7 — s)) ds
k=0 n=1 0
L o0 —mT
= Z Zsm (TLZE) /t §" 40 1@ (m, n°d*(t — mt — s)) ds.
k=0 n=1 0

A continuacién, desarrollaremos la expresion
t—mTt
/ s'T (m, n?d*(t — mr — s)) ds.
0
Integrando por partes,

u="T (m,nQdQ(t —mT — s)) , dv = s"ds,

du = n2d26—n2d2(t—m7—s) (n2d2(t — mT — S))m_1d87 v =

y llamando

Exp(n,s) = g d¥ (t=m7—s) (n2d2(t —mT — s))mfl,

se tiene

t—mTt
/ ST (m,n*d*(t — mt — 5)) ds
0

E+1

Sk+1 t—mTt t—mT Sk—f—l
= {F (m,n*d*(t — m71 — s)) } — / ———n?d*Exp(n, s)ds
0 0 k+1

(t o m7>k+1 /t—mT Sk—l—l 5
r —_— FE dds.
(m)— ; zp(n, s) g dds

(3.7)

Si reescribimos esta ultima integral y desarrollamos el siguiente binomio de Newton,

Sk+1 — (_1)k+1(_1)k+18k+1
— (_1>k+1(_8)k+1

= (=Dt —mr — s+ (=t +m7))*!

k+1
1 A A
- <—1>’f“2(“ )(t—mf—s>k+1-f<—t+mf>a
X J

7=0
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sustituyendo (3.8) en la siguiente integral, se tiene

Y

t—mt  _k+1
/ s n2d2efn2d2(tfmffs)<n2d2<t — mT — S))mflds
0

k+1
t=mr [ (_1)k+1 k+1 ol ‘ )
0 E+1 par AN

k+1 k+j+1 j t=mr

—1)ktitl (g = T (k+1 j

D D e U I A R e
=0 ’

R ()M —mr) (k41
B (k+ )(n2d2)1=3 \

t—mTt
) / (nd*(t — m7 — )" In2d*Exp(n, s)ds,
0

J=0
teniendo en cuenta la expresién de Exp(n, s), se tiene

SN (= 1)RHHL (¢ —mr) (k+ 1
(k + 1)(n2d2)k+1—j ]

t—mT
> / (n2d2(t —mT — S))k+m—jn2d26—n2d2(t—mr—s)ds
0

J=0

t—mTt
, / L.(k+m—j+1,n°d*(t — mr — s))ds
J 0

T(k+m—j+1,0)

X ()R (¢ — )
(k + 1)(n2d2)k+1—j

L(k4+m—j+1,n°d*(t —m7))

j=0

()
()
()

j=0

N (D) (E—mr) (k+1
N Z(( )*H( ) <+

K+ D221\ j )F(’f +m —j+1,n*d(t —m7)). (3.9)

J=0

Si sustituimos (3.9) en (3.7),

t—mt
/ s*T(m, n*d*(t — mr — s))ds
0

(t —mr)+1)
k+1

N i: (=D)*H (¢ —mr) (k+ 1

(k+ 1) (n2d2)+1-7 | j )F(k‘ +m—j+1)

= I'(m)

=0

k+1 (—1)k+j+1(t—m7)j k+1 o e,
(k + 1)(n2d2)k 1= < : )F(k‘JF J+1L,nd(t ). (3.10)

=0 J
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Llamando A,

se tiene,

21 sustituyendo (3.10) en (3.6) y teniendo en cuenta que

[ (m,n?d*(t — mt — s))
['(m) ’

Q (m,nQdQ(t —mT — s)) =

—mT

Z Zsm T / skgka (m, n*d*(t — mt — s)) ds

k=0 n=1

= ZZSID nZL’ 9n.k t_ij_Tl)

k=0 n=1
Lk:+1

DM

k=0 7=0
Lk+1

+ZZ

Finalmente, teniendo en cuenta que g, son los coeficientes del desarrollo en serie de

k+1

DMt —mr)D(k+m—j+1) (k+1) o= . In.k
-+ DE(m) (5 ) o g

1)kttt t—mT k—i—l gnkf(k:—i—m J+ 1,n?d*(t — mT))
ZSl (n2d2)k+1-3 :

Fourier de las funciones f,

L

o) —mT

Z Z sin (A, / skgka (m, n*d*(t — mt — 3)) ds

k=0 n=1

k=0

M) =

k=0

M) =

k=0 j=

> I'(k — i+ 1,n2d%(t —
.Zsin()\nx)g"’k (k+m—j+1nd mT)).
n=1

(t — mr)ktt

=

> .

J

(=) (= mr)T(k +m — 3+1)<k+1>

k+1 fi(@)

In.k
Z sm )\ x) W

n=1

k;—l—l)F( ) J

= O

(=1)M+(t —mr)) (k + 1)

< (k+1)l(m) j

(3.11)

(n2d2)k+1-j

Notese que el primer sumando se calcula de forma exacta. En la proxima seccion nos

ocuparemos del estudio de la segunda serie de (3.11) y veremos que el segundo sumando

se puede calcular de forma exacta también. El tercer sumando no ofrecera ningin

problema, pues como veremos mas adelante el resto de dicha serie se puede acotar de

forma exponencial en relaciéon con el nimero de términos.
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3.2. Estudio de la serie ) - 18111()\”50)%

Lema 3.2. Sea F la funcion formada por i integrales iteradas de fy,

:/0 dui/O 1dui1.../0 Foun)dus.

Entonces, para todo i nimero natural no nulo se tiene

i

/O Fi(@)sin(Az)de =3 (=1)" P (A) PP (D) +(—1)1(A,)* / FP) (z) sin( M) da.

p=1 0

(3.12)

Demostracion. Se va a demostrar por induccién, integrando por partes dos veces.

Comprobemos la férmula para ¢ = 1. Integrando por partes y llamando

u=sin(A\,z), dv= fi(x)dx

du = \, cos(\,x)dz, v = / fr(u

se tiene,

/Ol fr(x)sin(A\,z)de = {sin()\n:t) /01‘ fk(u)]; - /Ol(/ow fr(w)du) A, cos(\,z)dx
= — /Ol(/ox fre(w)du) A, cos(\,z)dx. (3.13)

Integrando de nuevo por partes en (3.13), tomando

u = —M\, cos(A\,x), dv = ( / fr(uw)du)d

du = \2sin(\z)dr, v / ( / Fo(u)duy s,
0 0

(3.13) se puede escribir de la forma

[ An cos( / / Fulwr) dul)dUQ];—/ol A2 sin(\ / / Folur)duy )dus)dz
=~y cos(Anl) / / Felwr)duy)dug — 2 /Olsm/\ x / / Fo(wr)duy ) dus)da
= (=)™, // Folwr)duy )dus — )\Q/Olsm)\x / / Folwr)duy ) dus)da
l

= (=) N EFP () - A2 / F?(z) sin(A,z)da.
0
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Supuesta cierta la formula para i, veamos qué ocurre para i + 1

i

/0 ful) sin(a)dz = 3 (=1 PP L ()4 (— 1) (M) / F () sin(Anz)de.

p=1 0

(3.14)

Si integramos por partes la integral de (3.14), tomando
u=sin(A\,z), dv= F,f%)(x)da:,

du = N\, cos(\x)dx, v= / Fk(zi) (u)du,
0

se tiene

l

_ [Sm(xnx) /0 xF,E%)(u)du} = /0 o) / " B (u)du)da

0 0

- /0’ An cos(An)( / " F (u)du)da. (3.15)

0

Si volvemos a integrar por partes (3.15), con

u=—A,cos(A\x), dv= (/ F,E%) (u)du)dx,
0

du = \2 sin(\,r)dz, v = / (/ F,§2i)(u1)dul)du2 = FSHZ) (),
o Jo

se tiene que (3.15) se puede escribir en la forma

A , l b
/ FP (2)sin(\,z)de = |:_>\n cos( ) F ) (“")] -\ / F (@) sin(Aua)da
0

0 0 "

= A (=D)EP () — N2 / FP ) (z)sin(Auz)dz. (3.16)
0
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Finalmente, sustituyendo (3.16) en (3.14) se tiene

/0 fi()sin(a)ds = 3 (=1L ()

+ (D) W (=D EETI () = X / FE (2) sin(A)da)
= Y (=DTPOWTTEP ()
W) D) )R ()
! .
+ ()\n)z”z(—l)”l/ FPH () sin(\,)da

0
i+1

= 2 CUTTOWTTEY ()

p=1
l .
o (=1)(A,)%H / FP) () sin(\,x)d. (3.17)

0

A continuacién enunciaremos un corolario inmediato, que consiste en despejar de

la férmula del lema anterior.

Corolario 3.3. Bajo las condiciones del Lema 3.2, se tiene

. nmn
n2ﬂ2 / f kX Sln )

r 1 R . nmx
_Z +mez§2p)(l)+(—1) /0 Fxgz)(ﬂf)sm(T)de,

para todo i numero natural no nulo.

En el proximo teorema daremos el valor exacto de la serie

o0

Z 1 m(mrx)
(n2a2)i "V Ik

n=1

Teorema 3.4. Supongamos las condiciones del Lema 3.2 y sean d = = y gop =

2 fo Jr(x) sin(*7%)dw. Entonces,

o
1 nmwT

(n2d2) Sln( l )gn,k

n=1

L 2A-1PEP () S (1) nme, (<1)
DY F,

M@

=3
I
—
3
Il
—_
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., . 2.2
Demostracién. Teniendo en cuenta que d = %, n*d* = “7-a?,

i 1 Sm<n7m:)
. <n2d2)i l gn,k

3
Il

2
(ZE e

nmwx

sin("7) /0 file) sin("T 0y

[
NE

n=1

aplicando el Corolario 3.3 se tiene,

1 ! . onmx
T)i/o fk(a;)sm(T)d:c

("3

1 nwIT

i I
_ oyt (2p) i [ ey
— ;( 1) P(%)Z(Fp)ﬂ F2() + (-1) /0 F.”"(x) sin( l )dx.

Sustituyendo (3.19) en (3.18),

& 2(-DPEPP() & (1) sin(2r2)
T la® Zl (BL)26-p)+1

p
-1) — 2 (1 i
+ =) Zsin(#)j/o F,f”(w)sin(?)dx,
n=1

a2t

y teniendo en cuenta que el desarrollo en serie de Fourier de F, k(zi) (x) es
> nrz. 2 [ (23) . nmT
ZSID(T)f F.™(x) sm(T)d:v,
n=1 0

finalmente se tiene,

la2t
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Aplicaremos el teorema anterior en nuestra serie tomando i = k — j + 1, quedando

el resultado de la siguiente forma,

i 1 Sm(mrx)

! (n2d2)k—i+1 I On.k

= E 2<_1)pFl§2p)(l> G (—=1)" . nTT
p= —

X (—1)k—aHt F(Q(kfj#l))(

02(k—j+1) z).

Como se puede observar, el estudio de la serie
(mrx) Gk
E sin
(n2d?)
se expresa en términos de la nueva funcién conocida F, k(z) (x) y de la serie

" nwL

— (-1 :

que vamos a estudiar a continuacién.

3

3.3. Estudio de la serie ) lel sin(nz), siendo k

un numero natural

k

Vamos a estudiar el desarrollo en serie de Fourier de senos para funciones z* con k

impar.

Lema 3.5. El desarrollo en serie de Fourier de la funcion f(x) =z es

oo 2 n+1
Z sin(nx), x € [0,m).

n=1

Demostracién. Sea f(x) = z, con —7 < x < 7. El desarrollo en serie de Fourier

= Z b, sin(nx),
n=1

tiene la forma
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donde 5 7
b, = —/ f(z) sin(nz)dz.
T Jo

Para la funcién dada, la expresion de b, es

2 ™
b, = —/ x sin(nz)dz,
T Jo
e, integrando por partes, se tiene
b — g[_gjcos(mc)]gdl_z/7r cos(nx)dx
™ n T Jo n
2 m(=1) N 2 [sin(nx)]"  2(-1)"
oo n T n* |, n
con lo que
< 2(_1)n+1
= ————— i ; e [0,m).
x Z " sin(nx) x € [0,7)

n=1

A continuacién vamos a calcular b, para una funcién z¥, con k impar, mediante

una férmula de recurrencia en funcién de k.

Lema 3.6. Sea I, = %foﬂ 2k sin(nz)dx. Entonces, para k > 3 se cumple la férmula

de recurrencia

—)™*t k(k—1
Ik,nzzwk—l( T)L E (n2 )[k_zm. (3.20)

Demostracion. Para k =1,

2(_1)n+1
o .

L, = —/ xsin(nz)dr =
0

Integrando por partes
2 s
Iy = —/ 2* sin(nz)dz,
T Jo

con
u =" du = ka*1,

I

dv = sin(nx)dzx, v = )
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se tiene,

PR ) e
" a n o T Jo n
B PCTAIN 1y rC
s n T Jo n
y, volviendo a integrar por partes, con
u =" du = (k —1)a"2
do — cos(nx) Y sin(nz)
n n?
obtenemos
—1)ntt 2k i T 2k(k—1) [T
In = 21" 1= + — {xk_l—sm(;m)} — —( 5 ) / 272 sin(nx)de
n s n 0 ™ 0
1)t 2k(k—1) [T
= 27rk_1( _ 2K 5 ) / 22 sin(nx)dx
n ™ 0
-t (k-1
= ka—l( B ( — )IH,L. (3.21)

—4 k

2

Proposicién 3.7. Sea I, = 2 [«

[e.9]

k(k—1))

n=1

k

T k-1

=7 T —

para valores de x € [0, 7).

Demostracion. Como k es un nimero impar,
(e.)
R g I, sin(nx)
n=1
y aplicando el Lema 3.6 la expresion anterior adopta la forma

o0
R g 2mh 1
n=1

Teniendo en cuenta el Lema 3.5,

>

n=1

[e.9]

sin(nz) — k(k — 1) Z

n=1

Iy
n2

(-1

n

2—1 n+1
(=1) sin(nz) = =,
n
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sin(nx)dx y k un nimero impar. Entonces,

(3.22)

v

sin(nzx).



la expresion resultante es

oo

Iy
o ="l — k(k - 1) Z anQn sin(nz).

n=1

Veamos un ejemplo para k = 3 calculando la siguiente serie,

n+1

[e.9]
Z sin(nx).

n=1

Ejemplo

2 = 7rx—6§ —51nmc

n+1

= rlr— 62 sin(nz),

X q1\n+l
P = 7z — 122 ( 5 sin(nx)
n
n=1
y, despejando la serie, se tiene

> (=1)" 3 2

Z ( 3) sin(nz) = r_re

~ n 12 12

En nuestro problema, z € [0,1) y, por tanto, %% € [0, 7). De esta forma,

(=)™ nrz,  (F)? almx
nzl pea e DR DI

Aplicando el método de recurrencia anterior, podemos obtener el valor de cualquier
expresion del tipo
oo
(-1 (27
sin( .
n2k+1 I
n=1

En el siguiente teorema daremos la expresion definitiva de la serie Z; dada en
(3.1) si ¢; es aproximada por un polinomio en la variable t. Esto va a dar lugar a una
expresion en la que vamos a calcular de forma explicita todos sus términos, salvo uno
que se puede truncar de forma que el resto asociado decaiga en forma exponencial con

el numero de términos.
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3.4. Expresion definitiva de la solucién aproximada

Teorema 3.8. Sea Py, ,,(t,z) un polinomio de grado L, es decir,
Py, (t, ) Zt’f frl

Y sean gnp = %fé fe(z) sin("7%)dz y N\, = “F. Entonces,

kz_ozlsm(w)/o_nws InkQ(m,n*d*(t — mT — 5))ds
= u(t,x) +va(t,x) + vs(t, x) + va(t, )
donde
vte) = > %ﬁg(m), (3.23)
k=0
L o) Rt — mr Tk +m — 4+ 1) [k + 1) "< -
va(t, ) = kZ:Oj:O s (k;<+ 1)F(711);2(k—j+1)l : )< Ji ) p; (_Uka( )(Z)
> ( )\n)QE’“—— iiﬁ_p) — sin(A,z), (3.24)
L k+1 j m — 2 )
Y
L k+1 . .
B (=DMt —mr) (k+1
) = 22 e ( ) (320
.isin()\n gl (ktm = j+1 (= m7)) (3.27)

(n2d?)k—i+1

Demostracion. El resultado se obtiene sustituyendo la expresién proporcionada

por el Teorema 3.4 en las expresiones del Lema 3.1.

Noétese que, salvo el dltimo sumando vy(t, z), el resto de expresiones de este teorema
se calculan de forma explicita. Por tanto, la expresion definitiva de la solucién aproxi-
mada de nuestro problema a la que llamamos up(t,x) es igual que la obtenida en el

capitulo anterior u(¢, ), en (2.47-2.51), salvo en el tercer sumando, donde aproximamos

/t_mT B, (5)Q(m,nd*(t — mr — 5))ds
0
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por
t—mt
/ P, .(s)Q(m, n2d2(t —m7 — s))ds,
0

siendo P, 1,(s) los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier del polinomio Py, , es

decir,
2 nmwT

!
Pusls) = / Pr (s, 7)sin( "7 ).
0
En consecuencia,

up(t ) =Y +> +> +Y (3.28)

donde

(~D)! (B, (7) + B, (0)) sin (57 ) Q (k. nd(t — kr))

Il
M
14:

3
L

K

(—1)F 1% sin <zﬂ> /T Bl(5)Q (k,n*d*(t — kT — s)) ds,
0

1

ol

n =1

(=)™ 1™ (vy (¢, x) + va(t, o) + vs(t, ) + vy(t, 7)),

M <M+ -

= (=)™ i sin (#) Bu(t —m7) = (=1)"™p(t — mt, 1),

siendo vy, v9, v3 v vy las funciones descritas en el Teorema 3.8.

3.5. Teorema de Weierstrass. Polinomios de Berns-

tein

En esta secciéon vamos a ver como podemos aproximar ¢; por un polinomio en la
variable t. El Teorema de Weierstrass (véase [3, p. 392]) nos asegura que toda funcién
continua se puede aproximar por un polinomio, aunque en nuestro caso tenemos una
funcién que depende de dos variables, ¢, z. Queremos aproximar la funcién ¢; por un
polinomio en la variable ¢ que sea valido para cualquier valor de x. Nos apoyaremos

en los polinomios de Bernstein (ver [9, p. 166]) pero dada la mayor eficacia de los
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polinomios de Tschebyscheff (ver [8, p.66]) emplearemos éstos en los programas de los
anexos que calculan el error a partir del nimero de términos y el que calcula el nimero
de términos en funcion del error. En realidad en los calculos que hacemos partimos de
un polinomio cualquiera en la variable ¢t. S6lo nos apoyamos en los de Bernstein para
probar que toda funcién continua en dos variables definida en un conjunto compacto se
puede aproximar por un polinomio en una de sus variables, lo veremos en el proximo

teorema.

Proposiciéon 3.9. El conjunto de polinomios {(i)t’“(l —t)yf=k k =0,1,....L} es

una base del conjunto de los polinomios de grado L en la variable t.

Proposiciéon 3.10. Propiedades Inmediatas

1. Propiedad
Lo/L
128" (k)tk(l — 1)Lk, (3.29)
2. Propiedad
L /L
Lt=>)" (k)ktm — )L+, (3.30)
3. Propiedad
L
L\ k _
t=gl (k> ztk(l LR, (3.31)

4. Propiedad

(1) + % => (i) IZ—Ztk(l — )bk, (3.32)

Usaremos las anteriores igualdades en la demostracién del siguiente teorema. Si
¢¢(.,x) es una funcién continua en el intervalo [0, 1] se define el polinomio de Bernstein

de grado L, en la variable ¢ asociado a la funcion ¢, de la forma siguiente:

Pp,,(t, ) i( >¢t — )t (1 — )k (3.33)

=0
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Teorema 3.11. Si ¢4(.,x) es una funcion continua en el intervalo [0,1] para cada z,

entonces
Ve >0 3JLo(e) € N |pi(t,x) — Ppo,,(t,x)| <e VL > Ly(e) (3.34)

vte 0,1  Vzelo,l].

Demostracién. Por la Propiedad 1 (3.29), se tiene

ZL;( )sot (t,a)t" (1 =), (3.35)

Teniendo en cuenta la expresién de Py, (t,z) en (3.33),

i ( ) it 2) ‘Pt(%x))t’“g gyl

k=0

- %0

Como ¢, es continua en [0, 1] x [0,{] es uniformemente continua en [0, 1] x [0,{]. Por

|r(t, ) = Prg,(t,2)] = (3.36)

(1 -tk (3.37)

(t,2) — =)
SOt $ — ¥t Lﬂ

tanto,
Ve>0 36,0, >0 [|ti—ta] < 61, w1 — 22| < 82y |ei(tr, 1) — u(ta, 22)| < g (3.38)
En particular, si 7 = x5, 36; > 0 tal que si |t; — t5] < J; se cumple
it 2) = pultz,2)| < 5 Vo e (0,0
Llamando

k
51:{]'5 / |t—z|<51}

=k / - 126)

la expresién (3.37) se escribe de la forma

> ()
= (1)

keSs

oi(t,z) — cpt(%,:z:) th(1—t)L* (3.39)

(1 — )=k (3.40)

() — (2 )
SOt x — ¥t LJ/‘
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Teniendo en cuenta la continuidad uniforme de ¢, y la Propiedad 1 (3.29), se tiene la

siguiente desigualdad

L k _ €
keS1
Por otro lado, si k € S5 entonces
k
t——|>6
- 5126
' k
(t— z)2 > 07
Asi,
(t—1)
>1
62 =
Por otro lado, si llamamos
M = Maz{p(t,z), te€]0,1], = €]0,]]}
se tiene,
k t—%
o) = (32 < 2M < 2M( LY (342
Asi,
L k
() lout) = ot - (3.43)
ke Sy
Lo /L P
< IM(—L)2h(1 — )= 3.44
< 3 Jpucgrta - (3.44)
L
oM <~ (LN (Lt — k), o
< — —t"(1—t 3.45
< S () E R e (3.45)
k=0
L
2M L\ L 2Lkt K.,
k=0
L
2M L\ k
= -2 R —t)EH —t’“l—t 4
> [ Z(k)L +Z ekl (3a7)
y usando las propiedades 3 y 4 (3.31) - (3.32) la expresién anterior queda como sigue
oML, o, 1., t
- [t —2t*+ (1 L)t +L] (3.48)
2M 1 t
= 21— ——1 4
-7 -1+ (3.49)
2M 1
- 51 (1 —t). (3.50)
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Teniendo en cuenta que t € [0, 1], el maximo de la funcién f(t) = ¢(1 —t) se alcanza

ent= % y vale i. Por tanto (3.50) se puede acotar por

2M 1 M

.- - - .01
5% AL ~ 2L (3:51)

Y

: M
2L52< SlL>W

Si ¢(., x) es una funcién continua en [0, 7] para cada = € [0, ] entonces el polinomio

de Bernstein de grado L, en la variable ¢, asociado a la funcién ¢, es el siguiente,

Puon (6,0 Z() (G- s

3.6. Calculo del error cometido al truncar la solu-
cién obtenida aproximando ¢; por un polino-

mio en la variable ¢

Como acabamos de ver, los coeficientes de los polinomios que aproximan a ¢y (t, )

dependen explicitamente de la funcién ¢, (t, ),

L
k t 2 N
Pra(t,2) Z( Jor g o - D (3.52)
y, como por hipétesis ¢, (t, z) es dos veces continuamente diferenciable en la variable
x, existe B’ cumpliendo
B/
!/
B(0)] < o
Llamando Py, (t, z) al polinomio que aproxima a ¢:(t,x) y fr(x) a los coeficientes del

polinomio que aproxima a (¢, x), es decir,

Pp,,(t, ) Zt"”fk

e igualando (3.52) a la expresién anterior, se ve que fi(x) es combinacién lineal de ¢;
y, por tanto, llamando g, x a los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de fi(x),

es decir,

- . NTT
x) = Zg””“ sm(T),
n=1
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donde z
2 . NTT
Gnk = 7/ fr(x) sm(T)dx,
0

existe g cumpliendo que
< g
|gn,k| = .

En el Teorema 3.8 hemos probado que si ¢;(¢, ) es una funcién polinémica en la
variable ¢ entonces ) , dada en (3.28) se escribe en forma de una funcién dada més una
serie que depende de la funcién Gamma, que es la que vamos a acotar en el proximo
teorema, en el que probaremos que el resto de la serie dada va a decaer de forma
exponencial con el niimero de términos, de forma similar que en el Teorema 2.19 se
obtenfa para », v >, en 2.47.

Teorema 3.12. Sean d = * y g un valor cumpliendo
|gn,krg% n>1, 0<k<L 0<j<k+1

Entonces, para (t,z) € [mt,(m + 1)7] x [0,1], la expresion

(e}

. naz guil(k+m—j+1,n%d*(t — mT))
Z sin I ) (n2d2)ht1-i

n=N-+1
se puede acotar por

gL(k+m—j+1,(N+1)2d*(t — m7))

2(k — j) + 3)@2+1-5) N2(k—5)+3 (3.53)
Demostracion.
= . nmw C(k+m—j+1,n*d*(t —mr))
Z sin( I )9n.k (n2d2)k+1-J (3.54)
n=N+1
- C(k+m—j+1,n%d*(t—m7))
< . . (3.55)
nEN:H (n2d2)k+1-i
Teniendo en cuenta que
g
|gn7k| S ﬁa
la expresién (3.55) se puede acotar por
= T(k+m—j+1,n2d*(t —mr
9 ). ( )). (3.56)

n2(n2d2)k+1-J
n=N-+1
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Por ser
{T(k+m—j+1, n2d2(t —mr))}

una sucesion decreciente respecto de n para cada t y aplicando el Lema 2.14, se tiene

[e.e]

L(k+m—j+1,n*d*(t —mT))
9 Z 12 (n2d2)k+1=i

n=N-+1
S 1
. 272
< gP(k4m—j+ 1L (N+ 12 —mn)) D o
n=N+1
- gL(k+m—j+1,(N+ 12t —m7)) [* du
= d2(k+1-3) u2(k—j)+4

gl(k+m — 75+ 1, (N +1)%d*(t — m7))
2(k — 7) + 3)d20+1=0) N2(k=5)+3

En los préximos teoremas estimaremos el error cometido al truncar la serie aproxi-

mada up(t,z) en N términos. Recordemos que, ver (3.28),

/

Z = (—l)m_lczm(vl + vg + v3 + vy).
3

Si truncamos v4 en N términos se tiene,

L k+1

k+]+1 _ 1 T — 7+ 1. n2d%(t —
ZZ t mr)’ <k+ )Zsm ) gn,k (k+m—j+1,n*d*(t mT))

k +r (n2d2)h—it1

Al resto obtenido obtenido al considerar los N primeros términos lo llamaremos RY,

L k+1 :
(=)t —mr) (k+1
RN =X Hn
IRK ;Z (k + DI(m) j ’
donde
= gLk +m—j+1,nd*(t — m7))
H, = Z sin(\,x) (2T .
n=N+1

En el siguiente teorema daremos la acotacién del resto correspondiente a R} .

Teorema 3.13. Sea g un valor cumpliendo
Ign,klé% n>1,0<k<L.

Entonces, para (t,x) € [mt,(m + 1)7] x [0,{] con m > 1 se tiene

i 2’"2’”1 L(k4+m+1,(N+1)2d*(t — m7))
o .

d2 (k+1) N2k+3
k=0
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Demostraciéon. Teniendo en cuenta el Teorema 3.12, se tiene la siguiente acotacion
para R

B o< 3y t—mf k4 1\ gD(k +m = j + L (N + 1*d(t — mr)
3 = ZZ j 20k — J) + 3)d2k+1-5) N20—i)+3

L kH "t —m7)T(k+m—j+1,(N+1)>2d*(t —m7)) (k+1
ZZ k+1)r( )d 25 N—27 2 k+1)N2k+3 ]

IN

k=0 5=0
iki "(N2dP(t —m7))T(k+m — j+1,(N + 1)%d(t —m7)) (k+1
- D(m)(k + 1)PFINH3 i/

k=0 5=0

Por otro lado,

(N?d*(t —m7))’T(k+m —j+1,(N +1)*d*(t — m7))
= (N2d*(t —m7))’ e S sh i s
(N+1)2d2(t—mr)

00 N2d2 t — J
_ / g3 ghebm (M) ds
(N+1)2d2(t—mT) S

< / e s"Mds = T(k +m + 1, (N + 1)%d*(t — m7)).
(N+1)2d2(t—mT)

Teniendo en cuenta lo anterior, R} se puede acotar por
zL:1~c+1 g™ D(k+m—+1,(N +1)2d2(t —m7)) (k+1
k=0 j=0 I'(m)(k+ 1)d2(k+1)N2k+3 j

gcimaktt L(k+m+1,(N+1)2d%(t —m7))
L'(m)(k + 1)d?*+1) IS ’

con lo que queda probado el teorema.

Resumiendo todo lo anterior, y teniendo en cuenta las expresiones de las acotaciones
de

- n:;d ; %(Bn(ﬂ + *B,(0)) sm(mlr YO(k, n2d(t — k7))
' ~1
Rév ) "=;+1 ; _é_(lj)) Sin(mlm>/0 B! (s)['(k,n*d*(t — kT — 5))ds|,

dadas en (2.97) y (2.98), el error cometido cuando up dada en (3.28) se aproxima con

sumas finitas se resume en el siguiente teorema.
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Teorema 3.14. Sea up la expresion dada en (3.28). Denotemos por upy la apro-
zimacion a up obtenida cuando Y, y Y ., en (2.47), y vy en (8.26) son sustituidas
por las correspondientes sumas parciales con los N primeros términos. Entonces para
(t,xz) € [m7,(m + 1)7] x [0,{] con m > 1 se tiene

"\ B2 T(k, (N + 1)2d%(t — k7))
['(k) N

lupn —up| < (3.57)

—

3 =

B're® T(k, (N + 1)2d%(t — (k + 1)7)
T'(k) N

(3.58)

k=1

gcimaktl L(k+m+1,(N+1)%d*(t — m7))
T(m)(k + 1)d2*+D N3

(3.59)

™) =

i

0

En definitiva, hemos probado que si B/ (t) se aproxima por un polinomio en la
variable t, es posible obtener de forma exacta algunas de las partes que constituyen
la solucion, pudiendo reordenarse el resto de modo que el error cometido al truncar
la serie infinita decaiga de forma exponencial con el nimero de términos segin se ha
mostrado en el Teorema 3.14. A continuacién vamos a estimar el error cometido en la
solucién al tomar la solucién aproximada up dada en (3.28) en lugar de u en (2.47), lo

que nos permitir acotar el error total de aproximacién.

3.7. Acotacién del error total de aproximacion

Proposicién 3.15. Sean u la solucion exacta del problema (2.1)-(2.3) dada en (2.47)
y up la aprozimacion obtenida cuando Y, en (2.47) los coeficientes de Fourier B, (t)
son sustitutdos por aquellos que proceden de la aprorimacion polinomica a ¢; dada en

el Lema 3.1. Entonces si
lor(t,x) — Ppo,, (t,x)| <e Vtel0,7] Vxel0,]]

se tiene,

4 2m
u—up| < — YT (3.60)

Demostracién. Aplicando el Teorema 3.11 a ¢ (t, z), existe un polinomio al que
hemos llamado Py, (¢, z) cumpliendo lo siguiente:

Ve >0  |plt,x) — Pry,(t,x)|<e Vtel0,7] Vael0l].
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> t—mr
u—up = (—1)" 1" Z sin (%ﬂ) / B (5)Q (m,n*d*(t — m7 — s)) ds
n=1 0

_ (_1)m—162m nio; sin <n1ﬂ> /Ot_mT Pn,L(S)Q (m’ nQdQ(t —mT — S)) ds

Por tanto

o0 t—mTt
lu —up| < c2m2/
n=1"0

y teniendo en cuenta que

!
B, (s) = %/0 s(s,x)sin <¢> dx

Balz(5> - Pn,L(S)

Q (m,n*d*(t — m7 — s)) ds

2 nmwx

!
P,1(s) = 7/0 P, (s,x)sin (T> dx

se tiene que la expresion (3.61) se queda como sigue

(3.61)

ju = upl
262m o0 t—mTt 5 l
< Z Q (m,n*d*(t —mt —5)) [ |os(s,x) — Ppy,(s,2)| duds
n=1"0 0
202m
<

o0 t—mT
; Z/ Q (m,n*d*(t — mt — s)) leds
n=1 0
o0 t—mTt
= 2c*™¢ Z/ Q (m,n*d*(t — mt — s)) ds
n=1"0
y al igual que hicimos en el Capitulo 1, (ver 2.56) se tiene

I(m+ 3
lu —up| < 4chM\/t —mTe
['(m)d

o lo que es lo mismo
4¢P (m + $)V/T

— <
fu—upl < ['(m)d c
y como
C(m + %)
— =2
o) =V
entonces

lu —up| <

4c*™/mt
a4
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Figura 3.1: Cotas de error (logaritmos decimales) en funcién de N para la solucién
numérica del problema (2.1,2.2-2.3) calculada utilizando la serie truncada up dada
en el Teorema 3.14, con [ = 1,7 =1, a =1, b = 1 y con funcién inicial p(t,z) =
sin(t)x(l — x), para (t,z) € [m7+ 9, (m+ 1)7] x [0,{], donde § = 0,1, m = 2 (circulos)

y m = 10 (cruces).

En consecuencia, combinando los resultados proporcionados por el Teorema 3.14 y
la Proposicién 3.15, se obtiene inmediatamente una cota para el error total de apro-
ximacién. Un ejemplo de estas cotas de error, en funcién del nimero de términos de
la serie truncada, se muestra en la Figura 3.1, donde puede observarse claramente la
mayor precision de estas acotaciones en relaciéon con las proporcionadas en el capitulo
anterior (compdrese con la Figura 2.2). En esta figura se utilizé un polinomio de apro-
ximacién comun para todos los valores de N, con un valor de € en la Proposicién 3.15
escogido para obtener una cota de 10719 en (3.64). No obstante, dado cualquier 6 > 0
y cualquier error prefijado, es posible obtener un polinomio de aproximacién adecuado
y un valor de N de modo que la precisién de la solucién aproximada up cumpla las

condiciones de error a priori uniformemente para (t,z) € [m7 + 6, (m + 1)7] x [0,1].
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Capitulo 4

Soluciones de sistemas acoplados de
ecuaciones generalizadas de difusion

con retardo

En este capitulo abordamos la extension de los resultados obtenidos en el Capitulo
2 al caso de sistemas acoplados de ecuaciones generalizadas de difusiéon con retardo, es

decir, consideraremos sistemas de la forma

u(t,x) = Auge(t,z) + Bug(t — 7, x), t>71, 0<z<lI, (4.1)
u(t,z) = @t x), 0<t<r, 0<z<l, (4.2)
u(t,0) = wu(t,l)=0, t>0, (4.3)

donde u(t,z) y ¢(t,x) son vectores de CM y los coeficientes A y B son matrices de
CM*M M4s adelante se indicaré las condiciones que exigiremos a estas matrices, que

en general no seran simultdneamente diagonalizables.

La organizacion de este capitulo es la siguiente. En la proxima seccion aplicaremos
el método de separacion de variables al problema (4.1)-(4.3), lo que nos permitiré plan-
tear la obtencion de una solucién exacta en forma de serie infinita, que sera obtenida en
la Seccién 3. Previamente, en la Seccién 2, consideraremos la obtencién de soluciones
constructivas explicitas de problemas de valor inicial, matriciales y vectoriales, para
ecuaciones ordinarias con retardo. En las restantes secciones probaremos la conver-

gencia y regularidad de la solucion propuesta y obtendremos acotaciones para el error
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cometido al considerar aproximaciones numéricas mediante el truncamiento de la serie

solucién.

4.1. Aplicacién del método de separacion de varia-
bles

Buscaremos soluciones de la ecuacién (4.1) utilizando el método de separacién de

variables en la forma
u(t,z) =TH)X(z), T eC” X(z)eR. (4.4)
Imponiendo que la expresién (4.4) satisfaga la ecuacion (4.1), se tiene
T'()X(x) = AT(t)X"(x) + BT (t — 7) X" (x), (4.5)

con lo que obtenemos,

T'(t) = (AT(t) + BT(t — 7)) ))(;((;)) (4.6)
Como T"(t) no depende de z, ,
))((((Z)) = 2)F. (4.7)
esto da lugar a dos problemas, uno de ellos es el problema escalar
X"x)+ NX(z)=0, 0<ux<l, (4.8)
y otro es el problema vectorial
T'(t) + N(AT(t) + BT(t — 7)) =0,  t>T. (4.9)

La solucién general de la ecuacion diferencial (4.8) es
X (x) = asin(Azr) + bcos(Ax)

e imponiendo las condiciones de contorno X (0) = X(I) = 0 se llega a que b = 0 y

asin(Az) = 0, con lo que
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De esta forma, las funciones caracteristicas del problema (4.8), con las condiciones de

contorno dadas, son

Xo(z) = sm("lﬂ). (4.10)

La funcién correspondiente 7),(t) es la solucién de la ecuacién

n?m?

To(t) + ——[AT(t) + BT, (t — 7)) =0, (4.11)

donde T,,(t) = B,(t) para 0 <t < 7y B,(t) son los coeficientes de Fourier con respecto

a sin(“7*) en el desarrollo de la funcién inicial (¢, z), es decir,

2 l
B(t) = / o(t,z) sin(?)dm, (4.12)
0
de modo que
ot 2) =S Ba(t) sm(”lﬂ), 0<t<r, O0<az<l (4.13)
n=1

Una vez resuelto este tltimo problema, propondremos como solucién de (4.1)-(4.3)

la serie formal

ult,z) = > T(t) sm<”lﬂ).

4.2. Solucion de la ecuacion diferencial vectorial con

retardo

El problema que hemos de resolver en (4.11) es un problema de valores iniciales

para una ecuacion diferencial vectorial con retardo, cuya forma general es
F'(t) = AF(t)+ BF(t—1), t >, (4.14)
F(t) = ft)=(fi(t),. fu(t), 0<t<T, (4.15)

donde A y B son matrices de CM*M v f(¢), ..., far(t) son funciones escalares de C.
Antes de abordar este problema, vamos a resolver el siguiente problema matricial aso-

ciado,
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CMXM

donde A, B e I son matrices de , siendo I la matriz identidad.

En el préximo lema se obtiene la solucién del problema (4.16)-(4.17) en términos

de ciertas expresiones matriciales que definimos a continuacién. Sean

t
Q(1,1) :/ A9 (A 4+ B)ds (4.18)
0
Y, para k > 2,
t
Qk,t) = / A=) BQ(k — 1, s)ds. (4.19)
0
Noétese que Q(k,t) se calcula de forma explicita,

t Sk 52
Q(k,t) = / eAt=s0) Bds), / eAr=sk-0) Blg, .. / 275 (A + B)ds,.
0 0 0

Si derivamos (4.18) y (4.19) con respecto a la variable ¢, aplicando el Lema (2.13), se

tiene que
Q'(1,t)=AQ(L,t)+ A+ B (4.20)
y
Q'(k,t) = AQ(k,t) + BQ(k — 1,1) (4.21)
para k > 2.

Podemos ahora enunciar el siguuiente lema.

Lema 4.1. La solucion al problema matricial (4.16)-(4.17) en el intervalo
[m7,(m+ 1)7], m=0,1,...

viene dada por

Gt) = I, m=0, (4.22)
Gt) = I+ i@(lz,t— kr),  m>1. (4.23)

Demostracion. Veamos en primer lugar que la solucién propuesta es continua.
Puesto que se trata de una suma de funciones continuas en cada intervalo [mr, (m+1)7],
s6lo nos queda comprobar que las expresiones dadas para dos intervalos consecutivos
toman igual valor en el extremo comun. En efecto, para t = 7 se tiene que G(7) = I,

por (4.22), pero ademés por (4.23) se tiene que

Git)=1+Q(1,t—1), T<t<2T, (4.24)
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con lo que sustituyendo ¢t = 7 en la expresién (4.24) se obtiene
G(r)=1+Q(1,0) =1,

y la solucién es continua en ¢ = 7. Veamos que la solucién es continua en ¢ = m7 para

cualquier m > 1. Sea G (t) la solucién en el intervalo [(m — 1)1, m7],

G () =T+ ) Qk,t — k),

Vamos a comprobar que G~V (m7) = G (m7). Se tiene,
G (mr) _1+2ka7—/w ) =1+ Z (k,mT — k7) + Q(m,0)  (4.25)
k=1 k=1

y, teniendo en cuenta que Q(m,0) = 0, la expresién de (4.25) es igual a

—1
I+ Q(k,mt — k1) = G Y(mr).

1

3

b
Il

Por tanto G(t) es una funcién continua.

Veamos que (4.23) verifica la ecuacién (4.16). Se tiene,

G'(t) = (I+ i Q(k,t — k1)) (4.26)
= Qt—T1)+ Xm: Q'(k,t — kr) (4.27)

y, teniendo en cuenta (4.20) y (4.21), la expresién anterior es igual a

AQ(l,t—7)+ A+ B+ Zm: (AQ(k,t — k1) + BQ(k — 1,t — k7))  (4.28)

= A+ AQ(1,t—1) +iAQ(k,t— kT) +B+iBQ(k’ —1,t — k7), (4.29)

k=2 k=2

de donde, sacando factor comin A y By renombrando el segundo sumatorio, se obtiene

AT+ AQ(k,t — kr)| + B

I+ mz_j Qlk,t— (k+1)7)|  (4.30)
— AG(t) + BG(t — 7). . (4.31)
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Ahora buscamos la solucién del problema de valores iniciales (4.14)-(4.15) conside-

rando la siguiente representacion integral.

Lema 4.2. Sean A, B, I +C, con C = A7 B, matrices inversibles. Sea G(t) la solu-
cion del problema matricial (4.16)-(4.17) dada en el Lema 4.1. Entonces, la solucion
del problema vectorial (4.14)-(4.15), para una funcion inicial f(t) = (f1(t), ..., far(t))

diferenciable, viene dada por

F(t) = Gt)(I+C)'Cr0)+ I +C) f(1))
+ / Gt —s)(I+C)'Of (s)ds. (4.32)

Demostracién. Buscamos soluciones de la ecuacién (4.14) de la forma
F(t)=G@t)K —i—/ G(t — s)y'(s)ds (4.33)
0

donde G(t) es la solucién de la ecuacién matricial del Lema 4.1 y que viene dada por la
expresion (4.23), K es una constante a determinar e y(s) una funcién que calcularemos
mas adelante, para que la expresién (4.33) sea solucién del problema (4.14)-(4.15).

Veamos que la expresion (4.33) verifica la ecuacion (4.14) para t € [m7, (m + 1)7].

F'(t)=G(t)K + /OT G'(t — s)y'(s)ds (4.34)

y teniendo en cuenta que G verifica la ecuacién matricial (4.16), (4.34) se escribe como

sigue
(AG(t) + BG(t — 7)) K + / C(AG( — 5) + BG(t — 7 — 5)) y/()ds (4.35)

= AG(t)K + BG(t — 1)K + /OT AG(t — s)y'(s)ds

+ /T BG(t —1 — s)y'(s)ds (4.36)
= AF(t)+ BF(t—T) (4.37)

A continuacién vamos a calcular la constante K e y(t) de forma que F' coincida con la

funcién siguiente para t € [r, 27],
t
F(t) = el-49f(r) + / e I ANB (s — 7)ds]

t
= AT f(7) 4 AT / e C"ABF(s — T)ds.
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Haciendo un cambio de variable en la integral anterior se tiene que la expresion anterior

se quedaria como sigue
F(t) = AT f(7) 4 AT /tT e Bf(s)ds. (4.38)
0
Por otro lado, teniendo en cuenta que en el intervalo [0, 7]
Git)=1
y en el intervalo [r, 27]

Git) = I+Q(1,t—7)
t—7
= I+ / eA=T=9)(A + B)ds
0

= AT+ ATIB) - ATIB.

Sustituyendo la expresién anterior y (4.38) en (4.33) y teniendo en cuenta que A es

una matriz inversible se tiene

t—1
AT F (1) 4 AT / e~ Bf(s)ds
0
= (M1 4+ A'B) - A'B)K

+ /tT(eA(tST)(I + A7'B) = A7T'B)y/(s) + /T Iy'(s)ds. (4.39)

Aplicando integraciéon por partes se tiene que

t—7
/ eA(tfsf‘r) (I + A*lB>yl(s>
0
t—1
I AT B [ AU A B
0
= (I+A'B)yt—71) — (I + A1 B)y(0)
t—1
+ At / e A(I + A7 B)y(s)ds.
0
Asi (4.39) se queda como sigue,
t—1
eA(t—T)f(T) + eA(t—T) / G_ASBf(S)dS
0
= A1+ AT'B)K — AT'BK + (I + A7'B)y(t — 7) — (1 + A7'B)y(0)

t—1
+ Al / e Al + A7'B)y(s)ds — A7 By(t — 1) + A By(0) + y(7) — y(t — 7).
0
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Simplificando lo anterior se tiene lo siguiente,

t—1
GA(tiT)f(T) + eA(th) / e*Ast(s)ds
0
= A4 AT'B)K — AT'BK + A By(0) + y(7)
t—r
— AT 4+ AT B)y(0) 4 A7 / e MAI + A B)y(s)ds.  (4.40)
0

Si tomamos
t—T t—7
A / e~ Bf(s)ds = 177 / e AL + AT B)y(s)ds (4.41)
0 0

se deduce que
Bf(s) = A(I + A7'B)y(s)

o lo que es lo mismo, como B es una matriz inversible,
f(s) = B7'A(I + A™'B)y(s).
Llamando C' = A™!'B y teniendo en cuenta que A y B son matrices inversibles se tiene,
f(s) = (I +CNy(s).
Despejando y(s) se obtiene
y(s) = (I+C7) 7 f(s)

o lo que es lo mismo
y(s) = (I +C)'Cf(s).

Asi, teniendo en cuenta (4.41), la expresién (4.40) se quedaria como sigue,

A f(r) = (eI 4+ C)K — CK + (C — e (1 + 0))y(0) + y(7)
y teniendo en cuenta la definicién de y(s), la expresion anterior se queda como sigue
A (1) = (A(I4+C)—C)K+(C—e T (T+C) (T+C) L CF(0)+(I+C) L C f (1)
o lo que es lo mismo
(e*(I+C)=C)K = (X —(I4+C)7'C) f(1)— (C—e* D (I4+C)) (1+C) ' C f(0).
Despejando K y teniendo en cuenta que (I +C)~*C(I+C) = C se obtiene lo siguiente

K=(I+C) " f(r)+(I+C)*Cf(0).
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Finalmente sustituyendo el valor de K e y(t) en (4.33) se tiene

F(t) = Gt)(I+C)'Cr0)+ I +C) f(1))
+ / Gt —s)(I+C)'Of(s)ds. (4.42)

El siguiente teorema nos da la solucién definitiva de la ecuacién (4.14) para t €

[mT, (m 4+ 1)7], teniendo en cuenta la expresion de G(t) en el Lema 4.1.

Teorema 4.3. La solucion del problema (4.14)-(4.15), para una funcion inicial dife-
renciable f(t) = (fi1(t), ..., fa(t)) , en el intervalo [mt, (m + 1)7| viene dada por

F(t) = (I + ZQ(k,t - kT)) (I+C)'CFO)+ (I+C)Hf(r)

+ /T ([+TnZQ(k,t—s — kT)) (I+C)'Cf'(s)ds

+ /OtmT Q(m,t — s —m7)(I + C) *Cf'(s)ds. (4.43)

Demostracién. Vamos a sustituir G(¢) en la expresién (4.32) del lema anterior.

Teniendo en cuenta que ¢ € [mT, (m + 1)7], para m > 1, si
0<s<t—mr
entonces
mr<t—s<t<(m+1)r

y G(t — s) es la solucién G(t) en el intervalo [m7, (m + 1)7| cambiando ¢ por t — s. Por
otro lado, si

t—mr<s<rT

entonces
t—17<t—s<mr

y G(t — s) es la solucién G(t) en el intervalo [(m — 1)7, m7|, cambiando ¢ por ¢t — s. De
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esta forma,

/OT Gt —s)(I+C)'Of(s)ds

= /t_mT (I + i@(k,t —5— m)) (I+C)*Cf'(s)ds

k=1
1

n / ([4—7”2_@(]4:,15—5—1{;7)) (I+C)"'Cf'(s)ds

k=1
T m—1
[ (e
0

Qk,t —s— kT)) (I+C)'Of'(s)ds

ol

v T QU t s - mr)(7+ OO (s)is.
0

Asi, la solucion del problema (4.14)-(4.15) quedaria como sigue,

F(t) = (I + Z Qk,t — lw)) (T+O)'CrO)+ (I +C) " f(1)

+ /T <[+WLZQ(k,t—s— kT)) (I+C)'Cf'(s)ds

+ /0 o Q(m,t —s—m7)(I +C)'Cf'(s)ds. (4.44)

4.3. Solucion exacta en forma de serie infinita

Ahora estamos en condiciones de abordar la solucién del problema (4.1)-(4.3). Como
se indicé anteriormente, usando el método de separacién de variables proponemos la

solucién en forma de serie infinita

- nwx
t,x) = » T,(t)sin(——), 4.45
ultsa) = L Th0)sin ) (4.45)
donde T,,(t) es la solucién del problema de valores iniciales con retardo
, nm\ 2
() = — (T) (AT, (1) + BTo(t — 7)), >, (4.46)
T,(t) = B.(t), 0<t<r, (4.47)

y Bn(t) son los coeficientes de Fourier de la funcién inicial ¢,

nmtx

l
By (t) = % /0 olt, ) sin( "7
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Teniendo en cuenta los resultados de la seccién anterior, si llamamos

2.2 pt 22
Qn(1,1) = —"lf / e A"E =) (A 1 B)ds (4.48)
0
Y 2,2 t
n27'r2
Qu(k,t) = —"lf / e IBQ,(k — 1, 8)ds, (4.49)
0

el Teorema 4.3 proporciona de forma inmediata la solucién de (4.46)-(4.47),
T.(t) = (I + Z Qn(k,t — k;T)) (I+C)'CB,(0) + (I +C)'B,(1))
k=1
T m—1
+ / (I + Z Qn(k,t —s— k”i’)) (I+C)'CB.(s)ds
0 k=1

+ /tmT Qn(mat — 8= mT) (I + C>_ICB:1<S>dS
0

o lo que es lo mismo,

T,(t) = (I+C)"'CB,(0)+ zmj Qu(k,t — kT)(I + C)~'C'B,(0)
+ (I+C)'By(r) + i Qu(k,t — kT)(I + C) "' By(r)
+ (I +C)'C(Bu(r) — Ba(0)) + / mz Qu(k,t — s — kr)(I + C)"\CB. (s)ds

t—mt
+ / Qn(m,t —s—m7)(I +C)'CB,(s)ds,
0

y eliminando algunos términos

m m

T.(t) = Z Qn(k,t —k7)(I+C)'CB,(0) + Z Qn(k,t —k7)(I + C) 'B,(7)
+ /T mz_ Qu(k,t —s—k7)(I +C) OB (s)ds
+ /t_mT Qn(m,t —s —m7)(I + C)'CB.(s) + Bu(1). (4.50)

Utilizando este resultado, el siguiente teorema nos da la soluccion definitiva a nues-

tro problema.
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Teorema 4.4. Con las condiciones adecuadas para el problema inicial que garantizan
la continuidad y regularidad, la solucion del problema (4.1)-(4.3) parat € [m7, (m+1)7]

viene dada por

ult,@) = i i Qu(k,t = k7)(I 4 C)7'C B, (0) sin(~-)
n=1 k=1
- ii@n%t — kr)(I + €)' B, () sin(~-)
n=1 k=1
o0 +m—1
N Z/ Qulk,t =5 — kr)(I + C)"\CB,(s) sin(~—)ds
n=1"0 k=1

nmx

Qn(im,t —s —m7)(I + C)'CB.(s) sin(T)ds

i
L

+
|M8
S—

+ (7). (4.51)

Demostracién. Teniendo en cuenta (4.45) y las expresiones (4.50), la solucién del

problema (4.1)-(4.3) seria la dada en el teorema.

4.4. Caso particular de igualdad de coeficientes

Proposicion 4.5. Si A = B, Para todo niumero natural k > 1 se tiene,

k—1

(DRI + (=1l

=0

(=At)’

2!

Qk,t) =2

donde I es la matriz identidad.

Demostracion. Lo haremos por induccién. Para k = 1,

t
Q1,t) = / eA=92Ads = —2eM e M%) = —2eM[e A — I = 2|1 + M.
0
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Supuesta la féormula cierta para k, veamos qué ocurre para k + 1.

Qk+1,t) = /t A AQ(k, s)ds
0

' A(t—s) k k—1_As — (_AS)Z
= | e 2A | (=1)FI + (=1)F e ; | ds
t t k—1 _ i
= /eA(t_S)ZA( Dfds 4 2(=1Dked [ —A ( AS) ds
0 0 —~ il
k—1 -
_ At koA (—A)TH
= 2(—=1)"(—1+e™)+2(-1) s
=0
k
_ k+1 k At k At <_At)z
= 2= 2(=1)ReM 4 2(—1)keM ) g
=1
k .
_ k+1 k At (_At)Z
= (1) 4 2(—1)*e ZO Z,!
~ (—Av)
_ k+1 kAt —
= 2[( DR+ (=1)*e Z:; g

Teniendo en cuenta la definiciéon de @, (k,t) véase (4.49), la expresién anterior se

quedaria como sigue,

v 21\
Qn(k,t) =2 [(—NI T (1)t 3 (AN

2!
=0

y por tanto la soluciéon a nuestro problema se recoge en la siguiente proposicion.

Proposicion 4.6. Con las condiciones adecuadas para el problema inicial que garanti-
zan la continuidad y reqularidad, la solucion del problema (4.1)-(4.3) con A = B para
t € [mr, (m+ 1)7| viene dada por

u(t,z) = Y Y (—1)F et ’”)Z (AN t‘l”)) (Bn(0) + B, (7)) sin(Anz)

n=1 k=1
m 1 k-1
T _ e (AN2(t —s—kT))* _, .

+ / ) le AN (t=s—k7) B, (s)sin(A,z)ds

Z |2 ; i (s) sin(A,)

— m—1
m— " —AN2 (t—s—mT (A)‘2 (t —S— mT)) .

(=) 1;/0 o AN )ZO g B! (s) sin(\,x)ds
+ (=1)™p(t —mr, ). (4.52)
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Demostracién. Sustituyendo la expresion anterior, Q),,(k,t), en el Teorema 4.4 y

teniendo en cuenta que (I + C)~! = £1 se tiene,

utr) = 33 (V¥ (-1 te e S ORI )

3
l
—
o
Il
—
~
Il
>—l o

+ ii (_1>k1+(_1)k—16—AXﬁ(t kr) — (AN (t — k7))’ B (7) sin(Anz)

ol

k

n=1 k=1 | =0 -
[e%s) +m—1
+ Z/ Z(—l)kB;L(s)sin()\na:)ds
n=1v0 k=1
fe'e) .,.m—l k—1 2 _ _ 1
4 Z/ [(_1)k16A/\%(t5k7)Z (A/\n(t .|S kT)) B;z(5> sin()\nx)ds
n=170 k=1 i=0 "
0 t—mTt
+ Z/ (—=1)" By (s) sin(\,x)ds
n=1 0
m—1
2 A 2 o
n Z/ [ Jm—lgm AN, (t—s—mr Z Anlt = s —m7))' B! (s) sin(\,z)ds
0 =0 ‘
+ (). (4.53)

Si separamos de la expresion anterior la parte constante que no depende de ¢ se obtiene,

(—=1)*B,(0) sin(\,x +ZZ 7) sin(A,x)

n=1 k=1

(—=1)*(B,(1) — B,(0))sin(A\,x) + Z(—l)m(Bn(t —mt) — B,(0)) sin(\,2)

NE
NE

3
Il
—
e
Il
—

3
L

_l’_
1)

+
5
N

ol
&

m—1

2)+ ) (=1t z) +

k=1 k=1

I
1:

3
L

- (_1)k90(07x) + (_1>m90(t - mT, 'T) - (_1>m90(07 l’) + 90(7_’ ZE)

I
TN
[y

)"o(t — mT, x).
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Por tanto u tendria la forma siguiente,

u(t,z) = Y Y (—1)F et '”)Z (AN t_l”)) (Bn(0) + B, (7)) sin(Anz)

n=1 k=1
m 1 k—1
T > AN (t—s—k
+ 2 :/0 k lefA)\n(t*sfk:T § :( ( Z'S T)) B;L(S) sin()\nx)ds
k::1 i=0 '
0 t—mTt m—1 2
_ N2 (e AN (t — s —mT))" .
+ —1)m 1 / e AN (t—s—mT) ( Bqll s) sin /\nm ds
ey y (5)sin(Aa)
+ (=)t - mr,a). (454)

4.5. Lemas previos

En primer lugar indicaremos algunas definiciones y lemas que utilizaremos poste-

riormente.

Consideraremos la 2—norma para una matriz A ([15, p.56]) que denotaremos por

111,

|| Ayll2
1Al = supyxo :
7yl
Llamaremos o(A) al conjunto de valores propios de una matriz A.

Lema 4.7. Sea A € CM*M y o(A) = maz{Re(z);z € o(A)}. Entonces, Vv > a(A)
existe K, > 1 tal que
et < K,e”t, ¥t >0. (4.55)

Demostracion. Consideremos la forma candnica de Jordan de la matriz A, es decir
A=PJjP!

donde P es una matriz inversible y J = D + E con D una matriz diagonal formada

por los valores propios de A y F una matriz triangular superior nilpotente. Llamando

m—1
12418
Py =3 1
k=0 '
de ([15, p.396]) se sigue que
|[e]] < e p(t) (4.56)
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Si v > a(A), entonces:

Por otro lado si
Ky = maz{P(t);t € [0,T]}

entonces si ¢ € [0, 7] se tiene
etoz(A)P<t> S Kleta(A) S Kleyt.

Finalmente, si llamamos
K, = maz{l, K,}

se verifica que
HeAtH < eto‘(A)P(t) < K, et VYt >0.

2

En particular para d* = T

un numero positivo tendremos

He‘A”Qd% < eo‘(_A)"QthP(nQth) < Kye”"det Vit >0,Yn > 1. (4.57)

Lema 4.8. Sean Q,(k,t) las matrices definidas en (4.48)-(4.49) para k > 1. Si llama-
mos 3 = ||B||, v = [|[A7'B||, & = %, tomamos v > a(—A) y K, cumpliendo (4.57),

entonces podemos escribir
Qu(k,t) = (=) (AT B)* (I + A7 B) + Q1) (k. 1), (4.58)

donde Qg)(k;,t) es una matriz que se puede acotar de la forma

k—1 :
) )

QD (B, )]| < (14 ) Kherm Z(nzdzﬁ)”y’“*lﬁﬁ- (4.59)
J=0 '

Estas expresiones son vdlidas para todo k > 1.

Demostraciéon. Vamos a demostrar la formula por inducién sobre k. Para k = 1

se tiene

t 2.2 2.2
Qn(1,t) = —/ e A"E <t*5>”l—j(A+B)ds
0
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_ 2

y llamando d* = 77,
t 292
Q.(1,t) = —/ e AT EE=) 202 (A + B)ds
0
— _6—An2d2t /t €An2d23n2d2(A + B)dS
0
Resolviendo la integral, la expresion anterior es igual a
—e_An2d2t[€An2d28]6A_l(A+ B)

o, lo que es igual,
_efAnQth(eAndet . I)Afl(A + B),
y simplificando la expresion anterior nos queda

—(I+A7'B)+ e 4T+ A'B).

De esta forma, llamando Q4" (1,t) = e~ A"*@4(] 4+ A~ B) se tiene la expresién del lema.
Veamos la acotacion de Qg)(l, t). Segun la expresién (4.57), para v > a(—A) se tiene,
HQS)(LQH < He—An2d2t

< KT+ A7 B

|7+ A™'B|

Teniendo en cuenta que la norma es subaditiva,
RV, 0| < K,e ®(||1]| + | A" BI])
y lamando v = |[|[A~'B|,

QW 1, 10)|| < K, e (1 + ).

Supuesta probada la férmula para k, veamos qué ocurre para k + 1.

t
Qn@~+Lt)=-—/pe—mﬂfﬁ—$3n%FQn@;@d&
0
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Aplicando la hipétesis de inducién en la expresion anterior, se obtiene

Qn(k + 1,1)
_ / A B2 d? [(~)MAT BTN (I + AT B) + QU (k. 5)] ds
0

_ / —An2d?(t—s) 2d2< 1)k(A—1B>k—1(I+A—1B)dS

o

efAn2d2(t s BnQdQQS)(k,s)ds

|
s~

_ —[G_An2d2(t_s)]6A_lB(—1)k(A_lB)k_l([ + A_lB)
t

e’A”QdQ(t’S)BnQdQQS) (k,s)ds

|
S~

= —(I— e (—1)MAT' BN+ A7'B)

efAnde(tfs)BnQdQlel) (k, S)dS

|
TS —

1)k+1(Ale>k<] + Ale) + (_1)kefAn2d2t(Ale)k([ + Ale)
t
i efAnQdQ(tfs)BHQdQlel)(k’ S)dS
0

—D)MYATIBM (I + ATB) + QW (k + 1,1).

—~

Veamos ahora cémo se puede acotar QL (k + 1,).
QP(k+1,t) = (=L)fe ™ (AR (I +A7'B)
t
- / e~ A E =) B2 2QW (&, s)ds. (4.60)

0

Aplicando la desigualdad triangular en la norma matricial se tiene,
t
QW (k+ 1,1)|| < K e ™ty (1+7) + / K,em 09 gn2d? | |QW (k, 5)| | ds. (4.61)
0

Por la hipotesis de inducion,

k—1

vn S S]
Ok )| < (14 e Y pyirt =5
7=0
y (4.61) se puede acotar por
HQS)(/{? +1,t)|| < K, Ptk (1 + 4)
t k-1 5
+KV6Vn2d2t/ e_yn2d28n2d2ﬂ(1+’V)Kllf€yn2d28 Z( 2d26) k—1—j 'dS.

0 =0 J!
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Simplificando la expresiéon anterior
QP (k+1,1)|] < K™y (1+47)

t k—1 .

+ Kk—‘rleun?d?t/ n2d2 1_‘_7 Z 2d2 k 1—] dS
0 j=0 '

= K,e™ (14 7)

t k—1
k+1_vn?d?t 2 12 j+1 k—1—j
+ K e (1+’y)/ Z d-p) j'ds

Teniendo en cuenta que K, > 1, K, < K¥' y sacando factor comun la expresién

anterior se puede acotar por

Kllj:+1€un2d2t(1 + '7)

t k—1 j
k 2: 2 72 o\l k—1-5 5

J=0

Y resolviendo la integral nos queda,

k-1 ;
n2d? s T
Kff“e dt(l—f—’y) 7k+2(n2d2ﬁ)]+17k 1—j : '
= (7 +1)!

Renombrando la suma se tiene,

J
(n2a2y+ 5
7!

'Mw

HQ k+1t)H < Kk—H un2d2 1+7

k
I
_ Kk+1 Vn2d2 (147) Z 2d2 k -3
7=0

jl

En el siguiente lema vamos a reescribir la acotacién de HQS)(k7 t)‘ ’

Lema 4.9. Sean § = Max{3~* 17 j=0,...k—1}, u= Max{ﬁ,j =0,..,k—1},
y v y K, los numeros antes descritos en el Lema 4.8. Si suponemos que cada valor

propio de A tiene parte real positiva, entonces ¥Vt > 0,

L (k,n?lv|d*t)

)
QW (k)| < (1+~)KFopu )

(4.62)

Demostracion. Consideramos

§ = Max{F+* 9, j=0,...k—1}
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1 :
= Maa:{ly—’j, j=0,..,k—1}

Aplicando la acotacién (4.59) y teniendo en cuenta el valor de 6,

k—1 ,
i
QP 1)]| < (A+9)KEe™ N " (n2d?)6—
— J!
]:
k-l 720 43
_ ks vn2d%t 2j|V|jd t_
= (1+7v)K oe ]E:O(n ) o

Teniendo en cuenta la definicién de p, se tiene

2 2 k_l 2 th ]
QY (k,t)|| < (1+ ) K)ope tzwj%

=0

(4.63)

y como por hipétesis cada valor propio de A tiene parte real positiva, todos los valores
propios de —A tienen parte real negativa y por tanto podemos elegir v < 0y K,

cumpliendo el Lema 4.7.

Finalmente, por la definicién de las funciones gamma y gamma incompleta, (4.63)

se puede escribir de la forma
I (k,n?|v|d*t)

[l (kD) < A+ Mo n——F7

4.6. Convergencia y continuidad de la solucién

Probaremos algunos resultados antes de probar la continuidad de la solucién del
problema (4.1)-(4.3) dada en el Teorema 4.4.

Teniendo en cuenta la expresion 4.60 se tiene,
QU(k,1) = (~1)F e AT BT 4 A7 B)
t
— / e A=) B2 QW (K — 1, 5)ds. (4.64)
0
Tomando n? = v y lamando Q" (k, t) = Q% (k, ),
QW 1) = (~)Fte A B+ A7)

t
B / (=) By O ( — 1, 5)ds. (4.65)
0
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Proposicion 4.10. Para todo valor de k se cumple,

d 1) vud?t 2
Hdv thH Zg] (|v|vd?t)’t

vt >0, >0

donde Hj, es un nimero mayor o igual que cero que depende de k, y o; para todo j son

constantes que no dependen ni de v ni de t.

Demostracion.l.o demostraremos por induccion. Para k£ = 1,
QW(1,t) = e (T + A™'B)

y por tanto,

QW (1) = (AP (I + A7B).

Tomando normas en la expresion anterior se tiene,
d (1) vvd?t 2
0@y (k)| S Kpe (L A+ [ B [)dt.
En este caso se cumple la proposicion tomando
Hy=0,00=K,(| Al + | B |)a*

Supongamos que es cierto para k — 1. Derivando (4.65) con respecto a la variable v,

d

- 1)Fle 4 AR (AT'B) (I + A7'B) (4.66)

QW (k,t) =

o~ Avd? (t—s ( Ad2)( S)BUdQQS)(/C —1,8)ds (4.67)

t

|
No\»c\ 14

efAvdz(tfs)BdQQz(Jl)(k —1,5)ds (4.68)
t ) d
_ o~ Avd? (t—s) Bvdz%ggp(;{ —1,s)ds. (4.69)
Aplicando (4.63),
N (Vfods)]
Q8 = 19| < (1 )k et 3 T (4.70)
=0 ’

y llamando
Dy = (1+7)K;™'op
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k—2

.
QU — 1,8)]] < Dperwis 3 WAL ) (4.71)

= 7

Vamos a tomar normas en las expresiones (4.66)-(4.69) y veremos que cada una de ellas

es de la forma pedida en el lema. Llamando v = ||[A™!'B]|, (4.66) se acota de la forma
siguiente,

‘ ‘(—1)k‘le‘Avd2t(—Ad2t)(A‘lB)k‘l(I +A'B) ) ‘ (4.72)

< K, || Al @711+ y)err i (4.73)

La expresion anterior es de la forma pedida. Procedemos ahora con (4.67). Llamando

g=l B,
H— e~ A=) (_ Ad?) (t — ) Bud?QV (k — 1, 5)ds (4.74)
t
/ K, e || A | Ptud? ||QV (k —1,5)|| ds. (4.75)
0
Aplicando (4.71) a la expresién anterior se tiene,
t
/ K,e 0 | A || dPtpod® [|QV (k- 1,5)]| ds
I/Ud2t s) 2 2 vod?s - <|V|’Ud28)j
< Ke | Al d*tBod* Dge ™y - +———ds
j=0 J:
_ K] A’ | 6Ds, snie / Z v|vd2 S s
_ K AN @BDk, e Z <|u|vd2>ﬂ+1tﬂ+1
v = G+
_ K AN dBDs, e Z (Iv|odty’*!
v = G+
(4.76)
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Asi la expresion (4.67) es de la forma pedida. Ahora acotaremos la norma de (4.68)

H —Avd2<t-s>Bd2Q§}>(k —1,5)ds

< / K, e =038 || QW (k — 1, )| ds

k— 2 \i
< / K eyvd2t S)ﬂd2D emjd2 Z (‘I/"Ud S)st

|
j=0 J:

t k=2 2 ] j
_ KyﬁdQDke””th/ S j—(’yw s
|

k—2 : s
v|vd?)iti+1
— KyﬁdQDkeudet E (’ :
|
j—O (7 +1)!

_ 5d2D eudettZ I/‘UdQ )

+1)!
(4.77)

Por tanto (4.68) es de la forma pedida.

Por tltimo, acotaremos la norma de la expresién (4.69). Aplicaremos la hipétesis

de induccién.

t
H— e_A”dz(t_S)Bvd2diQ£1)(k‘ —1,s)ds
v

Hy 4
< / K vud?(t— sﬂ’l]dZ Z 0j€ l/’UdS |V|Ud2 ) SdS
Hy1 t )
= K,,ﬁdee””thZ gj(|1/\vd2)3/ sitds
=0 0
Hy—1 ;
2y
— Kl,ﬁ’UdQGVUth Z Qj%t]_‘a
R
Hy_ .
_ 6 vod3t kzl (|V|’Ud2)]+1tj+2
v TR
7=0
He— d24)it
_ &ﬁeuvd%t Z Q(lylv t)
vl — gt

(4.78)

Asi la expresién (4.69) tiene la forma que queriamos demostrar y por tanto queda
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probado el lema.

En el siguiente corolario probaremos que

Il d
0Dk Hlld
[ ||aw o] a
estd acotada.
Corolario 4.11. Se verifica que
/OO iQ(l)(k: t)||dv < o0
o |ldv " M

para todo t > 0.

Demostracion.Teniendo en cuenta la proposicion anterior basta probar que cada

sumando esta acotado. Para j =0y ¢t > 0 como v < 0,

) vod3t
e —1
t Pty = | = —.
/0 [ vd? ]0 vd?

Para cualquier 7, como v < 0,

o 4 e 4 I'(5 +1
t/ e’”’d%(]uldet)jdv = / e “rldr = —(] + )
0 0

|v|d? |v|d?

Teorema 4.12. Sea S un subconjunto de R y f,, : S — C™ una sucesion de funciones

tales que > | fn(x) converge uniformemente en S, entonces

> QY (k1) ful)

n=1

también converge uniformemente para (t,z) € [0,00) x S.

Demostracion.Por el Lema 4.9,

T (k,n?|v|d?*t
QO (k1) < (1 -+ )ity AT (479
(k)

De esta forma,

QP (k)] < (1 +7)ELsu (4.80)
para todo valor de t y n. Por el corolario anterior,

/oo iQ(l)(k t)|| dv < oo.

o |ldv " M
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Sea

|l d
L = maz {(1 Kt [ H—Qfﬁ’(k,t)
o |ldv

)

Llamando F,(z) a la sucesién de sumas parciales de f(x) como {F,(x)} es una sucesién

que converge uniformemente a f(x), dado ¢ > 0,

AINeN:n>N-1 —|F,(z)— ()|<3—L Vo e S.

Para h € N,
N+h

ZQ (k, 1) fo(w

- N <k7t)fN( )+QN+1(k=t fN+1( )+ +QN+h(k t)fN+h( )
= QY (k,t)(Fy(x) — Fy_1(2)) + . + QW (k) (Frsn(@) — Fyenor (@)

)
= QW (k) Py () + (@”( )= QR (k1)) Fy(a)
ot (@ k)~ >h<k,t>)FN+h 1<>+@N+h< {) Py (@)
= —QV (I H(Fx1(2) = £(2)) + (QW (k1) = Qs (1)) (F(a) = f()
+ (W (k) - E&Lx ) (Fyvana(2) - f(2))
)

+ @Eéw 1) (Fyan(x) — f(x)
(N+1)2

= QPR O(Fyae) - @)~ [ Q) (Ex(a) ~ fo)do

(N+h)?
- /(Nj QU (ks 1) (i1 (x) = f(2))dv + QW (k, ) (Fy () — £(2).

Tomando normas en las expresiones anteriores se tiene,
N+h

> QW (k. t) ful)
n=N
(N+1)?
9 (1) g d (1)
< — — — k.t)||d
= BLHQN (k 3L/2 dUQ’U ( ) ) v
e (N-i—h)2 d W
k)| d —H ktH
+ 3L O va (k,t)|| dv + QN+h )
(N+h)?
A o Al |
- — — k.t)|| dv+ — k:t
levwol[+ o [ || sewmnl e o [l
el € *1l d
< =4 = — QW (k. t)||d 4.81
< oo ||| (4.81)
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En el préximo teorema exigiremos las condiciones suficientes a la funcién inicial ¢
para garantizar la convergencia y continuidad de la solucién del problema (4.1)-(4.3)

propuesta en el Teorema 4.4, que escribimos en la forma

u(t,x) = ui(t, z) + ua(t, x) + us(t, ) + us(t, x) + (7, x), (4.82)

donde
w(t,z) = g é Qu(k,t — k7)(I + C)"1CB,(0) sm(#), (4.83)
us(t, ) = il é Qnlk,t — k7)(I + C) " By(7) sm<”lﬂ), (4.84)
us(t,z) = i /O Tan(k,t— s — kr)(I+C)"'CB.(s) sm(”lﬂ)ds, (4.85)

o t—mT
nwx
ug(t,x) = Z/ Qn(m,t —s—m7)(I +C)'CB.,(s) sin(%)ds. (4.86)
n=1"0
Recordemos que o(t, x) € CM. Diremos que ¢(t, z) es de variacién acotada si las partes
reales e imaginarias de cada componente de (¢, x) son de variacién acotada.

Teorema 4.13. Sean A, B e (I + C) matrices requlares donde cada valor propio de
la matriz A tiene parte real positiva. Supongamos las siguientes condiciones para la

funcion .

(i) o(t,x) y oi(t,x) son funciones continuas en [0, 7] x [0,1].

(i1) ©.(t,.) es una funcion continua en [0,1] para cada t.

Entonces la solucion u(t,x) del problema (4.1)-(4.3) definida en el Teorema 4.4 es una

funcién continua en [1,00) x [0,1].

Demostracion. Probaremos que cada serie es acotada, justificando asi los inter-
cambios de sumatorios e integral. La hipotesis de que ¢ sea continuamente diferenciable

en t se utiliza para el cdlculo de B/ (t) como comentamos en el caso escalar.

Segun el Lema 4.8, se tienen las expresiones

Quk,t — k) = (—1)*(A'B)* (I + A'B) + QW(k,t — k7). (4.87)
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Asi, cada uno de los sumandos de u(t, z) se puede escribir de forma que haya una parte
constante, que sale fuera de los sumatorios y de las integrales. Veamos para cada uno de
los sumandos las acotaciones necesarias, que son semejantes al caso escalar estudiado

en el Capitulo 2.

Empezamos con u; (¢, x). La parte constante que no depende de t para 1 < k < m

de uy(t, ) daria lugar a la serie

o0

ST (=DHCO)EHI + C) (I + C) OB, (0) sin(@)

= (=1)*C)*(0, ). (4.88)

A la parte no constante de wu; (¢, ) que si depende de t la llamaremos ugl)(t, x). Dado

1 < k < m, para probar que

WVt x) = i > QW (k,t — kr)(I+C) "' CB,(0) sin(#) (4.89)

n=1 k=1

esta acotada aplicaremos el Teorema 4.12. Llamaremos

N o) = (1 +0) ' CB,(0) sin(@).

Al ser ¢, continua, podemos aplicar el Lema 2.11 a cada término de la matriz anterior

para concluir que esta serie converge uniformemente en [0, [].

En consecuencia, hemos probado que u;(t,z) estd bien definida y es una funcién

continua en [m, (m + 1)7] x [0,].

Segiin se observa en la definicién de wu(t,x), la expresién de wus(t,x) es similar a
uy(t, x), por lo que no repetiremos los célculos. Ahora nos ocuparemos de uz(t,z) vy,
como antes hemos hecho, pasaremos al estudio de uél)(t, x),

nmwxr

[t = Hi/wi:l@})(k,t— s — kr)(I +C) OB (s) sin( 5 ds
n=170 k=1

Llamando L; a una cota superior de you HB;L(S)H K* para todo n natural y teniendo

en cuenta el Lema 4.9, la expresion anterior se puede acotar como sigue,

Hug%, x)H <L mz_l /OT L' (k, ”2|”|C§(<]z)_ S k) g (4.90)
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Razonando de forma anédloga a como hicimos en (2.54),

Z/ ZF (k, n?|v|d*(t — kT — 5)) ds (4.91)

F
P V|d2 / \/t—kr—s

_ \/WZ (\/t—lm'—\/t— (k+1)r) (4.92)

IA

Por tanto, se tiene

H (1) mzlf (k + )(\/t—]fT—\/t— kE+1)7)

)| < \/W - r(k)

y esta tltima expresion estd acotada para t en el intervalo [m7, (m + 1)7].

Una situacién similar se tiene para u( )(t x), donde los célculos no se vuelven a
repetir,

nmwx

o t,)|| = Hi/ot_m QW (m,t =5 —mr)(I +C) " C By (s) sin(7 " )ds

Y

y de forma andloga a como hicimos en el caso escalar, véase (2.56), y llamando Ly a

una cota de you HB;(S) H K], se tiene que la expresién anterior se puede acotar por

2L, D(m+1)
vj@2 T'(m)

Vi—mr.

Asi

‘uil) (t,x) H estd acotada para valores de ¢ en el intervalo [mr, (m + 1)7].

Hemos probado que u es continua en [m, (m + 1)7] x [0,{]. Como es trivial com-
probar, las expresiones de u en los intervalos [(m — 1)1, m7] y [m7, (m + 1)7] coinciden

en el extremo comin ¢ = m7, por lo que se deduce que u es continua en [, 00) x [0, ].

4.7. Regularidad de la solucién

En esta seccion establecemos condiciones que permiten derivar término a término

la serie soluciéon propuesta en el Teorema 4.4, asegurando la convergencia de las series
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derivadas y completando, por tanto, la demostracién de que la serie formal propuesta
en el Teorema 4.4 es realmente solucién del problema (4.1)-(4.3). El siguiente teorema

resume estos resultados.

Teorema 4.14. Supongamos las condiciones del Teorema 4.13 y ademds

(a) @uz s continua en [0, 7] % (0,1) y de variacion acotada para valores de x en (0,1).

(b) @i(t,.) es dos veces continuamente diferenciable para cada t.

Entonces, la funcion u(t,z) definida en el Teorema 4.4 es una solucion del problema

(4.1)-(4.3) y ademds u(t, z) y Uy (t, x) son funciones continuas en (1,00) x (0,1).

Demostracién. Volvemos a escribir la expresion de u(t, ).

ult,z) — ;;Qn 7)1 +C)7'CB, (0) sin(*-)
n ;;Qn (I +C)! (T)sin(nlﬂ)
T i / mz Qulkst =5 = k7)(I +C) " CB) (s) sin(“ ) ds
n z / Qulim,t — s —mr)(I + C) ' C By (s)sin(“ ) ds
i (4.93)

Vamos a estudiar la existencia de las derivadas parciales u; y .

Empezamos buscando la existencia de u;(¢,z). La solucién es de la forma (véase

(4.45)),

ZT £) sin ””) (4.94)

Si probamos que

Z T' () sin(mlm) (4.95)
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converge uniformemente V¢ € [m7, (m + 1)7], por el Lema 2.6, habremos probado que

7’L7T.1’

Z T" (t) sin( (4.96)

Para probar que (4.95) converge uniformemente utilizamos la expresién (4.11), es decir,

nm

nm
T'(t) = —A(T)2Tn(z€) —B(T>2Tn(t—7') (4.97)
y (4.96) se escribiria de la forma
ZT’ sin( mm: (4.98)
o mr N - nw. o nT
— AZ () sin(—~) B;( VT (t = m)sin(—=). (4.99)
Por tanto, probaremos que
nm nmwx
=S EPT @) sin(“T)

— Z mr n(t—1) sm(m;x)

convergen uniformemente V¢ € [mT, (m + 1)7]. Como ambas expresiones son analogas,

nos dedicaremos sélo al estudio de una de ellas. Asi,

—Z oy sm(ml“) Si+ So + S5 + Sy + Ss
donde

S = — i i(@lmn(k,t — kr)(I + C) 7 CB, (0) sin(—-)
n=1 k=1

Sy = — i i(@—”)?@n@,z — kr)(I +C) "' By(7) sin(nlﬂ)
n=1 k=1

Sy = _i/omzl ”f Qu(k,t — s — kr)(I +C)"'CB.(s )sin(#)ds

k=1

nmwx

S, = - Z/O (%)QQn(m,t s mr)(I+ 0) OBy ) sin("T s

Sy = —ZB sin(mlm)
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Probaremos que Sj, Sz, S3, Sy S5 convergen uniformemente Vt € [mr, (m + 1)7].

Vamos a empezar por S;. Separaremos la parte constante que no depende de t.

Aplicando el Lema 4.8,

Qn(k,t) = (—DFAB I+ A7'B) + QW(k,1). (4.100)

Asi,

Si = =Y Y (~DICHT) B (0) sin(—)

n=1 k=1
_ ; ;(?)mgpgm — kr)(I + C)7'CB, (0)sin(—=).  (4.101)

. . ., 2
Por ser ., continua y de variacién acotada en (0,1), llamando d* = 7z, y razonando

igual que en el caso escalar, se tiene,

Sio= = (—1)FC*0u(0,2) (4.102)
k=1
— Y3 QW (k, t — kr)(I +C) ' Cn*d? B, (0) sin(@). (4.103)
n=1 k=1

La expresion (4.102) es continua ya que por hipdtesis ¢,, es una funcién continua en
[0,7] x (0,1). La expresién (4.103) converge uniformemente en [mr, (m + 1)7] x (0,1)

aplicando el Teorema 4.12, tomando S = (0,1) y

nmwx

fulz) = Z n?d*B,(0) sin(T),

ya que aplicando el Lema 2.9, como ¢, es continua y de variacion acotada en la variable
x la serie anterior es uniformemente convergente a ¢,, en un intervalo compacto que
contenga a un punto de x del intervalo (0,[). Asi, S; converge uniformemente y es una
funcién continua en

[m7, (m + 1)7] x (0,1).

El estudio de S5 es exactamente igual al de 5;.

En el estudio de las derivadas parciales de S5 y .S aplicaremos el Lema 2.7, ya que
@i(t, ) es dos veces continuamente diferenciable en la variable z para todo t € [0, 7].

Por tanto 3H; > 0 cumpliendo

‘(B;(S)H < % (4.104)
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Vamos a desarrollar S3. Vamos a extraer fuera de la integral la parte constante que no

depende t. Teniendo en cuenta el Lema 4.8, se tiene

Qulk,t) = (=1)*C* (I +C) + QW (k, 1) (4.105)
y por tanto
7—m 1
- — Z/O 2 mr)zB;(s) sin(#)ds

Z/o Z mr Wkt —s — k) (I + C’)’lCB;L(s) sin(?)ds.

Z 2B, () — Ba(0)) Sm(”lﬂ)ds

n=1 k=1
00 m—1
Z/ Q(l) —s—kr)(I+C)'CB,(s) sin(nlﬂ)ds
n=1+0 k=1
o lo que es lo mismo
m—1 o)
Sy = =D (=FCH Y (TP(Bu(r) = Ba(0)) sin(—-)ds
k=1 n=1
oo T+ m—1
_ Z/ (PT2QW (k1 — 5 — kr)(I + C) OB, (s) sin("25 ) ds.
n=1"70 k=1 ; ;
Por tanto,
m—1
Sy = Z Ck me T, x) @mx(ovx))

=1

— Z::/ 2_: fp(k,t —s—kr)(I+ C)’ICB;L(S) sin(#)ds.

il

Teniendo en cuenta que d* = T,

H

m—

Ck SOM T, *73) SOM(O,CC))
k=

[y

+m—1

;/ Zn2d2 k t—s—kr)(I+ C’)*lCB;L( )sm( l )ds (4.106)
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Por hipétesis del teorema, la primera expresion de (4.106) es continua. Vamos a acotar

la serie de las expresiones dadas por (4.106),

m—1
T nwx

H— g/ Z n%d*Q k t—kr—s)(I+ C>_ICB;L(S) Sin(T)dS (4.107)

Teniendo en cuenta (4.104), y aplicando el Lema 4.9 lo anterior se acota por

T+ m—1

H(I+C)10Hi/ ZHdzHQ (k,t — kT —s)||ds  (4.108)

-1

)
Hld ”7 ,u/ E I (k,n?v|d*(t — kT — 5)) ds (4.109)
k 1

y al igual que se hizo en el caso escalar (2.75) la expresién anterior se puede acotar por

(S 76ﬂr(k+ h
2 T (Vi—kr — Vi (D7), (4.110)

Asi, la serie (4.106) converge uniformemente en [mr, (m + 1)7] x [0,1].

Por tdltimo vamos a desarrollar S, de forma andloga a S3. Teniendo en cuenta que
Qu(m,t) = (=1)"C™ NI+ C) + QP (m, 1), (4.111)

se tiene
m m,, 2 2 . TT
= —Z/U C™nd*B, (s )sm(T)ds
Z/ n*d*Q (m,t — s —m7)(I + C)'CB, (s )sm(nl )ds(4.112)

Operando la primera integral, se tiene

nmx

S, = —Z D™C™n?d*(B By(t = m7) = By(0) sin(—=)ds

— Z/ n2d*QW (m,t —s —m7)(I + C)"'CB, (s )sm( l )ds(4 113)
Por tanto,
Sy = (_ )m+1cm ((@xx(t — mT, {IJ) - 905056<0> 33))

- Z/o n*d*QW (m,t — s —m7)(I + C)"'CB, (s) sin(?)ds.(ll.llél)
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Por hipétesis del teorema, la primera expresion de (4.114) es continua. Vamos a acotar

la serie de (4.114) de la misma forma que hicimos con Ss,

nmtx

H Z/ n*d* QM (m,t —mt — s)(I + C)'CB,(s) Sin(T)ds (4.115)

. ., ! . . ez
y teniendo en cuenta la acotacién de B, es decir , como se cumple la condicién de que
©¢(.,t) admite derivada parcial continua de segundo orden con respecto a la variable x

se tiene,

H1
B’ < =
1BL(s)l < —

De esta forma la expresién (4.115) se acota por

> t—mT
la+cyelmay [ |Q0m.t - mr—s)||ds
n=1"0

Aplicando el Lema 4.9 y razonando igual que en (2.77) la expresién anterior se acota

por

0 t—mT
(1+7)_17H1d22/ HQS)(m,t—mT—s)Hds
n=1 0

IN

— [T Hiyd*Ky0

Z/ 1—WF (m, n?v|d*(t —m7 — s)) ds
0 ['(m)

< 2H1d2Km76 ( +3) LT 27 JVile

N £ m)y/ |v|d?

y esta expresion estd acotada en [mT (m 4+ 1)7]. De esta forma hemos probado que S,
+ D7) [0,

1],

es una funcién continua en [mr, (m
En cuanto a S,
—iBnm(”T”)?sm(@) = (7, 7) (4.116)
n=1
que es una funcién continua en el intervalo (0,[). De esta forma hemos probado la
existencia y continuidad de u; en [m7, (m + 1)7] x (0,). Es trivial comprobar que

las expresiones de u; en los intervalos [(m — 1)7,m7] y [m7, (m 4+ 1)7] coinciden en el

extremo comun t = m7. Asi hemos probado que u; es continua en (7,00) x (0,1).
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Ahora probaremos la existencia y continuidad de u,,(t, x). Se tiene

Z T' () sin ”m) (4.117)

_ —AZ "2 (¢ sin(mlm) BZ(”ZT)ZT (t—r)sm(mlm) (4.118)

n=1

La expresion (4.117) es igual a
Aty (t, ) + Bug,(t — 7,2)

siguiendo el mismo razonamiento que en el caso escalar. Queda por tanto demostrada
la existencia y continuidad de las derivadas parciales de la solucion y que ésta verifica

la ecuacién diferencial del problema.

4.8. Aproximaciones numeéricas

En esta seccién vamos a tomar la solucién del problema (4.1)-(4.3) dada en (4.82)

truncada en N términos. Utilizando el Lema 4.8,
Qulk,t) = (1" (AT B)" (I + A7'B) + QY (k. t).
Por tanto u(t, x) se escribe de la forma siguiente,
u(t,x) = ui(t, ) + ua(t, x) + us(t, x) + ua(t, ) + ¢(7, x)

donde

m

_3y )CkB e, N D) (o t— -1 T
=> "> (—1)*C* B, (0) sin( z +> > QW (K, t—kr)(I+C) ' C B, (0) sin( )
n=1 k=1 n=1 k=1

o lo que es igual

u(t,z) =Y (=1 (0, ) +u (¢, 2)

k=1

donde

nmwx

QW(k,t — kT)(I + C)'CB,(0) sin(T).

NE

1
u(t,2) ="

n=1

=
Il
—

De la misma forma

(=) C* o7, ) + ul (¢, ).

NE

us(t, x)

e
Il

1
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donde -
u(t,2) =33 QW (k,t — kr)(I +C) ' By(r) sin(#).

n=1 k=1
Igualmente
m—1
us(t,x) = Y (=DFCH(p(r, ) — 9(0,2)) + us(t, x)
k=1
donde

0o T m—1
u (o) =3 /0 S QW (k,t — s — kr)(I +C)'CB.(s) sin("lﬂ)ds.

Y por tltimo
us(t,r) = (=1)"C™(p(t — mr,z) — 9(0,2)) + ui (¢, )

donde

nmwxr

o0 t—mTt
ufll)(t, x) = Z/o QW(m,t —s —mr)(I 4+ C)"'CB,(s) sin(T)ds.
n=1

Por tanto, las expresiones de los restos serian las siguientes,

RY = Z ZQ (k,t — kr)(I + C)"'CB,(0) sm<”lﬂ), (4.119)
n= N+1k 1
N 1 . nTx
B o= Y Q0 k)4 0 By sin(T) (4.120)
n=N+1 k=1
Tm 1
Ry = Z / (k. t = s — kr)(I 4+ C) ' OB (s) sin(——)ds, (4.121)
n= N+1 0 k=1
RN Z T ow it e T
4 = n (myt—s—m7)(I+C) C’Bn(s)51n(T)ds.(4.122)
n=N+1"0
Vamos a acotar cada expresién. Si llamamos v = ||C|| y tenemos en cuenta que ¢.,t)

admite derivada parcial continua de segundo orden con respecto a la variable x, por el

Lema 2.7 4H > 0 tal que
H
1Bu(s)ll = — Vs €[0,7].

Entonces

17Y]] < Z ZHQ (k,t = k)| + 7)1 Ba 0)]],

n=N+1 k=1
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extrayendo constantes fuera se tiene

o & 10V (kt— kT
IR < a7y y Y MG il

k=1 n=N+1

n

Vamos a acotar esta expresion teniendo en cuenta el Lema 4.9.

i QW (kt = k)l _ (1 +7)Kkop i L (k, n?|v|d?(t — kr))

n? - (k) n?

Con célculos muy similares a los que se hicieron en el Capitulo 2, tenemos

i r(xf,n?yyy;zj(t k) _ D(k (N + 1)j\|[u|d2(t — kr))

n=N-+1

De esta forma,

i Q) (kyt — k)| _ (1 +9)KESuT(k, (N + 1*v|d(t — k7))

n? 2 I'(k) N

n=N-+1

y por tanto

" HyKESp D(k, (N + 1)?v|d?(t — k7))
N < 14 Y

k=1

Las expresiones de R} son analogas (véase 4.120). Por tanto,

“ HK*5pT(k, (N + 1)%v|d?(t — k1))
N < v U )
Procedemos ahora con RY. Como

H,
[EACE

se tiene,

= & TRV (ki — s —k
IRY|| < Hi(1+9)" D> Y / 1@ (k. —s = k7)ll
0

n2
k=1 n=N+1

Teniendo en cuenta el Lema 4.9 nuevamente,

e}

3 /T|r@9’<k7t—s—kr>|| b < (LEE
0 n? - (k) n?

n=N-+1 n=N-+1

(1 4+y)Kopr i Lk, n?|p|d*(t = (k + 1)7))

/T C(k,n?|v|d?(t — s — k7))

- (k)

n2
n=N-+1
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Y al igual que acotamos esta expresién en el Capitulo 2,

i L(k,n?|v|d*(t — (k+1)7)) < L(k, (N + 1)?v|d*(t — (k+ 1)7))

n? N
n=N+1

Asi pues,

nf HiyKjour Uk, (N + 1)?|v]d?(t — (k+ 1)7))

N
<

k=1

Por tltimo, vamos a acotar RY. Teniendo en cuenta

2

, H
1B, (s)l < n—l Vs € [0,7]

se tiene

t—mt S ’ —s—mT
IRY|| < Hi(1+7) Z/ o5 - M,

n=N+1

Y por el Lema 4.9,

ds

H Ky =mT D (m, n?|v|d?(t — s — mT))
IR < e s | :

2
['(m) | S n
y con el cambio de variable
v =n*lv|d*(t — s — m7)

la acotacién para R} seria

H K (5/1”}/ 2|y|d? (t—mT)
N < 2w T - r .
IR} < S Z i (m,v)do

Y al igual que hicimos en el Capitulo 2,

H K (5

N 1 Ky

R _— E —F +1
1741l < l(m) ni|v|d? (m )

=N+1
o lo que es lo mismo

H\K*§uym i 1 < H,K*5pym

RY¥|| < — < ——.
17 < \v|d? n* = 3|y|d®N?3

n=N+1

Resumiendo todo lo anterior las acotaciones correspondientes a los cuatro restos se

recogen en el siguiente teorema.
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Teorema 4.15. Consideremos el problema (4.1)-(4.3), sea u la solucién ezacta dada
en Teorema 4.4, y sea uy la aprorimacion obtenida cuando uy, usg, ug y uy en (4.82)
son sustitutdas por las correspondientes sumas parciales con los N primeros términos.
Entonces, para (t,z) € [mt,(m + 1)7] x [0,1],

"N H(L+9)KFSuT(k, (N + 1)?|v|d*(t — kT))
— <
k=1
mzl HyK*spr Tk, (N + 1)2|v|d2(t — (k + 1)7))
(k) N
k=1
H K% uym
3|v|d>N3

Consecuentemente, dado 6 > 0 y un error prefijado € > 0, puede encontrarse N tal que

lun(t,z) — u(t,z)| <€ para (t,z) € [mT + 9§, (m + 1)7] x [0,1].
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Conclusiones

La utilizacion del método de los pasos y de representaciones integrales adecuadas
(Lemas 2.3 y 4.2) permite obtener soluciones explicitas constructivas de problemas de
valores iniciales para ecuaciones diferenciales con retardo con coeficientes constantes,

tanto escalares (Teorema 2.4) como vectoriales (Teorema 4.3).

El método de separacién de variables constituye una herramienta efectiva para la
obtencion de soluciones exactas y de aproximaciones numéricas de problemas mixtos

para ecuaciones en derivadas parciales con retardo con coeficientes constantes.

Los Teoremas 2.15 y 2.17 proporcionan la solucién exacta en forma de serie infinita
del problema mixto para la ecuacién generalizada de difusion con retardo abordado
en el Capitulo 2. El Teorema 2.19 permite acotar el error cometido al aproximar la
serie solucién mediante una suma finita, pudiéndose obtener con ello aproximaciones
analitico-numéricas con cotas de error prefijadas en dominios acotados. Los Teoremas
2.20, 2.21 y 2.22 proporcionan resultados similares para la ecuacién de reaccion-difusion

con retardo considerada en el Capitulo 2.

El Teorema 3.14 y la Proposicién 3.15 muestran que la utilizacién de aproximacio-
nes polinémicas de la funcion inicial permite incrementar, en dominios adecuados, la
eficiencia computacional de las aproximaciones numéricas obtenidas en el Capitulo 2.

El método de separacion de variables puede ser también aplicado de forma efecti-
va para la resolucién exacta y analitico-numérica de problemas mixtos para sistemas

acoplados de ecuaciones en derivadas parciales con retardo con coeficientes constantes.

Los Teoremas 4.4, 4.13 y 4.14 proporcionan la solucién exacta en forma de serie
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infinita del problema mixto abordado en el Capitulo 4 para la ecuacién vectorial de
difusion con retardo. En el Teorema 4.15 se obtienen las acotaciones de los errores de
truncacién que permiten la construccién de aproximaciones numéricas constructivas

con cotas de error a prior: en dominios acotados.

Los métodos utilizados y los resultados obtenidos en este trabajo podrian ser exten-
didos en diferentes aspectos y aplicados a otros tipos de problemas, lo que en algunos
casos ya esta siendo llevado a cabo dentro del grupo de investigacion en ecuaciones
diferenciales con retardo de la Universidad de Alicante. Asi, por ejemplo, se podrian
utilizar condiciones de contorno mas generales que las condiciones de tipo Dirichlet
empleadas en esta memoria, se podrian considerar problemas, escalares o vectoriales,
con coeficientes variables o se podria abordar la obtencién de soluciones para otros

tipos de ecuaciones, como la ecuacion de ondas con retardo.
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Apéndice

Programas en Maple

En este apéndice se recogen los cédigos, para el programa Maple, de los algoritmos
que implementan los métodos desarrollados en esta memoria y que se han utilizado
para realizar los cdlculos de los ejemplos y figuras incluidos en la misma, de acuerdo

con la relacion siguiente.

= Solucién numérica aproximada, truncada en n términos, de la ecuacién generali-

zada de difusién con retardo.

s Calculo del error cometido en la solucién numérica aproximada de la ecuacion

generalizada de difusion con retardo.

s Calculo del nimero de términos n en la solucién numérica aproximada con un

error dado.

= Soluciéon numérica aproximada, truncada en n términos y aproximando la de-
rivada de la funcién inicial por un polinomio en la variable t, de la ecuacion

generalizada de difusion con retardo.

= Calculo del error cometido en la solucién numérica aproximada que se obtiene

aproximando la derivada de la funcion inicial por un polinomio.

s Calculo del nimero de términos n en la solucién numérica aproximada, que se
obtiene aproximando la derivada de la funcién inicial por un polinomio en la

variable t, con un error dado.
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= Soluciéon numérica aproximada, truncada en n términos, de la ecuacién generali-

zada de difusién con retardo vectorial.
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(=] SOLUCION NUMERICA APROXIMADA, TRUNCADA EN
N TERMINOS, DE LA ECUACION GENERALIZADA DE
DIFUSION CON RETARDO.

Vamos a representar graficamente la solucion truncada, es decir, vamos a tomar los N primeros

términos de cada una de las series que definen la solucionu(t, x) = Zl + 22 +Z3 +Z4.

[ Iniciamos el proceso.

[> restart:with(plots):

[ > assune(n,integer);

[>with(linalQ):

[ > with(LinearAl gebra):

[>with(linalg, exponential):

[ Introducimos la funcién inicial en el intervalo [0, T] a la que llamaremos .

[> phi(t,x):=sin(t)*x*(1-X);

{ Célculo de los coeficientes de Fourier de la funcion inicial en el intervalo [0, /] a los que llamamos
B[n](t).

[> phi[n](t,x):=sin(t)*x*(1-x)*sin(n*Pi*x/1)*2/1;

[> B[n](t):=int(phi[n](t,x),x=0..1);

{ Célculo de los coeficientes de Fourier de la funcion inicial derivada en el intervalo[ 0, 1] a los que
llamamos "Bderivada[n](s)".

[ > Bderivada[n] (s):=subs(t=s,diff(int(phi[n](t,x),x=0..1),t));

[ Introducimos las constantes /, T, ¢, d.

[>|:=1;tau: =1;c:=1;d: =Pi;

[ Llamamos m al entero que determina el intervalo [m T, (m + 1) T].

"> for mfrom1l to 4 do

(k=1) (2(k-1)) 2
mn - > —
SeasqutJa‘aum: )y D ¢ M(k,n dz(t kr)).

k=1 rK)
> sumx _ktau[m : =0;
> for k froml1l to mdo
> sumx _ktau[m :=sum@ _ktau[m +(-1)"(k-1)*c(2*(k-1))* GAMVA( k, n"2*
dnr2*(t-k*tau))/ GAMVA( k)

> od:
Llamamos
T ) dz
m-1 (k=1) (2k) Bprimanr(k,n (t—kT-5))
sumQt_ktau_s = (-1) c ds .
m—1 k=1 r(K)

o

> sumx _ktaut_s[m1]:=0;

> for k froml to m1l do

> sumx _ktaut _s[m1]:=sum} ktaut s[m1]+(-21)"(k-1)*c"(2*k)*int(su
bs(t=s,diff(int(phi[n](t,x),x=0..1),t))*GAMVA(k, n*2*d"2*(t-k*tau
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-s))/ GAMMA( k), s=0. . tau)
> od:
Llamamos "sum(uul[m]*sin(n*Pi*x/I,n=1..N)" a la expresion de la teoria Zl truncada en "N"

términos.

> uul[ni:=sunQt _ktau[ni*
(subs(t=tau,int(phi[n](t,x),x=0..1))+c 2*subs(t=0,int(phi[n](t,x
), x=0..1)));

Llamamos "sum(uu2[m]*sin(n*Pi*x/l,n=1..N)" a la expresion de la teoria 22 truncada en "N"

términos.
> uu2[m:=sum _ktaut_s[m1];
Llamamos "sum(uu3[m]*sin(n*Pi*x/I,n=1..N)" a la expresion de la teoria 23 truncada en "N"

términos.
>uu3[n:=(-1)MN(m1)*cr(2*m*int((subs(t=s,diff(int(phi[n](t,x),x=
0..1),t))*GAMVA(m n"2*d"2*(t-ntftau-s))/ GAMVMA(mM, s=0..t-nftau));
m
Llamamos "uu4[m]" a la expresion de la teoria = 4= (—02) @¢t-mT,x)y "sol[m]" ala solucion

final u(z, x) en el intervalo [m T, (m + 1) T] truncada en "N" términos los tres primeros sumandos.
> uud[m:=(-1) mrcN(2*m *subs(t=t-nmtau, phi (t,x));
> sol [ :=sun(sinplify(uul[n]*sin(n*Pi*x/I)+uu2[n*sin(n*Pi*x/|)+u
u3[m *sin(n*Pi *x/1)),n=1..20)+uu4[ n;
Sea "dib[m]" la solucién dibujada para valores de x en el intervalo [0, /]y valores de ¢ en el
intervalo [m T, (m + 1) T].
> dib[n:=plot3d(sol[n],t=nftau..(m-l)*tau, x=0..1):display(dib[nm,
axes=frane);
_ > od:
Llamamos "dib0" a la solucion dibujada para valores de x en el intervalo[0, /] y valores de t en el
intervalo [0, T].
[ > di bO: =pl ot 3d(phi (t, x),t=0..1,x=0..1):display(di b0, axes=frane);
[ > display(di b0, dib[1],dib[2],dib[3],dib[4], axes=frane);
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[-]CALCULO DEL ERROR COMETIDO EN LA SOLUCION
NUMERICA APROXIMADA DE LA ECUACION
GENERALIZADA DE DIFUSION CON RETARDO.

Calculamos el error cometido que sera la suma de los tres restos a los que llamaremos "R1",

"R2", "R3", en funcion del nimero "N" al truncar las expresionele, 22’ 23 de la solucion

| exacta en N términos.

[ Iniciamos el proceso.

[>restart:with(plots):

[ > Digits: =200;

[ > assune(n,integer);

[>with(linalQ):

[ > assune(k, integer);
Introducimos la funcién inicial que llamaremos @( ¢, x) en el intervalo inicial [ 0, T] para la variable
ty [0, /] para la variable x ¥ los datos del problema c, T, d, [. Consideramos la solucion del
problema en el intervalo [m T, (m + 1) T].

[> phi(t,x):=sin(t)*x*(1-X);

[> c:=1;tau: =1;d: =Pi;|:=1,;

[ Calculamos el valor de la constante B | del resto R, que aqui llamaremos "B".

1

[> phi[n](t,x):=sin(t)*x*(1-x)*sin(n*Pi*x/1)*2/1;

[> V[n](t):=int(phi[n](t,x),x=0..1);

[ > B: =maxi m ze(abs(eval f (subs(t=tau, V[n] (t))+c"2*subs(t=0,V[n](t)))
),n=1..infinity);

[ Calculamos el valor de la constante B (prima) del resto R, que aqui llamaremos "B1".

2
[ > Vderivada[n] (s):=eval f(subs(t=s,diff(int(phi[n](t,x),x=0..1),t))
L)

[ > Bl: =maxi m ze(maxi m ze(abs(Vvderivada[n](s)),n=1..infinity),s=0..1

L)

[ Ahora definimos el procedimiento que calcula el valor del error que sera la suma de los tres restos
a partir de un numero de términos N en el intervalo compacto [m T +90, (m + 1) 1] siendo 6 un
numero mayor que 0 y menor que T. Llamaremos "R1", "R2" y "R3" a las expresiones de los tres

| restos.

"> delta: =0.1;

PT: =proc(N, m

local R R1, R2, R3, k; RL: =0; R2: =0;

for kK from1l to mdo

R1l: =R1+eval f (( B/ N) *c"(2*k- 2) * GAMVA( k, ( N+1) "2*dA2* (nrt au+del t a- k*

tau))/ GAMVA(K))

od:

for k froml1l to m1l do

> R2: =R2+eval f ((B1/ N) *t au*c”™(2*k) * GAMVA( k, ( N+1) A2*d”2* (nfFt au+del t a

- (k+1) *tau) )/ GAMVA(K))
> od:

V V. V V

vV Vv
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R3: =eval f (B1l*c”(2*m) *m (d"2*3*N*3));

R =eval f (1 ogl0(eval f (R1+R2+R3)) ) ;

return(R);

end;

Representamos el error en funcion del nimero de términos N en el que se trunca la serie para los
valores m =2 y m =10. En el eje x representamos los valores de "N" y en ¢l ejey el valor del error,
"R" en escala logaritmica.

[ > ul:=[seq([N, PT(N, 2)],N=5..30)]:

[ > u2:=[seq([N PT(N, 10)],N=5..30)]:

[> Digits: =10;

[ > pl:=plot(ul, styl e=point, col or=red, synbol =Cl RCLE, synbol si ze=12):

[ > p2: =pl ot (u2, styl e=poi nt, col or =bl ue, synbol =CRCSS, synbol si ze=12):
di spl ay(pl, p2, | abel s=[ "N, "Error

{ (log) ], abel directions=[ HORI ZONTAL, VERTI CAL], | abel f ont =[ COURI ER
, 12] , axes=boxed, synbol si ze=12) ;

V V. V V

\%
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-]CALCULO DEL NUMERO DE TERMINOS N EN LA
SOLUCION NUMERICA APROXIMADA CON UN
ERROR DADO.

Supongamos que hemos tomado N términos de la solucion exacta correspondientes a Zl, 22, 23.

Llamamos "epsilon" al error cometido en todo el proceso. Nos preguntamos por el nimero de
términos "N" necesarios para conseguir ese error prefijado en el intervalo[m T +0, (m +1) T]

| siendo & un niimero mayor que 0 y menor que T.

[ Iniciamos el proceso.

[> restart:with(plots):

[ > Digits: =200;

[ > assune(n,integer);

[>with(linalQ):

[ > assune(k, integer);
Introducimos la funcién inicial que llamaremos @( ¢, x) en el intervalo inicial [ 0, T] para la variable
ty [0, !] para la variable x y los datos del problemac, d, T, [, m . Consideramos la solucion del
problema en el intervalo [m T, (m +1) T].

[ > phi(t,x):=sin(t)*x*(1-x);

[> c:=1;tau:=1;d:=Pi;|:=1; m=4;

[ Calculamos el valor de la constante B | del resto R, que aqui llamaremos "B".

1

[> phi[n](t,x):=sin(t)*x*(1-x)*sin(n*Pi*x/1)*2/1;

[>V[n](t):=int(phi[n](t,x),x=0..1);

[ > B: =maxi m ze(abs(eval f (subs(t=tau, V[n] (t))+c"2*subs(t=0,V[n](t)))

L ).,n=1..infinity);

[ Calculamos el valor de la constante B (prima) del resto R2 que aqui llamaremos "B1".

[ > Vderivada[n] (s):=eval f(subs(t=s,diff(int(phi[n](t,x),x=0..1),t))

L)

> Bl: =maxi m ze(maxi m ze(abs(Vderivada[n](s)),n=1..infinity),s=0..1

L)

[ Ahora calculamos el procedimiento que calcula el valor de "N" a partir de un error dado que
llamaremos "epsilon" en el intervalo compacto [m T +9, (m + 1) T] para un delta dado.
Llamaremos "R1", "R2" y "R3" a las expresiones de los tres restos que proceden de truncar enV

términos las series dadas por Zl, 22’ 23. Este procedimiento nos devuelve el valor de N.

> del ta: =0.1;

PT: =proc(epsi | on)

local N, R1,R2,R3, R k; N =1; Rl: =0; R2: =0;

for k from1l to mdo

R1l: =Rl+eval f ((B/ N) *c"(2* k- 2) * GAMVA( k, ( N+1) "2*d~2* (nft au+del t a- k*

tau))/ GAMVA(K))

od:

for k fromlto m1l do

> R2: =R2+eval f ((B1/ N) *t au*c”( 2*k) * GAMVA( k, (N+1) *2*d"2* (nft au+del ta
-(k+1)*tau))/ GAMVA(K))

V V. V V

VvV Vv
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> od:

> R3: =eval f (B1*c/M(2*m) *nmf (d*2*3*N'3) ) ;

> R =eval f (R1+R2+R3) ;

> while R > epsilon do

> N =N+1;

> R1: =0;

> for k froml1l to mdo

> Rl: =Rl+eval f (( B/ N) *c~(2*k- 2) * GAMVA( k, ( N+1) A2*d"2* (nrt au+del t a- k*

tau))/ GAMVA(K) )

> od:

> R2: =0;

> for k froml to m1 do

> R2: =R2+eval f ((B1/ N) *t au*c™( 2* k) * GAMVA( k, (N+1) A2*d”2* (mFt au+del t a

- (k+1)*t au) )/ GAMMA(K))

> od:

> R3:=eval f (Bl*cM(2*m) *nmf (d*2*3*N'3) ) ;
> R =eval f (R1+R2+R3) ;

> od:

> return(N);

> end;

Calculamos el nimero de términos N en funcién de un error dado. Tomaremos como valores de

| "epsilon" 108 siendo g un nimero negativo.
[>for g from-12 to -1 do
> N g]: =PT(10"(9))
| > od;
[ Representamos los datos. En el eje x representamos los valores de "g" que son el error cometido en
| escala logaritmica y en el ejey el niimero de términos "N".

[> plot([seqa([g,N[g]],g=-12..-1)], styl e=point);
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(=] SOLUCION NUMERICA APROXIMADA, TRUNCADA EN
N TERMINOS Y APROXIMANDO LA DERIVADA DE LA
FUNCION INICIAL POR UN POLINOMIO EN LA
VARIABLE t, DE LA ECUACION GENERALIZADA DE
DIFUSION CON RETARDO.

La funcion inicial se llamara @ Los datos de nuestro problema sonc, T, a, [, d y L (grado del
polinomio que aproxima a la derivada de la funcién inicial, es decir a(pt( t,x)). El intervalo en

el que estudiamos la solucion es [m T, (m + 1) T], para la variable ¢ y [0, /] para la variable x.
[ Iniciamos el proceso.
[>restart:with(plots):
[ > assune(n,integer);
[> with(linalg):
[ > with(Li near Al gebra):
[> with(linalg, exponential):
[ Definimos la funcion inicial.
[> phi(t,x):=sin(t)*x*(1-x);
L
En este caso P, (pl( t,x)=x(l-x) [z tk]. Mas adelante calcularemos los coeficientes de Fourier
k=0
&, - De momento definimos los "g[n]" que utilizaremos después.
[>g[n]:=(2/1)*int(x*(1-x)*sin(n*Pi *x/1),x=0..1);
[ Definicién de los coeficientes de Fourier de la funcién ¢(t, x) que llamamos "B[n](t)".
[> phi[n](t,x):=sin(t)*x*(1-x)*sin(n*Pi*x/1)*2/1;
[> B[n](t):=int(phi[n](t,x),x=0..1);
{ Definicion de los coeficientes de Fourier de la funcion (pt( t, x) a los que llamamos

"Bderivada[n](s)".

[ > Bderivada[n] (s):=subs(t=s,diff(int(phi[n](t,x),x=0..1),t));

[> with(orthopoly):

[ > with(numapprox):

{ Calculamos el polinomio de Chebyshev que aproxima a la parte que depende dez de la funcion
inicial con error de aproximacion "epsilon".

[ > epsilon:=0.001;

[ > Pol : =expand( eval (chebyshev(cos(t), t=0..1, epsilon)),t);

[ Introduccion de los datos L, 1, T, ¢, d, a.

[ > L: =degree(Pol);

[>1|:=1;tau:=1;c:=1;d:=Pi; a:=1;

[ nTix n
o Sin / (-1)
Calculamos las series infinitas 2. ————————— Notese que el exponente maximo & de

n=1 nk
estas series es 2L+ 1, por tanto llegaremos hasta ahi. Empezaremos por definir la formula por
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2n(k-l)(_l)(nﬂ) k(k—l)]k_z’n

recurrencia / = -
k,n n n2

[>1I[1]:=-2*(-2)~(n)/n;
> for k from3 by 2 to 2*L+1 do

I'1[K]:=expand(2*Pi "(k-1)*(-1)~(n+1l)/n-k*(k-1)*11[k-2]/n"2);
> od;

o 1 sin(n x)
. ‘ (k=1) k=2,n
Ahora introducimos la formula 1t x—k(k—l)[ )y —2J
n=1 n
[ > eq[3]:=Pi"(2)*x-3*2*expand(sunm(I1[1] *si n(n*x)/n"2,n=1..infinity)
):
> for k from5 by 2 to 2*L+1 do
> eq[ k] : =Pi ~(k-1) *x-k*(k-1)*expand(sum(op(1, expand(IlI[k-2]*sin(n*x
)/n"2)),n=1..infinity)):
> for j from2 to (k-1)/2 do
> eq[ k] : =eq[ k] - k* (k- 1) *expand(sum(op(j, expand(!lI[k-2]*sin(n*x)/n"2
)),n=1..infinity));
> od:
| > od:
[ Definimos las ecuaciones de la proposicion de la teoria

_ 0 - sin(n x)
Kok l)x—k(k—l){ Y Ikzn—}

n=1 n2

7> for k from3 by 2 to 2*L+1 do
> ee[ k] : =x*k=eq[ k] ;
| > od;

— sin(nx) (-1)"

Despejamos los sumatorios z 7 que queremos calcular.

n=1 n
E> sum(sin(n*x)*(-1)"n/(n*k),n =1 .. infinity);
[> s[3]:=solve(ee[3],sunm(sin(n*x)*(-1)"n/n"*3,n=(1 .. infinity)));

> for k from5 by 2 to 2*L+1 do

> for j from3 by 2 to k-2 do

> ee[ k] : =al gsubs(sun{sin(n*x)*(-1)*n/n"j, n = (1 ..
infinity))=s[j],ee[K]);

> od:

> s[k]:=sol ve(ee[ k], sunm(sin(n*x)*(-1)~n/n"k, n = (1 ..
infinity)));

> od;
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I (nTx n
© sm( / j(—l)
Definimos los sumatorios > ——————————
L n=1 nk
> for k from3 by 2 to 2*L+1 do
> sum(sin(n*pi *x/1)*(-1)~n/n"k, n=(1..infinity)):=subs(x=x*Pi/l,s[k
1):
L > od;
[> sunm(sin(n*pi *x/1)*(-1)"n/n,n=1..infinity):=-Pi*x/(2*1);
[ Célculo de los coeficientes del polinomio que aproxima a la derivada de la funcion inicial al que
| hemos llamado "Pol".
[> T[O]:=0op(1, Pol);
[>for i from2 to 4 do
> T[i-1]:=o0p(1, op(i,Pol));
| > od;
[ De esta forma los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de los coeficientes del polinomio
"Pol" a los que llamamos en teoria gk serian aqui en nuestro programa equivalentes a

Tl gln]".

i i
Calculamos las integrales iteradas "F[k]" y "Fx[k]". Lo que en teoria llamamosF, () y F A (x) en

nuestro programa seran igual a "F[i]*T[k]" y "Fx[k]*T[k]" respectivamente. En nuestro caso el "i"
| maximo seria igual al grado del polinomio mas uno multiplicado por dos.
[> F[O]:=I*(1-1);

[ > Fx[0]:=x*(1-x);

[>for k from2 by 1 to 2*(degree(Pol)+1) do
fLK]:=x[1]*(1-x[1]):

for i from1 by 1 to k do

flKl:=Int (f[K],x[i]=0..x[i+1]):

od:

F[ k] : =val ue(al gsubs(x[ k+1] =l ,f[k]));

Fx[ k] : =val ue(al gsubs(x[ k+1]=x,f[k]));

> od:

[ Definimos v

V V V V VYV

1 Vor V3 vy Queen nuestro problema seran "v1[m]", "v2[m]", "v3[m]", "v4[m]".

[ Introducimos las formulas. Llamaremos "M" al valor méximo dem del intervalo [m T, (m +1) T]
| para el que representaremos la solucion.

[> M =4

"> for mfrom1l to Mdo

v2[ ni: =0;

for KfromO to L do

for j fromO to K+1 do

for p from1l to K-j+1 do

v2[m:=v2[n +(-1) M (m 1) *cr(2*m *(2*(- 1) MK+ ) *(t-nFtau)”j*factor
ial (Ktmj))*factorial (K)/(factorial (m1l)*factorial (j)*factorial/(
K-j+1)*an(2*(K-j+1)) *1)*(-1) "p*F[ 2*p] *T[ K] * (1 / Pi ) *(2* (K-j +1-p) +1
)*sun(sin(n*pi *x/1)*(-1)"n/n*(2*(K-j +1-p)+1),n= 1..infinity):

V V.V V V
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> od: od: od:
En v4m cambiamos los indices de la teoria, es decir "k" por "k1" y 7" por "J".

> v4[n]:=sun(sum((((-1)"(m1)*cr(2*m *(-1) N k1+I+1) *(t-nmrtau)rJ*fa
ctorial (kl))/(factorial (m1l)*factorial (J)*factorial (k1+1-3J)))*g[
n] *T[ k1] * GAMVA( k1+m J+1, nA2*d"2* (t-nttau) )/ ((n*2*d*2) A (k1-J+1)),
J=0..k1l+1),k1=0..L):
vi[nm:=(-1)M(m1)*cM(2*m)*T[ 0] *(t-nFtau) *x*(1-x);

for k from2 by 1 while k<degree(Pol)+2 do

vi[nm:=vi[m +(-1)M(m 1) *cM(2*m) *T[ k- 1] *(t-mFtau) (k) / (k) *x*(1-x)
od;

v3[ ni: =0;

for KfromO to L do

for j fromO0O to K+1 do

v3[m:=v3[n] +(-1) "(m1)*cr(2*m *((t-mtau)”j*factorial (Ktmj))*f
actorial (K)/(factorial (m1)*factorial (j)*factorial (K-j+1)*a"(2*(
K-j+1))) *Fx[2*(K-] +1) ] *T[ K] :

> od: od:

Ahora seguimos con el primer, segundo y cuarto sumando, es decirZ,, 2,y Z,.

i k-1 2(k-1
Llamamos squt_ktaum = 2 (-1 )( ) c( ( )
k=1

VV VYV VYVVYV

2 2
n

Q(k, n” d” (t=k1)).

> sumx _ktau[m : =0;

> for k froml to mdo

> sumX _ktau[ nm: =sunx _ktau[ nj +(-1)"(k-1)*c”(2*(k-1))* GAMVA(k, n"2*
dr2*(t-k*tau))/ GAMVA( k)

> od:

= (k-1) (2k)JT . 2 5
Llamamos sumQt_ktaut_s, | = z (-1) c derivadaB (s) Q(k,n" d” (t —kT —s)) ds.
k=1 0
> sunf) _ktaut_s[m1]:=0;
> for k from1l to m1l do
> sumx _ktaut_s[m1]:=sum} _ktaut_s[m 1] +(-21)"(k-1)*c (2*k)*int(su
bs(t=s,diff(int(phi[n](t,x),x=0..1),t))* GAMWA(k, n*2*Pi "2*(t-k*ta
u-s))/ GAMVA( k), s=0. . tau)
> od:

Ahora multiplicamos "sumQt_ktau[m]" por Bn( )+ c2 Bn( 0).

> uul[n:=sumX _ktau[ni*
(subs(t=tau,int(phi[n](t,x),x=0..1))+cr"2*subs(t=0,int(phi[n](t,x
), x=0..1)));

uu2[ nl : =sumX _ktaut _s[m 1] :

uud[m:=(-1) " mrcN(2*m *subs(t=t-mtau, phi (t,x)):
vi[nm:=(-1)M(m1)*cM(2*m)*T[ 0] *(t-nFtau) *x*(1-x);

for k from2 by 1 while k<degree(Pol)+2 do

vi[nm:=vi[n] +(-1)M(m1)*cr(2*m *T[ k- 1] *(t - mFtau) ~(K) / (k) *x*(1-x)
od:

V V V V VYV
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Llamamos "dib[m]" a la solucion dibujada para valores de en el intervalo [m T, (m + 1) 1],y
valores de x en el intervalo [0, /].
> N =20;
> sol [ m :=sinplify(sunm(uul]n*sin(n*Pi *x/1)+uu2[n]*sin(n*Pi *x/1),
n=1..N) +uu4[n):
> sol 2[m:=eval f(v2[n]-v3[n]+vl][n])+eval f(sum(v4[m *sin(n*Pi*x/I),
n=1..N)):
> sol [n]:=sol 1[ n] +sol 2[ n;
> dib[n:=plot3d(sol[n],t=nftau..(ml)*tau, x=0..1):display(dib[m,
axes=frane):
_> od:
[ Dibujamos la solucidn.
[ > di bO: =pl ot 3d(phi (t, x),t=0..1,x=0..1):display(di b0, axes=frane);
[ > display(di b0, dib[1],dib[2],dib[3],d b[4], axes=frane);
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=] CALCULO DEL ERROR COMETIDO EN LA SOLUCION
NUMERICA APROXIMADA QUE SE OBTIENE
APROXIMANDO LA DERIVADA DE LA FUNCION
INICIAL POR UN POLINOMIO.

Calculremos el error cometido "R" que seré la suma de los tres restos a los que llamaremos
"R1", "R2", "R3", en funcién del nimero de términos "N" al truncar la solucién uP que

aproxima la solucion exacta u en N términos mas el error obtenido cuando se aproxima la

solucién exacta u por Up: €n el intervalo [m t + 3, (m+ 1) t] con & un nimero positivo menor

| quert.

[ Iniciamos el proceso.

[ > restart:with(plots):

[ > Digits:=200;

[ > assume(n,integer);

[ > with(linalg):

[ > assume(k, integer);
Introducimos la funcion inicial que llamaremos ¢(t, x) en el intervalo inicial [0, t] para la variable
ty [0, I] para la variable x y los datos del problema c, t, d, I, m. Consideramos la solucion del
problemaen el intervalo [m T, (m+ 1) 1].

[ > phi(t,x)::=sin(t)*x*(1-x);

[> c:=1;tau:=1;d:=Pi;l:=1;m:=10;

[ Calculamos el valor de la constante B1 del resto R1 que aqui llamaremos "B".

[ > phi[n](t,x):=sin()*x*(1-xX)*sin(n*Pi*x/1)*2/1;

[ > VInNJ():=int(phi[n](t,x),x=0..1);

[ > B:=maximize(abs(evalf(subs(t=tau,V[n](t))+c2*subs(t=0,V[n](t)))

).n=1__infinity);

[ Calculamos el valor de la constante B (prima) del resto R2 que aqui llamaremos "B1".

[ > Vderivada[n](s):=evalf(subs(t=s,diff(int(phi[n](t,x),x=0..1),t))
)

> Bl:=maximize(maximize(abs(Vderivada[n](s)),n=1._infinity),s=0..1

L )s

[ Calculamos el polinomio de Chebyshev al que llamaremos “Pol" que aproxima a la derivada de la
(-150)

10 d

8C(2m)q/mr

funcidn inicial con un error menor que

[ > with(orthopoly):

[ > with(numapprox):

[ > Pol:=expand(eval (chebyshev(cos(t), t=0..1,

| evalf(10"(-150)*d/ (8*c™M(2*m)*sqrt(m*tau))))),t):

[ Llamaremos "L" al grado del polinomio de Chebyshev.

[ > L:=degree(Pol);

[ Ahora vamos a cacular la constante g y para ello necesitamos el calculo de los coeficientes del

| polinomio "Pol" que Ilamaremos "T[i]".
c
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> for 1 from O to L do
> T[i]:=coeff(Pol,t,i);
> od:

[ Calculo de los 9y K de la teoria que se necesitan para hallar el valor de "g".
[

> g[n]:=abs(2/D*int(x*(1-x)*sin(n*Pi*x/1),x=0..1));
> for k from O to L do
> T[k]:=coeff(Pol,t,k):
> G[k]:=evalf(maximize(abs(T[kl*g[n]1),n=1..infinity));
| > od:
[> 9:=0;
[ > for k from O to L do
> if g<G[k] then g:=G[k]l; Ti;
> od:
L > print(g9);

Ahora calculamos el procedimiento que evalla el error cometido en funcién del niumero de
términos "N" en el intervalo compacto [m t + 8, (m + 1) t]. Llamaremos "R1", "R2" y "R3" a las
expresiones de los tres restos y "R™ al error total acumulado en todo el proceso.
> delta:=0.1;
PT:=proc(N)
local R,R1,R2,R3,k;R1:=0;R2:=0;R3:=0;
for k from 1 to m do
R1:=Rl+eval f((B/N)*cN(2*k-2)*GAMMA(k, (N+1)"2*d"2* (m*tau+de l ta-k*
tau))/GAMMA(K))
od:
for k from 1 to m-1 do
> R2:=R2+eval f((B1/N)*tau*c”(2*k)*GAMMA(k, (N+1)"2*d"2*(m*tau+delta
-(k+1)*tau))/GAMMA(K))
> od:
for k from O to L do
R3:=R3+eval f(g*c(2*m)*2" (k+1)*GAMMA(k+m+1, (N+1)/"2*d"2*(delta))/
((k+1)*d™(2* (k+1))*N*(2*k+3) *GAMMA(M)))
od:
R:=evalf(logl0(eval f(R1+R2+R3+10"N(-150)7/2)));
return(R);
end;
u2:=[seq([N,PT(N)],N=5..30)]:
m:=2;
ul:=[seq([N,PT(N)],N=5..30)]:
Digits:=10;
Representamos los errores en funcion del nimero N. En el eje x representamos los valores de "N"
L yenelejey el valor del error cometido en escala logaritmica.
[ > pl:=plot(ul,style=point,color=red,symbol=CIRCLE,symbolsize=12):
[ > p2:=plot(u2,style=point,color=blue,symbol=CROSS,symbolsize=12):
[ > display(pl,p2, labels=["N", Error
(log) "1, labeldirections=[HORIZONTAL,VERTICAL], labelfont=[COURIER
,12] ,axes=boxed,symbolsize=12);

\% V V. V V

\

vV Vv

V VVVYVVYVYV

1 B B e B e B

141



=] CALCULO DEL NUMERO DE TERMINOS N EN LA
SOLUCION NUMERICA APROXIMADA, QUE SE
OBTIENE APROXIMANDO LA DERIVADA DE LA
FUNCION INICIAL POR UN POLINOMIO EN LA
VARIABLE t, CON UN ERROR DADO.

Supongamos que hemos tomado la solucion truncada en N términos de la solucion formada por
la aproximada, u p €8 decir la que en el tercer sumando se aproxima la derivada de la funcién

inicial por un polinomio en la variable "t". Sea 10” con p un numero negativo el error cometido
en todo el proceso. Nos preguntamos por el nimero de términos N necesarios para conseguir ese
| error prefijado en el intervalo [m T+, (m + 1) 1] siendo & un ntimero positivo menor que T.

[ Iniciamos el proceso.

[>restart:with(plots):

[ > Digits: =200;

[ > assune(n,integer);

[> with(linalg):

[ > with(orthopoly):w th(numapprox):

[ > assune(Kk, integer);

Introducimos la funcioén inicial que llamaremos @ ¢, x) en el intervalo inicial [ 0, T] para la variable

ty [0, /] para la variable x y los datos del problemac, T, d, I, m. Consideramos la solucion del
problema en el intervalo [m T, (m +1) T].
[> phi(t,x):=sin(t)*x*(1-x);
[> c:=1;tau: =1;d: =Pi;|: =1, m=4;
[ Calculamos el valor de la constante B1 del resto R1 que aqui llamaremos "B".
[>phi[n](t,x):=sin(t)*x*(1-x)*sin(n*Pi*x/1)*2/1;
[>V[n](t):=int(phi[n](t,x),x=0..1);
[ > B:=maxi m ze(abs(eval f (subs(t=tau, V[n](t))+c"2*subs(t=0,V[n](t)))
),n=1..infinity);
[ Calculamos el valor de la constante B (prima) del resto R2 que aqui llamaremos "B1".
[ > Vderivada[ n] (s):=eval f(subs(t=s,diff(int(phi[n](t,x),x=0..1),1t))
L)
[ > Bl: =mexi m ze(maxi m ze(abs(Vvderivada[n](s)),n=1..infinity),s=0..1

L)

[ Calculamos el polinomio de Chebyshev al que llamaremos "Pol" en este procedimiento, que

107 4
80(2m)vmr

aproxima a la derivada de la funcion inicial con un error menor que

[ > Pol : =proc(p)
> expand(eval (chebyshev(cos(t), t=0..1,
eval f (107 (p)*d/ (8*cr(2*m) *sqrt(nftau))))),t);
| > end;
[ Calculamos el grado del polinomio de Chebyshev calculado anteriormente.
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[ > grado: =proc(p)
> degree(Pol (p));

| > end;

[ Calculamos la constante g que depende del polinomio de Chebyshev antes calculado, y por tanto
depende del valor de "p". Llamamos "ge" a la constante g dentro del siguiente procedimiento. Para
ello necesitamos el calculo de los coeficientes del polinomio "Pol" que aproxima a la derivada de
la funcién inicial y que llamaremos "T[k]". También necesitamos calcular los G de la teoria que

se necesitan para hallar el valor de g, para esto haremos uso de los valores de "G[k]" en el siguiente

| procedimiento.
[ > g:=proc(p)
> | ocal g,k, T, G ge;
> g[n]:=abs((2/1)*int(x*(1-x)*sin(n*Pi*x/1),x=0..1)):
> for k fromO to grado(p) do
> T[Kk]:=coeff(Pol (p),t,k):
> J k] :=eval f (maxi mi ze(abs(T[k]*g[n]),n=1..infinity));
> od:
> ge: =0;
> for k fromO to grado(p) do
> if ge<d k] then ge:=Fk]; fi;
> od:
> return(ge);
> end;

Ahora calculamos el procedimiento que calcula el valor de "N" a partir de un error dado, 107 ,enel
intervalo compacto [m T +9, (m + 1) T] para un & dado. Llamaremos "R1", "R2" y "R3" a las
expresiones de los tres restos que proceden de truncar en N términos las series dadas por la

solucion aproximada u P Este procedimiento nos devuelve el valor de "N".

> del ta: =0. 1;

PT: =proc(p)

I ocal N, RL, R2, R3, R k; N: =1; RL: =0; R2: =0; R3: =0;

for k from1 to mdo

R1l: =R1+eval f ((B/ N) *c”(2*k-2) * GAMVA( k, ( N+1) "2*d"2* (nrt au+del t a- k*

tau))/ GAMVA(k))

od:

for k froml1l to m1l do

> R2: =R2+eval f ((B1/ N) *t au*c™(2*k) * GAMVA( Kk, ( N+1) 22*d"2* (ntt au+del ta
- (k+1)*tau))/ GAMVA(K))

> od:

> for k fromO to grado(p) do

> R3: =R3+eval f (g(p) *c (2*m * 2" (k+1) * GAMVA( k+mt+1, (N+1) A2*d"2* (del ta

V) ((k+1)*d™(2* (k+1) ) * NN (2*k+3) * GAMVA( ) ) )

od:

R =eval f (R1+R2+R3) ;

while R > (107(p))/2 do

N =N+1;

V V. V V

VvV Vv
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>

R1: =0;

for k from1l to mdo

R1l: =Rl+eval f ((B/ N) *c™(2* k- 2) * GAMVA( k, ( N+1) A2*d~2* (nft au+del t a- k*
tau))/ GAMVA(K))

od:

R2: =0; R3: =0;

for k from1l to m1 do

R2: =R2+eval f ((B1/ N) *t au*c"(2*k) * GAMVA( k, ( N+1) A2*d"2* (nrt au+del t a
- (k+1) *tau) )/ GAMVA(k))

od:

for k fromO to grado(p) do

R3: =R3+eval f (g(p) *cN(2*m * 2" (k+1) * GAMMA( k+mt1, (N+1) "2*d 2% (del ta
V) ((k+1)*d™(2* (k+1) ) * N (2*k+3) *GAMVA( M) ) )

od:

R =eval f (RL+R2+R3) ;

od:

return(N);

end;

[ Calculamos el valor de N en funcién del error.

>
>
>

for h from-12 to -1 do
N[ h] : =PT(h);
od;

{ Representamos los datos. En el eje x representamos los valores de "h" que son el error cometido en
escala logaritmica y en el eje y el niimero de términos "N".

[>

plot([seq([h,Nh]], h=-12..-1)], styl e=point);
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=] SOLUCION NUMERICA APROXIMADA, TRUNCADA EN
N TERMINOS, DE LA ECUACION GENERALIZADA DE
DIFUSION CON RETARDO VECTORIAL.

Truncaremos los cuatro primeros sumandos de la siguiente solucién vectorial en "N" términos,
u(t, x) =uy(t, x) + uy(t, x) + ug(t, x) + u,(t, x) + (7, x), donde ¢(t, x) es la funcion inicial
|| paravalores de ten el intervalo [0, t] y de x en el intervalo [0, I].
[ Iniciamos el proceso.
[ > restart:with(plots):
[ > assume(n,integer);
[ > with(linalg):
[ > with(LinearAlgebra):
[ > with(linalg, exponential):
[ Definimos la funcién inicial a la que llamamos ¢(t, x).
[ > phi(t,x)=array(l..2, [t*x*(x"2-1) ,exp(-t)*x*(x*2-1)1);
[ Definimos los coeficientes de Fourier de la funcién inicial y los de la derivada de ésta. Los
L llamaremos "B[n](t)" y "Bderivada[n](s)" respectivamente.
[ > phi[n](t,x):=array(1. .2, [t*x*(xX*2-1)*sin(n*Pi*x/1)*2/1 ,exp(-t)*x
| 2= *Fsin(n*Pi*x/1D)*2/1]);
[ > B[n](t):=map(int,phi[n](t,x),x=0._1);
[ > Bderivada[n](s):=subs(t=s,map(diff,map(int,phi[n](t,x),x=0..1),t
D) H
[ Introducimos los datos, las matrices A, B, la matriz inversa de B a la que llamamos "B_1", la
matriz identidad, la matriz C+I de la teoria que llamamos aqui "Ga" y la inversa de C+I que
L llamamos "Ga_1".
[ > A:=matrix(2,2,[2,1,1,2]);
[ > B:=matrix(2,2,[1,0,1,-1]);
[ > B_1:=inverse(B);
[ > ld:=matrix(2,2,[1,0,0,1]);
[ > Ga:=evalm(B_1 &*A+Id) ;
[ > Ga_l:=inverse(Ga);
[ Introducimos los datos | y .
[> 1:=1;tau:=1;

Anz n2 (t—s)

|2
Definimos la matriz exponencial e .

[ > eAt_s:=exponential (-A*n"2*Pi"2/1"2*(t-s));

[ Definimos la matriz Q (1, t) a la que llamamos aqui "Qn1t".

[ > Qnlt:=-map(int,evalm(eAt_s&*(A+B)*n"2*Pi"2/1"2),s=0..1);

[ Definimos la matriz Q,(k, t) que aqui llamamos "Qnkt[k]". Llamamos "sumQt_ktau[m]" al

m
siguiente valor, Z Qu(k, t—kt)y "sumQt_ktau_s[m-1]" a la siguiente suma,
k=1

m-1
z Q,(k, t—k t—s). Llamaremos "uul[m]", "uu2[m]", "uu3[m]" y "uu4[m]" a las
k=1
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correspondientes expresiones de la teoria, u,, u,, U y u, en el intervalo [mt, (m+1) t]y
L llamaremos "uu5[m]" a ¢(t, X).

>

V VVVVYV V V.V VYV

VvV Vv

for m from 1 to 4 do

sumQt_ktau[m]:=matrix(2,2,[0,0,0,0]);

for k from 1 to m do

Qnkt[k]:=Qnlt;

for j from 1 to k-1 do

Qnkt[k]:=-map(int,evalm(eAt_s&*B
&*subs(t=s,Qnkt[k])*n"2*Pi~2/1"2),s=0..1t)

od:

sumQt_ktau[m] :=evalm(sumQt_ktau[m]+subs(t=t-k*tau,Qnkt[k]))

od:

sumQt_ktau_s[m-1]:=matrix(2,2,[0,0,0,0]);

for k from 1 to m-1 do
sumQt_ktau_s[m-1]:=evalm(sumQt_ktau_s[m-1]+subs(t=t-k*tau-s,Qnkt
(L4D))

od:

uul[m]:=evalm(sumQt_ktau[m]&* Ga_1&*
subs(t=0,map(int,phi[n](t,x),x=0..1)));

uu2[m] :=evalm(sumQt_ktau[m]&*B_1 &* A
&*Ga_1&*subs(t=tau,map(int,phi[n](t,x),x=0..1)));

uu3[m] :=map(int,evalm(sumQt_ktau_s[m-1]&*Ga_1&*
subs(t=s,map(diff,map(int,phi[n](t,x),x=0..1),1t))),s=0..tau);
uu4[m] :=map(int,evalm(subs(t=t-m*tau-s,Qnkt[m])&*Ga_1&*subs(t=s,
map(diff,map(int,phi[n](t,x),x=0..1),1t))),s=0..t-m*tau);
uu5:=subs(t=tau,phi(t,x));
soll[m]:=sum(simplifyuul[m][1]1*sin(n*Pi*x/1)+uu2[m][1]1*sin(n*Pi
*x/1)+uu3[m] [1]*sin(n*Pi*x/1)+uud[m] [1]*sin(n*Pi*x/1)),n=1..20)+
uu5[1];

sol2[m] :=sum(simplify(uul[m][2]*sin(n*Pi*x/1)+uu2[m][2]*sin(n*Pi
*x/D)+uud[m][2]*sin(n*Pi*x/D)+uud[m][2]*sin(n*Pi*x/1)),n=1..20)+
uu5[2];
dibl[m]:=plot3d(soll[m],t=m*tau..(m+1l)*tau,x=0._1):display(dibl[
m] ,axes=frame);

dib2[m] :=plot3d(sol2[m],t=m*tau..(m+1)*tau,x=0..1):display(dib2[
m] ,axes=frame);

od:
dibl0:=plot3d(phi(t,x)[1],t=0..1,x=0..1):display(dibl1l0,axes=fram
e);
dib20:=plot3d(phi(t,x)[2],t=0..1,x=0..1):display(dib20,axes=fram
e);

[ Dibujamos las dos componentes del vector solucion, es decir las dos componentes de u(t, ).

[ >
[ >

display(dib10,dibl[1],dib1[2],dibl1[3],dibl[4],axes=Fframe);
display(dib20,dib2[1],dib2[2],dib2[3],dib2[4],axes=Frame);
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