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Teoremas de Fubini

Teoremas de Fubini, f : X × Y → [0,∞]

Teorema de Fubini I
Sea f : X × Y → [0,∞] Σ1 × Σ2−medible, entonces:

1.- Para cada x ∈ X, la función sección fx : Y → [0,∞],
fx(y) := f(x, y), es Σ2-medible.

2.- Para cada y ∈ Y , la función sección fy : X → [0,∞],
fy(x) := f(x, y), es Σ1-medible.

3.- La función y →
∫

X
fydλ de Y en [0,∞], que denotaremos por∫

X
f(x, y)dλ es Σ2−medible.

4.- La función x→
∫

Y
fxdµ de X en [0,∞], que denotaremos por∫

Y
f(x, y)dµ es Σ1−medible.
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5.- Se cumple que∫
X×Y

fd(λ⊗ µ) =
∫

X

(∫
Y
fxdµ

)
dλ =

∫
Y

(∫
X
fydλ

)
dµ,

o bien ∫
X×Y

fd(λ⊗ µ) =
∫

X
dλ

∫
Y
fxdµ =

∫
Y
dµ

∫
X
fydλ.

Estas igualdades se escriben en la práctica aśı:∫
X×Y

f(x, y)d(λ⊗ µ) =
∫

X
dλ

∫
Y
f(x, y)dµ =

∫
Y
dµ

∫
X
f(x, y)dλ.
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Teorema de Fubini f : X × Y → R

Teorema de Fubini II

Sea f : X × Y → R, λ⊗ µ−integrable. Entonces se tiene
1.- Para λ−casi todo x ∈ X, la función sección fx : Y → R, es

µ−integrable.
2.- Para µ−casi todo y ∈ Y , la función sección fy : X → R, es

λ−integrable.

3.- La integral
∫

Y
fxdµ :=

∫
Y
f(x, y)dµ es una función de x definida

c.p.t.(X) y λ−integrable.

4.- La integral
∫

X
fydλ :=

∫
X
f(x, y)dλ es una función de y definida

c.p.t.(Y ) y µ−integrable.
5.- Se tiene que∫

X×Y
fd(λ⊗ µ) =

∫
X
dλ

∫
Y
fxdµ =

∫
Y
dµ

∫
X
fydλ.

O lo que es igual∫
X×Y

f(x, y)d(λ⊗ µ) =
∫

X
dλ

∫
Y
f(x, y)dµ =

∫
Y
dµ

∫
X
f(x, y)dλ.
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Teorema de Fubini, f : X × Y → C

Teorema de Fubini III
Sea f : X × Y → C, λ⊗ µ−integrable. Entonces se tiene

1.- Para λ-casi todo x ∈ X, la función sección fx : Y → C, es
µ−integrable.

2.- Para µ-casi todo y ∈ Y , la función sección fy : X → C, es
λ−integrable.

3.- La integral
∫

Y
fxdµ :=

∫
Y
f(x, y)dµ es una función de x definida

c.p.t.(X) y λ−integrable.

4.- La integral
∫

X
fydλ :=

∫
X
f(x, y)dλ es una función de y definida
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X×Y
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∫
X
dλ

∫
Y
fxdµ =

∫
Y
dµ

∫
X
fydλ,

o lo que es igual∫
X×Y

f(x, y)d(λ⊗ µ) =
∫

X
dλ

∫
Y
f(x, y)dµ =

∫
Y
dµ

∫
X
f(x, y)dλ.
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Teorema de Hobson-Tonelli

Teorema de Hobson-Tonelli

Sea f : X × Y → R (C), una función Σ1 × Σ2−medible. Si alguna de

las integrales reiteradas
∫

Y
dµ

∫
X
|f(x, y)| dλ,

∫
X
dλ

∫
Y
|f(x, y)| dµ, es

finita, entonces f es λ⊗ µ−integrable y se tiene que∫
X×Y

f(x, y)d(λ⊗ µ) =
∫

X
dλ

∫
Y
f(x, y)dµ =

∫
Y
dµ

∫
X
f(x, y)dλ.
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