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Capitulo 1

Objetivos y alcance de esta
tesis

1.1. Interés del modelo objeto de esta tesis

El péndulo debe su ubicuidad en la Fisica al hecho de que es una re-
presentacién simple del estado de muchos sistemas en las proximidades del
equilibrio. No es de extranar que pueda encontrarsele desde los textos de
Mecéanica elementales hasta trabajos més avanzados sobre simulacién y con-
trol de péndulos acoplados con comportamiento caético. De igual forma, las
distintas variantes de péndulos se utilizan para la demostracién de técnicas
intermedias y avanzadas, en mecédnica y control de sistemas hamiltonianos.

De igual forma, los sistemas de masas acopladas ilustran la posibilidad
de modelar distintos dispositivos que aparecen en la técnica y la ingenieria
modernas. Esta tesis se centra precisamente en el modelado anélisis y control
de sistemas de masas acopladas, incluyendo la posibilidad de no linealidades
en el acoplamiento eldstico de las masas. A continuacién se exponen algunos
sistemas que se han modelado utilizando masas acopladas.

El modelo de la Figura 1.1 ha sido discutido en [26] y [27] en relacién con
la respuesta dindmica de edificios sometidos a sefsmos. El edificio se modela
como un conjunto de masas con acoplamiento eldstico-viscoso, y se estudia el
control de las sacudidas sismicas acoplando edificios con frecuencias propias
diferentes.

En otro contexto, el de la ingenierfa minera, en [20] se propone un modelo
dindmico a partir de dos masas acopladas para estudiar y tratar de controlar
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Figura 1.1 Modelo para edificio sometido a sacudida sismica.

las vibraciones de la dindmica torsional de una sarta de perforacién, pro-
blema que también se trata, entre otros, en [21], [22], [23] y [24]. La Figura
1.2 representa dicho modelo, que incluye friccién torsional y friccién viscosa
en los extremos de la sarta, a su vez modelados como discos homogéneos
con momentos de inercia I, e I,. Un modelo similar sirve para modelar el

comportamiento de un disco duro de altas prestaciones, como se discute en
[13].

Un caso particularmente interesante lo provee la biomecénica, que se ocu-
pa desde hace tiempo del modelado del cuerpo humano, de forma que se
pueda simular de forma realista su comportamiento, por ejemplo durante la
marcha o su respuesta frente a impactos. En [25] se discute el modelo que
reproducimos en la Figura 1.3.

Muchos ejemplos pueden obtenerse de la técnica de automocién. Los vehicu-
los pueden modelarse como un conjunto de sélidos acoplados mediante fuerzas
restauradoras y disipativas. Considérese por ejemplo la relacién dinamica
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Figura 1.2 Modelo para una sarta de perforacion.

entre una carroceria autoportante y el chasis sobre el que se apoya. Partes
mecanicas esenciales también se modelan mediante acoplamiento de masas,
bien con dindmica lineal en el caso de los sistemas de amortiguacion, o con
dinamica torsional, como ocurre con los arboles de transmision.

La robdtica provee sistemas con dinamica similar, como cuando se modela
una articulacién mediante un par restaurador que depende del dngulo relativo
entre las secciones que une y una disipacion que depende de la velocidad
angular entre dichas secciones. Véase por ejemplo [28].

La Fisica Tedrica se ha ocupado desde hace mucho de la respuesta de
estructuras periédicas, que se modelan adecuadamente mediante reticulas de
masas unidas por elementos elasticos, modelos que han sido considerados
tanto desde el punto de vista cldsico, como en [29], como desde el punto de
vista cudntico, véase [30]. No obstante, estos modelos suelen tratarse como
sistemas autéonomos, mientras que a nosotros nos interesa el control que puede
ejercerse sobre ellos.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d’Alacant.
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Figura 1.3 Modelo para el cuerpo humano.

Nuevas oportunidades de anélisis aparecen continuamente. En [31] se dis-
cute el control que puede ejercerse sobre una cadena lineal de masas acopladas,
y se aplica una técnica novedosa. En este caso, como en otros muchos rela-
cionados con el movimiento pendular, es interesante disponer de modelos
mecanicos sencillos que no obstante exhiban una dindmica rica y capturen
el comportamiento de una amplia variedad de dispositivos de la técnica y la
ingenieria de la forma mas precisa posible.

En [6], [10], [18] y [19] se discuten modelos para sistemas de almacenamien-
to micro-electromecanicos. Mas adelante se dara una descripcién mas detalla-
da de estos sistemas, en el contexto de los dispositivos para almacenamiento
de informacién, pero ahora nos interesa sélo resaltar el hecho de que un
modelo fisico tan sencillo como el de una sola masa sometida a una fuerza
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restauradora y otra disipativa es suficiente para capturar la dindmica rele-
vante.

1.2. Oportunidad de la Tesis

La oportunidad de esta Tesis se centra en dos vertientes:

1. Los problemas planteados de modelado simulacién y control de dis-
positivos formados por masas acopladas utilizando técnicas de control
6ptimo y utilizacién del posible comportamiento cadtico para disenar
sistemas de control eficientes cuando las masas involucradas son muy
pequenas, tal como sucede en los dispositivos micro electromecanicos
de almacenamiento masivo.

2. Elinicio de una nueva linea de investigacién en control éptimo y control
no lineal en la Universidad de Alicante.

Ya se presentaron en la seccién anterior un muestrario de sistemas que han
sido objeto de interés en sus respectivos campos: desde las vibraciones de una
sarta de perforacién hasta un modelo biométrico para cuantificar el impacto
de un puiio cerrado contra un bloque. Es oportuno por tanto este trabajo en
el sentido de que establece una plataforma analitica comun para el estudio
de esta heterogeneidad de sistemas, extrayendo en cada campo en particular
la parte dindmica esencial y dando a todas ellas un tratamiento unificado,
con una notacién coherente y un mismo método.

Partiendo de la plataforma analitica que se va a construir, se explora un
tipo particular de sistemas que atraen la atencién de centros de investigacién
y empresas desde hace tiempo. A saber, los sistemas de almacenamiento
basados en dispositivos micro-electromecénicos. Se vers més adelante que el
mismo esquema general que permite modelar y analizar el control de sis-
temas heterogéneos, permite también profundizar en el comportamiento de
estos dispositivos, y asi se analizar4 la influencia que sobre la dindmica y el
control tiene la integracién de estos dispositivos en aparatos portétiles, como
teléfonos méviles.

A la vista de los problemas planteados, el control éptimo es lo suficiente-

mente flexible para acomodarse a los propésitos de la siguiente investigacién,
ya que:

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d’Alacant.



Modelado y control de masas acopladas. Aplicacién a dispositivos de almacenamiento micro-electromecanicos. Francisco Javier Gil Chica

14 CAPITULO 1. OBJETIVOS Y ALCANCE DE ESTA TESIS

1. Enlaza a través del cdlculo de variaciones con ramas de la Fisica que
se apoyan en esta misma rama del Anélisis, como la Mecénica.

2. Se adapta igualmente bien a sistemas de una entrada y una salida y a
sistemas con multiples entradas y salidas.

3. Permite al menos plantear de forma consistente tanto los problemas
lineales como los no lineales, y se adapta bien en aquellos casos en que
se quieran obtener soluciones analiticas o semi-analiticas de sistemas
no lineales a partir de sistemas lineales mas simples.

4. Permite integrar en la fase de disefio, pero sin condicionar el desarrollo
posterior, requerimientos propios de fases mas avanzadas, como coste
de la implementacién o grado de precision requerida en el control, y eso
simplemente eligiendo distintas formas de la funcién de coste y distintas
condiciones de contorno.

Se tiene por tanto una familia de problemas que abarca distintas condi-
ciones de contorno y funciones de coste. Esta familia no es exhaustiva, pero
consideramos que suficientemente representativa, como se comprobarg a par-
tir de la Tabla 9.1. No obstante, hay un rasgo comun compartido por casi
todos los problemas tratados aqui, y es el hecho de que son sistemas subac-
tuados. En efecto, a diferencia de otras muchas descripciones tedricas, en esta
tesis se presentan los sistemas de masas acopladas sometidas a un esfuerzo
de control.

Ademas del control 6ptimo, en esta tesis se presenta un método novedoso
para controlar sistemas de masas acopladas con muelle no lineal utilizando
como modelo de referencia el oscilador de Duffing. A partir de este sistema
se estudia el comportamiento cadtico, el cual se utiliza de forma ventajosa
para posicionar dispositivos MEM.

Por consiguiente, este trabajo:

1. Extrae la dindmica comun a una amplia variedad de modelos usados en
muchos lugares de la técnica y la ingenieria, y provee un marco general
donde considerar a todos ellos.

2. Estudia el control de estos sistemas, y para ello considera idéneo el con-
trol éptimo y el posible comportamiento caético de masas con acopla-
miento no lineal.
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1.3. Naturaleza y contenidos de esta Tesis

A continuacién se describe el plan y contenidos del trabajo realizado capitu-
lo por capitulo a partir del segundo.

Capitulo segundo. En este capitulo se presenta un primer modelo para.
un actuador formado por dos masas acopladas eldsticamente y con disipacion
viscosa. Existen en la bibliografia dos tendencias extremas. Por una parte, en
[6] podemos encontrar un modelo extremadamente sencillo para un actuador,
y de una sola masa y por tanto completamente actuado, lo que quiere decir
completamente rigido, mientras que en [18] se sigue el camino de modelar me-
diante elementos finitos uno de estos dispositivos, simular su comportamiento
y a partir de los datos de las simulaciones extraer los parametros fisicos para
ajustar modelos més sencillos. Por el contrario en esta tesis se propone un
modelo que siendo sencillo puede representar bien la dindmica que nos intere-
sa. Al considerar dos masas acopladas y subactuadas estamos extendiendo el
intervalo de aplicacién de un modelo que en caso limite coincidird con el de
una sola masa.

En la seccién 2.2 se vuelve a justificar el uso del control 6ptimo, con ar-
gumentos distintos a los usados anteriormente, y se concluye que se trata de
sentar las bases de disefio para una variedad de requerimientos: autonomia,
velocidad de respuesta, precisién, coste.

Enseguida se pasa a exponer el modelo analitico: de las ecuaciones de La-
grange a la introduccién de variables de estado, y de ahi al cdlculo, tan engor-
roso como necesario, de la matriz de transicién de estados. Inmediatamente
se plantea y se resuelve el problema del control éptimo para una funcién
de coste energética y se obtiene una solucién analitica para el control u(t).
De las simulaciones se desprende la posibilidad de realizar un control bang-
bang, que en determinados dispositivos podria resultar una opcién econémica
y suficiente, por el abaratamiento en los actuadores y en el propio sistema
de control. Investigando este punto llegamos al primer resultado relevante:
es imposible la existencia de un control de este tipo, afirmacién que se de-
muestra en la seccién 2.6. La afirmacién de esta imposibilidad conduce a la
pregunta natural de cuanto es posible acercarse al punto de consigna me-
diante un control bang-bang. Esta discusién cierra el capitulo segundo. Por
Otra parte, en las mismas simulaciones se observa la dependencia acusada
entre la energia consumida en el proceso y la rigidez del sistema, haciendo
visible la dependencia analitica con la rigidez k que se encierra en la expre-

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d’Alacant.



Modelado y control de masas acopladas. Aplicacién a dispositivos de almacenamiento micro-electromecanicos. Francisco Javier Gil Chica

16 CAPITULO 1. OBJETIVOS Y ALCANCE DE ESTA TESIS

sién hallada para u(t) a través de la matriz de transicién de estados, lo que
justifica el calculo que ocupa la primera parte del capitulo.

Capitulo tercero. Es natural después del capitulo anterior ampliar la
funcién de coste con un término cuadratico en el vector de estado, y éste es
el trabajo acometido en este tercero, que sin duda es més denso. Los puntos
de interés del capitulo se resumen a continuacién:

1. Se consideran tanto los reguladores como los servomecanismos.

2. Ladiscusién se completa comparando los resultados obtenidos, al menos
parte de ellos, con la implementacién discreta que proporciona la pro-
gramaciéon dinamica.

3. Se considera una serie de condiciones de contorno, cada una de ellas
apropiada para circunstancias especificas.

4. Para llevar algo més alla el objeto del capitulo ( ampliar la funcién de
~ coste con un término cuadratico en el estado ) consideramos la funcién
de coste tiempo-energia.

5. Se considera la influencia en el control de la adiciéon de un término
de Mayer, pensando en aquellas implementaciones con requerimientos
estrictos sobre el estado final del sistema.

Respecto al trabajo computacional, hay que destacar:

1. Con condiciones de contorno estrictas, cuando disminuye el factor que
pondera el control, lo que conlleva valores mayores para éste, aumenta,
un intervalo de tiempo en el que el esfuerzo de control toma valores
muy pequefios, mientras que los mayores esfuerzos se concentran en
los extremos del intervalo. Esta tendencia se agudiza, acercandose al
control que se obtiene mediante programacién dindmica. Sin embargo,
el control continuo conduce bruscamente a oscilaciones crecientes del
sistema cerca del punto de consigna.

2. Cuando el tiempo final se deja libre, no asi el estado final, el control
6ptimo con funcién de coste LQR no puede conducir al sistema, como
se justifica al final de la seccidén 3.2. La discusién que aqui aparece
justifica el ensayo de una funcién de coste tiempo-energia con condicién
de Mayer. Los célculos y simulaciones de la seccién 3.4.1 conduce al
hecho significativo de que existe una relaciéon muy definida entre el
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tiempo en que se puede alcanzar el punto de consigna y el factor que
pondera el esfuerzo de control en la funcién de coste. La seccién 3.5
extiende la discusion de la 3.4.1 al caso del servocontrol.

3. El anélisis del servocontrol con funcién de coste LQR y condiciones de
contorno que dejan libres tanto el estado final como el tiempo en que
se alcanza demuestra que:

» La ecuacién diferencial de Ricatti no puede sustituirse por su ver-
sion algebraica.

» La norma de la matriz P y el esfuerzo de control u(t) varfan de
forma aproximadamente lineal.

= Kl error en el extremo del servo tiene un comportamiento muy
satisfactorio.

Capitulo cuarto. Este es el capitulo donde se introduce un acoplamiento
no lineal entre las masas. El planteamiento de las ecuaciones del movimiento
y la introduccién de variables de estado conduce a la ecuacién (4.5), que
resume la no linealidad en la aparicién de un vector dependiente del estado. El
primer problema de control que planteamos aqui es el del regulador de energia
minima con condiciones de contorno completas, y nuestro plan consiste en
encontrar un procedimiento iterativo que permita, a partir de la solucién para
el sistema lineal, encontrar tanto el estado como el control para el sistema
no lineal con la precisién que se desee. Es elocuente en este sentido la Figura
4.1, que demuestra la répida convergencia del método que se propone.

Podriamos preguntarnos si esta convergencia es debida a las particulares
condiciones de contorno que se han elegido, y esta es la razén por la que en
la seccién siguiente nos ocupamos de relajarlas parcialmente, dejando libre
el estado final pero obligatoriamente entonces introduciendo un término de
Mayer. Llegados a este punto, es importante darse cuenta de la extensibilidad
del método de aproximaciones sucesivas que acabamos de desarrollar, y asi el
capitulo termina con una discusién del regulador con dindmica no lineal y
funcién de coste LQR.

El otro punto significativo en el desarrollo de este capitulo es el estudio del
efecto de una perturbacién acimutal sobre el sistema que desea controlarse.
Formalmente, el sistema viene descrito por una ecuacién no homogénea, no
lineal, como la citada (4.5), con la diferencia de que ahora la matriz del sis-
tema A es una funcién del tiempo, invalidando la herramienta que hemos
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usado en el resto del trabajo. Por consiguiente se realiza en primer lugar
un estudio analitico que parte de las ecuaciones (4.55), (4.59) Y (4.60) y
en segundo la implementacién de los algoritmos computacionales que nos
conduzcan al control deseado. La Figura 4.4 representa el control que es pre-
ciso aplicar, pero la consecucién de esta grafica ha requerido el diseno de
un algoritmo basado en el método del gradiente pero con un paso variable
dinamicamente que se ha mostrado especialmente robusto, pues puede recu-
perarse de ciclos divergentes, autocorrigiéndose y conduciendo finalmente al
resultado deseado.

Capitulo quinto. En este capitulo se amplia el rango de aplicabilidad
del modelo estudiado en el capitulo tercero. En efecto, se trata de acoplar el
actuador a un dispositivo contenedor y estudiar el control que puede ejercerse
sobre el actuador cuando sobre el contenedor actian perturbaciones genéric-
as, que nosotros pronto particularizamos a dos posibles: entradas en escalén
y perturbaciones armoénicas de diferentes frecuencias. Los resultados que se
obtienen aqui son de aplicacién directa a los DMEM. Tras plantear las ecua-
ciones del movimiento e introducir las variables de estado, estudiamos las
funciones de coste tiempo-energia y LQR con distintas condiciones de con-
torno. Los dos puntos més interesantes en este capitulo son:

1. Laresolucién numérica de la condicién de contorno H(t)=0 para el regu-
lador con funcién de coste tiempo-energia, donde se vé la dependencia
acusada y peculiar entre el tiempo en que puede alcanzarse el punto de
consigna vy la frecuencia de la perturbacién que afecta al contenedor.

2. La discusiéon de cémo un campo de aceleracién que afecte tanto al
contenedor como al actuador no modifica formalmente el problema.

Capitulo sexto. Este capitulo se centra en los DMEM. Se hace una in-
troduccion detallada a estos dispositivos v se comparan con los dispositivos
convencionales antes de entrar en el trabajo analitico, que comienza por la
formulacion de las ecuaciones del movimiento. El plan que nos proponemos
a partir de aqui abarca este capitulo y el siguiente. Este tratars sobre aspec-
tos de la dindmica, especialmente de los puntos de equilibrio, que requieren
una larga discusién que dard paso después al andlisis del control por reali-
mentacion de estado. Siguiendo los resultados obtenidos en sistemas térmicos,
modelados a través de balances de materia y energia [77], as{ como en dis-
positivos electromecéanicos [78], se estudia las condiciones bajo las cuales es
de esperar comportamiento cadtico del sistema de masas acopladas, a través
del método de Melnikov, tinico que permite encontrar condiciones necesarias
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para la aparicién de caos. Se completa la exposicién con un anélisis, en la
seccién 6.9, de los valores numéricos propios de los DMEM.

Puesto que este capitulo trata esencialmente de la dindmica de los DMEM,
se ha completado con un estudio de la dindmica impulsiva. El método de la
funcién de transferencia permite encontrar la respuesta de sistemas de una
entrada y una salida ante entradas impulsivas, pero no puede extenderse
de forma natural para sistemas de muchas entradas y muchas salidas. La
dindmica analitica nos provee de las herramientas precisas para estudiar la
respuesta impulsiva del sistema. Son frecuentes discusiones sobre dinamica
impulsiva que se basan en estimaciones de las deformaciones y a partir de
ahi de las aceleraciones y los impulsos. Lo cierto es que la mecénica analitica
trata el problema de forma mucho més general y elegante, eliminando la
necesidad de hacer estimaciones. Estas ventajas se discuten en la seccién 6.10,
donde asimismo se presentan las ecuaciones basicas de la dindmica impulsiva,
aplicandolas finalmente a nuestro sistema y obteniendo como resultado un
sistema lineal de seis ecuaciones que relaciona las coordenadas y velocidades
generalizadas antes y después del impulso, cuando el movimiento es bidi-
mensional. Siendo como es esta seccidén una simple aplicacién, tiene un doble
interés. Primero, porque es extremadamente infrecuente en la bibliografia en-
contrar resueltos problemas de dindmica impulsiva; segundo, porque de esta
forma completamos nuestra visién sobre el sistema de masas acopladas.

Capitulo séptimo. Este capitulo puede considerarse la extensién del an-
terior, centrado en aspectos dindmicos, para tratar del control. Aqui se pro-
pone un esquema de control basado precisamente en que el sistema puede
alcanzar un régimen caético. La idea es sencilla: puesto que en el sistema
puede instaurarse un régimen caético, y puesto que una érbita cadtica cubre
densamente el espacio de fases, una estrategia posible consiste en simplemente
esperar a que el sistema quede lo suficientemente cerca del punto de consigna
y entonces aplicar un control que saque al sistema del régimen cadtico y lo
conduzca al estado final deseado con poco esfuerzo.

Consegnimos este propésito actuando completamente el sistema, pero no
queremos excluir el control subactuado, pues éste refleja bien la flexibilidad
bresente en sistemas reales, y por eso se termina este capitulo estudiando
el control subactuado con realimentacién integral. En nuestro deseo de es-
téblecel' la plataforma analitica para los DMEM, hemos tratado con masas,
distancias y velocidades correspondientes a sistemas microscépicos.
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Capitulo octavo. Termina este trabajo con una extensién del modelo
que se viene considerando a dos dimensiones. Esencialmente sélo se encon-
trard aqui un punto de interés, y es la formulacién explicita del modelo que
se hace en la primera seccién. La segunda seccién usa éste para calcular
el servocontrol. Es evidente que podrian reproducirse todos los cdlculos de
capitulos anteriores con el nuevo modelo. Queda pues este capitulo como in-
dicando una posible via de expansién para el futuro, si decidiésemos tomar
como objeto de estudio alguna de las implementaciones de sistemas MEM
que las empresas punteros en este campo barajan en este momento.

Apéndices. Finalmente, y tras el capitulo de conclusiones, nos ha parecido
oportuna la inclusion de unos pocos apéndices. El primero pone a los DMEM
en su contexto respecto a los medios de almacenamiento a los que pretende
sustituir o al menos servir de alternativa, y para ello desarrolla a modo de
pequeno ensayo su historia durante el Gltimo siglo, completandolo con unas
breves resenas sobre otras tecnologias emergentes, como el almacenamiento
hologréfico o de resolucién atdémica.

Dos apéndices adicionales tratan sobre las ecuaciones bésicas del con-
trol éptimo y la mecédnica analitica. Hemos buscado en ellos concisién y
generalidad, como cuadra a las pocas paginas de un apéndice. El ltimo
apéndice estd dedicado a deducir las ecuaciones mds generales de un sistema,
de dos masas acopladas que puede moverse en tres dimensiones. De hecho,
demostramos como las ecuaciones que hemos usado son casos particulares de
éstas mas generales.

1.4. Aportaciones novedosas

Sin perjuicio de los puntos que se han presentado en la seccién anterior
como relevantes para cada capitulo, ni de la exposicién mas detallada que se
encuentra en la presente memoria de dichos capitulos, quisiéramos destacar
unas pocas aportaciones relevantes y novedosas de esta tesis, que pueden
calificarse asi tras la correspondiente revision bibliografica y con la relativa
reserva sobre los limites hasta donde nos es dado conocer sobre un tema que
se encuentra disperso en una variedad de campos.

1. Demostracién de la imposibilidad de que un control bang-bang conduz-
ca al sistema que consideramos hasta el punto de consigna.
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2. Desarrollo de algoritmos iterativos para encontrar la evolucién temporal
y el control necesario para distintas condiciones de contorno cuando
existe acoplamiento no lineal entre las masas.

3. Desarrollo de un algoritmo robusto derivado del método del gradiente
para encontrar el control éptimo para un sistema no lineal. Este algo-
ritmo puede de hecho recuperarse de ciclos divergentes, conduciendo al
resultado deseado.

4. Anaélisis e implementacién de un algoritmo de control que aprovecha la
aparicién de caos en el sistema, y que constituye una ampliacién respec-
to a los resultados obtenidos en los trabajos [77] y [78] anteriormente
resenados.
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Capitulo 2

Modelo fisico para el actuador

2.1.  El modelo fisico

En [6] puede encontrarse una descripcién del disefio propuesto por la
Carnegie Mellon University, y un anélisis del modelo propuesto por la Uni-
vesity of California Santa Cruz. Este Ultimo es un modelo sencillo monodi-
mensional que incluye la fuerza de control, la fuerza eldstica restauradora
y el rozamiento. No obstante, éste es un modelo para una sola masa. En
este trabajo, nosotros hemos considerado el problema méas general del con-
trol a través de un actuador flexible, que hemos modelado mediante dos
masas unidas por un resorte amortiguado. Realizaremos un estudio particu-
lar tanto del regulador como del servomecanismo que use un actuador flexible
monodimensional constituido por dos y por tres masas acopladas, tanto con
acoplamiento lineal como con acoplamiento no lineal. También presentaremos
un modelo bidimensional servoactuado.

Los modelos que se propondréan aqui son modelos dindmicos obtenidos a
partir de consideraciones fisicas sobre idealizaciones de DMEM. Sin embargo,
es breciso indicar que otros investigadores, véase [18] han seguido un camino
Inverso: modelando mediante elementos finitos uno de estos dispositivos y
efectuando simulaciones de las cuales extraer los parametros que permitan

ajustar los datos a modelos dindmicos mucho més sencillos, como los que
propongo aqui.

Por otra, parte, los modelos que aqui se propondran tratan del aspecto
buramente mecanico del problema. Existe en marcha sin embargo una linea
de investigacion sobre el modelado del acoplamiento entre las partes mecénica
Yy electrénica de DMEM, como se discute por ejemplo en [19].

23

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d’Alacant.



Modelado y control de masas acopladas. Aplicacién a dispositivos de almacenamiento micro-electromecanicos. Francisco Javier Gil Chica

24 CAPITULO 2. MODELO FISICO PARA EL ACTUADOR

2.2. FEl porqué del control 6ptimo

Como se ha indicado arriba, los DMEM de almacenamiento estdn en los
inicios de su andadura, por lo que existen multitud de pardmetros abiertos.
Es de suponer que desde la meseta actual, y conducido por consideraciones
de todo tipo, incluidas las econdmicas, el disefio se ramifique tratando de
producir dispositivos adaptados a usos particulares.

Autonomia, precision, coste, respuesta dindmica y resistencia a las per-
turbaciones externas son algunos factores que incidirdan directamente en el
disenno. El control éptimo es la herramienta que permite formalizar estos
objetivos de diseno mediante la eleccién de la adecuada funcién de coste
y condiciones de contorno, véase [3]. Otra ventaja consiste en la adopcién
de una notacién matricial compacta, apta tanto para sistemas monodimen-
sionales como el descrito en [7] como para sistemas bidimensionales como
la arquitectura propuesta por CMU y, en general, para sistemas tanto SISO
como MIMO !. Desde el punto de vista practico, esta formulacién matricial
de los problemas de control 6ptimo se beneficia de la existencia de software
de calculo numérico y de control de contrastada eficacia, como Octave 2.

En definitiva, el presente trabajo no se ocupa de la resolucién de un dnico
problema de control, formulado mediante la técnica del control éptimo, sino
que utiliza ésta para plantear y resolver un conjunto de problemas, cada uno
de los cuales incide en unas especiales caracteristicas de diseno.

Asi, en referencia al modelo simple de actuador formado por dos masas
unidas por un elemento eldstico y un disipador, si se considera preponderante
el coste se ha de estudiar el control bang-bang, méas facil de implementar. Si
se considera primordial el consumo energético del dispositivo, lo que mejo-
rara la autonomia del sistema completo, serd preciso considerar el control con
funcién de coste energia, lo que efectivamente se hace tanto con dindmica li-
neal como con dinédmica no lineal. Si se busca un balance entre la autonomia
y la rapidez de respuesta, una funcién de coste que pondere el tiempo y la
energia consumida ha de ser estudiada. Cuando se desea una ponderacion
entre respuesta adecuada y consumo energético suele considerarse una fun-
cién de coste LQR, que aqui se considera tanto con dindmica lineal como con
dindmica no lineal.

'En el apéndice B se presentan los resultados fundamentales del control éptimo, tal y
como, con algo més de extensién se encuentran en [3] y [49], entre otros
2Versién libre del conocido programa Matlab
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En cuanto al servomecanismo para el mismo sistema al que nos estamos re-
firiendo, consideramos una funcién de coste energia-tiempo con ponderacién
del estado final y un servo con funcién de coste LQR.

Ademads, es preciso considerar distintas combinaciones de condiciones de
contorno, segun el grado de laxitud permitido para el estado final y el tiempo
en que se alcanza.

En cuanto al actuador conectado a un sistema fisico que lo contiene, lo
modelamos como un conjunto de tres masas. La primera, a la que en el texto
nos referiremos como my, representa el dispositivo contenedor, y se encuentra
unida por un elemento eldstico y un elemento disipativo a la masa my, sobre la
que se efectia el esfuerzo de control, y a su vez ésta iltima se haya unida por
otro elemento eldstico y un segundo disipador a una masa ms, cuya posicion y
velocidad son las que se quieren controlar. En las secciones correspondientes
consideramos el disefio del regulador con funcién de coste energia-tiempo,
adecuado cuando es preponderante la relacién autonomia/prestaciones, el
regulador con funcién de coste energia-tiempo, bajo las mismas considera-
ciones pero con un término de Mayer que incremente la precisién del estado
final, y finalmente la funcién de coste LQR, con la que suele alcanzarse un
buen compromiso.

Respecto al modelo bidimensional, tratamos directamente el problema més
general del servomecanismo con funcién de coste LQR.

En definitiva, en este trabajo se consideran una veintena de problemas, sen-
tando las bases de disefio para una variedad de requerimientos: autonomia,
velocidad de respuesta, precisién, coste. Evidentemente, una exploracién ex-
haustiva con media docena de funciones de coste distintas, cuatro conjuntos
de condiciones de contorno y al menos tres modelos lineales y dos no lineales,
mas las perturbaciones que pueden sufrir todos ellos, esté fuera de lugar. En
efecto, el disefio primero puede ramificarse, pero por imperativo econémico
no se consolidaran mas que unas pocas opciones. Por tanto, hay que tomar
esta investigacién como una aproximacién razonable al modelado y control de
los DMEM, a la espera de nuevos elementos de juicio que permitan dirigir con
precisiéon el esfuerzo de modelado y disenio de estos sistemas. Pero ademas,
como queda dicho arriba, los modelos que aqui presentamos son adecuados
para muchos sistemas, no necesariamente dispositivos MEMS, por lo que no
parece necesario cefiirse a estos tltimos.
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Una 1dltima consideracién es pertinente, y es que este trabajo se centra en
una de las fases del proceso completo del disefio de un sistema de control, a
sabiendas de que consideraciones ajenas a esta fase tienen en ella influencia.
Por ejemplo, la ingenieria de produccién puede introducir restricciones so-
bre los actuadores y la electrénica de control. El sistema de proteccién ante
golpes y vibraciones de los dispositivos que contengan DMEM puede también
condicionar fuertemente esta fase de diseno.

En la Tabla 9.1 presentamos un resumen de la familia de problemas que
vamos a tratar a lo largo de esta tesis. A ella nos remitimos para presentar el
plan que nos disponemos a desarrollar; plan que si no exhaustivo si conside-
ramos como una plataforma sélida desde donde, segin las circunstancias, los
sistemas a considerar y las consideraciones de disefio y operacién pertinentes,
orientar futuros esfuerzos.

2.3. Modelo y ecuaciones basicas

Consideraremos un modelo monodimensional, donde el actuador se mueve
a lo largo del eje y. Introducimos la flexibilidad dividiendo el actuador en dos
masas m, y my separadas mediante un muelle de constante eldstica k& y un
amortiguador de constante 3. En el equilibrio, las dos masas se encuentran a
una distancia L. Despreciaremos el rozamiento que se produce al desplazarse
ambas masas y consideraremos sélo el efecto del amortiguador, que introduce
una fuerza proporcional a la diferencia de velocidades entre m; y my. El
actuador se opera aplicando a m; una fuerza u dirigida a lo largo del eje v.
La masa m; se mueve por la accién indirecta del muelle y el amortiguador,
y por tanto nuestro sistema es subactuado. Si y; e yo son las coordenadas de
my y mg, la energia cinética, la energia potencial y la funcién de Rayleigh
vienen dadas por

1
T = 1mlyf + =maya (2.1)
2 2
1 9
U= §k(y2 -y = L) (2.2)
1 .. . \2
F= 55(3}2 — 1) (2.3)
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% |
o : Y
| T T
; M| I I
I y, !
|
L 2 |
Figura 2.1 Sistema de dos masas acopladas.
Como coordenadas generalizadas, tomaremos
@1 = N
@ = yp—yi—L (2.4)
Sustituyendo:
15 1 : N9
T= omadi + §m2(91 + G2) (2.5)
L 9
1.5
F= 2 B (2.7)

Las ecuaciones del movimiento se siguen de (C.39), considerando que,
ademds de fuerzas que derivan de un potencial, existen otras que no:
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d <8L) oL o _ (2.8)

@\di)  dq " Fq

donde @) es la fuerza generalizada correspondiente a la coordenada gene-
ralizada g. Obtenemos:

(ma + me)di + medo = u
ma(Go + 1) + kga + Bg2 = 0 (2.9)

Introduzcamos las variables de estado siguientes:

I = qQ1
To = G
I3 = Q2
Ty = (o (2.10)

con lo que (2.9) puede sustituirse por

01 0 0 0
= O 0 k/ml ﬁ/ml _ 1/m1 _ _
=10 0 0 1 T+ 0 = AZ+ bu
0 0 —Mk/mlmg —Mﬂ/mlmg —1/77’1,1
(2.11)

donde M = m; +ms. Introduciendo las cantidades p = k/my, ¢ = 8/my y
r = M/mg, la matriz A puede ponerse como

01 0 0
00 p q

A= 00 0 1 | (2.12)
0 0 —rp —rgq

A partir de aqui, es posible calcular la matriz de transicién de estados. En
primer lugar, veamos que
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1/s 1/s*  p/sA (p+gs)/s*A
| 0 s wA (prasf
(I=A)7 =1 o 0 (gr+s/8 1A

0 0O —pr/A s/A

donde

A =3s?+4qrs-+pr

Llamemos ' = qr y k' = pr, y escribamos:

A=+ f0s+k =(s+0/2%+ (K - 5%/4)

Nos limitaremos al caso subamortiguado. Es decir, al caso en que

K —p/4>0

o lo que es igual

1 Mp?
21 p
4m1m2

29

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

Buscamos la matriz de transicién de estados, que es la transformada inversa
de Laplace de (sI—A)~'. En el cdlculo de esta transformada inversa aparecen

términos de las formas:

Cils) = 5%
Ca(s) =
Cls) =
Cils) = %
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Sillamamos vy = §'/2yw* = k' - 2 /4, las correspondientes transformadas
inversas para las funciones C;(s) vienen dadas por

Cu(t) = %1— (t - i—) + ]%04(75) + -é— <§kj - 1) Cy(t) (2.22)
Colt) = ki (1 ~ e cos(wt) — Lo sen(wt)) (2.23)

Cy(t) = é (e sen(wt)) (2.24)

Calt) = e (cos(wt) - %sen(wt)) (2.25)

Y ahora pueden escribirse explicitamente las componentes de la matriz de
transicién de estados:

At
ey, = 1
At

ety = pCa(t)

et = pCi(t) + qCy(t)
At

e = 0
At _
e = 1

ey = pCs(t)
et = pCa(t) + qCs(t)

At _
ey = 0
At _

I

e?‘fgt grCs(t) + Cy(t)
Eny Cs(t)

t

ept = 0

est = 0

eft = —prCs(t) ‘

esl = Cu(t) (2.26)

De la misma forma, seré preciso tener en cuenta la matriz
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0 0 0 0
7| -1 0 00

AT=1 —p 0 rp (2.27)
0 —¢ 1 rq

1
1
Dyls) = — (2.30)
3l8) = A :
8
D4(8) = Z (2.31)
donde ahora
A=g?—qgrs+pr=(s— /2% +(k —p7/4) (2.32)
En funcién de la constantes
a = 2y/(¥* +w?)?
b = 1/(v* +w?)
c = —q
d = 47/ +uw?)?=1/( +w?) (2.33)

las correspondientes transformadas inversas D;(t) son:

d
Di(t)y=a+bt+c (e”t cos(wt) + %e"t sen(wt)) + aeyt sen(wt)  (2.34)

1 g 2
Da(t) = (1 ~ e £) + L sen(wt " sen (wt ) 2.35
2(1) SR e (cos(wt) + » sen(wt) + - e" sen(wt) ( )
1 1
Ds4(t) = ;e” sen(wt) (2.36)
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Dy(t) = € cos(wt) + %e”’t sen(wt) (2.37)

Ahora podemos escribir explicitamente los elementos de la matriz de tran-
sicién para —AT:

eiATt
el—zATt
e;gATt
6;4ATt
eé—lATt = -t
et = 1
62—3ATt _ O
62"4ATt = 0

e:;lATt = pDy(t)

652ATt = —pDs(t)

exf = Da(t) = qrDs(?)

AT
634A b= prDs(t)

o OO =

et = —pDi(t) + qDo(t)

et = pDa(t) — qDs(t)

€Z3ATt = —Ds(t)

A = Dy (2.38)

2.4. Regulador de energia minima

Consideraremos el control éptimo de energia minima y tiempo fijo. El
objetivo es conducir al sistema desde un vector de estado inicial al origen en
un tiempo fijo y con un gasto minimo de energia. La funcién Hamiltoniana
para este problema, tal y como se define en (B.5) es

H=1u*+p"(AZ + bu) (2.39)

y las ecuaciones del control, como es sabido y se recoge en (B.9) y (B.8)
son:
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OH _g—ou+ b'p (2.40)
ou

OH
p=——=—A'p 2.41
P= "5z P (2.41)
De (2.40)
w=—=5p (2.42)
2

y de (2.41)

pt) = e*"'p(0) (2.43)

Pero de la dindmica del sistema

Z(t) = ez (0) — % [ /0 t 6A(t_T)Bl_)T€_ATTdT] 7(0) (2.44)

Llamando E(t) a la matriz entre corchetes, y particularizando (2.44) para
tli

p(0) = —2BE () [#(t1) — eA12(0)] (2.45)
de donde

ult) = 5Te AR () [T (t) — A 7(0)] (2.46)

2.5. Simulaciones y discusion

Consideremos el control necesario para conducir al sistema desde el estado

(2.47)
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hasta
0
_ 0
z(1)= | 4 (2.48)
0

donde las constantes fisicas del problema se han elegido como m; = mg =
1 Kg, k =100 N/m, § = 2 Ns/my L = 1 m. Efectuando una integracién
numeérica que proporcione los elementos de la matriz E(t;) y su inversa obte-

nemos:
54,8660 —28,5276 —86,0751 —14,3930
-1 | 26,3008 —9,5155 —25,0317 —4,6402
E7(h) = 23,0136 —11,6523 27,3983 —21,4089 (2.49)
12,0240  —4,0136 54011  —1,9289
v a partir de aqui
u(t) = 26,3008 — 54,8660t + 54,8660(p Dy (t) — ¢D2(¥))
+26,3008(¢Ds(t) — pDa(t))
+23,0136D5(t) — 12,0240D,(t) (2.50)

En las Figuras 2.2-2.5 no se representan los valores para las variables de
estado, sino para las coordenadas y; e y2 y sus correspondientes velocidades.
Las dos primeras representan la posiciéon y velocidad de my, y las dos si-
guientes la posicion y velocidad de myq. La Figura 2.6 representa el control u(t)
y finalmente mostramos la integral para el cuadrado de la energia en funcién
de la constante eldstica, en la Figura 2.7. Interesa comparar las Figuras 2.2
y 2.4, que representan los desplazamientos de m; y mo. Vemos como mo
tiene una primera fase de aceleracién y una ultima fase de deceleracion,
mientras que durante la mayor parte del tiempo se mueve con velocidad casi
constante. Las oscilaciones inevitables son absorbidas mayormente por m;.
La Figura 2.6, que representa el esfuerzo de control, demuestra como éste
es positivo durante la primera mitad del recorrido, y negativo en la segunda
parte. Bésicamente pués el control acelera al sistema durante la primera
nmitad del intervalo de simulacidn, y lo frena durante la segunda parte. Fste
es el mismo comportamiento cualitativo que el que se obtiene si se resuelve
el problema de la regulacién de energia minima de una sola masa, que es
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una funcién lineal que se anula justo en el punto medio del intervalo. Pero
sobre este mismo comportamiento cualitativo, encontramos légicamente las
correcciones necesarias para conseguir que la velocidad de ms se anule a la
distancia de consigna, como puede verse en la Figura 2.5. También merece
comentario la Figura 2.7, donde se representa el esfuerzo de control necesario
en funcién de la constante eldstica k. Como puede verse, la dependencia del
control con este pardmetro es muy acusada, y crece bruscamente cuando
k se hace pequena. La razdn es obvia: cuando k es muy pequeina la tnica
forma de ejercer control sobre my es a través del término de Rayleigh, que
depende de las velocidades relativas; entonces, es preciso un esfuerzo extra
de aceleracién sobre my para alcanzar el punto de consigna, en donde debe
respetarse la distancia L de equilibrio entre my y ms.

2.6. Control Bang-Bang

A la vista del grafico u(t), Figura 2.6, y a tenor de la discusién del mismo
en la seccién 2.5, podria pensarse en la implementacién de un control bang-
bang. Puesto que el control es positivo durante la primera mitad del tiempo y
negativo durante la segunda, parece razonable buscar la regulacion mediante
la aplicacién de un control constante y positivo v durante la primera mitad
del tiempo y de un control —u; durante la segunda mitad. Sin embargo, de-
mostraremos la imposibilidad de realizar un regulador éptimo que conduzca
al sistema al estado final Z(¢;) = 0. Para ello, demostraremos que no es posi-
ble conducir al sistema, bajo ningtn criterio de optimalidad, hasta el estado
final deseado. Sea un instante 0 <= ¢ <= t;. Durante el intervalo (0,0)
apliquemos el control constante uy, y durante (o, ;) el control —u;. Sabemos

que
(o) = e z2(0) + uy /OU e bdr (2.51)
y que
2(1) = A0 I3(0) ;[ 1T Aoy (2.52)
Llamando
E(zx) = /Om eAE=pdr (2.53)
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0 . . - :
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g
g -0.61 1
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~0.9f J
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Figura 2.2 Posicién de m; en funcién del tiempo.
my = My = 1Kg,]€: 100,ﬁ: 2.

1.61 b
1.4} |

1.2} ' 1

0.6 1

Velocidad (metros/segundo)

0.4 1

0 200 400 600 800 1000
Tiempo (milisegundos)

Figura 2.3 Velocidad de m; en funcidn del tiempo.
m1 =mo = 1Kg; k= 100; 8 = 2.
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1.4 T T T T

Desplazamiento {metros)

0 200 400 600 800 1000
Tiempo (milisegundos)

Figura 2.4 Posicién de ms en funcién del tiempo.
m1 =meo = 1Kg; k = 100; 6 = 2.

Velocidad (metros/segundo)

0 200 400 600 800 1000
Tiempo (milisegundos)

Figura 2.5 Velocidad de my en funcién del tiempo.
my =mg = 1Kg; k= 100; 6 = 2.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d’Alacant.



Modelado y control de masas acopladas. Aplicacion a dispositivos de almacenamiento micro-electromecanicos. Francisco Javier Gil Chica

38 CAPITULO 2. MODELO FISICO PARA EL ACTUADOR

10

Fuerza (Newtons)
(=]

-5

-10

-1 : ' . .
5O 200 400 600 800 1000

Tiempo (milisegundos)

Figura 2.6 Esfuerzo de control en funcién del tiempo.

x 10

0.5 1

Integral en [0,1] del control (Newtons*segundo)

0 i 1 L
0 50 100 150 200
Constante k (Newtons/metro)

Figura 2.7 fol u?(t)dt para un rango de k.
m; =me = 1Kg; 8 = 2.
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y sustituyendo (2.51) en (2.52) tenemos:
(1) = A1 E(0) + uy [eA(tl—U)E(O') ~ E(t; - a)] (2.54)

que podemos escribir abreviadamente como

Z(ty) = a +w (o) (2.55)

Ahora, la pregunta es si existe una pareja (u1,0) que hace [[Z(¢1)|| = 0.
Para que se cumpla esta condicidn, es preciso que

a? + 2ui(a.B(o)) +uif*(o) =0 (2.56)

Se comprueba inmediatamente que el discriminante de esta ecuacién de
segundo grado es mayor o igual que cero sélo si

(a.0(0))? >= a*B*(0) (2.57)
Ahora bien, para cualquier valor de o,
(@.8(0))* <= a*B*(o) (2.58)

Lo cual demuestra la imposibilidad de, dado un o, encontrar el u;(o) que
conduce al sistema, al estado final deseado. Pero, jcuanto es posible acercarse
al estado final deseado?. Para investigar este punto, escribamos explicita~
mente (2.54) en la forma

o _ t1~0 _
T(ty) = eAMz(0) + u/ A= pdr — u/ U A==y (2.59)
0 0

con los cambios de variable n = t; —7 en la primera integral, yn = t; —o—71
en la segunda, podemos escribir:

t1—0 _ 151 _
F(ty) = A1 E(0) — u [ / ATbdn — / eA”bdn] (2.60)
0 t1—0o

y finalmente, efectuando las integrales

() = A 3(0) — uA ™ [2e40 77 — A 1D (2.61)
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La gréfica (2.7) muestra la norma de Z(¢;) en funcién de o para u = 2,0N.
Puede comprobarse como se alcanza un estado muy proximo al deseado, y
como el tiempo de conmutacién o se encuentra, para t; = 2,0s, ligeramente
después de t = 1,0s. Hay que sefnalar también que el célculo se ha realizado
perturbando ligeramente la matriz A, que es singular, sustituyéndola por

0

A=A+ (2.62)

OO OO
oo OO
OO OO

0
0
€

donde € es una cantidad pequefia. A’ no es singular, y existe un limite para,
Z(t1) cuando € — 0.

Norma del estado final

00 . 50 100 150 200
Tiempo (segundos*0.01)

Figura 2.8 ||Z(¢1,0)|| en funcién de o, el instante en que conmuta el
control.
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Capitulo 3

Regulacion y servocontrol

3.1. Tiempo y estado final fijos

En este apartado y sucesivos se estudia el modelo monodimensional repre-
sentado en la Figura 2.1 cuando se desea controlarlo optimizando diversas
funciones de coste y usando distintas condiciones de contorno.

Consideremos la Hamiltoniana
H =z"QzZ + au® + p* (AZ + bu) (3.1)

donde la constante o pondera el esfuerzo de control y la matriz Q la
separacion entre el estado y el origen.
Sabemos, como se muestra en (B.9) y (B.8), que

9" _ )~ 90 + 7P (3.2)
ou

Y que

OH

que junto con la dindmica del sistema puede formar un estado ampliado

de dindmica lineal:
. N—— z
HE NN o

41

&1
=3
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que en forma abreviada escribimos como

§=F¢ (3.5)
de solucién conocida
E(t) = eT'E(0) (3.6)

Puesto que Z y p tienen la misma dimensién, dividimos la matriz de tran-
sicién en cuatro submatrices cuadradas iguales, y en notacién obvia:

z(t) = "12(0) + e15p(0)
t) = eFt21£(0)+eFt22ﬁ(0) (37)

3
—~

Particularizando para t = t;, y conocido el estado final, que es el vector
nulo, se encuentra de la primera de (3.7) que

p(0) = — (eFtl 12>_1 eF1,7(0) (3.8)
y sustituyendo (3.8) en la segunda de (3.7)
p(t) = [eth Py (Fyg) eFtln} #(0) (3.9)
y finalmente, de (3.2) y (3.9):

1 - —
U = —'—bT |:€Ft21 - 6Ft22 <€Ft1 12) ' €Ft111] 53(0) (310)

Nétese que hemos obtenido un control en lazo abierto, pero que nada impi-
de en la primera de (3.7) tomar p(0) en funcién de Z(t) y obtener asi p(Z(t))
y por tanto el control en lazo cerrado.

Hemos representado el control para tres valores distintos de «, en las Fi-
guras (3.1)-(3.3) y como puede apreciarse es bastante insensible respecto a
este pardmetro. Asi, la primera grafica estd calculada con a = 10, es decir,
penalizando relativamente mucho la energia consumida. La segunda gréfica
se calcula con a = 1, y finalmente la tercera con « = 0,01.
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30 T T T

Fuerza (Newtons)

0 200 400 600 800 1000
Tiempo (milisegundos)

Figura 3.1 Esfuerzo de control cuando a = 10. Pardmetros:
my =mg = 1Kg; k =25 N/m; f = 2Ns/m; Q=I

Fuerza (Newtons)

0 200 400 600 800 1000
Tiempo (milisegundos)

Figura 3.2 Esfuerzo de control cuando o = 1. Parametros:
my =mq = 1 Kg; k= 25N/m; 8 = 2Ns/m; Q=1
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Fuerza (Newtons)

0 200 400 600 800 1000
Tiempo (milisegundos)

Figura 3.3 Esfuerzo de control cuando o = 0,01. Parametros:
my = my = 1Kg; k =25N/m; 8 = 2Ns/m; Q=1

Es interesante estudiar el efecto de valores decrecientes de « en el control.
Cualitativamente, valores menores de este pardmetro en la funcién de coste
autorizan esfuerzos de control mas elevados. Pero a medida que el esfuerzo de
control se hace en términos absolutos mas grande, ocurre que se incremen-
ta el intervalo donde el control es practicamente nulo. Este efecto se pone
de manifiesto de forma maés clara cuando el sistema es rigido. Por ejemplo,
las gréficas (3.4)-(3.5) corresponde a m; = mg = 0,4 Kg, k = 2500N/m y
a = 0,0040 para la primera y o = 0,0036 para la segunda. La explicaciéon
fisica es sencilla: el sistema ha de ser empujado durante la primera fase y
frenado durante la segunda, y si el control es suficientemente intenso en la
primera parte del recorrido el sistema puede desplazarse por mera inercia
durante parte del mismo, antes de ser frenado. Ahora bien, observamos una
amplitud creciente en las oscilaciones del ltimo tramo del recorrido a me-
dida que « decrece. Aparentemente, la accién de control excita al sistema, y
cuando la frecuencia de esta excitacion es suficientemente alta se aproxima
a la frecuencia natural de oscilacién de las masas acopladas. La resonancia
conduce a desplazamientos mayores de los deseados, que han de compensarse
con esfuerzos de control mayores, y asi sucesivamente.
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Figura 3.4 Esfuerzo de control cuando o = 0,0040. Parametros:
my = mg = 0,4Kg; k = 2500 N/m; § = 2 Ns/m; Q=I
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Figura 3.5 Esfuerzo de control cuando o = 0,0036. Parametros:
my =my = 0,4Kg; k = 2500 N/m; 8 = 2Ns/m; Q=I
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3.2. Tiempo libre y estado final fijo

Junto con (3.2) y (3.3) ahora tenemos, tal y como se muestra en (B.11)
H(t)) =0 (3.11)

Pero Z(t;) = 0, de manera que (3.11) conduce a p(t;) = 0. Esto a su vez im-
plica que el determinante de la matriz de coeficientes en (3.7) ha de ser nulo,
lo que constituye una ecuacién en ¢;. Ahora bien, esta ecuacién estd numeéri-
camente extremadamente mal condicionada, puesto que el determinante se
hace menor que 107% en pocas centésimas, del orden de 107% al cabo de
sélo dos segundos y del orden de 107% al cabo de diez segundos, vy continta
bajando mondétonamente hasta el limite en que el computador puede repre-
sentar ntimeros distintos de cero, que se alcanza al cabo de unos 70 segundos.
Interpretamos que el objetivo del control de acuerdo con la funcién de coste
elegida no puede alcanzarse con estas condiciones de contorno en tiempo fini-
to. La razén de este eomportamiento es que independientemente del valor de
o, puede alcanzarse un estado en el cual el término 77 QZ sea despreciable
frente al término que pondera el gasto energético. Entonces, puesto que el
tiempo final queda libre, la optimizacién del coste se consigue reduciendo
el esfuerzo de control. Expresado en términos llanos: la mejor forma de no
consumir energia consiste en no producir movimiento, puesto que se dispone
de un tiempo ilimitado para alcanzar el punto de consigna.

i, Coémo podemos interpretar fisicamente este resultado 7. Si la funcién de
coste no penaliza directamente el tiempo que el sistema permanece alejado
del punto de consigna, puede suceder que la optimizacién de la funcién de
coste se base en el ahorro energético. Asi, el sistema comienza a moverse
hacia el punto de consigna, pero cuando la norma del vector de estado es
suficientemente pequenia, el término cuadratico en el estado es menor que el
término energético, por lo que se reduce el esfuerzo de control y se llega a
que el sistema evoluciona muy lentamente hacia el punto de consigna, lo que
explica que no se encuentre un ¢; que haga nulo el determinante de la matriz
de coeficientes de (3.7), sino valores mondétonamente decrecientes con t, pero
sin llegar a hacerse cero. ‘

3.3. Tiempo fijo y estado final libre

Las mismas ecuaciones bésicas conducen a (3.7), con la condicién de con-
torno (B.10)
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ﬁ(tl) — (_) = €Ft121§3(0) + eFtlggﬁ(O) (312)

de donde obtenemos p(0) en funcién de Z(0) y por tanto Z(t) en funcién de
z(0), que podemos particularizar para t; y obtener el estado final. Por otra
parte, conocido p(t) tenemos el control:

1 NN E

-1
€Ft21 - €Ft22 (6Ft122) 6Ft121] «'E(O) (3'13)

Ahora bien, nétese como el control obtenido en este caso es intrinsecamente
en lazo abierto. Una vez fijado p(t;) = 0, la segunda de (3.7) determina a
P(0) en funcién del estado inicial, y por tanto el estado en funcién sélo del
estado inicial.

3.4. Tiempo y estado final libres
Es facil comprobar como, con la funcién de coste que estamos considerando,
i
J= [ (37Qz + ov?) (3.14)
0

en este caso recaemos en situaciones anteriores. En particular, vemos que
con condiciones de contorno

H(t) = 0 (3.15)

obtenemos la condicién Z(t;) = 0. Esto es asi incluso ampliando la fun-
cién de coste con un término de Mayer (nomenclatura que se introduce en
la primera seccién del Apéndice B; el término de Mayer pondera explicita-
mente el estado final del sistema mediante una matriz M que tiene el mismo
significado que la matriz Q):

¢ =" (t,)MZ (L) (3.16)
En este caso,

p(t) = 2Maz(1,) (3.17)
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que sustituida en la segunda de (3.15) conduce a

1 - -
T (t) |Q + &—MTbbTM +2MTA — EMTbbTM} Z(ty) =0 (3.18)

y recaemos en Z(ty) = 0, ya que, en general, la matriz entre corchetes es
distinta de cero.

3.4.1. Coste tiempo-energia con término de Mayer

La discusién anterior, y en particular los razonamientos que cierran la
seccidn 3.2, motiva el ensayo de una funcién de coste de la forma

7= Y1+ au)dt + 77 (4) M) (3.19)

con tiempo y estado final libres. Aqui el término de Mayer es esencial,
puesto que de estar ausente, el problema de control carece de sentido: con-
sumir la minima cantidad de energia sin importar el estado ni el tiempo que
se emplee. En estas circunstancias, la solucién 6ptima consiste en no realizar
esfuerzo de control alguno. De ahi la necesidad de ponderar de alguna forma
el estado final. El mismo efecto correctivo se puede conseguir ponderando el
tiempo total durante el que se realiza la accién de control, y por eso, en la
funcién de coste propuesta, se incluyen ambos. La Hamiltoniana es

H =14 au®+p" (Ai: + Bu) (3.20)

y las ecuaciones bésicas del control (B.9) y (B.8) tienen las soluciones
obvias:

U = —2-10257”;5 (3.21)
B(t) = e A"5(0) (3.22)

con condiciones de contorno

pt)) = 2Mi(t)
H(t) = 14 aud(t) + 77 (#) [Aj(tl)JrBu(tl)]:Q (3.23)
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Sustituyendo la primera de (3.23) en la segunda y teniendo asimismo en
cuenta (3.21), tras una pequefia manipulacién encontramos:

14+ (1) [ (é - 2) MTETM + QMTAJ #(t) =0 (3.24)

Pero al mismo tiempo,

t1 __
) = A 7(0) — 51— [ / eA(“_T)bbTe_ATTdT] 50)  (3.25)
(84 0

Escribiendo 5(0) en funcién de p(t1) de acuerdo con (3.22) y sustituyendo
éste de acuerdo con la primera de (3.23) obtenemos una ecuacién en Z(t;),
de forma que

Z(t)) = F7'(t))e? z2(0) (3.26)
donde
F(t;) =1— éE(tl) (e"AT“>_1 M (3.27)
y
E(t) = /0 AT AT (3.28)

Sustituyendo en H(t;) = 0 obtenemos una ecuacién escalar en ¢,
1+ z7(0)Jz(0) =0 (3.29)

con

I= (M) (B ) G - 2) MTBM + 2MTA| FL(5)eA  (3.30)

La Tabla (3.1) da idea de la forma en que ¢; depende de o. Hemos elegido
M = nl y damos algunos valores de t; para distintos « y dos valores de
n. Por su parte, la gréfica (3.6) representa el primer miembro de (3.29) en
funcién de ¢.
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Tabla 3.1: ¢; para distintos o y n

a=06 08 1.0

n=20 2.649 4.146 4.990

n =100 3.536 4.986 5.950

0 20 40 60 80 100 120
Tiempo (segundos*0.05)

Figura 3.6 H(t) en unidades de 0.05 segundos. Pardmetros:
t=10,5];m; =my =1Kg;a = 0,8; 6 =2Ns/m; k = 25 N/m; M=201

Una vez conocido t; obtenemos Z(t1) de (3.26) y de aqui de la primera
de (3.23) p(t1) y por tanto p(0) y p(t). Finalmente, conocido éste dltimo
obtenemos el control u(t) de (3.21).

Una mejor aproximacién al origen se obtiene obviamente cuando la norma
de M es mayor, puestc que comparativamente pequenas desviaciones del
estado final respecto al punto de consigna tienen mayor influencia sobre la
funcién de coste. Por ejemplo, con M = 5001 se obtiene, para a = 0,8,
t; = 5,2 y un estado final
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0,0006
= __ | 0,0046

21 = | 00003 (3.31)
0,0023

con una norma ||Z(t1)|] = 0,005. Al efectuar la secuencia de calculo comple-

ta ( Z(t1) — B(t1) — B(to) — B(t) — ult) ), se encuentra el hecho significativo
de que u(t) es una funcién lineal del tiempo. Pero sabemos que un control
lineal es el que puede esperarse del movimiento de una Gnica masa cuando
quiere llevarse al origen minimizando la energia, de donde interpretamos que
en el caso que estamos estudiando la estrategia 6ptima consiste en actuar
sobre el sistema como si de un sélido rigido se tratase, ya que, al quedar libre
el estado final y actuar durante todo el proceso el término de Rayleigh, que
disipa energia y por tanto atentia el movimiento relativo de las dos masas,
prevalece el menor gasto de energia frente a la desviacién del estado final
respecto al punto de consigna.

3.5. Servomecanismo con coste tiempo-energia
Consideremos el servomecanismo de tiempo-energia minimo con una fun-
cién de coste caracterizada por un término de Mayer que mide la separacién

del estado final respecto a cierto estado de referencia. En este caso, la Hamil-
toniana adopta la forma

H=1+au+ 7 (AT + bu) (3.32)

donde « es un factor de ponderacién y la condicién de contorno sobre el
multiplicador de Lagrange se expresa como

B(ty) = 2M(z(t1) — 7(t1)) (3.33)
que es la particularizacién al caso que nos ocupa de la ecuacién (B.10).

Supondremos que el estado final es libre, no asf el instante final ¢;. En-
tonces, las ecuaciones del control conducen a

u(t) = —51&67’;3@) (3.34)
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B(t) = e~2"'p(0) (3.35)
De (3.33) y (3.35):
Blt) = e A" p(0) = 2M(Z(ty) — 7(t1)) (3.36)

Particularizando (3.35) para t = ty, sustituyendo en esta p(¢y) dado por
(3.36) tenemos una ecuacién que proporciona p(0); Por otro lado, sustituyen-
do p(t) en u(t), y ésta en la ecuacién dindmica del sistema y resolviendo el
sistema lineal no homogéneo resultante, obtenemos, tras una pequena ma-
nipulacién, una expresién para Z(t) en funcién de Z(t;).

2(t) = eAT(0) — B(t) (e A1) M(3(t) — 7(t1)) (3.37)
con

t —
E(t) = / AT AT (3.38)
0

No queda més que particularizar la ecuacién anterior para ¢; y resolver
el estado final Z(ty), lo que permite encontrar, sucesivamente, p(0), p(t) y
finalmente u(t).

3.6. Servomecanismo LQR

3.6.1. Tiempo fijo y estado final libre. Ecuacién de Ri-
catti

Una funcién de coste lineal cuadratica, con término de Mayer, conduce a
una Hamiltoniana de la forma

H=(z-7"QZ—7)+ au®+ p" (AZ + bu) - (3.39)
con condiciones de contorno sobre el co-estado, de acuerdo con (B.10):

p(t1) = 2M(Z(t1) —~ 7(t1)) (3.40)
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de donde se siguen las ecuaciones de control y co-estado. Como es sabido:

1-
=——pTp .
u 5,0 P (3.41)

p= 5 = —2Q7 +2Q7F — AT (3.42)

Esta ultima, junto con la ecuacién dindmica, constituyen un sistema lineal
no homogéneo del que sin embargo se tiene un conocimiento sélo parcial de
las condiciones de contorno, pues si bien es conocido el estado inicial Z(0) se
desconoce p(0). Para soslayar esta dificultad, se suele introducir una relacién
lineal entre el estado y el co-estado, de la forma

p=Pi+3 (3.43)

Tomando la derivada respecto al tiempo de ésta ultima, sustituyendo la
ecuacién dindmica y el control ( proporcionado por la ecuacién (3.41) ) e
igualando a (3.42), se obtiene el sistema de dos ecuaciones diferenciales or-
dinarias, no lineales

P +PA — %PEBTP +2Q+ATP =0 (3.44)
y
. 1 _
54 (AT - %PbbT> §—2QF =0 (3.45)

Ahora bien, de (3.40) se sigue

P(t,) = 2M (3.46)

5(t;) = —2M7(t1) (3.47)

que permiten integrar (3.44) desde t; hasta 0, y después (3.45). Una vez
obtenida la secuencia de matrices P y vectores 3 las ecuacién de la dindmica,
se reduce a una ecuacién lineal no homogénea con condiciones de contorno
en ¢t = 0, de solucién conocida. Finalmente, obtenemos el control u(t).
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Figura 3.7 Error en el extremo del servo. Pardmetros: my; = my = 1 Kg;
a =10;k = 25 N/m; Q=M=1. La integracién se ha efectuado durante un
' intervalo de 2 segundos.

Se ha elegido como senal de referencia del servo un desplazamiento rigi-
do de las masas m; y mas, a velocidad constante, hasta alcanzar el origen.
Las graficas (3.7)-(3.10) muestran respectivamente el error en el extremo del
actuador respecto a la senal del servo, el control aplicado y las normas de
P y 5. La integracién se ha realizado en un intervalo de 2 s., discretizado
en subintervalos de 0.005 s. y con los valores para los parametros fisicos que
se usaron en la seccion 3. Como era de esperar en un sistema de dindmica
réapida, la ecuacion diferencial de Ricatti no puede sustituirse por su contra-
partida algebraica, como otras veces sucede. Esto puede verse por la acusada
variacién en la norma de la matriz P y del vector 5. A su vez, este hecho
puede tener implicaciones sobre la implementacién, ya que serd preciso el
almacenaje en el microcontrolador encargado de implementar el control de
toda la secuencia de matrices y vectores.

3.6.2. Tiempo libre y estado final fijo

Al considerar el problema del servomecanismo con funcién de coste lineal
cuadratica, la Hamiltoniana toma la forma conocida:

H=(Z-7"Q(@—7) +au+ 5" (AZ + bu) (3.48)
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0.14 T — — T . - T

0.12

0.1

0.08

0.06

0.04

Fuerza {(Newtons)

0.02

i
-0.02 y
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Figura 3.8 Esfuerzo de control u(t). Pardmetros: m; = mq = 1Kg;
a=10;k = 25 N/m; Q=M=I. La integracién se ha efectuado durante un
intervalo de 2 segundos.

Norma de P

0 — U

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Tiempo (segundos*0.005)

Figura 3.9 Norma de la matriz P. Pardmetros: m; = mo = 1 Kg;
a = 10;k = 25 N/m; Q=M=I. La integracién se ha efectuado durante un
intervalo de 2 segundos.
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Figura 3.10 Norma del vector 5. Pardmetros: m; = my = 1 Kg;
a =10,k = 25 N/m; Q=M=1. La integracién se ha efectuado durante un
’ intervalo de 2 segundos.

Las dos ecuaciones del control, junto con la ecuacién dindmica, conducen

al sistema
|
u=——>bp (3.49)
20
p=—ATp—2Qz +2Q7 (3.50)
2 — 1 717 -
Z=AZ— —0bb'p (3.51)
20

donde 7 es la senal de referencia. Las dos ultimas pueden escribirse como
una sola en la forma

¢ =CC+Ds (3.52)
donde
s ﬁ o
(= [ : } (3.53)
—AT  -2Q
C= { it A }  (3.54)
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D= [ 2Q } (3.55)
0
y
5= [ ] } (3.56)
La ecuacién (3.52) tiene la solucién
— - 14
((t) = eC4C(0) —I—/ eCt-ID5(7)dr (3.57)
0

Llamando &(t) al vector que resulta de la integral, usando subindices para
indicar las mitades superior e inferior del mismo y las submatrices de la
matriz de transicién de estados y descomponiendo (3.57) en dos ecuaciones
vectoriales para el co-estado y el estado:

p(t) = e5ip(0) + e 2(0) + &1 (t) (3.58)
Z(t) = eS'H(0) + eSS Z(0) + () (3.59)

De (3.59) obtenemos
p(0) = (e5) ™ [2(t) — e2(0) — &a(t)) (3.60)

y sustituyendo en (3.58)

p(t) = et [(e5)7 [E(t) — eF3(0) — &(1)]] + eF2(0) +@a1(t)  (3.61)

Como condiciones de contorno, conocemos el estado final Z(¢1), aunque el
mismo ¢, sea desconocido. Pero atn disponemos de la condicién de contorno
(B.11), H(t1) = 0 en nuestro caso, que adopta la forma

1 e
(z-7Q@E—7) = =0 W'+ Azl =0 (3.62)
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El punto clave en el algoritmo de resolucién consiste entonces en encontrar
el tiempo t; que satisface la ecuacién anterior. La implementacién obvia
comienza entonces eligiendo un ¢ a partir del cual calcular p(0) y por tanto
B(t), sustituyendo ésta dltima en (3.62) y usando algin criterio propio del
algoritmo en particular que se use para hallar la raiz se seleccionars un nuevo ¢
y se iterard el proceso, hasta el punto en que H (t) sea menor que una cantidad
pequeiia predeterminada. Una vez conocido ¢; la secuencia de calculo consiste
en encontrar, sucesivamente p(0), p(t) y u(?).

3.7. Programacion dinamica

Discutiremos en esta secciéon la implementacién discreta del sistema de
control. La técnica se encuentra descrita en [13] y [14]. Aqui mostraremos
en primer lugar el modelo discreto que se deriva de la formulacién continua
que motiva toda la discusién precedente, para a continuacién mostrar la
implementacion discreta basada en programacién dinamica, una técnica que
para sistemas lineales se revela mas compacta y sencilla de aplicar que la
versién discreta de la ecuacion diferencial de Ricatti, tal y como se discute
en [13].

Sabido es que para el sistema, lineal

T =Az+Bau (3.63)

existe la solucién
Z(t) = eAZ(te) + [ eAUTIBG(1)dr (3.64)
y que el mismo sistema, con la notacién habitual, adquiere la forma discreta
Trr1 = PTp + Ty (3.65)

donde

o = A7 (3.66)
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T
I = / eATB (3.67)
g

donde T es el periodo de muestreo, que aqui tomaremos convencionalmente
como 107 4s.

Siguiendo a {12] aplicaremos el principio de optimalidad para encontrar el
control éptimo de un sistema discreto que desea conducirse durante N etapas
de forma que se minimize la funcién de coste

N-1
J=zyHiy + Y 71 Q¥ + 4 Ry (3.68)
k=0
Elijamos la notacién
Jyn = f%HfN = E%P()SEN (369)

y busquemos el control @y_; que conduce al sistema de la mejor forma
posible desde Zxn_1 hasta Zy. El coste en esta operacién es

Inoin = Z5PoTn + 35, QZn-1 + Un_ Riin- (3.70)

Si usamos la dindmica para escribir Ty en funcién de Zy_q y tin—1, desa-
rrollamos la expresion resultante y aplicamos el hecho de que @ y_1 minimiza
a Jy_1 N cuando

%%iﬂ —=0 (3.71)
encontraremos que
Uny_1 =Fn_1Zn_1 (3.72)
con
Fy_ = — (R+B"P,B)  B"PiA (3.73)

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d’Alacant.



Modelado y control de masas acopladas. Aplicacién a dispositivos de almacenamiento micro-electromecanicos. Francisco Javier Gil Chica

60 CAPITULO 3. REGULACION Y SERVOCONTROL
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Figura 3.11 Posicién de my. Pardmetros: m; = mo = 1 Kg;
k= 25N/m; Q=I; R = 0,0001. La integracién se ha efectuado durante un
intervalo de 1 segundo.

Con este valor para el control, podemos volver al coste Jy_1 ny y recalcu-
larlo. Obtendremos entonces

JN—l,N = i’ﬁ_lPlj}N—l (374)

con

P, = ATPA + ATP,BFy_, +F%_BTPjA
+Fy_1B"PBFy_1 + Q+Fy_;RFy_, (3.75)

Lo importante aqui es que Jy_1 v tiene exactamente la misma forma que
Jnn, 1o que muestra el procedimiento iterativo que hay que seguir para en-
contrar sucesivamente Jy._on, Jy_3n y en general Jy_i n. Conocido Py, la
funcién de coste y la dindmica del sistema, podemos calcular Fy_, . En el
siguiente paso, a partir de Py y Fy_1, calculamos Py y Fy_y v asi sucesi-
vamente. Una vez que dispongamos de las secuencias de matrices P; v Fy,
sustituyendo los %; = F;Z; en la ecuacién dindmica obtenemos la secuencia
de vectores de estado, y finalmente la secuencia de control.
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Figura 3.12 Velocidad de my. Pardmetros: m; = my = 1 Kg;
k = 25N/m; Q=I; R = 0,0001. La integracién se ha efectuado durante un
intervalo de 1 segundo.
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Figura 3.13 Esfuerzo de control u(t). Pardmetros: m; = my = 1 Kg;
k = 25N/m; Q=I; R = 0,0001. La integracién se ha efectuado durante un

intervalo de 1 segundo.
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Figura 3.14 Posicién de my. Parametros: my = mq = 1 Kg;
k= 25N/m; Q=H=10%T; R = 0,0001. La integracién se ha efectuado

durante un intervalo de 1 segundo.

La grafica (3.11) muestra el desplazamiento de my frente al tiempo, la
grafica (3.12) muestra la velocidad de my frente al tiempo, la grafica (3.13)
el esfuerzo de control. Estas graficas se han obtenido con Q =1, R = 0,0001
y H = 10°1. Finalmente, la gréfica (3.14) muestra la posicién de my frente al
tiempo cuando H = 10%T y Q = 10%1, lo que sugiere que un comportamien-
to aceptable mediante este método se obtiene cuando el problema se trata
esencialmente como un control sobre el estado terminal.

Es interesante observar, por otro lado, como la gréfica para el esfuerzo de
control se asemeja mucho a la que en su momento obtuvimos para el regulador
LQR con condiciones de contorno completas ( tiempo y estado final fijos ),
especialmente cuando se toman para el pardmetro « valores pequenos. Sin
embargo, y a pesar de que aqui el factor que pondera el esfuerzo de control,
R, es més pequefio, no observamos la inestabilidad que se producia alli en
los instantes finales. La diferencia esencial estd en que aqui hemos relajado
la, condicién de que se alcance exactamente el estado final 0. Asf que, si es
posible, ponderando el estado final, conducir al sistema dentro de un entorno
arbitrariamente pequeiio del punto de consigna, como ocurre cuando se desea
accionar un DMEM de almacenamiento, esta puede ser una técnica adecuada.
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Obsérvese que, a pesar de los valores macroscépicos elegidos para las masas
y la pequefiez de R ( para valores més pequefios de este pardmetro se autori-
zan esfuerzos de control mayores ), los valores que se obtienen para el control
se mantienen en valores muy bajos aun en los entornos de los instantes inicial
y final.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d’Alacant.



Modelado y control de masas acopladas. Aplicacion a dispositivos de almacenamiento micro-electromecanicos. Francisco Javier Gil Chica

64 CAPITULO 3. REGULACION Y SERVOCONTROL

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d’Alacant.



Modelado y control de masas acopladas. Aplicacién a dispositivos de almacenamiento micro-electromecanicos. Francisco Javier Gil Chica

Capitulo 4

Modelo con acoplamiento no
lineal

4.1. Modelo fisico

Consideremos el efecto sobre el control de un término no lineal en el ele-
mento eldstico. Este término modifica a la energia potencial, de forma que
ahora

1
U= 579(292 — 41— LY + pys —y1 — L)* (4.1)

donde i es un pardmetro pequeno y positivo, es decir, se trata de un
muelle duro. Por su parte, la energia cinética y la funcién de Rayleigh no se
modifican, de forma que obtenemos las ecuaciones del movimiento:

(m1 + mg)éjl +MaGe = U
ma(Gr + G2) + kqe +4pg + B = 0 (4.2)

Introduciendo variables de estado

ry = ¢

To = q1

s = (@2

Ta = G2 (4.3)
65
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tenemos:
jﬁ'l = T3
. k 4
Ty = ——x3+—ﬂx§+£—|——u
my my ma mq
11.3'3 = X4
. Mk 4M M 1
Ty = — T3 — pxs — b Ty — —U (4.4)
myims myimes my1Mme my

que en formato vectorial se expresa como:
T=AZ+bu+d (4.5)

con

: (4.6)

oo OO
oo o =

: (4.7)

d=| ™7 (4.8)

4.2.  Regulador de energia minima

Estudiaremos 1a forma en que el término no lineal d afecta al control, y
par?, ello consideraremos en primer lugar el regulador de energia minima, es
decir, e] que resulta de aquella funcién de coste que pondera exclusivamente la
ehergia consumida. Como se discutié arriba, este problema carece de sentido
8110 se pondera de algun modo el estado final, o si, como es el caso que ahora
Vamos a discutir, no se dan condiciones de contorno completas. En fin, de la
definicién de Hamiltoniana (B.5) y la dindmica (4.5):
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H =u?+p (AT + bu + d) (4.9)

y las ecuaciones del control (Apéndice B)

oH

—_— = = —T_

5 O0=2u+b'p (4.10)
L 8H . T a _T 7
p=—po=—AD— (0 d (4.11)

Procederemos a resolver estas ecuaciones mediante aproximaciones sucesi-
vas, cuando tanto el tiempo final como el estado final se encuentran determi-
nados. En la aproximacién de orden cero, p = 0, y recaemos en el caso lineal

ya estudiado, con d(Z) = 0. En particular:

5(t) = eAE(0) — %E(t)ﬁ(()) (4.12)

donde E fué definida en la seccion 2.4 como

t _
E(f) = / AT T AT (4.13)
0
Para t = ty, Z(t;) = 0, de donde, en la aproximacién de orden cero:

79(0) = 2E7(1,)e*1 Z(0) (4.14)

2O(t) = [ — BB (1) ]| £(0) (4.15)

Usaremos la solucién de orden cero para obtener una mejor aproximacion.
Partiendo del estado conocido, que suponemos préximo al real, el vector d(%)
se transforma en una funcién conocida del tiempo f©(¢), y se puede escribir:

i=AZ+bu+ fO) (4.16)

H=1u>+ 5" (Az + bu+ FO)) (4.17)
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Las ecuaciones del control no se modifican, pero sf la solucién de la ecuacion
dindmica, que ahora adopta la forma:

50 (1) = eAt(0) — %E(t)ﬁ(o) +F@®) (4.18)

F(t) = /ot At FO (1) dr (4.19)

De nuevo imponiendo que ZM(t;) = 0:
pN(0) = 2E71 (1) [e22(0) + FO(ty)] (4.20)
y de aqui

' 1. T
uM(t) = ——2—bTe“A t51(0) (4.21)

La generalizacién para una aproximacién arbitraria de orden (n) procede

conocido el estado en aproximacién (n — 1). Entonces, d(Z) es una funcién
conocida del tiempo que llamaremos £~ (). La solucién de la ecuacién del
movimiento es

30 (1) = Atz (0) — %E(t)p(o) + B (4.92)
Ahora con

~ ¢ ~
F(n—l)(t):/ A=) Fin=1) (1) qr (4.23)
0

de donde se siguen

7™ (0) = 2B7 (1) [ 2(0) + F& ) (t1)] (4.24)
P = e AT™(0) (4.25)

y
u™ (1) = —%E%—A”p@)(m (4.26)
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2 . . : .
1.5}
1+ |
g
5 ]
:‘D:
-0.5} |
Y 200 400 600 800 1000

Tiempo (milisegundos)

Figura 4.1 Convergencia de la iteracién. La curva etiquetada como 1’
muestra la diferencia ©® — u©. La curva etiquetada como 2" u® — 41, La
curva '3’ muestra u® — 4@ y finalmente la curva ’4’ muestra u® — u®,
Pardmetros: m; = my = 1 Kg; a=0,01;k =25N/m; 0 =2Ns/m;u=4y

Q=1

o o o - =
IS » o - o kN
- < : - -

Desplazamiento (metros)

o©
o
—~

0
0

200

400 600 800 1000
Tiempo (milisegundos)

Figura 4.2 Elongacién de la masa my, en orden 1 y en orden 4, como

muestran las etiquetas. Pardmetros: m; = my = 1 Kg;
a=0,01;k=25N/m;3=2Ns/m;p =4y Q=1
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Obsérvese que el vector p(0) se calcula cada vez a partir de la condicién
™ (t;) = 0. La gréfica (4.1) da una idea de la convergencia del procedimien-
to, mostrando las diferencias u® — u©, 4@ — M y 4@ — 4@ y 4@ — 4O,
La gréfica (4.2) muestra la elongacién de mgy en aproximaciones de orden (0)
y de orden (4).

4.3. Inclusiéon de un término de Mayer

Una funcién de coste basada tinicamente en la energia carece de sentido si el
instante final o el estado final quedan libres. En ese caso, es preciso ponderar
bien el estado final, bien la historia del sistema mediante un término que
habitualmente sera una funcion cuadratica del estado.

Consideremos la funcién de coste

11 '
J= /O au?dt + 77 (1) M (t;) (4.27)

cuando el instante final £; es fijo pero no asi el estado final. Sea también
la dindmica

Z = Az + bu+d(z) (4.28)

En la aproximacién de orden cero, d = 0 y las ecuaciones del control

conducen a
w0 = 7156% (4.29)
y
7Ot) = e~ p(0) (4.30)
Se sigue inmediatamente la solucién
Z(t) = eMz(0) — 2—2 [ /O A=) T AT g 7(0) (4.31)
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Como venimos haciendo, llamaremos E(¢) a la matriz entre corchetes en
la, ecuacién anterior. Que el estado final sea libre, implica la condicién

(ﬁ - 53_;) 6% =0 (4.32)

donde ¢ es la funcién que pondera €l estado final. Se sigue que
p(t) = 2Mz(t,) = e~ A 2 5(0) (4.33)

y combinando esta ecuacién con la solucién de la ecuacién dindmica:

5(0) = (%M_le_ATtl + é%E(tl))  eAtz(0) (4.34)

Conocido el vector (0) ya es posible conocer §(t), mientras que la fun-
cién d(Z) se transforma en una funcién conocida del tiempo que llamaremos
O (), que usaremos para buscar la aproximacién de primer orden para el
estado. En efecto, sustituyendo f(®(¢) en la ecuacién dindmica:

(1) = AT (0) - %E(t)ﬁ(()) + P (4.35)

con
_ t _
F(t) = [ A0 FO(r)dr (4.36)
0
Particularizando para ¢; y teniendo en cuenta que
- L i1 —ATy -
Z(ty) = ﬁM e~ 1p(0) (4.37)

obtenemos

7(0) = <%M‘16“AT“ + %Em))_ (A1 5(0) + F (1) (4.38)

Conocido p(0), obtenemos p()(t), y de ah{ el control en primer orden, que
a su vez permite encontrar el estado. Esta nueva aproximacion puede usarse
de nuevo poniendo d(z) = f1(t), e iterar el proceso.
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4.4. Efecto de una perturbacién acimutal

En esta seccién consideraremos la dinamica y control del sistema de dos
masas colineales cuando la linea donde se efecttia el movimiento forma un
angulo variable con una direccién inercial fija. Pasamos por tanto de un
movimiento unidimensional a uno bidimensional, donde las coordenadas de
my, sobre la que se aplica el control, son z; e y; y las de my, cuya posicién
y velocidad quiere controlarse, son x5 e yo. Llamando ¢; y ¢2 a la distancia
entre cada una de estas masas y el origen, existen las relaciones

1 = qucos(0(t

(
y1 = qusen(0(t

(

(

To = (qocos(f
Y2 = gasen(d(t (4.39)
%
4
k
PN\
1 2
p
0
Figura 4.3 Actuador sometido a una perturbacién acimutal.
La energia cinética es, en el sistema inercial:
1 . . 1 . .
T= iml(xf +93) + §m2(x§ +92) (4.40)
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y a partir de las relaciones (4.39) puede escribirse como

T = S @l + @) + gl ddd® + ) (4.41)

Ahora bien, tanto la energia potencial como la funcién de disipacién de

Rayleigh dependen de las coordenadas y velocidades relativas de m; y mq,
por lo que conviene introducir las nuevas coordenadas generalizadas

P = ¢
pp = @—qa—-L (4.42)

donde L es la distancia de equilibrio de m; y my. Con esta tltima transfor-
macién de coordenadas, las energias cinética, potencial y funcién de Rayleigh
se escriben como

1 : . 1 : . .
T= 7 (p16° +13) + §m2((p2 +p1+ L)6? + (b1 +p2)?) (4.43)
1
U= ~2—7€p§ + s (4.44)
1.
F = 5 (4.45)

donde se ha introducido un término cudrtico en la energia potencial que
se traduce en una no linealidad cibica en la fuerza del resorte. Se siguen
entonces de (2.8) las ecuaciones del movimiento:

(my + ma)pr1 + maPs — m192p1 - m292(P2 +m+L)=u (4.46)

Mafy + Moy — mab” (py + p2) + kps + B2 = —4puph + mo L6 (4.47)
Pueden reunirse (4.46) y (4.47) en una tnica ecuacién vectorial de la forma

Mp = 1p + k(t)p + bu + d(¢, %) (4.48)
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donde:
M=| M mQ] (4.49)
i my Mo
[0 0
1—_0 _ﬁ} (4.50)

(4.51) -

6:[3} (4.52)
y finalmente

7 m2L92
= : 4.53
d { moL6? — 4up3 } (4.53)

Si introducimos variables de estado definidas por

Iy = "h

Ty = P2

T = D ,

Ty = P (4-54)

la dindmica puede escribirse como un conjunto de cuatro ecuaciones dife-
renciales no lineales con coeficientes dependientes del tiempo:

=AMz +but+d (4.55)

donde

0 | 1
A@):l — —— } (4.56)
M~ k(t) | M |
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y by d son ahora los vectores ampliados

b= [ . } (4.57)

(4.58)

Obsérvese que la dindmica del sistema es no homogénea debido al término
centrifugo, independientemente de que, ademads, existe un termino no lineal.
En lo que sigue, investigaremos la dependencia del esfuerzo de control con la
frecuencia de la perturbacion acimutal. Para ello, consideraremos el problema,
del regulador LQR con estado final libre y tiempo final fijo, para el que la
Hamiltoniana se escribe como

H=2z"Qz + av® + p* (A(t)Z + bu + d(Z, 1)) (4.59)

Asimismo, consideraremos un término de Mayer lineal cuadrético, con ma-~
triz N, que pondere el estado final. Sea este término

o(Z(t1)) = 27 (t1)NZ(t1) (4.60)

Debido a la dependencia temporal de A, no son aplicables los métodos
analiticos conocidos y empleados ya a lo largo de este trabajo, por lo que
serd necesario recurrir a métodos numéricos. Por su simplicidad conceptual
consideraremos las soluciones a que conduce el método del gradiente. Para
aplicarlo, se precisa no obstante una primera aproximacién en el control, que
llamaremos u(®(¢). En la buisqueda de esta primera aproximacién funcional
para el control puede usarse una solucién obtenida a partir de una dindmica
aproximada, suficientemente sencilla, o usar cualquier conocimiento de la
fisica basica del problema. En nuestro caso, partiremos de unas condiciones
iniciales dadas por

(4.61)

o O O
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Esencialmente, el conjunto de las dos masas que forman el actuador debe
ser empujado en direccion al origen durante un cierto intervalo de tiempo, y
después debe ser frenado. Es facil calcular el control éptimo que conduce a
una masa de un punto a otro en tiempo fijo y con gasto minimo de energia, y
este control es una funcién lineal del tiempo que empuja durante la primera,
mitad y frena durante la segunda. Con esta simple perspectiva tomemos

wO(t) = —12(1 — 2t) (4.62)

Una vez fija la funcién para el control, podemos integrar la dindmica del
sistema y obtener su historia. De la misma forma, conocida la condicién de
contorno p;(t) = Ap(Z(t1))/0T es posible integrar la ecuacién para p(t) para
obtener la historia p(t). Conocidos el estado y co-estado, que satisfacen sus
respectivas ecuaciones, es posible calcular la funcién H en todo instante. Si
J es el coste, seréd en general

1 OH
5J = /O -budt £ 0 (4.63)

véase [12]. Entonces, corrigiendo u(t) mediante un du elegido de la forma

OH
= —€— 4.64
du €5 ( 6‘)

, donde € es un numero positivo pequeno, se asegura que dJ <= 0. El
algoritmo puede iterarse hasta alcanzar un minimo local para J. Este es el
procedimiento que seguiremos aqui. Por otro lado, la ecuacién del co-estado
queda, como puede comprobarse:

. 0H _
b= _2qs-AT5- 37 (4.65)

donde la matriz J tiene elementos

od,;
Ji = — 4.66
J 6Ij ( )
Esta es una matriz nula, salvo los elementos
12uz3
J32 = (467)
my
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y
2
Ty = — 12p(my + me)x3 (4.68)
mimo

Para los pardmetros que intervienen en el problema tomamos los valores
L =1m m = my = 1Kg, k = 20N/m, 8 = 2Ns/m, p = 0,2N/m?3,
Q=10xI, N=1I excepto N;; =2, a =1, 0y =0,1y f =2 Las gréficas
muestran respectivamente el esfuerzo de control, la posicién de la masa sobre
la que éste actila y la posicién del extremo del actuador

-3

Fuerza (Newtons)

-4

-5

-6

__7 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000
Tiempo (milisegundos)

Figura 4.4 Control u(t). Pardmetros: m; = my = 1 Kg;
=20N/m; 8 =2Ns/m;u =0,2;60y =0,1; f =2

Es preciso hacer algunas indicaciones sobre el proceso de obtencién de
estas graficas. En primer lugar, existen muy pocos métodos numéricos lo su-
ficientemente robustos como para funcionar bien en cualquier circunstancia,
de ahi la existencia de docenas de alternativas. En el caso que nos ocupa,
el método del gradiente es conceptualmente sencillo de entender, pero re-
quiere ajustes manuales para funcionar en cada problema en particular. Asi,

comprobamos como la convergencia del método depende fuertemente de los
factores siguientes:

» La eleccién de la funcién u(®(¢) ha de ser plausible, es decir, bien pro-
ceder de la resolucién exacta de una dindmica aproximada, bien tener
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0.8
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0.4

Desplazamiento (metros)
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Tiempo {milisegundos)

Figura 4.5 Posicién de la masa mq. Parametros: m; = my = 1 Kg;
k=20N/m; [ =2Ns/m;pu=02;0,=0,1;f=2

0.2
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Figura 4.6 Posicién de la masa ms. Pardmetros: m; = mo = 1 Kg;
k=20N/m; 3 =2Ns/m;u=0,2;0, =0,1; f =2
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sentido fisico. Aun cuando nuestra eleccién estéd justificada desde el
punto de vista fisico, es preciso ajustar manualmente la pendiente de
la recta elegida.

» La eleccién de las matrices de peso es critica. Las elecciones sencillas
Q = nl y N = mI conducen a una convergencia extremadamente lenta
y a un resultado final inaceptable si no se conjugan con una eleccién
adecuada del parametro o.

» Encontrar un control que conduzca al sistema hasta un estado final
aceptable requiere también de numerosas pruebas, pues existen valores
criticos en los factores m y n introducidos en el punto anterior por
encima de los cuales el algoritmo diverge.

» Es preciso algin mecanismo de ajuste dindmico del pardmetro €. Si este
es muy grande, suele resultar una divergencia del algoritmo. Si es muy
pequeno, la convergencia, caso de haberla, es extremadamente lenta.
En nuestra implementacién, el cédigo de ajuste de € es el siguiente:

% actualizar epsilon
if (bandera==0)
bandera=1;
else
if (ng<ng0)
if (epsilon<0.1)
epsilon=1.2*epsilon;
endif
else
if (epsilon>0.01)
epsilon=0.5*epsilon;

endif
endif
endif
ngl=ng;

% decidir si salgo o no
if (ng<0.1)

break;
endif

En primer lugar, el método empleado es un método iterativo, que
se repite en tanto en cuanto no se dé una condicién de parada. La
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condicién elegida es que la integral a lo largo del intervalo de integracién
del gradiente de la Hamiltoniana respecto al control sea menor que un
valor pequeno predefinido. Concretamente:

1 6H ,
= —1|%dt < 0,1 4.
n= [ 15t <o, (4.69)

. Cémo se alcanza ese valor minimo 7. Suponemos que el entorno de
dicho minimo es céncavo, y actualizamos la funcién u(t) en cada caso en
la direccién descendente marcada por el gradiente de la Hamiltoniana.
En cada iteracién, se comprueba el valor de n y se compara con el
valor anterior. En el codigo fuente, el valor de la iteracién actual se
llama ng, v el de la iteracién anterior ng0. Si resulta que ng < ng0 se
procede a incrementar el valor de €, nombrado epsilon en el cddigo
fuente, en un 20 %; de esta forma se acelera la convergencia. Pero si
la correccién llega a ser muy grande, se dara el caso en que sea ng >
ng0, y entonces se procede a reducir € a la mitad. En cualquier caso,
se procura mantener este pardmetro dentro de margenes razonables.
Implementado de esta forma, el algoritmo se muestra relativamente
robusto, pues es capaz de recuperarse de ciclos divergentes y conducir
a un resultado final aceptable. No obstante, pueden ser precisas cientos
de iteraciones. Por ejemplo, las graficas que presentamos en esta seccién
requirieron 197 iteraciones, y cada una de ellas una integracién del
estado, en intervalos de 0,001, y otra integracién para el co-estado, con
el mismo paso. Como ultimo comentario al cédigo fuente, el programa
ha de saber si se encuentra en la primera iteracién, en cuyo caso carece
de sentido la comparacién, o si no es asi: de ahi el uso de un testigo
llamado bandera.

Evidentemente, este costo computacional aleja el procedimiento de
cualquier aplicacion en tiempo real, pero no le resta valor al resultado
como expresion de la cota de optimizacién que podria obtenerse por
cualquier otro método para el mismo conjunto de parametros.

La casuistica en la obtencion del control 6ptimo para este sistema es tan
rica que deja pendiente un estudio numérico exhaustivo que acote, en
un espacio de parametros, las regiones desde las que el origen es accesi-
ble o no, y esto para conjuntos representativos de condiciones iniciales.
Este estudio excede la capacidad computacional de que disponemos en
estos momentos, y los limites autoimpuestos a esta tesis. No obstante,
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como breve galeria de comportamientos, citaremos que puede obten-
erse convergencia en unas pocas iteraciones, o ser necesarias cientos de
ellas; que el proceso de convergencia puede ser monétono u oscilante,
con intervalos de divergencia, y que ésta puede a su vez ser mondtona,
u oscilante. Asimismo, existen valores criticos para los pardmetros por
encima de los cuales la convergencia es imposible, intervalos para es-
tos pardmetros en que la eleccién de u©(t) carece de importancia e
intervalos en que esta eleccién es crucial.

4.5. Dinamica no lineal con funcion de coste

LQR

4.5.1. Tiempo y estado final fijos

Consideremos la funcién de coste de la forma,
¢
J= / (o? +27Qz) dt (4.70)
0

En la dindmica de orden cero, es decir, con el término no lineal nulo, las
ecuaciones del control conducen a

[;;C‘]: [ —éQ _fJEE‘T ] [CE] (4.71)

como se muestra en (B.19) y (B.20).

3

Llamando H a la matriz de transicién:

T = Hy;z(0) + Hywp(0)
p = HnZ(0) + Hx.p(0) (4.72)
de Z(t)) = 0 se sigue que
p(0) = —Hy, (t2)Hn (t1)Z(0) (4.73)
y
B(t) = [Hai(6) = Hoo (1) Hyg' (1) Hyt (02)] 2(0) (4.74)
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Entonces es conocido el control u(t),

u(t) = ~-2%5T}5(t) (4.75)

que puede sustituirse en la ecuacién dindmica para obtener la solucién de
orden cero, o bien puede usarse la primera de (4.72). En cualquier caso, recae-
mos en d(Z) = fO(t). Podemos ahora emplear la dindmica no homogénea:

{g}:[-gQ ~§;§TJ{§J+[foét)} (4.76)

Llamando H a la matriz de transicién y g (¢) al término no homogéneo
recaemos en el sistema

T = Hpi(0)+ Hypp(0) + Ly(t)
p = HnZ(0)+ Hyp(0) + La(t) (4.77)
con
L(t) = /Ot H(t — 1) (r)dr (4.78)

De nuevo particularizando la primera de (4.77) para el estado y el instante
finales:

p(0) = ~Hy (1) [Hus(t1)Z(0) + L (t)] (4.79)
v por tanto
PI(t) = Hyy (£)2(0) — Hap (1Y Hi (1) [Hua (11)2(0) + Lu(t1)] + La(t) (4.80)

que proporciona el control 4™ (t). La primera de (4.77) por su parte da el
estado en aproximacién de orden 1. El procedimiento puede iterarse sin mds
que sustituir f(¢) por f(t), y en general f*~1 por f™.
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4.5.2. Tiempo fijo y estado final libre

En aproximacién de orden cero, siguen siendo vélidas las ecuaciones (3.29),
pero ahora la condicién de contorno se expresa como

plt) =0 (4.81)
o que conduce a
p(0) = —Hyy (t1)Ha1 (t1)7(0) (4.82)
y
#O(t) = [Hy () — Hya()Hz (1) Ha (t2)] 2(0) (4.83)

donde hemos indicado explicitamente que esta es la aproximacion de orden
cero. En este mismo orden:

FO(t) = [Ha () — Haa(t)HE (1) Hau (t1)] 2(0) (4.84)

y de aqui obtenemos el control. De nuevo, usamos la aproximacién de orden
cero para calcular un resultado mejor. Con 2O (t), d = fO(t), y la ecuacién
dindmica nos da:

_ 1 gt — t =
V(1) = eMz(0) — %/ AT 5O (1) dr +/ AT FO (N dr (4.85)
0 0

mientras que la segunda ecuacién de control tiene la solucién

t
PO = A p(0) ~ 2 [ e AT ENQa0 (r)dr (4.86)
0

Particularizando para t = t; extraemos el valor de (0) y por tanto
jcenernos pP(t) y de ahi el control en primer orden. El procedimiento puede
lterarse. En general, partiendo de

5= Az — 5%613%("—1)@) + Fn ) (4.87)
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obtenemos una solucién ™~V (¢). Entonces:
t
P (t) = e A p(0) — 2 /O e~ AT Qz 1 (1) dr (4.88)

Imponiendo p™(#;) = 0 obtenemos p™(0), y de ahi p™(t) y u)(¢).

Concluyendo, en este capitulo hemos estudiado dos tipos de variantes sobre
la dindmica lineal homogénea: el efecto de un término no lineal en la fuerza
del resorte y el efecto de una perturbacién acimutal. En el primer caso,
presentamos un procedimiento iterativo convergente que permite obtener la
solucién para distintas funciones de coste y condiciones de contorno. En el
segundo, aplicamos un método numérico para obtener una cota superior al
control 6ptimo, y discutimos los problemas numéricos y computacionales
asociados.
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Capitulo 5

Acoplamiento a un dispositivo
movil

5.1. EIl modelo fisico

Uno de los destinos mas probables para los DMEM son sistemas méviles,
como camaras fotograficas, reproductores de misica, teléfonos méviles, etc.
En este caso, es de esperar que el funcionamiento de reguladores y servome-
canismos que conduzcan a los DMEM se verd fuertemente perturbado por
aceleraciones impredecibles. En esta seccién, modelaremos el comportamien-
to de reguladores y servomecanismos bajo la accién de estas perturbaciones,
acoplando el modelo fisico sencillo presentado en la seccién 2.3 a un marco
moévil sometido a aceleracion.

El modelo que proponemos consiste en tres masas colineales mg, m; y mo.
La primera representa el anclaje del actuador, y sobre ella se produce una
perturbacién w(t). El acoplamiento entre el anclaje y el actuador viene dado
por una unién elastica con disipacién por friccién de constantes kg y (g entre
mq 'y my, que es el extremo del actuador sobre el que se efectia la accién de
control u(¢). El otro extremo del actuador viene representado por mg, a su
vez acoplada con m; mediante una constante elastica k y una constante de
disipacién . El modelo es por tanto lineal.

Respecto a un sistema de referencia inercial, las coordenadas de las tres
masas son respectivamente yq, y1 e y2, de forma que la energia cinética del
sistema viene dada por

1 . 1 .1
T = —mgya® + =m1° + =mayjs> (5.1)
9 9 9
85
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)
Yy
Yd Ky X

By B
Figura 5.1 Actuador acoplado a un bastidor, representado mediante la
masa myg.
La energia potencial es
1 2, 1 2
U= Ekd(yl — Yd — Ld) -+ ék‘(yg — Y1 — L) (52)

donde L, es la separacién de equilibrio entre myq y my y L es la separacion
de equilibrio entre m; v msq. Por su parte, la funcién de disipacién de Rayleigh
es:

F= 2 fuli— )" + 500 — ) (5.9

Introduzcamos coordenadas generalizadas

4géi = Yd
¢ = % —Yda— La
@ = Y-t —L (5.4)

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d’Alacant.



Modelado y control de masas acopladas. Aplicacién a dispositivos de almacenamiento micro-electromecanicos. Francisco Javier Gil Chica

5.1. EL MODELO FISICO 87

Escribiendo las coordenadas y en funcién de estas y sustituyendo en (5.1),
(5.2) y (5.3), obtenemos

1 ) 1 .
T = §(md +my + m2)Qd2 + §(m1 + mz)Q22

+(mq + m2)qgiGa + ma(diga + ¢244)
1 1

= Skaqt + 5hka;
1

. 1.
F = 5ﬂd<]12+§5922 (5.5)

Las ecuaciones del movimiento se siguen de (2.8):

Mgg+mgr +meg = w
mgy -+ mgy + maga + kaqi + Bagi =
Mo + Magi + Maga + kg + 8¢ = 0 (5.6)

g

donde M = mg + mi + mqy y m = my + ma. Reescribimos las ecuaciones
anteriores en formato matricial:

Mg+1g+kij=1a (5.7)
donde
qd
=] q (5.8)
q2

M m mo
M=|m m mg (5.9)

Mo Mo Mo

00 0

1={0 B 0 (5.10)
0 0 8
0 0 0

k=|0 kg O (5.11)
00 k
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y
w
a=| u (5.12)
0

Escribiendo (5.7) en la forma
G+M1Gg+M1kg=M"u (5.13)

e introduciendo variables de estado

L1 = 44
o = 4
L3 = Q2
Ty = dqa
Ts = 1
Tg = (o (5.14)
es posible escribir
0 | I 0
= —— —— |Z+| —— T (5.15)
~-M-k | -M™1 M-t

Conviene no obstante separar explicitamente el control u de la perturbacién
w. Como se comprueba ficilmente:

0 | I 0 0
F=| - — z+| — |u+]| —— |w  (5.16)
~-M~'k | -M™'1 M3} M

donde X; indica la columna 7 de la matriz X. Una vez que hemos escrito
la dindmica en la forma adecuada a nuestros propésitos, es decir, separando
las perturbaciones del control, estudiaremos el regulador con funcién de coste
tiempo-energia, y distintas condiciones de contorno.
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5.1.1. Regulador tiempo-energia con estado final cono-
cido

Escribamos la ecuacién (5.16) en la forma
= AZ +bu+ dw (5.17)
y consideremos la Hamiltoniana
H=1+oau*+p" (AZ + bu + dw) (5.18)

Las dos ecuaciones del control tienen las soluciones ya conocidas:

1

u(t) = —2—&5Tp(t) (5.19)
y
Blt) = e p(0) (5.20)
La condicién de contorno es
H(t)=0 (5.21)

donde #; es el instante final. Sabemos que la ecuacién dinamica tiene solu-
cién de la forma

t o ¢ _
i/ eA(t_T)BbTe_ATTdTﬁ(O) +/ AN dw(r)dr (5.22)
0 0

(1) = eME(0) - 5=

Particularizando al caso en que w(t) es un escalén de magnitud wyg, y
llamando

1 —
E(t) = o /O AR o= ATT gy (5.23)

t —
g(t) = /0 AN G (5.24)
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tenemos para el instante final #;:
p(0) = =E7}(t1) [#(t1) — wog(ty) — A 2(0)] (5.25)

Entonces, la resolucién de este problema exige la de la ecuacién H(ty) = 0,
que ahora puede escribirse como una funcién de t1. Conocido t; es posible
calcular, por este orden, p(0), p(t), u(t) y finalmente Z(t).

f Hemos resuelto numéricamente este problema para perturbaciones de varias
recuencias. Los pardmetros utilizados han sido my = 100 Kg, m; = my =

lKg, kd = 1N/m, /Bd = lNS/m, k= QON/m, ﬂ = 2NS/1’H y &= 0’1 Hemos
tomado como estados inicial y final

2(0) = 0 (5.26)
o
1
(ty) = 8 (5.27)
0
L 0]

La grafica (5.2) muestra la solucién de la ecuacién H (t1) = 0 para fre-

ggenclsias que abarcan desde f = 50s~! hasta f = 2000s~!, en unidades de
s .

Por otra parte, las graficas (5.3)-(5.5) muestran respectivamente los es-
fuerzos de control cuando la perturbacién consiste en un escalén unitario

y cuando consiste en una sefial senoidal con f = 200, ¢, = 6,1593, y con
=100, t; = 5,3793.
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6.6 . . : : — - -

6.4r 1

6.2

=0

5.8

Raiz de H(1)

5.6

5.4

5'20 5 10 15 20 25 30 35 40
Frecuencia (Hz*50)

Figura 5.2 Raices de la ecuacién H(t) = 0 en funcién de f, para valores de
este parametro entre 505! y 2000s~!. Pardmetros:
my; =mg = 1Kg;mg = 100Kg; kg = 1 N/m;
B¢ =1Ns/m;k =20N/m; f = 2Ns/m;a = 0,1.

0 50 100 150 200
Tiempo (segundos*2.878/200)

Figura 5.3 Control u(t) cuando sobre my se aplica un escalén unitario.
Pardmetros: m; = my = 1 Kg;mg = 100Kg; k; = 1 N/m;
Ba=1Ns/m;k =20N/m; 8 = 2Ns/m; o = 0,1
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25 T .

Fuerza (Newtons)
o>

(4]

- 50 100 150 200
Tiempo (segundos*2.505/200)

i

Figura 5.4 Control u(t) cuando sobre my se aplica una perturbacién
armonica con una frecuencia de 200571, £, = 6,1593 segundos. Pardmetros:
my = mg = 1 Kg;myg = 100Kg; kg = 1 N/m;

Ba=1Ns/m;k = 20N/m; 8 = 2Ns/m;a = 0,1.

22 T T

Fuerza (Newtons)

> L . .
0 50 100 150 200
Tiempo (segundos*2.505/200)

Figura 5.5 Control u(t) cuando sobre my se aplica una perturbacién
arménica con una frecuencia de 700s~1. ¢, = 5,3793. Pardmetros:
my =mg = 1 Kg;mg = 100 Kg; kg = 1 N/m;

B4 =1Ns/m;k =20N/m; f = 2Ns/m;a = 0,1.
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5.2. Estado final libre y término de Mayer

Consideremos la misma funcién de coste que en la seccién anterior, con un
término de Mayer de la forma

¢(tr) = z7 (t1)Mz(t) (5.28)
Ahora, a la condicién de contorno H(t;) = 0 se une la ecuacién adicional
p(t) = 2Mz(t;) = e A 15(0) (5.29)
de donde
p(0) = 2(~*"") 7 Mz (t) (5.30)
Sustituyendo (5.60) en la solucién de la ecuacién dindmica encontramos
() = F7'(t1) [3(t2)wo + €A™ 2o (5.31)
donde

F(t) = [I+2B(t) (e A™) M) (5.32)

El procedimiento consiste entonces en resolver H(t;) = 0, y conocido ¢y,
calcular por este orden E(ty), F(t1), Z(¢t1), p(t1), p(to), p(t) y de aqui, final-
mente, u(t) y Z(t).

Otra opcién consiste en sustituir en la solucién de la ecuacién dindmica
Z(t1) en funcién de p(0), y despejar este para obtener

p(0) = F7' (1) [e*Z(0) + g(t1)] (5.33)
donde
1
F(t:) = E(t;) + -Q-M—le~ATt1 (5.34)
1 t1 77 T '
E(f) = - — / AT ~ATT (5.35)
2a Jo
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t1 _
G(t) = /O A=) quy(r)dr (5.36)

Este es el procedimiento que hemos seguido en este punto. Para ello, usa-
mos los mismos valores para los pardmetros que en la seccién anterior, y el
valor de la primera rafz de la ecuacién H(t;) = 0 cuando la perturbacién
es w(T) = wpcos(fT), con wy = 0,1 y f = 1000. En cuanto al término de
Mayer, usamos M = 1031. La grafica (5.6) muestra el esfuerzo de control,
que conduce al sistema desde un estado inicial con norma ||Z(0)|| =1 a un
estado final de norma ||Z(t;)|| = 0,017.

1.4

1.2r

1_

0.8f

0.6-

0.4r

Fuerza (Newtons)

0.2

50 100 150 200
Tiempo (segundos*6.2195/200)

Figura 5.6 Control u(t) para un regulador tiempo-energia con término de
Mayer. Pardmetros: m; = mqo = 1 Kg;myg = 100Kg; kg = 1 N/m;
B4 = 1Ns/m;k = 20N/m; 3 = 2Ns/m;a = 0,1; wo = 0,1m; f = 1000s~*

Como comentarios finales a esta seccién, nétese la forma caracteristica de
la gréfica de la Figura 5.2, donde se representan las raices de H (¢) = 0 para un
rango de valores de la frecuencia de perturbacién. Es notable la dependencia
acusada de dichas raices con la frecuencia. Por ejemplo, alrededor de los
1357 el tiempo final en que se consigue el control pasa algo menos de 6,4s
a algo menos de 5,4s. Respecto a la Figura 5.3, se obtiene, como era de
esperar, un control esencialmente negativo, ya que ha de oponerse a una
perturbacién de magnitud constante que tiende a alejar al sistema del punto
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de consigna. Sin embargo, cuando la perturbacién es armdnica, el control es
esencialmente positivo, y observamos como las gréaficas de las Figuras 5.4 y
5.5 son esencialmente iguales, a pesar de que la frecuencia de la perturbacion
es muy distinta en ambos casos.

5.3. Efecto de un campo de aceleracién

En la seccién 5.2 estudiamos el efecto de una perturbacién sobre el dispo-
sitivo fisico que contiene al regulador. Podria argiiirse que dicha perturbacién,
en general, afectard por igual al propio actuador. Asf es, pero demostraremos
en este punto que ambos problemas son formalmente idénticos.

Consideremos una referencia inercial, monodimensional, donde las masas
my y my tienen coordenadas x; v xo. Consideremos también una referencia
no inercial, solidaria con el dispositivo contenedor del actuador. Respecto a
esta referencia no inercial, sean y; e y, las coordenadas de m; y msy. A su
vez, sea z(t) la posicién del sistema no inercial respecto al sistema inercial.

La energia cinética del actuador es simplemente

1 1
T = imli:% + §m2j:§ (5.37)

cumpliéndose las relaciones cinematicas

y1 = z1— 2(t)
y2 = x2—2(t) (5.38)

Si ahora introducimos las coordenadas generalizadas

@i = Y
@ = Yo~ —L (5.39)

donde L es la distancia en el equilibrio entre m, y mag, y sustituimos en la
energia cinética, encontramos

T = §m1(qf + 224 2¢12) + émg(qf + G2+ 22+ 24142 + 2612 + 2¢22) (5.40)
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También en funcién de las coordenas generalizadas que hemos introducido
es posible escribir la energia potencial:

1 1
U= §k(y2 —yp— L) = 5@% (5.41)
y la funcién de Rayleigh:
L. T T
F = iﬁ(yz —y)° = 5&]2 (5.42)

Si llamamos ¢ = %, las ecuaciénes (2.8) conducen a

8]l la ][t [ o

donde
| M = { mlr:;"h 22 ] (5.44)
1= lg g} (5.45)
y
K — [ 8 2 } (5.46)

Introduzcamos ahora variables de estado en la forma acostumbrada:

rr = q1
T2 = (2
T3 = G
Ty = (o (5.47)

Entonces, definiendo los vectores

(5.48)

o
I

O = O O
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Yy
0
= 0
f= my + ma (5.49)
mgy

recaemnos en

T=AZ+bu+d (5.50)

donde ahora

o | 1
A= —— —— (5.51)
-M~k | —M™1
y

b=M""e (5.52)
d=M71f (5.53)

Esté claro, por tanto, que vale la misma discusién tanto cuando la per-
turbacién se aplica al anclaje del actuador como cuando anclaje y actuador
se encuentra en un campo de aceleraciéon que los afecta por igual, como se
ve comparando las ecuaciones (5.16) y (5.50), formalmente idénticas, aunque
naturalmente obtendremos como resultado formas funcionales distintas para
el control dependiendo de la eleccidén de ((t).

5.4. LQR con tiempo y estado final fijos

Consideremos la dindmica dada por (5.17), con Hamiltoniana
H=z"QZ + au® + p* (AZ + bu + dw) (5.54)

Introduciendo el vector de estado ampliado

£— { ;”; } (5.55)
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es posible reunir en una unica ecuacién la dindmica de los vectores de
estado y co-estado. En efecto, de

O0H

—_— = = s .
- =0=20u+57p (5.56)
y
: OH
f=—2" = 2QF — AT :
g o Qz—A'p (5.57)
junto con (5.17), tenemos
) A | £ i
3 §+{O}w@) (5.58)
—2Q | AT

Llamando F a la matriz de bloques que acompana al estado ampliado, la
solucién de la ecuacién anterior es conocida:

&(t) = e¥'E(0) + /D " x-) [ g} w(r)dr (5.59)

La matriz de transicién es ahora una matriz de 12 x 12, que dividimos
en cuatro sub-bloques de 6 x 6. Refiriéndonos a cada sub-bloque mediante
un indice fila y un indice columna, llamando g(t) al vector resultante de la
integral y descomponiendo la solucién en una componente vectorial para el
estado y otra para el co-estado:

(t) = effz(0) + ef3p(0) + fu (t)
e Z(0) + e55p(0) + ga(t) (5.60)

I

=3
-
Il

Puesto que son conocidos tanto el estado final como el tiempo final, de la
ecuacion anterior:

p(0) = () [2(tr) — @a(t) — e 2(0)] (5.61)
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Sustituyendo (5.61) en la primera de (5.60) obtenemos Z(t), que puede a
su vez usarse para integrar la ecuacién del co-estado, de solucion:

p(t) = e ATp(0) - [ 2747 -7IQa(r)ar (5.62)

Finalmente, p(t) proporciona ya u(t), y el problema queda resuelto.

5.5. LQR con tiempo final fijo y estado final
libre

En esta seccién, y en las siguientes que se ocupan del control éptimo del
regulador LQR con distintas condiciones de contorno, mantenemos la no-
tacién introducida en la seccién 5.4 anterior.

Consideremos en primer lugar el problema cuando la funcién de coste no
incluye término de Mayer. La condicién de contorno es ahora

p(t1) =0 (5.63)
es decir,
0= p(t1) = €5/ 2(0) + e35'5(0) + G (t1) (5.64)
de donde se sigue que
p(0) = — (cB) ™ (50 2(0) + ga(ta)) (5.65)

Conocido p(0), se obtiene 5(t), y de aqui u(t), lo que resuelve el problema.
Si existe un término de Mayer en la funcién de coste que pondera el estado

final mediante una funcién lineal cuadrética de la forma z7(¢;)MZ(t;), la
condicién de contorno es ahora

De la segunda de (5.60):

exy'P(0) = 2Mi(t1) — €31 7(0) — G2(t1) (5.67)
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Sustituyendo ahora p(0) en la primera obtenemos la condicién sobre el
estado final:

-1 -1
[I—zeffl (5 M} B(t) = —ey () [eh2(0) + a(ty)]
+eFBE(0) + 71 (1) (5.68)

de donde puede obtenerse éste como funcién del estado inicial, y usando
(5.67) el co-estado inicial y, finalmente, el co-estado y el control.

5.6. LQR con estado final fijo y tiempo final
libre

De la primera de (5.60) podemos escribir (0) en funcién de Z(t1), y por
tanto, usando la segunda, p(¢1) también en funcién del estado final, conoci-
do. Ahora, es preciso sustituir los valores del estado y co-estado finales en la
Hamiltoniana, y aplicar algin procedimiento numérico que permita corregir
el valor ¢; en que se ha basado el célculo de la Hamiltoniana. Como resul-
tado de este procedimiento, se obtendrd una raiz de H(t;) = 0. Finalmente,
serd posible, a partir de este t; y repitiendo el proceso descrito, caleular p(0),

p(1) y u(t).

5.7. LQR con tiempo y estado final libres

Consideraremos sélo el caso en que la funcién de coste incluya un término
de Mayer, lineal cuadratico, de la forma ya establecida anteriormente. Este
problema se resuelve de forma parecida al anterior. Ahora, la libertad sobre
el estado final se traduce en una condicién de contorno para el co-estado, de
la forma

p(ta) = 2Mz(t:) = f(2(0),9(0), 52(t1)) (5.69)

Esta ecuacién puede invertirse para obtener p(0) en funcién de ¢ y Z(t1),
y permite escribir la Hamiltoniana en funcién del estado final. Algtin proce-
dimiento numérico apropiado permitird encontrar la raiz de H (t1,Z(t;)) = 0,
y una vez obtenida dicha raiz podremos calcular por este orden 7(0), p(t) vy

u(t).

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d’Alacant.



Modelado y control de masas acopladas. Aplicacién a dispositivos de almacenamiento micro-electromecanicos. Francisco Javier Gil Chica

Capitulo 6

Dinamica no lineal e impulsiva

6.1. Dispositivos micro-electromecanicos

Los dispositivos de almacenamiento micro-electromecéanicos (DMEM) se
entienden en el contexto general de los medios de almacenamiento, princi-
palmente magnéticos. No obstante, el enfoque adecuado que los situa en su
justa perspectiva requiere una discusion histérica que en este punto intro-
ducirfa una discontinuidad en nuestra linea argumental. Por este motivo,
hemos trasladado la exposicién de este extremo al primer apéndice.

Los DMEM se encuentran actualmente en fase de desarrollo, y abarcan una
variedad de aplicaciones: valvulas, sensores, actuadores, etc., aunque nosotros
aqui nos interesaremos en los DMEM como sistemas rapidos y econémicos
de almacenamiento de informacién, en competencia directa con los medios
magnéticos convencionales. En la Figura 1.4 mostramos uno de estos dispo-
sitivos, ilustrando elocuentemente sus dimensiones y factura.

Los DMEM son dispositivos con tamarfios que oscilan entre los 10 y los 100
pm, fabricados mediante las mismas técnicas fotolitograficas usadas en la pro-
duccién de memorias y procesadores. Esto sugiere la posibilidad de integrar
en el mismo chip los dispositivos de cédlculo y almacenamiento ([10],[11]),
reduciendo el cuello de botella clésico que existe entre los procesadores y
las memorias convencionales, que se alivia incrementando el tamafio de las
memorias rapidas de cache. En esta linea, hay que citar el almacenamiento
de alta capacidad y prestaciones que se alcanza actualmente mediante con-
Juntos de discos RAID y memorias caché no voldtiles del tipo DRAM. La
latencia de los discos es seis 6rdenes de magnitud superior a la de la memoria, -
DRAM, pero ésta tiene un costo tres érdenes de magnitud superior. En [16)

101
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gt e R
- p e g p T

Figura 6.1 Dimensiones de un DMEM y un 4caro.

se discute como sistemas hibridos formados a partir de discos convencionales
y memorias MEMS pueden mejorar sustancialmente las prestaciones de los
dispositivos RAID, con un coste favorable.

El almacenamiento basado en DMEM promete capacidades de entre 1 y 10
GB, con anchos de banda del orden de los 100 MB /s, a coste reducido, con
bajo consumo y baja disipacién de energfa, lo que los hace ideales para su uso
en sistemas moéviles o como eficientes mecanismos de apoyo para aumentar
el ancho de banda y disminuir la latencia en sistemas con requerimientos
estrictos en este sentido, como se discute en [17].

Un DMEM tipico como el milpiés [7], en fase de preproduccién por IBM a
finales de 2004, consta de un conjunto muy grande de nano-agujas alineadas
que se mueven perpendicularmente a su direccién de alineamiento. Pequenas

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d’Alacant.



Modelado y control de masas acopladas. Aplicacién a dispositivos de almacenamiento micro-electromecanicos. Francisco Javier Gil Chica

6.1. DISPOSITIVOS MICRO-ELECTROMECANICOS 103

corrientes que circulan por las mismas causan cambios notables de tempe-
ratura en sus extremos, suficientes para generar pequefias muescas sobre el
sustrato de polimero sobre el que se deslizan. La presencia o ausencia de una
de estas muescas codifica un 0 o 1 binario. Un incremento cuidadoso de la
temperatura de una de estas muescas es suficiente para hacerla desaparecer
por efecto de la tensién superficial del polimero, pudiendo asi disponer de
memorias de lectura/escritura. En cuanto a la lectura, se basa en la variacién
brusca de la resistencia eléctrica de una aguja por la que circula una pequefia
corriente cuando cae en una de las muescas, incrementando bruscamente su
superficie de contacto con el polimero y por tanto reduciendo de igual forma
su temperatura. La Figura 1.5 muestra el primer prototipo de milpiés, y la
Figura 1.6 un detalle de las nanoagujas en uno de los dltimos dispositivos.

Figura 6.2 Matriz de 5xb nanoagujas en el primer dispositivo milpiés de
IBM.
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Figura 6.3 Detalle de las nanoagujas en uno de los tltimos prototipos de
milpiés.

En otro de los disenos en fase de estudio, el sustrato es de naturaleza
magnética, y los sensores se mueven en el plano XY para leer o escribir, o
bien el sustrato se mueve bajo una rejilla de sensores, cada uno de los cuales
puede entonces acceder a una superficie rectangular.

Por diseno, los DMEM de almacenamiento pueden efectuar lecturas y es-
crituras en paralelo, de forma que pudiendo competir con los medios magnéti-
cos convencionales en coste, pueden hacerlo también en ancho de banda, sim-
plemente aumentando el nimero de sensores de lectura/escritura. El reciente
descubrimiento de los efectos magnetorresistivos extraordinario y balistico
([8],[9]) pondré de nuevo los discos duros convencionales entre uno y tres
6érdenes de magnitud por delante de sus competidores en cuanto a capacidad
y velocidad de acceso, pero no hay nada que impida que los mismos efectos
sean la base para la construccién de DMEM de almacenamiento.

6.2. Aspectos mecanicos comparativos
En una unidad de disco duro convencional, existen tres parametros dindmi-

cos que determinan las prestaciones del dispositivo. Estos son los tiempos de
bisqueda, latencia y transferencia. El tiempo de busqueda es el tiempo nece-
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sario para que el cabezal de lectura/escritura se sitiie sobre la pista adecuada.
Este tiempo depende de la potencia del servomecanismo de posicionamiento
y de su tiempo de estabilizacién, determinado por su disefio, uno de cuyos
pardmetros basicos es el momento de inercia del brazo, que a su vez depende,
entre otras cosas, del tamano del disco. Actualmente, este tiempo es de unos
pocos milisegundos.

El segundo pardmetro dindmico es el tiempo de latencia. Este es el tiempo
medio que ha de esperar el cabezal antes de poder acceder al sector adecuado
dentro de la pista sobre la que se ha colocado previamente. El tiempo de
latencia es entonces la mitad del periodo de rotacién, y puede disminuirse
aumentando la velocidad de rotacién del disco. Ahora bien, esto implica que,
partiendo del reposo, el disco tardard mas tiempo en alcanzar su velocidad de
operacidn, consumiendo mas energia. Por este motivo, se intenta reducir el
tamano del disco, y por tanto su momento de inercia, lo que a su vez aumenta
las exigencias de precisién sobre el servomecanismo de posicionamiento del
brazo.

Finalmente, una vez que el cabezal se encuentra sobre el sector adecuado,
se procede a la lectura o escritura de la informacién, proceso que es secuencial,
por la propia naturaleza del dispositivo.

Hay algunas particularidades de los DMEM de almacenamiento que con-
tribuyen a disminuir la energia necesaria para su funcionamiento. En primer
lugar, el sustrato que contiene los datos puede ser estatico, al contrario que
un disco duro convencional, que ha de girar a velocidades en torno a las 6000
rpm.. En segundo lugar, los sensores de un DMEM son notablemente mas
ligeros que el brazo de lectura/escritura de un disco y han de moverse dis-
tancias mucho menores, entre uno y tres érdenes de magnitud inferiores. Por
tanto, el tiempo necesario para pasar del estado de espera al estado operativo
se reduce considerablemente.

No obstante, es preciso indicar que los DMEM se encuentran aun en su
infancia, por lo que muchas de sus caracteristicas son inciertas. Por ejemplo,
en una de las arquitecturas propuestas los cabezales permanecen fijos, y es
el sustrato el que se desplaza bajo una rejilla de sensores, mientras que el
citado milpiés dispone de una linea de nano-agujas que se desplazan sobre el
sustrato.
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6.3. Modelo fisico

El objeto del presente captitulo es el estudio de la dindmica del sistema
de dos masas acopladas, y la aplicacién de los resultados que se obtengan
al control de DMEM. Esencialmente, seguiremos aqui el modelo fisico pre-
sentado en la seccién 4.4, cuando se discutié el efecto de una perturbacién
acimutal sobre el sistema. Asi pués, el punto de partida en este capitulo
lo constituyen las ecuaciones (4.46) y (4.47), con la salvedad de que ahora
0 = 0. Con la intencién de considerar los casos en que el resorte sea duro o
blando introducimos también el ligero cambio de notacién para el pardmetro
que acompaia al término no lineal, laméndolo +a en lugar de 4u. Con todo
esto, las ecuaciones de partida son:

mapr + me(Pr + p2) = u(t)
ma(P1 + P2) + k(pe £ apg) +bp, = 0 (6.1)

Con objeto de simplificar el andlisis de (6.1) se elimina la variable p1, con
lo que obtenemos la ecuacién diferencial no lineal de segundo orden

. b(ml + ’ITLQ) . k(m1 -+ m2) 3 1
+ + = ——u(t 6.2
D2 g D2 + eg— (pe £ aps) mlu( ) (6.2)

La ecuacién (6.2) se puede considerar como la vibracién de una Unica masa

equivalente
M, = —A2 (6.3)
my + Mey
es decir
. b . k 1
Po + —Po + — (p2 £ apl) = ——u(t) (6.4)
Me mMe my
Introducimos la nomenclatura
k
wg = Ee
b
g = — (6.5)
me
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siendo wg la frecuencia natural a la que oscilaria m, si fuese a = 0 y
u(t) = 0, es decir, sin rozamiento y con un resorte lineal. De (6.4) y con la
pomenclatura introducida pasamos a variables de estado

L1 = P2
Tz = P2
(6.6)
y escribimos
j?l = X9
: 1
o = —wg(xlz{:ax?)—ﬁxg—m—u(t) (6.7)
1

Las ecuaciones (6.4) y (6.7) son una variante de la llamada ecuacidn de
Duffing. Esta ecuacién se caracteriza por interesantes propiedades cuando
u(t) es una perturbacién arménica débil y el amortiguamiento viscoso es
pequefio. Analizaremos a continuacién los puntos de equilibrio de (6.7) del
sistema no perturbado en los casos de muelle duro y blando.

6.4. Puntos de equilibrio

6.4.1. Puntos de equilibrio para el muelle duro

En este caso, en las ecuaciones (6.7) ha de tomarse el signo positivo. En el
equilibrio, con u(t) = 0 se verifica que

Ty = 0
—wi(zy +axd) = 0 (6.8)

De la segunda se sigue que ha de ser £; = 0. En este caso, el sistema
tiene un unico punto de equilibrio, que llamaremos py(0,0). El jacobiano del
sistema es

0 1

J= —wi(1+ 3az?) -p

(6.9)
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Los autovalores en py se obtienen de
M —-J|=0 (6.10)

y resultan ser

_ 2 2
b B — s (6.11)

Mo = .

Dependiendo de los valores relativos de 8 y wp pueden darse varios casos

a.1. Si 8% > 4wd, po es un punto silla. Al ser el tinico punto de equilibrio
inestable, el sistema quedara oscilando en torno a él con un ciclo limite
de amplitud muy pequena, dependiendo de los valores relativos de 8 y
wp. Desde un punto de vista fisico, este caso es poco probable, ya que
normalmente las fuerzas viscosas son mucho menores que las fuerzas
elasticas en el caso de un muelle duro.

» a.2. Si B2 = 4w}, M2 = —(/2y el punto py es un nodo estable.

v a.3. Si 3% < 4w, los autorvalores de py son complejos conjugados, y el
origen pasa a ser un foco estable.

» a.4. Si § = 0, es decir, en el caso en que las fuerzas viscosas puedan
considerarse despreciables frente a las elasticas, los autovalores son com-
plejos conjugados puros: Ay 5 = Fiwy y nada puede afirmarse respecto a
la estabilidad de pg. Cuando 8 — 0 una bifurcacién del tipo Andronov-
Poincaré-Hopf aparece, siendo necesario determinar el primer valor de
Lyapunov L; para saber si el punto de equilibrio es estable o no, es
decir, para saber si aparece un foco débil estable o inestable.

6.4.2. Puntos de equilibrio para el muelle blando

En este caso, es preciso tomar el signo negativo en (6.7). En el equilibrio,
con u(t) = 0, tenemos

—~wi(zy —axd) = 0 (6.12)
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Es claro que en este caso el sistema tiene tres puntos de equilibrio, que

llamaremos p1(0,0), p2(1/1/a,0) y p3s(—4/1/a,0). El jacobiano del sistema es
en este caso

0 1
J= { —w2(1 - 3ax?) —f } (6.13)

Para p;(0,0) se sigue el mismo andlisis que se hizo en la sub-seccién ante-
rior.

Para ps, el jacobiano se reduce a

0 1
J= { % } (6.14)
y de |AI — J| = O se siguen los autovalores

N
Ag = VIR (6.15)

Por consiguiente, p, es una silla para todos los valores de § >= 0. El mismo
resultado se obtiene para ps. En resumen, py y ps son sillas, y p; puede ser
bien un foco estable, bien un centro.

A continuacién vamos a estudiar los casos no triviales. El objetivo es com-
prender en profundidad el comportamiento dindmico del sistema para a con-
tinuacién disenar el sistema de control.

6.5. Analisis del sistema con muelle duro

En este caso s6lo existe el punto de equilibrio po(0,0). Las ecuaciones del
sistema, son

Ty = —wg(xl + axi’) — Bxy — m—u(t) (6.16)
1
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El caso més interesante ocurre cuando 8 = 0, con lo que las ecuaciones del
sistema quedan, en forma matricial:

i:[_‘i}zé]m{ 0 }+[_(il_}u(t) (6.17)

2 m3

Los autovalores de la parte lineal son complejos conjugados puros: Aj o =
Fiwg. A efectos de estudiar la bifurcacién de Andronov-Poincaré-Hopf, vamos
a considerar que [ es un pardmetro muy pequeiio que tiende a cero: f —
u — 0. En tal caso, el jacobiano correspondiente a (6.16), particularizado
para el punto de equilibrio viene dado por

J:[ 0 1 ] (6.18)

2
—Wo —H

de donde se siguen los autovalores:

Mo = =5 £iyfuf = (5) = alu) £ iw(p) (6.19)

de (6.19) se deduce

a(0) = 0
w(0) # 0
da(u) _ 1

Estas ecuaciones son muy importantes en el andlisis de la bifurcacién
Andronov-Poincaré-Hopf. Para realizar este analisis, escribimos las ecua-
ciones (6.16) como

2

53:[ 02 1}97;—%[ Y 3}:A£+6(§:) (6.21)

Teniendo en cuenta que los autovalores de la parte lineal de (6.21) vienen
dados por (6.19), se busca la matriz de transformacién P que pasa al sistema
a la forma candénica de Jordan:

I [ —a(p) ~w(p) } (6.22)
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es decir, buscamos

Hé}:P[ﬂ (6.23)

y tal que
J=P AP (6.24)

Se sigue que

12 = [o(p) +w(p)]en
—wprny — prie = [o(p) + ()] (6.25)

Eliminando z1o:
(—ws — pla(p) +w(w)an = [alw) +wp)Pen (6.26)

Se comprueba que la igualdad (6.31) se cumple teniendo en cuenta los
valores de a(u) v w(p) de (6.19). Tomando zy; = 1, se tiene que x5 =
a(u) + iw(p). Por consiguiente, el vector propio z1 = [z11, 712]" es

T = [ a(lu) } +i { w(ou) } (6.27)

y se sigue
0 1
P= [w(u) o) } (6.28)
-1 _ _ 1 afp) -1
P = Sy ] o2

Se comprueba facilmente que PP~! = I. El cambio de coordenadas es

[2 } - [w?u) a(lu) } [ﬂ (6:30)
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[¢]
ry = y
T2 = w(p)z+a(p)y (6.31)

También es facil comprobar que J = P~1AP. Con los cambios anteriores,
las ecuaciones del sistema quedan de la forma

= ] e
- [ ] el o

Las ecuaciones (6.32) son las ecuaciones del sistema en forma normal, las
cuales se utilizan para calcular el primer valor de Lyapunov L;. La estabilidad
del punto de equilibrio (0,0) de (6.32) se establece de acuerdo con el teorema
fundamental de la bifurcacién de Andronov-Poincaré-Hopf. Pero, antes de
establecer el teorema, la férmula para calcular L, es la siguiente. Dado un
sistema general escrito en la forma normal

= azr +by + Pa(z,y) + Ps(z,y) + - -

= cx+dy+ Qs(x,y) + Qs(z,y) +- - (6.33)
siendo
ad —bc = 0
Py(z,y) = agr® + anzy + oy’
Qalz,y) = b20$2 + bnzy + bo2y2
Pi(z,y) = azr’ + anz’y + a122y® + agsy’
Q3(xa y) b30$3 + b21$2y -+ 612a:y2 -+ bo3y3 (634)

si definimos w? = ad — bc, entonces L, viene dado por

i
4bw3

Ly = (ly + 1o+ 13+ 1y) (6.35)
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con
ll = CLC(CL%l -+ (Luboz + aogbll) —+ ab(bfl + a20b11 + allbgo)
12 = 02(a11a02 + 2(102b02) — 2ac(b(2)2 - a20a02) — 2ab(a§0 - bgoboz)
I3 = —b*(2as0bao + br1bao) + (bc — 2a2)(b11b02 — @11099)
l4 = —(a2 - bc) [3(0603 bt bago) -+ 2@(0,21 —+ 1)12) —+ (Calg — bbgl)] (636)

Obsérvese que para aplicar la férmula (6.36) se requiere que a + d = 0,
pero también se puede aplicar cuando a + d — 0 y entonces L; serd funcién
de un parametro pequeiio (en nuestro caso u). Esto es asi porque en realidad
no nos interesa el valor de Ly, sino sélo su signo. Con las ideas anteriores, se
establece el siguiente teorema:

Teorema: Si el primer valor de Lyapunov del sistema genérico en
la forma normal (6.33) es negativo, entonces para y — 0y p <=0
el origen es un punto de equilibrio estable. Si > 0 el punto de
equilibrio es inestable y un ciclo imite de didmetro ,/p aparece
alrededor del origen. Si L; > 0y pu — 0 con y >= 0 el origen es un
punto de equilibrio inestable. En caso de inestabilidad (1 >= 0),
la cuenca de atraccion esté limitada por un ciclo limite inestable

de radio /1

Aplicando las férmulas (6.33)-(6.34)-(6.36) al sistema (6.32) se obtiene

j 45; ~(—3(a% + be) (cbos — bago)) (6.37)
En (6.41) se tiene
o = ap)
b —w(p)
¢ = wi
d = ofp)
w? ad — be = o () + w(p) = Wi
w = wp
bz = alpwia
azg = 0 (6.38)
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con todo lo cual

1
L, = —137ra(,u)w0a (6.39)

Como a(u) = —p/2 < 0 (el coeficiente de amortiguamiento 3 no es nega-
tivo) y L1 < 0 el punto de equilibrio es estable. Obsérvese que cuando 1 — 0
L, — 0, pero siempre negativo. Un ciclo limite de radio ,/p aparece.

6.6. Analisis del sistema con muelle blando
El andlisis es similar al del muelle duro. Las ecuaciones del sistema son de

la forma

L1 = Ty

1
By = —wg(er —ax) — fr2 — —u(t) (6.40)
1

Es facil comprobar que en este caso Ly > Oy alser 8 — pu — 0> 0

el punto p;(0,0) es inestable. Por consiguiente, dependiendo de la energfa
inicial del sistema, con 8 = 0 se obtienen ciclos limite alrededor de p;(0, 0).

6.7. Muelle duro con realimentacion del es-
tado

Recordemos que las ecuaciones con muelle duro venian dadas por

Ty = To

1
Ty = —wir) —wiaxd — Bxy — ﬁu(t) (6.41)
1

siendo w2 = k/m.y 3 = b/me..

Supongamos que definimos una ley de realimentacién de la forma

u(t) = —kppa(l) — ua(t) = —kpza(t) — ua(t) (6.42)
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o sea, hacemos u(t) = u(pa(t), t). Sustituyendo en (6.41) se obtiene

T1 = Tg

. 1
By = (Wi —wdz —wiazd — By + ﬁm(t) (6.43)
1

siendo w? = k,/m,;. Si suponemos que w? > w?, el sistema (6.43) tiene

importantes propiedades cuando la sefial u;(t) es una sefial periédica. En
particular, representa una versién de la ecuacién de Duffing para la cual
pueden estudiarse las condiciones bajo las cuales aparece comportamiento
cabtico. Para simplificar, emplearemos la siguiente nomenclatura:

a = wi—wi>0
u; = Ajcos(wt) (6.44)
Se tiene
Ty = I
: 2 .3 A
Ty = azxy—wgjar] — fry + p— cos(wt) (6.45)
1

Un aspecto interesante de las ecuaciones (6.45) es que si se supone que el
coeficiente de amortiguamiento es pequeno, asi como la perturbacién exterior,
podemos escribir

j?lzafg

iy = ax — wiars + e(ycos(wt) — B'zy) (6.46)
siendo eff' = 3, ey = Aj/my y e << L.

Observamos que en el limite cuando € — 0 el sistema (6.46) se aproxima
a un sistema Hamiltoniano. Ademads, los puntos de equilibrio en ausencia de
perturbacién periddica coinciden con los del sistema Hamiltoniano con € = 0.
Analizamos a continuacién estos puntos de equilibrio y la naturaleza de los
mismos.
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Con € = 0 se deduce

oz — wiard =0 (6.47)

(o — wiaz?) =0 (6.48)

Por tanto, existen los tres puntos de equilibrio

ﬁg = [07 0]
ST «
pl [ wga’ 0]
7 (07
= |[—,/—,0 6.49
p2 [ wgav ] ( )

El Jacobiano del sistema Hamiltoniano es

J= { 0 ! } (6.50)

a — 3wiaz? 0

Para el punto pg
01

con valores propios A; 2 = *+/c, de donde se sigue que po es un punto de
silla. Por otro lado

0 1
Ip, = [ o0 OJ (6.52)

con valores propios A;e = +iv/2a que corresponden a dos centros. Si-
guiendo un procedimiento similar al expuestos anteriormente, se encuentra

del calculo del primer valor de Lyapunov que los centros son inestables cuando
g — 0.
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Las ecuaciones del sistema, con € = 0 son

Ty = I
ty = axy - wiazh (6.53)
cuyo Hamiltoniano viene dado por
N aH(fEl,.Z'Q)
b 81‘2
B 8H(x1, 332)
—_— .54
Ty oz, (6.54)
De
8H(ZE1, x?)
it oL R 6.55
By ) (6.55)
se sigue que
1
H(zi,z5) = 5;33 +U(zy) (6.56)
Y de
8H($1,$2) 8U(x1)
= 6.57
8.7}1 8351 ( )
que
1 1
Ulzy) = —ia:z:f + ngazzz‘ll (6.58)
liego
R R SO RN S S
H(zq,x0) = 5%~ 5O + {Woat (6.59)

Como la 6rbita homoclinica pasa por el origen, de H(0,0) = 0 se sigue,
para cualquier otro punto

1
13 = ozl — Ewgax‘f ’ (6.60)
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De la primera ecuacién del sistema (6.66):
wia

52312\/5951 —2\/5

x? (6.61)

Separando variables

(6.62)

/9:1 dacl -
0 Z1y/ 1— b2$%
con b? = 2%, La integral (6.62) es de la forma

1 1—4/1—p2z2
“In - = ot (6.63)
14+ 4/1 — b22?

Despejando z1(t) y operando:

(1) = %, /c% cosh™ (v/at) (6.64)

Teniendo en cuenta que &7 = o,

25(t) = ¥4 232 cosh™(/at) tanh(+/at) (6.65)

Las ecuaciones (6.64)-(6.65) son las ecuaciones paramétricas de la érbita
homoclinica.

6.8. Analisis del comportamiento cadtico

Cuando un sistema dindmico tiene una érbita homoclinica y se dispone de
sus ecuaciones paramétricas, se puede aplicar el llamado método de Melnikov
para obtener condiciones necesarias para que el sistema, con ¢ # 0 pero
pequeno, tenga comportamiento cadtico. La idea del mismo es la siguiente:
si el sistema Hamiltoniano (6.66) se perturba levemente segin las ecuaciones
(6.46), el espacio de fases del primero se deforma, y para ciertos valores de
los parametros es posible que la érbita homoclinica se rompa, de forma que
las variedades estable e inestable de la drbita ya no coincidan. Gréaficamente,
lo anterior se expresa en la Figura (6.4) ‘
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Figura 6.4 Idea del método de Melnikov. Ruptura de las variedades
estable e inestable de la érbita homoclinica.

donde w?® etiqueta a la variedad estable del sistema sin perturbar, w® a
la variedad inestable del sistema sin perturbar, w'® la variedad estable del
sistema perturbado y w™® la variedad inestable del sistema perturbado. Si
la perturbaciéon rompe la 6rbita homoclinica, sea ¢y un instante de tiempo
arbitrario y ¢ el instante para el cual la distancia entre las variedades estable
e inestable es d(t,tg). Se puede demostrar que dicha distancia, llamada vector
de Melnikov, viene dada por (véanse las referencias [40], [41], [42], [44], [59]

y [70)
Mita) = [ Fu(t)) A glan(®), ¢+ to)at (6.66)

0
Mito) =~ [ 700(6) A gl0l), ¢~ ta)ds (6:67)

f es el vector campo sin perturbar, y ¢ el vector campo de la perturbacion,
definidos a lo largo de la trayectoria homoclinica. En nuestro caso
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— T2

= [ az — wiazd } (6.68)
0

9= { yeos(wt) — B'zy J (6.69)

de acuerdo con la ecuacién (6.46). Obsérvese que al realizar las integrales
(6.66)-(6.83), M(to) para un tq arbitrario puede ser positivo o negativo. En
realidad, el signo carece de importancia. Pero si M(ty) cambia de signo,
significa que las variedades estable e inestable se cortan. Ahora bien, al ser
la perturbacién de tipo periédico, los cortes entre w'® y w™ también son
periddicos, pero con la particularidad de que estos cortes se dan de forma cada,
vez mas enrevesada. Ademas, es posible demostrar que estos cortes forman
un conjunto homeomorfico con la aplicacién herradura de Smale, la cual el
mismo Smale demostré que tiene comportamiento cadtico (Medalla Fields).
Por consiguiente, si M(ty) cambia de signo para algtin valor de t,, entonces
el sistema (6.46) tiene movimiento cadtico. Obsérvese que este movimiento
cadtico no se puede generalizar a todo el espacio de fases, sino que se restringe
a movimientos prdzimos a la érbita homoclinica.

Conviene insistir en que el criterio de que M (ty) cambie de signo es s6lo una
condicién necesaria para que se produzca movimiento cadtico, pero puede no
ser suficiente. Por otro lado, este criterio es el tinico que existe para saber
a priori si un sistema tiene comportamiento cadtico o no. De hecho, para
sistemas dinamicos que no tienen érbita homoclinica no existe actualmente
ningtin procedimiento analitico para saber si son cadticos o no.

Para el sistema que estamos estudiando, el valor de M (tg) viene dado por

+o00

M(ty) = / 2o(t)fy cos(w(t + to) — Bz ()] dt (6.70)

—00

siendo z5(t) la ecuacién (6.65) correspondiente a la érbita homoclinica, o
sea:

M(ty) = 1/aq;/+Oo[cosh_1(\/at)tanh(\/at)fycos(w(t+t0))
gy J—oo
— 3 cosh™2(y/at) tanh?(/at)]dt
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= —4 2—%— /+Oo cosh™* (/) tanh(v/at)y cos(w(t — to))dt
awy J—oo

20/

50 /+oo cosh™?(y/at)dt (6.71)

awy —

La segunda de estas integrales es inmediata, mientras que la primera puede
calcularse mediante residuos (véanse las referencias [40], [41], [42], [44], [59]
y [70]) . El valor resultante es

2 y, TW 4,3/04%
M(ty) = fyﬂ'w,/@ cosh 1(2_\/_5) sen(wtp) — Bwla (6.72)

Obsérvese que M(ty) es una funcién periédica y tiene ceros y por tanto
caos si M(tg) > 0, es decir si

y 4 o i,
- > h .
B 3rw\ 2wia o8 (2ﬁ> (6:73)

para unos determinados valores de los parametros.

6.9. Analisis de valores numéricos

Con objeto de llevar a cabo simulaciones numéricas es necesario asignar
valores a los pardmetros del sistema no perturbado, de forma que en funcién
de los valores de la perturbacién w, vy ' se pueda estudiar cémo varfan los
ceros de la funcion de Melnikov.

Los valores para las masas m; y my son del orden de 1074 Kg.

De acuerdo con la bibliografia, si se fija la aceleracién de la masa equi-
valente m, = mymgy/(m; + my) se puede obtener una relacién entre k y el
parametro ¢ del muelle:

ma = k(y + ay®) (6.74)

El desplazamiento y es del orden de 50 um y la aceleracién del orden de
800 m/s%, con lo cual

p - ma 16000
Cy4ay? 141,25 %108

(6.75)
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(¢]
16000 — k
O E X125 x10-8 (6.76)

Como a > 0, existe un valor limite para la constante eldstica k. Llamando
Y. al desplazamiento y a,, a la aceleracién méaximos de la masa equivalente

se tiene
MeQyy,
. _rerm 6.77
Yo + ayd (6.77)
0

MeQpy — kyc
L. A 6.78
a e (6.78)

Fijando me, a,, € y. se puede definir un intervalo de valores admisibles de
ky, (Kmin, kmaz) y Obtener los correspondientes valores de a. Obsérvese que
debe ser mea,, > ky.. Para los valores anteriores:

10~ x 800

La alta aceleracién, de 800 m/s?, no estd asociada a la variable py = yo —
11 — L, sino a la masa mg, o sea, a 9s.

Con objeto de obtener un significado fisico mas claro, consideremos el
modelo lineal con a = 0:

mify = u(t) +k(y2 — 1) + BY2 — 1)
mafia = —k(y2 —y1) — B2 — 1) (6.80)

donde se ha tomado L = 0 por simplicidad. Se trata de determinar la
funcién de transferencia '

G(s) = (6.81)
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Tomando transformada de Laplace con condiciones iniciales nulas:

m18°Y1(5) + BsYi(s) + kY1(s) — BsYa(s) — kY3(s) = U(s)
—BsY:1(s) — kY1(8) + mas®Ya(s) + BsYa(s) + kYa(s) = 0 (6.82)

Reordenando y eliminando Yj(s) llegamos a

e (85 + k)
)/2(8) = 82(82-{-;%5—}—%)(](3) (683)
con
me = — A2 (6.84)
mi + Mo

La ecuacién (6.83) se utiliza para estimar los pardmetros del sistema 3y
k. De la bibliografia se conoce que m; = my = 2 x 107 Kg y por tanto
m, = 107 K g. El término cuadrético de (6.83) se escribe como

k
ﬁs + — = 8% + 2w, + w? (6.85)
Me — Me

$? +

por tanto, w, = /k/m. y 20w, = B/m,. La frecuencia de resonancia del
dispositivo es de 739 Hz = 46,6,57 rad/s. Tomamos w, igual a ese valor y
tenemos k = w2my = 2,156 x 10* N/m. Si especificamos un coeficiente de
amortiguamiento 6 = 0,1, se obtiene para

B = 26w, m, = 0,09286 Kg/s (6.86)

Con todo esto, escribimos la funcién de transferencia:

108(0,092865 -+ 2156)

Gls) = T =
* T TU(s) ~ 4s2(s2+ 928,65 + 2,156 x 107)

(6.87)

La Figura (6.5) representa el diagrama de Bode para la funcién de trans-
ferencia anterior, sin tener en cuenta el factor 1/4.

La frecuencia de resonancia aparece en w, = 4383 rad/s. Por consiguiente,
los valores anteriores pueden considerarse admisibles. Por otro lado, si el
muelle es no lineal, puesto que el pardmetro a > 0, de la ecuacién (6.78) se
sigue
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Bode Diagram
50 ————ry . v T T

-50

-100

Magritude (dB)

g

-270

Phase (deg)

T

-315

-360 L N PN | 2 NI B O | N N NP | N A e
10° 10 10 10 10°
Frequency (rad/sec)

Figura 6.5 Diagrama de Bode para la funcién de transferencia
G(s) = Ya(s)/U(s) = (10%(0,09286s + 2156))/(s%(s% + 928,65 + 2,156 x 107))

kye.

(=

= 1078 m/s? (6.88)

A >

Tomando a,, = 1200m/s?, de (6.78) se determina el valor para el pardmetro
a del muelle:

elm — k c
a = 1e9m — B _ 4506 x 107 (6.89)
ky3

Sin embargo, los valores de aceleracién de la bibliografia son del orden
de 800m/s®. Si tomamos para y. = 10 um, se obtendria una aceleracién
am = 215,6 m/s*. Con a,, = 800m/s? a = 2,7 x 10'°. En cuanto a la fuerza
u(t) aplicada a la masa m,, tenemos '

magr ~ u(t) + k(y2 — 1) (6.90)
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de donde

u(t) ~ mian, + ky. = 0,18156 N (6.91)

En resumen, los valores de los pardmetros usados para obtener las graficas
(6.6) a (6.15) han sido m; = my = 107 Kg, k = 2156 N/m, (§ = 107°3 =
93 x 1071 Kg/s), (6§ = 1072, = 9,3 x 107° Kg/s), am = 1200m/s? a =
4,5 x 107" e y. = 50 um

01 T T T T T T T
g 0.05f -
E
g O I
£.0.05} y
_0.1 L 1 | 1 i 1 [l
0
0.1
=)
@ 0.05}
g0
g
-0.05}
_01 | 1 1 i | i |
-8 -6 -4 2 0 2 4 6 8

X1(1,1:0i) = p,0) = y,(0) - y,() - L (m) 107

Figuras 6.6-6.7 Dos aspectos del retrato de fase para ps(t).

De los valores de los parametros se deduce que para § = 0 hay un centro
en 4 /a/(wda = 44,714 x 107° que coincide con el de la Figura (6.6).

Obsérvese que si calculamos el primer valor de Lyapunov, de acuerdo con lo
estudiado en el apartado correspondiente del andlisis del sistema con muelle
duro y sin realimentacién, se obtendrad un resultado similar. En efecto, el
Jacobiano del sistema en los puntos p; » tiene autovalores Ao = +iv2a, de
forma que para § — 0 aparece una bifurcacién de Poincaré- Andronov-Hopf.
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x1(1,:); x2(1,:) (m)

o
#
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Figura 6.8-6.9 Dependencia sensible de z;(¢) cuando se toman dos
condiciones iniciales que difieren 1078, y aparicién de un atractor extraiio.

En este caso, L; < 0y a(s) < 0y por tanto p; o son puntos de equilibrio
estables, tal como muestra claramente la simulacién de la Figura (6.7).

A continuacion se simula el sistema para estudiar bajo que condiciones el
vector de Melnikov informa sobre la posibilidad de comportamiento cadtico.
El resultado de esta simulacién se presenta en las figuras (6.10)-(6.12).

De acuerdo con la ecuacion (6.73), se puede obtener el valor limite para wy
A; para tener la condicién necesaria para comportamiento cadtico. Si fijamos
A; =0,008, 8 =93x 107" v = A;/m; = 4,3010, nw/2\/a = 0,106,108 y
cosh(mw/2+/a)) = 1,0057. Como w debe ser menor que 100, el término cosh()
puede tomarse como 1, con lo cual

4 3
RSO (6.92)
w 3w 2wia
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X, (1, %,(1,) (m)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Tiempo (seg)

1.5 T T T T T L T

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Figuras 6.10-6.11 Dependencia sensible de las condiciones iniciales.

de donde w ~ 7,0932 rad/s. Por consiguiente, valores menores que éste no
dan comportamiento cadtico. Si fijamos w = 100, serd

4 [

1

cosh(i%) = 0,0002857 (6.93)

valor para el que con seguridad no hay caos. Unos comentarios finales sobre
las gréficas obtenidas en esta seccién. En la Figura 6.8 aparece el fendmeno
de dependencia sensible, de forma que cuando se simula el sistema con dos
condiciones iniciales que difieren en 1078, para un tiempo de 0,3s el sistema,
muestra comportamientos completamente diferentes, y por tanto la predic-
cién para tiempos grandes es imposible. En la Figura 6.9 se indica la aparicién
de un atractor extrafio en torno a la érbita homoclinica. Claramente apare-
cen estructuras de doblado y plegado caracteristicas de los sistemas caéticos.
Las Figuras 6.10 y 6.11 muestran un caso similar al indicado en las Figuras
6.8 y 6.9. Se observa que aun con errores iniciales del orden de 1071, a partir
de ¢ = 0,4s la prediccién se hace imposible. En la Figura 6.12 se muestra
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dpz(t)/dt (m/seg)
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x1(1,9 = p,(t) (m) x 10

Figura 6.12 Otro aspecto del retrato de fase ps(p2).

un atractor extrano en torno a la orbita homoclinica con la particularidad
de que se observa claramente que el conjunto es denso. Como se verd mas
adelante, este comportamiento tiene implicaciones muy importantes desde
el punto de vista del control. La Figura 6.13 muestra la densidad espectral
de potencia de la variable x1(¢) en funcién de la frecuencia angular wy de
la perturbacién. Obsérvese que esta forma del espectro es caracteristica de
los sistemas cadticos. De nuevo se concluye con razonable confianza que las
masas acopladas se comportan de forma caédtica.

6.10. Dinamica impulsiva

6.10.1. Motivacion

La respuesta de sistemas de una entrada y una salida ante entradas impul-
sivas se describe bien en términos de la funcién de transferencia. Sin embargo,
esta descripcion no es adecuada cuando el sistema tiene multiples entradas o
salidas. En estos casos, la funcién de transferencia de convierte en una matriz
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S

Figura 6.13 Densidad espectral de potencia.

de transferencia, donde cada elemento es una funcién racional de la variable
transformada de Laplace. Por otro lado, la funcién de transferencia da cuen-
ta del comportamiento del sistema para un tnico conjunto de condiciones
iniciales: aquel para el que todas las variables son nulas.

En esta seccién nos interesaremos por la dindmica impulsiva de dos masas
acopladas que pueden moverse en un plano, problema maés general pero que
admite solucién analitica exacta.

La Dindmica impulsiva es uno de los campos donde mas evidente se hace
la diferencia de enfoque entre la Mecénica Vectorial y la Analitica. En primer
lugar, la primera requiere, para cada cuerpo, hacer el censo de las fuerzas que
actian sobre él. Pero las fuerzas impulsivas tienen un cardcter especial que
las hace dificiles de tratar. Una fuerza impulsiva ideal tiene una magnitud
muy alta, pero se aplica durante un intervalo de tiempo muy breve. En el
limite, una fuerza impulsiva tiene una magnitud infinita y se aplica durante
un intervalo infinitesimal, de forma que su integral durante ese intervalo
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permanece acotada.

Son frecuentes en los textos elementales ejemplos sencillos que se resuelven
mediante hipé6tesis sobre las deformaciones que sufren los cuerpos implicados,
que a su vez permiten estimar los impulsos.

En segundo lugar, el tratamiento vectorial no permite un punto de vista
maés general, que incluya los efectos de las ligaduras, y en particular los efectos
de su implantacion sibita.

Estos dos defectos son superados de forma elegante por la Mecanica Anali-
tica. Por una parte, integra de forma natural los efectos de las fuerzas impul-
sivas y la implantacién brusca de ligaduras. Por otra, y esta es la diferencia
bésica que queremos resaltar aqui, concibe el choque de los cuerpos no co-
mo la aplicacién de un impulso sobre uno de ellos por el otro, sino como
la implantacién de una ligadura de contacto entre ambos. Recordemos que
la Mecénica Vectorial trata particulas, mientras que la Mecanica Analitica
trata sistemas. Cuando dos cuerpos chocan, se manifiesta sobre el sistema
formado por ambos una ligadura que los obliga momentdneamente a per-
manecer en contacto. Incluso esta ligadura puede ser persistente, y quedar
los cuerpos unidos a partir del instante del choque. Pero, momenténea o per-
sistente, la ligadura es efecto de una fuerza, que en Mecdnica Vectorial es
preciso conocer, pero que en Mecanica Analitica, simplemente no aparece.

De esta forma, podremos resolver los problemas de choque sin acudir a
hipétesis sobre las fuerzas involucradas, usando a lo sumo el hecho experi-
mental de que después del choque la velocidad relativa de los dos cuerpos es
una fraccién de la velocidad relativa antes del mismo, y tiene sentido con-
trario.

6.10.2. Ecuacion fundamental

Consideremos la ecuacién fundamental (C.14), que reproducimos de nuevo
por conveniencia:

Z _"—-___T—Qj 6g; =0 (6.94)
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(J; incluye las fuerzas aplicadas, impulsivas o no, y dentro de las segundas,
las que derivan de un potencial y las que no. Destaquemos explicitamente
con un asterisco las fuerzas impulsivas, y escribamos:

aor or

; T RN R (6.95)

El fenémeno impulsivo, que incluye tanto fuerzas de percusion como fuerzas
de ligadura que aparecen bruscamente, tiene lugar durante un pequeiio inter-
valo que centraremos en el instante ty. Integrando 6.95 entre tp — 7y to + 7,

tenemos:
totr | d OT 0T
L I 0.~ O dtsa: =0 6.96
-/t0~7' [dt 3(19 aQJ QJ QJ 4 ( )
Recordemos que
2
y que
57"2 or;
Py = P4t 6.98
Z aQJ ot ( )

Por tanto, T es una funcién cuadrética de las velocidades generalizadas.
Ahora bien, durante un choque se produce un cambio brusco de velocidad,
pero sin cambio de posicién, y de forma que, en cualquier caso, las velocidades
permanecen acotadas. De esta forma, al integrar la ecuacién anterior, los
términos segundo y tercero se anulan a medida que 7 — 0. Sirve similar
razonamiento para el término que incluye la funcién de Rayleigh F, que es
funcién cuadrética de las velocidades generalizadas, que como queda dicho
permanecen acotadas durante el choque. Pero puesto que la integral de una
fuerza de percusién permanece acotada, tenemos finalmente (véase [47],[48]):

> [A (%) — Tj] 5g; =0 (6.99)

J

donde los 7; son los impulsos generalizados aplicados al sistema.
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Si todas las g; son independientes y permanecen asi después del choque,
6.99 son n ecuaciones que contienen n incognitas: las n velocidades después
del choque.

Ahora bien, si admitimos la implantacién simultdanea de m ligaduras de la
forma @p(q1,--+,qn), con h = 1,--- m, introduciendo m multiplicadores de
Lagrange A, podemos escribir, siguiendo el procedimiento ya usado antes:

oT Dpr,
A (———) —Ti+ > Ap—=—10dg; =0 (6.100)
%: [ oq;) zh: 8g; | 7
donde ahora, para cada j =1,---,n:
oT O,
Al=—=|-T+)>) m7—=0 6.101
(5%‘) ! Zh: " g (6101

que es un sistema de n ecuaciones y n + m incégnitas: las n qj y las m Ap.
El superindice T indica valores después del choque (andlogamente, usaremos
el superindice ~ para referirnos a valores antes del choque). Las m ecuaciones
restantes son naturalmente las relaciones ¢y, pero sélo si las ligaduras son
persistentes, y siguen existiendo después de %g.

Quedan por tanto dos preguntas por responder: ;Qué ocurre si no dis-
ponemos de las relaciones finitas ¢y, sino sélo de relaciones diferenciales (
ligaduras no holénomas )? y ;Qué ocurre si los enlaces no son persistentes
tras el choque y por tanto carecemos de cualquier tipo de relacién adicional,
finita o no, para completar el nimero de ecuaciones precisas 7.

6.10.3. Implantacién de ligaduras no holénomas

En este caso, existen relaciones diferenciales entre las coordenadas, o lo
que es igual, las relaciones entre las velocidades de la forma:

0 0
S+ =0 (6.102)
Si bien desconocemos las relaciones ¢y, las ligaduras adquieren la forma

> ajnd; +am =0 (6.103)

J
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lo que permite identificar:

Qjp = —a—q— (6104)
J

6.103 es el conjunto de m ecuaciones que completan el sistema.

6.10.4. Ligaduras no persistentes

La segunda pregunta que formuldbamos atras requiere una explicaciéon més
detallada. Sin pérdida de generalidad, consideremos sélo la existencia de una
ligadura de contacto momentanea. Las ecuaciones generales 6.101 se traducen
entonces en

or dp
Al— ] —-2=—=0 6.105
(5%) 9g; (6-105)
para 7 = 1,---,n. Esto puede escribirse como:
ar\  Op
Al =—|/=—=2A 6.106
<8%‘> g (6-106)

que es un sistema de n — 1 ecuaciones en las n incégnitas ¢;*. La ecuacién
faltante se obtiene de la observacién experimental. Cuando los cuerpos entran
en contacto, existe un plano tangente comun a ambos. Este plano tiene una
normal por el punto de contacto, y la experiencia dice que, si lamamos P al
punto del primer cuerpo que entra en contacto con P* en el segundo cuerpo,
entonces la velocidad de alejamiento tras el choque es una fraccién de la
velocidad de acercamiento. Expresado matematicamente, si 7 es la normal
comin a ambos cuerpos en el punto de contacto:

[55(P) = 5" (P)] v = —e [57(P) =5~ (P")] 7 (6.107)

donde € es el llamado coeficiente de restitucion, que es un valor entre 0 y
1. Para € = 0, los cuerpos quedan en reposo relativo en el instante inmedia-
tamente posterior al choque; para ¢ = 1 los cuerpos se alejan a la misma
velocidad a la que se aproximaron. En el primer caso se habla de choques
totalmente inelasticos, y en el segundo de choques totalmente elésticos. La
ecuacion 6.107 es conocida como ecuacion de Newton.
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6.10.5. Sistema de dos masas acopladas

Consideremos el sistema de dos masas m; y ms acopladas mediante un
elemento eldstico y un amortiguador, libres de moverse en el plano y que
reciben el impacto de una tercera masa m’. Tomaremos como coordenadas
generalizadas del sistema las coordenadas X,Y de mg, las coordenadas 7, v
de mgy y el angulo 8 que forma la linea sobre la que descansan m; y msg con
el eje X. La energia cinética del sistema de masas acopladas es

1 . . 1 . . . .. .
T = §m1(X2—|—Y2)+img(X2+Y2+L202+2L9(Y cos— X sen6)) (6.108)

siendo [ la distancia entre m; y mg, que ahora no tiene que coincidir
necesariamente con la distancia de equilibrio. La energia de la masa que
impacta con el sistema es

M v)

Figura 6.15 Respuesta ante impactos en dos dimensiones.
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T = %m’(v’f + %) (6.109)

En relacién con la ecuacién fundamental 6.99 de la dindmica impulsiva,
tenemos:

2—; = (my + mg)X ~ myLfsen 6

g% = (m; + mg)Y + moLf cos §

o7’ .

o~ i

oT" ;.

o MY

oT iy i )

5 = meL*0 + my L(Y cosf — X sen ) (6.110)

El impacto no es méds que una ligadura que mantiene en contacto a m’ con
my (la eleccién de my no resta generalidad al tratamiento), y que se expresa
como:

= tand (6.111)

p=v—-Y —(n—X)tan6 (6.112)

donde las coordenadas toman los valores del instante en que se produce el
impacto. Calculamos:

Op

X = tanf

— = —tanf
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880 2
50 —(n— X)sec*d (6.113)

Una tnica ligadura de contacto implica la introduccién de un multiplicador
de Lagrange, de forma que la relaciéon

ar Op
Al—]-)A=2=0 6.114
(5%‘) dg; (6:114)

implica un sistema de cinco ecuaciones y seis incégnitas X+, Yt 0, it
vty A Es preciso, llegados a este punto, considerar los dos casos siguientes:

A) Choque ineléstico

La masa m’ queda unida a my tras el impacto. En este caso, la ligadura
@ = 0 sigue siendo valida tras el choque. Como éste se produce sin cambios
en las coordenadas, tan solo en las velocidades, podemos tomar su derivada
respecto al tiempo y escribir:

vt =Yt — (" — XM tand — (n — X)0F sec? 0 =0 (6.115)

Y el problema queda reducido a la resolucién del sistema lineal de seis
ecuaciones con seis incégnitas:

M(X* = X7) —myLsen (6t —07) 4+ Atanf = 0
MY+t —Y )4+ myLeos(§t —07)—X = 0
m'(nt —n7) = Atanf = 0
mEt—-v)+X = 0
moL*(0% —07) —myLsen(X* — X7)
+myLcosO(YT —Y7) — A\ — X)sec?§ 0
vt — YT — (i — X ) tan — (n — X)0F sec? g 0 (6.116)

B) Choque eléstico

Si el choque es elastico, la ligadura ¢ = 0 no es valida tras el choque, y
por tanto la dltima de las ecuaciones consideradas en el caso ineldstico no es
aplicable. Ha de ser sustituida por el hecho experimental de que la proyeccién
de la velocidad relativa entre los dos puntos que entran en contacto sobre la
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normal comun a ambos tras el choque es una fraccién € de la que habia antes
del mismo. A € se le llama coeficiente de restitucion. En nuestro caso, y en
referencia a la ecuacién 6.107, tenemos

(6.117)

- X — LOsen 8
up)= [ Y+Lécos9 }

v

5(P*) = [ " } (6.118)
Por otra parte, la normal a my tiene componentes

R sen 0
7, = [ — cosl } (6.119)

La ecuacion faltante es entonces:

X~ senf—Y cos@— L™ — 7" senf + v~ cosd =
—€ [X+ senf — Y+ cosf — LT — " sen 6 + v cos 9} (6.120)

Conviene hacer notar que no es el mismo fenémeno fisico un choque per-
fectamente ineldstico que un choque eldstico con coeficiente de restitucién
€ = 0. En el primer caso, la ligadura de contacto persiste tras el choque
para tiempos posteriores arbitrarios, mientras que en el segundo sélo se ase-
gura que la velocidad relativa de los puntos que entran en contacto es nula
inmediatamente después del choque.

Por tanto, tanto en el caso de choque eldstico como en el caso de choque
ineldstico, lo que encontramos es una relacién lineal entre las velocidades
antes y después del choque. Sobre las implicaciones de este hecho, véanse los
comentarios en el capitulo de conclusiones.
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Capitulo 7

Sistema completamente
actuado

7.1. Modelo y ecuaciones de control

Tal y como se discutié al deducir el modelo matematico de dos masas
acopladas, de acuerdo con las ecuaciones (6.7), el modelo viene dado por
dos osciladores de Duffing acoplados. Por otro lado, en el capitulo anterior
se han obtenido valores razonables para los pardmetros del sistema y se ha
analizado el comportamiento dindmico de las dos ultimas ecuaciones (6.7)
con una realimentacién lineal del estado, elegida de tal forma que se tenia un
oscilador de Dufling, cuyo retrato de fases del sistema Hamiltoniano poseia
una érbita homoclinica.

La presencia de esta érbita homoclinica permitié obtener condiciones nece-
sarias para comportamiento cadtico.

Supongamos ahora que se consideran las ecuaciones (6.7) con la ley de
realimentacién simple dada por (6.41), es decir:

i’l = I9

k k .
Ty = —ax3+a—2a5+ —B—m + —uy(7)

ma ma my my
j73 = T4 )

k k 1
Ty = —EZL’?, — a—T'TSCg — —5—374 - E‘Ul(t) + ;1‘”2@)
e e e 1 e
W) = —hyas(t) —ul?) (71)

139

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d’Alacant.



Modelado y control de masas acopladas. Aplicacién a dispositivos de almacenamiento micro-electromecanicos. Francisco Javier Gil Chica

140 CAPITULO 7. SISTEMA COMPLETAMENTE ACTUADO

Si se sustituye la Gltima ecuacidn de (7.1) en las anteriores, el sistema no va
a funcionar correctamente, aun tomando uy(t) = 0. Efectivamente, operando

se obtiene

Ty = Iy
k k k 1

Ty = (— — —3) T3 + a—xg + £$4 - —U(t)
my mq My my my

T3 = 24
k k 1 1

i = (._r: _ _) vy Dora - ulty () (72)
my Me M m Mg

Si recordamos que k,, se elige de forma que k, > kym, con kpm, = (my/me)k
(' my > m, ), los puntos de equilibrio de (7.2) son

(ﬁ——kﬂ)xqua—k—xg = 0
m

my my 1
k k k
(;121 - ~m—) T3 — a—exg = 0 (7.3)

y puesto que las ecuaciones (7.2) constituyen dos osciladores acoplados,
resulta que para el primer oscilador se obtiene

—(ky — k)zs + akzi =0 (7.4)
con k, > k, de donde se siguen los puntos de equilibrio

k, —k
ak

mientras que para el segundo oscilador se obtendra

(—kﬂ - —k—) T3 — aﬁxg =0 - (7.6)

my Me (]

con ky, > (my/me)k y puntos de equilibrio
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L3e = 0
i ak:/ml
T3e = i\ﬂkp/ml) oy (7.7)

y vemos que (7.5) y (7.7) representan puntos de equilibrio distintos, lo
cual es imposible. Se podria argumentar que si en el equilibrio las sefiales de
control no son nulas, las ecuaciones (7.3) se reducirfan a:

o lo que es igual

k 1
—a—15 + <— — —> T3 — —Ue + ;L—uge = 0 (7.9)

e

Las ecuaciones (7.9) son ciibicas de forma que si se eligen valores de k, >
Kpm ¥ e, de acuerdo con la primera de (7.9) se tendrd una raiz real y por
tanto habra que elegir us. para que la segunda de (7.9) tenga la misma rafz
real. Es obvio que esta forma de operar puede ser muy ineficaz.

Los razonamientos anteriores conducen directamente a otra forma de abor-
dar el control. Supongamos que uy(t) y uo(t) actian sobre cada una de las
masas my y mg. Para simplificar, usaremos las ecuaciones

. k : 1
Pro= —(p2+ap3) + LA (t)
my m1 mi
. k : 1 1
Pro= o (pt ap3) — %pg T @ () (7.10)
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Si en las ecuaciones anteriores se eligen valores para uy(t) y uq(t) de forma,
que los coeficientes sean iguales, los puntos de equilibrio de los dos subsis-
temas de Duffing acoplados seran los mismos. Por ejemplo, si se elige

up(t) = —akqu — Bipe + f1(t)
up(t) = kppz — Bap2 + fal(t) (7.11)

las ecuaciones (7.10) se reducen a

My my Ty m my 1
k k k k
o (o) (2R 2)s
me me me ml me ml me
1 1
——f1(t) + —fa(t) (7.12)

Si recordamos el anélisis realizado anteriormente, el coeficiente de p, debia
ser positivo ( esto es lo que se conseguia con la ley de realimentacién (6.41) )
y €l de p3 negativo, lo mismo que el de py. Con estas ideas, de las ecuaciones
(7.12) se busca que tengan los mismos puntos de equilibrio. Esto debe ser
asi, ya que en caso contrario se obtienen incompatibilidades de tipo fisico. La
idea es determinar los valores de los parametros en las ecuaciones (7.11) para
que los puntos de equilibrio en (7.12) sean los mismos. Para ello, se realizan
las siguientes identificaciones:

vt = k(= 7.13
s (713)
k, k k kq k my
e = —(— 41 7.14
M1 ™mi Me mq = kq 2(Tne * ) ( )
_ﬁl__@_:(52>5125+m15 (7.15)
my my

con 1 < § < 10. Por otro lado, de la (7.15) y de la segunda de (7.12), al
igualar los coeficientes en py se deduce:

By = 2m,6 — (1 — %) (7.16)

my
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Llegados a este punto podemos preguntarnos ; Cémo especificar fi(t) y
f2(t) en (7.11) 7 Del anélisis realizado anteriormente, hemos visto que el
subsistema de Duffing asociado a la masa mq, para valores senoidales de u(t)
en la ley de realimentacién, podria tener comportamiento cadtico. Ademads,
vimos que en tal caso el atractor extrao ( véanse Figuras (6.6)-(6.9)-(6.11))
estaba comprendido entre 480 um, o sea, del tamaino del area activa mévil
del dispositivo de almacenamiento masivo.

Por otro lado, es bien conocido que los atractores extrafios forman un con-
junto denso en el plano de fases, lo cual significa que si se fija un punto
de consigna arbitrario en el intervalo 0 <= z, <= 80 um y el dispositivo
estd oscilando en forma caética, necesariamente habrd un instante de tiem-
po en el que el estado dindmico del sistema esté muy préximo al punto de
consigna fijado. Si en ese instante se suprime el comportamiento cadtico y se
aplica un control adecuado para que el punto de consigna sea el inico punto
de equilibrio del sistema y ademds que dicho punto sea estable, serd posible
llegar al punto que se desee leer de la zona activa con un esfuerzo pequeiio,
en general sub-éptimo.

Obsérvese que el hecho de que el control sea pequefio no es tan impor-
tante. Lo verdaderamente significativo desde el punto de vista del control es
la posibilidad de que cualquier punto de la zona activa tenga acceso a los
cabezales de lectura-escritura del dispositivo de almacenamiento masivo.

Dados los valores tipicos de los pardmetros en que nos estamos moviendo
( masas del orden de 107* K g, distancias del orden de micras y aceleraciones
que pueden superar los 500m/s? ) es obvio que una estrategia de control
eficiente es necesaria. De hecho diversas estrategias de control éptimo no
lineal pueden dar lugar a problemas numéricos, aun cuando se implementen
casos de control de tiempo minimo en problemas lineales ( masas acopladas
pero con muelle lineal ).

Para concretar las ideas anteriores consideremos de nuevo las ecuaciones
(7.10)-(7.11). Supongamos que los valores de fi(t) y fo(t) se eligen de la
forma

fi(t) = Ajcos(wat)
fo(t) = Agcos(wg,t) (7.17)
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Entonces, las ecuaciones (7.12) pasan a ser de la forma

1 my ™my ma my
B2 = <—p—~——>pz—a(—~—q>p§— (i—ﬁ—&»@g
Me M, Me M mMe MMy Me
A A
——ni cos(wq, t) + Eg; cos(we,t) (7.18)

Si elegimos

2m,
A2 = m Al
my
Wedy, = Wq, (719)

La perturbacién senoidal en las ecuaciones (7.18) serd la misma. Si en estas
condiciones se buscan los valores de A; y wy para que el sistema sea caotico,
y llamamos t; el tiempo que tarda el dispositivo en pasar cerca del punto
de consigna, conmutando en ese instante a la ley de control que se indica a

continuacion:
Para t < t4:
u(t) = —ak,ps — PBipe + Ay cos(wgt)
. 2m,
Us(t) = kppo — Bobo + —ﬂ;—Al cos(wgt) (7.20)
1
y para t >ty
U1 (t) = Fl
2m.
w(t) = ep (7.21)
my

bastaria con elegir I} de forma que el punto de equilibrio de las ecuaciones
(7.18) fuera el punto de consigna predeterminado. Llamando po, al punto
de equilibrio ( que se relaciona ficilmente con las coordenadas absolutas de
equilibrio a través de po, = Y2 — y1e ), de (7.18) y (7.20) se sigue
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k ko, F

——pze —a—ph,+ - =0 (7.22)
Me Me my

que es una ecuacion cubica de la forma
2 +mzr—n=0 (7.23)

conm = 1/a, n = F/(miaw?) y w2 = k/m.. La ecuacién (7.23) se puede
escribir en la forma

2’ +mz—n = (x—p)(@* +bx—c) = 23+ (by —p)z* + (c—pby )z —pc (7.24)

de donde se deduce que by = p, c—pb, = m, pc = n y finalmente ¢ = m+p?.
Usando estas relaciones y las ecuaciones anteriores podria operarse en la
forma:

% fijar intervalo para ’p’
>>p=[pmin: (pmax-pmin) / (Np-1) : pmax] ;
>>Np=length(p);

>>c=m*ones (1,Np)+p."2;

>>n=p.*X;

>>F1l=mi*a*xw0~2*n;

>>plot(p,F1);

Para cada valor de p existe un punto de equilibrio al que corresponde un
valor de Fj. Calculamos el jacobiano cuando se ha conmutado a la ley de
control constante, y entonces

k k B

Po = ——p2—a—py— —p2+ B
Me Me Me
T3 = X4
Tty = —wirs — awa Ty — by + Fy (7.25)

El jacobiano y los autovalores asociados al punto de equilibrio pg, = Z3.
son

0 1

—wi — 3awiz?, b (7.26)

J:
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/\1,2 = -;'(-'b + \/b2 - 40.)8(1 + 3a3:§e)) (727)

Como w2 >0y b= f/me>0ya>0, la estabilidad depende del valor
de x3.. Puesto que a cada valor de p le corresponde un punto de equili-
brio, [Pmin, Pmaz] — [T3emin, Taemaz)- D€ la ecuacién (7.27) se deduce que si
1+ 3az?, > 0, con b = 0, entonces los puntos de equilibrio son complejos
conjugados puros y nada se puede afirmar respecto a la estabilidad de dichos
puntos de equilibrio.

La ley de realimentacién (7.20)-(7.21), aunque en principio puede pare-
cer adecuada, tiene el siguiente inconveniente: como la conmutacién de la
ley de control en ¢t = t; es muy brusca, y teniendo en cuenta los valores
de los pardmetros para el caso de memorias de almacenamiento masivo, via
simulacién se comprueba que la dindmica del dispositivo cambia tan brus-
camente que da lugar a fuertes oscilaciones. Por consiguiente, esta ley de
realimentacién es poco util. Sin embargo, los razonamientos anteriores abren
mas posibilidades de aplicar una ley de control del mismo tipo. Una alter-
nativa serfa modificar u,(t) y ua(t) para t > t; lo menos posible, es decir, se
podria elegir:

ur(t) = —akgps — Bipa + A; cos(wgt)
. 2M.,
Uz(t) = ]{Jppz — ,32])2 + ~’I7_’I,~A1 cos(wdt) (728)
1
parat <tyy
u(t) = —akeps — bipe + Fy
. 2m,
up(t) = kpp2 — fapr + B (7.29)
1

para t > t;. En este caso, las ecuaciones del sistema se escriben:

. k, k ko k
P = Gﬂ——Jm~ap——J>£
Me  Me Me M

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d’Alacant.


file:///77ii

Modelado y control de masas acopladas. Aplicacién a dispositivos de almacenamiento micro-electromecanicos. Francisco Javier Gil Chica

7.1. MODELO 'Y ECUACIONES DE CONTROL 147
F
- (——6—— —ﬂ—+@> Pa + — (7.30)
me mh Me mi
Pasando las ecuaciones (7.30) a variables de estado, con
‘5 n(t)
L2 p(t)
= 7.31
T3 p2(t) (781)
T4 p2(t)
Zt'l = X9
k F;
itz = —k—xg—a<£q————)xg—<—ﬁi——ﬁ—>x4+-—l
my m my my My my
T3 = T4
Ty = <ﬁ~£)x3—a<—k——&—>x§
ma me me m
F
—(ﬁ——ﬂint—ﬂz—) Ty + — (7.32)
Me MMy M, ™

en donde los valores de k,,k,,3; y (. vienen dados por las ecuaciones (7.13),
(7.14), (7.15) y (7.16), respectivamente. Por consiguiente, las ecuaciones ge-
nerales del sistema, con la ley de control incluida, quedan de la forma:

j:l = X9
uy (¢
:i72 = w%m3+awfx§+d1x4+—1—(—)
my
T3 = T4
u1(¢ Ug(t
it'4 = —ngg—angg—d2x4——l'g+—2“(—)
my mo
k
2
w = —
1 ey
)
my
k
2
W = —
0 e
W b
e
m
by = k(——e+1)
ma
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2 \m,
ﬂl = ﬂ + m15
B = 25me—ﬁ<1—ﬁ%) 1<§<10 (7.33)
my
con
ui(t) = —akqmg — Bizg + Aq cos(wgt)
u2(t) = kpl'g - ,32.T4 + Q%Fl (734)
my
para t <= tyy
w(t) = —akqx§ — Bizy + Fy
Ug(t) = k'pxg - ,62274 —+ Q%Fl (735)
my
parat > ty.

La forma de operar es la siguiente: con las ecuaciones (7.33)- (7.35) se
buscan los valores Ay, wy para que el subsistema formado por las ecuaciones
tercelja y cuarta en (7.33) sea cadtico. Para ello se aplica la condicién de
Melnikov. Se fija el punto de consigna deseado a partir de los valores ¥, e
Yae, es decir, de las coordenadas absolutas de las masas, y siendo

Die
D2e

El punto de equilibrio ser4

Tie = Y1e
T3e = Y2e — Yle — L (736)
Tie
0
5 (7.37)
0

Si este‘punto estd embebido en el atractor extrafio, se espera hasta que la
trayectoria cadtica pase lo suficientemente cerca de él. En ese instante ¢t =ty

se conmuta la ley de control, se destruye el caos y se espera a que el sistema
alcance el punto de equilibrio.
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Analizemos los puntos de equilibrio que son alcanzables. Para ello intro-
ducimos la siguiente nomenclatura:

o ke k
mq my

ok ks
Me my

wo B8 B 35)

Cuando t = t; se produce la conmutacién de la ley de control, y el subsis-
tema dado por las ecuaciones en &3 y &4 se convierte en

.1.'3 = X4
. 3 Fl
Ty = Qo3 — aasTy — by + — (7.39)
my
En el equilibrio se verifica
F
3——92—9&— L 0=z —mr—-n=0 (7.40)
aas miaas
con
a2
m = —
aas
F
n = - (7.41)
miaas

Razonando de la misma forma discutida anteriormente, las ecuaciones
(7.23)-(7.24) son vélidas, pero teniendo en cuenta el cambio de signo

' —mz—n=(x—-p)(z®+bz+c)=2>+(b—p)z*+ (c—pb)z —pc (7.42)

con
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pc = n
c = pP—m (7.43)

Fijando un intervalo de valores de p, escribiriamos el cédigo Matlab si-
guiente:

>> p = [ pmin: (pmax-pmin)/(Np-1) ;
>> % Np = numero de puntos deseados
>> ¢ = p*n-m*ones(1,Np) ;

>>n =p .*x C ;

>> F1 = ml*a*a3*n ;

>> plot(p,F1)

Al representar p frente a Fy se obtienen los valores de F;. Se busca qué valor
de Fy dé4 lugar a una raiz real de (7.40) tal que sea el punto de equilibrio
deseado x3.. Como para cada valor de p existe un z3., habrd que analizar
qué puntos zs. son estables. El Jacobiano del sistema es:

0 1
J= [ ag — 3aasri —by } (7.44)

de donde
A ~1
N - J| = l 4+ 300532, A+ by | = O (7.45)
Yy
1
Mg = 3 (-bz £ \ﬁ% + 4(ay — 3aa3x§e)> (7.46)

Con estos valores propios, aparecen puntos silla inalcanzables si a; >
3aaszri, y un nodo o foco estable si ay < 3aaszi,. En particular, aparece
nodo si b3 > 4(3aasz?, — as) y foco si b3 < 4(3aazx3, — ay). Por consiguiente,
existe un entorno centrado en el origen de radio +4/ay/(3aas) cuyos puntos no

son alcanzables, e intervalos (—Zzemin, —\/;2 /(3aasz)) y (\ﬂzg /(3aas), Tsemaz)
que contienen puntos alcanzables.

Como el pardmetro a es muy grande y ay es de su mismo orden de magni-
tud, el valor de a3 que también es grande fija el valor de zs..
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El mantener los valores de f5; y B2 dados por las ecuaciones (7.15)-(7.16) en
las sefiales de control u;(t) y uq(t) para ¢t > ty tiene el inconveniente de que
by = § << 1 es muy pequefio, y por tanto es posible que se produzcan fuertes
oscilaciones al conmutar la ley de control. Desde un punto de vista fisico la
conmutacién equivale a una disminucién brusca del rozamiento asociado a
la dindmica del dispositivo, lo cual conlleva una dindmica oscilatoria. Para
evitar este problema se definen los controles u(t) y us(t) para t > ¢ty en la

forma,
ui(t) = —akqxg’ — Przxs+ Fy
2me
Us(t) = kprz — Pooms + F (7.47)
my
y se hace
611 = 6+m1c51 51 >>1
,622 = 251’)716 - ﬁ(l — me/ml) (51 >> 10 (748)

7.2. Simulaciones

Las ecuaciones (7.47)-(7.48) se incluyen como una posibilidad més para
comprobar su funcionamiento. A continuacién realizamos varias pruebas de
simulacién. Los valores para los pardmetros son m; = 50 x 1074, my = 1074,
L=10"°%38=05 k= 2156, 6§ = 9486 y a = 4,5 x 107. Los restantes
valores son calculados de acuerdo con las ecuaciones (7.13)-(7.14) y (7.48).
La frecuencia de Melnikov se ha tomado como 200. Para cumplir la condicién
de Melnikov; el valor minimo de la amplitud de la sefial senoidal debe ser de
Atmin = 0,001; hemos tomado A = 0,05.

En las Figuras (7.1)-(7.2) se muestra como varian los puntos de equilibrio
en funcién de Fy. También se muestra como varia la parte real de los auto-
valores en funcién de z3.. Se observa que por debajo de aproximadamente
T3, = 35 x 107%m existen tres puntos de equilibrio reales y entre 30 x 1076
y 35 x 107% aparecen dos puntos de equilibrio estables ( con parte real ne-
gativa ). En estas condiciones no serd posible posicionar el cuadro mévil del
dispositivo MEMS. Por debajo de 30 x 1078, F; < 0, lo cual indica que es-
tamos en una regién inalcanzable. Por encima de 35 x 10~®m aparecen dos
autovalores complejos conjugados con parte real positiva y un autovalor real
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con parte real negativa y por tanto estable. Por tanto, la regién admisible va
de 35 x 107% a 60 x 1076,

=3 :
w :
° :
© N
k<) :
G :
> :
o1 S S SR T S S S
1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5
Puntos de equilibrio Xae {m) x10°°
x107
10 T ‘I’ T T T LI T T T
«
@
L
&
w
<
@
b=
© :
o -
i i i i i i i

1.5 2 25 3 35 4 45 5 55 6 6.5
Puntos de equilibrio Xae (m) %1075

Figuras 7.1-7.2 Variacién de los puntos de equilibrio zs. en funcién de F.

A continuacién se fijan los puntos de equilibrio de las masas m; y mao.
Tomamos Y1, = 30 x 1070 € Ygemaz = 90 x 1076 = 4, + oL, siendo L = 107°
la longitud del muelle sin deformar. Tomamos también yoe = Yoemaz Y L3¢ =
Yoe — Y1e — L = 50 x 107%m. De la Figura (7.1) se deduce que F; = 0,1954N,
con lo cual estamos preparados para efectuar la simulacion, salvo condiciones
iniciales, que fijamos con el vector ZZ; = [0,0,2 x 107°,0, 0, 0]. La simulacién
se efectia durante un intervalo 2s. Ademds, se fija el radio que define el
entorno al punto de consigna en 3 x 107°. La entrada de la trayectoria del
sistema en este entorno produce la conmutaciéon en la ley del control.

Se observa que las masas m; y msy oscilan de forma irregular y dejan de
oscilar aproximadamente en 0,5s. Las gréificas (7.3)-(7.4) muestran la de-
pendencia sensible con las condiciones iniciales, sintoma claro de movimiento
caotico. '

Las variables x; y xs representan las posiciones y velocidades de las masas
my y ma para dos condiciones iniciales muy préximas (diferencia de 1071°). Se

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d’Alacant.



Modelado y control de masas acopladas. Aplicacién a dispositivos de almacenamiento micro-electromecanicos. Francisco Javier Gil Chica

7.2. SIMULACIONES 153
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Figuras 7.3-7.4 Transicién entre el régimen cadtico y el determinista
cuando se conmuta la ley de control, aproximadamente en ¢ = 0,5 segundos.

observa que la masa m;, aproximadamente en £ = 0,5s deja de oscilar cadtica-
mente y va al punto de consigna deseado x3. = 35 x 107%, mientras que la
variable xy deja de hacerlo aproximadamente en ¢ = 1,3s. Esto es perfec-
tamente légico, ya que cuando un sistema determinista alcanza movimiento
cadtico, es impredecible cuando la 6rbita caética llegard a entrar en el en-
torno del punto de consigna y por tanto cuando se producira la conmutacién
en la ley de control. Respecto al error, al principio la diferencia entre las
dos simulaciones es practicamente cero, pero debido a la naturaleza caética,
conforme pasa el tiempo el error crece ( en un sistema no caético el error
se mantendria en torno a 1071% ) subiendo del orden de 10° en un tiempo
de aproximadamente medio segundo. Cuando el caos se destruye en los dos
sistemas el error vuelve a ser cero. Las Figuras (7.5)-(7.6) representan la
posicién de la masa m; con dos condiciones iniciales que difieren en 1070,
mientras que las Figuras (7.7)-(7.8) son las equivalente para ma.
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De. sensible: x1(1,:

Tiempo (seg)

— x 10

= 15 T T -

™

x

10 ﬂ

P 1

it

w0 !

S

g . . . J
0 0.5 1 1.5 2

Tiempo (seg)

Figuras 7.5-7.6 Dependencia sensible. En (7.5) se muestra la evolucién
temporal de la posicién y velocidad de m; para dos condiciones iniciales que
difieren en una cantidad muy pequena. En (7.6) se muestra la diferencia en
x1(t) para dos condiciones iniciales muy proximas. Aproximadamente en 0,4
segundos se entra en régimen caético, que desaparece al conmutar la ley de

control, aproximadamente en ¢ = 1,3 segundos.
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Figuras 7.7-7.8 Dependencia sensible para la masa ms. El error crece del
orden de 10° en un intervalo de medio segundo, cayendo bruscamente a cero

cuando se destruye el caos.

Las Figuras (7.9)-(7.10) muestran el atractor en el espacio de fases. Se
pueden observar la aparicién de conjuntos de Cantor y el fenémeno de plegado
y estirado. Es interesante observar una pequena espiral en torno al punto de
equilibrio: z, = 30 x 107°, 29, = 0, 3. = 50 X 107° y 24, = 0 que coincide
con los puntos de consigna prefijados.
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0.04 T T T T T
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Figura 7.10 Atractor extrano.
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En las Figuras (7.11)-(7.12) se muestra como varfan las sefiales de con-
trol y las aceleraciones sobre las masas mi y mgy. Las fuerzas sobre ambas
masas estan comprendidas en el intervalo de £0,5/N, mientras que las ace-
leraciones oscilan entre £100ms~2, valores todos ellos admisibles para dis-
positivos MEMS. Pueden compararse estos valores con los obtenidos en la
bibliografia para un sistemas maés sencillo de una sola masa: ambos conjuntos
se encuentran en el mismo orden de magnitud.

CONTROL Y ACELERACIONES SOBRE m, EN AZUL Y m, EN VERDE

g 0.5 L T ¥
=
e |
T 0 4
(%2}
@
e
<
(=]
O _gs . " .
0 0.5 1 1.5 2
Tiempo (seg)

L S

1 1.5 2
Tiempo (seg)

Figuras 7.11-7.12 FEn la primera gréafica se muestran los controles sobre
my1 y me. En la segunda grafica se muestran las aceleraciénes.

Un posible inconveniente del método propuesto estd en el hecho de que
la conmutacién de la ley de control no asegura la accesibilidad de todos los
puntos del area activa mévil. Por otro lado el hecho de que tengamos que
esperar un tiempo indeterminado para que la trayectoria de fase pase por las
inmediaciones del punto de consigna puede ser una desventaja.

La estrategia de control presentada no puede evitar que el area activa
movil del dispositivo no sea completamente accesible, pero puede actuarse
sobre el tiempo de acceso. Véase la Figura (7.13), donde se muestra cémo
varfan las coordenadas z(t) = pi(t) y 23(¢t) = p2(t). Se observa como en
estado estacionario se alcanzan los puntos de consigna, al igual que en el
ejemplo anterior. Sin embargo ahora la conmutacion de la ley de control se

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d’Alacant.



Modelado y control de masas acopladas. Aplicacién a dispositivos de almacenamiento micro-electromecanicos. Francisco Javier Gil Chica

158 CAPITULO 7. SISTEMA COMPLETAMENTE ACTUADO

realiza muy rédpidamente debido a que el radio en torno al punto de consigna
se ha hecho suficientemente grande como para que no se alcance el régimen
cattico. Obsérve como la ley de control posiciona las masas en 6 ms, lo cual
puede considerarse aceptable.

x 107

x, (M)
0 |

TN

ELN

w

x, (B)(m); x,(H(m)

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
Tiempo (seg)

Figuras 7.13 Posiciones de las masas my y my.

Las Figuras (7.14)-(7.15) muestran claramente el comportamiento en el
espacio de fases para z1(t) y z3(t), mientras que las Figuras (7.16)-(7.17)
muestran las sefiales de control y las aceleraciones de las masas my y mo. Los
valores obtenidos son completamente admisibles.

7.3. Realimentacion integral

En esta seccidn estudiamos el sistema de dos masas acopladas subactuado
cuando se afiade una realimentacién integral. Este tipo de realimentacién ha
sido ilustrada por ejemplo en [73] y [74]; nosotros la usaremos en relacion
con el problema que en su momento aparecié en la Seccién 3.1 del presente
trabajo, cuando el intento de regular el sistema subactuado conducia a os-
cilaciones crecientes e incontrolables cuando el sistema se aproximaba a su
estado final. Veremos ahora como la ampliacién del sistema para tener en
cuenta la accién integral y la reformulacién del problema de control 6ptimo
conduce a buenos resultados.

Consideremos el modelo (7.1) cuando us(t) = 0:
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Figuras 7.14-7.15 Comportamiento en el espacio de fases para z1(t) y

Ty = Iy

. k 1

iy = —ax3+a—1zs+ —'8—1174 + —uy(t)

my my my m

Tz = Ta
k k 1

Ty = ——T3—a—T5— £x4 — —uq(t)
Me Me Me my

que reescribimos por

i

T2
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Controles u1(t) uz(t) (N)

i 2

0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
Tiempo (seg)

a, (1), a ) (miseg?)

1 i

0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
Tiempo (seg)

-100
0

Figuras 7.16-7.17 Controles y aceleraciones.

Linealizando (7.50) en torno al punto de equilibrio z3, obtenemos:

jtl 01 0 0 1 0
T 0 0 w}+3awiz? d T L
ml=loo 0 1 ||ml|T] T @ @5
j74 00 —wg — 3&(4)%1’%6 ‘dg T4 —El;

Por otro lado, tomemos como salida

y=[100 0] (7.52)

La variable z;(t) de este modo es la que vamos a realimentar a través de
la accién integral. Entonces, las ecuaciones del sistema realimentado son:

AT+ bu
= &z

&30
|
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u = £+ k¢
( = r{t)—y=r—&% (7.53)

Es decir, tenemos un sumador donde convergen la salida z;(¢) y la sefial de
referencia r(t), produciendo (, que una vez integrada y multiplicada por la
constante k; se suma a la realimentacién completa del estado, produciendo
el control. Es posible ampliar el estado y escribir en forma matricial:

T A | 0 T b 0
—_ | =] = S — |+ | —= |u+| = | () (7.54)
¢ - | 0 ¢ 0 1

Consideraremos el problema del regulador, que aparece cuando r(t) = 0.
Introduciendo las variables de desviacion respecto al estado de equilibrio:

() = z(t) — Z.
¢'(t) ¢(t) = ¢e
u'(t) w(t) — e (7.55)
y el indice cuadratico
J = /0 - [Z7Qz + Ru”| dt (7.56)

el problema queda en términos sobre cuya soluciéon no es preciso abundar.
Por supuesto, la correcta solucién del problema pasa por una elecciéon acerta-
da de Qy R. En las siguientes graficas se muestra como la variable z3 alcanza
el punto de consigna, el esfuerzo de control y la aceleracién de msy. Destaca
en este punto que el esfuerzo de control toma valores muy razonables, sobre
todo si se compara esta solucién con la que ofrece el control por ubicacién
de polos. Consecuentemente, las aceleraciones que experimenta mq también
son razonables. Hemos tomado R = 0,1y

1.0 0 0 0]
0020 0 0
Q=0 0 1 0 o0 (7.57)
00 002 0
0 0 0 0 0,1
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20 . . . .

10 1

x(3,:) (m)

_5 1 1 1 —1
0 1 2 3 4 5

Tiempo (seg) x 107

Figura 7.18 Posicién de ma. my = 0,005 Kg; mso = 0,0001 Kg; L = 105 m;
k = 2560N/m; B = 0,5 Ns/m;

Control u(t)(N)

—20 4 F- L L
0 1 2 3 4 5
Tiempo (seg) %107

Figura 7.19 Control u(t). m; = 0,005 Kg; ms = 0,0001 Kg; L = 106 m;
k =2560N/m; f = 0,5Ns/m;
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Capitulo 8

Modelo de actuador
bidimensional

8.1. Modelo fisico

FEsta seccion se ocupa de un modelo de actuador bidimensional, con aco-
plamiento eldstico lineal y movimiento completamente desacoplado en ambos
ejes, como se muestra en la Figura 8.1. Puede ejercerse control independien-
temente en cada eje. El interés principal de este capitulo es que el modelo
que se estudia es un modelo mixto regulador-servo. Se pretende por un lado
que la masa interior permanezca estacionaria respecto al marco, y al mismo
tiempo que éste recorra una trayectoria especificada.

Consideraremos un bastidor cuadrangular de masa my, cuyos lados son
paralelos a los ejes de un sistema de referencia inercial. Las coordenadas del
vértice inferior izquierdo de dicho cuadrado tiene coordenadas x; e y;. El
bastidor contiene a su vez una masa mo. Respecto a un sistema de referencia
solidario con el bastidor, paralelo al sistema inercial y centrado en el vértice
inferior izquierdo del cuadrado, la masa my se encuentra en su posicién de
equilibrio ;bajo el efecto de fuerzas restauradoras en ambos ejes, a distancias
L,y L, del bastidor. Sean z; e y; las coordenadas de m, respecto al bastidor.
Por su parte, los esfuerzos de control son u segin el eje x y v segin el eje y.

Podemos escribir para la energia cinética
1 . . 1 . .
T= §m1($3 +97) + §m2($§ + 1) (8.1)
163
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Figura 8.1 Modelo bidimensional

para la energia potencial

1 1
U= 57%(332 — T — L:c)2 + ‘Q‘ky(?h — Y1 — Ly)2

y para la funcién de disipacién de Rayleigh

1 ) ) 1 . .
F = 5/31(5172 — &)+ §ﬁy(yz ~)?

Con las coordenadas generalizadas definidas por

a1
92
a3
44

L1
hn
To — Ty — Ly
Yo — Y1 — Ly
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la Lagrangiana se reescribe como

1 PO 1 .9 .9 .9 . .. .. 1 1
L= §m1(6112‘*‘(]%)+§m2(Qf+9‘§+Q§+Q§+291%+QQ2Q4)—‘z‘k‘zqg—ak’yqz (8.5)

donde llamamos k., a las constantes recuperadoras en los ejes homdénimos,
y Bzy & las constantes de friccién. La funcién de Rayleigh, por su parte, es
simplemente

1o 1,
F = S0 + 560 (86)

Es pura cuestién algebraica encontrar las ecuaciones del movimiento, que
se expresan como

Mg = kg + 1g + b (8.7)
con
mi =4 me 0 moy 0
. 0 my + Mo 0 meo
M = My 0 my 0 (8.8)
0 Mo 0 my
0 0 0 0
00 O 0
k= 00 -k 0 (8.9)
00 0 —k,
00 O 0
00 O 0
=00 -5 o (8.10)
00 0 -8,
10
01
b= 0 0 (8.11)
00
y

i = [“} (8.12)

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d’Alacant.



Modelado y control de masas acopladas. Aplicacién a dispositivos de almacenamiento micro-electromecanicos. Francisco Javier Gil Chica

166 CAPITULO 8. MODELO DE ACTUADOR BIDIMENSIONAL

Ahora, podemos introducir el vector de estado

F=| —— (8.13)

y escribir ya la dindmica en la forma acostumbrada:

Z=AZ+ B (8.14)

donde A es una supermatriz de 8 x 8 que tiene la estructura

A=| - - (8.15)

mientras que

0
B=| —— (8.16)
M~'b

8.2. Servomecanismo LQR

Hemos realizado una serie de experimentos numéricos para obtener las
sehales de control y la evolucidn del sistema cuando se desea hacerlo seguir
una senal de referencia. En realidad, este es un sistema mixto, con una parte
que ha de funcionar como un regulador, pues se desea que mo se mantenga
lo més cerca posible de su posicién de equilibrio, y una parte que ha de
funcionar, en general, como servomecanismo, ya que se desea que el marco
m; se desplaze segtin una ley del movimiento.

Los pardmetros usados han sido m; = 1 Kg, me = 0,1 Kg, ks, = k, =
20N/my B, = B, = 2Ns/m. Como sefial de referencia elegimos que el
marco se mueva completando un circulo de radio R = 0,1 m en un segundo,
mientras que mo ha de permanecer en su posiciéon de equilibrio. Asi:
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R cos(wt)
Rsen(wt)
0
_ 0
) = —Rw sen(wt)
Rw cos(wt)
0
0

(8.17)

La Figura 8.2 muestra la trayectoria de m,, cuando el sistema parte del
origen. Se ha reforzado el seguimiento haciendo Q = 100 x L.

0.02 : . — . ;
— 0.015} J
w
; J
g 001}
8 |
5 0.005
E
I o J
£
2 ~0.005} 1
c
Qo
8
£ -oot1 1
a
-0.015¢ 1
-0.02 :

-0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015
Desviacion 'x’ masa interior (metros)

Figura 8.2 Desviacién de my respecto a su posicién de equilibrio.
my = 0,1Kg; me =0,1Kg; k, =k, =20N/m; 5, = 8, = 2Ns/m.

Las graficas 8.3-8.4 muestran los esfuerzos de control en los ejes z e y,
respectivamente.

Vemos como la desviacion de my respecto a su posicién de equilibrio per-
manece en valores razonables, ya que no supera los 0,02m a pesar de que el
caso que se ha simulado es especialmente desfavorable, pues el sistema parte
del reposo en el origen y es obligado a seguir una trayectoria que comienza,
lejos del mismo. De ahi, la aparicién de picos en el control, que pueden apre-
ciarse en las graficas 8.3 y 8.4. Especialmente en el eje vertical observamos
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6 . . .
g
<
>
L ol 1
-10 J
13 50 ' 150 200

100
Tiempo (segundos/200)

Figura 8.3 Control en el eje horizontal. m; = 0,1 Kg; my = 0,1 Kg;
ky =k, =20N/m; B8, = B, = 2Ns/m.

70 : , _

6of ]
50 )
40| 1
30} 1

201 h

Fuerza eje Y (Newtons)

-1 — . !
00 50 100 150 200
Tiempo (segundos/200)

Figura 8.4 Control en el eje vertical. my = 0,1 Kg; mq = 0,1 Kg;
ky =k, =20N/m; f, = B, = 2Ns/m.
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un pico acusado necesario para incorporar al actuador a la trayectoria de
referencia. En cuanto a la implementacién, hemos seguido el procedimiento
que describimos en el Apéndice B, buscando mediante una doble integracién
la solucién de la ecuacién diferencial de Ricatti (B.38) y de la ecuacién dife-
rencial vectorial complementaria (B.39).
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Capitulo 9

Conclusiones y perspectivas

9.1. Conclusiones

En este trabajo se ha realizado un estudio del sistema de dos masas
acopladas que, si bien no puede calificarse de exhaustivo (; podria serlo
de algtin modo 7) si creemos que constituye una base analitica seria en que
fundamentar el control de sistemas de dos masas acopladas, con un cierto in-
terés hacia los dispositivos de almacenamiento micro-electromecénicos pero
aspirando a la mayor generalidad, motivo por el cual se han adoptado va-
lores macroscépicos para los parametros en la mayor parte de este trabajo,
evitando ast las particularidades de los DMEMS.

En el cuadro 9.1 se recogen las secciones en que se discuten los diversos
problemas que nos hemos planteado. Indicamos con T condiciones finales de
tiempo fijo, con X, estado final fijo, con TX tiempo y estado final especificados
y finalmente con ** tiempo y estado final libres.

Ademas, se ha discutido la dinamica impulsiva, la dindmica caética y se ha
estudiado el control en presencia de caos. Concretamente, se ha estudiado la
posibilidad de inducir el caos en el sistema y aprovechar el hecho de que las
érbitas cadticas son densas en el espacio de fases para ensayar una estrategia
de control.

La mayor parte de este trabajo ofrece una solucién analitica, aunque las
simulaciones que aparecen sean evidentemente numéricas. Sin embargo, al-
gunos de los problemas han de resolverse, por su propia naturaleza, de forma
numérica. Tal sucede en la seccién 4.4 al discutir el efecto de una perturbacién
acimutal, o al tratar la dindmica cadtica.

171
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Tabla 9.1: Familia de problemas investigados

TX T X ok

Regulador de energia 2.4

minima,

Bang-bang 2.6

Regulador LQR 3.1 33 | 32 | 34
Regulador de tiempo- 3.4.1
energia con término de

Mayer

Servo de  tiempo- 3.5

energia con término

de Mayer

Servo LQR 3.6.113.6.2
Discreto, progra- 3.7

macién dindmica ,
‘Regulador de energia | 4.2
minima, no lineal
Regulador de energia 4.3
minima, no linea, con
término de Mayer

Regulador LQR, no 4.4
lineal, con término de
Mayer y perturbacion

acimutal

Regulador LQR no|4.5.1]4.5.2
lineal

Regulador tiempo- 5.1.1

energia, acoplado a
un bastidor

Regulador tiempo- 5.2
energia, con término
de Mayer, acoplado a

bastidor

Regulador LQR | 54 | 55 | 56 | 5.7
acoplado a bastidor

Realimentacién inte- 7.3
gral

Servo LQR para actu- 8.2

ador bidimensional
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En resumen, estos son los aspectos tratados en el presente trabajo:

1. Respecto a las perturbaciones del sistema, hemos tratado perturba-
ciones en una y dos dimensiones. En el primer caso, consideramos per-
turbaciones tanto en escalén como arménicas, de distintas frecuencias,
y en el segundo nos limitamos a perturbaciones acimutales. Cierta-
mente, estos modelos de perturbacion son sencillos e ideales, pero si
pensamos en un actuador flexible operando en condiciones reales, po-
dremos identificar aceleraciones lineales, rotaciones y combinaciones de
ambas.

2. Hemos identificado ademas perturbaciones intrinsecas de la propia senal
de control, o por decirlo de otro modo, efectos indeseados de una senal
de control que fué calculada para optimizar una funcién de coste en
principio razonable. Es el fenémeno que se muestra en las gréaficas 3.4

y 3.5.

3. En total, hemos resuelto una amplia familia de veintisiete problemas
de control sobre el mismo modelo bésico. La cantidad de trabajo teéri-
co que puede completarse sobre un sistema tan sencillo como es el de
dos masas acopladas parece ingente, e ilimitado si consideramos otros
problemas conexos, como el control a través de sistemas de un nimero
arbitrario de masas, sistemas donde cada masa puede estar conectada
un numero variables de otras masas y problemas en dos y tres dimen-
siones; sin mencionar la dindmica y el control no lineales.

4. Como fué dicho en otro momento, no presentamos aqui todas las fases
que entran en juego cuando deseamos implementar un sistema real
de control: nos limitamos al modelado y resolucién analitica del control
casi siempre en lazo abierto. Es evidente que, desde el punto de vista del
control, el tema de esta tesis puede ampliarse tanto cuanto es ampliable
la disciplina del control, y que el control 6ptimo es sélo una de las
muchas aproximaciones posibles.

5. En cuanto a los dispositivos de almacenamiento micro-electromecénicos
aparecen en estos momentos como la mas seria alternativa para alma-
cenamiento, tanto magnético como no magnético, a los discos duros
tradicionales. El hecho de que sean dispositivos que se encuentran en
fase de pre-produccién ofrece la oportunidad de hacer una prospectiva
sobre las posibilidades de diseno.

6. Hemos considerado el control éptimo con distintas funciones de coste y
distintas restricciones, de acuerdo con las distintas posibilidades de uso
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de estos dispositivos, que obligaran a adquirir compromisos en el diseno
entre velocidad de acceso a los datos, consumo reducido y respuesta sa-~
tisfactoria ante perturbaciones externas, inherentes a su uso en aparatos
méviles, como teléfonos y reproductores portatiles de musica.

7. A su vez, se han considerado varios procedimientos analiticos y numéri-
cos, que tienen relevancia en el disefio final. Por ejemplo, se ha consi-
derado el control Bang-bang, util para implementaciones econémicas, o
cuando se desea dividir el control en dos fases: una aproximacién rapida
al estado deseado y una aproximacién posterior mas fina. También se ha
considerado el control por programacién dindmica y los procedimientos
habituales analiticos con una serie de condiciones de contorno segin que
el estado final y el intervalo de tiempo durante el que se aplica el control
estén previamente determinados o se dejen libres.

8. Hemos propuesto algoritmos numéricos o soluciones analiticas para ca-
da uno de los problemas planteados, e implementado el software nece-
sario para simular el comportamiento del sistema, alcanzando también
al diseno del servomecanismo LQR, donde mostramos como la ecuacién

algebraica de Ricatti es inadecuada para la dindmica que se esta tratan-
do.

9.2. Perspectivas

Comenzamos esta investigaciéon poniendo de manifiesto la ubicuidad del
problema de las masas acopladas, y su interés tanto tedérico como practico.
No son de extrafiar las amplias posibilidades que existen para futuras in-
vestigaciones relacionadas con la dindamica de este sencillo problema. Unas
provienen de la naturaleza misma del sistema, otras de las aplicaciones de
control que pueden estudiarse y finalmente otras pueden ser ampliaciones
directas de algunos de los problemas que contiene esta investigacién.

Entre las primeras, citemos en primer lugar las generalizaciones que pueden
llevarse a cabo: control a través de una serie arbitraria de masas, subactua-
das o no; generalizacién a dos o tres dimensiones; teoria de reticulas con
geometrias arbitrarias; aplicaciones especificas a biomecénica, maquinas, in-
genieria civil; andlisis del acoplamiento desaxial.

Entre las segundas, todas aquellas derivadas de la aplicacién de técnicas
de control que no hemos usado en esta investigacién, y todos los aspectos
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que encontrariamos al realizar el proceso completo de un sistema de control,
ya que aqui nos hemos ocupado solamente del modelado y simulacién.

En cuanto a la extensiéon de problemas especificos tratados en esta inves-
tigacién, la més obvia consiste en la resolucién completa de la familia de
problemas que aparece en la Tabla 9.1. Pero, entre los que se encuentran
resueltos, hay ain cuestiones de interés.

Asi, en la seccién 2.6 se estudia la posibilidad de aplicar control bang-
bang, se llega a la conclusién de que es imposible alcanzar el estado final
deseado y se muestra en qué medida es posible acercarse a él. Pero es natural
preguntarse por la aplicacién de control bang-zero-bang y el efecto de varias
conmutaciones en el control.

En la seccién 3.1 se estudia el control LQR con condiciones de contorno
completas, y vemos, como muestran las graficas 3.4 y 3.5 como aparecen
fuertes oscilaciones en el control cuando el sistema se aproxima al punto de
consigna en funcién de la ponderacién que se haga del esfuerzo de control
a través del parametro «a. Seria interesante la acotacién mas precisa en el
espacio de pardmetros de este fenémeno.

En la seccidén 4.4 se estudia el efecto de una perturbacién acimutal, y se
resuelve el problema del control éptimo mediante el método del gradiente.
Decifamos alli (pagina 74) que ”La casuistica en la obtencidn del control dpti-
mo para este sistema es tan rica que dejo pendiente un estudio numérico
ezhaustivo que acote, en un espacio de pardmetros, las regiones desde las que
el origen es accesible o no, y esto para conjuntos representativos de condi-
ciones iniciales.”

La seccién 6.8 se ocupa de la dindmica impulsiva, y alli se expone un
sistema, de ecuaciones lineal que permite relacionar las velocidades antes y
después del impacto. Podemos imaginar que la respuesta del sistema ante
una sefial continua pudiera aproximarse como una sucesién de impulsos, de
forma que tras cada uno de ellos el sistema evolucionase libremente segin
su matriz de transiciéon de estados. ; Seria ésta una buena aproximacién al
comportamiento real 7 ; Cuales serfan sus implicaciones 7.

Es evidente que este pequefio muestrario no agota las posibilidades, pero
hace patente que el problema de las masas acopladas es practicamente ili-
mitado.
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Apéndice A

Notas historicas

A.1. Origenes del almacenamiento magnético

Gran parte de nuestra informacién se encuentra registrada sobre medios
magnéticos: discos, cintas de audio y video, tarjetas de crédito, etc.

Las memorias magnéticas son el soporte por excelencia, desde hace méas
de tres décadas, para el manejo de la informacioén técnica, cientifica, médica
y administrativa en nuestra sociedad. Sobre otros medios de registro tiene
la ventaja ( o desventaja, véase [15] ) de que pueden reescribirse una y otra
vez.

Aunque descubierta hace més de un siglo, la grabacién magnética vivié en
un segundo plano durante buena parte del siglo XX, debido a dificultades
técnicas y ausencia de aplicaciones practicas. Fué el descubrimiento de las
relaciones entre electricidad y magnetismo el que abrié la puerta a aplica-
ciones como el telégrafo y el teléfono, aun cuando diversos fenémenos eléctri-
cos y magnéticos eran conocidos aisladamente desde la antiguedad.

En 1898, el ingeniero danés Valdemar Poulsen grabé la voz humana sobre
un material magnético. Con una visién de futuro que ahora podemos apre-
ciar, Poulsen pensé en la utilidad de grabar mensajes telefénicos. En esencia,
el aparato de Poulsen consistia en un cable de acero tenso, y un micréfono
telefonico conectado a un electroimén, el cual deslizaba sobre el cable mien-
tras hablaba ante el micréfono. El micréfono transformaba la voz en una
corriente eléctrica variable y el electroiman a esta en un campo magnético
cuya variacién dependia del volumen y el tono de la voz y que quedaba re-
gistrado sobre el cable de acero. Sustituyendo el micréfono por un auricular
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y deslizando de nuevo el electroimén, conseguia que el aparato funcionase g
la inversa, reproduciendo los sonidos grabados.

Oposiciones politicas e industriales impidieron a Poulsen patentar su tele-
grdfono, que sin embargo tenia indudables ventajas técnicas sobre el fonégrafo,
inventado veinte anos antes. En particular, el sonido era claro, libre de la
mayor parte del ruido que sufria la reproducciéon fonogréfica.

Por temor a la pérdida de confidencialidad que podia propiciar la grabacién
de conversaciones, el temor al impacto que su comercializacién podia tener
sobre el teléfono y la sospecha de que se usd en actividades de inteligen-
cia militar durante la primera guerra mundial, se frené su desarrollo en los
Estados Unidos.

En cuanto a Europa, el alemdn Kurt Stille mejord el telegrafono aumentan-
do la duracién de las grabaciones y usando amplificadores que solucionaron el
problema del bajo volumen de reproduccién. Algunas companias trabajaron
con licencia de Stille, como la Ludwig Blattner Picture Company de Gran

Bretana, fabricante del Blattnerphone, que se usé en emisoras de radio hasta
1945.

La empresa Lorenz, también con licencia Stille comercializd una grabado-
- ra sobre cinta de acero que permitié la transmisién de programas de radio
previamente grabados.

Estas primeras grabadoras precisaban de larguisimas cintas de acero, de
kilémetros de longitud. El siguiente paso lo dié Kurt Pfleumer, al desarro-
llar un procedimiento para recubrir una cinta de papel con particulas ferro-
magnéticas. En 1928 fabric una grabadora que las usaba. Las patentes de
Pfleumer fueron adquiridas por la compania AEG. Esta empresa, en colabo-
racién con I. G. Farben, actualmente BASF, investigd con distintas particulas
y sustratos, encontrando una 6ptima combinacién de éxido de hierro sobre
un sustrato pléstico. Estas investigaciones permtieron la comercializacién del
magnetofon.

Tras el final de la segunda guerra mundial se produjo un trasvase tecnolégi-
co entre Europa y los Estados Unidos que permitié recuperar a estos ultimos
el terreno perdido mediante la investigacién de firmas como Ampex y 3M.
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La grabacién magnética pronto se impuso en el cine y la radio, pero no
fueron estos los Unicos terrenos en que se extendié. Otro de los frutos de
la investigacién militar fueron los primeros ordenadores, con memorias de
ntcleos de ferrita, como el Whirlwind I, mientras que otros, como el UNI-
VAC I usaron cintas magnéticas. Otros modelos empleaban tambores y discos
magnéticos. Aunque los circuitos integrados sustituyeron a las memorias de
ntcleos, los discos duros siguieron siendo el principal soporte de informacién
en los ordenadores.

A.2. La crisis de las memorias masivas

El perfeccionamiento de los discos duros puede considerarse el paradig-
ma de como la tecnologia punta puede hacerse accesible al conjunto de la
poblacién cuando se produce en grandes cantidades. Desde los afios 80, las
capacidades de los discos duros han aumentado desde unos pocos Megabytes
hasta centenares de Gigabytes: un crecimiento de cuatro érdenes de magni-
tud, al tiempo que el precio por Gigabyte se ha reducido en otros tres érdenes
de magnitud.

Los discos duros tienen su origen en la unidad RAMAC de IBM, presen-
tada en 1956. Esta unidad usaba cincuenta platos coaxiales de aluminio de
unos sesenta centimetros de didmetro, recubiertos de 6xido de hierro. El RA-
MAC tenia una capacidad de cinco Megabytes, pesaba casi una tonelada y
su volumen era del orden de un metro cibico.

Desde entonces, las mejoras en capacidad y velocidad de lectura y escritura
han tenido el factor comin de la miniaturizacién, especialmente en lo que
concierne a los cabezales.

Los primeros cabezales eran de ferrita, pero en 1979 hicieron su apari-
cién cabezales de pelicula delgada, que lograban inscribir datos en dominios
magnéticos més pequeiios. El siguiente paso fueron los cabezales de efecto
magnetorresistivo. Este fenémeno, ya observado por Lord Kelvin en 1857,
consiste en la alteracidon de la resistencia eléctrica de un material cuando
se expone a un campo magnético. Asi, si los cabezales de ferrita usaban el
fenémeno de la induccién tanto para la lectura como para la escritura, desde
la introduccién de los cabezales magnetorresistivos en 1995 se usa este efecto
para la lectura. En 1998 se descubrié el efecto magnetorresistivo gigante en
materiales estratificados. En estos materiales, la variacién en la resistencia
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eléctrica es uno o dos érdenes de magnitud mayor que la variacién que expe-
rimentan los materiales magnetorresistivos de la generacién anterior. Desde
entonces, se ha descubierto toda una familia de efectos magnetorresistivos.

Sin embargo, estos avances en el disenio de los cabezales careceria de uti-
lidad si el sustrato magnético no fuese capaz de almacenar la densidad que
el cabezal puede escribir. En la busqueda de materiales capaces de soportar
densidades mayores de datos, se intenta reducir el tamafio de los dominios
magnéticos. Hasta ahora, un bit puede ser almacenado en dominios que con-
tienen del orden de 103 cristales de material ferromagnético, y se investiga la
forma de reducir esta cantidad.

Sin embargo, existe un limite fisico: cuando la energia magnética almace-
nada en un dominio sea del orden de su energia térmica, la magnetizacién no
sera estable. A este efecto se le llama efecto super-paramagnético, y se cree que
se manifiesta con densidades de alrededor de veinte Gigabytes por centimetro
cuadrado. Durante el presente afio, Hitachi e IBM han presentado alternati-
vas que permiten superar este limite. En concreto, IBM usa para el sustrato
un material compuesto por tres capas. Dos de material ferromagnético y una
intermedia, extraordinariamente delgada, de Rutenio. Por su parte, Hitachi
ha presentado una técnica de grabacion perpendicular mediante la cual los
dominios magnéticos se incriben en el disco perpendicularmente a su super-
ficie. Esta técnica implica el uso de cabezales especiales.

Pero la densidad méxima que puede almacenarse depende también del
numero de pistas por centimetro que puedan grabarse, que a su vez es fun-
cién de la capacidad de resolucién del cabezal y de su mecanismo de posi-
cionamiento. Para dar una idea de la importancia de este ultimo factor baste
decir que la diferencia esencial en cuanto a capacidad entre un disco flexi-
ble de 1.44 Megabytes y una unidad LS-120, aparecida a finales de los 90
con una capacidad de 120 Megabytes, consiste en que esta ultima usaba un
mecanismo de posicionamiento éptico.

Otro factor digno de considerar es el de la velocidad de acceso a los datos.
Histéricamente, el aumento de capacidad de los discos duros ha sido mucho
mayor que el aumento en la velocidad de acceso, aunque la diferencia se ha
disimulado con la adopcién de cachés integradas en los propios discos, las
cachés del sistema operativo, posibles a su vez por el abaratamiento de la
memoria principal, v la optimizacién en los sistemas de archivos. Pero se
apunta ya a la posibilidad de que se produzca una bifurcacién en el mercado
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entre unidades de alta capacidad y unidades de alta velocidad de acceso.
Estas iltimas se caracterizaran por una velocidad de rotacién superior a las
10.000 rpm, lo que implicard a su vez el uso de cojinetes fluidos para los ejes.

A.3. Almacenamiento magneto-6ptico

Los sistemas de almacenamiento magneto-optico recurren a una técnica
hibrida: puramente éptica para lectura y térmica-magnética para escritura.

En esencia, cuando se desea escribir sobre el sustrato ferromagnético se
calienta en un punto mediante un delgado haz laser para elevar su tempe-
ratura por encima de la temperatura de Curie, destruyendo la magnetizacion
anterior, y a continuacién mediante una bobina cuyo plano es perpendicular
al haz laser se induce la nueva magnetizacién para representar un 0 o 1
binarios.

Para el proceso de lectura, se hace incidir el haz sobre un dominio magnético
y se estudia la polarizacién del haz reflejado. Este cambio de polarizacién de
un haz de luz al reflejarse sobre un dominio magnético se denomina efecto
Kerr.

En teoria, este método es capaz de superar la barrera impuesta por el efec-
to superparamagnético. Para ello, los bits se inscriben perpendicularmente
a la superficie del disco, en lugar de paralelamente como en los sistemas
magnéticos convencionales.

Dos dificultades principales estan sin embargo retrasando la adopcién de
esta tecnologia. Por un lado, es preciso enfocar el haz laser sobre un punto
muy pequenio. Para ello se recurre a una lente de inmersién en sélido, una
técnica derivada de la microscopia de inmersién en liquido. Por otro lado, la
técnica requiere que la distancia del sistema de enfoque a la superficie del
disco sea muy pequena, del orden de la longitud de onda del léser.

Actualmente, esta técnica estd siendo desarrollada por la empresa Terastor,
con participacién de Quantum y acuerdos con Olympus para los componentes
6pticos y HP para la electrénica de apoyo.
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A.4. Almacenamiento 6ptico y holografico

Una tercera posibilidad la constituyen los medios de almacenamiento épti-
cos, con discos CD y discos DVD. La densidad de almacenamiento varia entre
los 0.11 Gigabytes/cm? en los discos CD y los 0.51 Gigabytes/cm? para, los
discos DVD. Aunque existen diferencias de implementacién que justifican es-
tas distintas capacidades de almacenamiento, la técnica bésica es idéntica.
Los bits se codifican realizando pequenias muescas sobre una pista espiral que
comienza en la parte interior del disco y acaba cerca del borde externo. El
sustrato es cubierto por una capa de aluminio y una segunda capa de laca
protectora.

Para efectuar la lectura, un fino haz laser se desplaza a lo largo de la pista.
Cuando encuentra una muesca, cuyo tamaio es del orden de la longitud de
onda del laser, se produce difraccién que hace que la intensidad de la luz
reflejada disminuya drasticamente. El andlisis de la intensidad reflejada por
el disco permite reconstruir el patrén de bits que fué codificado mediante las
muescas.

Por su parte, el almacenamiento holografico recurre a una técnica radi-
calmente diferente, basada en la propiedad de algunos materiales para fijar
mediante algin tipo de alteracién quimica o fisica una figura de interferencia
de luz. En la técnica holografica se hacen incidir simultdneamente sobre el
medio de registro dos haces laser. Para generarlos se usa un unico laser que es
dividido en dos mediante un divisor de haz. A continuacién uno de los haces
resultantes se hace incidir directamente sobre el medio de registro, mientras
que el segundo se modifica mediante un modulador espacial de acuerdo con
la informacién contenida en una pagina de datos. De la interferencia de am-
bos haces surge un holograma, que queda registrado. La lectura se efectia
iluminando el holograma mediante el haz de referencia. Como resultado, se
reconstruye el haz objeto ( aquel que fué modulado antes de incidir sobre el
medio de registro ). Finalmente, el anélisis del haz objeto permite reconstruir
la pagina de datos que se us6 para modularlo.

Dos caracteristicas hacen interesante el almacenamiento hologréafico. Por
un lado, existe la posibilidad de multiplexar muchos hologramas, es decir,
muchas péginas de datos, sobre el mismo medio de registro. Esto se consigue
variando los dngulos de incidencia de los haces de registro, sus longitudes
de onda, o ambos. Por otro lado, los datos se leen o escriben en paralelo.
Los prototipos actuales pueden efectuar un acceso aleatorio en unos 100 us,
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mientras que el tiempo de acceso en un medio magnético es del orden de
milisegundos.

La investigacién en almacenamiento holografico se encuentra activa desde
hace mas de dos décadas, y recibe el esfuerzo de compaiiias como IBM, Rock-
well, Lucent o Bayer. Se pueden distinguir dos aproximaciones distintas en
el esfuerzo por conseguir un sistema de almacenamiento holografico practico.
Por un lado, se hacen esfuerzos para basar la produccién en componentes que
puedan fabricarse en masa, aunque sea a costa de prestaciones mas modestas.
Por otro, se trabaja en dispositivos donde la prioridad es el tiempo de acceso
minimo a los datos, lo que a su vez puede implicar una reduccién en la den-
sidad maxima admisible. En febrero de 2004, la compaiiia de telefonia mévil
japonesa NT'T anuncié la creacién de un prototipo de memoria holografica
sobre un medio de registro estratificado de unos dos centimetros cuadrados,
con capacidad para 1 Gigabyte. Se espera su comercializacién a lo largo de
2005. Por su parte, la compania Aprilis comercializa ya una unidad de disco
holografica con capacidad para 200 GB, y anuncia la disponibilidad en 2007
de un disco de 1.6 TB.

A.5. Almacenamiento con resoluciéon atomica

El almacenamiento con resolucion atémica es una técnica de campo proxi-
mo mediante la cual se altera alguna propiedad del sustrato mediante una
corriente de electrones emitida por una punta de tamaino atémico.

En la actualidad, el dispositivo més avanzado es obra de HP. Se trata de
un prototipo de unas decenas de milimetros cuadrados capaz de almacenar 2
Gigabytes. Este dispositivo usa como sustrato un material bifésico, con una
fase amorfa y una fase cristalina. Ambas fases son estables a temperatura
ambiente. Cuando una punta atémica préxima emite un haz de electrones,
induce un cambio de fase, permitiendo la escritura de un bit. Para la lectura,
puede emplearse una técnica de campo préximo emitiendo un haz débil de
electrones y detectando el cambio en alguna propiedad eléctrica dependiente
de la fase. También puede emplearse una técnica de campo lejano, mediante
lectura éptica.

Evidentemente, la viabilidad del dispositivo depende de la disponibilidad
de microactuadores que permitan posicionar la matriz de agujas con una
precisién de unos pocos nanometros. HP ha patentado un micromotor que
consigue una precision de tres nanometros. El ultimo problema consiste en
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proporcionar al dispositivo un vacio para su funcionamiento, o al menos una
atmosfera controlada que evite la dispersion de los electrones, y un continente
robusto que permita integrarlo en dispositivos méviles. Con todo, HP espera
tener en el mercado uno de estos dispositivos durante 2006, con una capaci-
dad del orden de 10 Gigabytes. En competencia con los medios magnéticos
convencionales, una ventaja de estos dispositivos consiste en su bajo con-
sumo de energia: es nulo mientras el dispositivo no funcione, al contrario que
un Microdrive, u otro disco convencional, que ha de mantenerse en rotacién
constante.

Estructuralmente, los dispositivos de almacenamiento atémico son simi-
lares a los dispositivos microelectromecanicos cuya dindmica se ha tratado
en este trabajo, aunque cambie el método de lectura y escritura.
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Ecuaciones basicas del control
optimo

B.1. Planteamiento y ecuaciones bésicas

El problema del control éptimo se plantea como el de la eleccién del vector
@(t) de forma que
3} -

J= [ F(@at)dt+ o), t) (B.1)

tg

alcance un valor minimo entre todos los posibles. La funcién escalar F'
queda a eleccién del disenador, asi como la funcién ®, que mide de alguna
forma la separacién entre el estado final alcanzado por el sistema y el estado
deseado. Al primer término se le suele llamar de Bolza, y al segundo, de Ma-
yer. En la formulacién de un problema en particular pueden estar presentes
ambos, o s6lo uno de ellos. Naturalmente, el sistema, obedece a una dindmica

z(t) = f(z,a,t) (B.2)

En definitiva, estamos ante un problema de extremos condicionados, que
puede resolverse aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange.
Para ello, definimos:

Jo= [IF+F (T - 2t + 0@, 0) (B.3)

0

donde p es el vector de multiplicadores de Lagrange. El ultimo término de
la integral puede integrarse por partes:
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. d .
ple=—2('0)-p'z (B.4)

Con lo que el problema se reformula ligeramente. Introduciendo la funcién
H, que en adelante llamaremos Hamiltoniana ! como

H=F+p'f (B.5)
tenemos:

Jo= [ (H + TR+ 5T + 9@ (1), 1) (B.6)

Sea @(t) el control que conduce al sistema por la trayectoria Gptima, es
decir, aquella que hace minimo J,. Una ligera variacién en @(t) conducird al
sistema por una trayectoria ligeramente distinta, alcanzando un punto Z(¢1)
ligeramente distinto, quizés en un instante ¢, diferente. Pero, debido a que J,
es estacionario frente a ligeras variaciones del control, si este efectivamente
es el éptimo:

aJ,
o1
/n[aHT OHT
to

_ _ oH T e

0J, = 0u =

+ﬁT(t1)6f(t1)+<g—i> 5z(t1)+<%%> st=0  (B7)

t1

donde .7 indica matriz traspuesta 2. Recordemos la arbitrariedad del vector
P, de forma que podemos elegirlo de forma que

oH

o (B.8)

p=

Lun nombre desafortunado, pues aunque H juega un papel similar a la funcién Hamil-

toniana conocida en la Mecédnica Clédsica, no es la misma
2consideramos a los vectores como una clase particular de matrices de una sola colummna
y un numero variable de filas
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La condicion 6J, = 0 implica entonces que

OH

y las condiciones de contorno en #; implican respectivamente que

T
(g% — ‘) 6z =0 (B.10)

Yy que

0P
<H+5t-) 5t =0 (B.11)

Cuando 6% o dt son arbitrarios, los factores que los multiplican en las dos
ecuaciones anteriores han de ser cero. Es frecuente sin embargo que dZ en
el instante final no sea arbitrario, sino que descanse sobre una superficie
m(z) = 0, lo que significa que ha de ser

@__~a@
P= %%z

B.12
oz ( )

Es decir, que el primer miembro es paralelo al gradiente de m(Z), y por
tanto perpendicular a la superficie en que descansa 0%, asegurando que se
cumple (B.10)

B.2. Reguladores y servomecanismos

Existen dos tipos de control que pueden aplicarse a un sistema. En primer
lugar, podemos desear conducirlo a un punto fijo del espacio de configu-
racién. Este punto se toma convencionalmente como origen de coordenadas.
Si el punto deseado no coincide con el origen, siempre es posible realizar
una traslacién y tomar nuevas condiciones iniciales. En estas circunstancias
tomaremos una funcién de coste cuadratica de la forma:

t1

J= [ (@"Qz 4+ a"Ra)dt + z7 (t,)MZ(t,) (B.13)

to

donde Q y R son matrices de peso cuya eleccién queda al arbitrio del -
disenador, al ignal que M, que pondera el estado final.
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En segundo lugar, puede que deseemos que el punto figurativo del sistema
en el espacio de configuracién no se desplaze para alcanzar un punto fijo,
sino que se mueva lo més préoximo posible a una trayectoria prefijada. En
este segundo caso elegiremos una funcién de coste de la forma

7=[" (€T Qe + aTRa)dt + ¥ (t,)Me(t,) (B.14)

to

donde € = Z — 7 y 7(t) es una trayectoria dada. No hemos introducido
ningtin concepto nuevo, sino tinicamente hemos propuesto formas particulares
para la funcién de coste, y estas formas particulares nos conducirdn a una
Hamiltoniana y unas ecuaciones de control determinadas. Lo que sigue por
tanto son simples manipulaciones algebraicas.

Comenzemos por los reguladores, con funcién de coste dada por (B.13) y
dindmica lineal. La Hamiltoniana es

H=7'Qz + a"Ra+ 5" (AZ + Ba) (B.15)
De aqui:
OH
~—— =2Ra+BTp=0 (B.16)
ot

de donde se sigue que

o=—--R'BTp (B.17)

Por otra parte:

. OH
pP=—po= —2Qz — A'p (B.18)

Podemos tomar un vector de estado ampliado

£(t) = ( “’8 ) (B.19)
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que obecederia a la dindmica:

. _lBRr-1BT \ -
£:<_§Q ;DR 1B >5 (B.20)

B Sabemos como resolver este tipo de sistemas, pero necesitamos el vector
£(to), lo que implica conocer p(to). Ahora bien, no conocemos p(to) y sf p(ty),
que puede obtenerse de

p(t1) = (%%) = 2MZ(t;) (B.21)

Tampoco conocemos Z(t1), y si este extremo fuese fijo, la ecuacién anterior
no seria aplicable. Sin embargo, en este ultimo caso, llamando

A | —%BR_lBT
Q=| — | —— (B.22)
2Q | AT
tenemos que
z(t) = Tty + e p(to) (B.23)
pt) = exi(to) + esyplto) (B.24)

Particularizando para t = t;, la primera permite encontrar p(ty), y la
segunda p(t). Entonces B.9 proporciona el control ().

Pero si Z(t1) es un extremo libre, es preciso recurrir a otro método de
resolucién. En particular, expondremos el método expuesto por Bryson y
Ho. Supongamos que para todo instante es valida una relacién lineal:

p(t) = P(t)z(t) (B.25)

donde P es una matriz que queda por determinar. Derivando B.25:

p=Pz+P(AZ+Ba)=-2Qz - ATPz (B.26)
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Usando (B.9) para eliminar @, y teniendo en cuenta que la relacién resul-
tante es valida para cualquier Z:

P+ PA+ATP - —;—PBR”BTP +2Q =0 (B.27)

que es una ecuacion diferencial matricial que proporciona P en cada ins-
tante de tiempo. Esta es la ecuacion de Ricatti. Conocida P, la ecuacion
dindmica se reduce a una ecuacién homogénea lineal. Ahora bien, la resolu-
cién de (B.27) rara vez puede hacerse de forma analitica, debiendo recurrir
a procedimientos numéricos. Ademas, faltan las condiciones de contorno que
permitan realizar la integracién. De

B(t) = P(t)F(t) = 2ME(t) (B.28)

es claro que

P(t) =2M (B.29)
y que debemos realizar una integracion hacia atrds, desde t; hasta to.

En contraposicién a la ecuacién diferencial de Ricatti, en muchos casos
se usa la ecuacién algebraica de Ricatti. Consideremos la funcion de coste
cuadratica

J = / ! (zTQz + u " Ra)dt (B.30)

0

e introduzcamos la variable

de forma que
dpP dP
= B.32
dt dr ( )
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como M =0, P(t;) = 0 o P(7 = 0) = 0. Tomemos ahora un valor fijo de
t y hagamos t; — oo. Entonces también 7 — oo. Por otra parte, P puede
mantenerse finito en el limite, o puede crecer sin limite con 7. Pero un valor
infinito para P da valores infinitos para Z y @ y hace diverger a J. Por tanto,
la dnica posibilidad con sentido es que P permanezca finito, lo que implica
que

P=0 (B.33)

En este caso, la ecuacién diferencial de Ricatti se transforma en una
ecuacién algebraica.

Vayamos al caso de los servomecanismos. Esté claro que los reguladores son
un caso particular de los primeros, donde 7(¢) se reduce a un vector constante,
usualmente el vector nulo. Para la funcién de coste (B.14), la Hamiltoniana
es:

H=(z-7)"Qz~7)+ "R+ p* (Az + Ba) (B.34)

El primer término del segundo miembro de esta dltima ecuacién introduce
un 77Q7 y dos términos cruzados 77 Qz y zT Q7. Si tenemos la precaucién
de elegir QQ simétrica:

5 =—2Q7 — 2Q7 — AT (1B.35)

Mientras que la ecuacién para @ no cambia. La situacion es similar a la
planteada con los reguladores, salvo por la presencia del término adicional
2Q7. Ahora, supongamos que 7(t) es aproximadamente igual al vector nulo.
En este caso, la suposicién

p(t) = P()z(t) (B.36)

serd, aprozimadamente cierta. Introduzcamos un vector 3(¢) y supongamos
que, aun cuando la trayectoria de referencia no sea préxima al vector nulo se
cumple que

p(t) = P(t)z(t) + 3(t) (B.37)
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Tomando la derivada respecto al tiempo de esta ecuacién, sustituyendo en
la misma el vector Z(t) primero y la expresién para %(t) después e igualando
el resultado obtenido a (B.8) obtenemos una ecuacién que puede desdoblarse
en dos:

. 1
P+PA +ATP — §PBR‘1BTP +2Q = 0 (B.38)
§— —;—PBR‘IBTE +AT5-2QF = 0 (B.39)

Ahora, las condiciones de contorno vienen dadas por:

P(t1) = P(t1)Z(t1) + 5(t1) = 2M(Z(t1) — 7(t1)) (B.40)

de donde
P(t,) = 2M (B.41)
5(t1) = —2M7(t) (B.42)

De nuevo es preciso realizar una integracién desde ¢; hasta ty. Obsérvese
que esta integraciéon no depende de los valores iniciales, por lo que la secuencia
de matrices P(¢) y 3(t) se calcula una sola vez y para siempre para cada
sistema en particular y para cada matriz M. El conocimiento de P y 5§ reduce
la ecuacién dindmica a una ecuacién diferencial no homogénea que sabemos
resolver. De ahi, es posible encontrar el control @(2).
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Apéndice C

Ecuaciones de la Mecanica
analitica

C.1. Mecanica vectorial y mecanica analitica

La Mecanica Vectorial fué formulada para entes ideales llamados puntos
materiales o particulas materiales. Las leyes de Newton permiten escribir la
ecuacion diferencial del movimiento para dichas particulas, y la integracién
de esta ecuacién proporciona, para cada instante de tiempo, la posicién de
la particula. Cuando un punto material no se encuentra aislado, sino en in-
teraccién con otras particulas, por ejemplo, si forma parte de un sélido o
un fluido, el andlisis anterior puede no obstante seguir aplicdndose, siempre
que se tenga la precaucion de aislar cada particula individual y escribir para
ella la ecuacion del movimiento, que incluird las fuerzas que sobre la misma
ejerza su entorno, incluidas las fuerzas ejercidas por las particulas adyacentes.
Pero este procedimiento requiere para llevarse a la practica de hipdtesis adi-
cionales, ya que, en general, las interacciones entre particulas siguen leyes
desconocidas. Para eludir esta dificultad, Newton postulé la igualdad entre
accién y reaccion, es decir, entre la fuerza que una particula ejerce sobre otra
y la fuerza que la segunda ejerce sobre la primera. Pero incluso al tratar de
estudiar el movimiento de agregados sencillos, como los sélidos rigidos, es
necesaria la hipdtesis adicional de que las fuerzas entre particulas son cen-
trales, es decir, que descansan en la linea que une a ambas.

En definitiva, la Mecénica Vectorial procede identificando cada particula
de un sistema, y haciendo el inventario de todas las fuerzas, cualquiera que,
sea su naturaleza, que actuan sobre ella. Sélo de esta forma es posible escribir
la ecuacion del movimiento.

193
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La aproximacion de la Mecanica Analitica es radicalmente diferente, ya que
no se ocupa de particulas individuales, sino de sistemas como unidades indi-
visibles. El segundo aspecto que marca esta diferencia tiene que ver con las
condiciones cinematicas que estan presentes en muchos sistemas. Por ejemplo,
un sélido rigido puede moverse sélo de forma que la distancia entre cualquier
pareja de puntos pertenecientes al mismo permanezca constante. Evidente-
mente, esta es una restriccion mantenida por la presencia de fuerzas muy
intensas. Desde el punto de vista de la Mecdnica Analitica, las restricciones
cinematicas estan integradas en la formulacién del problema, y es innecesario
considerar las fuerzas que las mantienen.

C.2. Coordenadas generalizadas

El concepto de coordenada no entra directamente en la formulacién vecto-
rial de la Mecénica, que sigue un método esencialmente geométrico, adecuado
para problemas de estédtica o problemas dindmicos sencillos, pero inadecuado
en muchos casos. '

Por contra, el concepto de coordenada ocupa un lugar central en la Mecénica
Analitica, que es una ciencia que reduce los problemas del movimiento de los
cuerpos a la aplicacion ordenada de procedimientos algebraicos. Lagrange
(1736-1813) lo expresé asi en su Mechanique Analitique de 1788:

Ya existen diversos tratados de Mecanica, pero el programa de este
es completamente nuevo. Me he planteado la tarea de reducir tan-
to la teoria como el arte de resolver los problemas concernientes
a esta Ciencia a formulas generales cuya simple aplicacién dé to-
das las ecuaciones necesarias para obtener la solucion de cada
problema.

Mas aun:

No se encontrardn figuras en esta obra. Los métodos que aqui ex-
Pongo no requieren ni imdgenes ni razonamientos geomeétricos o
mecdnicos, sino tan solo operaciones algebraicas sujetas a un pro-
ceso regular y uniforme.

Consideremos un sistema de N particulas, cada una de las cuales tiene, en
el espacio euclideo tridimensional, coordenadas 7;. Nuestro problema consiste
en encontrar 7;(t), es decir, encontrar 3N funciones del tiempo. Definiremos
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las coordenadas generalizadas q; como el minimo conjunto de n variables en
funcién de las cuales pueden escribirse los 7;:

7 = filgr, g, t) (C.1)

A este nimero minimo le llamaremos grados de libertad del sistema. Por
ejemplo, la posicién de un péndulo ideal puede darse en funcién del angulo
que forma con la vertical: n = 1, ¢ = 6. La posiciéon de un punto material
sobre una superficie f(x,y, z) puede especificarse mediante el par ¢; = z,
g2 = Yy, y en este caso n = 2. Ocasionalmente, el conjunto de coordenadas
generalizadas adecuadas para un problema en concreto puede coincidir con
las coordenadas cartesianas de una o varias de las particulas que constituyen
el sistema, aunque esto no es lo habitual. En el movimiento de un planeta
alrededor del Sol, pueden usarse coordenadas cartesianas, pero suelen ser mas
adecuadas las coordenadas polares. Como ultimo ejemplo, consideremos un
solido rigido. Su posicién en el espacio puede darse mediante las coordenadas
de su centro de masas y tres dngulos que especifican su orientacién: es un
sistema con seis grados de libertad.

Aplicando los principios de la Mecédnica Analitica encontraremos el con-
junto de ecuaciones diferenciales ordinarias:

(ji:fi(q1)'"»qna(jl:"')QH7t) (02)

La solucién de este conjunto de ecuaciones se considera como la solucién
del problema y normalmente no se requiere la obtencién de las coordenadas
cartesianas.

C.3. El principio de D’Alembert

El principio de D’Alembert introduce el concepto de desplazamiento vir-
tual. Un desplazamiento virtual no tiene naturaleza cinematica, es decir, no
se corresponde con un desplazamiento real que transcurre en un intervalo de
tiempo, sino naturaleza geométrica. Un desplazamiento virtual es un ezpe-
rimento mental mediante el cual provocamos un ligero desplazamiento en el
sistema, de forma compatible con las ligaduras . Por desplazamiento compa-
tible entendemos aquel realizado de forma que el trabajo de las fuerzas de

!Este es el argumento que tradicionalmente puede encontrarse en la literatura an-
glosajona. Sin embargo, véase [65] para una introduccién rigurosa del concepto de des-
plazamiento virtual.
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ligadura sea nulo. Por ejemplo, podemos intentar estirar una barra delgada,
en cuyo caso experimentaremos la oposicién de la ligadura que mantiene rigi-
da la barra. O podemos girarla ligeramente, o desplazarla como un todo, en
cuyo caso las fuerzas de ligadura no se manifiestan.

Hemos introducido en el péarrafo anterior los términos ligadura y fuerza
de ligadura. El primero hace referencia a lo que antes habiamos llamado
restricciones cinemdticas. Kl segundo, a las fuerzas que mantienen estas res-
tricciones. En adelante, hablaremos simplemente de ligaduras y de fuerzas de
ligadura.

Si llamamos F; a las fuerzas aplicadas al sistema en puntos 7;, excluidas
las fuerzas de ligadura, el principio de D’Alembert establece que:

%

Podria parecer que, por mera manipulacién algebraica, podemos deducir
la ecuacién anterior a partir de la ecuaciéon de Newton:

F,—myag; =0 (C.4)

pero recordemos que esta Ultima incluye en F} todas las fuerzas que actian
sobre la particula de masa m; y posicién 7;, incluyendo las de ligadura. Por
tanto, es preciso reconocer al principio de D’Alembert como un principio
independiente y de naturaleza distinta.

Normalmente, este principio se escribird en funcién de las coordenadas
generalizadas ¢;. Veamos para ello que:
OF;
or; = “8q; C.5

J

y transformemos cada uno de los términos en la formulacién original. En
primer lugar:

~ = or; - OF;
S Rin =S RY 50 = (S AT ) os =T o (€0
i i J J J J

ki %
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donde hemos introducido las fuerzas generalizadas (};. Por otro lado:

d i . d
Z m;0;07; = Z m2 Ti Z mmén Z miﬂ-gt—éﬁ (C.7)
Para el primer término:

% Zmzﬂéﬁ = Zm,rlz 67'1 (08)

Ahora bien:
or,  OF;
= — C.9
Og;  Oq; (C.9)
En efecto:
dr; or; . or;
Et— = ; _a?j% + 5{ (C.lO)

y de esta ultima se sigue la anterior. Por tanto, el primer término queda:
or; d
(z mit, O ) =550 (z L > s (C11)
i\ 4

Para el segundo:

0

. d Fis, | — L d for
T o= i (5G] - 5 (5
= Tt T (gt 7Y g
= mzrz aqj qk aq] ot q;
87“1 i 6
- mez P <Z 8t> 8q;
- meZagf 0

J

_ Z Z i, 87"2.
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_ ¥y 5% (Z %m,.r:f) 5, (C.12)

I i
Definamos el escalar T' como

1 .

al que llamaremos Energia Cinética. Si ahora reunimos todas las piezas,
podemos escribir el principio de D’Alembert en funcién de las coordenadas
generalizadas:

o — 2= — Q] 6g; =0 (C.14)

En esta version del principio de D’Alembert, toda la informacién sobre el
sistema se encuentra sintetizada en el escalar T', y todas las fuerzas aplicadas,
en las fuerzas generalizadas ();. Si las coordenadas g; son realmente coorde-
nadas generalizadas, es decir, el minimo nimero de pardmetros en funcién
de los cuales puede expresarse la posicién de cualquier punto del sistema, no
existiran relaciones funcionales entre ellas, y las dg; serdn independientes, lo
que conduce a las n ecuaciones del movimiento

e — = Q; =0 (C.15)

paraj=1,--- n.

C.4. Ligaduras holénomas y no holénomas

Hemos definido antes las coordenadas generalizadas como el minimo nu-
mero de pardmetros ¢; que determinan la configuracién del sistema. Nor-
malmente, la geometria del problema nos indica los grados de libertad del
sistema, y por tanto el nimero de coordenadas generalizadas que hemos de
buscar. Aunque podemos elegir las coordenadas generalizadas de muchas for-
mas distintas, una vez conocidos los grados de libertad, tampoco suele ser
dificil elegir un conjunto adecuado g;. '
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Pero desde un punto de vista formal, no tenemos garantia de que, dado un
conjunto de pardmetros g;, su nimero sea minimo. Si j = 1,---,n, existirdn
en general m relaciones de la forma

Soh(ql) v 7Qn>t) =0 (016)

para h =1, -, m. Cuando existen relaciones cerradas como las anteriores
se habla de ligaduras holonomas. Una posibilidad en esta situacién consiste
en usar las m relaciones para escribir m de las g; en funcién de las n —m
restantes, y reducir el problema entonces a uno con n—m grados de libertad,
donde todas las g; sean independientes. Este procedimiento puede ser en-
gorroso, y estéticamente insatisfactorio, por cuanto establece una diferencia
arbitraria entre parametros dependientes e independientes.

Si volvemos atras, a la deduccion de C.15, vemos que sélo en el ultimo paso
del razonamiento exigimos la independencia de las g;. Lagrange encontré un
método elegante que permite deducir las ecuaciones del movimiento para
sistemas donde existen ligaduras holénomas. De las ecuaciones de ligadura,
se sigue que:

on = 3> g, = 0 (©17)

J

Si introducimos m parametros indeterminados Ay, lamados multiplicadores
de Lagrange, es obvio que

> Andpr =0 (C.18)
P

Reescribiendo la relacion anterior en la forma

Ej: (Zh: Ah%%‘) 3g; =0 (C.19)

restandola a C.14 y reordenando:

48T or Bon |
> [ Giog " og Y > i } gj (C.20)

J
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Ahora bien, hay n — m coordenadas que son independientes, luego la
ecuacién anterior implica que n—m términos de la suma anterior son cero in-
dividualmente. Pero, dada la arbitrariedad de los multiplicadores Ay, elijdmos-
los de forma que los m términos restantes también se anulen. El resultado es

que para j = 1,---,n podemos hacer:
doT JrT 39%
_——— = A .
dt bg; g Z " oq; (G21)

Ahora tenemos las n ecuaciones C.21 y las n + m incognitas g;, Ap. Por
supuesto, las ecuaciones de ligadura son las m ecuaciones restantes que per-
miten resolver el problema.

Por otro lado, es evidente que este razonamiento podria mantenerse ain
cuando no conociésemos las relaciones C.16 y siempre que dispusiesemos de
C.17. Este es realmente el caso en muchas situaciones: sélo se dispone de
relaciones lineales en las diferenciales de las coordenadas g;. A este tipo de
relaciones se les llama ligaduras no holénomas.

Existe una interpretacién fisica sencilla para los multiplicadores de La-
grange, y vamos a dedicarle unas lineas. Consideremos un sistema A sobre el
que no hay fuerzas aplicadas, y cuyo movimiento viene determinado por un
conjunto de ligaduras. Sea n el nimero de grados de libertad de este sistema.
Imaginemos ahora un sistema 3 con n+m grados de libertad. Podemos elegir
un conjunto de fuerzas aplicadas de forma que su movimiento sea idéntico al
del sistema A. Sus ecuaciones del movimiento serdn:

doTr oT
=0, C.22
para j = 1,---,n -+ m. Podemos igualmente imaginar un sistema C donde
impongamos m ligaduras de la forma
SO(QM Ty Qn+m) =0 (023)

de forma que su movimiento, de nuevo, sea igual al del 31stema A. Sus
ecuaciones del movimiento seran:

- " C.24
dt dg; =M 9 (C.24)
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B y C son equivalentes a A, y por tanto equivalentes entre si, y esto nos
permite identificar:

0
Q=Y g (C.25)
h 4;

C.5. Sistemas con funcién potencial

Puede suceder que las fuerzas aplicadas al sistema deriven de una funcion

potencial, es decir, que exista una funcién U(q, -, ¢s) tal que:
- oU
F=— C.26
o (C.26)
En este caso, las fuerzas generalizadas adoptan la forma sencilla:
_ Or; oU Or; ou
Q=) Fag—=- = = C.27
’ Z 04; Z 0ridg; 9 (€20
Las ecuaciones C.15 pueden escribirse entonces en la forma:
d oL OL
o C.28

donde hemos introducido la funcion L = T — U, conocida como funcion
de Lagrange, o simplemente Lagrangiana. Esta funcién dependerd en general
de las coordenadas y velocidades generalizadas, y posiblemente del tiempo:
bien porque la energia potencial dependa del tiempo, bien porque las rela-
ciones 7;(qy, -+ +, qn, t) 10 contengan, bien por ambas causas a la vez. Cuando
las ecuaciones del movimiento pueden escribirse en esta tltima forma, que
recordemos son ecuaciones diferenciales de segundo orden en las coordenadas
generalizadas, es posible averiguar las circunstancias en que existen integrales
primeras, que pueden usarse para resolver las ecuaciones del movimiento.

En primer lugar, veamos que cuando una coordenada g; no aparece ex-
plicitamente en la Lagrangiana:

d oL

Ti5g " (C.29)
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lo que implica que la cantidad

oL

p; = 4 (C.30)

es una constante. A p; se le llama momento generalizado.

En segundo lugar, procedamos a calcular la derivada respecto al tiempo
de la Lagrangiana:

dL (BL. oL ) oL

i zj: a—quj + &];%' S (C.31)

Pero usando C.28,

dt %: _t ((]356;> + E (0.32)

Intercambiando en el segundo miembro derivada y sumatoria:
d oL
— | L - Gi | = — C.33
= ( }J:pj qj) 5 (C.33)

De manera que cuando L no es funcién explicita del tiempo, resulta que la
cantidad

h=1— ijcjj (C.34)
j

es constante. De esta forma, una de las velocidades puede expresarse en
funcién de las coordenadas y velocidades restantes.

C.6. Fuerzas disipativas

En general, actuaran sobre los sistemas fuerzas que deriven de un potencial
y fuerzas que no deriven de un potencial. Designando estas tltimas por &7,
es evidente que:

doL 7

A5 (C.35)
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Por otro lado, pueden existir fuerzas de rozamiento dependientes de la
velocidad, de la forma

B = —ki; (C.36)

Las fuerzas generalizadas se escriben entonces como:

_ OF; . Or; . OF; OF
R Fr— = — kity— = — kii— = —— C.37
@ z,: 04q; 2,: 9g; Ez: 0q; 94 (37

donde hemos introducido la funcion de disipacion de Rayleigh F:

F= Y ghi (C.38)

Para tales sistemas, donde parte de las fuerzas derivan de un potencial y
otra parte son fuerzas disipativas, las ecuaciones del movimiento son:

ddL 0L OF _

- +—=0 C.39
dt 8%‘ 8qj 8Qj ( )
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Apéndice D

Dinamica general del actuador

D.1. Energia cinética

Consideremos un sistema inercial O, y un sistema mévil S paralelo al mis-
mo, cuyo origen respecto a O viene dado por el vector 7. Con el mismo origen
que S sea el sistema P, cuyo origen coincide con el de Sy se relaciona con
él mediante una rotacién R(p, 8,1). P es el sistema local para el conjunto
de las dos masas acopladas, de forma que la relacién geométrica entre las
coordenadas inerciales y las coordenadas locales se sigue de

7y =T + 7y =7 + R7, (D.1)

m27.00,2 (DQ)

donde los segundos subindices se refieren a las masas 1 y 2. Se siguen
entonces las relaciones:

7y = 7 + R7, + R7, (D.3)

=T - =T - Ty — 2Ty =
r,7e = T T+7 Rr,+7 Rr, +

7TRTF + 7' RTR7, + 72 RTR7,,
7 RTF + 7, RTR7, + 7 RTR7, (D.4)
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D.2. Energia potencial y funcién de Rayleigh

La energia potencial depende de la distancia relativa entre las dos masas,
que es la misma en cualquier sistema de referencia, de forma que podemos
escribir directamente

1
U == §]€(Fp’2 —_ ’Fp11>2 (D5)

En cuanto a la funcién de Rayleigh F, depende de la velocidad relativa,
de las masas en la direccion que las une. Esta observacién es importante,
puesto que en un sistema mévil la velocidad relativa puede ser no nula aun
cuando la distancia entre las masas sea constante, lo que ocurre con cualquier
movimiento de rotacién pura del sistema. Por tanto, en el sistema inercial:

(Tog = To1) (D.6)

Folp|Toa=Ton)
2 'TO,Q - To,ll
Pero la cantidad entre corchetes es una cantidad escalar, y por tanto in-
variante frente a rotaciones. Si consideramos que el sistema puede moverse
con toda generalidad en la referencia P, y no tinicamente a lo largo de uno
de sus ejes, tenemos:

1 [(Fpe =) . .\
F=28 (p,2 p,l) (fp,2—Fp,1) (D‘7)

2 lfpﬂ - 'Fp,li

D.3. Ecuaciones del movimiento

Para el célculo subsiguiente necesitaremos derivar expresiones del tipo ZAg
y TAZ, respecto a T y respecto a g. Consideremos por ejemplo la componente
jde

d _r
— 7' A7 D=8
dz y ( )

que escribimos como

i (T S A = X A = (41, 09

dr; \5 k
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y por tanto
—d—-a‘;TA‘ = Ay (D.10)
i '

De la misma forma, es facil ver que

d _r,- T
L FTAG=A D.11
" A z (D.11)
y
%@TAaz = (A + A7)z (D.12)

El calculo de las derivadas que producen las ecuaciones del movimiento,
exige la derivacién de términos como (C.4), que por conveniencia llamaremos
(*). Entonces

5_(%) = 9RT7 4 2RTR7, + 27, (D.13)
mientras que
%% _0 (D.14)
y por tanto
d O(x)

e = 9RT7 4+ 2R77 + 2RTR7, + 2RT (R7, + R7,) + 27,  (D.15)
P

donde se ha usado el hecho de que la derivacién y la transposiciéon de una
matriz son operadores conmutativos. Continuamos calculando:

%@ = 2R"7 + (RTR + RR”) + 2R'R7, (D.16)

Tp
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Para la energia potencial:

ou _

a?',.—p)2 - k(rp72 /rpyl)
oU _ _
Oy = —k(Tp2 — Tp1)

Finalmente, son precisas las derivadas

OF (ffp,2~fp,1)T(.

Tp2 — Fp,l)

FP,Z - 7'720,1)

87%17,2 a lfp,2 - fp,ll

Yy
OF (T2 — fp,l)T(.
afp,l prﬂ - 7770,1|

D.4. Fuerzas generalizadas

(D.17)

(D.18)

(D.19)

(D.20)

Consideremos ahora las fuerzas generalizadas. En el caso menos restrictivo,
el sistema no es subactuado, sino que cada masa m; y mg se encuentra
sometida a fuerzas que en el sistema inercial tienen resultantes Fo,l y FO,Q. Si
las coordenadas generalizadas son los vectores de posicién en el sistema P,

las fuerzas generalizadas se escriben

Q . =T 8770’1 FT 877072
1= - —
ol Op.1 2 OFp1
y
— —T 87_;0’1 T afo’g
Q2 = Fo 1 — F 2 A—
! 87"1,,2 } 87‘27,2
Introduciendo la matriz
0.4
3= 5
Tp,j

es posible escribir
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Pero
J'=RT (D.25)
y
R'R=1 (D.26)
luego
Qi =F,; (D.27)

Reuniendo todos los elementos, podemos escribir en forma explicita las
ecuaciones del movimiento

d 0L 0L 8f -
EE&; a 87“p Grp = (D-28)

para mj y mg. Son las siguientes:

Fp,l = mlRTi" + mlRT% + mlRTpr,l
+m1RTpr71 =+ mlRTR?p,I +- mlé—;n]
—mlRTf' — §m1 (RTR + RRT)pr - mlRTpr,I

ﬁ(/}:p72 B pr»l)T -

—k(Fpg — Fp) — P B (pa 7o) (D.29)
3 p)

o]
I

ngT% + ngT;f + ’ITLQRTR’?},,Q
+m2RTpr,2 + mzRTRFp,g + mQ'T‘;p’Q

P2
—ngTf — §m2 (RTR + RRT)'Izp’Q - mQRTpr,Q

T
. . T T . .
+k’(7_"p12 — ’I“p, ) + ﬁ&)’—}%l)—(fp’g — Fp,l) ' (DBD)

|Tp2 — Tp,1]
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Por otro lado, la ecuacién correspondiente a la coordenada generalizada, v
se reduce a la constancia del momento asociado. Por tanto, el problema ge-
neral se expresa en términos de las dos ecuaciones del movimiento anteriores,
sometidas a la restriccion

d . . . )
E:t- [(ml + ’I’nz)’l—' + R(mlfpyl -+ mg'l_"p,g) + R(mlfm -+ mzfp,z)] =0 (D?)l)

Es facil ver como estas ecuaciones se reducen a las que presentamos para el
modelo monodimensional. En efecto, podemos considerar que tanto R como
T, al igual que sus derivadas, son nulas, por lo que el inico término distinto
de cero en el producto 4{?0 es el ultimo de ellos. Entonces, si

0
Tp=1Yy (D.32)
0
la energia cinética es simplemente
T = Loy 4 Tmgg D.33
= 2m1y1 + 2m2y2 (D.33)

La reduccién para la energia potencial es trivial, y en cuanto a la funcién
de Rayleigh, veamos que tiene la forma

F=:"q’ (D.34)

NN

donde 4 es un vector unitario. El cuadrado entre corchetes se desarrolla
como
Faitig=q4q (D.35)

cantidad invariante frente a traslaciones y rotaciones y que se reduce a la
expresion usada en la seccion (2.3).
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