UNIVERSIDAD POLITECNICA DE VALENCIA

ESCUELA UNIVERSITARIA POLITECNICA DE ALICANTE

DEPARTAMENTO DE FISICA APLICADA

APUNTES DE FISICA

OSCILACIONES Y ONDAS

A. Beléndez
C. Pastor
J. G. Bernabeu



DEPARTVALENTO DE FISICA APLICADA

Qs AN e ey

ESCiTLA g URERILTAEIA
e e e e e
,‘ O I . LY S S I rl:

va (SN D rd IS L AU, N H
Unive.siuzsi s <82 L0 Vaiangia

A. Beléndez / C. Pastor / J. G. Bernabeu
Departamento de Fisica Aplicada

Seccién Departamental de Alicante
UNIVERSIDAD POLITECNICA DE VALENCIA

Alicante, Julio de 1988




A. Beléndez
C. Pastor

J. G. Bernabeu

APUNTES DE FISICA

OSCILACIONES Y ONDAS

DEPARTAMENTO DE FISICA APLICADA

ESCUELA UNIVERSITARIA POLITECNICA DE ALICANTE

UNIVERSIDAD POLITECNICA DE VALENCIA



A. Beléndez, C. Pastor y G. Bernabeu. "Apuntes de Fisica: Oscilaciones y Ondas".
Departamento de Fisica Aplicada. Seccion Departamental de Alicante. Universidad Politécnica de Valencia (1988).

PROLOGO

Estos apuntes de Fisica, relativos a " Oscilaciones y Ondas”,
constituyen una introduccién a los conocimientos basicos necesarios
para el desarrollo y comprension de la asignatura de Fisica.

Su redaccion corresponde a las explicaciones que venimos
impartiendo estos Ultimos anos en la Escuela Universitaria Politécnica
de Alicante, en particular a los alumnos de Informatica e Ingenieria
Técnica de Obras Publicas.

El objeto principal de estos apuntes es la familiarizacion con los
fenémenos ondulatorios, tanto de la ecuacion matemadtica que los
representa como de los principales fenémenos que sufren,
propagacion, reflexiéon e interferencias. El analisis del movimiento
oscilatorio se incluye no solo por su gran interés en la formacion basica

en Fisica, sino por ser un movimiento que se da en un gran nimero de

situaciones reales.

Alicante, Julio de 1.988

Los autores
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1. INTRODUCCION

Uno de los movimientos mads importantes observados en la
naturaleza es el movimiento oscilatorio (o vibratorio). Una
particula oscila cuando se mueve periédicamente con respecto a la
posicion de equilibrio. El movimiento de un péndulo es oscilatorio.
Un cuerpo en el extremo de un resorte estirado, una vez que se
suelta, comienza a oscilar. Los atomos de un sélido estan vibrando.
Similarmente, los 4tomos en una molécula vibran unos respecto a
otros. Los electrones de una antena radiante o receptora oscilan
rapidamente. Una comprension del movimiento oscilatorio es
también esencial en la discursion del movimiento ondulatorio.

De todos los movimientos oscilatorios, el mas importante es
el movimiento armonico simple (MAS), debido a que, ademas de
ser el movimiento mas simple de describir matematicamente,
constituye una aproximacién muy cercana de muchas oscilaciones
encontradas en la naturaleza.

Un movimiento armoénico simple obedece una ecuaciéon de la
forma (si la particula se mueve en el eje X):

x=A - sen(wt + ¢)

X: Elongacion

A: Amplitud

®: Pulsacion o frecuencia angular
¢. Fase
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2. ESTUDIO DEL RESORTE ELASTICO

Un resorte elastico es un cuerpo que responde a la ley de
Hooke:

=-kx
de tal manera que el estiramiento producido es proporcional a la
fuerza aplicada y de sentido contrario. Asi una fuerza doble

produce un estiramiento doble. Un ejemplo es un muelle metalico.

Si colocamos una masa en el extremo del resorte se
producira un equilibrio:

(P— L O

0 y
mg
Vv m
En médulo:
F=kx=mg

T: fuerza hacia arriba ejercida por el resorte sobre el cuerpo.

mg
'k

ZF=O—>mg+T=0—>T=—mg—>\T|=|mg|
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Si hacemos que se estire un poco mais para mantener el
equilibrio es necesario efectuar una fuerza suplementaria AF, de
modo que ahora:

2F =0 > ME+AF+T=0—- T=-(mg+AF) - |T|>[mg|

A
T
0
J/AF
mg
\Z
Si se suprime la fuerza para mantener el equilibrio, ya que
T > Img]
mg+T=ma

T
a
mg

(fuerza neta que actGa sobre el cuerpo - negativa - ) y
aparece una aceleracion dirigida hacia la posicion de equilibrio,
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esta aceleracion hace que aparezca el movimiento. Esta aceleracion
desaparece cuando el cuerpo pasa por su posicion de equilibrio
pero en dicho instante la velocidad no es nula y la inercia hace

que el cuerpo sobrepase dicha posicion y sigue subiendo., cuando
supera dicha posicion

v=0

mg+T=ma [T/ <|mg]

y la aceleracion se dirige hacia abajo hasta que hace que el cuerpo
se pare y comience a descender, y cuando vuelve a pasar por la
posicion central de equilibrio la aceleracion se anula, pero la

velocidad no, por lo que se sobrepasa y aparece una aceleracion
hacia arriba que acaba deteniéndolo.

T \l,a
)

mg/]\V
/

T: Fuerza negativa hacia arriba, ejercida por el resorte sobre
el cuerpo.
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x =0

HAY SIEMPRE UNA FUERZA QUE LLEVA AL CUERPO A SU POSICION

DE EQUILIBRIO Y LA INERCIA OBLIGA A SOBREPASAR DICHO
ESTADO.

R aaa v,
hyssasass:
BRIV

T=0 T=m 3
< 7
LKL
AR
529 Onnn)nmm gg m

T=0 _—
a=0
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3. SOLUCION DE LA ECUACION DINAMICA. CINEMATICA DEL
MAS

Consideremos

| N

Aplicando las ecuaciones de 1a dinamica:

YF = ma
Luego:

-kx=ma
2 2

a=i§ - —kx=d—’z‘-m
dt dt

2

d—}.2{-9-——-}(-0

dt

Esta es una ecuacion diferencial cuyas soluciones se conocen
y son funciones senos o cosenos de [a forma:

X=A sen(wt + ¢)

Donde A y ¢ son constantes que determinaremos:

29X _ A,
V=g = Ao cos{wt + ¢)
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a=g—§=—d—v—=-Amz~sen(wt+q>)=-mzx
dt”  dt

d’x .k K

—§+—-x O=-w’x+— -x=0

dt- m m

*Aeslaamplitud o elongacion maxima, y corresponde a :
sen(wt + ¢) =t |
* peslafase y corresponde a la fase inicial ent = 0:
t=0-x =A sen(0+¢)=A senle)
Desplazamiento inicial: X, = A - sen(yp)
* w es la pulsaciéon o frecuencia angular.
x(t) = A - sen(wt + ¢)
x(t+T)=A sen(wlt +T)+ ¢)

Si T es el periodo, entonces

x(t) = x(t + T) = sen(wt + 9) = senfwt + T) + ¢)

luego

wl+9+2n=0wt+wl+9¢

2n=wl

L_2n
T
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T es el periodo y es el tiempo que tarda el movil en describir
una oscilaciéon.

* La frecuencia v es el nimero de oscilaciones por segundo:

Lo 1. _w
T—uu—Tu_Zn
W= 21

* Velocidad inicial

Vo=v{t=0)=w A-cosly)

X

X, A-senlp) |
VO—A-m-COS(tP)=a.tg(¢)
X0
tg(¢)=m'?o-
2
v
A= X%-l-‘(;—;'
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4. PENDULO SIMPLE

Péndulo es "un cuerpo cualquiera que oscila pendiente de un
eje horizontal fijo que no pasa por su centro de gravedad".

Péndulo simple "es un punto material que oscila suspendido
de un hilo inextensible y sin masa”

mgseng =F

F._=-mg-sen(p)

T
F.=T-mg-cos(6)
si ponemos
S=1.0
_ds_,.d8
YEa T dt
o ds_, d
=—37= )
dt dt
d’e
2F=ma—>—mg-sen(e)=m-l-?
t

de donde, la ecuacion dinamica es:

10
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de
8 _

-A'wz-sen(mt+8°)=-m2~e
dt

Si las oscilaciones no son pequefas, la aproximacion sené = 6

no es valida. Puede probarse que para el caso general el periodo
depende también de 6,

T= 2n,/}[1+ %-senz[%"]af—f?—(f vsen“[%]+ ]

* Calculo de la tension en la cuerda de un péndulo en funcion
del angulo que hace la cuerda con la vertical.

0 ]
T
Yo
y
Fy=mg

Principio de conservacion de la energia:

]
mg-yo-mg-y+§-mvz

2

¥,- Y ={cosB-cos8 ) 1> mg:(cosB-cosB ) 1== mv

1
2
v2=2g1.(cos8 - cos8,)

Por tanto

12
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T- sz

+ Mg - cosB = 2mg - cos 6 - 2mg - cos B + mg - cos B

T =mg - (3cosb - 2cosb )

Esta expresion es valida para cualquier amplitud, ya que no hemos
hecho ninguna aproximacion respecto a 6:

13
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5. ENERGIA EN EL MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE

En cualquier instante hay una energia potencial elastica en
el muelle:

J

Y

\_/

" \

O 7

m \/
e

Y

m

F=-kx
dW=F .d2=-F . .dx

dU =-dW

AU-W=E-(-qux=%—.kx2

BU= % kel = % k- A'sen’(at + )

14
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Cuando el cuerpo tiene una velocidad v:

V=Aw cos(wt + ¢)

Ec=l§-mv2=%-m-AZ.mZ-COSZ(mu‘P)

y como K - ®2m, queda para la energia total:

] 2 2
E=E +8U=5k A'=5 m A" o

E.=1.m. A% o

15
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6. SUPERPOSICION DE MAS DE LA MISMA DIRECCION Y LA MISMA
FRECUENCI A

"La composiciéon de movimientos armoénicos de la misma

direccion y el msmo periodo producen un movimiento vibratorio
armonico del mismo periodo’.

Sean las ecuaciones de los movimientos:

x,=A sen(wt +¢)
x,=A, senwt +¢,)

Hemos puesto la misma ®, puesto que al tener los dos

movimientos el mismo periodo, tienen la misma pulsacién, ya que
su valor es: o= 2 n/T

Desarrolando las ecuaciones y sumando:

sen(a + ) = sene - cosP + cosa - senf

X=X +%,=A -senfwt+¢)+A, senwt+¢,)=
=A -Senwt'COS¢l+Al-COSwt-Sen<pl+
+A, senwt -cos¢, + A, -coswt -seng, =

= sencol(Al 'COSQ, + AZ -c03¢2) + cos:;;t(Al ‘seng, + A.2 : senqaz)
Asi pues:

x(t) = senwi(A -cos¢ + A, C0S9,)+COSw A -seng, + A, -seng,)

16
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x(t)= A senfwt + &)= A . cosa - senwt + A - sene - cos wt
Existen dos nimeros A y @ que cumplen las condiciones:
A sena = Al -seng, + Az -seng,

A -<:o<.~wc-.¢\1 ' COS ¢, +A2 +COS 9,

Numeros que podemos calcular, ya que por el cociente de los
anteriores, obtenemos:

A1 'Seng, +A2 -seng,

tga

AI-COS¢I+A2-COS¢2
ademas:

2
A" sen’n - Az1 sen’e, + Az -sen’e, + 2A A, seng, -seny,

2 2 2 2 z 2
A -cos“a=A oS 9, +A, cos 9,+2A A, CoSp -COSQ,

Sumando:
46‘2—46‘2(‘:»en'2 + cos? )+A2(sen2 + cos? )+
=8 ? ? 2 ?, ?2
+ 2A1Az ‘(sen9, - seng, + oS¢, -cos:pz)
es decir,
ALoAl L A 2A A codf )
=AF/F LA R, OSe -9,
Entonces

X=X1+X2=A-Sen(wt+u)

17
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7. SUPERPOSICION DE MAS DE IGUAL DIRECCION Y DISTINTA
FRECUENCIA.

Consideremos por simplicidad, el caso en el cual 9= 0 y ¢ =
0, entonces los movimientos estan descritos por las ecuaciones

X, =A -sen(cult) : )
X,= A, sen(mzt) ©pF By 1970

2

Esto nunca puede dar A sen(wt + ¢)

X = X, + X, no es armoénico simple. La "amplitud” del
movimiento es:

2 2
A= ‘/A1+A2+2-AIAZ'COS(mZ-ml)t
y varia entre los valores:

A= A;+A, cuando (w;-wy)t=2nn
A= |A;-A,| cuando (w;-w,)t=2nn

Se dice entonces que la amplitud es modulada. La frecuencia
de la amplitud de oscilacion se expresa por

18
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y es igual a la diferencia de las frecuencias de los
movimientos que interfieren, la variacion de A con t viene dada
por la curva de la figura:

A

Av A,

0 t
Esta fluctuacion en amplitud se llama pulsaciones.

Casos de interés:

Cuando A, - A, (las amplitudes son iguales)

sena+senB=2vsen(%ﬁ) cos(“—z'ﬁ)

X=X +X,=A senlwt)+ A sen(w,t) =

= Al(sen(w lt) + Azsen(mzt.)) =

_ Al ‘ [2 sen[ (wl+2w2)t] -COS[(w‘-sz)t ]] _

= [2 A cos[ (w‘-zw‘)t]] - sen[(w';w‘)t]

19
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2o T ) sen( 25511

indicando que el movimiento es oscilatorio de frecuencia angular
(0 + @3)/2 y amplitud:

A=20h o251

En este caso, X en funcidén de t tiene 1a forma

A

Pulasaciones cuando A; = A,

La linea punteada representa la modulacion de la amplitud.

20
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8. SUPERPOSICION DE MAS DE DIRECCIONES
PERPENDICULARES Y MISMA FRECUENCIA

E neral 0 en el punto erial u ovimie
eliptico.

Por simplicidad, elegimos:
X=A - sen(wt)

y =4, sonfwt +8§)

* De la segunda ecuacion:

A
A,

sen{wt) - cos(8) + cos{wt) - sen()
* De la primera ecuacion:

A A

sen(wt) =~ — coslwt) = 1 - 5;
1 1

luego:

elevando al cuadrado:

21
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2 2 .
Y—2=12—'cos28—2Ax'Z -COsd =
A A e

2 1

2 2 2
sen®s- X_ . sen?s
2
A
|
de donde:
2 2
X
y—2+—’%—2 14 .cos§ = sen’s
Az Al Al'Az

ecuacion de una elipse, que nos da la forma de |a trayectoria.
Casos particulares:

(1)

0

Yy = A, senot AZ A2 AA,
R
A, A

A
Y X 2
—= Y= =X
A, A I

22
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Ecuacion de una recta que pasa por el origen de coordenadas

y de coeficiente angular positivo. El movimiento es rectilineo en el
primer y tercer cuadrante.

(2)

8=02k+ In
X=A jSenwt yz 2 21y
= A sen(wt+n)=- A sennt 7% 2% RA =0
=4, -T2 A2 A] 172
2
y
—4+=|=0
%A

>

y -x 2
—::_—)y=-_~x
A2 Al Al

Ecuacién de una recta que pasa por el origen de coordenadas y de

coeficiente angular negativo. El movimiento es rectilineo en el
segundo y cuarto cuadrante.

(3)

N
N

23



A. Beléndez, C. Pastor y G. Bernabeu. "Apuntes de Fisica: Oscilaciones y Ondas".
Departamento de Fisica Aplicada. Seccion Departamental de Alicante. Universidad Politécnica de Valencia (1988).

§5=242kn (keZ)

2
x-Alsenmt
0=0senf=+1
y = A sen(wt + —’2‘-+ 2kn) = - A coswt cos
R G
7 + —2 = |
A2 Al

elipse centrada en los ejes

Sentido de recorrido de la elipse:

Y

ﬂm=A1
\' =~qz=-A w-senfwl)=- A o senwt =- A m—
YT~ dt 2 2 2 A1

—
7

(sentido de las agujas del reloj -dextrogiro -)

(4)

24
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-37“+2kn k €2)
x-Alsenwt
cosb=0 senf= -1
y = A sen(wt + 37“ +2kn)=- A coswt
¥ o2
7t =1
Az Al

elipse centrada en los ejes

Sentido de recorrido de la elipse:

/,
\ p

ﬂm-Al
dy X
Vy= a'— = — Azm ' sen(mt)= AZ(DKI

Vy(P) =Aw>0=

(sentido contrario a las agujas del reloj - levogiro -)

*En (3) y (4), si A, - A, > movimiento circular

2
xz+y2mAl

25
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9. SUPERPOSICION DE MAS DE DIRECCIONES PERPENDICULARES Y
CON DISTINTA FRECUENCIA

Sean:
X = Alsen(wlt)

Y = A sen(w,t +8)

Se obtienen las curvas de Lissajous, que dependen de la
relacion w,/w; (numero racional) y de 8.

Si los periodos estan en relacion:

11 2 _ 1
T. %k @, "X
2 "2 (k,yk,son nimeros primos) = | 2

T, Kk w, K

Al ser T k,=T,ky= T (k,w,-k,w,), cuando por el primer
movimiento el punto haya realizado k, vibraciones enteras, por el
segundo habra realizado k; vibraciones enteras, volviendo, por

tanto, al punto de partida para describir de nuevo su trayectoria
en el tiempo T.

A tales trayectorias del punto material se les llama curvas
de Lissajous, que se pueden dibujar facilmente considerando las
proyecciones sobre los ejes de las respectivas trayectorias
circulares uniformes. La relacion de periodos considerada en la
figura es:

T,

i e
T, ® "3

3032=4w1

Cada cuadrante de la circunferencia superior se ha dividido
en cuatro partes iguales y es de la lateral en tres, numerando los
puntos de una y otra correlativamente. La proyeccion de los
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puntos de la circunferencia superior sobre X, determina la abcisa,
y la lateral sobre Y, la ordenada. Se ha supuesto en el dibujo, como
punto de partida el P. El punto material recorre la trayectoria de P
aP yretorno de P' a P, en el tiempo T. Suponiendo otra relacién
de periodos y otras diferencias de fase se obtienen curvas muy
diversas.

24,
2
11/,JL< s
10 0
_ 3
W= T w,
9\ I
8 /]2
\,\M_ﬂ/a
¢ 5 1
P P I
A 12 2
7 3

10\
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10. OSCILACIONES AMORTIGUADAS

Hasta ahora, en la discursion del movimiento armonico
simple, hemos considerado que las oscilaciones tienen amplitud
constante. Sin embargo, por experiencia, sabemos que la amplitud
de un cuerpo vibrante tal como un resorte o un péndulo, con una
amplitud que decrece gradualmente hasta que se detiene. Esto es,

el movimiento oscilatorio es amortiguado.

Para explicar dinamicamente el amortiguamiento, podemos
suponer que, en adicion a la fuerza elastica F = -kx, actua otra
fuerza, opuesta a la velocidad, F'- -Rv, donde R es una constante y
v es la velocidad. El signo negativo se debe al hecho que F' se
opone a v. La ecuacion del movimiento es:

ma=-kx -Rv

es decir,
2
m-9%__gy_p. 9
dt dt
dx R g k4.
d° m dt m
Llamando:
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2b=%—>b=%
k
o= o=k

nos queda la ecuacion diferencial:

2
%—+2b-d—x+wﬁx=0
dt dt

Una solucién es:

x=A,6"" sen(wt + ¢)

Veamos que es asi,
g—’t‘=(—Aob ™) sen(wi+g)+A_-e™ @ - cos(wt +9)=
= Aoe_m(- b -sen(wt + ) + @ - cos(wt + 9))
2
d_g =—Ab -e’b‘(— b - sen(wt + 9) + @ - cos(wt + ¢)) +

dt
+A_ e™(-bw -cos(wt + g) - @ - sen(wt + ) =
0 ¥J=

=A,- e'b'{sen(wt +0) - (b2 - &%) + - cos(wt + 0) - (- wb - bm)] =

=A,- e‘b‘[sen(wt +¢)- b - 0?) + - coslwt + 9) (- 2bco)]

de donde,

A, e"b‘[sen(mt +9)(b° - w?) + - coslat + ) (- 2bw)] +
+2bA - e”(- b -senfwt + ) + w - coslwt + ¢)) +
rwl A, e sen(wt+¢)=0

de donde:
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b’ senfct + ¢) - w® - sen(wt + ¢) - 2bw - cos{owt + ) -
- 2b° sen(wt + ¢) + 2bw - coslwt + 9) + mg .senfwt + ¢)=0

s .sen(wt + ¢) - w? - senfwt + ¢) + wl =0

de donde:
2
w?=w?+Db
de donde:
w? =w -b
2
w=Jwi-b

A y ¢ son constantes arbitrarias determinadas por las
condiciones iniciales.

es no , Y esta dada
por:

A=A .e™

Debido al exponente negativo, la amplityd decrece a medida
que el tiempo aumenta, resuitando un movimiento amortiguado.
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age 0!

M\

ANauN
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Si el amortiguamiento es muy grande, b puede ser mayor
que W, Y w, dada por la ecuacion

se vuelve imaginaria. En este caso no hay oscilaciones y la
particula si se la desplaza y se la deja libre, se aproxima
gradualmente a la posiciéon de equilibrio sin pasarla, o a lo mas
pasandola una sola vez. energia pe

2_ 2 42
w°=w;-b
2
2 2 b wO
w=Jw'-b =w_[l-=F5=—
o 0 mi ¥
= mo l'ﬂ l
¥ > 2 Y coef.amortiguamiento
w,-b

* Cuando b2 = wy2, R2/4m? - k/m, R2 - 4km. nos da para w = 0
= periodo infinito y el coeficiente de amortiguamiento, y, se hace

infinito. (Amortiguamiento critico), el movimiento deja de ser
armonico simple.
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La resistencia disipa energia en forma de calor.

* Cuando b2 > wy2 = R2 > 4km, el amortiguamiento es tal que

no hay oscilacion. El movimiento se llama aperjodico.

11. OSCILACIONES FORZADAS. RESONANCIA

En un sistema que oscila con amortiguamiento, se ejerce una
fuerza periddica

F=F, cosqQt

de la misma direccion que el movimiento. Al cabo de un tiempo
podemos prescindir del movimiento natural del sistema, y el
sistema oscilara con la frecuencia de la fuerza impulsora y las
oscilaciones se llaman forzadas y el movimiento es estacionario,

mientras que cuando no se puede despreciar el natural se llama
transitorio.

m - d_g_ +R: dx+kx F ~cosQt
dt dt

#cx R dx k . F,

EX+ 2. X x- % cosqt

dt m dt m m

Llamamos:
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La figura siguiente muestra la variacion de la amplitud
A en funciéon de la frecuencia O para diversos valores del

amortiguamiento b.

A

A1m

La velocj el oscj for 0

_9X _n~aA. _
V= dt_QA cos(it - x)

Comparando con la expresion F = F, cos 0Ot de la fuerza
aplicada, vemos que « representa el desfasaje de la velocidad con
respecto a la fuerza. La amplitud de la velocidad v, es:

QF /m

V,=0A =
J@? - a2 + ap’’

es decir,

F

0

v, =
Jime - ksl + R

La cantidad v, varia con Q y adquiere su maximo valor
cuando la cantidad dentro del paréntesis del denominador es cero,

mQ -k/0 =0, o bien
/k
Q= ™ =W,
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A esta frecuencia de la fuerza aplicada, la velocidad e igualmente
la energia cinética de las oscilaciones son maximas, y se dice que
hay resonancia en la energia.

v
Q
W
0
"Cuando hay resonancia en la_energia, la transferencia de
energia de la fuerza aplicada al oscilador forzado estd maximo.”

Cuando el amortiguamiento es muy pequefio, no hay gran
diferencia entre las frecuencias correspondientes a la resonancia
en la amplitud y la resonancia en la energia.

[ m
Oscilador amortiguado { k
LR
2 F
Z=J(mg-kxn) +R =>vo=?°

R es la resistencia, y X = mQ -k/0 es la reactancia.

_X
Z-VX'+R’ gx=p

Velocidad:

36



A. Beléndez, C. Pastor y G. Bernabeu. "Apuntes de Fisica: Oscilaciones y Ondas".
Departamento de Fisica Aplicada. Seccion Departamental de Alicante. Universidad Politécnica de Valencia (1988).

F
u-—ZQ-COS(.Q.t-u)

* Quizas el ejemplo mas familiar de resonancia sea lo que
sucede cuando sintonizamos una radio a una estacion
radioemisora. Todas las estaciones radioemisoras estan
produciendo todo el tiempo oscilaciones forzadas en el circuito del
receptor. Pero, para cada posicion del sintonizador, corresponde
una frecuencia natural de oscilacion del circuito eléctrico del
receptor. Cuando esta frecuencia coincide con aquella de la radio
emisora, la energia de absorciéon esta al maximo, y por ello es la
unica estacion que podemos oir. Si dos estaciones tienen
frecuencias muy  préximas, algunas veces las oimos
simultaneamente, lo que da fugar a un efecto de interferencia.

* Podemos extender el concepto de resonancia a muchos
procesos en los cuales hay consideaciones favorables para la
transferencia de energia de un sistema a otro, aun si no podemos
describir el proceso en funcion de oscilaciones forzadas. En este
sentido es posible hablar de resonancia en reacciones nucleares y
en procesos que tienen lugar entre particulas fundamentales. Asi,
considerando el concepto de resonancia en la energia, juega un
papel importante en la descripcion de muchos fenémenos.
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MOVIMIENTO ONDULATORIO

1.- Generalidades. Ondas longitudinales y transversales.

2.- Propagacion de una perturbacion en una direccion.
Ecuacion de ondas.

3.- Propagacion de una perturbaciéon periddica.
Ondas armoénicas.

4.- Ondas en dos y tres dimensiones

5.- Energia e Intensidad del movimieno ondulatorio.
Absorcién.

6.- Velocidad de grupo y velocidad de fase.
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1. GENERALIDADES. ONDAS LONGITUDINALES Y
TRANSVERSALES

Supongamos una propiedad fisica definida en una region del
espacio, lo que constituye un campo escalar o vectorial. En cada
punto del espacio, en general, dicha propiedad dependera de las
coordenadas del mismo, y del instante de tiempo considerado. Si
por algun motivo en un punto se produce una variacion de dicha
propiedad fisica (perturbacién), la cual se transmite a otros
puntos (propagacion de [a perturbacién). nos encontramos ante un

fenomeno que recibe el nombre de "movimiento ondulatorio”, o
simplemente, onda.

El movimiento ondulatorio es la propagacion de la
onda en el medio.

Fenomenos fisicos tan usuales como el sonido, la propagacion
de la luz, las olas producidas en superficies liquidas, etc, deben
ser contemplados bajo esta punto de vista y asi hablaremos de
ondas acusticas, luminosas, etc. Aunque el mecanismo fisico es
diferente en cada uno de los ejemplos anteriores, tienen la
caracteristica comun de ser "situacio jsicas pr i e
punto del espacio que se propagan a través del mismo y se reciben
en otro punto”.

Ondas como las acusticas o las producidas en una cuerda,
necesitan de un medio material para su propagacién, mientras que

otras ondas, como son las electromagnéticas, pueden propagarse
en el vacio.

Desde un punto de vista clasico, podemos diferenciar los
fenémenos corpusculares y los ondulatorios de dos formas. En
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primer lugar, atendiendo a la forma mecanica que expresa la ley
que rige dichos fenémenos:

- Los fenomenos corpusculares satisfacen las leyes de la
Mecanica de Newton.
- Los fenomenos ondulatorios satisfacen la ecuacion de ondas

En segundo lugar, en un fenémeno ondulatorio no hay
transporte de materia, tal y como sucede en uno corpuscular, sino
que lo que se transmite es el estado de movimiento caracterizado
por el momento lineal y la energia. Es decir, se transmite energia
de un punto a otro a través del medio, pero el medio en si mismo
no se transporta. Un ejemplo cldsico pone esto de manifiesto. Sea
un pequeno corcho situado sobre la superficie del agua, si en un
punto de la citada superficie se provoca una perturbacion, por
ejemplo, dejando caer una piedra, la perturbacion se porpaga a los
diferentes puntos de la superficie, y al llegar a donde esta el
corcho, hace que éste se mueva en sentido vertical, subiendo y
bajando, pero no en el sentido de la propagaciéon, que es el plano
horizontal de la superficie del agua.

Las ondas originadas por una perturbacioén se clasifican en:

- Ondas longitudinales: Cuando la direccion en la cual varia
la magnitud que define la perturbacion coincide con la direccion
de propagacion de la onda. Por ejemplo, las ondas eldsticas
producidas en un resorte, al comprimir una parte de su longitud y
soltarlo después libremente.

- Ondas transversales: Cuando la direccion de perturbacion
es perpendicular a la direccion de propagacion de la onda. Por
ejemplo, las ondas producidas en una cuerda tensa, las producidas
en la superficie de un liquido, o las ondas luminosas.

Se denomina "pulso de onda" a toda perturbaciéon aislada
que se propaga a través del medio. Es el caso de la onda
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transversal que se produce en una cuerda mediante una sacudida
instantanea en uno de sus extremos.

En otros casos, el movimiento ondulatorio estia constituido
por pulsos de onda sucesivos que se propagan en el medio,
formando lo que se denomina un “"tren de ondas". En una cuerda
se puede originar un tren de ondas sacudiendo ininterrum-
pidamente uno de sus extremos.

Se define el frente de onda como el lugar geométrico de los

puntos que en cada instante tienen el mismo estado de perturba-
cion.
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2. PROPAGACION DE UNA PERTURBACION EN UNA DIRECCION.
ECUACION DE ONDAS

Consideremos una onda que se propaga en un medio
homogéneo e isotropo, y sea y una propiedad de esa propagacion
que recibe el nombre de funcién de onda, y que dependera de las
coordenadas y del tiempo.

En el caso en que la propagacion se lleve a cabo en una sola
direccion, podemos escribir:

¥ =f(x,t)

Vamos a considerar que se satisfacen las siguientes
hipétesis:

(1) La perturbacion se propaga con una velocidad Vv

constante en el medio y que es totalmente independiente de la ley
de variacion de y con el tiempo.

(2) La perturbaciéon no va a experimentar amortiguamiento
en su propagacion.

En estas condiciones vamos a obtener la descripcion
matematica de un movimiento ondulatorio no amortiguado
unidimensional, a partir de la funciéon de onda y(x,t) en la que ¥
determina el estado de la perturbacion, x la distancia al foco de la
perturbacion y t es el tiempo. Para un punto determinado, la
perturbacion es funcion del tiempo y para un instante dado. la
perturbacidon es funciéon de x.

Supongamos que en el instante inicial el estado de Ila
perturbacion esta dado por la funciéon y = f(x). Si la perturbacion
se mueve con velocidad constante, v, denominada “"velocidad de
fase”, al cabo de un tiempo t habra recorrido un espacio vt. Como
la perturbacion, por la hipotesis (2), no se deforma, la forma de la
curva debe ser la misma, con lo que basta trasladar el origen de
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coordenadas de 0 a O, pues la misma funcion que describe la onda

en el instante t = 0, con origen en 0, es la que describe 1a onda en
el instante t, con origen en 0" y(x,t) = f(x’')

¥

¥ = f(x) vt ¥ =f(x)

0 o} X X

y puesto que verifica la relaciéon X' = x-vt, resuita que la funciéon
que representa la propagacion de la perturbacion con origen en O
es:

¥(x ) =f(x - vt)

La perturbacion también se propaga en el sentido de las x
negativas, con la misma velocidad v, al ser el medio is6topo, y en
este caso la funcion que representa la perturbacion es:

Y(x,t) = f(x + vt)

Es evidente que el estado de perturbacion de un punto en el
instante t es el mismo que tenia, en el instante t = 0, el punto
separado de aquél una distancia vt., si y solo sit = nT.

Anilogamente, en el foco de la perturbacion, la variaciéon de
éste estara dada por una funcién del tipo y(0,t) = F(t). Si la
velocidad de propagacion es v, el tiempo que tardara en llegar a
un punto situado a la distancia x del centro es, supuesto el medio
homogéneo e isdotropo, Xx/v. La perturbacion llega con un retraso
x/v y el estado de perturbacion del punto es el que tenia el foco
en el instante t-x/v. La porpagacion de la perturbacion queda
descrita por una funcion del tipo:
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¥(z,t)=Flt - &)

Concluimos entonces que una expresion matematica de la
forma y(x,t) = f(xtvt) es adecuada para describir una situacion
fisica que "viaja" o "se propaga” sin deformacion en la direccion
del eje X. La cantidad y puede representar muy diversas
cantidades fisicas, tales como la deformacion en un solido, la
presion en un gas, un campo eléctrico 0 magnético, etc.

Ecuacion de onda

La ecuacion que encontraremos muchas veces y que describe
un movimiento ondulatorio que se propaga con velocidad v y sin
distorsion segin las direcciones +X ¢ -X, es:

oy _ 2, B
2 2
5t 5x
0 bien
v 1 5Y
72 20
0x Ve ooBt

llamada ecuacion diferencial del movimiento ondulatorio. La
solucion general de esta ecuacion tiene la forma:

Yz t) = fl(x —vt)+f 2(x +vt)

De este modo la solucién general de la ecuaciéon de ondas se
puede expresar como la superposicion de dos movimientos
ondulatorios que se propagan en la misma direccion pero con
sentidos opuestos. Desde luego, para una onda que se propaga en
un sélo setido, aparecerd una sola de las dos funciones. Sin
embargo, cuando (por ejemplo) tenemos una onda incidente que se
propaga segun +X, y una onda reflejada que se propaga seglin -X,
se debe usar la forma general de y.
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Comprobhemos que una expresion de la forma:

Y(x,1) = fl(x ~vt)+f 2(x +Vvi)

es una solucion de la ecuaciéon de ondas. Consideremos

Yz t) =f(x + vt)

y llamemos u = xtVvt, entonces, derivando:

oY _8Y Su_, 0¥ _,,. 8¢
Y T YA
2 2

8_1':3[“ 8‘?] sy, 0¥ Bu

5 _ s(w]=sz\y fu_5Y

ﬁxz GXK du GUZ X fu
Es decir,

82‘1’ v 82‘1’

L

5t du

5y _8Y

)4 Su

Observando los dos segundos miembros,
cumple:

que es la ecuaciéon de ondas unidimensional.
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3. PROPAGACION DE UNA PERTURBACION PERIODICA. ONDAS
ARMONICAS.

Se dice que una onda es "armoénica” cuando es la ecuacion de
onda:
¥ =f(x,1)

f es una funcion del tipo seno o coseno.

Asi, consideremos que en un punto O se produce una
perturbacion armoénica:

Y=Y, senwt

dicha perturbacion sera recibida en un punto P de abcisa x al cabo
de x/v segundos, siemdo v la velocidad de propagacion. Luego, el
estado de vibracion de P corresponde a la expresion:;

Y=Y, seno(t- <)

w es la pulsacion, que puede ponerse en funcion de una cantidad T
denominada periodo:

luego

v -3

El producto vT recibe el nombre de longitud de onda, 2,

A=vT

46



A. Beléndez, C. Pastor y G. Bernabeu. "Apuntes de Fisica: Oscilaciones y Ondas".
Departamento de Fisica Aplicada. Seccion Departamental de Alicante. Universidad Politécnica de Valencia (1988).

Se define el numero de onda, k, como;

-2n
A

La distancia minima entre dos estados idénticos de
perturbacion, es decir, entre dos frentes de onda consecutivos, se
denomina "periodo”, y asi tenemos:

-Distancia temporal o "periodo” propiamente dicho: Intervalo
temporal T entre estados idénticos de perturbacion sucedidos en
el mismo punto:

¥(xt) =¥ 1+T)

- Distancia espacial o "longitud de onda". Intervalo espacial A

entre estados idénticos de perturbacion sucedidos en el mismo
instante:

Yzt =1(x+AL)

Podemos definir la longitud de onda como la distancia que
avanza el movimiento ondulatorio en un periodo. Por consiguiente,
en el movimiento ondulatorio sinusoidal tenemos dos
periodicidades: espacial y temporal, de modo que A - vI. La
funcion de onda puede escribirse:

\

! X
Y= ‘YosenZn[T Y

2nt)
‘Y=‘Yosen[kx— —T—J
También se tiene que:
V= l—)V=?& Y
T

donde es la frecuencia.

47



A. Beléndez, C. Pastor y G. Bernabeu. "Apuntes de Fisica: Oscilaciones y Ondas".
Departamento de Fisica Aplicada. Seccion Departamental de Alicante. Universidad Politécnica de Valencia (1988).

b’ senfct + ¢) - w® - sen(wt + ¢) - 2bw - cos{owt + ) -
- 2b° sen(wt + ¢) + 2bw - coslwt + 9) + mg .senfwt + ¢)=0

s .sen(wt + ¢) - w? - senfwt + ¢) + wl =0

de donde:
2
w?=w?+Db
de donde:
w? =w -b
2
w=Jwi-b

A y ¢ son constantes arbitrarias determinadas por las
condiciones iniciales.

es no , Y esta dada
por:

A=A .e™

Debido al exponente negativo, la amplityd decrece a medida
que el tiempo aumenta, resuitando un movimiento amortiguado.
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Si el amortiguamiento es muy grande, b puede ser mayor
que W, Y w, dada por la ecuacion

se vuelve imaginaria. En este caso no hay oscilaciones y la
particula si se la desplaza y se la deja libre, se aproxima
gradualmente a la posiciéon de equilibrio sin pasarla, o a lo mas
pasandola una sola vez. energia pe

2_ 2 42
w°=w;-b
2
2 2 b wO
w=Jw'-b =w_[l-=F5=—
o 0 mi ¥
= mo l'ﬂ l
¥ > 2 Y coef.amortiguamiento
w,-b

* Cuando b2 = wy2, R2/4m? - k/m, R2 - 4km. nos da para w = 0
= periodo infinito y el coeficiente de amortiguamiento, y, se hace

infinito. (Amortiguamiento critico), el movimiento deja de ser
armonico simple.
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La resistencia disipa energia en forma de calor.

* Cuando b2 > wy2 = R2 > 4km, el amortiguamiento es tal que

no hay oscilacion. El movimiento se llama aperjodico.

11. OSCILACIONES FORZADAS. RESONANCIA

En un sistema que oscila con amortiguamiento, se ejerce una
fuerza periddica

F=F, cosqQt

de la misma direccion que el movimiento. Al cabo de un tiempo
podemos prescindir del movimiento natural del sistema, y el
sistema oscilara con la frecuencia de la fuerza impulsora y las
oscilaciones se llaman forzadas y el movimiento es estacionario,

mientras que cuando no se puede despreciar el natural se llama
transitorio.

m - d_g_ +R: dx+kx F ~cosQt
dt dt

#cx R dx k . F,

EX+ 2. X x- % cosqt

dt m dt m m

Llamamos:
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La figura siguiente muestra la variacion de la amplitud
A en funciéon de la frecuencia O para diversos valores del

amortiguamiento b.

A

A1m

La velocj el oscj for 0

_9X _n~aA. _
V= dt_QA cos(it - x)

Comparando con la expresion F = F, cos 0Ot de la fuerza
aplicada, vemos que « representa el desfasaje de la velocidad con
respecto a la fuerza. La amplitud de la velocidad v, es:

QF /m

V,=0A =
J@? - a2 + ap’’

es decir,

F

0

v, =
Jime - ksl + R

La cantidad v, varia con Q y adquiere su maximo valor
cuando la cantidad dentro del paréntesis del denominador es cero,

mQ -k/0 =0, o bien
/k
Q= ™ =W,
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A esta frecuencia de la fuerza aplicada, la velocidad e igualmente
la energia cinética de las oscilaciones son maximas, y se dice que
hay resonancia en la energia.

v
Q
W
0
"Cuando hay resonancia en la_energia, la transferencia de
energia de la fuerza aplicada al oscilador forzado estd maximo.”

Cuando el amortiguamiento es muy pequefio, no hay gran
diferencia entre las frecuencias correspondientes a la resonancia
en la amplitud y la resonancia en la energia.

[ m
Oscilador amortiguado { k
LR
2 F
Z=J(mg-kxn) +R =>vo=?°

R es la resistencia, y X = mQ -k/0 es la reactancia.

_X
Z-VX'+R’ gx=p

Velocidad:
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F
u-—ZQ-COS(.Q.t-u)

* Quizas el ejemplo mas familiar de resonancia sea lo que
sucede cuando sintonizamos una radio a una estacion
radioemisora. Todas las estaciones radioemisoras estan
produciendo todo el tiempo oscilaciones forzadas en el circuito del
receptor. Pero, para cada posicion del sintonizador, corresponde
una frecuencia natural de oscilacion del circuito eléctrico del
receptor. Cuando esta frecuencia coincide con aquella de la radio
emisora, la energia de absorciéon esta al maximo, y por ello es la
unica estacion que podemos oir. Si dos estaciones tienen
frecuencias muy  préximas, algunas veces las oimos
simultaneamente, lo que da fugar a un efecto de interferencia.

* Podemos extender el concepto de resonancia a muchos
procesos en los cuales hay consideaciones favorables para la
transferencia de energia de un sistema a otro, aun si no podemos
describir el proceso en funcion de oscilaciones forzadas. En este
sentido es posible hablar de resonancia en reacciones nucleares y
en procesos que tienen lugar entre particulas fundamentales. Asi,
considerando el concepto de resonancia en la energia, juega un
papel importante en la descripcion de muchos fenémenos.
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MOVIMIENTO ONDULATORIO

1.- Generalidades. Ondas longitudinales y transversales.

2.- Propagacion de una perturbacion en una direccion.
Ecuacion de ondas.

3.- Propagacion de una perturbaciéon periddica.
Ondas armoénicas.

4.- Ondas en dos y tres dimensiones

5.- Energia e Intensidad del movimieno ondulatorio.
Absorcién.

6.- Velocidad de grupo y velocidad de fase.
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1. GENERALIDADES. ONDAS LONGITUDINALES Y
TRANSVERSALES

Supongamos una propiedad fisica definida en una region del
espacio, lo que constituye un campo escalar o vectorial. En cada
punto del espacio, en general, dicha propiedad dependera de las
coordenadas del mismo, y del instante de tiempo considerado. Si
por algun motivo en un punto se produce una variacion de dicha
propiedad fisica (perturbacién), la cual se transmite a otros
puntos (propagacion de [a perturbacién). nos encontramos ante un

fenomeno que recibe el nombre de "movimiento ondulatorio”, o
simplemente, onda.

El movimiento ondulatorio es la propagacion de la
onda en el medio.

Fenomenos fisicos tan usuales como el sonido, la propagacion
de la luz, las olas producidas en superficies liquidas, etc, deben
ser contemplados bajo esta punto de vista y asi hablaremos de
ondas acusticas, luminosas, etc. Aunque el mecanismo fisico es
diferente en cada uno de los ejemplos anteriores, tienen la
caracteristica comun de ser "situacio jsicas pr i e
punto del espacio que se propagan a través del mismo y se reciben
en otro punto”.

Ondas como las acusticas o las producidas en una cuerda,
necesitan de un medio material para su propagacién, mientras que

otras ondas, como son las electromagnéticas, pueden propagarse
en el vacio.

Desde un punto de vista clasico, podemos diferenciar los
fenémenos corpusculares y los ondulatorios de dos formas. En

39



A. Beléndez, C. Pastor y G. Bernabeu. "Apuntes de Fisica: Oscilaciones y Ondas".
Departamento de Fisica Aplicada. Seccion Departamental de Alicante. Universidad Politécnica de Valencia (1988).

primer lugar, atendiendo a la forma mecanica que expresa la ley
que rige dichos fenémenos:

- Los fenomenos corpusculares satisfacen las leyes de la
Mecanica de Newton.
- Los fenomenos ondulatorios satisfacen la ecuacion de ondas

En segundo lugar, en un fenémeno ondulatorio no hay
transporte de materia, tal y como sucede en uno corpuscular, sino
que lo que se transmite es el estado de movimiento caracterizado
por el momento lineal y la energia. Es decir, se transmite energia
de un punto a otro a través del medio, pero el medio en si mismo
no se transporta. Un ejemplo cldsico pone esto de manifiesto. Sea
un pequeno corcho situado sobre la superficie del agua, si en un
punto de la citada superficie se provoca una perturbacion, por
ejemplo, dejando caer una piedra, la perturbacion se porpaga a los
diferentes puntos de la superficie, y al llegar a donde esta el
corcho, hace que éste se mueva en sentido vertical, subiendo y
bajando, pero no en el sentido de la propagaciéon, que es el plano
horizontal de la superficie del agua.

Las ondas originadas por una perturbacioén se clasifican en:

- Ondas longitudinales: Cuando la direccion en la cual varia
la magnitud que define la perturbacion coincide con la direccion
de propagacion de la onda. Por ejemplo, las ondas eldsticas
producidas en un resorte, al comprimir una parte de su longitud y
soltarlo después libremente.

- Ondas transversales: Cuando la direccion de perturbacion
es perpendicular a la direccion de propagacion de la onda. Por
ejemplo, las ondas producidas en una cuerda tensa, las producidas
en la superficie de un liquido, o las ondas luminosas.

Se denomina "pulso de onda" a toda perturbaciéon aislada
que se propaga a través del medio. Es el caso de la onda

40



A. Beléndez, C. Pastor y G. Bernabeu. "Apuntes de Fisica: Oscilaciones y Ondas".
Departamento de Fisica Aplicada. Seccion Departamental de Alicante. Universidad Politécnica de Valencia (1988).

transversal que se produce en una cuerda mediante una sacudida
instantanea en uno de sus extremos.

En otros casos, el movimiento ondulatorio estia constituido
por pulsos de onda sucesivos que se propagan en el medio,
formando lo que se denomina un “"tren de ondas". En una cuerda
se puede originar un tren de ondas sacudiendo ininterrum-
pidamente uno de sus extremos.

Se define el frente de onda como el lugar geométrico de los

puntos que en cada instante tienen el mismo estado de perturba-
cion.
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2. PROPAGACION DE UNA PERTURBACION EN UNA DIRECCION.
ECUACION DE ONDAS

Consideremos una onda que se propaga en un medio
homogéneo e isotropo, y sea y una propiedad de esa propagacion
que recibe el nombre de funcién de onda, y que dependera de las
coordenadas y del tiempo.

En el caso en que la propagacion se lleve a cabo en una sola
direccion, podemos escribir:

¥ =f(x,t)

Vamos a considerar que se satisfacen las siguientes
hipétesis:

(1) La perturbacion se propaga con una velocidad Vv

constante en el medio y que es totalmente independiente de la ley
de variacion de y con el tiempo.

(2) La perturbaciéon no va a experimentar amortiguamiento
en su propagacion.

En estas condiciones vamos a obtener la descripcion
matematica de un movimiento ondulatorio no amortiguado
unidimensional, a partir de la funciéon de onda y(x,t) en la que ¥
determina el estado de la perturbacion, x la distancia al foco de la
perturbacion y t es el tiempo. Para un punto determinado, la
perturbacion es funcion del tiempo y para un instante dado. la
perturbacidon es funciéon de x.

Supongamos que en el instante inicial el estado de Ila
perturbacion esta dado por la funciéon y = f(x). Si la perturbacion
se mueve con velocidad constante, v, denominada “"velocidad de
fase”, al cabo de un tiempo t habra recorrido un espacio vt. Como
la perturbacion, por la hipotesis (2), no se deforma, la forma de la
curva debe ser la misma, con lo que basta trasladar el origen de
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coordenadas de 0 a O, pues la misma funcion que describe la onda

en el instante t = 0, con origen en 0, es la que describe 1a onda en
el instante t, con origen en 0" y(x,t) = f(x’')

¥

¥ = f(x) vt ¥ =f(x)

0 o} X X

y puesto que verifica la relaciéon X' = x-vt, resuita que la funciéon
que representa la propagacion de la perturbacion con origen en O
es:

¥(x ) =f(x - vt)

La perturbacion también se propaga en el sentido de las x
negativas, con la misma velocidad v, al ser el medio is6topo, y en
este caso la funcion que representa la perturbacion es:

Y(x,t) = f(x + vt)

Es evidente que el estado de perturbacion de un punto en el
instante t es el mismo que tenia, en el instante t = 0, el punto
separado de aquél una distancia vt., si y solo sit = nT.

Anilogamente, en el foco de la perturbacion, la variaciéon de
éste estara dada por una funcién del tipo y(0,t) = F(t). Si la
velocidad de propagacion es v, el tiempo que tardara en llegar a
un punto situado a la distancia x del centro es, supuesto el medio
homogéneo e isdotropo, Xx/v. La perturbacion llega con un retraso
x/v y el estado de perturbacion del punto es el que tenia el foco
en el instante t-x/v. La porpagacion de la perturbacion queda
descrita por una funcion del tipo:
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¥(z,t)=Flt - &)

Concluimos entonces que una expresion matematica de la
forma y(x,t) = f(xtvt) es adecuada para describir una situacion
fisica que "viaja" o "se propaga” sin deformacion en la direccion
del eje X. La cantidad y puede representar muy diversas
cantidades fisicas, tales como la deformacion en un solido, la
presion en un gas, un campo eléctrico 0 magnético, etc.

Ecuacion de onda

La ecuacion que encontraremos muchas veces y que describe
un movimiento ondulatorio que se propaga con velocidad v y sin
distorsion segin las direcciones +X ¢ -X, es:

oy _ 2, B
2 2
5t 5x
0 bien
v 1 5Y
72 20
0x Ve ooBt

llamada ecuacion diferencial del movimiento ondulatorio. La
solucion general de esta ecuacion tiene la forma:

Yz t) = fl(x —vt)+f 2(x +vt)

De este modo la solucién general de la ecuaciéon de ondas se
puede expresar como la superposicion de dos movimientos
ondulatorios que se propagan en la misma direccion pero con
sentidos opuestos. Desde luego, para una onda que se propaga en
un sélo setido, aparecerd una sola de las dos funciones. Sin
embargo, cuando (por ejemplo) tenemos una onda incidente que se
propaga segun +X, y una onda reflejada que se propaga seglin -X,
se debe usar la forma general de y.
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Comprobhemos que una expresion de la forma:

Y(x,1) = fl(x ~vt)+f 2(x +Vvi)

es una solucion de la ecuaciéon de ondas. Consideremos

Yz t) =f(x + vt)

y llamemos u = xtVvt, entonces, derivando:

oY _8Y Su_, 0¥ _,,. 8¢
Y T YA
2 2

8_1':3[“ 8‘?] sy, 0¥ Bu

5 _ s(w]=sz\y fu_5Y

ﬁxz GXK du GUZ X fu
Es decir,

82‘1’ v 82‘1’

L

5t du

5y _8Y

)4 Su

Observando los dos segundos miembros,
cumple:

que es la ecuaciéon de ondas unidimensional.
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3. PROPAGACION DE UNA PERTURBACION PERIODICA. ONDAS
ARMONICAS.

Se dice que una onda es "armoénica” cuando es la ecuacion de
onda:
¥ =f(x,1)

f es una funcion del tipo seno o coseno.

Asi, consideremos que en un punto O se produce una
perturbacion armoénica:

Y=Y, senwt

dicha perturbacion sera recibida en un punto P de abcisa x al cabo
de x/v segundos, siemdo v la velocidad de propagacion. Luego, el
estado de vibracion de P corresponde a la expresion:;

Y=Y, seno(t- <)

w es la pulsacion, que puede ponerse en funcion de una cantidad T
denominada periodo:

luego

v -3

El producto vT recibe el nombre de longitud de onda, 2,

A=vT
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Se define el numero de onda, k, como;

-2n
A

La distancia minima entre dos estados idénticos de
perturbacion, es decir, entre dos frentes de onda consecutivos, se
denomina "periodo”, y asi tenemos:

-Distancia temporal o "periodo” propiamente dicho: Intervalo
temporal T entre estados idénticos de perturbacion sucedidos en
el mismo punto:

¥(xt) =¥ 1+T)

- Distancia espacial o "longitud de onda". Intervalo espacial A

entre estados idénticos de perturbacion sucedidos en el mismo
instante:

Yzt =1(x+AL)

Podemos definir la longitud de onda como la distancia que
avanza el movimiento ondulatorio en un periodo. Por consiguiente,
en el movimiento ondulatorio sinusoidal tenemos dos
periodicidades: espacial y temporal, de modo que A - vI. La
funcion de onda puede escribirse:

\

! X
Y= ‘YosenZn[T Y

2nt)
‘Y=‘Yosen[kx— —T—J
También se tiene que:
V= l—)V=?& Y
T

donde es la frecuencia.
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Dos puntos X; Y X2 que en un instante t estdan en igual estado
de perturbacion, se dice que estan en concordancia de fase,

debiendo verificarse:

‘}'(xl,t) = ¥{x 2,1.)

es decir
¥, senk(x, -vt) =¥ senk(x,-vt)
gue exige que sea:
k(xz-vt)= 2m+k(x1-vt)
k(xz-xl)- 2nn

X,- X =NA n

0
I+

L£2,..

Se dice que dos puntos estian en oposicion de fase cuando
vibran de modo que:

*P(xl,t) =- ‘i’(xz,t)

es decir:

¥, senk(x -vi)=-Y, senk(x,- vt)
luego:

k(x,-vt) = 2n + D-n+k(x,-Vt)
y:

A
X,-%=@2n+1).-5 netl+2..
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La importancia de las ondas sinusoidales se debe al

echo de cu ui turbacion eriodi uede
descompone na s i

de frecuencias y fases adecuadas.
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4. ONDAS EN DOS Y TRES DIMENSIONES

Un movimiento ondulatorio en dos dimensiones esta definido
por una funciéon del tipo:

Y =f(z,y,t)

asi son las ondas producidas en la superficie de un liquido. Las
ondas bidimensionales pueden ser lineales, como son las
producidas cuando se golpea periodicamente la superficie de un
liquido con una varilla recta paralela a la misma y que abarca
todo el liquido; circulares, como son las producidas al golpear
periddicamente la superficie en un punto, y en general toman el
nombre de la forma geométrica del frente de onda.

La onda que hemos estudiado como unidimensional
¥ =f(x - vt)

en el espacio de tres dimensiones representa una onda plana,
puesto que en cualquier punto del plano x - Xx; toma el mismo
valor el estado de la perturbacion y.

Lo caracteristico de una onda plana es la direccion de
propagacion, que se indica con un vector u perpendicular al plano
de la onda, es decir, podremos poner:

¥(x,y,zt) =f(Q - vt)
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direccion de
propagacion

~

Cuando la onda se propaga segln el eje X,

u-f=Xx

YN\

‘(,/”

0 u

Para una onda plana armonica, se escribe:
¥ =Y, -senk(Q f-vt)

Es conveniente definir un vector k = ku, llamado vector de
propagacion o vector de onda. Su modulo es:

§]-x-20_@
A v

Como w = kv, una onda plana arménica plana se expresa por:
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Y=Y, senk(l .f-owt)=
=Y, sen(k, x+k -y+k,  z-vt)

donde:

2,2 2 gl
kx+ky+kz=?

Otros tipos de ondas son las cilindricas y las esféricas, en las
que los frentes de onda son, respectivamente, cilindros y esferas.
Para ondas en tres dimensiones, y si la magnitud y que se

propaga es escalar, la ecuacion de onda se escribe:

5Y  5Y . 8Y 1 5Y
Tt gt -3 70
bx° by 8z V¢ §t
es decir,
Py L Y g
.k S
vTBt
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S. ENERGIA E INTENSIDAD DEL MOVIMIENTO ONDULATORIO.
ABSORCION

En el estudio del movimiento ondulatorio es imprescindible
comprender qué se propaga realmente en dicho movimiento. Al
considerar la descripcion matematica de una onda se advertia
como una situacion fisica se desplaza a lo largo de un medio
material, al tiempo que las particulas del medio vibran en torno a
sus posiciones de equilibrio. Luego, lo que realmente se propaga
no es la materia, sino su estado de movimiento. Ahora bien, todo
estado de movimiento lleva asociado una energia y un momento
lineal, luego podemos concluir que:

"en todo movimiento ondulatorio se transmite o propaga
momento lineal y energia”

Asi, la aparicion de un pulso de onda en una cuerda puede
explicarse como consecuencia del suministro de energia en uno de
sus extremos durante un corto intervalo de tiempo. Si queremos
que se produzca un tren continuo de ondas, habra que suministrar
energia sin interrupcion.

Imaginemos que una particula de masa m del medio
propagador se ve afectada por una onda, y vibra en torno a su
posicion de equilibrio. Cuando estd en el punto mas alto, su
energia potencial es maxima, siendo su energia cinética nula; pero,
cuando esta en su posicion de equilibrio, la energia potencial es
nula, siendo su energia cinética maxima. La energia total sera:

E=E +E,
y en la posicion de equilibrio, E; = 0, luego:

B I
E—Ec(max)_§ MV max
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Al estar sometida cada una de las particulas a un
movimiento arménico, su energia maxima sera;

] 2 1 2

- == .m-
Ec(nm)-2 MV = 7 M- 0°A

pues vpay = WA. Por tanto, la energia cinética maxima, igual a la
energia total, sera:

2
E=E  =4.m. w?A’=20M A2 502 0 0242
c(max) 2 TZ

ecuacion que nos dice que la energia de una onda es proporcional
al cuadrado de la amplitud de vibracion y al cuadrado de la
frecuencia. Por ello, una perturbaciéon de alta frecuencia puede
transportar gran energia, aunque su amplitud sea relativamente
pequefa. Este resultado es general para todas las ondas.

t idad de imi o ondulatorjo
Se define la intensidad del movimiento ondulatorio como la
energia transportada en la unidad de tiempo a través de la unidad

de superficie normal a la direccion de propagacion.

Imaginemos un foco puntual o emisor de ondas esféricas:
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S es la superficie perpendicular a la direccion de propagacion en
el punto A. La intensidad del movimiento ondulatorio, I, sera:

1. _dE _ P _ Potencia

S.d § S

Se mide en J/sm2, es decir W/m2. En el caso tridimensional
podemos considerar que la energia transmitida a la "masa
vibrante” dm existente entre dos frentes de onda (superficies
esféricas) de radios r y r+dr es igual a:

dm=p-dV
V=%n-r3—->d\/=4n-r2dr
2 2 2
d1-:=d[l2-m-m2A ]-%-dm.mZA =%-p~m2A av -
1

=7 4n . p- .rédr - mAz

es decir

2
dE = 21 pw? - A" rldr
La potencia el foco emisor, P, sera:

dE _
=" 2npmAr

2 dr
dt

pero dr/dt = v es la velocidad de propagacidn, luego:
2 A2 2
P=2n pvw“-A -r

Por tanto, para ondas esféricas, la intensidad de!l movimiento
ondulatorio, a una distancia r del foco emisor, es:

2
2n  pvw’ A .rt

1 2 pl
=P Ve A
4y - r? y

_P_
I—S-

55



A. Beléndez, C. Pastor y G. Bernabeu. "Apuntes de Fisica: Oscilaciones y Ondas".
Departamento de Fisica Aplicada. Seccion Departamental de Alicante. Universidad Politécnica de Valencia (1988).

Imaginemos que el foco esta emitiendo ondas esféricas, y
consideremos dos esferas de radios ry y ry;

Suponemos que no hay pérdida de energia y que el medio es
1sd6tropo, entonces:

P =P

1 4n-r‘?i 2 ‘m-r‘é

es decir, cada frente de onda recibe la misma energia, ademas:

2 _ .Z|
4n I‘l-Il—fm r I2
es decir:
2
L o
| -2
2 I

La intensidad del movimiento ondulatorio propagado por
ondas esféricas es inversamente proporcional al cuadrado de las

distancias al foco emisor. Como la intensidad es proporcional al
cuadrado de la amplitud:
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z 2
ALn
2 2
A2 r
es decir,
ALh
.15;.2 r,

Las amplitudes son inversamente proporcionales a la
distancia al foco emisor.

\bsorcié

Silas superficies de onda son planas, la intensidad y la
amplitud permanecen constantes. Sin embargo, esto en general no
ocurre, pues las vibraciones engendran rozamientos mecanicos que

disipan energia en forma de calor y hay una absorciéon de energia
en el medio.

Limitandonos al caso de ondas planas, la experiencia indica
que la disminucion, -dI, de la intensidad del movimiento

ondulatorio es proporcional a la intensidad [ y al espacio recorrido
dx:

-dl=pl - dx

donde p es el coeficiente de absorciéon del medio.
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,///
R N

0 %/: ¢

X

Separando variables e integrando, resulta:

$=—u-dx lnn=—p.-x

por tanto, la ley general de la absorcidon del movimiento
ondulatorio es:

en donde I, es la intensidad incidente, e I la intensidad después
de atravesar el espesor x del medio.
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A veces se utiliza el concepto de semiespesor de absorcion,
X,,2. qQue es el espesor del medio absorbente capaz de reducir a la
mitad la intensidad incidente, es decir,

simplificando y tomando logaritmos neperianos:

_In2 0'693
1/2 n "

X

Cuando las ondas son esféricas, este efecto de absorcion se
superpone al decrecimiento natural de la intensidad a razon
inversa al cuadrado de la distancia.

El fenomeno de absorcion del movimiento ondulatorio es, en
general selectivo, es decir, el coeficiente de absorcion g depende
de la frecuencia de la perturbacion que se propaga en el medio, de
tal modo que ondas de igual naturaleza, pero de frecuencia
distinta, no se debilitan por igual después de atravesar el mismo
espesor.

Un ejemplo de esto lo tenemos en el llamado “efecto
invernadero”. El vidrio es diatérmano (transparente) para las
radiaciones solares que penetran en el invernadero, siendo
absorbidas por las paredes y los objetos interiores, los cuales se
calientan y elevan su temperatura y emiten radiacion infrarroja
que no puede escapar por el vidrio, pues éste es atérmano (opaco)
para estas radiaciones.

En el caso del sonido puede obtenerse una sala altamente
absorbente (anecoica) recubriendo sus paredes con materiales
porosos (corcho, lana de vidrio, escayolas perforadas, etc.) con un
coeficiente de absorcion muy elevado.
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6. VELOCIDAD DE GRUPO Y VELOCIDAD DE FASE.

La velocidad v = w/K para una onda armoénica de frecuencia
angular ® y longitud de onda A = 2n/k, se llama velocidad de fase.
Sin embargo. ésta no es necesariamente la velocidad que
observamos cuando analizamos un movimiento ondulatorio. Si
tenemos en cuaenta una onda continua (o como se dice algunas
veces, un tren de ondas de longitud infinita) ésta puede constar de
una sola longitud de onda y de una séla frecuencia. Pero una onda
de estas caracteristicas no es adecuada para transmitir una sefal,
porque una senal implica algo que empieza en un cierto instante y
termina un cierto tiempo mas tarde. Esto es, una onda para

transmitir una sefal debera tener la forma de un puso o paquete
de ondas:

Por consiguiente, si medimos la velocidad con que la senal se
transmite, nos estamos refiriendo, esencialmente, a la velocidad

con que este pulso viaja. De inmediato diriamos que ésta es la
velocidad de fase:

pues ésta es la velocidad de propagacion de las ondas, sin
embargo, aqui entra un factor importante, y es que el pulso no es
una onda armoénica, pues segun vemos en la figura anterior, su
amplitud no es constante a lo largo del eje X.

Un pulso como el de la figura anterior no esta constituido
por una onda unica, sino por un conjunto de ondas de frecuencias
y velocidades proéximas cuya composicion da un movimiento
ondulatorio resultante que se propaga en la misma direccion y
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sentido que sus componentes, presentando maximos y minimos de
amplitud.

El nimero de ondas comprendidas entre dos valores nulos y
consecutivos de esta amplitud es lo que constituye el paquete de
ondas, y a la velocidad de desplazamiento de este paquete se le da
el nombre de velocidad de grupo; evidentemente ésta sera la
misma que llevard la senal que se transmite con el paquete de
ondas, y es la que se detectara.

La velocidad de grupo es:

dw
Vg= 'a'k'—

y como @ = V/K:

dv
V8=V+kaﬁ'

sélo cuando la velocidad de fase es independiente de la longitud
de onda (o sea, no hay dispersion), se cumple:

Medio no dispersivo: vg =V

Medio dispersivo: vy = v + dv/dk
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onda moduladora

vg es la velocidad de la onda moduladora (la modulacion de
amplitud corresponde en si a un movimiento ondulatorio) La

perturbacion que se propaga con la onda moduladora es la
amplitud.

En cada instante la onda moduladora es envolvente de la
onda portadora.

La onda portadora tiene velocidad v.

¥, =¥, senkx- ot)
Y,=¥, sen(k'x - w't)

® Y @ casiiguales
k y k' casi iguales

=¥ +¥,=¥, [senlkx-wt)+sen(kx-wv)=

=2¥ - cos %[(k‘— kK) x-(0-w)-t] -sen%[(k# K) 1- (@+w)-t]=

=2¥, -cos;—[(k'— k) x-(w-w)-t] sen(kx-wt)
« 9 ; ‘*_'

[4]
Amplitud 1
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PROPIEDADES GENERALES DE LAS ONDAS

1.- Superposicion de ondas. Interferencias
2.- Ondas estacionarias

3.- Principio de Huygens

4.- Reflexion y refraccion de ondas

S.- Efecto Doppler

6.- Ondas de choque
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1. SUPERPOSICION DE ONDAS. INTERFERENCIAS

Supongamos dos impulsos producidos en los extremos de una
misma cuerda que se propagan en direcciones opuestas. En la
figura hemos representado sus posiciones en tiempos sucesivos. En
los tiempos 2, 3 y 4 se produce una interaccién, y en el 5 siguen
su marcha con la forma original.

Uno de los principios mas importantes en el estudio del
movimiento ondulatorio es el principio de superposicion, por el
cual dos movimientos ondulatorios que se encuentran en un punto
se superponen, dando lugar a otro nuevo, pero sélamente en ese
punto, continuando después independientemente uno del otro.

Segun el principio de superposicion el desplazamiento
transversal resultante es igual a la suma algebraica de los
desplazamientos de las ondas individuales. Dicho de otro modo, no
hay interaccion onda-onda; cada onda posee después del "choque”
la misma energia y cantidad de movimiento que poseia antes del
“choque”.
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El principio de superposicion permite analizar cualquier tipo
de movimiento ondulatorio periodico. En el siglo XIX, Fourier
demostré que todo movimiento ondulatorio periodico puede
descomponerse como suma O superposicion de movimientos
ondulatorios armonicos o sinusoidales. Cada onda simple,

componente de la onda mas complicada, se llama armomnico de
dicha onda.

Interferencias

La superposicion de dos movimientos ondulatorios recibe el
nombre de interferencia. En <c¢ada punto del medio, la
superposicion es analoga a la composicion de dos movimientos
armoénicos simples, siempre, claro esta, que los movimientos
ondulatorios sean armonicos.

Cuando las dos ondas poseen ambas al superponerse
desplazamientos positivos (o negativos), la magnitud del
desplazamiento resultante es mayor que la de cada onda
componente por separado, y la interferencia se llama constructiva.
Por el contrario, cuando al superponerse sus desplazamientos son
opuestos, la magnitud del desplazamiento resultante es menor que

el de cada onda por separado, y se dice que la interferencia es
destructiva.

Como ejemplo de interferencias en dos dimensiones,

consideremos lo que sucede en la superficie de un liquido cuando
en dos puntos, O; y O,, se producen perturbaciones sincronas de la

misma amplitud y periodo.

Estas perturbaciones alcanzan el punto P situado a las
distancias OyP = d;, y O,P = d, en un instante t. La primera
produce en P una vibraciéon de elongacion:

t dl]
‘Yl =A -senZn[T -5
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d; d

mientras la segunda da lugar en P a la elongacion:

t dz]
Y2=A 'SenZR[T— _A._

en donde A es la longitud de onda de las vibraciones producidas en
ambas fuentes. Si la magnitud y es un escalar., o bien si las
direcciones de vibracién son las mismas en el caso de ser una
magnitud vectorial, el estado de vibraciéon del punto P sera la
suma de los debidos a ambos movimientos ondulatorios. En este
caso, ¥ es un escalar, luego:

t di d2
Y=Y1+Y2=A'Sen2n[—f 7&.]+A Sen2n[T ?x]

L. ]+sen2n[ —?}N

y aplicando la relacién trigonométrica:

es decir,

‘I'=‘I’1+‘}’2=A {SenZn

a+b

sena +senb =2 cosd: .

2 ' Sen

resulta:
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d,-d [ d d]
21 t_Gi+0;
Y =2A cosn Y senZnT A
Si hacemos:
dz'dl
Ar=2A'COSﬂ—T
—_d1+d2
P=-"2a

la elongacion resultante puede escribirse en la forma:

Y=A, -sen[—zvrﬁarp]

que nos dice que el movimiento resultante de un punto cualquiera
del medio posee:

(a) un periodo idéntico al de las fuentes O; y O,;

(b) una amplitud resultante A, que es una funcién
sinusoidal de la diferencia d,-d,; entre las distancias
0Py O,P

(c) una fase ¢ en el origen de tiempos que es proporcional a
la suma d,;+d, de estas distancias.

La amplitud resultante A, serd maxima cuando:

d. -d dz—d1

———— + —— . — =
COS 1L = tl=1n T nn=>d2 d1 nA
condicion de interferencia constructiva, es decir, el movimiento
resultante es maximo en aquellos puntos del medio para los cuales

la diferencia de marcha es nula o igual a un multiplo entero de la
longitud de onda. En este caso:

2n
\Ym = 2A 'Sen[T + p]
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La amplitud resultante A es nula (el punto no vibra) para
aquellos puntos en que:
dz—d d -d

cosn—TJ-Oan-z—hi=(2n+ 1)'%=>d2—dl=(2n+ l)«—%—

es decir, el movimiento resultante es nulo en aquellos puntos del
medio para los cuales la diferencia de caminos (diferencia de
marcha) es igual a un multiplo impar de media longitud de onda.

El lugar geomeétrico de los puntos donde la amplitud es nula,
esta formado por una familia de hipérbolas fijas definidas por la
relacion:

A
d,-d,=Cn+1)-%

de focos O, y 0,. Igualmente, el lugar geométrico de los puntos
donde la amplitud del movimiento es maxima, esta formado por
otra familia de hipérbolas fijas definidas por la relacion:

dz—d1=n'?u

que poseen los mismos focos O; y 0,. Al valor particula n" = 0
corresponde la mediatriz de 0,0,. Las hipérbolas de amplitud nula
(puntos nodales) estan intercaladas entre las hipérbolas de
amplitud maxima (puntos ventrales). El diagrama resultante se
denomina “franjas de interferencia”.

Si los dos movimientos vibratorios de igual periodo ¥y
direccién que se superponen no poseen la misma amplitud,
también existe interferencia, pero en los puntos de movimiento
minimo la amplitud no se anula como en el caso expuesto. Asi, lo

que tenemos es:
L, &]
A

‘l’l =Al ‘SenZn -

|
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d
t 2
T*?F]

el movimiento resultante en P seria:

Y2=A2'Sen2n-

‘F=Ar-sen[%+p]

pero ahora:

d, -d
A A +A +2A A . COS 21 (—7\.——]

d d

A senh+A sen'l
‘8p=- g, J
2

A cosh+A +C0S ==

y las amplitudes maxima y minima seran:

Apar=A +A,
=|A1'Azl

Las intensidades del movimiento ondulatorio en P serian:

d2 d
A1=A2—>I =21+ 2] cos2n -
A

d,-d
=4I-coszn#

d -
A1¢A2->Ip=11+12+2- /11-12-008211.-

El fenémeno de interferencias es muy general. Se observa
tanto en el dominio de las ondas mecanicas como en el dominio de
las ondas luminosas. Asi, por ejemplo, a partir del estudio de las
interferencias, se pueden determinar longitudes de onda.
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No obstante, para que se produzcan interferencias con la luz
procedente de dos focos distintos, es preciso que ambos posean la
misma frecuencia y que su diferencia de fase sea constante.
Cuando esto ocurre, se dice que los dos focos son coherentes. Pero
si los dos focos poseen frecuencias distintas, o si su diferencia de
fase cambia aleatoriamente con el tiempo, no se producen

fenomenos de interferencia estacionarios y los focos se dice que
son incoherentes.
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2. ONDAS ESTACIONARIAS

Otro tipo de interferencias tiene lugar cuando dos ondas de
la misma velocidad, frecuencia y amplitud, se propagan a traves
del mismo medio en direcciones opuestas. En este caso se origina
un sistema de ondas estacionarias caracterizado por la existencia
de regiones donde alguna caracteristica de la onda
(desplazamiento, presion, etc.) se anula y regiones donde esta
caracteristica es maxima. Las regiones de valor nulo se llaman
nodos, y las de valor maximo antinodos o vientres.

Estas ondas reciben el nombre de estacionarias, porque, a
diferencia de las ondas progresivas, parecen no avanzar.

Consideremos dos movimientos ondulatorios de sentidos
contrarios:

¥ - A -sen2n. [T‘X]

¥,-A-sen2n. [T i]

El valor de X representa la abcisa del punto en el que se esta
produciendo la superposicion de los dos movimientos ondulatorios
sinusoidales. La efongacion resultante en X es:

‘Y=‘¥1+‘¥2=A [senZn [ ]+sen2n [

>’|

L,
T A T*

de donde:

2nx 2nt
‘i’=2A'cos——7L-—'sen—T—

Es decir, un punto cualquiera del medio estd animado de un
movimiento vibratorio armonico de igual periodo que los
componentes, y de una amplitud:
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A_=2A cos sz

independiente del tiempo, pero que varia segun una ley sinusoidal
en funcion de la abcisa X del punto que se considere. Recuérdese

que, en las ondas progresivas, cada particula del medio vibra con
igual amplitud.

La amplitud A[ es nula para aquellos puntos en que:

COS—Z—TE—
O sea.
2 _2n+p. 2
es decir:
-(2n+ 1)-%

que corresponde a los nodos de vibracion.

La amplitud A, sera maxima (A. = 2A) para los puntos en que:

cosE® _ 4 |
A
0 sea:
21X
== =n
A yi!
es decir:
-n. A
X=Nn >
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que corresponde a los vientres de la vibracion. La distancia entre
dos nodos o0 dos vientres consecutivos es:

£, xa-h

n+l

La distancia entre un nodo y el vientre mas proximo sera:
A A A
+ RS =
2n+1) 7 n 5= g

En una onda estacionaria, la energia no se transporta a lo
largo del medio, ya que los puntos nodales permanentemente en
reposo impiden el transporte. Por ello. la energia permanece
"estacionaria” y el movimiento puede considerarse como una
oscilaciéon conjunta del medio, en el cual cada particula vibra con
una amplitud que depende de la posicion

2A

‘}’=Ar-sen%.’lt—
‘Y(t=tl)=‘{’l
ot +5)=¥,=- ¥,

Ondas estacionarias en una cuerda
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La situacion antes analizada es valida en el caso, por
ejemplo, de una cuerda con extremos libres en la que se producen
simultaneamente dos perturbaciones armonicas coherentes.

ANa

¥ sen (@t - kx)

2— sen (Wt + kx)

Consideremos a continuacion la situacion en la cual la cuerda
tiene uno de sus extremos fijos (0) y el otro libre, en el cual se
produce una perturbacion armoénica. Esta onda se desplazara hacia
la pared (onda incidente), donde dara lugar a la onda reflejada,
con la que interfiere.

La onda resultante sera:

Y=Y +Y,=A .sen(wt + kx) + A' sen (ot - kx)

v v

X

= A sen (ot +kx)

‘P2=A' sen (Wt - kx)

Por ser O un punto fijo en todo instante, habra que cumplirse y =
0 para x = 0, es decir:

O=(A+A') sen(wt) > A'=-A

Luego la amplitud de la onda reflejada tiene signo opuesto a
la amplitud de la onda incidente. Por tanto:
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Y= A sen(wt +kx) - A sen(wt - kx) =
= A [sen(wt + kx) - sen(wt - kx)] =
24 sen(wt) - cos(wt)

que también corresponde a una onda estacionaria. Su amplitud es:

‘lxr=2.lx~senl<x=ZA-'senz;lIX

Los vientres corresponden a:

x-(2n+1)-%

Los nodos corresponden a:

Consideremos ahora una cuerda con sus dos extremos fijos.
Una onda armoénica producida por cierta perturbacion en uno de

sus puntos se propagara a lo largo de la cuerda reflejandose en
las paredes e interfiriendo con las ondas reflejadas.
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La situacion es matematicamente igual al caso anterior,
resultando:

_ DA . cop LMK | cne 2T
¥ =2A senh cosT

onda estacionaria cuyos vientres corresponden a:

x=(2n+ 1)'%

y cuyos nodos corresponden a:

A
X=n- 7

Pero observemos que el extremo x = L debe de ser un nodo,
por ser fijo en todo instante, luego debe cumplirse:

-n A a_<L
L=n 2—)7&- n

Es decir, solo son posibles ondas cuya longitud de onda sea A
= 2L/n

Mientras que en los casos anteriores la frecuencia de [as
oscilaciones era arbitraria, v - w/2n - v/A, la restricciéon citada
para la longitud de onda restringe las frecuencias posibles en este
uitimo caso, de modo que sélo seran posibles las frecuencias que
cumplan:
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La frecuencia correspondiente a n = 1 se llama “frecuencia
fundamental™:

y las restantes frecuencias se denominan "armonicos’.

En la siguiente figura se han representado las formas de
onda o "modos” de vibracion correspondientes a la frecuencia
fundamental o "natural” y a los dos primeros armonicos.
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3. PRINCIPIO DE HUYGENS

Hemos visto como, al entrar en vibraciéon una particula de un
medio elastico, se propaga a través de este un movimiento
ondulatorio, haciendo que entren en vibracion las particulas del
medio a donde llega aquel. Cabe pensar que cada particula del
medio que vibra sea, a su vez, centro de nuevas ondas que se
denominan secundarias. Esto indujo a Huygens a enunciar el
principio:

"Todo punto de una superficie o frente de onda puede
considerarse como fuente de ondas secundarias que se propagan
con la misma velocidad que [a principal. La envolvente de estas
ondas secundarias es, en cada instante, un nuevo frente de ondas".

Es decir, que si en un instante t se "congela” el frente de
onda principal y desde sus puntos se trazan semicircunferencias
de radios VAt, la envolvente de estos frentes de ondas secundarios

es el frente de onda principal en el instante t+At.

VAt frentedeondaent +At
vi
foco frente deondaent
emisor
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4. REFLEXION Y REFRACCION DE ONDAS
na dimensio

Supongamos una cuerda atada por un extremo a una pared.
Si en el otro extremo se produce un pulso, éste avanza por la
cuerda, y al llegar a la pared, se refleja en direccién contraria.
Como indica la figura, después de la reflexion el pulso se invierte,

de modo que si avanzaba por la parie superior de la cuerda, ahora
retrocede por la parte inferior.

Las leyes de Newton explican este comportamiento. Cuando
el pulso llega al extremo fijo, la tension de la cuerda produce una
fuerza hacia arriba sobre la pared, de masa infinita y, por tanto,
inmovil. Por el principio de accién y reaccion, la pared produce
una fuerza igual, pero hacia abajo, sobre la cuerda, que invierte el
pulso, comenzando su propagacion n sentido contrario.
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Supongamos ahora que el extremo de la cuerda, en lugar de
estar sujeto a la pared, puede moverse libremente en direccion
transversal, mediante un anillo de masa despreciable que se
desliza en un vastago vertical. Al llegar el pulso al extremo
deslizante, la componente de la fuerza de tension de la cuerda no
se modifica y el pulso se refleja sin cambiar de signo.

—

e

Hemos considerado dos casos extremos: Una cuerda en
contacto con un medio infinitamente masivo (pared) y una cuerda
en contacto con un segundo medio sin masa. Veamos ahora el caso
mas general en el cual una cuerda de densidad lineal p; se conecta

a una segunda cuerda de densidad lineal p,, siendo pp > p;. Si la
tension es la misma en ambas cuerdas, la velocidad de
propagacion de un pulso serd mayor en la cuerda de menor
densidad:

V.>V (p2>pl)
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Cuando el pulso formado en la primera cuerda alcanza la
segunda (caso(a)), se produce simultaneamente una reflexion y
una transmisiéon o refraccion. La onda refractada no cambia de
signo, mientras que la reflejada es de signo opuesto.

Si el pulso se inicia en la cuerda de mayor densidad. cuando
se alcanza el segundo medio (de menor densidad), tanto la onda
transmitida como la reflejada son del mismo signo que la incidente
(caso(b)). Las amplitudes relativas de las ondas reflejada vy
refractada dependen de la relacion de velocidades v/v;:

v
Reflexion completa: =0,
2
s
Refraccion completa:  ==0
2
._) (__

S O\
0 [\
—~— A —an
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5. EFECTO DOPPLER

Cuando la fuente de ondas y el observador estan en
movimiento relativo con respecto al medio en el cual la onda se
propaga, la frecuencia de la ondas observadas es diferente de la
frecuencia de las ondas emitidas por la fuente (efecto Doppler).

Consideremos diversas situaciones:

(1) Foco emisor en movimiento y observador en reposo.

..
/

0 (c)

b
/o

\

)

Un foco emisor (F) en su vibracion, perturba el ambiente (a)
y la superficie de onda originada (S) se propaga en un periodo
una distancia A = v{T donde v es la velocidad de propagacion del
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movimiento ondulatorio en el medio. En este instante provoca el
foco en el medio una perturbacion que origina una superficie de
onda analoga a la anterior que, por avanzar a su misma velocidad,
permanece a una distancia constante (A) de la emitida un periodo
antes.

Si en el tiempo (T) transcurrido desde la emision de la
primera hasta la de la segunda, el foco emisor ha avanzado un
camino FF' = v(T (v = velocidad del foco), la distancia entre las

dos superficies quedara disminuida (c), precisamente, en tal valor,
ya que la primera (S) se encuentra en la misma posicion que si el
foco fuese inmévil y la S° ha recorrido el mismo camino, pero
desde un lugar (F') mas avanzado que antes (F).

Para un observador exterior (0), la longitud de onda es:

h=h-va

y llamando vy v' a las frecuencias ‘real” y percibida”:

Vs= Vs _ Vf _ Vs-Vf
vl v v \'
es decir:
' vs
V=V
Vs-Vf

Si el foco emisor se aleja del observador, un razonamiento
analogo conduce a vg+vy en el denominador de la expresion

anerior, siendo la velocidad positiva segun el sentido positivo del
eje de las X, dando a éste el sentido del foco hacia el observador.

(2): Foco en reposo y observador en movimiento.

Un observador en reposo capta v(frecuencia) superficies de
onda idénticas por segundo. Si se aleja del foco con velocidad v,
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captara las mismas que antes (v), menos las veces que V' contiene
ak.

La frecuencia percibida es, por tanto.

. v, Ve VV-V:.V,
VisV-—=vV-Vv.—=
A Vs A

luego:

Si el observador se acerca al foco, en el numerador aparece

un signo positivo. Luego, utilizaremos el mismo convenio de signos
que en el caso (1).

(3) El observador y el foco se mueven en la misma linea.

Sustituyendo en v del caso (2) por v' del caso (1):

V-V,

=V —
M Vs_vf

Y
j
Y

con el mismo convenio de signos.
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6. ONDAS DE CHOQUE

La formula de Doppler, cuando el foco emisor esta en
movimiento y el observador en reposo:

nos da frecuencias negativas cuando el foco emisor posee
velocidades tales que vy»> v .

Entonces. en un tiempo dado la fuente avanza mas rapido
que el frente de onda; por ejemplo, si en un tiempo t la fuente se
mueve desde A hasta B, su onda emitida en A ha viajado
solamente desde A hasta A",

[+ Vet »

La superficie tangente a todas las sucesivas ondas e€s un cono

cuyo eje es la recta sobre la que se mueve la fuente, y cuya
apertura a esta dada por:

Vs

Senoc=7;

El movimiento resultante es entonces una onda conica que se
propaga con las flechas de la figura. Esta onda se llama onda de
Mach u onda de choque, y no es mas que el sonido repentino y
violento que oimos cuando un avion supersoénico pasa cerca de
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nosotros. Estas ondas también se observan en la estela que dejan

los botes que se mueven con mayor velocidad que las ondas
superficiales sobre el agua.
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