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La geometría ilumina el intelecto y templa la mente. 

(Ibn Jaldún, siglo XIV) 

 

 

 

 

 

 

 

 

INTRODUCCIÓN 

 

La demostración matemática, la manera en la que los estudiantes construyen 

demostraciones en diferentes contextos, y los factores que influyen en los procesos de 

justificación han centrado la atención de los investigadores en Didáctica de la Matemática 

desde hace décadas. Actualmente, existe un acuerdo generalizado entre los educadores sobre 

la importancia de la prueba en el aprendizaje de las matemáticas. Esto ha permitido el 

desarrollo de agendas de investigación centradas en la prueba matemática y en los procesos 

cognitivos que ponen de manifiesto los estudiantes cuando resuelven problemas geométricos 

de probar. 

 

Nuestra investigación centra su atención en la relación entre los procesos visuales y 

analíticos involucrados en la justificación de propiedades geométricas en estudiantes de 

secundaria, incidiendo en la construcción de una interacción sólida entre estos dos 

componentes con el fin de lograr un aprendizaje significativo. 
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¿Qué es demostrar? ¿Cómo se demuestra una afirmación matemática? ¿Qué 

características debe poseer un argumento para ser reconocido como una demostración 

válida? ¿En qué difieren los procesos de justificación de los matemáticos y de los escolares? 

¿Qué diferencia a la prueba en Matemáticas de un argumento en otro ámbito?  En estas 

preguntas se apoyan una gran cantidad de las recientes investigaciones sobre los procesos de 

prueba y argumentación. Sin embargo, hay necesidad de investigaciones que tengan como 

objetivo identificar elementos críticos del conocimiento de la noción de prueba que sean 

extraídos de intentos reales de construcción de pruebas por parte de estudiantes. Uno de estos 

elementos, descrito en numerosos estudios, es el denominado razonamiento configural, que 

implica la coordinación de procesos de visualización.  

 

El objetivo de esta investigación es estudiar el razonamiento configural de 

estudiantes de secundaria que prueban afirmaciones matemáticas en contexto geométrico y 

su interacción con los procedimientos de validación que utilizan y los tipos de prueba que 

construyen para caracterizar su espacio de trabajo geométrico personal. 

 

La tesis doctoral que presentamos consta de cinco capítulos. 

 

En el primer capítulo se sitúa la investigación, realizando una revisión de la literatura 

científica en la que nos hemos basado y que justifica este estudio. Repasamos las 

contribuciones más significativas sobre la prueba matemática y su naturaleza, prestando 

especial atención a los estudios sobre los procesos cognitivos de los estudiantes cuando se 

enfrentan a tareas de probar un enunciado y al contexto en que tiene lugar la actividad 

geométrica. 

 

En el segundo capítulo desarrollamos el marco teórico adoptado en esta 

investigación. Analizamos la propuesta teórica de Duval sobre procedimientos de 

visualización en la actividad geométrica que da lugar al modelo de razonamiento configural 

introducido por Torregrosa, Quesada y Penalva; precisamos la noción de procedimiento de 

validación y describimos sus tipos; analizamos las características de los procesos discursivos 

en el contexto de la prueba; y utilizamos el marco teórico de los Paradigmas Geométricos y 

el Espacio de Trabajo Geométrico (ETG) desarrollado por Houdement y Kuzniak, que toma 

en cuenta la naturaleza del trabajo geométrico cuando un resolutor se enfrenta a un problema 
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en geometría. Al final del capítulo describimos los objetivos que se plantean en la 

investigación. 

 

El tercer capítulo se dedica al diseño de la investigación. En este apartado indicamos 

los participantes en el estudio, los instrumentos de recogida de datos: un cuestionario de 

problemas de probar geométricos y entrevistas semiestructuradas a los participantes; y 

describimos el proceso de análisis realizado a partir de las respuestas de los estudiantes de 

secundaria a los problemas. 

  

En el cuarto capítulo presentamos los resultados obtenidos y su interpretación desde 

el marco teórico adoptado. En primer lugar, refinamos el modelo de razonamiento configural 

con algunos desenlaces no observados en los estudios con alumnos universitarios. En 

segundo lugar, describimos el modo en que los estudiantes utilizan los procedimientos de 

validación en sus respuestas a los problemas de probar. En tercer lugar, encontramos una 

relación biunívoca entre el desenlace del razonamiento configural y el tipo de prueba en 

respuesta a los problemas del cuestionario. En cuarto lugar, identificamos seis perfiles 

diferentes en función de las características del espacio de trabajo geométrico personal de los 

participantes a partir de cuatro dimensiones: desenlaces del razonamiento configural, 

procedimientos de validación, tipos de discurso y rol desempeñado por la configuración 

inicial. En último lugar, analizamos posibles relaciones entre los distintos ETG descritos y 

el curso académico al que pertenecen los participantes. 

En el quinto y último capítulo de esta investigación, se exponen las conclusiones y 

se discuten los resultados obtenidos. Se subraya el potencial del modelo de razonamiento 

configural para inferir características del espacio de trabajo geométrico de los estudiantes. 

Asimismo, se reflexiona sobre las limitaciones del estudio y las implicaciones para futuras 

investigaciones.
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1. EL PROBLEMA DE INVESTIGACIÓN 
 

El razonamiento del estudiante es un asunto de máxima relevancia en cualquier 

ámbito relacionado con la educación: psicológico, pedagógico, filosófico o didáctico. El 

razonamiento, al igual que otros conceptos como la inteligencia, es difícil de definir con 

precisión debido a su complejidad. La RAE proporciona las siguientes acepciones para el 

término ‘razonar’: 

- Exponer razones para explicar o demostrar algo. 

- Ordenar y relacionar ideas para llegar a una conclusión. 

- Exponer razones o argumentos. 

En definitiva, razonar implica una cierta actividad mental con el propósito de 

alcanzar una conclusión, persuadir a otros, explicar una situación o resolver un problema. 

De acuerdo a la actividad mental y a su propósito es posible diferenciar varios tipos de 

razonamiento, de manera que hablamos de razonamiento lógico, inductivo, deductivo, 

abductivo, argumentativo, abstracto, verbal, etc. Pero esta clasificación no es única, también 

realizamos distinciones en función del área de conocimiento en el que el razonamiento tiene 

lugar. Así, por ejemplo, hablamos de razonamiento en el marco de una actividad científica 
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o en el ámbito matemático. Por ejemplo, en sus Principios y Estándares para las Matemáticas 

Escolares (2003), la National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) incluye el 

estándar curricular de Razonamiento y Demostración, concretamente entre los estándares de 

procesos, aquellos que presentan modos destacados de adquirir y usar el conocimiento y que 

deben ser desarrollados a lo largo de toda la vida escolar. Además, se sugiere que los 

programas de enseñanza en todos los niveles, desde educación infantil hasta educación 

secundaria, deberían capacitar a los estudiantes para: 

- reconocer el razonamiento y la demostración como aspectos fundamentales de las 

matemáticas; 

- formular e investigar conjeturas matemáticas; 

- desarrollar y evaluar argumentos matemáticos y demostraciones; 

- elegir y utilizar varios tipos de razonamiento y métodos de demostración. 

 

Tal y como señalan Stylianides et al. (2016), actualmente existe un acuerdo 

generalizado entre los educadores de matemáticas sobre la importancia de la prueba en el 

aprendizaje de las matemáticas de los estudiantes, con un número de documentos de política 

educativa o marcos curriculares en diferentes países pidiendo un lugar importante para la 

prueba en las experiencias matemáticas de todos los estudiantes y desde la escuela primaria 

(ver, por ejemplo, los Estándares Estatales Básicos Comunes de EE. UU. para Matemáticas 

Escolares (CCSSI, 2010) y el más reciente National Mathematics Plan de estudios en 

Inglaterra (Departamento de Educación, 2013). En la misma línea, Ball et al. (2002) 

consideran que es necesario desarrollar una cultura de la justificación en las clases de 

matemáticas a lo largo de toda la etapa educativa.  

Las investigaciones sobre el desarrollo del razonamiento del estudiante son 

numerosas y los marcos teóricos desde donde se aborda, variados. En los años cuarenta del 

pasado siglo XX, Piaget se interesó por el estudio del razonamiento matemático. El impacto 

de sus teorías sobre la enseñanza de las matemáticas y las ciencias fue enorme (Pulaski, 

1975). En los años noventa aparece una corriente de psicología evolutiva cognitiva que 

combina las ideas de Piaget y Vigotsky, a partir de los trabajos de Flavell y Bruner, con las 

de la teoría del procesamiento de la información, que compara la mente humana con un 

ordenador, con la intención de elaborar modelos que expliquen el funcionamiento de los 

procesos cognitivos (Montañés y Latorre, 1991). Se inició así el estudio del desarrollo 

cognitivo en diferentes frentes, uno de los cuales hace referencia a los avances 
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metodológicos en la investigación del desarrollo de estrategias y procesos cognitivos. Dentro 

de este campo se incluyen los estudios sobre el razonamiento matemático (Rodrigo, 1985).  

Sin embargo, aunque durante la última década el campo de la didáctica de la 

Matemática ha ganado más conocimiento sobre la naturaleza de la argumentación y la prueba 

en el aula de matemáticas, los hallazgos de PME y otros informes relevantes muestran que 

la experiencia escolar típica de los estudiantes y el tratamiento de la argumentación y pruebas 

en los libros de texto (Stylianides, 2014) continúan siendo insuficientes para lograr la 

intención de los documentos de política educativa o los marcos curriculares. 

En relación al contexto matemático en el que desarrollar el razonamiento de los 

estudiantes, los documentos curriculares vigentes en España establecen que la resolución de 

problemas geométricos es un objetivo de aprendizaje prioritario para los estudiantes de 

educación secundaria, siendo una actividad cognitiva fundamental para la práctica educativa 

(LOMCE, 2015). A su vez, el NCTM (2000, 2010) señala que la geometría constituye un 

terreno fértil para el desarrollo de las habilidades para generar razonamiento y justificación. 

Nuestro trabajo de investigación se enmarca en el grupo de investigaciones didácticas 

sobre el razonamiento, siendo la Geometría el dominio matemático que sirve de contexto. 

En este ámbito prestamos especial atención a las producciones discursivas de los estudiantes 

y a los procesos cognitivos que realizan cuando se enfrentan a tareas de probar un enunciado. 

El estudio se centra en proporcionar información sobre el conocimiento de los procesos de 

justificación de propiedades geométricas de los estudiantes de últimos cursos de educación 

secundaria obligatoria que resuelven problemas geométricos de probar en contexto 

geométrico. 

Este primer capítulo se organiza en cuatro secciones. La primera sección ofrece una 

revisión de las investigaciones sobre la prueba matemática. En la segunda sección, 

describimos la visualización en la actividad geométrica y su relación con la prueba 

matemática. En la tercera sección, analizamos la demostración y los tipos de pruebas 

descritos en la literatura científica en las investigaciones realizadas con estudiantes de 

secundaria. En la cuarta y última sección, mostramos la relación entre los procesos de 

justificación y el contexto institucional en el que se produce la actividad matemática.  
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1.1 Perspectivas de las investigaciones sobre enseñanza y aprendizaje de la prueba 

matemática 

 

El interés por la enseñanza y el aprendizaje de la prueba matemática en contexto 

geométrico se debe a razones de distinta naturaleza. Por un lado, históricas, Tales de Mileto 

(624 a.C.- 547 a.C. aproximadamente) aportó las primeras demostraciones de problemas 

geométricos sin utilidad práctica, lo que supuso el punto de partida en la transformación de 

la matemática experimental en la matemática como ciencia deductiva. Euclides (300 a.C.), 

en sus Elementos, recopila el saber matemático de la época en un sistema axiomático, dando 

lugar a la Geometría euclidiana. Elementos es el principio de la matemática como una 

asignatura analítica y deductiva; con él las Matemáticas pasaron de tratar con ejemplos a 

buscar verdades universales. Por otro lado, razones cognitivas, la importancia de la 

geometría elemental para descubrir lo que es la demostración matemática se debe al hecho 

de que moviliza dos registros multifuncionales: el uso del lenguaje natural y el de las 

configuraciones gestálticas (Duval, 2016b). 

El aprendizaje y la enseñanza de la demostración matemática en contexto geométrico 

es un problema clásico dentro de la relativamente reciente área de conocimiento de Didáctica 

de las Matemáticas. La literatura acerca de la prueba matemática como objeto de enseñanza 

y aprendizaje es muy amplia. No es de extrañar, ya que como afirma Duval (2007, p.137): 

“la prueba constituye un umbral crucial en el aprendizaje de las matemáticas”.  

Las investigaciones han examinado los esquemas de prueba de los estudiantes (Harel y 

Sowder, 1998; Housman y Porter, 2003), la habilidad de los estudiantes para validar un texto 

como una prueba (Stylianides et al., 2004), las dificultades de los estudiantes para producir 

pruebas (Moore, 1994; Weber, 2001), la comprensión de los estudiantes sobre la estructura 

de la prueba deductiva (Miyazaki et al., 2017) o la importancia de la tecnología en el 

aprendizaje de la prueba en contexto geométrico (Zengin, 2017). Tanto es así, que en la 

última década se han elaborado varias síntesis de las investigaciones realizadas 

internacionalmente sobre el tópico (Fiallo et al., 2013; Hanna y Knipping, 2020; Sinclaire et 

al., 2017; Stylianides et al., 2016), lo que muestra que sigue recibiendo una considerable 

atención.  

Realizamos a continuación un análisis de esta variedad de trabajos. Fiallo, Camargo 

y Gutiérrez (2013) realizan una amplia recopilación bibliográfica de las principales 

investigaciones acerca de la enseñanza y el aprendizaje de la demostración, organizando ésta 
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en cinco líneas de investigación: consideraciones histórico-epistemológicas, la demostración 

en el currículo, concepciones y dificultades de los estudiantes al aprender a demostrar, 

relaciones entre argumentación y demostración, y propuestas didácticas para la enseñanza 

de la demostración. Sin embargo, como afirman los propios autores, “La división del texto 

en estas cinco secciones no genera grupos disjuntos, pues las líneas de investigación se 

articulan estrechamente.” (p.183).  

Describimos las características principales de estas líneas de investigación según 

Fiallo et al (2013): 

- Histórico-epistemológica, centrada en la naturaleza de la demostración y su estatus 

en el conocimiento matemático. En esta línea, Balacheff (2008) distingue cinco posiciones 

acerca del estatus otorgado a la demostración: como validadora universal del conocimiento 

matemático (Nardi, 2008); como concepto de naturaleza idiosincrásica y particular ligada al 

contenido matemático (Fiallo, 2010;Harel y Sowder, 1998; Stylianides, 2011); como 

práctica connatural al pensamiento matemático y el razonamiento deductivo que diferencia 

a las matemáticas de las ciencias empíricas (Hoyles y Küchemann, 2002; Tall, 1999); como 

herramienta para la comunicación de la comprensión matemática (Hanna y Jahnke, 1996); y 

en su rol dentro de la organización teórica específica de las matemáticas de acuerdo a 

axiomas, teoremas y definiciones (Mariotti, 1997). 

- La demostración en el currículo. Estas investigaciones describen el rol de la 

demostración en la escuela y su relación con el currículo. Un ejemplo de interés para nuestro 

estudio es el trabajo de Battista y Clements (1995). Proponen que el currículo de secundaria 

debería estimular a los estudiantes a refinar su pensamiento de manera que comprendan los 

defectos de las justificaciones visuales y empíricas y se adentren en el pensamiento formal.  

- Concepciones y dificultades de los estudiantes al aprender a demostrar. Estos 

estudios centran el foco de atención en las creencias de los estudiantes sobre la demostración, 

en las dificultades que estos experimentan y en el origen de éstas (Balacheff, 1988; Ibañes y 

Ortega, 2003). De este grupo de investigaciones queremos señalar, por su relación con 

nuestro estudio, el trabajo de Arzarello et al. (1998) que proponen un modelo para interpretar 

las dificultades en los procesos de exploración de situaciones geométricas. Estos autores 

analizan la solución a un problema de demostración poniendo especial atención al momento 

en que se pasa de la elaboración de conjeturas, caracterizada por una actividad empírica que 

apunta a entender mejor el problema, a la producción de una demostración deductiva. 
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- Relación entre argumentación y demostración, en esta sección los autores agrupan 

los trabajos centrados en las relaciones entre la argumentación y la demostración. Aquí la 

pregunta es: ¿existe una continuidad entre la argumentación y la demostración o hay una 

ruptura cognitiva? Una de las fuentes de dificultades que algunos estudios han planteado es 

la discrepancia entre la argumentación con base en la verificación empírica y el 

razonamiento deductivo. Balacheff (2000) plantea que el objetivo de la argumentación 

consiste en obtener la adhesión del interlocutor sin plantear necesariamente el problema de 

validez del enunciado. Pedemonte (2005) usa el constructo unidad cognitiva de teoremas, 

desarrollado por Boero et al. (1996), para destacar la coherencia, o la falta de ella, entre las 

fases de resolución de los problemas de conjetura y demostración, con el fin de analizar y 

mostrar las posibles continuidades y rupturas entre la argumentación y la demostración. 

Duval (1999) afirma que la argumentación, aun en su forma más elaborada, no deriva 

necesariamente en una demostración y que, por tanto, existe una ruptura cognitiva entre estos 

dos procesos. 

-  Propuestas didácticas para la enseñanza de la demostración, obviamente esta línea 

de investigación pretende generar propuestas para la enseñanza y aprendizaje de la 

demostración. Por ejemplo, Radford (1994) aporta una descripción del tipo de cuestiones a 

proponer a los estudiantes en contexto geométrico. Existen numerosos estudios que analizan 

el papel que pueden jugar los programas de geometría dinámica como Cabri, o el más 

reciente y popularizado Geogebra. Algunos de ellos analizan las posibilidades didácticas de 

la función de arrastre que facilita la elaboración de conjeturas y la verificación experimental 

de casos particulares (Marrades y Gutiérrez, 2000), hecho que influye en una evolución 

positiva hacia la producción de justificaciones cada vez más próximas a demostraciones 

deductivas. Otro aspecto considerado en esta línea de investigación es el análisis de las 

interacciones sociales tanto entre iguales como entre profesor y alumnos. Según Mariotti, el 

aprendizaje de la demostración se favorece cuando una solución propuesta por un estudiante 

es sometida al juicio de los demás. 

 

En una revisión posterior, Sinclaire et al. (2016) realizan una categorización de los 

estudios en educación geométrica desde el año 2008, entre las que incluyen la categoría: 

Avances en la comprensión de la enseñanza y aprendizaje del proceso de probar. Los 

autores de esta revisión organizan los estudios en siete líneas de investigación que van desde 

la enseñanza en etapas preescolares hasta la educación postobligatoria y la formación de 
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profesores. En su trabajo destacan que gran parte de la investigación en la última década se 

ha dirigido a estudiar la enseñanza y el aprendizaje de la prueba, particularmente a raíz del 

creciente uso de recursos educativos tecnológicos. Afirman que muchos estudios han 

centrado su atención en intentar dar respuesta a las siguientes preguntas: (1) ¿Qué es y qué 

constituye una prueba matemática? (2) ¿Cómo interpretar la prueba como una explicación 

que convence a otros? ¿Qué hace que una prueba sea convincente? y (3) ¿Qué clase de 

pedagogía y qué herramientas pedagógicas propician la construcción de la prueba? 

 

En su recopilación, Sinclaire et al (2016) dividen las investigaciones en torno a los 

procesos de prueba en cuatro categorías relacionadas con: 

- La naturaleza de la prueba. Moutsios-Rentzos y Spyrou (2013) utilizaron un enfoque 

fenomenológico para observar los factores socioculturales que condujeron a la aparición de 

la prueba geométrica en la antigua Grecia con el objetivo de fomentar el aprecio de la prueba 

por los estudiantes.  Señalan que la prueba en contexto geométrico es una construcción socio-

cultural íntimamente relacionada con el mundo perceptivo, abriendo así una posibilidad, 

especialmente interesante en el contexto pedagógico, para discutir marcos alternativos 

compatibles sobre qué es una prueba geométrica, que podrían tener una base más empírica. 

Así, consideran que la naturaleza de la prueba es variable ya que su estado puede cambiar 

dependiendo del proceso de adquisición de conocimientos geométricos y de las herramientas 

utilizadas en dicho proceso. 

- La elaboración de conjeturas en un entorno de geometría dinámica. La función de 

arrastre de figuras dinámicas visuales en entornos de geometría dinámicos (EGDs) ha 

desempeñado un papel epistémico vital en estudios que investigaron el proceso de generar 

conjeturas geométricas. Mariotti (2014) usó la teoría de la mediación semiótica para 

identificar el potencial semiótico de la herramienta de arrastre en los EGDs con el objetivo 

de introducir la noción de enunciado condicional, equivalente a la noción de tercera 

afirmación de Duval (2007). La producción de conjeturas se ha visto como un proceso 

semiótico que involucra una transformación de signos personales a signos matemáticos. Se 

analizaron modalidades de arrastre específicas que se relacionan con los significados de 

premisa, conclusión y condicional.  

- La explicación y prueba en entornos de geometría dinámica. La explicación y prueba 

en entornos de geometría dinámica ha mostrado la tensión existente entre las naturalezas 

empírica y teórica de las matemáticas. Algunos investigadores han considerado la relación 
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entre las pruebas en EGDs y las tradicionales (Gravina, 2008), mientras que otros, por 

ejemplo, Leung (2009), proponen que no hay necesidad de traducir las pruebas en EGDs a 

la deducción tradicional. 

- La prueba geométrica en el aula. Kim y Ju (2012) exploraron los cambios 

experimentados por los estudiantes al aprender a construir pruebas matemáticas en una clase 

de geometría de secundaria basada en la investigación. El análisis del discurso en el aula 

identificó tres etapas a través de las cuales se transformó la práctica de los estudiantes: 

comprensión incipiente del concepto de prueba; aprendizaje de la prueba como actividad 

orientada a un objetivo y experimentación de la prueba como práctica de los matemáticos. 

Miyazaki et al. (2014) proponen una progresión del aprendizaje de la prueba a la que 

denominan flow-chart proving (diagrama de flujo de la prueba), creando situaciones abiertas 

donde los estudiantes pueden construir múltiples soluciones, decidiendo sus propias 

suposiciones y las proposiciones intermedias necesarias para deducir una conclusión dada. 

De esta manera, se proporciona a los estudiantes una oportunidad para explorar sus 

razonamientos y tener una comprensión más profunda de la estructura de la prueba 

geométrica. 

Otra revisión reciente de la literatura científica en torno a los procesos de enseñanza 

y aprendizaje de la prueba matemática es la realizada por Stylianides et al. (2016) para The 

Second Handbook of Research on the Psychology of Mathematics Education, donde se 

encargan del capítulo dedicado a las investigaciones sobre la argumentación y la prueba en 

la educación matemática. Stylianides et al. realizan una extensa revisión de las 

investigaciones en torno a la prueba y la argumentación en la educación matemática. Para 

ello, caracterizan estos dos conceptos: argumentación como el discurso o medios retóricos 

(no necesariamente matemáticos) que usa un individuo o un grupo para convencer a otros 

de que una proposición es verdadera o falsa; y prueba en el contexto de una comunidad de 

clase como un argumento matemático para asegurar la validez o falsedad de una proposición. 

Para ser una prueba, una argumentación debe utilizar proposiciones verdaderas, modos de 

razonamiento válidos y modos de representación adecuados de acuerdo al campo 

matemático; en palabras de Duval (2007), debe ser un razonamiento matemático válido.  

En su trabajo Stylianides et al. (2016), organizan las investigaciones sobre la prueba 

en tres grandes categorías: 

- Investigaciones sobre las concepciones de los estudiantes y su aprendizaje. A su vez, 

dividen este primer grupo en varios subtemas: concepciones de los estudiantes sobre la 
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prueba y el proceso de probar; uso de ejemplos en la argumentación y en la prueba; y 

conocimiento, tareas y herramientas que fomentan el éxito en la producción de pruebas.  

En esta categoría abundan los estudios que discuten el potencial de los EGDs para 

apoyar la investigación de conjeturas por parte de los estudiantes y llevarlos desde la 

argumentación informal a la prueba (Rodríguez y Gutiérrez, 2006; Baccaglini-Frank et al., 

2011). Otros trabajos se dirigen a “aumentar nuestra comprensión del conocimiento, 

habilidades y creencias de los estudiantes sobre la argumentación y la prueba” (Styllianides 

et al, 2016 p. 327). También destacan la predominancia de las investigaciones sobre la 

argumentación y la prueba en estudiantes de secundaria dentro del dominio de la geometría. 

Señalan, además, el creciente interés en investigar el pensamiento del estudiante en una 

variedad de actividades relacionadas con la argumentación, más allá de producir un 

argumento o una prueba, tales como la generalización de patrones (Lockwood et al., 2013) 

o la comprensión de pruebas (Weber, 2015). 

- Investigaciones en el aula. Dentro de la segunda categoría, distinguen tres subtemas: 

(1) Los procesos de argumentación y prueba de los estudiantes; (2) Las distintas formas de 

llevar la argumentación y la prueba al aula; y (3) Intervenciones dirigidas a mejorar la 

enseñanza y aprendizaje de la argumentación y la prueba. 

En relación con el primero, Fielding-Wells y Makar (2015) analizaron situaciones de 

argumentación epistémica, definida como un discurso que busca la verdad a través del 

razonamiento crítico y la justificación. Concluyeron que dicha actividad favorece el acceso 

a procesos cognitivos y metacognitivos propios del desempeño de los expertos, y apoya el 

desarrollo de habilidades comunicativas que favorecen el logro de la competencia 

matemática. Otros estudios centran su atención en la relación crucial entre argumentación y 

prueba. Estos estudios se apoyan en la idea de unidad cognitiva (Boero et al., 2007; Fiallo y 

Gutiérrez, 2017), definida como la continuidad entre los procesos de producción de 

conjeturas y construcción de pruebas. Martínez y Li (2010) enfatizaron que la fase de 

conjeturas es un proceso complejo y rico, y abogaron por la difusión de este tipo de tareas 

en los EEUU, donde el currículo tradicionalmente se centra en la producción y valoración 

de pruebas. En general, los estudios reconocen la importancia de las interacciones durante 

los procesos de argumentación y prueba. Matos y Rodríguez (2011) se centran en la prueba 

como una forma de práctica social. Los autores adoptan la perspectiva de la teoría social del 

aprendizaje. De acuerdo con esta, las Matemáticas son un fenómeno social, y, en 

consecuencia, el constructo comunidad de práctica es central para su trabajo. 
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En relación con las investigaciones que se centran en el modo en que los profesores 

tratan la argumentación y la prueba en el aula, hay un acuerdo general sobre la complejidad 

de la tarea del profesor que lidia con la prueba en su clase (Zaslavsky et al, 2012). Por 

ejemplo, el profesor debe establecer reglas socio-matemáticas adecuadas; elegir o diseñar 

tareas idóneas y manejarlas de la forma correcta para fomentar la comprensión; y guiar a los 

estudiantes hacia el razonamiento deductivo evitando convertir la prueba en una actividad 

rutinaria. Resulta crucial la forma en la que la prueba se introduce en el aula, y el papel y 

propósito de tal tratamiento:  Furinghetti y Morselli (2011) distinguieron entre enseñar 

pruebas y enseñar mediante pruebas, siendo el objetivo de la prueba en el segundo caso 

promover la comprensión. Varias investigaciones se centraron en las interacciones de los 

profesores con los estudiantes. Huang (2005) comparó lecciones sobre el teorema de 

Pitágoras en Hong Kong y Shanghai utilizando grabaciones de vídeo de clases. El estudio 

mostró que los profesores de Hong Kong tendían a valorar la verificación visual, mientras 

que los profesores de Shanghai estaban interesados en presentar un argumento deductivo que 

cumpliera con el estándar de prueba. En términos de interactuar con los estudiantes e 

involucrarlos en el proceso de prueba, los maestros de Shanghai hicieron más esfuerzos para 

involucrar a los estudiantes en la construcción de pruebas. Este estudio destacó el papel de 

las cuestiones culturales en la enseñanza de la prueba, poniendo en primer plano la dialéctica 

crucial entre la visualización y razonamiento deductivo. 

Rodríguez y Rigo (2015) estudiaron el surgimiento de una cultura de racionalidad en 

el aula, adoptando un enfoque etnográfico y empleando el modelo de Toulmin como lente 

interpretativa. Definieron la cultura de la racionalidad compuesta por normas de 

sustentación (aquellos argumentos que una comunidad dada emplea para sustentar hechos 

matemáticos y las prácticas recurrentes que se utilizan en dicha comunidad), y trayectorias 

de participación y distribución de responsabilidades (la sucesión de intervenciones de los 

actores de clase en el proceso de argumentación). Los autores examinaron episodios de la 

enseñanza en el aula, destacando la naturaleza de argumentos (siempre respaldados por 

consideraciones matemáticas) y las recurrentes trayectorias de participación (intercambios 

dialécticos entre el profesor y el estudiante). Este estudio contribuye a la descripción de una 

cultura de racionalidad en el aula y destaca el papel del profesor en promover el desarrollo 

de tal cultura. 

El último de los subtemas en la categoría de investigaciones basadas en el aula de 

clase es el dedicado a las intervenciones destinadas a mejorar la enseñanza y el aprendizaje 
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de la argumentación y la prueba. Estos estudios son importantes, ya que ponen de relieve 

que además de estudiantes y profesores, existe un tercer elemento principal de la 

investigación basada en el aula: la tarea. Adicionalmente, estos trabajos ayudan a ilustrar el 

vínculo entre la investigación teórica y aplicada, examinando cómo las ideas teóricas se 

pueden convertir en propuestas para el aula. Podemos observar un ejemplo de esta 

conversión en la adaptación del constructo comportamiento racional de Habermas para 

estudiar diferentes aspectos de la prueba y otras actividades matemáticas (Boero, 2006; 

Boero y Planas, 2014). El comportamiento racional trata con la complejidad de las prácticas 

discursivas en la intersección de tres tipos de racionalidad: epistémica (relacionada con el 

desarrollo del conocimiento y las preguntas sobre la validez de los juicios), teleológica 

(relativo a elecciones estratégicas y acciones correspondientes para lograr un objetivo 

establecido), y comunicativa (relacionada con el uso reflexivo del lenguaje orientado a la 

comprensión). Un aspecto interesante es el hecho de que este constructo, integrado con otras 

herramientas teóricas como el modelo argumentativo de Toulmin, puede proporcionar un 

marco integral que permite: (1) analizar mejor los procesos de prueba de los estudiantes y 

(2) planificar y llevar a cabo innovaciones e intervenciones en el aula. 

Otra línea de investigación se ha centrado en el desarrollo de tareas para fomentar el 

acercamiento de los estudiantes a la argumentación y la prueba (Miyazaki et al., 2014; 

Heinze et al., 2006; Kuntze, 2008). Heinze et al. (2006) propusieron el trabajo con ejemplos 

resueltos como una herramienta para ayudar a los estudiantes a aprender la argumentación y 

la prueba. El trabajo de Heinze et al. se centró en la prueba como proceso y en la idea de 

ofrecer a los estudiantes algún elemento de conocimiento de meta-nivel sobre la prueba. En 

la misma línea, Kuntze (2008) estableció un entorno de aprendizaje, que denominaron topic 

study method, donde se pidió a los estudiantes que escribieran textos sobre diferentes 

aspectos del proceso de prueba para fomentar su metaconocimiento relacionado con la 

prueba.  El estudio invitó a la reflexión sobre una posible correlación entre el 

metaconocimiento y la competencia en la prueba.  Miyazaki et al. (2014) abordaron la 

cuestión de la creación de lecciones introductorias eficaces para enseñar a probar. Para 

ayudar a los estudiantes a apreciar la estructura de una prueba, propusieron combinar dos 

ideas pedagógicas: pruebas de diagrama de flujo y problemas abiertos. Los hallazgos 

mostraron que tal enfoque podría fomentar la comprensión de la prueba. Concretamente, la 

prueba del diagrama de flujo ayudó a los estudiantes a identificar las condiciones necesarias 

y combinarlas para llegar a las conclusiones. 
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En sus conclusiones sobre las investigaciones en el aula, Stylianides et al. (2017) 

afirman que: 

La primera cuestión es la profunda interconexión entre argumentación 

y prueba y los beneficios de abordar actividades argumentativas. Esto 

también se relaciona con el creciente consenso sobre la importancia de 

la interacción social al hacer matemáticas (por ejemplo, Schwarz et al., 

2009). Otro tema clave se refiere a la importancia de brindar a los 

estudiantes oportunidades para apreciar el proceso de prueba, y no solo 

la prueba como producto final. Para tal fin, la demostración se 

conceptualiza como un caso especial de resolución de problemas (por 

ejemplo, Weber, 2005), sugiriendo así la importancia del 

metaconocimiento (Boero et al., 2010; Kuntze,2008) y heurística (Heinze 

et al., 2006). (p. 336). 

 

-  Investigaciones sobre el conocimiento y desarrollo del profesor. La tercera categoría 

en la que encuadran las investigaciones sobre la prueba se dedica al conocimiento y 

desarrollo profesional del profesor. En su revisión, agrupan estos trabajos, tanto con 

profesores en ejercicio como con futuros docentes, en tres categorías: (1) Conocimiento de 

los profesores sobre la argumentación y la prueba, (2) Conocimiento sobre la enseñanza de 

la argumentación y la prueba y (3) Creencias de los profesores relacionadas con la 

argumentación y la prueba.  

En general, las contribuciones realizadas en torno al conocimiento de los profesores 

sobre la argumentación y la prueba se pueden encuadrar en uno o más de los siguientes: (1) 

Hallazgos empíricos sobre la naturaleza del conocimiento matemático de los profesores 

sobre la argumentación y la prueba, (2) Hallazgos empíricos sobre la efectividad de las 

intervenciones diseñadas para mejorar el conocimiento matemático de los profesores sobre 

la argumentación y la prueba, y (3) Contribuciones teóricas o metodológicas a la 

investigación sobre la naturaleza o el desarrollo del conocimiento matemático de los 

profesores sobre la argumentación y la prueba. 

Un ejemplo de estos estudios es el trabajo de Zazkis y Zazkis (2013), en el que se 

utilizó una categoría especial de tareas que Stylianides y Stylianides (2006) denominan 

teaching –related mathematical task y que definen como:  
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Tareas matemáticas que están conectadas con la enseñanza y tienen un doble 

propósito: (1) Fomentar [o evaluar] el aprendizaje por parte de los maestros de 

las matemáticas que son importantes para la enseñanza, y (2) ayudar a que los 

profesores vean como esta matemática se relaciona con el trabajo de enseñar (p. 

205). 

Muchos de los trabajos identificaron debilidades en el conocimiento matemático 

sobre la argumentación y la prueba de futuros maestros, aunque también hay estudios que 

identificaron debilidades en los conocimientos matemáticos de futuros profesores y 

profesores en activo (Tsamir et al., 2008) 

En torno al conocimiento sobre la enseñanza de la argumentación y la prueba, los 

estudios señalan que si bien el conocimiento de los profesores tiene debilidades (que suelen 

tener sus raíces en las limitaciones del conocimiento matemático de los profesores sobre la 

argumentación y la prueba), es posible mejorar este conocimiento. Monoyiou et al. (2006) 

examinaron la naturaleza de los conocimientos de maestros en ejercicio sobre prácticas 

pedagógicas, poniendo la atención en la evaluación de diferentes tipos de argumentos de 

estudiantes. En sus conclusiones destacaron que muchos maestros daban tanta validez a 

argumentos empíricos como a razonamientos válidos. Tsamir, Tirosh, Dreyfus, Barkai y 

Tabach (2008) realizaron un estudio con profesores de secundaria en ejercicio en el que 

compararon las respuestas de los participantes antes y después de un curso de desarrollo 

profesional de profesores de matemáticas. En el cuestionario se les pidió que debían sugerir 

tanto argumentos válidos como inválidos que pensaban que sus estudiantes darían a una 

colección de seis proposiciones. En sus conclusiones observaron que al final del curso los 

participantes mejoraron su habilidad para anticipar argumentos válidos e inválidos de sus 

estudiantes. Cirillo (2011) estudió de una manera más naturalista el desarrollo del 

conocimiento de un profesor de secundaria sobre la enseñanza de la argumentación y la 

prueba. En particular, documentó las experiencias en el aula de un profesor de matemáticas 

de secundaria principiante, con una sólida formación matemática, a través de sus primeros 

tres años de enseñanza de la prueba en una clase de geometría para jóvenes de 15 a 16 años. 

Con este estudio de caso, interpretativo y longitudinal, arrojó algo de luz sobre los desafíos 

a los que se enfrentan los profesores de secundaria al aprender a enseñar a probar (incluso 

cuando su conocimiento matemático no es un problema). 
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Por último, en relación con las creencias de los profesores relacionadas con la 

argumentación y la prueba, los estudios se han centrado mayoritariamente en los profesores 

de secundaria en activo y han examinado sus creencias sobre el lugar y los objetivos de la 

argumentación y la prueba en la matemática escolar (Chua et al, 2010; Dickerson y Doerr, 

2008). Un hallazgo clave de Chua et al. (2010) fue que, mientras que casi el 60% de los 

profesores en su estudio vieron el propósito de una justificación como una explicación, solo 

un maestro mencionó la convicción, que, generalmente, se reconoce como un propósito 

central de la prueba. Dickerson y Doerr (2008) encontraron que algunos profesores creían 

que uno de los principales propósitos de la prueba en las matemáticas escolares es el 

desarrollo de las habilidades de pensamiento de los estudiantes y que las pruebas que se 

desvían de la forma normal pueden socavar este propósito. 

Miyakawa y Herbst (2007) encontraron que los profesores de matemáticas de 

secundaria no siempre consideraron que una prueba era la mejor forma de convencer a los 

estudiantes sobre la verdad de un teorema. De hecho, los profesores valoraron más dedicar 

tiempo a otros tipos de argumentos (incluidos los empíricos) para cambiar el valor 

epistémico que el teorema tenía para los estudiantes. Estos hallazgos pueden ayudar a 

explicar algunas de las opciones pedagógicas de los maestros y las evaluaciones del trabajo 

de los estudiantes que mostraron Monoyiou et al. (2006): los profesores pueden privilegiar 

los tipos de argumentos que elevan el valor epistémico del teorema en lugar de las normas 

de funcionamiento de la prueba. Estos resultados ofrecen información sobre las 

concepciones erróneas de los estudiantes, relacionadas con el poder de una prueba para 

establecer de manera concluyente la verdad de un teorema (Fischbein y Kedem, 1982), e 

ilustran la tensión que puede existir entre la argumentación y la prueba (Duval, 1989, 1999, 

2003, 2016a, 2016b). 

Stylianides et al (2016) concluyen que:  

Se necesita más investigación sobre el desarrollo del conocimiento 

matemático de los profesores sobre argumentación y demostración, con 

intervenciones diseñadas teniendo explícitamente en cuenta la idea de que 

la enseñanza efectiva de las matemáticas requiere que los profesores no 

solo tengan buenos conocimientos matemáticos, sino también que sean 

capaces de utilizar de manera flexible ese conocimiento mientras apoyan el 

aprendizaje de los estudiantes (p. 342). 
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Recientemente, Hanna y Knipping (2020) analizan la evolución de las ideas sobre el 

papel de la prueba en la educación matemática desde 1980 a 2020, examinando en particular 

las contribuciones de la investigación, tanto teórica como empírica, a la enseñanza de la 

prueba matemática. Al hacerlo, describe algunos de los principales temas que han surgido 

en los últimos cuarenta años, principalmente en la filosofía de las matemáticas y en 

educación matemática. Comienza con el énfasis en la estructura axiomática de las 

matemáticas modernas en los años 1950-80 y la reacción en contra de muchos profesores 

que encontraban las nuevas Matemáticas demasiado abstractas y difíciles de enseñar. Ya en 

el período 1980-2000, analiza el declive de las teorías conductivistas del aprendizaje y la 

enseñanza en psicología y sus evidentes implicaciones en la investigación en educación 

matemática; la importancia y la influencia de los trabajos de Polya y Lakatos; las 

investigaciones de carácter epistemológico como la clasificación de las pruebas de los 

estudiantes en  Balacheff (1988), los esquemas de prueba de Harel y Sowder (1998), y los 

factores que influyen en la aceptación de una prueba por parte de matemáticos profesionales 

(Hanna, 1989) y sus implicaciones para la enseñanza (Hanna, 1990); el trabajo de Fischbein 

(1982, 1987, 1993) que contribuyó mucho a aclarar la relación entre el razonamiento en la 

vida cotidiana y el razonamiento matemático, que requiere un mayor grado de rigor.  

La mayor parte de las investigaciones empíricas sobre razonamiento y demostración en el 

periodo 1980-1990 se centran en evaluar las habilidades de razonamiento de los estudiantes 

y en determinar su capacidad de dominar la prueba matemática. Además, la investigación 

empírica sobre la prueba a nivel de pregrado ha crecido a un ritmo exponencial desde el 

comienzo de la década de 2000 (Hanna y Knipping, 2020, p. 8).  

 

Senk (1985), y más tarde Healy y Holes (2000), mostraron el bajo rendimiento de los 

estudiantes en la construcción de pruebas, concluyendo que muchos de ellos no eran capaces 

de diferenciar una prueba deductiva de una evidencia empírica y que, como consecuencia, 

usaban predominantemente argumentos empíricos en la construcción de pruebas. En relación 

con el período comprendido entre los años 2000-2020, afirman que los primeros años de este 

siglo vieron un aumento en el uso de la prueba en el aula de matemáticas, pero dejando claro 

que difieren en las interpretaciones de los objetivos, de la justificación y de la 

fundamentación de su enseñanza. Cada una de las interpretaciones se centra en diferentes 

cuestiones, enfatizando aspectos particulares de lo que es importante transmitir a los 

estudiantes sobre la prueba y probar, y qué características de la prueba contribuirán a la 
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mejora del aprendizaje. Por otro lado, señalan también que la disponibilidad de los entornos 

de geometría dinámica ha favorecido la realización de un gran número de trabajos de 

investigación en relación con sus efectos en la enseñanza geométrica en general y de la 

prueba en particular (de Villiers, 2004; Mariotti, 2014).  

Esta sección nos permite vislumbrar la complejidad del problema en cuestión y de la 

variedad de enfoques, modelos, constructos y marcos teóricos desarrollados para abordar la 

enseñanza y el aprendizaje de la prueba matemática.  

 

 

1.2. La visualización en los procesos de prueba 

 

La visualización desempeña un rol determinante para el desarrollo y tratamiento de 

otras actividades cognitivas y la construcción de conceptos matemáticos (Marmolejo et al., 

2020). La aparición de los entornos de geometría dinámica y el desarrollo de estudios sobre 

el funcionamiento de la mente propició el interés por el estudio de la visualización en los 

últimos decenios (Presmeg, 2006). Así, hay ahora un consenso sobre la importancia de la 

visualización en el estudio de las Matemáticas (Hershkowitz. 1989, 1990; Duval, 2003). Esta 

situación ha propiciado numerosas investigaciones sobre este tópico en función de: 

-  los tipos de visualización contemplados en la enseñanza de las matemáticas y su 

complejidad (Duval, 1995, 2004; Marmolejo y Vega, 2012)  

- el rol de la visualización en el desarrollo de actividades cognitivas (León, 2005; 

Torregosa et al., 2010), que analiza su relación con otras actividades cognitivas en el 

ámbito de la educación matemática (generalización, razonamiento deductivo, 

construcción o resolución de problemas) (León, 2005; Llinares y Torregrosa, 2017; 

Mesquita, 1989) 

- el papel de la visualización en la enseñanza de objetos matemáticos específicos 

(Outherd y Mitchelmore, 2000; Padilla, 1990) 

- cómo los profesores, los libros de texto y los entornos de geometría dinámica pueden 

promover su desarrollo (Duval, 1998; Warren y Cooper 2008). 

En nuestro trabajo adoptamos el concepto de visualización definido por Hershkowitz, 

Parzysz y Van Dormolen (1996) como “la transferencia de objetos, conceptos, fenómenos, 

procesos y sus representaciones a algún tipo de representación visual y viceversa. Esto 

incluye también la transferencia de un tipo de representación visual a otra” (p. 163). 
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Además, los objetos matemáticos no son accesibles a la percepción, por lo que se hace 

imprescindible su representación. Esta relación entre representados y representantes es 

abordada desde una perspectiva cognitiva por la Teoría de registros de representación 

semiótica de Raymond Duval (1995). En esta se define representación mental como el 

conjunto de imágenes y conceptualizaciones que un individuo puede tener sobre un objeto o 

situación; y representación semiótica como el conjunto de signos que son el medio de 

expresión de las representaciones mentales para hacerlas visibles. Por tanto, los sistemas de 

representación semiótica para el pensamiento matemático son esenciales, ya que no hay otras 

maneras de acceder a los objetos matemáticos, y estas representaciones semióticas son las 

que cada uno produce para expresar sus representaciones mentales (Font, 2000).  

Son muchas las formas de percibir y manejar las diferentes representaciones que 

permiten abordar los conceptos matemáticos. No obstante, la comprensión de las 

matemáticas requiere no confundir los objetos matemáticos con sus representaciones, pues 

esta confusión puede convertirse en un obstáculo para el aprendizaje (Dreher y Kuntze, 

2015). La didáctica de la geometría se ocupa en parte del uso adecuado de imágenes, dibujos 

o símbolos que tienen como misión principal facilitar la comprensión de los conceptos 

matemáticos. Son numerosas las investigaciones que tratan el análisis y estudio de las 

conexiones entre diferentes sistemas de representación (Arnal et al., 2016; Duval, 2006; 

Paraskevi y Gagatsis, 2014). En la misma línea, Duval (1995) señala que la construcción de 

los conceptos matemáticos depende de la capacidad de usar diferentes registros de sus 

representaciones semióticas. Dicho de otro modo, la asimilación conceptual de un objeto 

pasa necesariamente por la adquisición de una o más representaciones semióticas (Duval, 

1995, Godino y Batanero, 1994; D’Amore et al., 2015). Sin embargo, la conexión entre las 

representaciones no se produce de manera trivial, sino que requiere de una instrucción puesto 

que cada vez que se introduce a los estudiantes en una nueva representación, tienen que 

aprender cómo se utiliza y se interpreta en la comunidad matemática y en su aula de 

matemáticas. Además, estas interpretaciones pueden cambiar cuando cambia el contexto 

geométrico en el que tiene lugar la actividad matemática, por lo que se hace imprescindible 

el tratamiento adecuado de cada representación en el marco institucional en el que tiene lugar 

la actividad geométrica. 

Para Duval (1995), comprender los procesos cognitivos de visualización implica 

considerar la diferencia entre el concepto de figura y el de dibujo, puesto que hay que 

distinguir entre el objeto representado y su representación. Duval (2003) señala que una 
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figura asocia siempre dos tipos de representación: (1) una configuración de formas que 

constituye todo lo visual y (2) un enunciado que designa las propiedades que la 

configuración visual representa. Desde el punto de vista cognitivo, estos dos tipos de 

representaciones dependen de funcionamientos diferentes e independientes, de modo que su 

asociación resulta conflictiva pues predomina lo visual sobre las hipótesis codificadas en la 

configuración.  

Si se habla de figura, entendemos la imagen mental de un objeto físico; el dibujo es 

la representación gráfica de una figura en sentido amplio, ya sea sobre un papel, el ordenador 

o un modelo físico. Si una figura representa un objeto matemático, debe cumplir los 

siguientes requisitos: 

1. Ser una configuración, es decir, un conjunto de conjuntos de puntos con relaciones 

entre ellos que caracterizan la configuración. 

2. Estar ligada a alguna afirmación matemática que fije alguna propiedad representada 

por la configuración. (Quesada, 2014). 

Estos dos conceptos (dibujo y figura) están íntimamente relacionados en matemáticas  

por lo que en muchas ocasiones nos movemos inconscientemente entre ellos (Quesada, 

2014). 

También Laborde y Capponi (1994) y Gogou et al. (2020) destacan la necesidad de 

distinguir entre objeto geométrico y dibujo, y afirman que la enseñanza de la geometría 

ignora las relaciones existentes entre ambos. Por su parte, Fischbein (1993) denomina a las 

figuras geométricas conceptos figurales, porque tienen una doble naturaleza: conceptual y 

figural, pues una figura geométrica puede describirse a partir de sus propiedades 

intrínsecamente conceptuales. La figura es el objeto geométrico descrito por el texto que la 

define, una idea, una creación del espíritu, en tanto que el dibujo es una representación de 

este objeto (Parzysz, 1988). 

La importancia de las figuras y de sus representaciones, dibujos, radica en el hecho de 

que son un soporte intuitivo para desarrollar la actividad geométrica, es decir, permiten 

verificaciones subjetivas, ilustraciones de afirmaciones matemáticas, posibilitan el 

trabajo con afirmaciones matemáticas de manera sinóptica y permiten la exploración 

heurística de situaciones complejas (Quesada, 2014 p. 21).  

Duval (1995) señala:  

Por un lado, el aprendizaje de los objetos matemáticos no puede ser más 

que un aprendizaje conceptual, y por otro, sólo por medio de 
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representaciones semióticas es posible una actividad sobre los objetos 

matemáticos (p.38). 

 

La validación de propiedades geométricas es solo una de las muchas actividades que 

se plantean en un curso de geometría en cualquier nivel educativo. Los alumnos se enfrentan 

a tareas de construcción, clasificación, definición, problemas empíricos (cálculo de alguna 

magnitud), etc. En muchas de estas actividades, el enunciado suele ir acompañado de una 

representación cuyo rol determina el espacio de trabajo geométrico de la tarea y, por tanto, 

el tipo de respuesta que consideraremos válida. Pero como afirma Sánchez (2003), para tener 

acceso a una figura desde un punto de vista geométrico es necesario que la significación de 

algunos elementos de la figura y de algunas de sus relaciones sea establecida de antemano. 

La figura en sí misma no es suficiente para fijar las propiedades del objeto que se quiere 

representar en el dibujo; una mediana, por ejemplo, puede confundirse en algunas 

representaciones con una mediatriz o con una altura.  “En geometría no hay dibujo que se 

represente por sí mismo, es decir, no hay dibujo sin leyenda” (Duval, 1999, p. 159). 

Sin embargo, la diferenciación de este rol no se trata con suficiente claridad en la 

práctica educativa ni desde la perspectiva del diseño de la tarea ni, como consecuencia 

lógica, desde la perspectiva de los estudiantes. De manera que, la articulación entre lo que 

se observa visualmente en la configuración y las propiedades u objetos geométricos 

mencionados en el enunciado se ignora generalmente en las propuestas de enseñanza de la 

geometría en los niveles elementales. Tsamir et al. (2008) destacaron en un estudio con 

profesores de secundaria en ejercicio que muchos daban la misma validez a argumentos 

empíricos como a razonamientos válidos. La diferencia entre dibujo y figura en geometría 

no es clara ni a los alumnos ni a los profesores, que suponemos conocedores de esta 

diferencia (Santos et al. 2014). 

 

En este trabajo codificamos las imágenes, ilustraciones, tablas, esquemas, … 

siguiendo la codificación tradicional que consiste en utilizar la palabra “Figura” seguido del 

capítulo al que pertenece y, tras un punto, el orden que esta ocupa. Consideramos que este 

uso no da lugar a confusiones con el concepto de “figura” como imagen mental, que 

acabamos de tratar en los párrafos anteriores.  
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En el siguiente ejemplo se ilustra la dificultad a la que se enfrenta un estudiante ante 

una tarea en la que no se ha determinado claramente el rol de la representación gráfica que 

acompaña al enunciado. De manera que enunciado y representación incluyen características 

de distintos espacios de trabajo, lo que obviamente supone una dificultad, en muchos casos, 

insalvable. Únicamente el conocimiento a priori de las demandas del profesor, y una idea 

‘flexible’ del rigor, consiguen establecer las condiciones de una respuesta correcta.  

 

Ejemplo: Dos círculos son tangentes interiores como se muestra en la figura. Calcule 

los radios de ambos círculos. (Describa detalladamente su razonamiento). 

  

Figura 1.1 

Si entendemos la figura 1.1 como una representación con sus propiedades ancladas 

a las hipótesis que son explícitamente enunciadas, tenemos dos círculos tangentes interiores. 

En la misma podemos observar dos cuerdas del círculo tangente interior dibujadas a partir 

de unas líneas de puntos suspensivos, que se convierten también en cuerdas del círculo 

tangente exterior si les añadimos los segmentos representados esta vez por una línea 

continua. Los valores de dichos segmentos, 10 y 18, nos proporcionan la medida de las 

longitudes de dichos segmentos, aunque no se refieren a ninguna unidad de medida concreta. 

Si observamos lo que se distingue visualmente en la configuración que acompaña al 

enunciado, estas cuerdas parecen ser dos diámetros perpendiculares del círculo tangente 

exterior; esto implica que el punto de corte de ambos ‘diámetros’ es el centro de dicho círculo 

tangente exterior. Y, por tanto, que el centro del círculo tangente interior se halla en el 

diámetro que parte del punto de tangencia, ya que los centros de dos circunferencias 

tangentes entre sí están alineados con el punto de tangencia.    
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A continuación, se muestran posibles soluciones que muestran la necesaria 

articulación entre las propiedades que el enunciado de una tarea geométrica proporciona y 

lo que se distingue visualmente en la configuración que acompaña al enunciado: 

Si denotamos por R al radio de la circunferencia mayor y r al de la menor, a partir 

del teorema sobre la potencia de un punto respecto de una circunferencia, que establece que 

“para cualquier secante que pase por un punto P y corte a una circunferencia c en dos puntos 

A y B, el producto de distancias 𝑃𝐴̅̅ ̅̅ ·𝑃𝐵̅̅ ̅̅  es constante”, se puede dar la siguiente respuesta: 

 

 

Figura 1.2 

1. 𝑃𝐴̅̅ ̅̅  y 𝑃𝐵̅̅ ̅̅  son dos segmentos definidos en la misma recta que pasa por P y es 

secante al círculo tangente interior. 

2. 𝑃𝐴’̅̅ ̅̅̅ y 𝑃𝐵’̅̅ ̅̅̅ son dos segmentos definidos en la misma recta que pasa por P y es 

secante al círculo tangente interior. 

3. El teorema sobre la potencia de un punto respecto de una circunferencia nos 

permite afirmar que 𝑃𝐴̅̅ ̅̅ ·𝑃𝐵̅̅ ̅̅  =𝑃𝐴’̅̅ ̅̅̅·𝑃𝐵’̅̅ ̅̅̅. 

4. Si R es el radio del círculo tangente exterior, entonces por un lado 𝑃𝐴̅̅ ̅̅  = R – 10 y 

𝑃𝐵̅̅ ̅̅  = R – 10, y por otro, 𝑃𝐴’̅̅ ̅̅̅ = R y 𝑃𝐵’̅̅ ̅̅̅ = R – 18. 

5. Aplicando el teorema tenemos que (R – 10) · (R – 10) = R · (R – 18) 

6. R2 – 20R + 100 = R2 – 18R 

7. 100 = 2R 
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8. R = 50 

9. Si r es el radio del círculo tangente interior, 2r + 18 = 2R. 

10. r + 9 = 50 

11. r = 41. 

 

Si bien podemos aplicar la proposición a cualquier punto P, afirmar que 𝑃𝐴̅̅ ̅̅  = R - 10, 

𝑃𝐵̅̅ ̅̅  =R - 10, 𝑃𝐴’̅̅ ̅̅̅ = R y 𝑃𝐵’̅̅ ̅̅̅ = R - 18 ¡implica considerar que P es el centro de la circunferencia 

mayor! Y esto no se deduce de las hipótesis del enunciado. 

Mostramos a continuación otra posible respuesta: 

 

 

 

Figura 1.3 

1. 2r + 18 = 2R, lo que implica que r + 9 = R 

2. x2 + 92 = r2 

3. x + 10 = R, lo que implica que x = R – 10 

4. Si sustituimos 3 en 2 tenemos que (R – 10)2 + 81 = r2 

5. Si tenemos en cuenta que R = r + 9, entonces (r + 9 – 10)2 + 81= r2 

r2 – 2r + 1 + 81 = r2 

82 = 2r 

r = 41 e inmediatamente R = 41 + 9= 50 
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De nuevo, la afirmación 2R = 2r + 18 implica que la cuerda ‘vertical’ es un diámetro 

del círculo tangente exterior, esta asunción sería suficiente para asegurar que pasaría por el 

centro del círculo tangente interior ya que punto de tangencia y centros de los círculos 

tangentes están alineados. Por otro lado, la utilización del teorema de Pitágoras supone la 

perpendicularidad de dichas cuerdas secantes. Estas consideraciones se deducen del ‘dibujo’ 

pero no están ancladas al enunciado del problema, puesto que no hay ninguna afirmación 

sobre las ‘rectas secantes’. Y la afirmación x + 10 = R supone que la cuerda ‘horizontal’ es 

un diámetro. Esto incumple las características del estatus de las representaciones gráficas en 

la geometría deductiva, donde éstas sólo sirven de apoyo al razonamiento y nunca como 

objetos donde validar afirmaciones, que es una característica de la geometría elemental. 

Para la resolución de este problema en un contexto de geometría deductiva, las 

hipótesis no son suficientes y, en las distintas soluciones, es necesario suponer ciertas 

conjeturas sin demostración, bien relativas a las cuerdas dibujadas como diámetros de la 

circunferencia mayor, bien a la intersección de éstas en el centro del círculo tangente exterior 

o bien a su perpendicularidad como se muestra en la respuesta que transcribimos a 

continuación. 
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Figura 1.4 

En cualquier caso, no es posible dar una respuesta en el contexto de la geometría 

deductiva salvo si se realiza una verificación perceptiva, que no es propia del contexto en el 

que se plantea el problema.  

Una posible respuesta al porqué de esta ‘no distinción’ es que utilizamos enunciados 

con figuras ‘mudas’ porque deseamos aumentar el poder heurístico de la figura que se 

restaría al enunciar hipótesis que podrían dirigir el “conocimiento susceptible de ser 

utilizado” (Clemente y Llinares, 2015). Sin embargo, esta forma de proceder no es coherente 

con la exigencia a los alumnos de que no deben basar sus conjeturas en lo que parece que se 

cumple en la configuración inicial que acompaña a los enunciados (Torregrosa, 2017), 

característica básica de la geometría deductiva que pretendemos desarrollar en los alumnos 

de etapas secundarias. 

Los problemas empíricos en el contexto escolar no están sujetos a la organización 

discursiva específica de la prueba, por lo que para alcanzar la solución lo imprescindible es 

que las conjeturas utilizadas sean ciertas, y no se presta la debida atención a los 
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procedimientos de validación utilizados. Este es un problema recurrente en Geometría: la 

imposibilidad de validar deductivamente propiedades que son visualmente evidentes y 

necesarias para la resolución de los problemas. Esta práctica, lógica desde el punto de vista 

de la economía del lenguaje, supone una barrera para la comprensión del funcionamiento 

específico de la prueba matemática, ya que estos procedimientos, que son permitidos en 

contextos de resolución de problemas empíricos, se prohíben cuando la demanda es probar 

una propiedad geométrica.  

Esto supone una barrera para la comprensión de la prueba matemática pues, si en 

determinados contextos como la resolución de problemas empíricos se aceptan conjeturas 

sin demostración, ¿por qué en otros, como los problemas de probar, no se aceptan?  

La investigación en torno al tratamiento de actividades cognitivas evidencia un alto 

interés en los vínculos visualización-razonamiento deductivo. Es necesario pues la 

realización de nuevos estudios que amplíen la comprensión de cómo la visualización 

favorece u obstaculiza la resolución de problemas y la argumentación, asimismo que 

evidencien pautas para su promoción y establezcan dificultades, errores y obstáculos tanto 

en educadores como en estudiantes. 

 

 

1.3. La prueba matemática en estudiantes de secundaria. 

 

La enseñanza de la prueba en la etapa secundaria obliga inicialmente a descubrir y 

tener en cuenta la racionalidad de los alumnos, saber cómo funciona y cómo puede 

evolucionar; porque es a partir de esta racionalidad, en pro o en contra de ella, que los 

alumnos construirán el sentido de la demostración (Balacheff, 2000). Probar es una actividad 

característica del quehacer matemático, pero también una actividad que marca diferencias 

sustanciales entre la matemática y el pensamiento ordinario, y las prácticas de la vida 

cotidiana (Mariotti, 1998). Esta afirmación es especialmente importante en el ámbito de la 

Educación Matemática pues ésta pretende armonizar la intuición y la teoría. Por tanto, se 

hace necesario tener en mente los posibles obstáculos: no hay nada más peligroso para el 

aprendizaje de la matemática que soslayar las discrepancias entre el pensamiento 

espontáneo, o el sentido común, y el pensamiento matemático (Mariotti y Fischbein, 1997). 

La literatura en torno al razonamiento en contexto geométrico es muy extensa; la 

mayoría de investigaciones sobre la enseñanza y el aprendizaje de la demostración se han 
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realizado en el dominio de la geometría euclidiana. Todas ellas ponen de manifiesto la 

complejidad de la transición que el estudiante de geometría ha de realizar, desde las primeras 

aproximaciones al trabajo geométrico en un contexto real con objetos ‘reales’ y 

procedimientos de verificación asociados a la intuición o al uso de instrumentos de medida, 

hasta la geometría formal, donde los objetos matemáticos tienen una entidad independiente 

de su existencia, real o no, y los procedimientos de verificación son los propios de la 

deducción formal en un conjunto de axiomas completo. Un ejemplo que pone de manifiesto 

la complejidad de este problema didáctico lo muestra el trabajo de Haverhals (2011) en un 

estudio de caso cualitativo con nueve estudiantes de pregrado y con entrevistas quincenales 

durante un año académico, en el que se pidió a los estudiantes que completaran, evaluaran o 

discutieran pruebas matemáticas. La finalidad del estudio era identificar, si los hay, caminos 

que recorren los estudiantes mientras aprenden a demostrar. Desafortunadamente, los datos 

de este estudio no pudieron mostrar ninguna ruta identificable que fuera común a todos los 

participantes.  

Ndemo, Mtetwa y Zindi (2018, 2019) afirman que la noción de prueba matemática 

no ha logrado impregnar el plan de estudios en todos los niveles. Si bien la prueba 

matemática puede servir como vehículo para desarrollar el pensamiento matemático, los 

estudios han revelado que los estudiantes experimentan serias dificultades para demostrar, 

tales como (a) no saber cómo comenzar el proceso de prueba, (b) utilizar verificaciones 

empíricas para tareas que requieren métodos axiomáticos de prueba, o (c) recurrir a la 

memorización de fragmentos descoordinados de hechos probatorios. También destacan que, 

aunque se han realizado varios estudios con el objetivo de abordar la frágil comprensión de 

la prueba matemática, la mayoría de estos se han basado en actividades que demandan de 

los estudiantes reflexionar y expresar su nivel de convencimiento sobre argumentos 

aportados por los investigadores. Afirman, pues, que hay escasez de estudios de 

investigación sobre los procesos de pensamiento de los estudiantes en torno a la prueba 

matemática basados en los propios intentos de prueba de los estudiantes, por lo que sugieren 

que las investigaciones actuales deben tener como objetivo identificar elementos críticos del 

conocimiento de la noción de prueba que sean extraídos de intentos reales de construcción 

de pruebas por parte de estudiantes.  

Sobre las concepciones de los estudiantes de secundaria acerca de la demanda de una 

prueba matemática, Kunimune et al. (2010) informan de resultados que indican que hasta el 

80% de los estudiantes de secundaria inferior pueden continuar considerando que las 
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verificaciones experimentales son suficientes para demostrar que los enunciados 

geométricos son verdaderos, incluso cuando, al mismo tiempo, están aprendiendo que se 

requiere una prueba para demostrar que los enunciados geométricos son verdaderos. Sus 

resultados sugieren que prestar más atención al tema de la generalidad de la prueba puede 

afectar las creencias de los estudiantes sobre la verificación experimental y hacer que la 

prueba deductiva sea significativa para ellos. 

Señalamos, a continuación, algunas de las clasificaciones más relevantes de las 

demostraciones de aprendices que se han obtenido en investigaciones en el área de la 

Didáctica de la Matemática. A partir del análisis de respuestas de estudiantes de 14 y 15 años 

a problemas de demostrar, Bell (1976) elabora unas categorías cuyo primer nivel viene dado 

por las categorías empírica (basada en el uso de ejemplos) y deductiva (relacionada con el 

uso de la deducción para conectar las hipótesis con la tesis). A su vez, estas categorías se 

ven divididas en función de la corrección y completitud de los ejemplos utilizados en el caso 

de las demostraciones empíricas, y en función de la ‘calidad’ de la conexión de los datos con 

las conclusiones en el caso de las demostraciones deductivas. Balacheff (1988) denomina 

pruebas pragmáticas a las pruebas que recurren a la acción o a la ostensión, y llama pruebas 

intelectuales a las pruebas que, separándose de la acción, se apoyan en formulaciones de las 

propiedades en juego y de sus relaciones. Boero et al. (1996) construyen la noción de unidad 

cognitiva de teoremas. Sugieren que la construcción de la demostración involucra un proceso 

continuo, en términos cognitivos, en el que se pasa por varias etapas de una manera no 

necesariamente lineal. Estas etapas comienzan con una exploración de una situación dada. 

Tras la observación se produce una conjetura o el planteamiento de una propiedad. En busca 

de una justificación al respecto, se realiza otra exploración. Y se termina encadenando 

argumentos que permitan demostrar (validar o justificar) la propiedad observada. Según 

estos autores, 

La actividad completa ejecutada por los estudiantes comparte muchos aspectos con el 

trabajo de los matemáticos cuando producen conjeturas y pruebas en algunos campos 

matemáticos (Boero et al., 1996, p. 126). 

Algunos autores se centran en el aspecto de constructo social de la justificación: lo 

que constituye una demostración depende del contexto matemático y cultural en el que uno 

está trabajando (Mariotti, 2006). El aprendizaje de la demostración se ve como una práctica 

sociocultural que se lleva a cabo y se condiciona por la comunidad en la que se inscribe (J. 

Fiallo y otros, 2013). Otros, Harel y Sowder (1998), se centran en asuntos cognitivos 
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referidos a los esquemas de demostración. Definen esquema de demostración como lo que 

permite asegurarse (en el sentido de eliminar sus dudas acerca de la veracidad de una 

afirmación matemática) y persuadir (con el objetivo de eliminar las dudas de otros sobre 

dicha afirmación). Este concepto les permite extraer un conjunto de categorías de 

demostraciones externas, empíricas y analíticas que amplía la clasificación de pruebas 

realizada por Balacheff (1988).  

Estas clasificaciones han sido posteriormente completadas por Marrades y Gutiérrez 

(2000) e Ibañes (2001). Así, en el grupo de esquemas de convicción externa, donde la certeza 

y la persuasión se consiguen mediante elementos ajenos al razonamiento, distinguen 

esquemas autoritarios (si se basan en que quien lo dice es una autoridad), simbólicos 

(basados en la manipulación matemática) o rituales (si se sustentan en que lo afirmado tiene 

la apariencia de una demostración). En el conjunto de esquemas empíricos hablan de 

esquemas experimentales, cuando la certeza se obtiene por medio de percepciones o 

manipulaciones físicas directas, o inductivos, cuando se consigue por medio de 

comprobaciones cuantitativas de casos concretos. Por último, el grupo de esquemas de 

prueba analíticos, donde la certeza se obtiene por medio del razonamiento deductivo, lo 

dividen en esquemas transformacionales (si se hace uso de transformaciones de elementos 

o imágenes por medio de la deducción lógica) y axiomáticos (si se basa en la aplicación del 

razonamiento deductivo a partir de axiomas y otros resultados ya demostrados).  

Ibañes aporta una importante novedad al concepto de esquema de prueba. Según sus 

investigaciones, los alumnos no poseen un único esquema de demostración, sino que razonan 

influenciados por varios de ellos, y utilizan uno u otro en función de la actividad a realizar. 

Ören (2007) identifica el uso de esquemas de prueba de los estudiantes de décimo grado en 

preguntas de geometría, utilizando como marco para categorizar las respuestas de los 

estudiantes los esquemas de prueba de Harel y Sowder (1998). Los resultados revelaron que 

los estudiantes utilizaron esquemas de prueba de base externa y esquemas de prueba 

empírica significativamente más que los esquemas de prueba analítica. Sen y Guler (2015) 

examinan las habilidades de realización de pruebas de estudiantes de séptimo grado de 

secundaria utilizando esquemas de prueba. Como resultado del estudio, se vio que las 

pruebas producidas por los estudiantes generalmente se encontraban en esquemas de prueba 

externa y empírica. Estos resultados concuerdan con los obtenidos por Prior y Torregrosa 

(2013) acerca de los comportamientos observados en alumnos que resuelven problemas 
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geométricos de probar.   Recientemente, A partir del análisis de los datos recopilados de 85 

estudiantes de secundaria (14-15 años), Kanellos et al. (2018) proponen una aplicación 

ampliada y enriquecida de la taxonomía de los esquemas de prueba de Harel y Sowder que 

se puede utilizar como una herramienta de diagnóstico para caracterizar el aprendizaje de la 

prueba de los estudiantes de secundaria. En su estudio evidencian la presencia de seis de los 

siete esquemas de prueba, así como otras ocho combinaciones de los seis observados. 

Afirman que un uso dinámico de la taxonomía de los esquemas de prueba que abarca 

esquemas de prueba únicos y combinados es una potente herramienta teórica y pedagógica 

para representar la competencia multifacética y en evolución de los estudiantes. En esta 

línea, Lee (2016) afirma que, aunque la clasificación de los esquemas de prueba de los 

estudiantes ofrece información, faltan estudios que detallen mejor la progresión de los 

mismos, y apenas se han examinado esquemas de prueba que involucran contraejemplos. En 

su trabajo, examinó los esquemas de prueba de los estudiantes a través de ejemplos y 

contraejemplos. A partir de pruebas construidas por estudiantes de secundaria de Singapur 

de 14 a 15 años de edad, clasificó los esquemas de Construcción de prueba por deducción y 

Construcción de prueba por contraejemplo. El primero consta de siete niveles, que van desde 

inferencias irrelevantes hasta pruebas deductivas utilizando representaciones formales. El 

último consta de seis niveles, que abarcan desde inferencias irrelevantes hasta la 

construcción de un conjunto general de contraejemplos.   

Ahmadpour, Reid y Fadaee (2019) presentan un modelo para describir el crecimiento 

de la comprensión de los estudiantes al leer una prueba. El modelo se compone de dos 

caminos principales. Uno se centra en tomar conciencia de la estructura deductiva de la 

prueba, es decir, comprender la prueba a nivel semántico. La generalización, la abstracción 

y la formalización son las transiciones más importantes en este camino. El otro camino se 

centra en la forma superficial de la prueba y el uso de representaciones simbólicas. Al final 

de este, los estudiantes comprenden cómo y por qué los cálculos simbólicos establecen 

formalmente una afirmación a nivel sintáctico. Stylianides (2019) explica que, aunque 

investigaciones anteriores han mostrado que muchos estudiantes de secundaria no logran 

construir argumentos que cumplan con el estándar de prueba en matemáticas, estas solo han 

considerado las producciones escritas de los estudiantes. Indica que la consideración de las 

producciones orales de los estudiantes podría ofrecer una imagen menos desfavorable de la 

competencia de los estudiantes que producen pruebas matemáticas. Un estudio realizado en 
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dos aulas de matemáticas de secundaria (de 14 a 15 años) corrobora dicha hipótesis, según 

el autor. 

 

1.4 La prueba matemática y el contexto institucional 

 

Un aspecto interesante en la definición de esquema de demostración es la 

consideración explícita de una comunidad como unidad de elaboración de demostraciones, 

ya que para ello es necesario que los individuos que la integran se pongan de acuerdo en 

aspectos cruciales como: qué es demostrar, cómo se demuestra una afirmación matemática 

y qué características debe poseer un argumento para ser reconocido como una demostración 

válida. Aspectos que, como hemos mencionado anteriormente, son preguntas en las que se 

apoyan muchas de las recientes investigaciones sobre los procesos de prueba y 

argumentación. Desde este punto de vista, la actividad de producir una demostración es una 

práctica cuyas características dependen del ámbito institucional donde se lleva a cabo.  

La explicación de numerosas incongruencias y errores reiterados por parte de los 

estudiantes, […], se encuentra en una incomprensión entre profesores y alumnos, los cuales 

hablan y razonan en diferentes niveles” (Jaime, 1998 p. 26). Para Godino y Recio (2001), un 

contexto o marco institucional es un punto de vista local o una perspectiva sobre una 

problemática determinada, caracterizada por el uso de recursos expresivos e instrumentales 

propios, así como por hábitos y normas específicas de comportamiento. Particularmente, en 

relación con la demostración, distinguen los siguientes contextos institucionales: lógica y 

fundamentos de las matemáticas, matemática profesional, vida cotidiana, ciencias 

experimentales, y enseñanza de las matemáticas.  En este último contexto, el escolar, y 

cuando nos referimos a la validación de afirmaciones, los teoremas matemáticos son 

necesariamente verdaderos, tanto en la clase de matemáticas de los niveles de enseñanza 

primaria y secundaria, como, generalmente, en el nivel universitario. Pero las 

argumentaciones que establecen esa verdad son, en el mejor de los casos, argumentaciones 

deductivas informales, con frecuencia argumentaciones no deductivas, o incluso 

argumentaciones basadas en criterios externos de autoridad. Hemmi (2006) investigó el 

aprendizaje de la prueba en estudiantes de pregrado considerando la noción de comunidad 

de práctica, que consiste en sus instructores, sus compañeros y el entorno universitario. En 

opinión de Schuck (2003) hay que animar a los estudiantes a formar comunidades 
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matemáticas y a usar la lógica y la evidencia matemática como verificación, evitando aceptar 

al profesor y el libro de texto como únicas autoridades.  

Así, Godino y Recio (2001) afirman:  

Creemos que los estudios sobre la demostración en educación matemática 

deben enmarcarse dentro de la problemática más amplia de la evaluación 

y desarrollo de las distintas prácticas argumentativas en diversos contextos 

institucionales. Sólo de esta manera seremos sensibles a las distintas 

modalidades de demostración, de sus condiciones de desarrollo, los papeles 

que desempeñan en los distintos contextos institucionales y las relaciones 

entre las mismas (p. 406). 

 

Interesados por los problemas didácticos involucrados en los procesos de validación 

de proposiciones matemáticas, es necesario considerar que no hay un concepto de 

demostración sino diversos, tanto desde el punto de vista subjetivo como institucional 

(Godino y Batanero, 1994). Esta variedad de funciones y significados del concepto de 

demostración ha sido ampliamente tratada. Así, se reconoce a la demostración, entre otras, 

las funciones o significados de:  

- Verificación: validar o justificar una afirmación aportando razones o argumentos 

(Godino y Recio, 1997). 

- Explicación: se considera que una prueba explica cuando proporciona información 

sobre por qué la proposición enunciada es cierta (Hanna y Jahnke, 1996). 

- Comunicación: Schoenfeld (1994) considera la demostración como esencial del 

hacer, comunicar y dejar constancia del conocimiento matemático, y Hanna y Jahnke 

(1996) la relaciona con el proceso social requerido para la aceptación de una 

demostración dentro de una comunidad matemática. 

- Sistematización: el proceso que permite la organización de resultados en un sistema 

deductivo de axiomas y teoremas (de Villiers, 1990). 

 

En su investigación, Recio y Godino (2001), estudian esquemas de prueba 

matemática de estudiantes que inician sus estudios en la Universidad de Córdoba (España), 

y relacionan estos esquemas con los significados de la prueba matemática en diferentes 

contextos institucionales: vida cotidiana, ciencias experimentales, matemática profesional, 

lógica y fundamentos de las matemáticas. La principal conclusión de su investigación es la 
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dificultad de la prueba matemática deductiva para estos estudiantes. Además, sugieren que 

los diferentes significados institucionales de la prueba podrían ayudar a explicar esta 

dificultad. 

En nuestra investigación, para al análisis del contexto en que tiene lugar la resolución 

de problemas de probar geométricos, se han tenido en cuenta las nociones que Houdement 

y Kuzniak (2003, 2006) han desarrollado en torno a la idea de contexto institucional en el 

que se desarrolla la actividad matemática. Construyen el concepto de espacio de trabajo 

geométrico (ETG) con el que pretenden comprender lo que, desde el punto de vista 

didáctico, se pone en juego alrededor del trabajo matemático en un contexto geométrico 

escolar. En sus investigaciones describen tres paradigmas geométricos: Geometría Natural, 

Geometría Axiomática Natural y Geometría Axiomática Formal, que desarrollaremos con 

detalle en el capítulo dedicado al marco conceptual; y tres Espacios de Trabajo Geométrico: 

de referencia, idóneo y personal, diseñados por y para el resolutor, articulando esta división 

en dos planos en relación a diferencias epistemológicas (con respecto a los contenidos 

matemáticos) y cognitivas (que conciernen al pensamiento del sujeto que resuelve tareas 

geométricas). 

La demostración adquiere unas características propias en cada uno de los paradigmas 

geométricos mencionados. Así, en la Geometría natural las pruebas pueden apoyarse en 

dibujos u observaciones realizadas con el uso de instrumentos de medida; en la Geometría 

axiomática natural las demostraciones se basan en las leyes hipotético-deductivas de un 

sistema axiomático que puede ser incompleto, incluso no explícito, pero ligado a la intuición; 

y, por último, en la Geometría axiomática formal la demostración se realiza exclusivamente 

a través del sistema axiomático completo y desligado del espacio físico del modelo 

geométrico subyacente.  

 

Las ideas sobre el espacio de trabajo geométrico aportan luz a la relación, básica en 

toda interacción educativa, que se establece entre el contenido, el alumno y el profesor, para 

explicar la complejidad que encierra la actividad geométrica a lo largo de la enseñanza no 

universitaria. Es fácil observar, especialmente en la etapa secundaria, tareas en las que 

cohabitan características de los dos primeros paradigmas descritos. De hecho, esta es una de 

las dificultades a las que se enfrentan alumnos y profesores cuando se plantea una tarea 

geométrica: que la respuesta que el alumno proporciona y la que el profesor espera se den 

en el mismo espacio de trabajo geométrico (Kuzniak, 2011).  
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Y es que, aunque el término Geometría está presente en todos los currículos 

matemáticos desde la etapa infantil hasta la enseñanza secundaria, e incluso en determinados 

programas universitarios, obviamente no tiene el mismo significado. La enseñanza de la 

geometría durante el período no universitario se centra en los dos primeros paradigmas 

geométricos y en el tránsito desde la Geometría Natural, propia de la etapa Primaria, hasta 

la Geometría Axiomática Natural, que se pretende alcanzar durante la etapa Secundaria. Es 

decir, se trata de abordar la aparición de la deducción, que permite la transición desde el 

ver al conocer (Parzysz, 1988). 

El desarrollo de pruebas geométricas a través de la resolución de problemas ha sido 

tradicionalmente el contexto matemático sobre el que los estudiantes han transitado desde 

las primeras justificaciones empíricas hasta la deducción formal. Sin embargo, tal y como 

muestran distintos estudios, el porcentaje de estudiantes que realizan con éxito esta 

transición es realmente bajo. Así, Gaud y Guichard (1984) constatan un fracaso generalizado 

respecto a la capacidad de los alumnos de 15-16 años para formular una demostración, 

particularmente en contexto geométrico. Senk (1985) dio como resultado que, de 2699 

graduados de secundaria, el 85% no domina la formulación de una demostración. Incluso 

con alumnos de nivel universitario, Jones (2000) afirma que, si bien la demostración ocupa 

un lugar central dentro de las clases de Matemáticas en la universidad, muchos estudiantes 

pueden concluir sus estudios teniendo una percepción incompleta de qué constituye una 

prueba y cómo pueden estas desarrollarse. Stylianides y Stylianides (2018) analizaron las 

dificultades persistentes de los estudiantes que aprenden a probar. Muchos de los estudios 

presentados al PME en la pasada década ilustran que “aprender a probar, incluso en los 

niveles superiores, continúa siendo un desafío persistente para los estudiantes” (Styllianides 

et al, 2016 p. 327). Se hace pues necesario que se aborden, desde diferentes perspectivas, las 

dificultades que impiden a una mayoría de estudiantes comprender y dominar la deducción 

formal matemática, que se realicen análisis que permitan entender los procesos mentales 

involucrados en el razonamiento geométrico, y que se desarrollen modelos que ayuden al 

profesor a interpretar dichas dificultades y a articular respuestas que ayuden a superarlas. En 

esta problemática de investigación enmarcamos nuestro estudio.  
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2. MARCO CONCEPTUAL 
 

Nuestro estudio se enmarca dentro de la agenda de investigación que se centra en la 

caracterización de los procesos cognitivos que ponen de manifiesto los estudiantes cuando 

resuelven problemas de geometría acerca de la demostración matemática y sus diferentes 

desarrollos. Nuestra aproximación pone de relieve la importancia dada a la relación entre lo 

visual y lo analítico tanto en el estudio de los procesos de resolución de problemas de 

geometría como para el desarrollo de las pruebas matemáticas. 

 

Este trabajo se desarrolla en dos fases. En la primera, el objetivo es caracterizar a 

partir del modelo teórico de razonamiento configural desarrollado por Torregrosa, Quesada 

y Penalva (2010) las respuestas de estudiantes de últimos cursos de Educación Secundaria 

Obligatoria. La segunda etapa es consecuencia de la necesidad de encontrar una explicación 

a una mayor diversidad de comportamientos en los estudiantes de educación secundaria que 

la encontrada en los estudios previos con estudiantes universitarios. Esta búsqueda nos llevó 

a poner el foco de atención en el contexto en el que se desarrolla la actividad matemática. 
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Para ello usamos la noción de espacio de trabajo geométrico que describen Houdement y 

Kuzniak (1999, 2003, 2006), un marco teórico con el que caracterizar el contexto en el que 

se resuelve una tarea geométrica. Es decir, la consideración de los objetos geométricos como 

entidades reales o ideales, los procedimientos de validación aceptados, el rol de las imágenes 

que acompañan el enunciado o la demanda de la tarea, entre otros.   

El aprendizaje de la geometría puede analizarse desde tres puntos de vista, 

considerando las nociones y conceptos geométricos, las modalidades de su presentación y 

las actividades que se propone desarrollar (Guzmán, 2009). Duval (1998) indica tres 

procesos cognitivos involucrados en la actividad geométrica: 

1. Procesos de visualización, para la ilustración de proposiciones, para la exploración 

heurística de una situación, para echar un vistazo sinóptico sobre la situación o para 

una verificación subjetiva. 

2. Procesos de construcción mediante herramientas, de modo que la construcción de 

configuraciones sirve como un modelo en el que la acción sobre los representantes y 

los resultados observados se relacionan con los objetos matemáticos que estos 

representan. 

3. Procesos de razonamiento en su relación con los procesos discursivos para la 

extensión del conocimiento, para la demostración, para la explicación. 

 

Nuestro estudio, basado en el análisis de respuestas a problemas de demostración de 

propiedades, dirige la atención a los procesos de visualización y a los procesos de 

razonamiento.  

 

2.1 Procesos de visualización en la actividad geométrica 

 

Nuestro marco teórico para los procesos de visualización que se desarrollan en la 

actividad geométrica se fundamenta en la teoría cognitiva de Duval y los estudios de 

Torregrosa y Quesada (2007) y Torregrosa, Quesada y Penalva (2010). La visualización en 

geometría implica, necesariamente, al menos uno de los tres cambios acerca de lo que se ve 

en una figura: cambio dimensional, cambio figural y cambio de anclaje (Duval, 1998; 2017). 

  

 Cambio dimensional. Una configuración 3D/2D -una representación en el plano de 

un objeto tridimensional- o 2D/2D -la representación en el plano de un objeto 
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bidimensional- está formada por subconfiguraciones de dimensión inferior. Al 

movimiento interno que permite visualizar estas configuraciones constituyentes lo 

denominamos cambio dimensional. Es un proceso cognitivo básico de la manera 

como uno ve una figura y está en el centro de la mirada geométrica sobre las figuras. 

En la figura 2.1, 

  

 

Figura 2.1 

el cambio dimensional nos permite identificar puntos (0D) como U, segmentos (1D) 

como AB o rectángulos (2D) como el rectángulo sombreado de vértices UB. 

  

 Cambio de anclaje. Es la asociación entre una configuración y una afirmación 

matemática. En función de la dirección de dicha asociación hablaremos de visual-

discursivo o discursivo-visual. 

  

 Cambio figural. Si se añade o quita algún elemento a la configuración inicial o se 

reconfigura dicha configuración inicial, manipulando las subconfiguraciones como 

piezas de un puzzle, hablamos de cambio figural. 

  

De acuerdo con las características de la acción realizada por el sujeto sobre una 

configuración, se pueden distinguir tres tipos de aprehensión, entendidos como distintas 

formas de ver una figura, relacionados con la visualización que caracterizamos como sigue: 

  

2.1.1.  Aprehensión Perceptiva 

La aprehensión perceptiva se caracteriza por la identificación simple de una 

configuración. Es aquella que permite identificar o reconocer una forma o un objeto 

matemático. 

Es la primera en ser usada a lo largo de toda la etapa educativa y también la primera 

en aparecer en el desarrollo cognitivo del alumno (Duval, 1998). Para Duval, “la aprehensión 
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perceptiva tiene la función epistemológica de identificación de los objetos en dos o tres 

dimensiones. Esto es hecho por procesos cognitivos efectuados automáticamente, y así, de 

forma inconsciente” (Duval, 1994, p.124) Por ejemplo, 

 

 

 

Figura 2.2 

la configuración anterior puede ser vista como el tejado de una casa, como la parte superior 

de una mesa, como cuatro rayas dibujadas en el papel, como la representación (el dibujo) de 

una figura geométrica (objeto mental), etc. 

 

2.1.2.   Aprehensión Discursiva 

La aprehensión discursiva es la acción que produce una asociación de la 

configuración identificada con afirmaciones matemáticas (definiciones, teoremas, axiomas, 

...). Es la puerta de entrada matemática a la figura (Duval, 1998). Dicha asociación puede 

realizarse de dos maneras según el sentido de la transferencia realizada. Los dos sentidos de 

la transferencia implican lo que se llama cambio de anclaje: 

a) Del anclaje visual al anclaje discursivo (aprehensión discursiva con cambio de 

anclaje de visual a discursivo, aprehensión visual-discursiva) 

Al dibujo de la Figura 3 se le pueden asociar distintas afirmaciones matemáticas: 

 

Figura 2.3 

El observador debe haber identificado en la configuración de la figura 3 lo que 

caracteriza a cada una de las afirmaciones. Lo que supone la principal diferencia con respecto 

a la aprehensión perceptiva descrita anteriormente. 

b) Del anclaje discursivo al anclaje visual (aprehensión discursiva con cambio de 

anclaje de discursivo a visual, aprehensión discursiva-visual) 
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Ante la afirmación “ABCD es un paralelogramo”, el observador es capaz de realizar 

una configuración que refleja alguna de las características de los paralelogramos. Esta no 

tiene por qué ser la misma para todos los observadores. De igual modo, las afirmaciones 

matemáticas que podemos asociar a las distintas configuraciones no han de coincidir 

necesariamente (como se da en el caso de la equivalencia de caracterizaciones-definiciones). 

Por ejemplo, (Figura 4) 

Figura 2.4 

2.1.3.   Aprehensión Operativa 

La aprehensión operativa se produce cuando, para resolver un problema geométrico, 

el resolutor realiza alguna modificación física o mental de la configuración inicial. Esta 

“manera de ver” una figura va en contra de la percepción común y requiere la deconstrucción 

dimensional de las formas. Además, es totalmente independiente de la base de 

conocimientos del resolutor, pues no está subordinada a un conocimiento de propiedades 

geométricas (Duval, 2016a). Si bien en estudios anteriores (Prior y Torregrosa, 2013) hemos 

considerado los dos tipos de aprehensión operativa que describe Duval (1998), consideramos 

que es conveniente separar la acción de quitar, que implica identificar en la configuración 

inicial alguna subconfiguración y descartar el resto de elementos, de la acción añadir un 

nuevo elemento. Por tanto, dependiendo de la modificación producida, hemos distinguido 

tres tipos de aprehensión operativa:  

 

2.1.3.1. Aprehensión operativa de identificación (AOi).  

Se da cuando el resolutor selecciona una subconfiguración, eliminando, aunque sea 

mentalmente, el resto de los elementos geométricos de la configuración inicial. Por 



2. Marco conceptual  Juan Prior Martínez 

60 

 

ejemplo, en el siguiente enunciado: “Sobre una circunferencia de centro O, marca 

tres puntos A, B, C. La circunferencia de diámetro [BC] interseca a (AB) en I. Sea 

D el punto medio de [AB]. Probar que las líneas rectas (OD) y (CI) son paralelas”. 

 

Figura 2.5 

Una solución consiste en identificar la subconfiguración formada por la 

circunferencia de diámetro [BC] con el triángulo BCI para deducir la 

perpendicularidad de (CI) y (AB), (Figura 2.6). 

  

Figura 2.6 

Por otro lado, identificar la subconfiguración que forman la circunferencia de centro 

O, el segmento (AB) con su punto medio y la recta (OD), nos permitirá deducir la 

perpendicularidad de (OD) y (AB), (Figura 2.7). 
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Figura 2.7 

(CI) y (OD) son perpendiculares a (AB) de lo que se sigue la tesis solicitada. En 

ambos casos, todos los elementos de las subconfiguraciones pertinentes para la 

resolución del problema están presentes en la configuración inicial. El resolutor 

debe distinguir, de entre todas las subconfiguraciones posibles, aquellas que 

facilitan la resolución del problema, sin añadir nuevos elementos a la configuración 

inicial. 

 

2.1.3.2. Aprehensión operativa de cambio figural (AOcf).  

Se da cuando el resolutor añade algún elemento geométrico a la configuración 

inicial. Por ejemplo, el siguiente problema “Calcular el área de la figura sombreada” 

(formada por dos circunferencias concéntricas), teniendo en cuenta que la longitud 

de la cuerda tangente a la circunferencia interior mide 10 cm”, (Figura 2.8). 
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Figura 2.8 

Una posible solución pasa por introducir nuevos elementos geométricos en la 

configuración inicial: el radio de la circunferencia interior que une su centro con el 

punto de tangencia de la cuerda (r) y el radio de la circunferencia exterior que une 

su centro con uno de los puntos en los que la cuerda interseca a dicha circunferencia 

exterior (R), (Figura 2.9). 

 

Figura 2.9 

El triángulo rectángulo que forman los radios y la mitad de la cuerda nos permite 

calcular el área pedida:  

Asombreada = πR2 - πr2 = π(R2- r2) 

Aplicando el teorema de Pitágoras al triángulo rectángulo obtenido, R2 = r2 + 52 , 

tenemos que R2- r2=25, por lo que el área pedida es Asombreada=π 25. 
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Al proceso de introducir uno o varios elementos en la configuración inicial, en este 

caso los radios de las circunferencias concéntricas, es a lo que llamamos 

aprehensión operativa de cambio figural. 

  

2.1.3.3. Aprehensión operativa de reconfiguración (AOr).  

Se produce cuando el resolutor manipula las subconfiguraciones iniciales 

moviéndolas como si fueran piezas de un puzzle. 

A continuación, en la Figura 10, mostramos una prueba del Teorema de Pitágoras, 

realizada por Bhaskara (s.XII), donde se pone de manifiesto la aprehensión 

operativa de reconfiguración. En esta prueba aparecen las siguientes 

configuraciones: 

 

Figura 2.10, obtenida del libro Proofs Without Words, Roger Nelsen, 1993, p.4 

 

El triángulo rectángulo inicial se incluye en una configuración más amplia, un 

cuadrado de lado c (Figura 2.11). 

  

Figura 2.11 

 

  

A continuación, se modifica la configuración moviendo las subconfiguraciones 

bidimensionales, cuatro triángulos rectángulos congruentes con el triángulo inicial 
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y un cuadrado central de lado (b-a), como si fueran piezas de un puzzle, para 

obtener otra configuración (Figura 2.12) de igual área, formada por dos rectángulos 

de dimensiones a y b, y el mismo cuadrado de lado (b-a). 

 

 

Figura 2.12 

 

A este proceso lo denominamos aprehensión operativa de reconfiguración. La 

igualdad de las áreas de las dos configuraciones nos permite elaborar el siguiente 

discurso que demuestra el teorema de Pitágoras: c2 = (b - a)2 + 2ab, de donde se 

sigue que c2 = b2 + a2 - 2ab + 2ab para, finalmente, obtener la expresión del teorema 

c2 = b2 + a2.  

 

A la vista de las características que acabamos de describir, se puede afirmar que la 

aprehensión perceptiva no es una acción específica de la actividad matemática, aunque está 

conectada con las otras dos aprehensiones (Quesada, 2014). Las aprehensiones discursiva y 

operativa son la puerta de entrada matemática a una figura, y su desarrollo y coordinación, 

la clave para la capacitación de los estudiantes en la resolución de problemas geométricos 

como han mostrado diversas investigaciones (Torregrosa et al., 2007, 2010; Prior y 

Torregrosa, 2013; Torregrosa, 2015; Clemente y Llinares, 2014, 2015; Clemente et al., 

2017). En la resolución de un problema geométrico, lo que tiene que ser reconocido en una 

figura original se establece en función del enunciado del problema (aprehensión discursiva), 

pero su visibilidad, es decir, el carácter más o menos espontáneo de su reconocimiento, 

depende de operaciones visuales de reorganización (aprehensión operativa).  

Se ha encontrado la existencia de factores que pueden facilitar o dificultar la 

visualización tanto de las subfiguras como de las transformaciones figurales a tener en cuenta 

en la solución de un problema geométrico (Mesquita, 1989; Duval, 1999, Marmolejo, 2007). 

Un estudio más detallado de estos factores vinculados a la operación de reconfiguración, 

relacionados con las modificaciones posicionales, o vinculados a las modificaciones ópticas 
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se puede encontrar en Marmolejo (2014). Algunos ejemplos de estos factores son: si la 

división en las subfiguras relevantes viene dada o no, la convexidad de la figura relevante, 

la complementariedad, el doble uso de una subfigura, si la subfigura relevante tiene o no la 

misma orientación que la figura inicial, la preferencia de las direcciones horizontales y 

verticales, si la subfigura está dentro del contorno de la figura inicial, etc. 

El desarrollo de las aprehensiones discursiva y operativa y de su coordinación 

(entendida como el desarrollo de la acción coordinada aprehensión discursiva/aprehensión 

operativa que efectúa el estudiante cuando resuelve un problema de geometría, y que, por 

tanto, genera una interacción entre (1) la configuración inicial y sus posibles modificaciones 

y (2) las afirmaciones matemáticas adecuadas) se convierte, pues, en una cuestión crucial en 

la enseñanza de la geometría.  

La aprehensión discursiva se relaciona con los conocimientos matemáticos del 

alumno que surgen en el diálogo interno que establece el resolutor al observar la figura; pero, 

¿hay una forma natural de observar una figura? ¿Qué manera de ver requiere la geometría 

en la educación secundaria? Por ejemplo, en el caso de la siguiente figura,  

 

Figura 2.13 

 

el alumno puede asociar a dicha figura cualquiera de las siguientes afirmaciones 

matemáticas: “los lados AB y AC son paralelos”, o una afirmación análoga para los lados 

AC y BD; “el ángulo ACD es recto”, o cualquier afirmación idéntica para cada uno de los 

ángulos del rectángulo; “la figura ABDC es un rectángulo”; “los lados AC y BD son 

congruentes”; “las rectas que contienen a los lados AC y AB son perpendiculares”, y otros 

muchos enunciados similares. Una configuración tan simple como la de la Figura 13 puede 

provocar muchas asociaciones, y eso ¡sin modificar la configuración inicial! Se entiende, 

por tanto, la afirmación de Duval (1998): “un alumno no tiene el mismo discurso interior 

acerca de las configuraciones identificadas perceptivamente como el que tiene un 

matemático”. 
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Un alumno no puede pensar matemáticamente en un problema geométrico si no tiene 

una base de conocimientos de donde obtener las asociaciones que puedan llevarlo a su 

resolución. (Weber, 2001; Llinares, Clemente, 2019. Cuanto más amplia sea la base de 

conocimientos del resolutor, más rico será el discurso interno acerca de las distintas 

afirmaciones matemáticas que se pueden asociar a una configuración. En consecuencia, se 

hace necesaria la adquisición por parte de los estudiantes de un bagaje mínimo de 

conocimientos acerca de las configuraciones elementales, sin el cual no pueden introducirse 

en el trabajo geométrico característico de la etapa secundaria ni desarrollar su conocimiento 

estratégico (Llinares y Clemente, 2019) que se entiende como “la capacidad de ver algunos 

enunciados geométricos específicos como premisas de una proposición geométrica que se 

puede utilizar para deducir proposiciones intermedias o la conclusión”. 

En cuanto al desarrollo de la aprehensión operativa, debemos distinguir sus tipos 

(Identificación, cambio figural y reconfiguración) y los factores internos que facilitan o 

inhiben la visibilidad de las aprehensiones operativas. En una figura tan sencilla como la 

Figura 2.13 podemos añadir diagonales, mediatrices de los lados, ángulos externos, puntos 

medios.… Estos cambios figurales pueden llevarnos a identificar triángulos, rombos, 

paralelogramos…, que a su vez podrán ser manipulados como piezas de un puzzle para 

obtener reconfiguraciones de la configuración inicial. ¡El número de posibilidades parece 

inagotable! 

Parece ingenuo pensar que un alumno enfrentado a la tarea de resolver un problema 

geométrico que no sólo demanda la visualización de ciertas configuraciones, sino también 

las asociaciones matemáticas pertinentes y la elaboración de un discurso adecuado al 

contexto matemático en el que se presenta la tarea al estudiante, podrá descubrir todas las 

posibilidades heurísticas que una configuración proporciona. Se hace necesario un 

entrenamiento que proporcione al alumno experiencias en la visibilidad de las 

configuraciones que una figura permite para que puedan ser utilizadas con posterioridad en 

la resolución de problemas geométricos.  

La práctica de los distintos procesos de visualización, de las distintas aprehensiones, 

debería abordarse de manera independiente y, sólo tras este periodo, el alumno estaría en 

condiciones de desarrollar su coordinación, necesaria para el éxito en la resolución de 

problemas geométricos. 
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2. 2. Modelo de razonamiento configural 

 

El estudio de la coordinación necesaria entre las aprehensiones operativa y discursiva 

en la resolución de problemas de probar geométricos con estudiantes para maestro ha 

permitido desarrollar un modelo teórico al que se ha denominado razonamiento configural 

(Torregrosa y Quesada, 2007) y (Torregrosa, Quesada y Penalva, 2010). La resolución de 

problemas de probar en geometría en los que se proporciona una configuración geométrica 

implica la coordinación de aprehensiones discursivas y operativas, y puede desembocar en 

dos tipos de desenlaces: 1) cuando la coordinación da una solución al problema, y 2) cuando 

la coordinación no consigue ninguna solución. 

1. La coordinación da una solución al problema. Y en este caso se distinguen: 

a. Truncamiento, que se produce cuando la coordinación proporciona la idea 

para resolver deductivamente el problema.  

A continuación, tenemos un ejemplo en el que se analiza el proceso configural 

seguido en la resolución del siguiente problema y que permite identificar la 

característica específica del truncamiento. 

Problema 1.- En un plano, la recta L es mediatriz del segmento 𝑄𝑇̅̅ ̅̅  . Sea P un punto 

del mismo semiplano, de recta borde L, que Q. La recta PT corta a L en el punto R. 

Probar que mPT = mPR + mRQ. 

 

1.  

 

2)       La mediatriz L es perpendicular a 𝑄𝑇̅̅ ̅̅ _(forma ángulos rectos)._ 

  

3)       Hay que demostrar que la distancia RQ es la misma que la de RT. 
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4)  Determino los triángulos ∆QRX y ∆TRX y tengo:  

  

5)       Congruencia LAL. 

  

6)       Lado RX ≡ XR (lado común). 

   7)  Ángulo RXQ ≡ RXT (la mediatriz es perpendicular y forma ángulos rectos: 

𝑅𝑋𝑄̂ = 90º = 𝑅𝑋𝑇̂  ). 

  

8)       Lado QX ≡ TX (la mediatriz divide al segmento en partes iguales, es 

perpendicular y pasa por el punto medio). 

9)       La distancia de RQ ≡ RT . 

 

Figura 2.14. Fragmento de la transcripción de la solución 

  

Observamos que en el punto 1) hay un cambio de representación del texto discursivo 

hacia una configuración inicial (aprehensión discursiva que muestra un cambio de 

anclaje de discursivo a visual). El texto en el punto 2) denota otra aprehensión 

discursiva (el estudiante asocia la definición de mediatriz a la configuración y añade 

las marcas de ángulo recto, es decir, modifica la configuración inicial). En 3) el 

estudiante identifica la igualdad a demostrar (aprehensión discursiva que 

proporciona la idea que lleva a la solución) y en el punto 4) extrae de la configuración 

inicial los dos triángulos ∆QRX y ∆TRX (aprehensión operativa de reconfiguración). 

Conjetura a la que puede aplicarse el criterio de congruencia lado-ángulo-lado (LAL) 

en 5) aparentemente una aprehensión discursiva y en 6), 7) y 8) verifica las hipótesis 

de esta congruencia obteniendo la tesis de la afirmación en 9), realizando un discurso 

teórico. 

 

b. Conjetura sin demostración, cuando la coordinación permite resolver el 

problema aceptando conjeturas mediante percepción simple. 

Ejemplo de conjetura sin demostración 
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Problema 2. -Sea el cuadrado ACDF que tiene como área 1 m2. B y E son puntos 

medios de AC y FD respectivamente. Calcula el área del paralelogramo BCEF. 

  

  

  

  

 Figura 2.15 

Solución: 

  

   

Figura 2.16 

Este problema puede resolverse perceptivamente mediante una aprehensión 

operativa de cambio figural, es decir, añadiendo a la configuración inicial algún 

elemento geométrico (en este caso el segmento BE de la configuración de la 

izquierda) y manipulando la configuración central como piezas de un rompecabezas 

(aprehensión operativa de reconfiguración) para obtener una configuración (a la 

derecha) en donde se percibe que el área del paralelogramo es la mitad del área del 

cuadrado. En este caso, las distintas conjeturas (como por ejemplo considerar que los 

cuatros triángulos son semejantes) no son probadas, sino admitidas visualmente, es 

decir, admitidas mediante la percepción simple de la configuración. 

  

2. La coordinación no consigue ninguna solución. Denominamos a esta situación bucle.  

  

Utilizando el mismo Problema 1, mostramos en la Figura 2.17 un ejemplo de bucle 

a partir de la trascripción completa de la solución dada por otro estudiante. 
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1) Demostrar mPT = mPR + mPQ 

 

2)  

 

3) QS ≡ ST. Ya que al estar cortada por_la mediana, la corta en dos partes iguales. 

 

4) Por lo tanto deducimos_que QR ≡ RT. 

 

5) Para_demostrar PR ≡ RT ? ∆PRU ≡ ∆RST. 

 

6) 1) RU ≡ RS 

 

7) 2) ST ≡ PU x lados opuestos a ángulos congruentes. 

^ ^_ 

8) 3) PXU ≡ TYS_ 

 

9) LAL por lo_que ∆PRU ≡ ∆RST ? PR ≡ RT 

 

10) Por lo_que RT_ ≡ RQ 

 

11) PT = PR + RT 

 

 

Figura 2.17. Transcripción de la solución 
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2.3. Procedimientos de validación de una proposición 

 

Una característica esencial de las afirmaciones que se pueden asociar a una 

configuración es que éstas deben ser verdaderas. Pero, ¿de cuántas formas verifican nuestros 

alumnos las afirmaciones que utilizan? ¿Cuáles son válidas en el contexto matemático?  

(Chazan, 1993; Pedemonte, 2007; Dimmel, Herbst, 2020) 

La resolución de un problema geométrico en el que se demanda que se pruebe una propiedad 

geométrica requiere que el resolutor elabore un discurso que conecte las hipótesis del 

enunciado con la tesis. Obviamente, las proposiciones que utilice deben ser ciertas. Por tanto, 

se hace necesario distinguir el papel de los procedimientos de validación en la práctica 

profesional de los matemáticos y sus diferencias en la práctica escolar. Cabassut et al. (2012) 

describen las conceptualizaciones de la prueba de los matemáticos y las contrastan con las 

de los educadores matemáticos. Los autores argumentan que los matemáticos en ejercicio 

no se basan en ninguna definición formal específica de prueba, pero parecen saber qué es 

una prueba. Por otro lado, las concepciones de prueba de los educadores matemáticos 

derivan de la necesidad de enseñar a los estudiantes a construir pruebas y reconocer las 

sutiles diferencias entre argumentación y prueba matemática. Enfrentado a la necesidad de 

probar una proposición, el matemático únicamente puede hacer uso de proposiciones 

previamente probadas (teoremas) y de los axiomas del marco teórico en el que se enuncia la 

proposición. En las matemáticas escolares, el alumno acepta la verdad de ciertas 

proposiciones por medio de procedimientos de validación externos, en general, la autoridad 

del profesor. Estas argumentaciones se apoyan en fuentes supra-racionales, es decir, basadas 

en los motivos personales de quien argumenta (Villoro, 2002). Rigo et al. (2011), en un 

estudio de caso longitudinal, describen un patrón de racionalidad que denominan 

Racionalidad por Autoridad en el que la verdad de un enunciado con contenido matemático 

se sustenta en la autoridad del libro, de las matemáticas o del profesor.  Así pues, en el 

contexto de nuestro estudio, cuando un estudiante asocie una afirmación matemática que 

forma parte de su experiencia escolar a una configuración, entenderemos que dicha 

asociación es válida aunque el estudiante no pueda probar su veracidad. En nuestro trabajo 

hablamos de procedimiento de validación para establecer la verdad de tal o cual afirmación. 

Esto es, el procedimiento utilizado por el alumno para establecer la verdad, desde su punto 

de vista, de una proposición que utiliza en su cadena de razonamientos para probar la 

propiedad geométrica solicitada. Distinguimos los siguientes tipos: 
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1. Procedimiento de validación perceptivo o empírico. Más allá del registro de la lengua, 

hay un acceso a lo representado dado por el contenido de las proposiciones. Este acceso 

puede ser inmediato o instrumental, es decir, directo o sometido a procedimientos 

experimentales. 

 

2. Procedimiento de validación externo.  La certeza de la proposición proviene de que otros 

estén de acuerdo con su verdad (profesor, resto del grupo, conocimientos anteriores, …). La 

afirmación se tiene por cierta y no se cuestiona dicho valor.  

 

3. Procedimiento de validación deductivo. La proposición se puede situar deductivamente 

en una serie de otras proposiciones, donde las proposiciones anteriores tienen valor de 

verdad. 

 

2.4. Paradigmas geométricos y espacio de trabajo geométrico 

 

Usamos el marco teórico de los Paradigmas Geométricos y el Espacio de Trabajo 

Geométrico (ETG) desarrollado por Houdement y Kuzniak, que toma en cuenta la naturaleza 

del trabajo geométrico cuando un resolutor se enfrenta a un problema en geometría. Como 

ya hemos comentado, la palabra Geometría adopta diferentes significados que dependen de 

la propia evolución de las Matemáticas como ciencia y de las instituciones escolares. Esta 

diversidad es abordada por Houdement y Kuzniak (1999, 2000, 2006) a través de la noción 

de paradigma introducida por Kuhn (1962). Los Paradigmas y Espacios de trabajo 

geométrico nos invitan a replantear la enseñanza y el aprendizaje de la geometría, pues 

ofrecen elementos para que el alumno (y el profesor) construya un espacio de trabajo 

apropiado para enfrentar un problema geométrico.  

Los autores plantean la existencia de tres tipos de geometrías o paradigmas 

geométricos, a saber, Geometría natural (GI), Geometría axiomática natural (GII) y 

Geometría axiomática formalista (GIII), cuyas características explicamos a continuación:  

1. Geometría natural (GI). Esta geometría se construye en relación con el mundo real, 

y los objetos, definidos por el modelo geométrico, se corresponden con objetos de la 

realidad espacial y local del individuo. Las pruebas pueden apoyarse en dibujos o en 

observaciones realizadas con el uso de instrumentos de medición, tales como regla, 

compás o transportador, y se utilizan artefactos para la representación del objeto (no 
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son objetos abstractos, sino objetos concretos). La Geometría natural puede ser vista 

como modelo del espacio. 

 

2. Geometría axiomática natural (GII). Aquí la geometría se construye sobre un modelo 

cercano a la realidad, concebida como el esquema de la realidad. Sin embargo, el 

razonamiento de validación se funda sobre las leyes hipotéticas deductivas del 

sistema axiomático, que puede ser incompleto y parcial pero ligado a la intuición. En 

esta Geometría, objetos como figuras existen sólo mediante su definición, incluso si 

esta definición está basada en algunas características de objetos verdaderos y 

existentes. La Geometría Axiomática Natural puede interpretarse como un ejemplo 

de sistema deductivo. 

 

3. Geometría axiomática formal (GIII). La principal característica de este paradigma es 

su desconexión con la realidad física. Los objetos geométricos en esta geometría 

provienen de una axiomática elegida con toda la rigurosidad y formalismo del 

modelo geométrico elegido. El sistema de axiomas es completo y desconectado de la 

intuición. El razonamiento de validación se realiza exclusivamente a través del 

sistema formal de axiomas del modelo geométrico subyacente.  

  

El Espacio de Trabajo Geométrico (ETG) es un ambiente organizado para permitir 

el trabajo de las personas que resuelven problemas geométricos (Kuzniak et a., 2016 p. 241), 

diseñado por y para el resolutor mediante la articulación de dos planos (Kuzniak, 2011): uno 

de naturaleza epistemológica, en relación estrecha con los contenidos matemáticos del 

ámbito estudiado y, el otro, de naturaleza cognitiva, que concierne al pensamiento del sujeto 

que resuelve tareas matemáticas.  Las componentes características de la actividad geométrica 

en el plano epistemológico son: 

1. Un espacio real y local como soporte material con un conjunto de objetos concretos 

y tangibles. 

2. Un conjunto de artefactos como instrumentos de dibujo o programas informáticos.  

3. Un sistema teórico de referencia basado en definiciones y propiedades. 

El plano cognitivo viene determinado por los procesos involucrados en la actividad 

geométrica según Duval (1998): visualización, construcción y razonamiento que hemos 
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descrito anteriormente. Los dos planos se articulan mediante las denominadas génesis, tal y 

como se muestra en la siguiente imagen 

 

Figura 2.18. ETG y sus génesis en Kuzniak et al. (2016) 

 

Tal y como afirma Kuzniak (2011), ser geómetra es no confundir una evidencia 

nacida de la intuición con una información nacida de la experimentación, y el resultado de 

una experimentación con la conclusión de un razonamiento. El ETG es un sistema dinámico 

en el que se articulan las componentes de los planos cognitivo y epistemológico, y en el que 

se evidencian las distintas relaciones que dependen de la tarea geométrica (Montoya-

Delgadillo, 2014). En relación con la justificación de afirmaciones matemáticas, los distintos 

ETG nos permiten conceptualizar el significado de la demostración en el sentido de 

Stylianides (2007). El autor define una demostración como un argumento matemático, una 

sucesión de aseveraciones sobre una afirmación matemática con las siguientes 

características: 

1. Usa enunciados aceptados por la comunidad (en este caso el aula) que son verdaderos 

y cuya veracidad no ha de ser justificada. 

2. Emplea formas de razonamiento (modos de argumentación) válidas y conocidas o al 

alcance de su comunidad. 

3. Escribe sus pruebas utilizando las formas de expresión (modos de representación de 

un argumento) propias y conocidas por su comunidad 



2. Marco conceptual  Juan Prior Martínez 

75 

 

El trabajo matemático en un entorno escolar se puede describir gracias a tres tipos de 

ETG dependiendo de la función y de la reflexión del resolutor cuando se enfrenta a un 

problema geométrico. Estos son:  el ETG de referencia, el ETG idóneo y el ETG 

personal.       

1. ETG de referencia. Se refiere al espacio de trabajo definido de manera ideal en 

función de criterios matemáticos. Se dice que el utilizador es un experto epistémico. 

Se puede considerar como el ETG institucional de la comunidad de los matemáticos 

(Ibid, 2006, p.15).  

2. ETG idóneo. Se refiere al espacio definido en términos didácticos. En este espacio 

se concibe la reflexión sobre la reorganización didáctica de las componentes del 

espacio de trabajo geométrico. Es el ETG del profesor que acondiciona el ETG de 

referencia para permitir su uso en clase.  

3. ETG personal. Se refiere al espacio definido por un resolutor real 

(estudiante, profesor o investigador), fruto de la reflexión entre los conocimientos 

aprendidos y los puestos en práctica de acuerdo a sus conocimientos matemáticos y 

capacidades cognitivas.  

 

A continuación, utilizamos un ejemplo para ilustrar las implicaciones que los 

diferentes espacios de trabajo personales tienen en las respuestas a un mismo problema. Se 

describen dos posibles respuestas a un mismo enunciado. Ambas se basan en el mismo 

razonamiento por reducción al absurdo. Sin embargo, la diferencia en el espacio de trabajo 

geométrico asumido por los resolutores les conduce a producir distintos razonamientos 

configurales que les permiten resolver el problema de acuerdo con las características de su 

ETG personal. 

 

Problema: Dado el triángulo ΔABC rectángulo en B tal que 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 4 cm y 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 2 cm. La 

semirrecta [Ax) es perpendicular a la recta (AB). M es un punto de la semirrecta [Ax). 

¿Existe un punto M tal que el triángulo ΔACM sea equilátero? Justifique. 
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Figura 2.19 

 

Respuesta 1: 

Es imposible. Se puede explicar teniendo en cuenta que en un triángulo equilátero 

cada uno de los ángulos interiores mide 60º. He medido el ángulo 𝐶𝐴𝑀̂ con un transportador 

y he obtenido 64º, por tanto, no se podrá formar un triángulo equilátero. 

 

Respuesta 2:  

No existe. La tangente del ángulo 𝐵𝐴𝐶̂ es igual al cociente de los lados 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ =2 y 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ =4, por tanto, se puede obtener el valor del ángulo 𝐵𝐴𝐶̂ = arc tg 0,5 = 26,565 º lo que 

implica que el ángulo 𝐶𝐴𝑀̂ = 90 - 26,565= 63,435º ≠ 60º, por lo que el triángulo ΔCAM no 

puede ser equilátero.  

 

Analizamos la organización discursiva de la respuesta 1: 

La estructura de la respuesta 1 al problema planteado se basa en el siguiente 

razonamiento por reducción al absurdo: “Suponemos que el triángulo equilátero existe, esta 

suposición nos lleva a una contradicción, y por tanto dicho triángulo es imposible”. 

Hay un primer paso deductivo, propio de la Geometría Axiomática Natural, que tiene la 

siguiente estructura (Figura 2.20) 
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Figura 2.20 

 

En el segundo paso, identifica el ángulo 𝐶𝐴𝑀̂ y lo mide, obteniendo un valor de 64º. 

Este procedimiento experimental es característico del trabajo en el espacio que hemos 

denominado Geometría Natural. Este valor del ángulo  𝐶𝐴𝑀̂ genera una contradicción que 

le lleva a descartar la hipótesis de partida, concluyendo que el triángulo equilátero es 

imposible. 

 

Razonamiento configural asociado a la respuesta 1: 

De la respuesta a la tarea podemos inferir que el resolutor desarrolla el siguiente 

razonamiento configural: 

1. Aprehensión operativa de cambio figural (AOcf). El resolutor añade (mentalmente) 

el punto M y el segmento CM. 

 

Figura 2.21 

2. Aprehensión operativa de identificación (AOi). Aísla el triángulo ACM. 
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Figura 2.22 

 

3. Aprehensión discursiva. Al triángulo ΔACM le asocia la afirmación matemática “el 

triángulo ΔACM es equilátero”. 

 

Este razonamiento configural (pasos 1, 2 y 3) le permite deducir, utilizando la 

proposición que afirma que todos los ángulos interiores de un triángulo equilátero miden 

60º, que el ángulo 𝐶𝐴𝑀̂ mide 60º. Así concluye su primer paso deductivo.  

 

A continuación,  

4. Realiza una aprehensión operativa de identificación, aislando los elementos que 

forman el ángulo 𝐶𝐴𝑀̂ (Figura 2.23) 

 

Figura 2.23 
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5. Identifica el elemento que debe obtener, en este caso el valor del ángulo 𝐶𝐴𝑀̂, y lo 

mide utilizando un instrumento de medida. Obtiene un valor de 64º, una contradicción 

que le permite concluir dando una respuesta negativa a la pregunta del problema.  

 

Organización discursiva de la respuesta 2:  

El razonamiento por reducción al absurdo que se realiza en esta segunda respuesta es 

idéntico al de la primera, al igual que el primer paso deductivo. Sin embargo, su segundo 

paso deductivo toma ahora la siguiente forma: 

 

 

Figura 2.24 

 

Estos pasos deductivos enlazados le proporcionan la contradicción que le permite 

afirmar que no existirá tal triángulo equilátero.  

Razonamiento configural asociado a la respuesta 2: 

El razonamiento configural que le permite afirmar la necesidad de que el ángulo 𝐶𝐴𝑀̂ 

tenga una amplitud de 60º es exactamente el mismo que en la respuesta 1. Sin embargo, 

ahora para obtener el valor del ángulo 𝐶𝐴𝑀̂ que proporcione la contradicción que soluciona 

el problema, realiza el siguiente razonamiento configural. 
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1. Aprehensión operativa de identificación, al aislar el triángulo ΔCBA. 

 

Figura 2.25 

2. Aprehensión discursiva. “tag 𝐵𝐴𝐶̂ = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ /𝐵𝐴̅̅ ̅̅ ”, lo que implica 𝐵𝐴𝐶̂ = arctag 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ /𝐵𝐴̅̅ ̅̅ . 

 

3. Aprehensión operativa de identificación. Aísla la siguiente configuración (ángulos 

complementarios) 

 

Figura 2.26 

 

4. Aprehensión discursiva. Los ángulos 𝐵𝐴𝐶̂ y 𝐶𝐴𝑀̂ son complementarios. 

 

Las hipótesis de partida 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ =2 y 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  = 4 le permiten realizar un razonamiento 

configural que desemboca en un truncamiento para obtener deductivamente que el valor del 

ángulo 𝐶𝐴𝑀̂ es de 63,435º aproximadamente, y obtener así la contradicción que permite 

afirmar que no existe el punto M sobre la semirrecta [Ax) que forme un triángulo equilátero 

con los puntos C y A. 

 

Un solo enunciado y un mismo razonamiento por reducción al absurdo producen 

respuestas diferentes. La diferencia radica en que la respuesta 1 se construye con 

características propias de los dos paradigmas geométricos: Geometría Natural y Geometría 
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Axiomática Natural, mientras que la respuesta 2 se produce en el ámbito de la Geometría 

Axiomática Natural. ¿Cuál es la clave para entender la complejidad que encontramos?  

 

Respecto a esta problemática, asunto clave de nuestra investigación, los estudios 

sobre el razonamiento en contexto geométrico han revelado que son necesarias dos tomas de 

conciencia por parte de los alumnos: la distinción entre dibujo y figura (Duval, 2007), que 

hemos explicado en el capítulo 1, y el cambio de valor epistémico de una proposición en una 

prueba (Llinares, Clemente, 2019), que explicamos en la siguiente sección. 

 

2.5. Procesos discursivos en la justificación de una propiedad geométrica. 

 

Razonar en matemáticas no funciona de la misma forma que razonar dentro de una 

discusión que se dirige a convencer a otras personas en un contexto no matemático.  

Comprender las dificultades de aprender a resolver problemas de probar en contexto 

geométrico requiere un análisis pormenorizado de las características de los procesos que han 

de coordinarse para su resolución (Prior y Torregrosa, 2013; Torregrosa y Quesada, 2007; 

Torregrosa, Quesada y Penalva, 2010). Lo que se ve en la figura (subconfiguraciones, nuevos 

elementos geométricos que se pueden añadir, posibles reorganizaciones de la configuración 

inicial, ...) ha de coordinarse con lo que se sabe (definiciones, teoremas, ...) para producir un 

discurso con unas características específicas que dependen del contexto matemático 

(Clemente y Llinares, 2013, 2014, 2015; Llinares y Clemente, 2014; Clemente et al., 2015). 

Durante el razonamiento configural el alumno manipula la figura (aprehensión operativa) 

pero es posible que las definiciones y teoremas conocidos guíen, de alguna manera, el 

proceso de identificación de subconfiguraciones relevantes (Clemente y Llinares, 2015). Sin 

embargo, este razonamiento configural no es suficiente para producir una prueba matemática 

aun cuando proporciona las ideas clave.  

El razonamiento no puede circunscribirse únicamente al ámbito configural, sino que 

está indisociablemente unido a los procesos de razonamiento discursivos propios de cada 

contexto. No tiene sentido analizar el razonamiento configural que un estudiante realiza 

cuando intenta resolver un problema en el que se le pide demostrar una propiedad geométrica 

sin tener en cuenta los procesos discursivos, pues el proceso configural está influenciado por 

el tipo de discurso que el resolutor considera que debe realizar para dar respuesta al problema 
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planteado, y este está influenciado por las creencias sobre qué es un razonamiento 

matemático válido.  

El problema crucial desde un punto de vista cognitivo, y por lo tanto para la 

enseñanza, es: ¿el paso de la argumentación o explicación a la demostración sucede de forma 

natural o requiere una aproximación específica para aprenderlo? A menudo los profesores 

creen que este tránsito es fácil porque sienten que la principal dificultad es descubrir qué 

propiedades usar, visualizar las imágenes sugerentes o llegar a las ideas correctas. Es decir, 

creen que el razonamiento configural es suficiente para proporcionar una prueba y que lo 

que resta, el discurso, es únicamente necesario para explicar dicho razonamiento. Sin 

embargo, tras el truncamiento hay una segunda etapa cuasi-independiente del razonamiento 

configural en la que el estudiante, que ha descubierto cuál o cuáles son las hipótesis y 

teoremas necesarios para alcanzar la tesis pedida, aborda la organización discursiva de una 

prueba matemática en base a los dos niveles de organización discursiva que describiremos 

más adelante, pudiendo olvidarse de las imágenes que le posibilitaron conseguir las ideas 

que le permiten resolver deductivamente el problema (Clemente et al., 2017). Por tanto, para 

resolver la tarea, el resolutor debe organizar un discurso atendiendo ahora no a la 

coordinación de aprehensiones operativas y discursivas, sino a la organización discursiva 

propia de la prueba matemática válida. Y esta no es una actividad trivial ni natural para el 

estudiante, sino algo que debe ser aprendido y que, en la mayoría de los casos, requiere de 

una instrucción directa.  

Si argumentamos que no hay un tránsito natural de la explicación a la prueba 

matemática (el razonamiento matemático válido) y que, por tanto, es necesaria una 

aproximación didáctica a su enseñanza/aprendizaje, es imprescindible hacerse las siguientes 

preguntas: ¿Por qué escribir una prueba matemática? ¿Qué es un razonamiento matemático 

válido? ¿Por qué es diferente de un razonamiento en otro ámbito? ¿Qué consigue un 

razonamiento matemático válido?  Duval (2007) afirma que el resultado de cualquier 

razonamiento (matemático o no) no es sólo producir nueva información, sino también, y, 

sobre todo, cambiar el valor epistémico de una proposición cuya verdad queremos probar o 

de la que intentamos convencer a alguien. 

Cuando una tarea geométrica nos demanda probar una afirmación matemática, no 

nos pide que encontremos nueva información, puesto que la tesis a demostrar viene dada en 

el enunciado, sino que cambiemos su valor epistémico. Por tanto, nos centraremos en el valor 



2. Marco conceptual  Juan Prior Martínez 

83 

 

epistémico, donde radica la clave que nos va a permitir diferenciar lo que una explicación 

consigue de lo que una prueba matemática consigue.  

 

Una proposición enunciada tiene un valor lógico (verdadero, falso o indecidible) de 

acuerdo con el marco teórico en el que se enuncia. Por ejemplo, en el marco de la geometría 

euclidiana, el valor lógico de la proposición “Por un punto P exterior a una recta r pasa una 

única recta paralela a r” es verdadero. Sin embargo, esta misma proposición es falsa en el 

marco de la geometría hiperbólica. En general, una tarea geométrica de probar adecuada 

implica que el resolutor desconozca el valor lógico de una proposición enunciada y, por 

tanto, asigne un valor epistémico (evidente, probable, imposible, razonable, poco probable, 

verosímil, …) a la tesis a probar. La primera característica específica de la demostración 

matemática es de naturaleza cognitiva: el valor epistémico de una proposición depende de 

su estatus y no de su contenido (Duval, 2007).  Cuando esta asignación se realiza de acuerdo 

con la base de conocimientos del sujeto, hablamos de valor epistémico semántico, que centra 

su atención en el contenido del enunciado. Benítez et al. (2016, p. 190) caracterizan algunos 

valores epistémicos semánticos que se pueden asociar a una proposición (tabla 2.1)  

Valor epistémico semántico Caracterización 

Evidente Es el valor inducido por la comprensión del contenido 

de la proposición; este valor será tanto más fuerte 

cuanto corresponda a una evidencia perceptiva de una 

figura o dibujo. 

Posible Es el valor epistémico que puede tener la necesidad de 

convencimiento de la proposición. 

Necesario Es el valor epistémico propio del seguimiento para dar 

continuidad a una proposición en relación a otras. 

Neutro Es el valor epistémico imparcial, donde se trata de 

proposiciones cuyo contenido no se comprende sea 

por el vocabulario o por falta de conocimientos 

previos. 

Absurdo El valor epistémico de la proposición es imposible, se 

rechaza su pertinencia. 

Tabla 2.1. Caracterización de los valores epistémicos semánticos 

 



2. Marco conceptual  Juan Prior Martínez 

84 

 

Tal y como hemos mencionado, en la prueba matemática el estatus operativo de cada 

proposición se fija por su estatus teórico y, por tanto, su valor epistémico depende de su 

valor teórico y no de su contenido. Cuando esta asignación se realiza de acuerdo con el 

marco de referencia elegido para el conocimiento, en base al estatus de la proposición dentro 

del marco teórico en el que se enuncia, se denomina valor epistémico teórico. En la siguiente 

tabla se recoge los diferentes valores epistémicos teóricos que una proposición tiene en 

función de su estatus dentro del marco de conocimiento teórico en el que es enunciada.  

Valor epistémico teórico Caracterización 

Evidente Es el valor epistémico que se ha de asociar a una 

proposición que tiene el estatus de axioma dentro del 

marco teórico de conocimiento. 

Posible Es el valor epistémico asociado a una proposición que tiene 

el estatus de conjetura en el marco teórico de 

conocimiento. 

Cierto Es el valor epistémico propio de un teorema en el marco 

teórico de conocimiento. 

 

Tabla 2.2. Caracterización de los valores epistémicos teóricos 

 

El valor epistémico semántico que un individuo asocia a una proposición viene 

determinado por la comprensión del contenido de la proposición. Así, dos individuos 

distintos (experto y aprendiz) darán, con frecuencia, diferentes valores epistémicos a una 

misma proposición, como consecuencia de su distinta comprensión de la misma. Mientras 

que un experto puede asignar a una proposición el valor epistémico probable, a un estudiante 

le puede parecer seguro o absurdo. Sin embargo, el valor epistémico teórico depende, 

exclusivamente, del estatus de la proposición en el marco teórico en el que ha sido enunciada. 

Así, axioma se corresponde con evidente, teorema con cierto, conjetura con plausible, y no 

entra en juego la comprensión del contenido de la proposición por parte del individuo. 

 

Y aquí nos encontramos con la segunda característica, la distinción más importante 

a tener en cuenta, de naturaleza epistemológica: en otros campos como la botánica, historia, 

geología o química, o en la geometría natural propia de la etapa primaria, la verdad de una 

proposición se puede conectar a diferentes valores epistémicos en relación a datos 
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procedentes de la percepción, de algún aparato técnico o de testimonios  (procedimientos de 

verificación perceptivos o externos en Prior y Torregrosa, 2013); en cambio, en la geometría 

propia de la etapa secundaria, así como en la Matemática profesional en general, la veracidad 

de una proposición únicamente se puede conectar con el valor epistémico necesario, es decir, 

de lo que anteriormente se ha dicho se sigue la necesidad de la afirmación realizada, o dicho 

de otro modo, su inevitabilidad. En palabras de Duval (2007) “siempre que se ve que 

expresar una determinada proposición es la única conclusión posible de lo que se ha 

afirmado previamente, aunque vaya en contra de la evidencia perceptual o de un acuerdo 

general.” (p. 149)   

Una de las principales dificultades a las que se enfrenta la enseñanza de la prueba 

matemática es que la convicción de la veracidad de una proposición no se consigue 

exclusivamente con una prueba, de hecho, éstas no tienen sentido para los estudiantes en los 

casos evidentes o fácilmente verificables (de Villiers, 1993). Lo que la prueba matemática 

consigue sólo se requiere en el ámbito matemático. Dicha organización discursiva (prueba) 

es un proceso costoso generalmente y sólo es abordado cuando ya existe un convencimiento 

personal o consensuado sobre la veracidad de la proposición. Cuando se demuestra una 

proposición, primero se construye una explicación (argumento informal que convence a uno 

mismo, o a otros, de la veracidad de la afirmación) y entonces se usa como base para 

construir una demostración (Zazkis y otros, 2016).  

Una explicación puede ser vista como una forma de persuasión que convence a uno 

mismo, o a otros, de la veracidad de una afirmación matemática. Una explicación consigue, 

por tanto, un cambio en el valor epistémico semántico de la proposición enunciada. En 

cambio, una prueba matemática es una forma de validación en la que uno se convence de 

que una afirmación matemática es una consecuencia lógica de otras afirmaciones que se sabe 

que son ciertas (Douek, 2009), por tanto, consigue cambiar el valor epistémico teórico y, en 

consecuencia, el valor lógico de la afirmación matemática enunciada. Lo que era una 

conjetura en el marco teórico en el que se propone la tarea pasa ser un teorema por causa de 

la prueba matemática realizada. 

 

En la organización discursiva propia de la prueba matemática, el estatus de las 

proposiciones es el componente predominante de significado, más que su contenido. El 

estatus de cada proposición (premisa, conclusión, tercera afirmación) se fija por su estatus 

teórico (axioma, definición, teorema, conjetura, ...) y, por lo tanto, su valor epistémico se 
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hace dependiente de su valor teórico y no de su contenido. Es decir, una proposición tiene 

un valor epistémico teórico que no depende en absoluto de la subjetividad del individuo sino 

de su estatus en el marco teórico en el que dicha proposición es enunciada. Esto es casi 

siempre lo contrario de lo que ocurre en una explicación en un discurso ordinario (Duval, 

2007).  

 

 

VALOR 

Epistémico: obvio, absurdo, 

posible, probable, seguro, etc.  

Semántico: acorde con la base 

de conocimientos del sujeto 

 

Teórico: de acuerdo al marco de 

referencia elegido.  

 

Lógico: verdadero, falso o 

indecidible 

 

 

 

ESTATUS 

Operativo: premisa, conclusión 

o tercera afirmación 

 

Teórico: definición, axioma, 

conjetura, teorema, etc.  

 

 

Figura 2.27. Componentes del significado de una proposición (valor y estatus) en una 

explicación y en una prueba (Duval, 2007) 

 

La cuestión es que una explicación puede ser, y con frecuencia lo es, incluso entre 

matemáticos, más convincente que una demostración. Un ejemplo de lo que acabamos de 

decir lo podemos encontrar en la prueba de Cauchy de la Fórmula de Euler para poliedros 

que proporciona Lakatos en su libro Pruebas y Refutaciones (1968). Si consideramos un 

poliedro convexo y contamos sus vértices, aristas y caras, se tiene que C + V - A = 2.  

Si suponemos un poliedro que está hecho de goma al cual le eliminamos su cara frontal y lo 

aplanamos, obtenemos una figura plana con el mismo número de vértices y aristas que el 

poliedro y con una cara menos (la cara eliminada). A continuación, mostramos el 

experimento para el caso del cubo (V=8, C=6 y A=12). Al eliminar una cara y aplanar o 

proyectar la figura sobre un plano, obtenemos la siguiente figura plana en la que podemos 
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contar los mismos 8 vértices, 12 aristas y ahora tan solo 5 caras, lo que nos da un valor para 

C + V – A = 1. 

 

Figura 2.28 

 

Si ahora trazamos una diagonal sobre toda cara que no sea un triángulo. Cada arista 

que añadimos (que resta) divide una cara en dos, apareciendo una nueva cara (que suma), 

por lo que C + V – A no ha cambia. 

 

Figura 2.29 

Empezamos a eliminar triángulos de dos formas:  

1. En primer lugar, eliminamos los triángulos que tengan una arista externa, como el 

sombreado en la siguiente figura. 
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Figura 2.30 

 

De este modo eliminamos una arista (que resta) y una cara (que suma) por cada 

triángulo eliminado, y de nuevo el número C + V – A no cambia. 

2.  En segundo lugar, eliminamos los que tienen dos aristas y un vértice ‘externos’;  

 

Figura 2.31 

En este caso se eliminan dos aristas (que restan) pero también un vértice (que suma) 

y una cara (que suma) por cada triángulo. Nuevamente el número C + V – A no varía. 

Repetimos este proceso de eliminación de triángulos hasta que sólo nos queda un triángulo 

para el que se cumple V – A + C = 1. Y, puesto que a nuestra red le quitamos una cara, 

tenemos que V – A + C = 2 para el poliedro completo. Por supuesto, esta ‘prueba’ sufrió 

críticas relacionadas con la forma en que se desarrolló. Puede que no todos los poliedros 

puedan estirarse en un plano; que no todos los que se puedan estirar en el plano puedan 

dividirse en triángulos y que el orden de esta eliminación influya en el resultado. Sin 

embargo, en el contexto escolar estos ‘experimentos mentales’ son calificados como 
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demostraciones con mucha frecuencia. Por otro lado, estas explicaciones evidentes pueden 

no ser siempre ciertas. El ejemplo de la falacia geométrica del cuadrado que se transforma 

en un rectángulo nos debe prevenir del uso de los razonamientos puramente configurales en 

la validación de afirmaciones matemáticas. 

 

Figura 2.32 

Si cortamos en las cuatro partes indicadas el cuadrado de la figura, estas pueden 

reorganizarse en el rectángulo que mostramos a continuación 

 

Figura 2.33 

De manera que las cuatro figuras que forman un cuadrado de 8 x 8 se transforman 

en un rectángulo de dimensiones ¡5 x 13! 

Además, la aparición de software de geometría dinámica ha provocado el 

florecimiento de ‘pruebas visuales dinámicas’, explicaciones que tienen un gran poder de 

convicción por lo ‘evidente’ de los argumentos visuales, como podemos observar en la 
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demostración visual de la suma de los ángulos adyacentes de un paralelogramo (Figura 2.37), 

pero pueden convertirse en un obstáculo para el descubrimiento de lo que es un razonamiento 

matemático válido. 

 

 

 

 

Figura 2.34  

Secuencia de imágenes de la prueba dinámica  

https://www.geogebra.org/m/vqBVf9cf#material/br4kdPZ2 (Fleitas, 2013) 

 

De ninguna manera pretendemos minusvalorar la aportación de este tipo de 

justificaciones, sin embargo, creemos que es necesario un adecuado tratamiento y distinción 

en la clase de matemáticas. Porque una explicación no prueba, una explicación convence y, 

por tanto, si bien puede conseguir cambiar el valor epistémico semántico de una proposición, 

por ejemplo, de “probable” a “evidente”, incluso con mucha mayor efectividad que una 

demostración, no puede cambiar el valor lógico, pues, como hemos afirmado anteriormente, 

el valor lógico “verdadero” sólo se conecta al valor epistémico “necesario”.  Esto crea 

confusión acerca de lo que se considera una prueba, es decir, un razonamiento matemático 

válido. 

https://www.geogebra.org/m/vqBVf9cf#material/br4kdPZ2
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En resumen, el razonamiento configural que ha de desarrollarse para alcanzar la 

solución a un problema de probar en contexto geométrico viene determinado por múltiples 

características. De un lado, las determinadas por la variedad de aprehensiones discursivas y 

operativas relevantes para la solución del problema. De otro, el conocimiento por parte del 

resolutor de las afirmaciones matemáticas pertinentes para alcanzar una solución al problema 

planteado. Paralelamente, el razonamiento configural puede estar ‘condicionado’ por el tipo 

de discurso que el alumno entiende que el problema demanda, que puede ser muy diferente 

de las expectativas del profesor.  

 

Esta aproximación nos invita a analizar los discursos que producen nuestros alumnos 

en respuesta a tareas de probar geométricas con el fin de considerar qué es lo que realmente 

consiguen con su discurso. Clemente y Llinares (2015) diferencian dos momentos 

característicos durante el proceso de resolución de un problema de probar geométrico:  

1. El proceso desarrollado hasta que el estudiante es capaz de encontrar la solución al 

problema mediante un razonamiento, es decir, el razonamiento configural, la 

coordinación de aprehensiones operativas y discursivas con las que encuentra las 

subconfiguraciones y los hechos matemáticos que le permiten resolver el problema. 

2. La comunicación de dicha solución mediante un discurso escrito compuesto por 

afirmaciones matemáticas. 

Las características del primer momento en la resolución de problemas de probar han sido 

ampliamente descritas en el epígrafe anterior (2.2.). A continuación, vamos a analizar las 

distintas formas que puede adoptar la comunicación de la resolución de un problema de 

probar geométrico. 

Duval (1998), diferencia dos tipos de razonamiento en relación con los procesos discursivos: 

1. Razonamiento discursivo natural: Este proceso es espontáneamente realizado en la 

comunicación ordinaria a través de la descripción, explicación o argumentación. Aquí 

la visualización y la verbalización están muy cerca una de la otra. Las aprehensiones 

operativas realizadas son encajadas en un discurso que se estructura en dos niveles 

(global e interno). 

2. Razonamiento discursivo teórico: Este proceso se realiza a través de la deducción. Puede 

realizarse en un registro puramente simbólico o en el registro de la lengua natural, pero 
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siempre la conclusión de cada paso debe ser necesaria y entre dos pasos no debe haber 

‘huecos’. 

2.5.1. Razonamiento discursivo natural 

 

La visualización se puede encajar en un proceso discursivo natural. El conjunto de 

aprehensiones operativas que se realizan sobre una configuración nos permite distinguir 

aquellas que son relevantes en el contexto del problema. Pero esto no es suficiente para su 

resolución. Es necesario que el proceso configural sea encajado en un proceso discursivo 

que consta de dos niveles y que mostramos con ayuda del siguiente ejemplo: 

El teorema de Viviani nos ofrece la siguiente propiedad de los triángulos equiláteros.  

Teorema: la suma de las distancias desde un punto interior a cada uno de los lados de un 

triángulo equilátero es igual a la altura del triángulo. 

 

  

Figura 2.35 

Una solución pasa por la visualización de las siguientes configuraciones a partir de 

las cuales, y mediante operaciones discursivas básicas, se puede elaborar un proceso 

discursivo natural a través de explicaciones, descripciones o argumentaciones. 

 

 

Figura 2.36 
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A continuación se muestra la secuencia de operaciones necesarias para elaborar el 

proceso discursivo natural. 

 

 

= 
 

y 
 
= 

 
I 

 

    
 

     

 

 
= 

 

II 

 

 

 

= 

 

III 

 

 

= 

 

IV 

Figura 2.37 

Se puede observar un nivel global en los pasos I, II, III y IV, que se ven como 

proposiciones, y un nivel local interno a cada paso donde las subconfiguraciones se ven 

como palabras (las alturas de estos triángulos, los triángulos correspondientes, etc.) y el 

símbolo “=” significa “congruencia de segmentos”. Se puede hacer la presentación 

lingüística de este proceso discursivo natural más explícita describiéndola. Por ejemplo, 

podríamos afirmar: 

A partir del punto P podemos formar tres triángulos equiláteros cuyas alturas 

coincidan con cada una de las distancias de P a cada uno de los lados del triángulo equilátero 
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inicial. En cada uno de los triángulos equiláteros formados, las tres alturas son idénticas. Por 

lo tanto, reorganizando los triángulos adecuadamente, se observa que la suma de las tres 

alturas coincide con la altura del triángulo equilátero inicial.  

 

2.5.2. Razonamiento discursivo teórico 

 

Tal y como afirmamos previamente, tras el truncamiento, el estudiante que conoce 

las características de un razonamiento matemático válido, de una prueba, aborda la 

elaboración de un discurso utilizando las hipótesis y teoremas que ha descubierto necesarios 

para alcanzar la tesis pedida. Este discurso, razonamiento discursivo teórico o prueba, utiliza 

solo proposiciones, cada una con su estatus teórico: axioma, definición, teorema, hipótesis, 

conjetura, etc. Y se estructura en diferentes niveles de organización independientemente del 

tipo de demostración que se lleve a cabo: directa, por contraposición, reducción al absurdo 

o inducción, etc. Estos son: 

1. Un nivel global en el que los pasos se enlazan de acuerdo a su conclusión. 

2. Un nivel local o nivel de paso deductivo, en el que al menos tres proposiciones se 

organizan de acuerdo a su estatus operativo: hipótesis, definición o teorema y 

conclusión local, fijado por su estatus teórico. 

3. Un micro-nivel interno a las proposiciones utilizadas como propiedades 

(definiciones, teoremas, etc.) en las que se debe distinguir dos partes: condiciones 

a verificar y conclusión a establecer. 

El siguiente ejemplo nos muestra la articulación de los diferentes niveles de 

organización de la prueba matemática.  

Teorema: Sea 𝛥𝐴𝐵𝐶 un triángulo cualquiera y 𝐴𝑀̅̅̅̅̅ la bisectriz del ángulo 𝐵𝐴𝐶̂ tal y como 

se muestra en la figura. Entonces los triángulos ΔABM y ΔAPC son semejantes. 
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Figura 2.38  

Mediante el gráfico proposicional que se presenta en la siguiente Figura (2.39), 

podemos observar la articulación de los niveles local y global. 

 

 El ángulo inscrito 

𝐴𝑀𝐵̂ subtiende la 

cuerda 𝐵𝐴̅̅ ̅̅  

El ángulo inscrito 

𝐴𝐶𝐵̂ subtiende la 

cuerda 𝐵𝐴̅̅ ̅̅  

 

𝐴𝑀̅̅̅̅ ̅ es la bisectriz del ángulo 𝐵𝐴𝐶̂ 

 

     

 En una circunferencia, una cuerda 

subtiende ángulos inscritos 

congruentes 

 La bisectriz es la semirrecta con 

origen en el vértice de un ángulo y que 

lo divide en dos ángulos congruentes 

 

      

 𝐴𝑀𝐵̂ ≡ 𝐴𝐶𝐵̂  𝐵𝐴𝑀̂ ≡ 𝐶𝐴𝑀̂  

    

 Si dos triángulo tienen dos pares de ángulos congruentes entonces son 

semejantes 

 

   

 Los triángulos ΔABM y ΔAPC son semejantes  

 

Figura 2.39: Niveles de organización deductiva del discurso en la prueba matemática 

Comprender la organización discursiva de una prueba requiere entender la manera 

operativa de utilizar los teoremas dentro de cada paso (los tres formatos discontinuos de 

recuadro se corresponden con las tres categorías de estatus operativo: premisa, proposición, 

hipotesis), y la reutilización de las conclusiones de un paso deductivo como premisas en el 
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siguiente paso deductivo describe la relación entre los niveles locales entre sí para generar 

el nivel global de la prueba matemática (Duval, 2007). 

 

 

2.6. Objetivos de la investigación 

 

Nuestro trabajo, pretende aportar información sobre la coordinación de lo visual y lo 

analítico en la resolución de problemas geométricos. Los objetivos de la investigación son: 

 

1. Caracterizar los procesos de visualización de los alumnos de secundaria obligatoria 

cuando resuelven problemas geométricos de probar. 

2. Identificar los procedimientos de validación que utilizan los alumnos en sus 

demostraciones y caracterizar la interacción de estos procedimientos de validación 

con los desenlaces del razonamiento configural. 

3. Caracterizar la relación entre el razonamiento configural y la organización discursiva 

durante la resolución de problemas de probar en contexto geométrico.  

4. Caracterizar el espacio de trabajo geométrico personal de estudiantes de enseñanza 

secundaria desde el modelo de razonamiento configural cuando resuelven problemas 

geométricos de probar. 

 

Extender el modelo de razonamiento configural a otras etapas educativas enriquece 

su valor como teoría para interpretar las acciones y procesos propios de la actividad 

geométrica.  Asimismo, considerar el razonamiento configural como instrumento para 

ayudar al profesor a determinar características de los espacios de trabajo personales de los 

estudiantes puede ser de gran ayuda tanto para diseñar métodos de enseñanza adaptados a 

las necesidades de los estudiantes, como para intervenir eficazmente en el aprendizaje 

geométrico de los alumnos. 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CAPÍTULO 3. DISEÑO DE LA INVESTIGACIÓN 
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3. DISEÑO DE LA INVESTIGACIÓN 
 

La metodología empleada para la realización de nuestra investigación es 

fundamentalmente de naturaleza cualitativa, es decir, centrada en aspectos descriptivos que 

se extraen a partir de observaciones (LeCompte, 1995; Hart et al., 2009).  En nuestro caso, 

estas observaciones se han obtenido a partir de un registro escrito en forma de cuestionario 

y una entrevista individual semiestructurada. Únicamente se realiza un recuento cuantitativo 

de la frecuencia absoluta y se calculan los porcentajes de los diferentes desenlaces de los 

razonamientos configurales de los participantes en sus respuestas al cuestionario propuesto. 

En relación con la temporalización, nuestra investigación es de corte transversal, puesto que 

los datos recopilados se han recogido en un corto periodo de tiempo. La perspectiva bajo la 

que se ha llevado a cabo nuestro trabajo, es decir, nuestro paradigma de investigación en 

palabras de Shulman (1986), es principalmente interpretativa, pues perseguimos documentar 

qué conocimientos ponen en juego los alumnos, cómo son creadas las anotaciones y los 

registros, qué recursos utilizan, y cómo aparecen sus creencias acerca de la demanda de las 

tareas propuestas; todo ello a partir del análisis de desempeño en una prueba ad hoc y de 

entrevistas realizadas a los alumnos por parte del profesor-investigador No obstante, la 
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investigación tiene cierto carácter positivista, ya que uno de sus objetivos es comprobar que 

el modelo de razonamiento configural, desarrollado a partir de estudios con estudiantes 

universitarios para maestro, es extrapolable al ámbito de los estudiantes de educación 

secundaria obligatoria. 

 

3.1. Participantes y contexto 

 

En el estudio participaron un total de 38 estudiantes de Educación Secundaria 

Obligatoria (E.S.O.), 20 de ellos en el tercer curso y 18 en el cuarto, con edades 

comprendidas entre los 14 años y 10 meses y los 17 años y 6 meses, aunque la gran mayoría 

se encontraba entre los 15 y 16 años. En cuanto al género, 21 eran chicas y 17 chicos.  

 3º ESO 4º ESO Total 

Numero participantes 20 18 38 

 

Tabla 3.1: Número de participantes por curso. 

 

La selección de los participantes se puede considerar no aleatoria, ya que los 

seleccionados son alumnos del profesor-investigador, e intencional, debido a la pretensión 

de extender los resultados obtenidos en estudios anteriores con estudiantes universitarios a 

estudiantes de educación secundaria obligatoria. Estos estudiantes no habían recibido 

instrucción directa acerca de la demostración matemática. En la Ley Orgánica de Educación 

(2006) hay múltiples referencias al razonamiento matemático, pero no se indica qué clase de 

pruebas (comprobaciones, justificaciones, explicaciones, demostraciones, etc.) se puede 

esperar que los alumnos dominen en esta etapa educativa, y tampoco se dice nada de las 

distintas técnicas de demostración. Los estudiantes resolvieron cuatro problemas durante una 

sesión de una hora en la clase habitual de matemáticas. 
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3.2. Instrumentos para la recogida de datos 

 

Para la recogida de datos en nuestro estudio, hemos utilizado dos fuentes de 

información directa: un cuestionario creado ad hoc para la investigación, y una entrevista 

individual semiestructurada. A continuación, describimos sus características principales.  

3.2.1. Cuestionario 

 

La prueba que han realizado los participantes en el estudio ha consistido en un 

cuestionario con cuatro problemas de probar geométricos. De acuerdo con su forma, las 

preguntas/problemas Los problemas se han elegido teniendo en cuenta el nivel de los 

alumnos y las propiedades geométricas implicadas. 

Para la determinación del instrumento se tuvo en cuenta también que: 

— En cada uno de los problemas, se les solicitó que probaran una propiedad 

geométrica elemental: que un ángulo es recto; que dos rectas son paralelas; que un 

punto equidista de otros dos; y que un segmento tiene longitud doble que otro. La 

elección de estas propiedades geométricas viene motivada porque son ampliamente 

trabajadas por los estudiantes tanto en la etapa Primaria como en los primeros cursos 

de Secundaria, es decir, los conocimientos teóricos necesarios para resolver los 

problemas planteados formaban parte del currículo matemático de los participantes. 

Pensamos que esto facilitaría que los alumnos se implicasen en la producción de 

argumentos para responder a los problemas ya que comprenden la tesis que deben 

probar.   

— En cada uno de los problemas, el enunciado iba acompañado de una figura. 

Nuestro modelo teórico sobre el razonamiento en contexto geométrico describe la 

coordinación necesaria entre procesos de visualización en la resolución de problemas 

de probar geométricos por lo que incluir una configuración en el enunciado de cada 

problema permitiría observar dichos procesos de visualización en las respuestas de los 

participantes. Además, en los distintos paradigmas geométricos descritos en nuestro 

marco teórico, el papel de las configuraciones resulta crucial para inferir las 

características del ETG personal del resolutor.   
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— En la elección de los problemas y de las configuraciones se han tenido en 

cuenta los estudios que describen la existencia de factores que facilitan o dificultan la 

visualización tanto de las subconfiguraciones, como de las transformaciones figurales 

que han de tenerse en cuenta en la solución de un problema geométrico dado (Duval, 

1995, 1998; Mesquita, 1989, 1998; Padilla, 1990; Marmolejo y Vega, 2005, 2012). 

Estos son los factores que influyen en la manera en que es identificada y transformada 

la configuración en los procesos de probar que hemos considerado en la elaboración 

de nuestro cuestionario:  

1. División en subfiguras, es decir, si las subconfiguraciones relevantes ya 

vienen dadas en la configuración inicial o, por el contrario, deben ser 

encontradas. 

2. Contorno de la configuración inicial, si las subconfiguraciones relevantes 

escapan o no al marco creado por la configuración inicial. 

3. Complementariedad de las subconfiguraciones constituyentes, es decir, si las 

subconfiguraciones relevantes se combinan para constituir una forma 

familiar (círculo, cuadrado, rectángulo, etc). 

4. Convexidad de las subconfiguraciones relevantes. 

5. Doble uso de una subfigura, es decir, el mismo objeto (segmento, polígono, 

…) puede ser usado simultáneamente como dos objetos diferentes en la 

misma operación de comparación o razonamiento. 

6.  Existencia de subconfiguraciones visualmente predominantes. 

Además, la elección de los problemas que componen el cuestionario se basó en la 

intersección de dos variables:  

1. Necesidad de modificar la configuración inicial o no. Tal y como apuntamos 

en nuestro marco teórico, dependiendo de la modificación producida, la aprehensión 

operativa puede ser dividida en tres tipos: de identificación, de cambio figural y de 

reconfiguración. Esta última no ha sido considerada para este cuestionario porque pensamos 

que los alumnos a los que va dirigido el cuestionario no tienen apenas experiencias de 

resolución de problemas geométricos en los que se deban realizar reorganizaciones de 

subconfiguraciones.  

2. Que la proposición a demostrar resultase "visualmente evidente" o no. La 

evidencia de los hechos a probar es un obstáculo en el aprendizaje de la demostración 
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(Balacheff, 2000): “el racionalismo de la demostración se opone a esta clase de sensualidad 

que sirve de base a la evidencia”.  Se trata, pues, de problematizar la evidencia. En nuestro 

marco teórico, consideramos distintos paradigmas geométricos en los que el participante 

puede enfrentar la resolución de un problema geométrico. Nos parece interesante que los 

problemas de nuestra prueba contemplen la presencia o no de tesis visualmente evidentes 

para estudiar si este factor se relaciona con las características del espacio de trabajo personal 

del resolutor. 

Estas dos dimensiones articularon la prueba aplicada de forma que los problemas 

planteados en el cuestionario se pueden clasificar con arreglo a la intersección de estas dos 

dimensiones en un diseño 2x2.  

 

A continuación, se muestran los problemas del cuestionario, un análisis de sus 

características y una posible solución: 

  

PROBLEMA 1 (P1) 

Demuestra que el ángulo APB es recto. 

 

   

 En relación con las variables descritas anteriormente, el problema 1 no necesita la 

modificación de la configuración inicial para su resolución y consideramos que la tesis no 

resulta visualmente evidente. Llamando O al centro de la circunferencia, una posible 

solución pasa por aislar las subconfiguraciones formadas por los triángulos ∆𝑂𝐴𝑃 y ∆𝑂𝑃𝐵, 

y asociar a estos triángulos la definición de triángulo isósceles y la propiedad que afirma que 

los triángulos isósceles tienen dos ángulos congruentes (los opuestos a los lados 

congruentes). Esto implica que 𝑂𝐴𝑃̂ ≡  𝐴𝑃𝑂̂ y 𝑂𝑃𝐵̂ ≡  𝑃𝐵𝑂̂. Si ahora identificamos la 
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subconfiguración formada por el triángulo ∆APB y le asociamos la propiedad “la suma de 

los ángulos interiores de un triángulo plano es 180º”, podemos concluir que 

𝑂𝐴𝑃̂ +  𝐴𝑃𝑂 ̂ + 𝑂𝑃𝐵̂ +   𝑃𝐵𝑂̂  = 180°  

de donde, teniendo en cuenta las congruencias establecidas anteriormente y que 𝐴𝑃𝑂 ̂ +

 𝑂𝑃𝐵̂  ≡ 𝐴𝑃𝐵̂, se sigue inmediatamente la tesis pedida. 

Las subconfiguraciones relevantes para esta solución del problema son las siguientes: 

 

 

 

 

 

I II III 

 

Figura 3.1: Subconfiguraciones relevantes en la solución propuesta a P1. 

 

  En relación con los factores que influyen en la forma en que es identificada y 

transformada la configuración en los procesos de probar, las subconfiguraciones relevantes 

en la solución de este problemas son convexas, complementarias (I y II juntas forman III) y 

no existen ni áreas sombreadas ni líneas destacadas por su diferente grosor o estilo 

tipográfico en la configuración inicial.    

La tabla 3.2 muestra los conocimientos geométricos susceptibles de ser utilizados en 

la resolución de P1 
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P1 

 Definición de circunferencia. 

 Definición de radio de una circunferencia. 

 Definición de diámetro de una circunferencia. 

 Definición de ángulo plano. 

 Definición de perpendicularidad de dos rectas. 

 Definición de ángulos adyacentes. 

 Definición de ángulos consecutivos. 

 Definición de triángulo. 

 Definición de triángulo isósceles. 

 Definición de segmentos congruentes. 

 Los triángulos isósceles tienen dos ángulos (los 

opuestos a los lados congruentes) congruentes. 

 La suma de los ángulos interiores de un triángulo 

es 180º. 

 Definición de ángulo central de una 

circunferencia. 

 Definición de ángulo inscrito en una 

circunferencia. 

 El ángulo central de una circunferencia mide el 

doble que el ángulo inscrito que abarca el mismo 

arco. 

 Un ángulo inscrito en una semicircunferencia es 

un ángulo recto. 

 

Tabla 3.2: Conocimiento geométrico susceptible de ser utilizado en la resolución de P1. 

 

PROBLEMA 2 (P2) 

Sobre una circunferencia de centro O, marca tres puntos A, B, C. La circunferencia de 

diámetro [BC] interseca a (AB) en I. Sea D el punto medio de [AB]. Probar que las líneas 

rectas (OD) y (CI) son paralelas. 
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En este problema se pide al estudiante establecer el paralelismo de las líneas en 

negrita en la figura. Este paralelismo resulta visualmente evidente y no es necesario añadir 

nuevos elementos a la configuración inicial para resolver el problema. 

Una posible solución del problema se basa en aislar la subconfiguración formada por 

la circunferencia de diámetro 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ , el propio diámetro 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  y el punto I. A continuación, asociar 

a esta subconfiguración la propiedad matemática que afirma que el triángulo ∆𝐼𝐵𝐶 es 

rectángulo en I, es decir, el problema anterior. De inmediato, se deduce que 𝐶𝐼̅̅̅ es 

perpendicular a 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ .  

Si ahora identificamos la subconfiguración formada por la circunferencia de centro 

O, la cuerda 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  y el punto medio D, tenemos que O equidista de A y B por ser el centro de 

la circunferencia ABC, y D equidista de A y B por ser el punto medio de 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ . Si un punto 

equidista de los extremos de un segmento entonces dicho punto pertenece a la mediatriz del 

segmento. Esta proposición es el recíproco del problema siguiente (P3). Lo anterior implica 

que 𝑂𝐷̅̅ ̅̅  es la mediatriz de 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  y, por tanto, 𝑂𝐷̅̅ ̅̅  es perpendicular a 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ . Establecidas las 

perpendicularidades de 𝐶𝐼̅̅̅ y 𝑂𝐷̅̅ ̅̅  respecto al segmento 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ , la propiedad matemática que 

establece “Si dos rectas contenidas en el plano son perpendiculares a la misma recta entonces 

son paralelas entre sí”, nos permite concluir la tesis pedida. 

 

Las subconfiguraciones relevantes para esta solución al problema son: 
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I II III 

 

Figura 3.2: Subconfiguraciones relevantes en la solución propuesta a P2. 

 

La tabla 3.3 muestra los conocimientos geométricos susceptibles de ser utilizados en 

la resolución de P2 

 

P2 

 Definición de circunferencia. 

 Definición de radio de una circunferencia. 

 Definición de diámetro de una circunferencia. 

 Definición de cuerda de una circunferencia. 

 Definición de perpendicularidad de dos rectas. 

 Definición de paralelismo de dos rectas. 

 Definición de triángulo rectángulo. 

 Definición de mediatriz de un segmento. 

 Definición de triángulo. 

 Definición de ángulo. 

 Definición de ángulo inscrito en una 

circunferencia. 

 Definición de punto medio de un segmento. 

 Las mediatrices de los lados de un triángulo 

intersecan en el circuncentro. 

 Un ángulo inscrito en una semicircunferencia es 

un ángulo recto. 
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 Dos rectas contenidas en un plano 

perpendiculares a una tercera son paralelas entre 

sí. 

 

 

Tabla 3.3: Conocimiento geométrico susceptible de ser utilizado en la resolución de P2. 

 

PROBLEMA 3 (P3) 

Si P es un punto de la mediatriz del segmento AB, demuestra que P equidista de los puntos 

A y B. 

  

 

En este caso, la propiedad geométrica que el enunciado pide establecer es la 

congruencia de dos segmentos. Consideramos que los alumnos deben añadir los segmentos 

𝐴𝑃̅̅ ̅̅  y  𝐵𝑃̅̅ ̅̅ , por lo que se hace necesario realizar modificaciones en la configuración inicial. 

Entendemos que la tesis es visualmente evidente. Una posible solución al problema seria: si 

llamamos M al punto de intersección de la mediatriz y  del segmento  𝐴𝐵̅̅ ̅̅  y añadimos los 

segmentos 𝐴𝑃̅̅ ̅̅  y  𝐵𝑃̅̅ ̅̅ , podemos identificar en la nueva configuración los triángulos ∆𝐴𝑃𝑀 y 

∆𝐵𝑃𝑀. Asociando a dichas subconfiguraciones el criterio de congruencia de triángulos lado-

ángulo-lado, y la definición de mediatriz, se tiene la congruencia de los dos triángulos e 

inmediatamente se deduce la tesis del enunciado. 

Las subconfiguraciones relevantes para esta solución al problema son: 
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Figura 3.3: Subconfiguraciones relevantes en la solución propuesta a P3. 

 

La tabla 3.4 muestra los conocimientos geométricos susceptibles de ser utilizados en 

la resolución de P3 

 

P3 

 Definición de mediatriz de un segmento. 

 Definición de punto medio de un segmento. 

 Definición de perpendicularidad. 

 Definición de ángulo. 

 Definición de segmentos congruentes. 

 Definición de triángulo. 

 Criterio de congruencia de triángulos L-A-L 

 

Tabla 3.4: Conocimiento geométrico susceptible de ser utilizado en la resolución de P3. 

 

PROBLEMA 4 (P4)  

Dos circunferencias secantes tienen por centros P y Q. Por uno de los puntos de corte, O, 

se traza una paralela al segmento PQ, que interseca a las circunferencias en los puntos M 

y N. Demuestra que MN=2PQ. 
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De nuevo, el problema 4 demanda establecer la congruencia de dos segmentos. En 

este caso, se hace necesario modificar la configuración inicial y la tesis no resulta 

visualmente evidente. Una posible solución pasa por realizar las siguientes acciones: añadir 

los radios 𝑃𝑀̅̅̅̅̅ y 𝑃𝑂̅̅ ̅̅  en la circunferencia de centro P y los radios 𝑄𝑂̅̅ ̅̅  y 𝑄𝑁̅̅ ̅̅  en la 

circunferencia de centro Q, y añadir las perpendiculares al segmento 𝑀𝑁̅̅ ̅̅ ̅ que pasan por P y 

Q y los puntos de intersección (S y T). A partir de estas modificaciones podemos identificar 

las subconfiguraciones formadas por los triángulos ∆𝑀𝑃𝑆 y ∆𝑂𝑃𝑆, así como los triángulos 

∆𝑂𝑄𝑇 y ∆𝑁𝑄𝑇. Utilizando, en ambos casos, el criterio de congruencia para triángulos 

rectángulos (si dos triángulos rectángulos tienen un cateto y la hipotenusa correspondientes 

congruentes, entonces los triángulos son congruentes), se deducen las siguientes 

congruencias de segmentos 𝑀𝑆̅̅ ̅̅ ≡ 𝑆𝑂̅̅̅̅  y 𝑂𝑇̅̅ ̅̅ ≡ 𝑇𝑁̅̅ ̅̅ . Ahora identificamos la subconfiguración 

formada por el rectángulo SPQT, donde se tiene que 𝑃𝑄̅̅ ̅̅ ≡ 𝑆𝑇̅̅̅̅  y,  como 𝑀𝑁̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑀𝑆̅̅ ̅̅ + 𝑆𝑂̅̅̅̅ +

𝑂𝑇̅̅ ̅̅ + 𝑇𝑁̅̅ ̅̅ , deducimos inmediatamente que 𝑀𝑁̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑃𝑄̅̅ ̅̅ , tal y como afirma el enunciado del 

problema. 

Las subconfiguraciones relevantes para esta solución al problema son: 

 

 

I II 
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Figura 3.4: Subconfiguraciones relevantes en la solución propuesta a P4. 

 

La tabla 3.5 muestra los conocimientos geométricos susceptibles de ser utilizados en 

la resolución de P4 

 

P4 

 Definición de congruencia de segmentos. 

 Definición de circunferencia. 

 Definición de radio de una circunferencia. 

 Definición de perpendicularidad. 

 Definición de triángulo. 

 Criterio de congruencia para triángulos 

rectángulos: Dos triángulos rectángulos con un 

cateto y la hipotenusa congruentes son 

congruentes. 

 Definición de rectángulo. 

  

 

Tabla 3.5: Conocimiento geométrico susceptible de ser utilizado en la resolución de P4. 

 

En la siguiente tabla se recogen las características de los factores implicados en la 

visibilidad de las subconfiguraciones relevantes para cada uno de los problemas del 

cuestionario: 
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Factores internos que disparan o inhiben la 

visualización de las operaciones de cambio 

figural 

P1 P2 P3 P4 

División en subfiguras (dadas o no en la 

configuración inicial) 

Sí Sí No No 

Contorno de la figura inicial Sí Sí Sí Sí 

Complementariedad Sí No Sí No 

Convexidad Sí Sí Sí Sí 

Doble uso de una figura Sí No No Sí 

Existencia de subconfiguraciones visualmente 

predominantes 

No Sí No No 

 

Tabla 3.6: Factores que facilitan o inhiben la visualización de las transformaciones 

figurales necesarias para la resolución de los problemas del cuestionario 

 

En la siguiente tabla se recogen las definiciones y propiedades matemáticas que se 

pueden movilizar para resolver los problemas del cuestionario. 

Definiciones y propiedades matemáticas P1 P2 P3 P4 

Definición de circunferencia. X X  X 

Definición de radio de una circunferencia. X X  X 

Definición de diámetro de una circunferencia. X X   

Definición de cuerda de una circunferencia  X   

Definición de ángulo plano. X X X  

Definición de perpendicularidad de dos rectas. X X X X 

Definición de paralelismo de dos rectas  X   

Definición de ángulos adyacentes. X    

Definición de ángulos consecutivos. X    

Definición de triángulo. X X X X 

Definición de triángulo isósceles. X    

Definición de triángulo rectángulo  X   
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Los triángulos isósceles tienen dos ángulos (los opuestos 

a los lados congruentes) congruentes. 

X    

La suma de los ángulos interiores de un triángulo es 180º. X    

Definición de ángulo central de una circunferencia. X    

Definición de ángulo inscrito en una circunferencia. X X   

El ángulo central de una circunferencia mide el doble que 

el ángulo inscrito que abarca el mismo arco. 

X    

Definición de punto medio de un segmento  X X  

Las mediatrices de los lados de un triángulo intersecan en 

el circuncentro. 

 X   

Un ángulo inscrito en una semicircunferencia es un 

ángulo recto. 

X X   

Dos rectas contenidas en un plano perpendiculares a una 

tercera son paralelas entre sí. 

 X   

Definición de rectángulo    X 

Definición de mediatriz de un segmento  X X  

Definición de segmentos congruentes X  X X 

Criterio de congruencia de triángulos L-A-L   X  

Dos triángulos rectángulos con un cateto y la hipotenusa 

congruentes son congruentes. 

   X 

 

Tabla 3.7: Conceptos y propiedades matemáticas susceptibles de ser utilizados en la 

resolución de los problemas del cuestionario 

 

Tanto para el factor contorno de la figura inicial, como para el factor convexidad, 

hemos optado por elegir problemas con características que siempre faciliten la visualización 

de las subconfiguraciones y transformaciones relevantes para la solución de los problemas, 

debido a la corta edad y poca experiencia de los participantes de nuestro estudio en la 

resolución de problemas de probar geométricos. En el problema 4 hemos resaltado las líneas 

sobre las que el problema plantea la hipótesis de paralelismo. Con esta acción, tratamos de 

facilitar a los participantes la visualización de las subconfiguraciones relevantes para 

solucionar el problema, porque es el más difícil de la colección. 
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3.2.2. Entrevista 

 

Se realizó una entrevista a cada alumno de forma individual (n=38), con el objetivo 

de averiguar el procedimiento de validación utilizado en cada una de las afirmaciones de la 

resolución de los problemas. La importancia de determinar dichos procedimientos de 

validación en nuestra investigación es manifiesta, pues uno de los objetivos específicos de 

nuestra investigación es identificar dichos procedimientos y caracterizar su interacción con 

los desenlaces del razonamiento configural. Se grabó el audio para su posterior transcripción 

y análisis con el fin de registrar con fidelidad todas las interacciones verbales entre 

entrevistador y entrevistado. Antes de utilizar la grabadora, se mantuvo una pequeña 

conversación introductoria con los alumnos para explicarles la finalidad de la grabación. 

Durante la entrevista, el profesor-entrevistador fue tomando notas que le ayudaron a 

formular nuevas cuestiones.  

El procedimiento de validación, tal y como hemos descrito en nuestro marco teórico, 

es el procedimiento utilizado por el alumno para establecer la verdad, desde su punto de 

vista, de una proposición que utiliza en su cadena de razonamientos. Este “punto de vista” 

no se suele explicitar, por lo que se hace necesario realizar una entrevista para interrogar al 

alumno sobre dichos procedimientos. Esta tuvo lugar poco tiempo después de la realización 

del cuestionario para que éstos pudiesen recordar los razonamientos, ideas, visualizaciones 

o conocimientos que les permitieron construir sus respuestas a los problemas del 

cuestionario planteado.  

El intervalo de tiempo entre la realización del cuestionario y la entrevista fue de dos 

días y se dedicó a preparar esta última ya que, para inferir el procedimiento de validación de 

cada una de las afirmaciones realizadas, había que segmentar las respuestas, es decir, separar 

las distintas afirmaciones que componían la respuesta al problema, para determinar cuáles 

eran éstas.  

Según la clasificación de los tipos de entrevista en la investigación cualitativa que 

describe Folgueiras (2016), nuestra entrevista se puede considerar como semiestructurada. 

Los estudiantes podían expresar sus opiniones y/o matizar sus respuestas, de manera que el 

resultado de la entrevista era asociar su procedimiento de validación a cada una de las 

afirmaciones matemáticas realizadas. Sin embargo, para obtener dichos resultados, el 

profesor-investigador a partir de las respuestas que los alumnos iban dando a sus preguntas, 
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debía inferir la fuente de validez de sus afirmaciones. Para ello, el profesor-investigador 

debía usar las respuestas y matizaciones para orientar la entrevista con el fin de determinar 

dichos procedimientos de validación. 

El entrevistador debe tener una actitud abierta y flexible para poder ir saltando de 

pregunta según las respuestas que se vayan dando, o incorporar alguna nueva cuestión a 

partir de las respuestas dadas por el entrevistado.  

 

A modo de ejemplo, mostramos a continuación la respuesta de A17 a P2 y, 

posteriormente, la transcripción de la entrevista realizada: 

 

Figura 3.5: Respuesta de A15 a P3. 

 

En la siguiente tabla, transcribimos un fragmento de la entrevista que realizó el 

profesor-investigador a A15 con el fin de inferir los procedimientos de validación de las 

distintas afirmaciones que componen su respuesta a P3: 

 

Profesor-investigador: En la primera frase, afirmas la tesis que debes demostrar: “las 

rectas son paralelas”, luego lo que viene después del “porque” sería la respuesta al 

problema, ¿verdad? 

Participante: ….Sí, eso es. 

P-I: Dices que “D es el punto medio de 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ”, ¿cómo sabes que esto es cierto? 
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P: Porque lo dice el enunciado. 

P-I: De acuerdo, después afirmas: “por lo cual la línea 𝑂𝐷̅̅ ̅̅  será paralela a 𝐶𝐼̅̅̅”, ¿por 

qué la línea 𝑂𝐷̅̅ ̅̅  es paralela a 𝐶𝐼̅̅̅ ? 

P: Pues, es que no se cortan. 

P-I: ¿Qué líneas no se cortan? 

P: Estas (señala a 𝑂𝐷̅̅ ̅̅  y 𝐶𝐼̅̅̅) 

P-I: Bien, tú afirmas que 𝑂𝐷̅̅ ̅̅  y 𝐶𝐼̅̅̅ no se cortan. No discuto que eso sea cierto o no. Lo 

que me interesa conocer es ¿por qué sabes que no se cortan? 

P: Porque aunque continúen, no se tocan. 

….. 

 

Figura 3.6: Transcripción de un fragmento de la entrevista a A15 en respuesta a P3 

 

En el siguiente epígrafe se describe el procedimiento de análisis realizado con el fin 

de dar respuesta a los objetivos de nuestra investigación. 

 

3. 3. Procedimiento de análisis 

 

Se realizó un análisis de los datos obtenidos en diferentes fases. En primer lugar, se 

obtuvieron las respuestas de los estudiantes al cuestionario. A continuación, y antes de 

realizar las entrevistas, se segmentaron y transcribieron las respuestas de los participantes, 

con el fin de separar las distintas afirmaciones realizadas en sus respuestas. Esto se hizo en 

este momento para facilitar el objetivo de la entrevista: recopilar los procedimientos de 

validación de las afirmaciones realizadas en sus respuestas.  

Se analizaron los procesos de visualización, es decir, se identificaron evidencias de 

los diferentes tipos de aprehensiones (perceptiva, discursiva y operativa). Se identificaron 

los procedimientos de validación que utilizaron en cada una de sus afirmaciones. A 

continuación, se analizó la coordinación de los procesos de visualización con el fin de 

determinar el desenlace de sus razonamientos configurales. En la siguiente fase, se describió 

la organización discursiva de las respuestas a los problemas con el fin de inferir el tipo de 

discurso utilizado para validar la proposición a probar. Por último, apoyándonos en el 

análisis realizado, recopilamos algunas características del ETG personal que los alumnos 

pusieron de manifiesto en la resolución de los problemas del cuestionario. 
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3.3.1. Fase I: Transcripción y segmentación de las respuestas  

 

En esta etapa del análisis de los datos, transcribimos y segmentamos las respuestas 

de los estudiantes, con la finalidad de facilitar la identificación de las diferentes 

proposiciones que conforman su respuesta, y preparar la entrevista posterior en la que se 

tratará de identificar los procedimientos de validación utilizados. La transcripción y 

segmentación de las respuestas nos facilitará el análisis posterior de la coordinación de los 

diferentes procesos de visualización, y nos ayudará a estudiar la organización discursiva de 

las respuestas dadas por los estudiantes.  

Consideramos como unidad de análisis cada una de las partes de la respuesta escrita, 

incluyendo las marcas sobre la configuración inicial o los dibujos realizados por el resolutor 

que pongan de manifiesto la identificación o aplicación de teoremas, propiedades, 

definiciones o hechos matemáticos observados por el resolutor.  Para ilustrar esta fase 

usamos como ejemplo el análisis realizado a la respuesta A30 a P3: 

 

En la siguiente figura, mostramos la segmentación de la respuesta de A30 a P3. 
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Figura 3.7: Respuesta de A30 a P3 y unidades de análisis (Fase I) 

 

Segmentamos la respuesta de modo que cada elemento se corresponde con una 

afirmación realizada por el alumno, sea o no correcta, obteniendo la siguiente secuencia: 

 

1. El lado H y h son iguales ya que es el mismo. 

2. Y los lados C y D también lo son ya que la recta P traza la mediatriz de AB. 

3. Y un ángulo igual. 

4. Lo cual demuestra que los dos triángulos formados son semejantes. 

5. Lo cual todos los ángulos son iguales a sus correspondientes y lo mismo con los 

lados. 

6. Lo que demuestra que el lado que une A con P es igual que B con P. 

 

Figura 3.8: Transcripción y segmentación de la respuesta de A30 a P3. 

 

3.3.2. Fase II: Identificación de los procesos de visualización  

 

Los procesos de visualización implicados en la resolución de problemas de geometría 

(aprehensiones perceptiva, discursiva y operativa) no son observables, ya que, como 

acciones mentales, no son explícitamente declarados. No obstante, podemos encontrar 

evidencias de éstos en las respuestas escritas: marcas, modificaciones, asociaciones, etc.  
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Además, el orden en el que se producen los procesos de visualización no es fácil de 

determinar, pues no tenemos un registro de las acciones mentales del resolutor. Para poder 

inferir dichas acciones, debemos examinar sus registros escritos. No obstante, no vamos a 

considerar como aprehensión operativa cualquier modificación que realiza el alumno en la 

imagen que acompaña al enunciado (marcas de congruencia, indicadores de ángulos, 

etiquetado de puntos o segmentos, etc.), sino solo a aquellas que se puedan conectar con su 

resolución del problema. 

En esta segunda fase, identificamos los procesos de visualización de los participantes 

a partir de las unidades de análisis extraídas en la transcripción y segmentación de las 

respuestas realizada en la fase I. Esto implica identificar las subconfiguraciones relevantes, 

identificadas o modificadas por el resolutor, y las asociaciones de afirmaciones matemáticas.  

Mostramos un ejemplo de esta segunda fase del análisis a partir de la siguiente respuesta de 

A30 a P3 que hemos utilizado para la descripción de la fase I de análisis:  

En la figura 3.9 mostramos los ciclos de aprehensiones operativa/discursiva 

realizados por A30 en respuesta a P3 

 

 

 
 
 
 

 

AD1(v-d): Los puntos 

A, P y O, y los puntos 

B, P y O forman dos 

triángulos 

AO1(cf): Añade los 

segmentos 𝐴𝑃̅̅ ̅̅  y 𝐵𝑃̅̅ ̅̅

  

 

 

 

AD2(v-d): Asocia el 

criterio de congruencia 

de triángulos L-A-L 

AO2(i): Identifica los 

triángulos ∆𝐴𝑂𝑃 y ∆𝐵𝑂𝑃 
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Figura 3.9: Ciclos de aprehensiones operativa/discursiva de A30 en respuesta a P3 (Fase 

II). AOn: Aprehensión operativa “n”; ADn: Aprehensión discursiva “n” 

(cf): Cambio figural; (i): identificación; (v-d): visual – discursiva.  

En rojo, los elementos geométricos añadidos.  

En azul, los elementos geométricos identificados. 

 

En nuestro marco teórico describimos una aprehensión discursiva como la acción que 

produce una asociación de una afirmación matemática (definición, teorema, axioma, etc) y 

una configuración. Esta asociación puede darse en las dos direcciones: visual-discursiva o 

AD3(v-d): Dos 

segmentos coincidentes 

son congruentes. 

AO3(i): Identifica los 

segmentos H y h en los 

triángulos ∆𝐴𝑂𝑃 y ∆𝐵𝑂𝑃 

 

AD4(v-d): Les asocia la 

afirmación: “la mediatriz 

divide al segmento en dos 

partes iguales” 

AO4(i): Identifica los 

segmentos C y D en los 

triángulos ∆𝐴𝑂𝑃 y ∆𝐵𝑂𝑃 

 

AD4(v-d): Establece que 

la mediatriz corta 

perpendicularmente al 

segmento 

AO4(i): Identifica en la 

configuración inicial los 

ángulos 𝐴𝑂𝑃̂ y 𝐵𝑂𝑃̂ 
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discursiva-visual. Sin embargo, en nuestro estudio con alumnos de etapa secundaria hemos 

encontrado que algunos alumnos asocian a una configuración no una afirmación matemática 

dentro de un marco de conocimientos, sino hechos matemáticos como congruencias, 

equivalencias o relaciones entre las configuraciones, o medidas de magnitudes como la 

longitud de un segmento. Veamos un ejemplo en la respuesta de A10 a P4: 

 

Figura 3.10: Respuesta de A10 a P4. 

 

 

Esta respuesta nos sugiere la secuencia de aprehensiones operativas/discursivas que 

mostramos esquematizada en la siguiente figura. 



3. Diseño de la investigación  Juan Prior Martínez   

122 

 

 

 

Figura 3.11: Ciclos de aprehensiones operativa/discursiva de A10 en respuesta a P4 (Fase 

II) 

En primer lugar, identifica los segmentos 𝑀𝑂̅̅ ̅̅ ̅, 𝑂𝑁̅̅ ̅̅  y  𝑃𝑄̅̅ ̅̅   (aprehensión operativa de 

identificación) para, a continuación, asociarles a cada uno de ellos un hecho matemático 

(aprehensión visual-discursiva), que en este caso es el valor de su magnitud longitud, medida 

mediante una regla graduada. Esta es una novedad respecto a los estudios realizados con 

estudiantes universitarios, ya que este tipo de asociaciones, propias de la Geometría Natural, 

son progresivamente abandonadas por los estudiantes que comprenden las características del 

trabajo geométrico en el paradigma de la Geometría Axiomática Natural en el que se 

desarrollan los problemas geométricos de probar. 

 

3.3.3. Fase III: Identificación de los procedimientos de validación 

 

En esta etapa queremos averiguar de dónde obtiene el estudiante la garantía de que 

las proposiciones que usa en su respuesta al problema son ciertas.En la siguiente tabla 

tenemos la transcripción y segmentación de la respuesta de A30 a P3 y los procedimientos 

de validación de la respuesta identificados con ayuda de la entrevista 

Segmentación de la respuesta Procedimiento de validación 

1. El lado H y h son iguales ya que es el 

mismo. 

Deductivo 

2. C y D también lo son ya que la recta P traza 

la mediatriz de AB 

Deductivo 

AO1(i): Identifica los 

segmentos 𝐴𝑃̅̅ ̅̅ , 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  y 𝑃𝐵̅̅ ̅̅

  

 AD1(v-d): Mide la longitud de 

cada uno de ellos: 

𝑚(𝑀𝑂)̅̅ ̅̅ ̅̅ = 3,6 𝑐𝑚; m(𝑂𝑁̅̅ ̅̅ ) =

5,2 𝐶𝑀; y 𝑚(𝑃𝑄̅̅ ̅̅ ) = 4,4 𝑐𝑚 
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3. Un ángulo igual Deductivo 

4. Lo cual demuestra que los dos triángulos 

formados son semejantes. 

Deductivo 

5. Lo cual todos los ángulos son iguales a sus 

correspondientes y lo mismo con los lados 

Deductivo 

6. Lo que demuestra que el lado que une A 

con P es igual que B con P 

Deductivo 

Tabla 3.8: Procedimientos de validación de A30 en su respuesta a P3 (Fase III) 

 

En la siguiente tabla tenemos un extracto de la transcripción de la entrevista para la 

determinación de los procedimientos de validación utilizados en las afirmaciones 2 y 3. 

Afirmación matemática Procedimiento de validación 

2. C y D también lo son ya que P es la 

mediatriz de AB 

En la entrevista manifiesta que los lados C y 

D miden lo mismo “ya que la mediatriz 

divide al segmento (señala AB) en dos 

partes iguales”. Inferimos que usa el 

procedimiento de validación deductivo 

3. Un ángulo igual Afirma que “la mediatriz es perpendicular”. 

Procedimiento de validación deductivo 

Tabla 3.9: Extracto de la entrevista de A30 a P3. 

 

En respuesta a P3, A30 únicamente utiliza el procedimiento deductivo para validar 

sus afirmaciones, para mostrar otros procedimientos utilizados por los participantes, 

mostramos a continuación la respuesta de A25 a P3 en la figura 3.13  
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Figura 3.12: Respuesta de A25 a P3 

y un fragmento de una transcripción del audio grabado durante la entrevista a A15 para 

determinar el procedimiento de validación de las afirmaciones realizadas en su respuesta a 

P3 (Figura 3.13):  

 

Profesor-investigador: Afirmas que “la mediatriz divide un segmento en dos partes 

iguales”. ¿Cómo sabes que eso es cierto? 

Participante: Bueno, …  la mediatriz es la línea que corta (al segmento) por la mitad 

P-I: Bien. A continuación, dices que “de A al centro hay la misma distancia que de B 

al centro”, ¿es cierto? 

P: Sí 

P-I: ¿Por qué? 

P: ¡Está claro! Esta línea (señala la mediatriz) corta al segmento 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  por la mitad, 

pues la distancia de la mitad a cada lado es la misma. 

P-I: De acuerdo. Por último, afirmas que “por lo que de  𝑃𝐴̅̅ ̅̅  = 𝑃𝐵̅̅ ̅̅  “. 

P: Porque desde aquí (señalando P) hasta aquí (A) hay la misma distancia que desde 

aquí (P) hasta aquí (B). 

P-I: Sí, eso es lo que afirmas, pero yo quiero saber cómo sabes que es cierto. 

P: …. (piensa). Es que está claro, lo corta por la mitad 

P-I:  Sí, el punto de corte está a la misma distancia de A y B, pero lo que dices es que 

P también está a la misma distancia de A y B. ¿Por qué? 
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P: No sé,… se ve que miden lo mismo (señala los segmentos 𝑃𝐴̅̅ ̅̅  y 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ). 

  

Figura 3.13: Transcripción de la entrevista de A15 a P3. 

 

El profesor-investigador pregunta directamente el porqué de la afirmación "la 

mediatriz divide un segmento en dos partes iguales". Aunque en su respuesta el participante 

no menciona la perpendicularidad de la mediatriz, su respuesta induce a pensar que conoce 

la definición y que su afirmación se sustenta en dicho conocimiento. Establecido el 

procedimiento de validación de esa primera afirmación, continúa la entrevista con la 

siguiente. El profesor-investigador pregunta por la afirmación “de A al centro hay la misma 

distancia que de B al centro”. Su respuesta y sus gestos, ponen de manifiesto que dicha 

afirmación es una consecuencia lógica de la definición de mediatriz. Por tanto, otra 

afirmación validada deductivamente. Así, se llega a la última afirmación que realiza en su 

respuesta: “por lo que de  𝑃𝐴̅̅ ̅̅  = 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ”. Al principio, el participante insiste en la veracidad de 

la afirmación sin más argumento que la evidencia visual de que esto es así, señalando la 

distancia entre P y los puntos A y B. Ante la insistencia del profesor-investigador, 

finalmente, afirma que “se ve que miden lo mismo”, lo que nos permite inferir que el 

procedimiento de validación de esta última afirmación es el perceptivo. 

En la siguiente tabla recogemos las afirmaciones y los procedimientos de validación 

utilizados por A25 en respuesta a P3. 

Unidades de análisis Procedimiento de validación 

1. La mediatriz divide un segmento en dos partes 

iguales 
Deductivo 

2. de A al centro hay la misma distancia que de B al 

centro 
Deductivo 

4. por lo que de  PA̅̅̅̅  = PB̅̅̅̅  Perceptivo 

 

Tabla 3.10: Procedimientos de validación de A25 en respuesta a P3 (Fase III) 
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3.3.4. Fase IV: Determinación del razonamiento configural  

 

Los análisis realizados hasta este momento (descripción de los procesos de 

visualización, transcripción y segmentación de las respuestas e identificación de los 

procedimientos de validación) nos permiten determinar el desenlace de los razonamientos 

configurales de los estudiantes en su resolución de los problemas propuestos en el 

cuestionario.  Mostramos esta etapa del análisis con ayuda de la respuesta de A30 a P3: 

 

Figura 3.14: Respuesta de A30 a P3. 

 

 

 

Los ciclos de aprehensiones operativas/discursivas identificadas en la fase II del análisis 

proporcionan las subconfiguraciones relevantes y las ideas matemáticas que le permiten 

resolver deductivamente el problema. La identificación de los procedimientos de validación 

realizada en la fase III con ayuda de la entrevista nos ayuda a confirmar que el razonamiento 

configural de A30 en la resolución de P3 desemboca en un truncamiento (Fase IV), una de 

las categorías de posibles desenlaces descrita en nuestro marco teórico.  
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Sin embargo, algunos razonamientos configurales observados no se adaptan a la 

clasificación de nuestro marco teórico, generada a partir de respuestas de estudiantes 

universitarios. La respuesta de A13 a P2 que mostramos a continuación es un ejemplo de 

ello. 

 

 

Figura 3.15: Respuesta de A13 a P2. 

La transcripción y segmentación de la respuesta se reduce a su única afirmación, tal 

y como mostramos a continuación. 

Segmentación de la respuesta Procedimiento de validación 

1. Son paralelas, la recta CI y OD porque no 

se cortan. 

Perceptivo. En la entrevista 

manifiesta que “se ve” que son 

paralelas 

Tabla 3.11: Segmentación y procedimiento de validación de A13 en respuesta a P2. (Fases 

I y II) 

 

En cuanto a los procesos de visualización que podemos observar, solo se puede 

identificar un ciclo de aprehensión operativa/discursiva que mostramos a continuación:  
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Figura 3.16: Procesos de visualización de A13 en respuesta a P2. 

 

En este tipo de razonamiento configural la única aprehensión operativa es la 

identificación de los elementos involucrados en la tesis a probar, a los que se les asocia 

directamente la propia tesis validada perceptivamente. A este desenlace del razonamiento 

configural lo llamaremos truncamiento naif (Fase IV) (Prior y Torregrosa, 2020).  

A la luz de nuestro análisis, dentro de la categoría Conjeturas sin demostración, es 

decir, aquellos razonamientos en los que la coordinación permite resolver el problema 

aceptando conjeturas mediante percepción simple, hemos considerado pertinente distinguir 

dos subcategorías diferentes. La primera, que mostramos con ayuda de la respuesta de A14 

a P4, la hemos denominado Conjetura sin demostración empírica (Prior y Torregrosa, 2020). 

En esta subcategoría, las aprehensiones discursivas son siempre asociaciones con hechos 

matemáticos observados en la figura: congruencia, perpendicularidad, equidistancia, 

paralelismo, igualdad de áreas, etc. No hay asociaciones con definiciones o teoremas. Su 

razonamiento es un proceso “puramente configural” (Duval, 1998, pp. 44). Mostramos un 

ejemplo de esta categoría con ayuda de la respuesta de A14 a P4. 

AD1(v-d): Establece el 

paralelismo de las 

rectas (CI) y (OD) 

AO1(i): Identifica las 

rectas (CI) y (OD) 
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0  

Figura 3.17: Respuesta de A14 a P4 
 

En la siguiente figura, describimos, esquemáticamente, el razonamiento configural 

que desarrolla el alumno para dar su respuesta a la tarea: 

 
 
 
 

 

 

 

AD1(v-d): Afirma que la distancia de M a O es el doble que la 

distancia de P a O. 

AO1 

cf: añade la semirrecta perpendicular al 

segmento 𝑀𝑂̅̅ ̅̅ ̅ que parte de P. 

 

i: identifica los segmentos 𝑀𝑂̅̅ ̅̅ ̅ y 𝑃𝑂̅̅ ̅̅ .  
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Figura 3.18: Primer ciclo de aprehensiones operativas/discursivas de la respuesta a 

P3 de A14 

 

 
 
 
 

 

 

Figura 3.19: Segundo ciclo de aprehensiones operativas/discursivas de la respuesta a P3 

de A14 

 

Aquí, la visualización es el único proceso que guía la resolución del problema. Todo 

ocurre sin que se realice verificación alguna más allá de la evidencia visual que proporciona 

la figura que acompaña al enunciado y las modificaciones que se han realizado sobre ella. 

El razonamiento del alumno no parte de las hipótesis del problema dadas por el enunciado, 

sino de las evidencias que extrae de la configuración que lo acompaña. El estatus de las 

proposiciones no juega ningún papel en su “solución” al problema. Como hemos señalado 

 

AD2(v-d): Afirma que la distancia de O a N es el doble que la 

distancia de Q a N. 

AO2 

cf: añade la semirrecta perpendicular al 

segmento 𝑂𝑁̅̅ ̅̅ , que parte del punto Q. 

 

i: identifica los segmentos 𝑂𝑁̅̅ ̅̅  y 𝑄𝑂̅̅ ̅̅ .  
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anteriormente, a este tipo de desenlace de la coordinación de aprehensiones operativas y 

discursivas lo hemos denominado Conjetura sin demostración empírica (Fase IV). 

 

La segunda subcategoría se observa cuando la coordinación de aprehensiones 

operativas y discursivas permite resolver el problema en el contexto de la Geometría 

Axiomática Natural, es decir, cuando la coordinación permite resolver el problema 

deductivamente, pero aceptando alguna conjetura perceptivamente. En esta categoría, 

generalmente, las aprehensiones discursivas asocian afirmaciones matemáticas (definiciones 

o teoremas) a las subconfiguraciones, y, excepcionalmente, para completar su razonamiento, 

realizan alguna asociación con algún hecho matemático validado perceptivamente. A estas 

las hemos denominado Conjeturas sin demostración conceptuales. Volvemos a la respuesta 

de A32 a P1 para mostrar un ejemplo de esta categoría. 

 
Figura 3.20: Respuesta de A32 a P1. 

 

 

Analizamos, en el siguiente esquema, el razonamiento configural seguido por el 

estudiante en su respuesta: 
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AD1(v-d): Establece que la 

distancia de O a cualquier 

punto de la circunferencia es 

la misma. 

AO1(i): Identifica la 

subconfiguración formada 

por el centro de la 

circunferencia (O), la propia 

circunferencia y los puntos 

A, P y B. 

 

AD2(v-d): Establece que 

ΔOPB es un triángulo 

equilátero, por lo que cada 

uno de sus ángulos mide 60º 

AO2(i): Identifica la 

subconfiguración que forma 

el triángulo ΔOPB 

 

AD3(v-d): Establece que el 

ángulo 𝐴𝑂𝑃̂ mide 120º 

AO3(i): Identifica la 

subconfiguración los puntos 

A, O, P y B, y los segmentos 

que los unen 
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Figura 3.21: Razonamiento configural de A32 a P1 

 

En la siguiente figura describimos el razonamiento que se deduce de los ciclos de 

aprehensiones operativas/discursivas que acabamos de mostrar. 

1) En primer lugar, asocia a la configuración inicial la siguiente propiedad 

matemática: “la distancia de O a cualquier punto de la circunferencia es la 

misma”. 

2)  A continuación, lo que acaba de establecer le permite deducir erróneamente, 

que el triángulo ΔOPB es equilátero. 

 

3) Establecida la equilateralidad de ΔOPB, determina que el ángulo 𝑂𝐵𝑃̂ mide 

60º, pues todos los ángulos de un triángulo equilátero miden 60º. 

 

4) Continúa deduciendo que el ángulo que el ángulo 𝐴𝑂𝑃̂ mide 120º, ya que  

𝐵𝑂𝑃̂  mide 60º y 𝐴𝑂𝑃̂ y 𝐵𝑃𝑂̂ son ángulos adyacentes, es decir,  tienen el 

vértice y un lado común, y los otros lados, situados uno en prolongación del 

otro, forman un ángulo llano (180º). 

 

5) Como el triángulo ΔOPA es isósceles, y el ángulo desigual mide 120º, se 

deduce que el ángulo 𝐴𝑃𝑂̂ mide 30º. 

 

6) Finalmente, el ángulo 𝐴𝑃𝐵̂ está formado por los ángulos consecutivos 𝐴𝑃𝑂̂ y 

𝑂𝑃𝐵̂ de 30º y 60º, respectivamente. De lo que se deduce inmediatamente la 

tesis solicitada. 

 

AD4(v-d): Establece que El 

triángulo ∆AOP es isósceles 

y el ángulo 𝐴𝑃𝑂̂ mide 30º 

AO4(i): Identifica el triángulo 

ΔOPA  

 



3. Diseño de la investigación  Juan Prior Martínez   

134 

 

Figura 3.22: Descripción del razonamiento configural de A32 a P1 (Fase IV) 

Su razonamiento configural desemboca en lo que hemos denominado una Conjetura 

sin Demostración Conceptual (Fase IV). La coordinación le permite resolver el problema, 

pero aceptando perceptivamente la hipótesis falsa de la equilateralidad del triángulo ∆OPB. 

 

La determinación de los razonamientos configurales de los participantes en respuesta 

a los problemas del cuestionario ha permitido observar los distintos desenlaces de la 

coordinación necesaria para dar respuesta a los problemas, así como refinar nuestro modelo, 

añadiendo la categoría truncamiento naif y las dos subcategorías que acabamos de describir: 

Conjetura sin demostración empírica y Conjetura sin demostración conceptual. 

 

3.3.5. Fase V: Identificación de los tipos de discurso 

  

En palabras de Balacheff (1988), en el seno de una comunidad matemática sólo 

pueden aceptarse como pruebas aquellas explicaciones que toman una forma particular como 

secuencias de enunciados, organizados según reglas determinadas, que se deducen a partir 

de otros que les preceden.  

En esta etapa de nuestro análisis queremos clasificar los discursos generados en sus 

respuestas a los problemas del cuestionario. Trataremos de describir la organización 

discursiva, sus niveles, el papel del estatus de las proposiciones afirmadas, si existe o no 

reutilización, si los pasos se encuentran encadenados, si podemos observar la estructura de 

un paso deductivo, etc. Para ello, vamos a elaborar un gráfico proposicional que muestre las 

conexiones entre las diferentes afirmaciones matemáticas. 

Siguiendo a Duval (1998, 2007), en nuestro marco teórico hemos contemplado dos 

organizaciones discursivas para la justificación de propiedades en contexto geométrico:  

- razonamiento discursivo natural y 

-razonamiento discursivo teórico.  

Sin embargo, al analizar las respuestas de los participantes en el estudio, nos hemos 

visto en la necesidad de añadir dos categorías nuevas:  

- comprobación y  

- prueba ingenua. 
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A continuación, con ayuda de la respuesta a P3 de A30, que hemos utilizado para 

mostrar las fases anteriores, mostramos un ejemplo del análisis realizado.  

 

Figura 3.23:  Respuesta de A30 a P3.  

Partiendo de los análisis realizados en las fases anteriores, estamos en condiciones 

de realizar el análisis de la organización discursiva de su respuesta: 

Paso 1: Premisa: H (𝑂𝑃̅̅ ̅̅ ) y h (𝑂𝑃̅̅ ̅̅ ) son el mismo segmento → Teorema: Todo 

segmento es congruente consigo mismo → Conclusión: 𝐻 ≡ ℎ 

Paso 2: Premisa: La recta P (𝑃𝑂̅̅ ̅̅ ) es la mediatriz de 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ → La mediatriz corta al 

segmento en su punto medio → Conclusión: 𝐶(𝐴𝑂̅̅ ̅̅ ) ≡ 𝐷 (𝑂𝐵̅̅ ̅̅ ) 

Paso 3: La recta P (𝑃𝑂̅̅ ̅̅ ) es la mediatriz de 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  →  La mediatriz corta 

perpendicularmente al segmento →  𝐴𝑂𝑃̂ ≡ 𝐵𝑂𝑃̂ 

Paso 4: 𝐻 ≡ ℎ , 𝐶 ≡ 𝐷 y 𝐴𝑂𝑃̂ ≡ 𝐵𝑂𝑃̂ → Criterio de congruencia L-A-L →ΔAOP  

≡ ΔBOP  

Paso 5: ΔAOP  ≡ ΔBOP → Definición de triángulos congruentes → 𝐴𝑃̅̅ ̅̅  ≡   𝐵𝑃̅̅ ̅̅  

Las conclusiones de los pasos 1, 2 y 3 se convierten en premisas del paso 4, donde, 

utilizando como propiedad el criterio de congruencia de triángulos L-A-L, se deduce que los 
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triángulos ΔAOP  y ΔBOP  son congruentes. Utilizando esta conclusión como premisa del 

paso 5 y la definición de triángulos congruentes, se deduce la tesis que se pretende demostrar. 

En el siguiente esquema se ilustra esta organización discursiva: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hipótesis 1 Nivel 1: 

H y h son el mismo 

segmento 

Teorema1:N1 

Todo segmento es 

congruente consigo 

mismo 

C1N1-H1N2 

𝐻 ≡ ℎ 

Hipótesis 3 Nivel 1: 

 P mediatriz de 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  

Definición 3:N1 

La mediatriz corta al 

segmento 

perpendicularmente 

C3N1-H3N2 

𝐴𝑂𝑃̂  ≡ 𝐵𝑂𝑃̂ 

Hipótesis 2 Nivel 1:  

P mediatriz de 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  

Definición 2:N1 

La mediatriz corta al 

segmento en su 

punto medio 

C2N1-H2N2 

𝐶(𝐴𝑂̅̅ ̅̅ ) ≡ 𝐷 (𝑂𝐵̅̅ ̅̅ ) 

Teorema 2:N2  

Criterio de congruencia de triángulos L-A-L 

C1N2-H1N3 

ΔAOP  ≡ ΔBOP 

P1 Nivel local 1 P2 Nivel local 1 

1¡22 

P3 Nivel local 1 

1¡22 

P1 Nivel local 2 

Nivel Global 

R
eu

tiliza
ció

n
 

Definición 4:N3 

Dos triángulos congruentes tienen 

sus lados congruentes 

C1N4 

𝐴𝑃̅̅ ̅̅ ) ≡ 𝐵𝑃̅̅ ̅̅  

R
eu

tiliza
ció

n
 

P1 Nivel local 3 

1¡22 
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Figura 3.24: Organización discursiva de la respuesta de A30 a P3. 

Cambio de estatus: CiNj-HkNl Conclusión i Nivel j-Hipótesis k Nivel l 

Pi:: Paso deductivo i 

Si bien la falta de rigor en la redacción es la habitual en la mayoría de alumnos de 

estas edades, podemos observar en el discurso las características propias de razonamiento 

discursivo teórico: 

1.  Un nivel local (paso deductivo), donde cada afirmación adquiere una de las tres 

categorías (premisa, definición/teorema o conclusión), es decir, su estatus 

operativo dentro del paso deductivo en función de su estatus teórico.  

2. Un nivel global (organización de varios pasos), donde las conclusiones de pasos 

anteriores son reutilizadas como premisas en los pasos siguientes.  

Cada una de las conclusiones se hace necesaria a partir de lo que previamente ha sido 

enunciado, por lo que el valor lógico verdadero, es decir, el valor de verdad dentro del marco 

teórico en el que se produce el razonamiento, se transfiere desde las hipótesis hasta la 

conclusión, sin importar el valor epistémico inicial que el resolutor pudiese haber otorgado 

a la tesis del enunciado.  De esta manera, podemos concluir que la respuesta tiene las 

características de una prueba matemática. La organización de su discurso es la propia de un 

razonamiento discursivo teórico. 

 

A continuación, vamos a analizar la respuesta de A11 a P4 como un ejemplo de 

razonamiento discursivo natural. Este tipo de organización del discurso en las respuestas es 

interesante puesto que se reduce a afirmar la tesis. Sin embargo, las marcas en la 

configuración inicial, las modificaciones realizadas y el etiquetado de determinados 

segmentos permiten, con ayuda de la entrevista realizada, reconstruir un discurso que no es 

más que la descripción de su razonamiento configural.  
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Figura 3.25: Respuesta de A11 a P4. 

 

En esta respuesta tomamos las modificaciones realizadas sobre la figura con el 

objetivo de reconstruir las operaciones discursivas básicas que permiten generar un discurso 

a partir del razonamiento configural realizado. Antes de realizar la descripción, vamos a 

analizar los procesos de visualización que podemos inferir de las modificaciones realizadas 

sobre la configuración inicial. 

Modifica la configuración inicial añadiendo los segmentos 𝑄𝑂̅̅ ̅̅  y 𝑄𝑁̅̅ ̅̅ , lo que revela 

una aprehensión operativa de cambio figural. A continuación, etiqueta estos nuevos 

segmentos con la misma letra r. Podemos inferir que se trata de una aprehensión visual-

discursiva al asociar a dichos segmentos el hecho matemático de su congruencia. 

Realiza un ciclo aprehensión operativa/discursiva idéntico para establecer la 

congruencia de los segmentos 𝑃𝑀̅̅̅̅̅ y 𝑃𝑂̅̅ ̅̅  ,que etiqueta con la letra r’.  

  

Figura 3.26: Fragmento de la respuesta de A11 a P4. 
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A continuación, modifica de nuevo la configuración inicial añadiendo segmentos 

perpendiculares que parten de los centros de las circunferencias P y Q e intersecan a la recta 

𝑀𝑁̅̅ ̅̅ ̅ en unos puntos que no etiqueta pero marca en la configuración. También añade 

segmentos perpendiculares a 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  o a sus prolongaciones que pasan por los puntos O, M y 

N. Por tanto, se trata de nuevo de una aprehensión operativa de cambio figural que 

mostramos en la siguiente figura 

 

 

Figura 3.27: Fragmento de la respuesta de A11 a P4. 

 

Las etiquetas de los diferentes segmentos que identifica como x y x’ nos permiten 

inferir que asocia el hecho matemático de su congruencia, lo que interpretamos como 

aprehensiones visual-discursivas.  

Siguiendo las fases de nuestro análisis, nos interesa ahora establecer el procedimiento 

de validación de las asociaciones que se deducen de los procesos de visualización descritos. 

Para facilitar la redacción de las afirmaciones matemáticas que se infieren de las 

modificaciones y marcas realizadas en la configuración, hemos etiquetado algunos puntos 

en otro color para dejar claro que son modificaciones realizadas por el investigador.  
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Figura 3.28: Imagen con modificaciones realizadas en rojo por el investigador de la 

respuesta de A11 a P4.  

En la siguiente tabla realizamos un análisis de los procedimientos de validación de 

las afirmaciones matemáticas que inferimos a partir de los ciclos de aprehensiones 

operativas/discursivas descritas y de la entrevista realizada. 

Segmentación de la respuesta Procedimiento de validación 

1. Los segmentos 𝑄𝑂̅̅ ̅̅  y 𝑄𝑁̅̅ ̅̅  son congruentes Deductivo. En la entrevista afirma 

que “𝑄𝑂̅̅ ̅̅  y 𝑄𝑁̅̅ ̅̅  son radios de la 

circunferencia de centro Q” 

2. Los segmentos 𝑃𝑀̅̅̅̅̅ y 𝑃𝑂̅̅ ̅̅  son congruentes Deductivo. En la entrevista afirma 

que “𝑃𝑀̅̅̅̅̅ y 𝑃𝑂̅̅ ̅̅  son radios de la 

circunferencia de centro P” 

3. Los segmentos 𝑀𝐵̅̅ ̅̅̅, 𝐵𝑂̅̅ ̅̅ , 𝐴𝑃̅̅ ̅̅  y 𝑃𝐶̅̅̅̅  son 

congruentes 

Perceptivo. Afirma que “se forma 

como un rectángulo (AMOC) donde 

P y (B) son los puntos medios” 

4. Los segmentos 𝑂𝐷̅̅ ̅̅ , 𝐷𝑁̅̅ ̅̅ , 𝐶𝑄̅̅ ̅̅  y 𝑄𝐸̅̅ ̅̅  son 

congruentes 

Perceptivo. Afirma que “se forma 

como un rectángulo (ONEC) donde 

Q y (D) son los puntos medios” 

Tabla 3.12: Segmentación y procesos de visualización de A11 en respuesta a P4. 

  

Descritos los procesos de visualización que realiza y los procedimientos de 

validación de sus afirmaciones, podemos concluir que el razonamiento configural de A11 a 

P4 desemboca en una conjetura sin demostración empírica. Este razonamiento configural le 

permite dar una respuesta al problema basada en la aceptación de conjeturas sin 

demostración. Clasificamos el discurso que hemos podido reconstruir como un 

razonamiento discursivo natural cuya estructura se puede describir de la siguiente manera: 
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≡ 

 

I 

 
≡ 

 
≡ 

 

II 

 
+ 

 
+ 

 
+ 

 

III ≡ 

 

 

+ 
 

IV ≡ 

 

 

es el doble de  

 

V 

Figura 3.29: Organización discursiva de la respuesta de A11 a P4. Segmentos destacados 

en color por el profesor-investigador. 

Se puede observar un nivel global en los pasos 1, 2, 3, 4 y 5 que se ven como tres 

proposiciones, y un nivel local interno a cada paso donde hemos sustituido los símbolos 

Nivel Global 

N
iv

el lo
cal 
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matemáticos (“≡” significa “igual longitud”, el símbolo “+” significa “concatenar 

segmentos”).  

 

Algunos alumnos no parecen entender el carácter general de las afirmaciones 

matemáticas que se pide probar en los problemas y tratan de verificar la tesis para el caso 

particular de la configuración que acompaña al enunciado. Mostramos la respuesta al 

problema 4 de A21 como ejemplo:  

 

Figura 3.30: Respuesta de A21 a P4. 

 

Para realizar el análisis de su producción discursiva reproducimos en la siguiente 

figura la segmentación de su respuesta con los procedimientos de validación: 
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Segmentación de la respuesta Procedimiento de validación 

1. Si de PC hay 2,25 y CQ 2,25 Perceptivo, mediante el uso de 

instrumentos de medida (regla) 

2. Si recortamos un trozo de segmento y lo 

ponemos en el otro lado llega hasta N 

Perceptivo, cuando escribe “un 

trozo” se refiere a 𝑃𝐶̅̅̅̅ . La afirmación 

le parece visualmente evidente, “se 

ve que llega hasta N” 

3. Y del mismo modo si cogemos otro trozo 

llegará hasta M 

Perceptivo, la afirmación le parece 

visualmente evidente. 

4. Con lo cual NM = 2PQ Deductivo, de las afirmaciones 

anteriores se deduce que la longitud 

del segmento 𝑁𝑀̅̅ ̅̅ ̅ es doble que la del 

segmento 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  

5. O también porque el segmento PQ mide 4,5 

cm y el MN 9 cm 

Perceptivo, mediante el uso de 

instrumentos de medida (regla) 

6. Con lo cual del mismo modo MN = 2PQ Deductivo, de las afirmaciones 

anteriores se deduce que la longitud 

del segmento 𝑁𝑀̅̅ ̅̅ ̅ es doble que la del 

segmento 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  

Tabla 3.13: Segmentación y procedimientos de validación de A21 a P4. 

 

En su discurso, A21 nos da dos respuestas.  

1. Si consideramos las afirmaciones 2, 3 y 4, tenemos un razonamiento discursivo natural 

mediante el cual describe el siguiente razonamiento configural: 

En primer lugar, realiza una aprehensión secuencial que le permite construir la 

mediatriz del segmento 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  con la intención de obtener su punto medio C. Siguiendo a Duval 

(1995), la aprehensión secuencial es requerida siempre que se desea construir una figura o 

describir su construcción, y trata del orden de construcción de una figura. Ese orden no solo 

depende de las propiedades matemáticas de la figura, sino también de las herramientas 
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técnicas utilizadas (la regla y el compás). A continuación, añade a la configuración principal 

segmentos congruentes con 𝑃𝐶̅̅̅̅   y 𝐶𝑄̅̅ ̅̅   prolongando el segmento 𝑃𝑄̅̅ ̅̅   a izquierda y derecha, 

tal y como se muestra en la siguiente figura, donde hemos añadido las etiquetas P’ y Q’ para 

facilitar la comprensión de la aprehensión operativa realizada. 

 

Figura 3.31: Fragmento de la respuesta de A21 a P4 con modificaciones en rojo 

realizadas por el investigador. 

La respuesta formada por los segmentos 2, 3 y 4 de su producción escrita es la 

representación lingüística del razonamiento configural que acabamos de describir en la 

figura 3.26. Por tanto, concluimos que produce un razonamiento discursivo natural. 

Utilizando el registro gráfico mostramos en la siguiente figura el nivel global de 

organización de las proposiciones enunciadas: 

 
=  I 

 II 

 

= 

 

III 

 

𝒆𝒔 𝒆𝒍 𝒅𝒐𝒃𝒍𝒆 𝒅𝒆 

 

IV 

Figura 3.32: Nivel global de la organización discursiva. 
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Sin embargo, las afirmaciones analizadas no componen la totalidad del discurso.  

2. Si analizamos los segmentos 1, 5 y 6 de su respuesta, tenemos que con ellos A21 describe 

el siguiente razonamiento configural: 

Tras la aprehensión secuencial descrita anteriormente, mediante la cual determina el 

punto medio del segmento 𝑃𝑄̅̅ ̅̅ , identifica los segmentos 𝑃𝐶̅̅̅̅  y 𝐶𝑄̅̅ ̅̅  (aprehensión operativa) 

para, a continuación, asociarles el valor de la medida de su longitud, obtenida mediante el 

uso de una regla graduada. Esta asociación visual-discursiva difiere de las descritas en 

nuestro marco teórico. Obviamente, la afirmación “el segmento 𝑃𝐶̅̅̅̅  mide 2,25 cm” no es ni 

una definición, ni un teorema, ni un axioma. Sin embargo, consideramos esta asociación una 

aprehensión discursiva, puesto que asocia a una subconfiguración de la configuración inicial 

una afirmación sobre un hecho matemático. Otra cuestión es que este tipo de asociación no 

sea propia de la Geometría Axiomática Natural, sino de la Geometría Natural.  

A partir de aquí, muestra una coordinación similar realizando una aprehensión 

operativa para identificar el segmento 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  y asociarle el hecho matemático del valor de su 

longitud “el segmento 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  𝑚𝑖𝑑𝑒 4,5 𝑐𝑚". Un nuevo ciclo aprehensión operativa/discursiva 

le lleva a concluir que “el segmento 𝑀𝑁̅̅ ̅̅ ̅ mide 9 cm”, de donde deduce inmediatamente la 

tesis del enunciado (según la entiende A21). El desenlace de su razonamiento configural se 

puede clasificar como un truncamiento naif.  

 

El discurso formado por las afirmaciones 1, 5 y 6 no encaja con las tipologías de 

discursos descritas en nuestro marco teórico: razonamientos discursivos naturales y teóricos. 

Por tanto, tenemos que generar una nueva categoría de discurso para encajar la organización 

discursiva de estas respuestas propias de un contexto de Geometría Natural. A la 

organización del discurso de este tipo de respuesta, en la que el alumno se limita a comunicar 

la verificación de la tesis para el caso particular de la configuración de puntos que acompaña 

al enunciado, lo denominamos comprobación. 

 

Otro ejemplo de tipo de discurso que encontramos en algunos alumnos es el que 

hemos denominado prueba ingenua. En este discurso el alumno pretende llegar a la tesis 

mediante un razonamiento discursivo teórico. Se pueden observar los niveles local y global 

de la prueba matemática, así como el papel del estatus de cada proposición. Sin embargo, 
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utiliza puntualmente alguna hipótesis no contemplada en el enunciado y, generalmente 

validada perceptivamente, para completar su razonamiento discursivo teórico. En la 

respuesta de A112 a P1 podemos ver un ejemplo de prueba ingenua 

 

 

 

Figura 3.33: Respuesta de A23 a P1. 

En la siguiente figura mostramos la organización discursiva de su respuesta: 
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Figura 3.34: Organización discursiva de la respuesta de A23 a P1. 

 

En nuestro ejemplo, establece que el triángulo ∆EPB es equilátero mediante una 

validación perceptiva. El resto de sus operaciones discursivas son las propias de un 

razonamiento discursivo teórico, pero la organización discursiva de la prueba matemática no 

admite excepciones. Por esto, entendemos que debemos clasificar este discurso en una 

categoría diferente que hemos denominado prueba ingenua (Prior y Torregrosa, 2020).  

 

El análisis de la organización de los discursos de los participantes en respuesta al 

cuestionario propuesto nos ha permitido clasificar estos en cuatro tipos que acabamos de 

mostrar y cuyas características resumimos en la siguiente tabla 

Tipo de discurso Características 

Razonamiento 

discursivo natural 

(RDN) 

- Un nivel global en el que cada uno de los pasos se ve como 

proposiciones. 

- Un nivel interno en cada paso donde las 

subconfiguraciones y los símbolos se ven como palabras. 
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- El valor epistémico semántico es el componente principal 

de significado de las proposiciones. 

- El procedimiento de validación utilizado principalmente es 

el perceptivo. 

Razonamiento 

discursivo teórico 

(RDT) 

- Un nivel global en el que los pasos se enlazan de acuerdo 

a su conclusión. 

- Un nivel local o nivel de paso deductivo, en el que al 

menos tres proposiciones se organizan de acuerdo a su 

estatus operativo: hipótesis, definición o teorema y 

conclusión local, fijado por su estatus teórico. 

- Un micro-nivel interno a las proposiciones utilizadas como 

propiedades (definiciones, teoremas, etc.) en las que se 

debe distinguir dos partes: condiciones a verificar y 

conclusión a establecer. 

- El valor epistémico teórico es el componente principal de 

significado de las proposiciones. 

- El único procedimiento de validación utilizado 

principalmente es el deductivo, aunque puntualmente se 

valida perceptivamente alguna afirmación. 

 

Comprobación 

(C) 

- Es la organización propia de la comprensión del enunciado 

como caso particular. 

- Se produce al considerar la configuración que acompaña 

al enunciado con el rol de dibujo. 

- Utiliza el procedimiento de validación perceptivo 

mediante el uso de instrumentos de medida. 

Prueba ingenua 

(PI) 

- Un nivel global en el que los pasos se enlazan de acuerdo 

a su conclusión. 

- Un nivel local o nivel de paso deductivo, en el que al 

menos tres proposiciones se organizan de acuerdo a su 

estatus operativo: hipótesis, definición o teorema y 

conclusión local. 
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- Un micro-nivel interno a las proposiciones utilizadas como 

propiedades (definiciones, teoremas, etc.) en las que se 

debe distinguir dos partes: condiciones a verificar y 

conclusión a establecer. 

- El procedimiento de validación utilizado principalmente es 

el deductivo, aunque puntualmente se valida 

perceptivamente alguna afirmación. 

 

 

Tabla 3.14: Características de los tipos de discurso empleados por los participantes para 

validar las proposiciones de los problemas geométricos. 

 

3.3.6. Fase VI: Identificación del rol de la configuración inicial 

 

Tal y como hemos mencionado en nuestro marco conceptual, la distinción entre 

dibujo y figura es clave en el tránsito desde la geometría natural (GI), propia de la etapa 

primaria, a la geometría axiomática natural (GII) que se desea que los alumnos alcancen 

durante su etapa secundaria. En esta fase analizamos el modo en que los alumnos interactúan 

con la configuración inicial que acompaña a cada uno de los problemas geométricos de 

probar del cuestionario propuesto. 

A continuación, para mostrar esta etapa del análisis, reproducimos el procedimiento 

de análisis completo de todas las respuestas al cuestionario de A11, que comenzamos con el 

problema 1: 
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Figura 3.35: Respuesta de A11 a P1. 

 

En este primer problema, el resolutor etiqueta los segmentos que van desde el centro 

de la circunferencia hasta los puntos A, P y B con la letra r, típica de la etiqueta del radio de 

una circunferencia. Entendemos que conecta dichos segmentos de la configuración con la 

definición de radio, por lo que inferimos que en esta acción considera la configuración como 

una figura. Posteriormente, y erróneamente, escribe r2 en lugar de 2r, etiquetando el 

segmento 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  con la palabra diámetro, lo que de nuevo es una conexión de un elemento de 

la configuración con una definición matemática. Además, extrae de la configuración el 

triángulo 𝛥𝐴𝑂𝑃 y etiqueta los dos ángulos, 𝑂𝐴𝑃̂ y 𝐴𝑃𝑂̂, como iguales en amplitud, 

justificando dicha igualdad en la congruencia de los lados que los forman, de nuevo 

realizando una conexión de un elemento en la configuración con una afirmación matemática 

verdadera, aunque en este caso no esté debidamente justificada. Sin embargo, estas 

deducciones no continúan hacia la tesis solicitada. A continuación, directamente afirma la 

validez de la tesis a probar sin más soporte que unas modificaciones en la configuración que 

podemos observar en la siguiente figura (resaltamos en rojo dichas modificaciones). De 

donde se puede inferir que el rol de la configuración es el de dibujo. 
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Figura 3.36: Fragmento de la respuesta a P1 de A11 y modificaciones en rojo realizadas 

por el investigador. 

  

Por tanto, concluimos que en la resolución de P1, A11 combina los roles de dibujo y 

figura para el tratamiento de la configuración inicial que acompaña al enunciado. 

Recogemos en la siguiente tabla, el proceso de análisis del papel de la configuración en la 

resolución de P1 dada por A11 

 

Acción sobre la configuración Análisis 
Rol de la 

configuración 

 

Etiqueta los segmentos 

que van desde el centro de 

la circunferencia a A, P y 

B como radios. 

Figura 

 

Asocia al segmento 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  la 

definición de diámetro  
Figura 
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Extrae el triángulo 𝛥𝐴𝑂𝑃 

y marca los dos ángulos 

afirmando que son 

iguales y justificándolo a 

partir de la congruencia 

de los lados que los 

forman 

Figura 

 

Establece la 

perpendicularidad del 

ángulo 𝐴𝑃𝐵̂ apoyándose 

en las prolongaciones de 

los segmentos AP y BP 

que el mismo realiza 

sobre la configuración 

Dibujo 

 

Tabla 3.15: Procedimiento de análisis del rol de la configuración de P1 en la resolución 

de A11 

 

En relación al problema 2, la respuesta de A11 es reproducida en la siguiente figura: 
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Figura 3.37: Respuesta de A11 a P2. 

 

Para analizar el rol de la configuración que acompaña al enunciado, en la respuesta 

de A11 a P2 podemos observar que establece la siguiente hipótesis: “𝑂𝐷̅̅ ̅̅  es el diámetro de 

la circunferencia de centro O”. Entendemos que quiere expresar que la recta que contiene 

al segmento 𝑂𝐷̅̅ ̅̅  contiene un diámetro de la circunferencia de centro O. No se observa que 

pueda establecer esta conjetura más que a partir de la evidencia visual. Por tanto, está 

utilizando la configuración de puntos para validar afirmaciones perceptivamente. De modo 

análogo, establece la perpendicularidad de (CI) respecto de (AB) en base a la percepción de 

que “(CI) es la altura del triángulo ΔABC”, y lo hace sin mencionar en ningún momento las 

hipótesis del enunciado, lo que nos permite inferir que utiliza la configuración que acompaña 

al enunciado como un dibujo sobre el que realiza verificaciones subjetivas. 

La verificación subjetiva de las hipótesis que le permiten construir su respuesta al 

problema nos lleva a concluir el carácter particular de su comprensión del enunciado del 

problema.  

Recogemos en la siguiente tabla, el proceso de análisis del papel de la configuración 

en la resolución de P1 dada por A11 

 

Acción sobre la configuración Análisis 
Rol de la 

configuración 

 

Identifica el segmento  que 

pasa por los puntos O y D 

como diámetro de la 

circunferencia de centro O sin 

justificarlo. 

Dibujo 
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Establece la 

perpendicularidad de (CI) 

respecto de (AB) en base a la 

percepción de que “(CI) es la 

altura del triángulo ΔABC”, 

sin mencionar las hipótesis 

del enunciado 

Dibujo 

 

Tabla 3.16: Procedimiento de análisis del rol de la configuración de P2 en la resolución 

de A11 

 

A continuación, mostramos el análisis de la respuesta a P3:  

 

 

 

Figura 3.38: Respuesta de A11 a P3. 
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En relación con el rol de la configuración que acompaña al enunciado de P3, A11 

utiliza la configuración para realizar asociaciones con criterios de congruencia de triángulos, 

aunque, puntualmente, utiliza la evidencia de la configuración para establecer la congruencia 

de los segmentos 𝑃𝐴̅̅ ̅̅  y 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ . Esto muestra no solo un cambio en el rol de la configuración, 

sino también un problema de comprensión del funcionamiento de la prueba, pues utiliza la 

tesis que desea probar como hipótesis. Concluimos que en su utilización de la configuración 

adopta características tanto de figura como de dibujo. 

 

Acción sobre la configuración Análisis 
Rol de la 

configuración 

 

Identifica los dos triángulos 

que se forman al añadir los 

segmentos 𝑃𝐴̅̅ ̅̅  y  𝑃𝐵̅̅ ̅̅  a la 

configuración inicial. 

Figura 

 

Observa las congruencias de 

lados y ángulos que se 

deducen de las hipótesis del 

enunciado. (“Dos ángulos 

rectos (línea P es 

perpendicular a la línea AB”) 

Figura 

 

La congruencia de los 

segmentos 𝑃𝐴̅̅ ̅̅  y  𝑃𝐵̅̅ ̅̅  no puede 

deducirse más que a partir de 

la evidencia perceptiva puesto 

que dicha congruencia es la 

tesis a probar. 

Dibujo 

 

Deduce la congruencia de los 

ángulos A y B porque  “si dos 

ángulos están formados por 2 

lados iguales los ángulos 

resultantes son iguales” Si 

Figura 
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bien esto no es condición 

suficiente, inferimos que el 

justifica su deducción a partir 

de hipótesis previas 

 

Tabla 3.17: Procedimiento de análisis del rol de la configuración de P3 en la resolución 

de A11 

 

Por último, tenemos el análisis de la respuesta a P4:  

 

Figura 3.39: Respuesta de A11 a P4. 

 

La respuesta de A11 a P4 ha sido ampliamente descrita en el apartado sobre el análisis 

de la organización discursiva (Fase V). Concluimos que realiza un razonamiento puramente 

configural, validando sus afirmaciones en la representación gráfica. Su razonamiento 

configural desemboca en una conjetura sin demostración empírica y hemos podido 

reconstruir su discurso a través de las distintas marcas trazadas en la configuración y de la 

entrevista realizada. 
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Acción sobre la configuración Análisis 
Rol de la 

configuración 

 

Identifica y etiqueta los 

segmentos en rojo y 

establece su congruencia 

por ser radios de la 

circunferencia de centro Q. 

Figura 

 

Establece la congruencia 

de los segmentos 𝑀𝐵̅̅ ̅̅̅, 𝐵𝑂̅̅ ̅̅  

y  𝑃𝐶̅̅̅̅  en base a la 

evidencia visual. 

Dibujo 

 

De manera similar, 

establece la congruencia 

de los segmentos 𝑂𝐷̅̅ ̅̅ , 𝐷𝑁̅̅ ̅̅  

y  𝐶𝑄̅̅ ̅̅  en base a la 

evidencia visual. 

Dibujo 

 

Tabla 3.18: Procedimiento de análisis del rol de la configuración de P4 en la resolución 

de A11 

En la siguiente tabla recopilamos las características del rol de la configuración de 

puntos que acompaña a los enunciados por A11 en sus respuestas a los problemas del 

cuestionario: 

 

Problema Rol 

(dibujo/figura) 

P1 D/F 

P2 D 

P3 D/F 

P4 D/F 

 

Tabla 3.19: Análisis de las respuestas de A11 al cuestionario. 

D: Dibujo; F: Figura
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4. RESULTADOS 
 

En este capítulo describiremos los resultados obtenidos de los análisis de las 

respuestas de los participantes a los problemas geométricos. La organización de este capítulo 

se hace en relación con las fases de análisis descritas anteriormente y los objetivos de la 

investigación. En la primera sección, mostramos la clasificación de los desenlaces de los 

razonamientos configurales de los participantes en respuesta a los problemas. En la segunda 

sección, identificamos la forma en que cada estudiante utiliza los diferentes procedimientos 

de validación en sus respuestas al cuestionario, lo que nos ha permitido clasificar a los 

participantes en tres grupos. En la tercera sección, presentamos la relación observada entre 

los desenlaces del razonamiento configural y los tipos de discurso. Encontramos una 

correspondencia biunívoca entre los distintos desenlaces del razonamiento configural 

cuando el resolutor encuentra una solución al problema y el tipo de discurso que proporciona. 

En la cuarta sección, analizamos los comportamientos de los participantes ante la tarea de 

resolver un problema de probar geométrico a partir de los desenlaces de sus razonamientos 

configurales, el tipo de discurso, los procedimientos de validación de sus afirmaciones 

matemáticas y el rol de las configuraciones en sus respuestas a los problemas planteados; 
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este análisis nos ha permitido clasificar a los participantes en seis perfiles que caracterizan 

el ETG personal de cada participante. En la quinta y última sección, clasificamos a los 

participantes en el estudio atendiendo a su perfil y al curso académico al que pertenecen.  

 

 

4.1. Desenlaces del razonamiento configural  

 

El primer objetivo de nuestro trabajo es probar el modelo de razonamiento configural 

desarrollado con estudiantes para maestro con estudiantes de secundaria ante la tarea de 

resolver problemas de probar geométricos. En primer lugar, el análisis nos ha permitido 

refinar la clasificación de los desenlaces del razonamiento configural descrita en nuestro 

marco teórico, dividiendo la categoría Conjetura sin demostración en dos subcategorías: 

conceptual y empírica, dependiendo de si la coordinación estaba o no inmersa en un 

procedimiento discursivo de carácter deductivo y de la utilización o no de procedimientos 

de validación experimentales (Prior y Torregrosa, 2013). También hemos añadido la 

categoría que hemos denominado Truncamiento naif, destinada a clasificar los 

razonamientos cuya única aprehensión operativa es la identificación de los elementos 

involucrados en la tesis a probar, a los que se les asocia directamente la propia tesis validada 

perceptivamente (Prior y Torregrosa, 2020). Este tipo de razonamientos no se observó en 

estudiantes universitarios. Inferimos que este tipo de respuestas son progresivamente 

abandonadas durante la etapa secundaria, por lo que no se pudieron observar en las 

investigaciones con estudiantes universitarios, germen del modelo de razonamiento 

configural (Torregrosa y Quesada, 2007; Torregrosa, Quesada y Penalva, 2010). 

Finalmente, los razonamientos configurales de los alumnos en la solución de los problemas 

del cuestionario se han clasificado en seis grupos: truncamiento naif (TN), conjetura sin 

demostración empírica (CsDe), conjetura sin demostración conceptual (CsDc), 

truncamiento (T), bucle (B) y sin respuesta (SR).  

En la siguiente tabla se muestran las frecuencias absolutas agrupadas por curso de 

los desenlaces del razonamiento configural para cada uno de los problemas de nuestra 

investigación. En la primera fila dividimos los desenlaces en dos grupos: los que permiten 

alcanzar una solución al problema, independientemente del contexto matemático se 

considere a la respuesta una solución válida, y los que no logran una solución al problema. 

En la segunda fila se muestran los diferentes desenlaces del razonamiento configural: 
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Truncamiento naif (TN), Conjetura sin demostración empírica (CsDe), Conjetura sin 

demostración conceptual (CsDc) y Truncamiento (T), para los desenlaces que consiguen 

una solución al problema, y Bucle (B) y Sin respuesta (SR), para aquellos que no permiten 

encontrar una solución. Por último, en cada celda se muestran las frecuencias de cada tipo 

de desenlace para los participantes que cursan 3º y 4º respectivamente. 

 Con solución al problema Sin solución al 

problema 

 TN CsDe CsDc T B Sr 

P1 (4-3) (4-1) (3-3) (0-0) (4-8) (1-4) 

P2 (7-5) (8-2) (2-3) (0-0) (3-6) (2-5) 

P3 (3-5) (4-1) (4-3) (2-5) (5-4) (0-1) 

P4 (5-3) (6-0) (4-4) (0-0) (5-5) (2-3) 

Total (19-14) (24-4) (13-13) (2-5) (17-23) (5-15) 

 

Tabla 4.1 – Desenlaces del Razonamiento configural para cada uno de los problemas del 

cuestionario agrupados por curso 3º-4º 

A la vista de los desenlaces del razonamiento configural en la resolución de los 

problemas, se observa que: los truncamientos naif disminuyen muy levemente en las 

respuestas de los participantes de un curso al siguiente (19 en tercero y 14 en cuarto). Sin 

embargo, existe una diferencia muy significativa en el número de Conjeturas sin 

Demostración empírica, CsDe, entre tercero (24) y cuarto (4).  El número de Conjeturas sin 

Demostración conceptual, CsDc es el mismo para los dos grupos (13). Los truncamientos 

aumentan ligeramente en cuarto (5) frente a tercero (2); los razonamientos que no 

consiguen encontrar una solución al problema y desembocan en un bucle son un poco más 

frecuentes en cuarto (23) que en tercero (17) y, finalmente, encontramos un número mucho 

mayor de respuestas en blanco en cuarto (15) que en tercero (5).  

Estos resultados sugieren que, a pesar del paso de curso, se mantiene un grupo de 

participantes para los que una respuesta basada en un razonamiento naif es una respuesta 

válida a un problema de probar geométrico; sin embargo, el número de alumnos para los 

que una Conjetura sin Demostración empírica, CsDe, es un razonamiento válido a este tipo 
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de problemas disminuye drásticamente, aumentando el número de razonamientos que no 

alcanzan una solución al problema (bucle) y las respuestas en blanco.  

Esta diferencia en el comportamiento de los diferentes grupos sugiere que los 

participantes del grupo de cuarto reconocen en mayor medida que la CsDe no permite 

producir una respuesta válida en el contexto deductivo en el que se plantean los problemas 

geométricos de probar. Esta toma de conciencia lleva a un aumento de las respuestas en 

blanco y de los bucles cuando no les es posible encontrar un razonamiento deductivo que 

les proporcione una solución a los problemas. 

No se observan diferencias en los resultados en las distintas tareas, lo que puede ser 

debido al pequeño tamaño de la muestra o porque las respuestas de los estudiantes 

dependen más de los esquemas de prueba de los alumnos que de las características de las 

tareas. Aun así, es destacable que solo en la resolución del problema 3 los razonamientos 

configurales de algunos participantes (7) desembocan en un truncamiento. Sin embargo, se 

mantienen porcentajes parecidos para el resto de los desenlaces en los diferentes problemas.  

En relación con las variables que articulaban la elección de los problemas 

(modificación de la configuración inicial y evidencia visual de la tesis a probar), no hemos 

observado grandes diferencias entre los razonamientos configurales de los estudiantes que 

se puedan atribuir a dichas variables. Únicamente aparece un mayor porcentaje de 

truncamientos naif en el P2 que en el resto de tareas. No obstante, no podemos atribuir 

dicho incremento a la evidencia visual de la tesis, en este caso el paralelismo de dos rectas. 

  

4.2.Procedimientos de validación utilizados en la resolución de problemas de probar 

geométricos 

 

El segundo objetivo de nuestro trabajo es identificar los procedimientos de validación 

que utilizan los alumnos en sus demostraciones y caracterizar su interacción con los 

desenlaces del razonamiento configural. Para dar respuesta a este objetivo, en esta sección 

se considera el uso de los procedimientos de validación de cada participante a lo largo de la 

resolución de los distintos problemas del cuestionario. En la fase III de nuestro análisis 

identificamos dichos procedimientos para cada una de las afirmaciones matemáticas 

realizadas. Esto nos ha permitido agrupar a los participantes en tres grupos en relación con 

el uso de los procedimientos de validación empíricos.  
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En primer lugar, un grupo de participantes para los que los procedimientos de 

validación guían su práctica en la resolución de problemas (G en la tabla 4.2). Forman este 

grupo aquellos que utilizan principalmente como fuente de validación de sus afirmaciones 

matemáticas los procedimientos de validación empíricos con o sin uso de instrumentos de 

medida. Si bien pueden utilizar procedimientos de validación deductivos, estos tienen para 

ellos la misma validez que los procedimientos empíricos. Se observa una disminución de 

este tipo de comportamientos en el grupo de 4º (38.9%) frente al grupo de 3º (70%). Los 

razonamientos configurales de estos participantes cuando encuentran una respuesta al 

problema, desembocan en truncamientos naif (TN) o conjeturas sin demostración empíricas 

(CsDe). 

En segundo lugar, participantes que utilizan principalmente procedimientos de 

validación deductivos en sus respuestas a los problemas del cuestionario pero que 

puntualmente aceptan validar alguna proposición por métodos empíricos (PA en la tabla 

4.2). En relación con este comportamiento, se observa un aumento en el porcentaje de estos 

alumnos al pasar de 3º (25%) a 4º (55,6%). Cuando encuentran una solución al problema de 

probar geométrico, los razonamientos configurales de estos alumnos desembocan en 

conjeturas sin demostración conceptuales (CsDc) o truncamientos (T). Si no lo consiguen, 

dejan la respuesta en blanco o quedan atrapados en un razonamiento en bucle, sin conseguir 

conectar deductivamente las hipótesis del problema con la tesis pedida. 

En tercer lugar, hemos encontrado un único participante que descarta completamente 

el uso de procedimientos de validación empíricos en sus respuestas a problemas geométricos 

de probar (CD en la tabla 4.2). Si no encuentra la subconfiguración relevante o las 

afirmaciones matemáticas que le permiten resolver deductivamente el problema, no trata de 

continuar con su razonamiento utilizando procedimientos de validación perceptivos. Sus 

razonamientos configurales solo pueden concluir en truncamientos (T), si consigue resolver 

deductivamente el problema, o en bucles (B), en caso de que no consiga una solución 

deductiva al problema.  

Por último, hay un alumno que ha dejado todas sus respuestas en blanco, por lo que 

no cabe análisis sobre su utilización de los procedimientos de validación (SR en la tabla 4.2). 

En la siguiente tabla se muestran las frecuencias encontradas para cada uno de los grupos 
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  G PA CD SR 

3º 14 5 1 0 

4º 7 10 0 1 

Tabla 4.2 – Procedimientos de validación en la resolución de los problemas agrupados 

por curso 3º-4º 

G: Guían la práctica; PA: Puntualmente aceptados; CD: Completamente descartados; 

SR: Sin respuestas. 

Encontramos que un porcentaje de alumnos de 4º mantiene un comportamiento en 

relación con los procedimientos de validación, mayoritario en el grupo de 3º, en el que los 

procedimientos de validación perceptivos son utilizados para resolver problemas de probar 

geométricos con la misma validez que los procedimientos de validación deductivos. Sin 

embargo, al analizar los resultados del grupo de 4º se observa que este porcentaje baja 

significativamente, y aunque aún permanece un grupo de alumnos para los que los 

procedimientos de validación perceptivos son igualmente aplicables en situaciones de 

resolución de problemas de probar geométricos, son ahora mayoría los alumnos que los 

utilizan solo puntualmente para alcanzar la solución al problema, decantándose, cuando les 

es posible, por los procedimientos de validación deductivos.  

Se observa así, un posible estadio intermedio entre los alumnos que validan sus 

afirmaciones por medio de todo tipo de procedimientos y con la misma validez, como se ha 

descrito en nuestro marco teórico que ocurre con cualquier disciplina no matemática, y el 

comportamiento típico de la ciencia matemática, en el que el único procedimiento de 

validación admitido es el deductivo. 

Por último, solo un participante del estudio utiliza los procedimientos de validación 

como lo haría un matemático y es un alumno del grupo de 3º. 

 

4.3.Relación entre los desenlaces del razonamiento configural y los tipos de discurso  

 

En esta sección damos respuesta a qué relación existe entre el tipo de discurso que 

produce un estudiante que resuelve un problema de probar geométrico y las características 

del razonamiento configural que genera. Para ello, relacionamos los desenlaces de los 

razonamientos configurales, inferidos en la fase IV de nuestro análisis, con los tipos de 
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discurso que los estudiantes producen para dar respuesta a los problemas del cuestionario, 

establecidos en la fase V de nuestro análisis. 

Los resultados muestran que cada tipo de razonamiento configural (Truncamiento 

Naif, CsDEmpírica, CsDConceptual o Truncamiento) se relaciona con un tipo de discurso 

específico (Comprobación, Razonamiento discursivo natural, Prueba Ingenua o 

Razonamiento discursivo teórico). De este modo, nuestro modelo se convierte en un 

instrumento que nos podría permitir, a partir de las respuestas, inferir el razonamiento que 

el resolutor desarrolla, su comprensión de la demanda de la tarea y, por tanto, determinar 

algunas características del espacio de trabajo geométrico personal del estudiante. 

Teniendo en cuenta la relación entre los desenlaces del razonamiento configural y la 

organización del discurso, se han identificado cuatro relaciones: 

- Truncamiento naif ↔ Comprobación 

- Conjetura sin demostración empírica ↔ Razonamiento discursivo natural o 

explicación 

- Conjetura sin demostración conceptual ↔ Prueba ingenua 

- Truncamiento ↔ Razonamiento discursivo teórico o demostración 

 

A continuación, mostramos las características de las relaciones entre los desenlaces 

del razonamiento configural y los tipos de discurso, analizando las respuestas que ilustran 

esta relación (Prior y Torregrosa, 2020).   

 

4.3.1 Truncamiento naif↔comprobación  

 

Este binomio se caracteriza por un razonamiento configural que desemboca en un 

truncamiento naif. Este consiste en la realización de una aprehensión operativa para 

identificar la subconfiguración relacionada con la tesis a verificar, seguida de su validación 

experimental para el caso particular proporcionado por el enunciado. El discurso que el 

estudiante genera, propio de la Geometría Natural, no es más que la conversión al lenguaje 

natural del razonamiento configural realizado. Vamos a ver un ejemplo de esta relación en 

la respuesta de A6 a P3 que mostramos a continuación: 
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Figura 4.1 - Respuesta de A6 a P3 

A continuación, se muestran los resultados de los análisis correspondientes a la 

identificación de los procedimientos de validación, la identificación de los ciclos de 

aprehensiones operativas/discursivas y de la organización discursiva de la respuesta de A6 

a P3 

 

Segmentación de la respuesta Procedimiento de validación 

1. 𝑃𝐴̅̅ ̅̅  = 5,05 cm Perceptivo, mediante el uso de 

instrumentos (regla graduada) 

2. 𝑃𝐵̅̅ ̅̅  = 5 cm Perceptivo mediante el uso de 

instrumentos (regla graduada) 

3. P no equidista de los puntos 

A y B 

Deductivo 

4. Porque se encuentra a una 

diferente distancia del 

punto A y del punto B 

Aunque la incluimos en la 

segmentación de la respuesta, no es una 

proposición propiamente dicha, ya que 

se limita a dar una explicación 

redundante a lo que acaba de afirmar en 

el segmento anterior. 

  

Tabla 4.3 - Procedimientos de validación de A6 al resolver P3 
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Figura 4.2 - Aprehensiones operativas/discursivas de A6 al resolver P3 

 

 

 

Figura 4.3 - Organización discursiva de la respuesta a P3 de A6 

 

Su razonamiento configural consiste en la realización de la aprehensión operativa de 

cambio figural que añade los dos elementos geométricos, segmentos 𝑃𝐴̅̅ ̅̅  y 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ , a los que se 

refiere la proposición a demostrar. Tras esto, se limita a medir su longitud, usando un 

instrumento de medida (regla graduada). Su discurso consiste en la traducción de las 

acciones que realiza sobre la figura. Obtiene una medida de 5,05 cm para el segmento 𝑃𝐴̅̅ ̅̅ , y 

de 5 cm para el segmento  𝑃𝐵̅̅ ̅̅ . Por tanto, concluye que la tesis del enunciado es falsa puesto 

que 5 ≠ 5,05.  Esto supone una muestra de que el estudiante asume las características de la 

Geometría Natural, utilizando la imagen que acompaña al enunciado como objeto de estudio 

y validación, es decir, como dibujo.  

  

AO1(cf): Añade los 

segmentos 𝐴𝑃̅̅ ̅̅  y 𝑃𝐵̅̅ ̅̅   

 
AD1(v-d): Mide la longitud de 

cada uno de ellos: 

𝑚(𝐴𝑃̅̅ ̅̅ ) = 5,05 𝑐𝑚;  

m(𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ) = 5 𝑐𝑚 
 

P1 Nivel local 1 

𝑚(𝑃𝐴̅̅ ̅̅ ) = 5,05 cm 𝑚(𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ) = 5 cm 

5,05 ≠ 5 

La distancia de P a A es 

distinta de la distancia de 

P a B 
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4.3.2. Conjetura sin demostración empírica↔razonamiento discursivo natural 

 

Se produce un razonamiento configural en el que no es necesario un conocimiento 

geométrico explícito (definición, teorema, ...), lo que se traduce en un discurso en el que no 

se observan los niveles propios de la prueba matemática. El discurso es una explicación, que 

puede resultar más o menos convincente en función de la evidencia de los argumentos 

visuales, pero no es una demostración desde el punto de vista de la organización discursiva. 

En el discurso podemos observar el nivel global de la estructura discursiva de la prueba 

matemática, pero no se observa el nivel local o paso deductivo.  

En la respuesta de A14 a P4, analizada en el capítulo dedicado al procedimiento de 

análisis, mostramos un ejemplo del binomio encontrado: 

 
 

Figura 4.4 - Respuesta de A14 a P4 

 

 

A continuación, describimos el razonamiento configural que desarrolla el 

participante para dar su respuesta a la tarea: 
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Figura 4.5 - Primer ciclo de aprehensiones operativas/discursivas de la respuesta a 

P3 de A14 

 

 

 

AD1(v-d): Afirma que la distancia de M a O es el doble que la 

distancia de P a O. 

AO1 

cf: añade la semirrecta perpendicular al 

segmento 𝑀𝑂̅̅ ̅̅ ̅ que parte de P. 

 

i: identifica los segmentos 𝑀𝑂̅̅ ̅̅ ̅ y 𝑃𝑂̅̅ ̅̅ .  
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Figura 4.6 - Segundo ciclo de aprehensiones operativas/discursivas de la respuesta a P3 

de A14 

 

En este ejemplo, además, se puede distinguir la realización del ciclo aprehensión 

discursiva/aprehensión operativa, si bien en este caso las asociaciones realizadas (por 

ejemplo, los dos segmentos 𝑀𝑃̅̅̅̅̅ y 𝑃𝑂̅̅ ̅̅  tienen longitudes iguales) no sean estrictamente con 

afirmaciones matemáticas. Aquí, la visión es el único proceso que guía la resolución del 

problema. Todo esto ocurre sin que se realice verificación alguna, más allá de la evidencia 

visual que proporciona la figura que acompaña al enunciado y las modificaciones que se han 

realizado sobre ella. Su razonamiento configural desemboca en lo que hemos denominado 

una conjetura sin demostración empírica. 

En la siguiente tabla, detallamos los procedimientos de validación de las distintas 

afirmaciones que realiza en su producción discursiva: 

 

 

 

AD2(v-d): Afirma que la distancia de O a N es el doble que la 

distancia de Q a N. 

AO2 

cf: añade la semirrecta perpendicular al 

segmento 𝑂𝑁̅̅ ̅̅ , que parte del punto Q. 

 

i: identifica los segmentos 𝑂𝑁̅̅ ̅̅  y 𝑄𝑂̅̅ ̅̅ .  
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Unidades de análisis Procedimiento de validación 

1. La distancia de M a O es el doble de la distancia 

de P a O. 
Perceptivo 

2. Igual ocurre con Q a O. Perceptivo 

3. P y Q dividen a las rectas 𝑀𝑂̅̅ ̅̅ ̅ y 𝑂𝑁̅̅ ̅̅ , 

respectivamente 
Perceptivo 

4. Al añadir la otra mitad, es decir, de M a P y de N 

a Q, la distancia se dobla. 
Deductivo 

5. Lo que tiene como consecuencia que 𝑀𝑁̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑃𝑄̅̅ ̅̅  Deductivo 

 

Tabla 4.4 - Procedimientos de validación de A14 al resolver P4 

 

 

Su respuesta traduce el razonamiento configural realizado al lenguaje natural. Las 

afirmaciones realizadas son validadas perceptivamente, hasta que establece las hipótesis 

sobre la congruencia de los segmentos 𝑀𝑃̅̅̅̅̅, 𝑃𝑂̅̅ ̅̅ , 𝑂𝑄̅̅ ̅̅  y 𝑄𝑁̅̅ ̅̅ . A partir de ahí, las afirmaciones 

4 y 5 son “consecuencia” de lo afirmado anteriormente.  

En el siguiente esquema, organizamos la estructura de su discurso: 
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I 𝐞𝐬 𝐞𝐥 𝐝𝐨𝐛𝐥𝐞 𝐝𝐞 

 

 

II 𝐞𝐬 𝐞𝐥 𝐝𝐨𝐛𝐥𝐞 𝐝𝐞 

 

 
+ 

 

≡ 

 
 

III 

 

IV 𝐞𝐬 𝐞𝐥 𝐝𝐨𝐛𝐥𝐞 𝐝𝐞 

 
 

Figura 4.7 - Organización discursiva de la respuesta de A14 a P4 

 

 

Ninguna afirmación matemática (definición, teorema, ...) es asociada para la 

resolución del problema. Se produce una o varias aprehensiones operativas que convencen 

Nivel Global 

Nivel local 
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al alumno de la veracidad de la afirmación solicitada. Para ello, el estudiante valida las 

afirmaciones que realiza mediante percepción. Por supuesto, el rol que el participante asigna 

a la configuración es el de dibujo, ya que sus afirmaciones iniciales son validadas 

perceptivamente a través de la observación de la configuración. Su razonamiento configural 

es la solución del problema; la elaboración de un discurso para comunicar dicha solución es 

tan solo una conversión en el registro de representación semiótico, en este caso del registro 

figural al discursivo. Este discurso es una explicación que convence, pero no posee las 

características del discurso que denominamos demostración matemática. No hay cambio de 

estatus de las proposiciones, pues este solo puede producirse en la organización de 

proposiciones propia del razonamiento discursivo teórico. 

 

4.3.3. Conjetura sin demostración conceptual↔prueba ingenua 

 

En el razonamiento configural se observa la coordinación de aprehensiones 

discursivas y operativas necesarias en un contexto de Geometría Axiomática Natural para la 

demostración de una proposición. La respuesta tiene la organización discursiva propia de la 

demostración matemática, pero se acepta alguna o algunas afirmaciones matemáticas por 

procedimientos de validación perceptivos. La validez de todo el discurso descansa en la 

veracidad o no de las afirmaciones verificadas mediante procedimientos perceptivos, por lo 

que denominamos Pruebas Ingenuas a este tipo de respuestas. La respuesta de A22 a P1 nos 

sirve de ejemplo de este binomio encontrado. 

 
 

Figura 4.8 - Respuesta de A22 a P1 
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En primer lugar, mostramos los procedimientos de validación que utiliza en su 

discurso a partir de la transcripción y segmentación de su respuesta al problema: 

 

Unidades de análisis Procedimiento de validación 

1. El triángulo ΔAPE es isósceles Deductivo 

2. El triángulo ΔPEB es equilátero Perceptivo 

3. El ángulo 𝐴𝐸𝐵̂ mide 180º Deductivo 

4. El ángulo 𝐴𝐸𝐵̂ es igual a la suma de los ángulos 

𝑃𝐸𝐵̂ + 𝐴𝐸𝑃̂    
Deductivo 

5. ΔAPE es isósceles y su ángulo desigual mide 

120º por lo que sus otros dos ángulos tienen que 

medir 30º 

Deductivo 

6. El ángulo 𝐴𝑃𝐵̂ = 𝐴𝑃𝐸̂ + 𝐸𝑃𝐵̂ = 60º + 30º = 90º Deductivo 

 

Tabla 4.5 - Procedimientos de validación de A22 al resolver P1 

 

Como podemos observar, todas las afirmaciones que componen su discurso son 

validadas deductivamente, salvo la afirmación número dos, para cuya validación no aporta 

ningún argumento, y en la entrevista se limita a afirmar que “se ve que es equilátero”.  

A continuación, mostramos el resultado del análisis de su razonamiento configural. 

Para ello, en primer lugar, describimos los ciclos de aprehensiones operativas/discursivas: 

 

AD1(v-d): Establece el 

triángulo ΔAPE es isósceles 

AO1(i): Identifica el triángulo 

ΔAPE  
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AD2(v-d): Establece que el 

triángulo ΔEPB es 

equilátero, por lo que cada 

uno de sus ángulos mide 60º 

AO2(i): Identifica la 

subconfiguración que forma 

el triángulo ΔEPB 

 

AD4(v-d): Establece que 

el ángulo 𝐴𝐸𝐵̂ mide 180º 

AO4(i): Identifica el ángulo 

𝐴𝐸𝐵̂  

  

AD5(v-d): Establece que 

el ángulo 𝐴𝐸𝑃̂ mide 120º 

y los otros dos ángulos 

(𝐴𝑃𝐸̂ y 𝐸𝐴𝑃̂) miden 30º 

AO5(i): Identifica el triángulo 

ΔEPB   
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Figura 4.9 – Ciclos de aprehensiones operativas/discursivas de A32 en P1 

 

El desenlace de esta coordinación de aprehensiones operativas/discursivas es lo que 

hemos denominado una conjetura sin demostración conceptual. La coordinación le permite 

resolver el problema, pero aceptando perceptivamente que el triángulo ΔEPB es equilátero. 

Independientemente de la falsedad de dicha hipótesis para el ejemplo en cuestión, la validez 

de una hipótesis en una prueba matemática solo puede descansar en su estatus operativo 

(premisa, conclusión o tercera afirmación), nunca en una validación perceptiva. 

Veamos ahora el resultado esquematizado del análisis de su organización discursiva: 

  

AD6(v-d): Establece que 

el ángulo 𝐴𝑃𝐵̂ mide 90º 

AO6(i): Identifica el ángulo 

𝐴𝑃𝐵̂ formado por los ángulos 

consecutivos 𝐴𝑃𝐸̂ y 𝐸𝑃𝐵̂ 
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Hipótesis 2 Nivel 2:  

∆APE es un 

triángulo isósceles  

Definición1:N2 

Los triángulos 

isósceles tienen dos 

ángulos iguales 

C1N2-H1N3 

𝑚(𝐴𝑃𝐸)̂ = 𝑚(𝐸𝐴𝑃̂) 

Hipótesis 1* Nivel 1: 

∆EPB es equilátero 

Teorema 3:N1 

Los triángulos 

equiláteros tienen sus 

ángulos iguales  

C1N1-H4N2  

𝑚(𝐸𝑃𝐵̂) = 60° 
Hipótesis 3 Nivel 2:  

m(𝐴𝐸𝐵̂) = 180º 

C2N2-H2N3 

𝑚(𝐴𝐸𝑃̂) = 120° 

 

Teorema1N3 

Los ángulos interiores de un triángulo suman 180º 

Propiedad2:N2 

𝐴𝐸𝐵̂ = 𝑃𝐸𝐵̂ + 𝐴𝐸𝐵̂ 

C1N3-H1N4 

𝑚(𝐴𝑃𝐸)̂ =30º 
C1N1-H2N4  

𝑚(𝐸𝑃𝐵̂) = 60° 

Propiedad1N4 

𝐴𝑃𝐵̂ = 𝐴𝑃𝐸̂ + 𝐸𝑃𝐵̂ 

Conclusión1N4 

𝑚(𝐴𝑃𝐵)̂ =90º 

* Hipótesis falsa validada perceptivamente 

Paso Deductivo 

Paso deductivo 

Paso deductivo 

Paso deductivo 

Paso deductivo 

Reutilización 

Reutilización Reutilización 

Reutilización 
Reutilización 
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Figura 4.10 – Organización discursiva de la respuesta de A32 a P1 

 

 

 

Del análisis conjunto de su razonamiento configural y de su organización discursiva 

podemos inferir que, a pesar de un discurso poco elaborado, el participante conoce la 

organización específica de la demostración matemática, ya que realiza pasos deductivos en 

los que el estatus de cada proposición (premisa, propiedad o conclusión) es el correcto. No 

obstante, comete un error al principio de su razonamiento: utiliza una premisa falsa (∆EPB 

es equilátero), verdadera para él porque resulta visualmente aceptable en la imagen que 

acompaña al enunciado (entrevista). Este es uno de los errores más comunes de los 

estudiantes que transitan desde de la Geometría Natural a la Geometría Natural Axiomática: 

la validación de alguna de las premisas mediante procedimientos de verificación perceptivos 

sin uso de instrumentos (Prior y Torregrosa, 2013).  

Como vimos anteriormente, la validación de una proposición mediante 

procedimientos perceptivos es un recurso natural y común en la resolución de problemas 

geométricos empíricos dentro del contexto escolar. El uso de este recurso en el contexto 

demostrativo se suma a la teoría de que no existe un paso natural desde la argumentación a 

la demostración matemática. Se hace necesaria una ruptura con la práctica matemática 

escolar y una enseñanza específica de las características de la demostración matemática. 

(Duval, 2007). 

 

4.3.4. Truncamiento↔razonamiento discursivo teórico 

  

Su razonamiento configural desemboca en un truncamiento, único desenlace posible 

cuando se alcanza la solución al problema en el contexto de la Geometría Axiomática 

Natural. La validez de sus afirmaciones depende siempre de su estatus operativo, y nunca de 

su contenido, por lo que ninguna afirmación es validada mediante procedimientos 

perceptivos. Aunque el razonamiento configural guía el discurso generado, proporcionando 

las subconfiguraciones y las afirmaciones matemáticas pertinentes para la solución del 

problema, el discurso (demostración), una vez generado, es completamente independiente, 

pues la estructura del paso deductivo y la concatenación de pasos por solapamiento es una 

operación puramente discursiva. Es decir, la demostración es una operación discursiva que 

tiene entidad independientemente del razonamiento configural que haya guiado su 
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construcción; su validez descansa únicamente en las operaciones proposicionales (paso 

deductivo y solapamiento de proposiciones) que conectan las hipótesis del enunciado con la 

tesis solicitada. 

La respuesta de A31 a P3 es un ejemplo de esta relación entre truncamiento y 

demostración. 

 

 

Figura 4.11 –Respuesta de A31 a P3 

 

Revisamos a continuación los análisis realizados. En primer lugar, podemos 

observar los procedimientos de validación en su respuesta en la siguiente tabla: 

Unidades de análisis Procedimiento de validación 

1. ΔACP es un triángulo rectángulo Deductivo 

2. ΔBCP es un triángulo rectángulo Deductivo 

3. Si 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  y 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  miden lo mismo Deductivo 

4. y comparten el lado 𝐶𝑃̅̅̅̅  Deductivo 

5. la hipotenusa tiene que ser igual  Deductivo 

6. ya que los catetos miden lo mismo Deductivo 

7. h2 = c2 + c2  Deductivo 

 

Tabla 4.6 - Procedimientos de validación de A31 al resolver P3 

 

Todas sus afirmaciones en respuesta a P3 son validadas deductivamente, como se 

pudo comprobar con ayuda de la entrevista. Las afirmaciones 1 y 2 se deducen de que “la 

recta 𝑃𝐶̅̅̅̅  es la mediatriz de 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  y la mediatriz es perpendicular”. La afirmación 3 también 

es deducida de las propiedades de la mediatriz: “la mediatriz corta perpendicularmente al 
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segmento”. La afirmación 4 es una obviedad, y 5, 6 y 7 se deducen inmediatamente por 

encontrarnos en las hipótesis del teorema de Pitágoras. 

A continuación, mostramos el resultado del análisis de su razonamiento configural. 

Para ello, en primer lugar, describimos los ciclos de aprehensiones operativas/discursivas: 

 

 

 

AD1(v-d): Establece que 

ΔAPC y ΔBCP son 

triángulos rectángulos 

AO1 

(cf): Añade el punto C,  𝐴𝑃̅̅ ̅̅  y 𝐵𝑃̅̅ ̅̅  

(i): Identifica las subconfiguraciones 

formadas por los triángulos ΔAPC y 

ΔBCP 
 

AD2(v-d): Establece los 

segmentos 𝐴𝐶̅̅̅̅  y 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  son 

congruentes 

AO2(i): Identifica los 

segmentos 𝐴𝐶̅̅̅̅  y 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  
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Figura 4.12 – Ciclos de aprehensiones operativas/discursivas de A31 en P3 

 

El razonamiento configural de este estudiante en respuesta a la tarea desemboca en 

un truncamiento que le permite resolver deductivamente el problema. La coordinación de 

ciclos de aprehensiones operativas y discursivas le ha llevado a deducir que los dos 

triángulos ACP y BCP son triángulos rectángulos con catetos iguales, aunque comete un 

error al asignar la misma incógnita, c, a los dos catetos, que no son necesariamente 

congruentes. En esta situación, el teorema de Pitágoras le garantiza la congruencia de las 

hipotenusas, que es la tesis que pretende demostrar. 

 

Por último, realizamos el análisis de la organización discursiva de su respuesta:  

 

 

 

AD3(v-d): Establece que 𝐶𝑃̅̅̅̅   

es un lado compartido en los 

triángulos ΔAPC y ΔBCP 

 

AO3(i): Identifica el lado 𝐶𝑃̅̅̅̅   

  

AD4(v-d): Establece que 

como hipotenusas de los 

triángulos ΔAPC y ΔBCP 

dichos segmentos son 

congruentes 

AO4(i): Identifica los 

segmentos 𝐴𝑃̅̅ ̅̅  y 𝐵𝑃̅̅ ̅̅  
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Figura 4.13 – Organización discursiva de A31 en P3 

 

Si bien la falta de rigor en la redacción es la habitual en la mayoría de alumnos de 

estas edades, podemos observar en el discurso las características propias de la prueba 

matemática: nivel local (paso deductivo), donde cada afirmación adquiere una de las tres 

categorías (premisa, definición/teorema o conclusión) y nivel global (organización de 

varios pasos), donde las conclusiones de pasos anteriores son reutilizadas como premisas 

en pasos siguientes.  

- Paso 1: Premisa: ΔACP es un triángulo rectángulo → Teorema de Pitágoras → 

Conclusión: AP̅̅̅̅ 2 = AC̅̅̅̅ 2 + CP̅̅̅̅ 2  

Hipótesis 1 Nivel 1:  

∆ACP es un triángulo 

rectángulo  

Teorema1-N1 

Teorema de Pitágoras 

C1N1-H1N2 

𝐴𝑃2̅̅ ̅̅ ̅ =  𝐴𝐶2̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐶𝑃2̅̅ ̅̅ ̅ 

C2N2-H2N3 

𝐴𝑃̅̅ ̅̅ = 𝐵𝑃̅̅ ̅̅  

 

Definición3 – N2 

La mediatriz divide un segmento por su mitad 

(𝐴𝐶̅̅̅̅ = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ) 

Paso deductivo 1 

Paso deductivo 3 

Paso deductivo 2 

Reutilización Reutilización 

Hipótesis 2 Nivel 1:  

∆BCP es un triángulo 

rectángulo  

Teorema2-N1 

Teorema de Pitágoras 

C2N1-H2N2 

𝐵𝑃2̅̅ ̅̅ ̅̅ =  𝐵𝐶2̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝐶𝑃2̅̅ ̅̅ ̅ 
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- Paso 2: ΔBCP es un triángulo rectángulo → Teorema de Pitágoras → Conclusión:  

BP̅̅̅̅ 2 = BC̅̅̅̅ 2 + CP̅̅̅̅ 2   

Las conclusiones de los pasos 1 y 2 se convierten en premisas del Paso 3 donde, 

utilizando que 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ =𝐵𝐶̅̅ ̅̅  (definición de mediatriz), podemos concluir que 𝐴𝑃̅̅ ̅̅  = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ , que es la 

tesis que se pretende demostrar.  

 

 

4.4. Perfiles de los participantes considerando el espacio de trabajo geométrico personal  

 

Para caracterizar el ETG personal de cada estudiante desde el modelo de 

razonamiento configural, hemos considerado el análisis (1) de los razonamientos 

configurales de los alumnos, (2) de sus procedimientos de validación, (3) de los tipos de 

discurso en sus respuestas y (4) del rol que otorgan a la configuración que acompaña a los 

enunciados de los problemas. Este análisis conjunto nos ha permitido identificar diferentes 

perfiles de los participantes en relación con la prueba matemática que determinan 

características del ETG personal que cada participante pone en práctica en la resolución de 

los problemas de probar geométricos:  

- si muestra una comprensión del carácter general de la tesis que se pide probar, o si una 

mera comprobación del caso particular a partir de la configuración que acompaña al 

enunciado le parece una solución al problema; 

- si los procedimientos de validación perceptivos guían su práctica, son admitidos 

puntualmente, o están completamente descartados;  

- si, en el caso de las configuraciones, confunden el objeto geométrico y su representación;  

- si conocen la organización discursiva propia de la demostración o si, por el contrario, 

una explicación convincente o una mera comprobación de un caso particular se considera 

una respuesta válida. 

 

El análisis descrito nos ha permitido inferir características del Espacio de Trabajo 

Geométrico personal en el que cada estudiante resuelve cada uno de los problemas. Además, 
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hemos podido estudiar la permanencia o no de las características de dicho ETG personal a 

lo largo de los diferentes problemas del cuestionario. 

A partir del análisis conjunto realizado, hemos podido clasificar a los participantes 

de nuestro estudio en 6 perfiles o categorías cuyas características resumimos en la siguiente 

tabla: 

Dimensiones/ 

Perfiles 

Pf1 Pf2 Pf3 Pf4 Pf5 Pf6 

Razonamiento 

Configural 
TN TN/CsDe CsDe CsDe/CsDc CsDc/T T 

Procedimientos de 

validación 

empíricos 

G G G P P CD 

Tipo de discurso C C/RDN RDN RDN/PI PI/RDT RDT 

Configuración 

inicial 
D D D* D/F D/F F 

Tabla 4.7 -  Características de los perfiles en relación con las dimensiones analizadas: 

- Razonamiento configural: TN; CsDe; CsDc; T 

- Procedimientos de validación empíricos: Guían su práctica (G); Puntualmente 

admitidos (P); Completamente descartados (CD) 

- Rol de la configuración inicial: Objeto geométrico-Figura (F); Representación-Dibujo 

(D) 

- Tipo de discurso: Comprobación (C); RDN-Explicación (E)-Prueba ingenua (PI)- RDT-

Demostración (D) 

* Estos alumnos tratan la configuración inicial como un dibujo, pero sin utilizar 

procedimientos de medida. 

A continuación, describimos las características de los distintos perfiles y mostramos 

ejemplos de alumnos representativos de cada uno de los perfiles encontrados.  
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4.4.1 Perfil 1: Empírico ingenuo  

El razonamiento configural, cuando alcanza una solución al problema, desemboca 

en truncamientos naif.  En el mejor de los casos, realizan mediciones para establecer la 

verdad de la conclusión; si no es así, validan o refutan directamente la tesis a partir de su 

percepción. Los procedimientos para medir se consideran procedimientos experimentales, 

por lo que asumimos que el procedimiento de validación utilizado es el perceptivo. Su 

discurso es una comprobación del caso particular.  Finalmente, la configuración que 

acompaña al enunciado adopta el rol de dibujo sobre el que realizar comprobaciones 

experimentales o verificaciones perceptivas. El ETG personal de estos participantes es el 

propio de la Geometría Natural, es decir, el contexto matemático de estos participantes es 

un espacio en el que los objetos están conectados con el mundo real, no son objetos 

abstractos sino concretos.   

 

A continuación, mostramos las respuestas de A10 y la tabla resumen de sus 

razonamientos configurales, su utilización de los procedimientos de validación, 

producciones discursivas y rol de la configuración para ilustrar esta categoría: 

 

Figura 4.14 - Respuesta de A10 a P1 
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Figura 4.15 - Respuesta de A10 a P2 

 

 

Figura 4.16 - Respuesta de A10 a P3 



4. Resultados   Juan Prior Martínez 
 

189 

 

 

Figura 4.17 - Respuesta de A10 a P4 

A continuación, mostramos la tabla resumen del procedimiento de análisis de las 

respuestas de A10 a los problemas del cuestionario: 

Problema 
Razonamiento 

Configural 

Procedimientos 

de validación 
Tipo de 

discurso 

Rol de la 

configuración 

inicial 

P1 TN P C D 

P2 TN P C D 

P3 TN P C D 

P4 TN P C D 

 

Tabla 4.8 – Análisis de las respuestas de A10 al cuestionario (Fase VI) 

TN: Truncamiento naif; P: Perceptivos ; C: Comprobación; D: Dibujo; 
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En relación con el razonamiento configural, en respuesta a P1, aísla los segmentos 

involucrados en el enunciado y mide el ángulo que forman, es decir, realiza modificaciones 

sobre la configuración inicial (aprehensión operativa de identificación) y les asocia la 

definición de ángulo recto (aprehensión discursiva). Su ciclo aprehensión operativa / 

aprehensión discursiva, es decir, su razonamiento configural, se limita a aislar los 

elementos involucrados en la conclusión solicitada por el enunciado y a asociar la 

definición para una comprobación particular de la tesis pedida, desembocando en lo que 

hemos denominado truncamiento naif.  

En sus respuestas, el participante realiza una comprobación de la tesis a demostrar 

para el caso particular que aparece en la figura. Percibe, a través del uso de instrumentos de 

medida (transportador en P1, regla graduada en P3 y P4) o bien perceptivamente (P2), que 

la afirmación es cierta. Es evidente que la configuración sirve de apoyo a sus justificaciones.  

En P2, aísla las rectas involucradas en la tesis solicitada por el enunciado, y les 

asocia la definición de paralelismo para, en este caso, realizar una comprobación perceptiva 

de la asociación realizada: “son paralelas porque no se cortan en ningún punto”. 

Las respuestas a P3 y P4 son análogas a la respuesta a P1, la única diferencia radica 

en que la magnitud a la que se refiere la tesis del enunciado es ahora la longitud y, por ello, 

las mediciones se realizan con otro instrumento de medida de magnitudes, la regla 

graduada. 

 

4.4.2. Perfil 2: Empírico generalizador  

Agrupamos en esta categoría a participantes cuyos razonamientos configurales en 

respuesta a los problemas del cuestionario acaban en truncamientos naif y conjeturas sin 

demostración empíricas. Su ETG personal se caracteriza por mantener los procedimientos 

y concepciones propias de la Geometría Natural (GI). No obstante, en alguna de las 

soluciones se observa un primer intento de encontrar una respuesta que proporcione una 

justificación del caso general planteado. En esos casos, su desenlace es una conjetura sin 

demostración empírica y su discurso se limita a describir su razonamiento ‘puramente 

configural’. Aunque pueda validar alguna afirmación deductivamente, los procedimientos 

de validación perceptivos guían su práctica. Sus discursos pueden ser comprobaciones o 

razonamientos discursivos naturales, en estos últimos se pone de manifiesto la adquisición 
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de cierto grado de generalización en su respuesta. El rol de las configuraciones sigue siendo 

el dibujo, propio de la Geometría Natural. Las respuestas al cuestionario de A18 son un 

ejemplo de este tipo de comportamiento frente a la demostración de propiedades 

geométricas. 

 

Figura 4.18 - Respuesta de A18 a P1 

 

 

Figura 4.19 - Respuesta de A18 a P2 
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Figura 4.20 - Respuesta de A18 a P3 

 

 

Figura 4.21 - Respuesta de A18 a P4 

Las respuestas a los problemas P1, P2 y P4 son propias del perfil 1 que hemos 

descrito anteriormente. Sin embargo, en su respuesta a P3 abandona los procedimientos 
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experimentales para comprobar el caso particular y nos describe su razonamiento 

configural. 

 

Figura 4.22 - Razonamiento configural de A18 en P3 

 

 Mostramos la tabla resumen realizada: 

Problema Razonamiento 

Configural 

Procedimiento 

de validación 

Tipo de 

discurso 

Rol 

(dibujo/figura) 

P1 TN P C D 

P2 TN P C D 

P3 CsDe P RDN D 

P4 TN P C D 

 

Tabla 4.9 – Análisis de las respuestas de A10 al cuestionario (Fase VI) 

TN: Truncamiento naif;CsDe: Conjetura sin demostración empírica; P: Perceptivo 

 C: Comprobación; RDN: Razonamiento discursivo natural; D: Dibujo 

 La configuración sigue siendo fuente de validación de sus afirmaciones.  

AD1(v-d): Establece que 

ΔAPC y ΔBCP son 

triángulos congruentes 

AO1 

(cf): Añade los segmentos  𝐴𝑃̅̅ ̅̅  y 𝐵𝑃̅̅ ̅̅  

(i): Identifica las subconfiguraciones 

formadas por los triángulos ΔAPC y 

ΔBCP 
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4.4.3. Perfil 3: Generalizador 

Agrupamos en esta categoría a los participantes que abandonan la comprobación 

del caso particular como respuesta a los problemas geométricos de probar pero que, sin 

embargo, no muestran conocimiento de la organización discursiva propia de la 

demostración matemática, puesto que no se observa presencia del nivel local de la prueba, 

propio del paso deductivo. El desenlace de sus razonamientos configurales es siempre una 

conjetura sin demostración empírica. Sus procedimientos de validación siguen siendo 

principalmente perceptivos. Y su organización discursiva, la propia del razonamiento 

discursivo natural. La configuración adopta el rol de dibujo para realizar sobre ella 

verificaciones perceptivas; sin embargo, ya no realizan comprobaciones experimentales 

sobre ella. Las respuestas al cuestionario de A1 son un ejemplo de este tipo de 

comportamiento frente a la demostración de propiedades geométricas. A continuación, 

mostramos las respuestas a P1, P3 y P4 (P2 lo deja en blanco). 

 

Figura 4.23- Respuesta de A1 a P1 
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Figura 4.24- Respuesta de A1 a P3 
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Figura 4.25- Respuesta de A1 a P4 

En el análisis del razonamiento configural en respuesta a P4 podemos observar las 

características de esta categoría.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4.26- Ciclo de aprehensiones operativas/discursivas de A1 en 

respuesta a P4. 

En rojo etiquetas de puntos añadidas por el profesor-investigador 

para facilitar el análisis 

AD1(v-d): Establece que el 

segmento 𝑀𝑂̅̅ ̅̅ ̅ tiene longitud 

doble que el segmento 𝑃𝐵̅̅ ̅̅  

AO1 

(cf): Añade el segmento que 

une el punto O con A 

(i): Identifica el segmento 

𝑃𝐵̅̅ ̅̅  
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Otro ciclo similar para los segmentos 𝑂𝑁̅̅ ̅̅  y 𝐵𝑄̅̅ ̅̅  completa el razonamiento configural 

de A1 en respuesta a P4. Como podemos observar, su razonamiento configural desemboca 

en una conjetura sin demostración empírica. Su asociación se limita a la observación, basada 

en la percepción, de una relación uno a dos entre las longitudes de dos segmentos.  

Mostramos la tabla resumen del procedimiento de análisis: 

Problema Razonamiento 

Configural 

Procedimiento 

de validación 

Tipo de 

discurso 

Rol 

(dibujo/figura) 

P1 CsDe P RDN D 

P2     

P3 CsDe P RDN D 

P4 CsDe P RDN D 

 

Tabla 4.10 – Análisis de las respuestas de A10 al cuestionario (Fase VI) 

CsDe: Conjetura sin demostración empírica; P: Perceptivo;  

RDN:Razonamiento discursivo natural; D: Dibujo 

En sus discursos, descriptivos y no deductivos, se limita a describir el razonamiento 

configural realizado. No hay entrada en la organización propia de la demostración 

matemática en el contexto de la Geometría Axiomática Natural. 

4.4.4. Perfil 4: Argumentador  

En esta categoría clasificamos a los participantes que, aun utilizando las conjeturas 

sin demostración empírica como desenlaces que les permiten dar una solución a un 

problema de probar geométrico, muestran conocimiento de las características de una 

respuesta válida a un problema de probar en el contexto de la Geometría Axiomática 

Natural. Estos alumnos abandonan la verificación del caso particular como respuesta 

válida. No obstante, incluso en sus respuestas ‘deductivas’ continúan aceptando conjeturas 

perceptivamente de manera puntual. Sus razonamientos configurales, cuando encuentran 

una solución al problema, desembocan en Conjeturas sin demostración empíricas o 

conceptuales. Sus discursos pueden ser razonamientos discursivos naturales o pruebas 

ingenuas.  El papel de las configuraciones iniciales alterna las características de dibujo y 

figura. A11, analizado en la fase VI del procedimiento de análisis, es un ejemplo de 
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participante con este perfil. Mostramos de nuevo sus respuestas a los problemas propuestos 

y la tabla elaborada a partir del procedimiento de análisis. 

 

Figura 4.27- Respuesta de A11 a P1 

 

Figura 4.28: Respuesta de A11 a P2. 
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Figura 4.29 - Respuesta de A11 a P3. 

 

 

Figura 4.30 - Respuesta de A11 a P4. 
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Problema Razonamiento 

Configural 

Procedimientos 

de validación 

Tipo de 

discurso 

Rol 

(dibujo/figura) 

P1 CsDe P/D RDN D/F 

P2 CsDc P/D PI D 

P3 B P/D PI D/F 

P4 CsDe P/D RDN D 

 

Tabla 4.11 - Análisis de las respuestas de A11 al cuestionario. 

CsDe: Conjetura sin demostración empírica; B: Bucle; P: Perceptivo; D; Deductivo 

RDN: Razonamiento discursivo natural; PI: Prueba ingenua; D: Dibujo; F: Figura 

 

 

4.4.5. Perfil 5: Demostrador ingenuo  

Los participantes que agrupamos en esta categoría han abandonado la descripción 

de sus razonamientos ‘puramente configurales’ como desenlaces válidos de sus 

razonamientos para encontrar las ideas que les permitan resolver deductivamente los 

problemas de probar geométricos. Cuando encuentran una respuesta al problema, sus 

razonamientos configurales desembocan en Conjeturas sin demostración conceptuales o 

Truncamientos. Principalmente validan sus afirmaciones por procedimientos deductivos, 

sin embargo, puntualmente pueden validar perceptivamente alguna afirmación necesaria 

para completar su razonamiento. En sus respuestas se puede observar la estructura 

discursiva de la organización propia de la demostración matemática en el contexto de la 

Geometría Axiomática Natural. Se pueden observar los diferentes niveles, local y global; 

se percibe el uso del estatus operativo de cada una de las proposiciones (premisa, 

conclusión o tercera afirmación). Sin embargo, a veces el estatus operativo de alguna 

afirmación no proviene de su estatus teórico (conjetura, hipótesis, teorema, etc.), sino de 

una validación perceptiva, procedimiento que no es lícito en el contexto de la demostración 

de propiedades geométricas en la GAN. Para mostrar un ejemplo de esta categoría 

utilizamos las respuestas de A30. En respuesta a P3, consigue una solución deductiva que 

hemos analizado en la fase IV del capítulo sobre el procedimiento de análisis y que 

describimos como un ejemplo de truncamiento. En respuesta a P1, su razonamiento 

configural desemboca en una conjetura sin demostración conceptual, lo que le permite 
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organizar un discurso que hemos clasificado como una prueba ingenua. Para los problemas 

2 y 4 no encuentra las ideas que le permiten articular una respuesta, pero tampoco se limita 

a describir sus observaciones. A pesar de realizar algunas modificaciones en la 

configuración que acompaña al enunciado de P4, deja las respuestas en blanco. 

 

Figura 4.31 - Respuesta de A30 a P1. 

 

Figura 4.32 - Respuesta de A30 a P3. 

Mostramos la tabla resumen del procedimiento de análisis: 
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Problema Razonamiento 

Configural 

Procedimiento 

de validación 

Tipo de 

discurso 

Rol 

(dibujo/figura) 

P1 CsDc P/D PI D/F 

P2     

P3 T D RDT F 

P4     

 

Tabla 4.12 - Análisis de las respuestas de A30 al cuestionario. 

CsDc: Conjetura sin demostración conceptual; T: Truncamiento;  

P: Perceptivo; D;Deductivo 

PI: Prueba ingenua; RDT: Razonamiento discursivo teórico; D: Dibujo; F: Figura 

 

4.4.6. Perfil 6: Matemático 

El estudiante con este perfil descarta todo tipo de conjeturas sin demostración 

(empíricas o conceptuales) como desenlaces válidos. También desestima los 

procedimientos de validación perceptivos. El razonamiento configural de un alumno que 

descarta el procedimiento de validación perceptivo desemboca en un Truncamiento, en 

cuyo caso resuelve deductivamente el problema, o en un bucle, en caso de que el 

razonamiento configural no consiga obtener la idea que permita solucionar deductivamente 

el problema. En el primer caso, consigue llegar a la solución del problema; en el segundo 

caso, no, pero no trata de continuar con su razonamiento utilizando procedimientos de 

validación perceptivos. Si no encuentran la subconfiguración pertinente, o no conoce la 

afirmación matemática que le permite solucionar deductivamente el problema, no 

continuará con la resolución, dejando huecos en el progreso de la prueba o afirmando 

conjeturas sin demostración. Como hemos afirmado, los procedimientos de validación 

perceptivos están completamente descartados. Su tipo de discurso es el razonamiento 

discursivo teórico o demostración. Aquí la configuración inicial adopta el rol de figura 

sobre la que realizar una exploración heurística. El participante A12 es un ejemplo de este 

comportamiento. En la siguiente respuesta a P4, A12 descarta explícitamente el uso de 

procedimientos de validación perceptivos: 
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Figura 4.33 - Respuesta de A12 a P4 

  

El razonamiento configural de este participante en esta respuesta desemboca en un 

bucle. Se realiza el siguiente ciclo aprehensión operativa/aprehensión discursiva: 

1.   Aprehensión operativa de cambio figural al añadir los segmentos 𝑀 ʹ𝑃̅̅ ̅̅ ̅̅  y 𝑂𝑁 ʹ̅̅ ̅̅ ̅̅  y el punto 

O’. 

2.   Aprehensión discursiva al afirmar que 𝑀 ʹ𝑃̅̅ ̅̅ ̅̅   mide lo mismo que 𝑃𝑂 ʹ̅̅ ̅̅ ̅̅  y que 𝑄𝑁 ʹ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅mide 

lo mismo que 𝑄𝑂 ʹ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

3.   Aprehensión operativa de reconfiguración cuando afirma que “se forma como una recta 

que mide lo mismo que de P a Q”. 

El comienzo de las frases “yo creo”, “se forma como una”, “no demuestro nada”, o 

el final de su última frase “pero yo creo que es así” nos informan de que el procedimiento 

de validación utilizado es el perceptivo. Sin embargo, al finalizar, después de concluir la 

tesis pedida afirma que “no demuestro nada al decir esto, pero yo creo que es así”. Con esta 

afirmación muestra su conocimiento de que el procedimiento de validación perceptivo no es 

lícito en la demostración de propiedades matemáticas, pues él mismo invalida su respuesta 
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a la tarea. No es para él una demostración. Entendemos que su razonamiento configural 

desemboca en un bucle por no encontrar la subconfiguración o la afirmación matemática 

pertinente para poder obtener de forma deductiva la tesis del problema. 

En cambio, en su resolución a P3, encuentra una idea que le permite resolver 

deductivamente el problema: 

 

Figura 4.34 - Respuesta de A12 a P3 

A continuación, con ayuda de la entrevista realizada, describimos los ciclos de 

aprehensiones operativas/discursivas que le proporcionan dicha idea.  

 

AD1(v-d): Establece que 

ΔAPC y ΔBCP son 

triángulos rectángulos 

AO1 

(cf): Añade el punto O,  𝐴𝑃̅̅ ̅̅  y 𝐵𝑃̅̅ ̅̅  

(i): Identifica las subconfiguraciones 

formadas por los triángulos ΔAPC y 

ΔBCP 
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 Figura 4.35 – Razonamiento configural de A12 en respuesta a P3 

 

La estructura de su respuesta es similar a la analizada previamente en la respuesta a 

P3 de A31, y al igual que en aquella, falta rigor en la redacción de la prueba escrita. Sin 

AD2(v-d): Establece los 

segmentos 𝐴𝐶̅̅̅̅  y 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  son 

congruentes 

AO2(i): Identifica los 

segmentos 𝐴𝐶̅̅̅̅  y 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  

 

AD3(v-d): Establece que 𝐶𝑃̅̅̅̅   

es un lado compartido en los 

triángulos ΔAPC y ΔBCP 

 

AO3(i): Identifica el lado 𝐶𝑃̅̅̅̅   

  

AD4(v-d): Establece que 

como hipotenusas de los 

triángulos ΔAPC y ΔBCP 

dichos segmentos son 

congruentes 

AO4(i): Identifica los 

segmentos 𝐴𝑃̅̅ ̅̅  y 𝐵𝑃̅̅ ̅̅  
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embargo, con ayuda de la entrevista podemos reconstruir la siguiente organización 

discursiva:   

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4. 36 – Organización discursiva de A12 en respuesta a P3 

 

Por último, mostramos la tabla en la que se resumen el rol de la configuración, el 

desenlace de los razonamientos configurales y la organización discursiva en las respuestas 

de A12 al cuestionario: 

 

 

 

 

 

Hipótesis 1 Nivel 1:  

∆ACP es un triángulo 

rectángulo  

Teorema1-N1 

Teorema de Pitágoras 

C1N1-H1N2 

𝐴𝑃2̅̅ ̅̅ ̅ =  𝐴𝐶2̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐶𝑃2̅̅ ̅̅ ̅ 

C2N2-H2N3 

𝐴𝑃̅̅ ̅̅ = 𝐵𝑃̅̅ ̅̅  

 

Definición3 – N2 

La mediatriz divide un segmento por su mitad 

(𝐴𝐶̅̅̅̅ = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ) 

Paso deductivo 1 

Paso deductivo 3 

Paso deductivo 2 

Reutilización 

Hipótesis 2 Nivel 1:  

∆BCP es un triángulo 

rectángulo  

Teorema2-N1 

Teorema de Pitágoras 

C2N1-H2N2 

𝐵𝑃2̅̅ ̅̅ ̅̅ =  𝐵𝐶2̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝐶𝑃2̅̅ ̅̅ ̅ 

Reutilización 
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Problema Razonamiento 

Configural 

Procedimientos 

de validación 

Tipo de 

discurso 

Rol 

(dibujo/figura) 

P1     

P2     

P3 T D RDT F 

P4 B D RDN* F 

 

Tabla 4.13 - Análisis de las respuestas de A33 al cuestionario. 

T: Truncamiento; B: Bucle; D: Deductivo; 

RDT: Razonamiento discursivo teórico; RDN: Razonamiento discursivo natural; F: 

Figura; 

En su respuesta a P4, A12 elabora un discurso que responde a la estructura de un 

razonamiento discursivo natural. Sin embargo, el participante expresa su invalidez por no 

responder a las características de lo que considera una prueba matemática. 

 

 

 

4.5. Clasificación de los participantes según sus perfiles y desagrupados por cursos 

 

En línea con el último objetivo de nuestra investigación, nos planteamos si podemos 

encontrar alguna relación de los distintos perfiles descritos en la sección anterior y el curso 

académico al que pertenecen los participantes. Para ello, en esta sección hemos clasificado 

a los participantes en los diferentes perfiles descritos en función del curso académico al que 

pertenecen, como muestra tabla de doble entrada 4.14, con el objetivo de estudiar 

características de los espacios de trabajo geométrico de los participantes, y las similitudes y 

diferencias que encontramos en los grupos de tercero y cuarto. Mencionamos que uno de los 

alumnos de cuarto entregó todas las respuestas en blanco, por lo que no se le ha podido 

clasificar en ninguno de los perfiles desarrollados. 
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 Pf1 Pf2 Pf3 Pf4 Pf5 Pf6 

3º 2 6 3 5 3 1 

4º 3 4 0 3 7 0 

Total 5 10 3 8 10 1 

 

 Tabla 4.14 – Clasificación de los participantes según su perfil desagrupados por 

curso académico 

 

A la vista de la tabla anterior, observamos que hay un grupo de 5 alumnos: 2 de 20 

(10%) de los alumnos en 3º y 3 de 17 (17,6%) en 4º, que muestran un ETG personal propio 

de la Geometría Natural, paradigma característico de la enseñanza de la Geometría en la 

Educación Primaria. El número de alumnos en este perfil 1 es similar en ambos cursos.  

En el perfil 2 encontramos 10 alumnos: 6 de 20 en 3º (30%) y 4 de 17 en 4º (23,5%). 

El espacio de trabajo personal de estos participantes se corresponde de nuevo con el 

paradigma de la Geometría Natural. Se deduce que, el espacio de trabajo personal de estos 

participantes no logra adquirir ninguna de las características propias de la Geometría 

Axiomática Natural, que se pretende alcanzar en la etapa secundaria, más allá de una 

aparente comprensión de la necesidad de proporcionar una respuesta al caso general.  

Podemos inferir que para estos estudiantes la comprobación del caso particular se presenta 

como un obstáculo que les impide desarrollar un espacio de trabajo geométrico personal 

acorde con su etapa educativa. Además, el porcentaje de estos alumnos no disminuye 

significativamente en el curso superior.  

Encontramos que hay 3 alumnos de los 20 de tercero que clasificamos en el perfil 3 

(15%); sin embargo, no hemos encontrado ningún alumno de cuarto en dicho perfil. A la luz 

de estos resultados, parece que este perfil de alumno, que abandona la comprobación 

experimental pero que aún no ha abrazado las reglas de la deducción, se corresponde con 

una de las etapas de transición entre la Geometría Natural y la Geometría Axiomática 

Natural, y que su superación podría ser menos problemática.  

Los perfiles 1, 2 y 3 agrupan a los participantes cuyos espacios de trabajo personales 

tienen fundamentalmente características del paradigma geométrico natural. Es destacable 
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que 11 de 20 en 3º (55%) y 7 de 17 en 4º (41,2%), y que representan al 48,6% del total de 

participantes, se encuentran inmersos completamente en un paradigma propio de la etapa 

primaria.  

Los espacios de trabajo personales de los participantes de los perfiles 4, 5 y 6 van 

adquiriendo progresivamente características de la geometría axiomática natural.  

También podemos observar en la tabla 4.14 que 5 de 20 (25%) en 3º y 3 de 17 

(17,6%) en 4º, se encuadran en el perfil 4. Este perfil se caracteriza por que tanto desde el 

punto de vista del tipo de discurso, del rol de la configuración inicial, de los procedimientos 

de validación utilizados como del razonamiento configural realizado, el participante se 

encuentra en un momento de transición entre los dos paradigmas geométricos. Es reseñable 

que el número de participantes en este perfil es similar en los dos cursos académicos, aunque 

ligeramente mayor en 3º que en 4º. 

En el perfil 5 encontramos a 3 de 20 (15%) participantes en 3º y 7 de 17 en 4º (41,1%). 

Se puede destacar que el grupo de participantes que abandonan el razonamiento discursivo 

natural como respuesta válida a un problema de probar geométrico y, consecuentemente, la 

conjetura sin demostración empírica, es considerablemente mayor en cuarto que en tercero.  

Si consideramos que el perfil 6 se corresponde con un espacio de trabajo personal 

propio de la Geometría Axiomática Natural, encontramos que solo un participante (2,7%) 

ha desarrollado un ETG personal de acuerdo a los objetivos de la etapa educativa. Además, 

este participante pertenece al grupo de 3º. 
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5. DISCUSIÓN Y CONCLUSIONES 
 

En este capítulo se realiza la discusión de los resultados obtenidos en función de los 

objetivos planteados en nuestra investigación. En primer lugar, respondemos a la cuestión 

sobre el uso del modelo de razonamiento configural para describir los razonamientos de 

estudiantes de secundaria que resuelven problemas de probar geométricos. En segundo lugar, 

describimos la interacción de los distintos procedimientos de validación y su interacción con 

los desenlaces del razonamiento configural. En tercer lugar, caracterizamos la relación entre 

los desenlaces del razonamiento configural y la organización discursiva en sus respuestas a 

los problemas geométricos de probar. En cuarto lugar, discutimos sobre la capacidad del 

modelo de razonamiento configural para permitir inferir características del espacio de trabajo 

geométrico personal de estudiantes de secundaria. Por último, se indican limitaciones de 

nuestro estudio, algunas perspectivas de futuro que se pueden plantear a partir de nuestra 

investigación, e implicaciones para la enseñanza de los procesos de probar en educación 

secundaria. 
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Nuestra investigación aporta tres ideas en la caracterización de la transición desde 

las primeras justificaciones a las pruebas deductivas en contexto geométrico. La primera está 

vinculada a la distinción entre dibujo y figura, en línea con Presmeg (2006), que sostiene 

que es el origen de muchas dificultades en el razonamiento matemático basado en la 

visualización. La segunda está relacionada con la interacción entre el razonamiento y la 

organización del discurso, complementaria al trabajo de Clemente (2015), donde se analiza 

las preferencias (textual-simbólico o visual) de los estudiantes en la resolución de los 

problemas de geometría de probar respecto a las formas del discurso escrito y el 

razonamiento configural; y a la investigación de Saorín et al. (2019a, 2019b), donde se 

estudia dicha interacción desde la perspectiva del desarrollo y organización del discurso 

escrito que comunica la solución a un problema geométrico de probar con el objetivo de 

identificar relaciones con los desenlaces del razonamiento configural. La tercera idea se 

relaciona con la consideración del contexto en el que tiene lugar la actividad geométrica que 

llevó a Houdement y Kuzniak (1996, 2000) a desarrollar el concepto de espacio de trabajo 

geométrico, y cómo esta consideración debería llevar a desarrollar herramientas que 

permitan al profesor sistematizar la observación del desarrollo de los alumnos, para detectar 

el tipo de justificación que utilizan en un contexto particular, y así mejorar los procesos 

didácticos (Osorio et al., 2017). 

 

5.1. El modelo de razonamiento configural en estudiantes de secundaria obligatoria. 

 

Los estudios de Torregrosa y Quesada (2007) y Torregrosa, Quesada y Penalva 

(2010), basados en el trabajo de Duval (1998) sobre la coordinación entre los procesos de 

visualización y razonamiento, sacaron a la luz la necesidad de coordinación de las 

aprehensiones discursiva y operativa en la resolución de problemas de geometría a partir del 

estudio de unos problemas resueltos por futuros maestros de primaria. En sus trabajos se 

describe la coordinación de procesos de visualización, es decir, los ciclos de aprehensiones 

operativas/discursivas que tienen lugar cuando se resuelve un problema de probar 

geométrico. A este proceso coordinado lo denominaron ‘Razonamiento configural’, y 

detallaron los diferentes desenlaces que se podían generar.  

Nuestro trabajo nos ha permitido refinar los distintos desenlaces del razonamiento configural 

con estudiantes de educación secundaria, distinguiendo algunos desenlaces no observados 
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en las respuestas de estudiantes universitarios (truncamiento naif) y dos subtipos dentro de 

la ‘conjetura sin demostración’ (empírica y conceptual). En la siguiente tabla se describen 

los desenlaces observados y sus características. 

DESENLACES DEL RAZONAMIENTO CONFIGURAL 

¿Proporciona el razonamiento configural una solución al problema? 

Sí No 

Truncamiento 
Naif 

Conjetura sin 

demostración 

empírica 

Conjetura sin 

demostración 

conceptual 

Truncamiento Bucle 

El razonamiento 

configural 

proporciona una 

solución 
particular al 

problema basada 

en la 
comprobación 

experimental y/o 

perceptiva de la 

tesis a demostrar 
para el caso 

particular.  

El razonamiento 

configural 

proporciona una 

solución general 
al problema 

planteado 

basada en la 
validación por 

procedimientos 

perceptivos sin 

uso de 
instrumentos. 

El razonamiento 

configural 

proporciona una 

solución 
‘cuasideductiva’ 

al problema pero 

validando 
alguna 

proposición 

mediante la 

percepción. 

El razonamiento 

proporciona una 

solución general 

y deductiva al 
problema. 

El razonamiento 

configural no 

proporciona una 

solución al 
problema. 

 

Tabla 5.1 – Desenlaces del razonamiento configural y su caracterización 

En relación con el primer objetivo planteado, podemos afirmar que el modelo de 

razonamiento configural proporciona información relevante para describir y comprender los 

procesos de resolución de problemas de probar geométricos de alumnos de enseñanza 

secundaria obligatoria. Los razonamientos configurales descritos ponen de manifiesto la 

relación entre lo que se entiende por solución de un problema de probar geométrico, los 

procedimientos de validación que son lícitos en un contexto y la noción de prueba 

matemática del resolutor. Más adelante, discutiremos con más detalle cómo se articulan estos 

conceptos y qué consecuencias tienen en el comportamiento del resolutor enfrentado a este 

tipo de problemas.  

Los trabajos sobre el modelo de razonamiento configural (Clemente y Llinares, 2013, 

2014, 2015; Clemente, Llinares y Torregrosa. 2017; Llinares y Clemente, 2014, 2019; Prior 

y Torregrosa, 2013, 2020; Quesada, 2014; Clemente, 2015; Saorín, Torregrosa y Quesada, 

2019a, 2019b; Torregrosa, 2015, 2017) nos ayudan a comprender las acciones que desarrolla 

un alumno, cómo razona y qué dificultades obstaculizan el proceso de coordinación y, en 

consecuencia, su desarrollo de la demostración matemática en contexto geométrico.  
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Nuestro modelo de razonamiento configural se muestra, pues, como un instrumento 

con gran poder explicativo de las interacciones que se producen entre los distintos procesos 

involucrados en la actividad geométrica. La comprensión de su funcionamiento y de los 

factores que inciden en sus distintos desenlaces nos ayuda a entender y a explicar la variedad 

de comportamientos que observamos en los alumnos cuando resuelven problemas 

geométricos.   

 

5.2. Interacción de los procedimientos de validación y el razonamiento configural 

 

El objetivo de esta sección es dar respuesta al objetivo de investigación que busca 

explicar la interacción de los procedimientos de validación y los desenlaces del 

razonamiento configural. Los resultados muestran que el razonamiento configural se 

relaciona con los procedimientos de validación que el resolutor considera lícitos en la 

resolución de problemas de probar geométricos, así como con su comprensión de la demanda 

del problema: general o particular. De modo que, si considera adecuado cualquier tipo de 

procedimiento de validación, su razonamiento configural, por una especie de ‘economía de 

esfuerzo’, se limita a identificar la tesis a demostrar y validarla por procedimientos 

perceptivos con o sin uso de instrumentos, dependiendo de la naturaleza de la tesis a probar. 

Esto le lleva a que su razonamiento configural desemboque en un truncamiento naif. El 

hecho de encontrar porcentajes similares de participantes en los perfiles 1 (Empírico 

ingenua) y 2 (empírico generalizador), tanto en tercero como en cuarto sugiere que la 

superación de estos perfiles no ocurre de manera ‘natural’. Estos resultados están en 

consonancia con los descritos por Kunimune et al. (2010), que destacan el alto porcentaje de 

estudiantes de secundaria que continúan considerando suficiente para validar una afirmación 

geométrica las verificaciones experimentales.  

Si el alumno comprende la naturaleza general del problema de probar, entonces 

descarta este razonamiento que desemboca en un truncamiento naif, y trata de razonar de 

modo que obtenga una solución ‘descriptiva’ del problema, lo que hace a su razonamiento 

configural desembocar en conjeturas sin demostración empíricas. De algún modo, parece 

considerar igualmente válidos los procedimientos de validación deductivos y los 

procedimientos perceptivos sin uso de instrumentos, ligados estos últimos a la evidencia 

visual. Los resultados de Ören (2007) con alumnos de décimo grado también mostraron que 
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los estudiantes utilizaron esquemas de prueba empíricos significativamente más que los 

esquemas de prueba analíticos, incluso aunque la competencia matemática de los estudiantes 

de su estudio estaba por encima de la media. Muchas investigaciones sugieren que hay una 

ausencia de esquemas de prueba deductivos y que los esquemas de prueba empíricos son 

omnipresentes entre los estudiantes en todos los niveles (Fischbein & Kedem,1982; Harel y 

Sowder, 1998). Harel y Sowder (2007) declararon que la prevalencia de esquemas de prueba 

empírica para la mayoría de los estudiantes parece ser internacional. Healy y Hoyles (1998) 

mostraron que incluso los estudiantes de alto rendimiento tenían grandes dificultades para 

generar pruebas y es más probable que basen sus respuestas a problemas de probar 

geométricos en pruebas empíricas. Más aun, Manero y Arnal (2020), en una investigación 

centrada en estudiar los niveles de van Hiele en cuanto a la demostración en geometría, 

encuentra perfiles con esquemas de prueba empíricos y usos perceptivos de imágenes ¡en 

profesores de secundaria de matemáticas en formación! 

No obstante, algunos participantes de nuestro estudio muestran un comportamiento 

en el que parecen tomar conciencia de que el procedimiento de validación perceptivo es 

incompatible con una respuesta deductiva a un problema geométrico de probar. Esto les lleva 

a coordinar sus aprehensiones operativas/discursivas desde las hipótesis del problema hasta 

la tesis a probar. Sin embargo, por motivos que no hemos podido dilucidar (nuestra hipótesis 

es que puede ser debido a que aún no tienen completamente asumido el papel de figura de 

la configuración que acompaña los enunciados), para establecer la verdad de una proposición 

intermedia en la cadena de proposiciones, se permiten, excepcionalmente, validar alguna 

afirmación a partir de la evidencia visual, pero sin utilización de instrumentos de medida. 

En esta situación, cuando encuentran una solución al problema, sus razonamientos 

configurales desembocan en conjeturas sin demostración conceptuales.  

Aunque no de modo concluyente, algunas respuestas nos invitan a pensar que entre 

nuestros participantes hay algunos que usan los distintos procedimientos de forma 

equivalente, es decir, dan la misma validez a una afirmación validada por un procedimiento 

perceptivo, externo o deductivo; sin embargo, en otros casos, se limitan a utilizar el 

procedimiento de validación perceptivo únicamente  cuando  se  encuentran  en  una  

situación  de bloqueo, y reconocen esta posibilidad como una vía menos válida para conectar 

con la tesis que deben demostrar. Relacionamos esta variedad de utilización de los 

procedimientos de validación con las combinaciones de esquemas de prueba que encontraron 
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Kanellos et al. (2018) en su ampliación de la taxonomía de los esquemas de Harel y Sowder 

para caracterizar el aprendizaje de la prueba. Además de seis de los siete esquemas de prueba 

de la taxonomía, encontraron ocho combinaciones de varios de estos esquemas. Esto podría 

permitirnos, en futuros estudios, refinar nuestro modelo en atención a esta característica. 

Por último, hemos encontrado un único participante (A12) que descarta 

completamente la validación perceptiva de proposiciones. Cuando esta toma de conciencia 

es firme, su razonamiento configural solo puede concluir en un truncamiento, cuando 

encuentra la idea que le permite resolver deductivamente el problema, o en un bucle, cuando 

no lo consigue. En su respuesta al problema 4 nos muestra un razonamiento puramente 

configural que desemboca en una conjetura sin demostración empírica. El comienzo de las 

frases “yo creo”, “se forma como una”, “no demuestro nada”, o el final de su última frase en 

su respuesta a P4 “pero yo creo que es así” nos informan de que el procedimiento de 

validación utilizado es el perceptivo. Sin embargo, al finalizar, después de concluir la tesis 

pedida, afirma que “no demuestro nada al decir esto, pero yo creo que es así”. Con esta 

afirmación muestra su toma de conciencia de que el procedimiento de validación perceptivo 

no es válido en la demostración de propiedades geométricas, por lo que él mismo invalida 

su respuesta al problema. No es para él una demostración. Entendemos que su razonamiento 

configural desemboca en un bucle por no encontrar la subconfiguración o la proposición 

matemática pertinente para obtener una solución deductiva. 

 

5.3.  Razonamiento configural y tipo de discurso 

 

En nuestro marco conceptual describimos los siguientes desenlaces del razonamiento 

configural: 

- Truncamiento, cuando la coordinación entre las aprehensiones operativas y discursivas 

proporciona la idea para resolver deductivamente el problema.  

- Conjetura sin demostración, cuando la coordinación entre aprehensiones permite 

establecer una solución basada en conjeturas no probadas. 

Este marco nos plantea dos posibilidades como soluciones a un problema de probar 

geométrico. La primera es que el resolutor encuentra una solución ‘deductiva’, es decir, una 

solución que cumple con las características de un razonamiento discursivo teórico (Duval, 

2007). En la segunda, el resolutor encuentra una ‘solución’ al problema, pero esta no es 
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‘deductiva’ por estar basada en conjeturas no probadas. Estas dos posibilidades son 

contempladas en nuestro estudio y han sido relacionadas biunívocamente con dos tipos de 

discurso: razonamiento discursivo teórico y prueba ingenua.  Sin embargo, en los resultados 

de nuestra investigación con alumnos de secundaria, hemos encontrado otras ‘soluciones’ 

de distinta naturaleza. La razón de ser de estas distintas soluciones se encuentra en el 

contexto geométrico en el que el resolutor resuelve la tarea. Para los resolutores inmersos en 

la Geometría Axiomática Natural, los dos desenlaces permiten describir las coordinaciones 

que proporcionan las ideas para organizar un discurso con características de razonamiento 

discursivo teórico, aunque en el caso de la Conjetura sin demostración, éste no se consiga 

plenamente por la aceptación perceptiva de alguna conjetura no probada. Sin embargo, tal y 

como hemos observado en nuestros participantes, éstos distan mucho aún de la Geometría 

Axiomática Natural. Algunos se encuentran totalmente inmersos en la Geometría Natural y 

otros apenas han iniciado el camino hacia el paradigma deductivo y tomando conciencia de 

la generalidad de la demanda de un problema de probar geométrico. Así, para nuestros 

participantes, en función de las características de su espacio de trabajo geométrico personal, 

también son soluciones al problema: una comprobación particular del caso mostrado por la 

configuración que acompaña al enunciado o la simple descripción de sus observaciones a 

partir de la evidencia visual que proporciona la imagen. 

 

Los resultados obtenidos nos han permitido plantear el siguiente esquema (Figura 

5.1) en el que se describe el razonamiento configural, la organización discursiva y su 

interacción con el rol de las configuraciones, el papel de los procedimientos de validación, 

la comprensión de la demanda de una tarea de probar geométrica y el papel del estatus de 

las proposiciones declaradas en la resolución de problemas geométricos de probar. La 

articulación de todos estos componentes describe las características  del espacio de trabajo 

personal del resolutor que aborda un problema geométrico de probar.
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Figura 5.1. Razonamiento configural y tipos de discurso en la resolución de problemas de 

probar geométricos 
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En el esquema podemos observar la relación biunívoca entre cada desenlace del 

razonamiento configural y cada uno de los tipos de discurso. Esta conexión nos permite 

plantearnos cuestiones sobre la relación causal entre estos dos conceptos. Ante la demanda 

de una determinada construcción discursiva, nos preguntamos si el resolutor ha de encontrar 

el razonamiento configural que le proporcione las ideas para construir un discurso con las 

características predeterminadas por su creencia sobre la prueba de propiedades geométricas, 

o bien, si construye el discurso a partir de la información que obtiene de su razonamiento 

configural. Estas cuestiones proporcionan interesantes posibilidades para futuras 

investigaciones.  

También podemos observar en el esquema cómo varían el rol de las imágenes y los 

diferentes procedimientos de validación. En nuestro estudio hemos observado que los 

participantes con diferentes perfiles en relación con la prueba se caracterizan por una 

utilización particular tanto de las imágenes (dibujos o figuras), como de los diferentes 

procedimientos de validación. Esta interacción de los roles de las imágenes y de los 

procedimientos de validación resaltan la estrecha conexión entre los procesos de 

argumentación y/o explicación y los procesos de demostración, como defienden algunos 

autores (Douek, 1999, 2009; Pedemonte, 2005). Sin embargo, la aparición del estatus 

operativo en el discurso de un participante supone una toma de conciencia que produce una 

brecha entre los discursos previos y posteriores, lo que constituye una alineación con la 

ruptura cognitiva que defienden otros autores (Duval, 1999, 2007; Balacheff, 2000) en el 

paso desde la argumentación a la demostración. 
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5.4. Razonamiento configural y contexto geométrico: espacio de trabajo geométrico 

personal 

 

En esta investigación estudiamos las características del espacio de trabajo 

geométrico personal de nuestros participantes. Los resultados de nuestro estudio nos han 

permitido clasificar el comportamiento de los participantes en relación con los problemas 

de probar geométricos. Dicha clasificación describe seis perfiles de los participantes: desde 

el que acomete la resolución de un problema de probar geométrico como si el contexto 

fuese el propio de la Geometría Natural, hasta el que lo aborda desde la Geometría 

Axiomática Natural. Para ello hemos considerado la comprensión del carácter general de 

una proposición matemática, el rol de la imagen, los procedimientos de validación que se 

consideran lícitos y su conocimiento de la organización discursiva propia de cada contexto 

geométrico. De esta forma, a través de los diferentes perfiles descritos, nuestro estudio 

establece una progresión de las pruebas de los estudiantes, dando respuesta a la demanda 

de Lee (2016) sobre la falta de estudios que proporcionen progresiones más finas en las 

pruebas que realizan los estudiantes. Así, encontramos el perfil 1, que describe al estudiante 

cuyas pruebas son meras comprobaciones experimentales de un caso particular; el perfil 2, 

en el que aparece la generalización; el perfil 3, que abandona la comprobación del caso 

particular; el perfil 4, caracterizado por la aparición de la organización propia de la 

deducción; el perfil 5, que abandona el razonamiento discursivo natural como respuesta 

válida en la resolución de problemas de probar pero que puntualmente acepta alguna 

afirmación llevado por la evidencia visual; y el perfil del matemático, que alcanza a 

comprender lo que un razonamiento matemático válido produce.   

Si analizamos conjuntamente los perfiles 1, 2 y 3, que se corresponden con esquemas 

inmersos fundamentalmente en el paradigma geométrico natural, y, por otro lado, los perfiles 

4, 5 y 6, que van progresivamente abandonando dicho paradigma y adentrándose en la 

geometría axiomática natural, vemos que el porcentaje de estos grupos es similar en los 

cursos 3º y 4º (55% y 41.2% para los perfiles 1, 2 y 3 en tercero y cuarto, y 45% y 58,8% 

para los perfiles 4, 5 y 6, respectivamente). Lo que puede significar que las tomas de 

conciencia que permiten abandonar el paradigma geométrico natural no se suelen producir 

y los alumnos cuyos ETG personales pertenecen a dicho paradigma siguen en el mismo un 

curso académico después. No obstante, si hemos observado que los alumnos que han 

conseguido dar sus primeros pasos en el contexto geométrico axiomático, parecen 
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experimentar una progresión de 3º a 4º relacionada fundamentalmente con el conocimiento 

del papel del estatus de las proposiciones en la prueba matemática como muestra el aumento 

de alumnos con perfil 5 que se produce en el subgrupo de alumnos de 4º. 

 

Además, estos perfiles se pueden describir a partir de los desenlaces de los 

razonamientos configurales de los participantes, por lo que el análisis de los razonamientos 

configurales de un resolutor de problemas geométricos (la coordinación de sus 

aprehensiones operativas y discursivas, lo que ve en una imagen y las asociaciones que 

genera, así como la naturaleza de los desenlaces de dicha coordinación) nos permite inferir 

características de su ETG personal. 

Así, los resultados de nuestra investigación nos han permitido desarrollar un modelo 

teórico que describimos en la Figura 5.2. Este nos proporciona un marco teórico para analizar 

las respuestas de los estudiantes que resuelven problemas geométricos pues nos informa: de 

las creencias del alumno respecto al contexto en el que tiene lugar la actividad matemática 

(ETG personal),  de su conciencia sobre el alcance de una proposición matemática (caso 

general o particular), de su conocimiento sobre la organización discursiva de una prueba 

(comprobación, explicación o prueba matemática), así como de su bagaje de conocimientos 

matemáticos (aprehensiones discursivas), de sus capacidades de visualización 

(aprehensiones operativas),  y de la coordinación de éstas (razonamiento configural) para la 

resolución de problemas geométricos.  
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Figura 5.2. Razonamiento configural y espacio de trabajo geométrico 

 

El estudio también ha puesto de manifiesto que nuestro modelo de razonamiento 

configural puede ser una herramienta de diagnóstico para detectar las dificultades en el 

tránsito desde la Geometría Natural, propia de las etapas elementales, hasta la Geometría 

Axiomática Natural, que debe desarrollarse al final de la etapa secundaria y que sienta las 

bases para el acceso a la Geometría Formal Axiomática. Estas son:  

- El rol de la imagen como dibujo, propio de la Geometría Natural, y cuyo 

conocimiento funciona en dicho contexto, y el rol de la imagen como figura, que es el nuevo 

conocimiento que debe adquirir en el ámbito de la Geometría Axiomática Natural y para el 

que el primero constituye un obstáculo, como ha sido considerado en Hershkowitz; Parzysz 

y Van Dormolen (1996). 

- El razonamiento discursivo natural, forma de discurso común y válida en cualquier 

contexto fuera de la deducción matemática, se convierte en un obstáculo epistemológico para 

el aprendizaje de la prueba matemática, pues entender lo que una prueba matemática produce 

(cambio en el valor lógico de la proposición dentro del marco teórico en el que es enunciada 

(Duval, 2007)) solo se puede lograr si se toma conciencia de la invalidez de la primera en el 

contexto geométrico deductivo. Este asunto ha sido abordado por Saorín, Torregrosa y 
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Quesada (2019, p.213), poniendo de manifiesto “la necesidad de un cambio en el estatus de 

las afirmaciones matemáticas involucradas en el razonamiento que conduce a la solución” 

   

 

5.5. Implicaciones para futuras investigaciones 

 

El estudio realizado presenta limitaciones que pueden servir a futuras 

investigaciones: 

- Consideramos que análisis posteriores relativos al origen del valor de las distintas 

proposiciones que se organizan en un discurso, pueden proporcionar una mejor comprensión 

de la progresión del espacio de trabajo geométrico personal de un estudiante que debe 

transitar desde las primeras justificaciones elementales hasta alcanzar una necesaria 

comprensión de la naturaleza de la prueba matemática. 

- En nuestra relación de problemas siempre se pedía probar una afirmación cierta, sería 

interesante contemplar afirmaciones falsas para considerar el uso y la comprensión de los 

contraejemplos en la validación de afirmaciones. 

- Una cuestión interesante para abordar en nuevas investigaciones podría ser: el 

alumno que ofrece una respuesta en un ETG que no coincide con el ETG idóneo, ¿es 

consciente de su validez o no? Para ello, sería interesante analizar la valoración de los 

estudiantes sobre sus propias pruebas. 

- Nos preguntamos cómo los perfiles alcanzados por los estudiantes en contexto 

geométrico en relación con la prueba se trasladan a otros contextos matemáticos. 
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