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Resumen

En este documento se presenta la aprorimacion a la resolucion numérica del potencial
nuclear del modelo de capas de Woods-Sazon. Este tipo de potencial es de gran importancia
en el ambito de la fisica nuclear, puesto que permite estudiar interacciones nucleon-nicleo
para elementos no muy ligeros (A >20) y se siguen buscando modificaciones y aprorima-
ciones del mismo para aumentar la precision de los modelos que buscan explicar resultados
experimentales.

Se han empleado métodos de Runge-Kutta en combinacion con métodos de prueba y error
(principalmente biseccion) para la resolucion del problema de autovalores que representa
la parte radial de la ecuacion de Schridinger en coordenadas esféricas.

El interés de la aplicacion de dichos métodos para la resolucion de dicha ecuacion radica
en la no existencia de soluciones analiticas para el caso en que | # 0. Ademds, estos
métodos son precisos, eficientes y fdciles de implementar. Se ha analizado y comparado
diversos subtipos de métodos de Runge-Kutta y la influencia de distintos factores en la
convergencia, eficiencia de cdlculo y precision comparando con resultados de otros experi-
mentos y se han justificado los valores de los pardmetros criticos en los cdlculos numéricos.
Se han obtenido las funciones de onda radiales para los estados con nimero cudntico or-
bital nulo y comparado los valores de las energias con aquellos de las referencias, teniendo
una discrepancia de menos del 1% para el estado fundamental (menos del 2% para el
primer estado excitado y cerca del 40% para el sequndo estado excitado). También se
han calculado las funciones de onda radiales de los primeros estados con | # 0 y se han
presentado las energias de los mismos. Se han comparado, por otra parte, las funciones de
onda radiales para el potencial de Woods-Saxon generalizado con los resultados disponibles
en la bibliografia.

Se concluye que estos métodos son eficientes y permiten resolver una gran variedad de
problemas dentro de la mecdnica cudntica y la fisica nuclear, y pueden servir como apoyo
a métodos mas potentes como aquellos basados en el cdlculo matricial, mds empleados en

estos campos.
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Abstract

In this work the approximation to the numerical resolution of the Woods-Saxon nu-
clear shell model potential is presented. This potential is itmportant in nuclear physics as
it enables the study of nucleon-nucleus interaction in medium weitght atoms (A >20).
Regarding Woods-Sazxon potential, more effective and precise approximations are being
studied to ellaborate models that fit experimental data. In order to solve the eigenvalue
problem that arises from wusing this potential in the 3D Schridinger’s equation, a combi-
nation of Runge-Kutta methods with those of trial and error has been proved both effective
and accurate when compared with other references.

The requierement for numerical methods in the solving procedure of this problem comes
from the non-existence of analytical solutions when | # 0. Furthermore, this kind of
methods are accurate, efficient and easy to code which makes them suitable in a wide
range of problems.

Several Runge-Kutta methods have been considered, compared and analyzed towards the
optimization of the most important paramaters regarding accuracy, convergence of the so-
lution and efficiency. To do so, the obtained results have been compared to those available
in the literature.

For the | = 0 radial wavefunctions, less than 1% discrepancy has been observed in the
ground state energy when compared to the references. This discrepancy rises whith increa-
sing excited state (less than 2% in the first excited state and almost 40 % in the second
excited state). Other states with [ # 0 have been studied, i.e. their energies and radial wa-
vefunctions obtained. Other forms of the potential, such as the generalized Woods-Sazon
form, have been used and the results, obtained by solving the eigenvalue equation with this
potential, have been compared with those found in the literature.

In conclusion, these methods are efficient and enable the resolution of a wide variety of
problems in fields such as quatum mechanics and nuclear physics, to name a few. Thus,
they may be useful as an aid when using more powerful matriz-based numerical methods,

which are more prone to be used in this kind of problems.
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1. Introducciéon

1.1. Marco teodrico

1.1.1. Modelo nuclear de capas

El potencial nuclear de Woods-Saxon se enmarca dentro del modelo nuclear de capas.
Este modelo surgié de una serie de evidencias experimentales, como son los niimeros
magicos derivados de la comparacion de las energias de ionizacion y las de separacion de

neutrones en funcion del ntmero atémico.

Energia de ionizacién en funcién del nimero atémico
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Figura 1: Energia de ionizacién [11] en funcién del nimero atémico (las lineas verticales repre-

sentan a los gases nobles).
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Figura 2: Energia de separacién [15] en funcién del niimero atémico (las lineas verticales repre-

sentan a los niimeros magicos).

La comparacion directa de estos dos graficos permite observar algunas similitudes.
En la figura 1 las lineas rojas indican la posiciéon de los gases nobles, que en el contexto
de las energias de ionizaciéon representan los méximos relativos, configuraciones de capa
completa y que por tanto, representan estados en equilibrios metaestables, de ahi que
sea necesaria una mayor contribucion energética para cambiar el nimero de electrones de

dicho a4tomo.

En la figura 2 se ha representado la energia de separacion de la interaccién neutron-
nucleén en funcion del niimero atémico para tres series distintas: N-7Z =1, N-7Z =3y
N - Z = 5. Donde N equivale al nimero de neutrones. Se observa que en las lineas rojas

verticales se intersectan valores minimos locales de esta energia.

Este comportamiento llevo a fisicos como Maria Goeppert Mayer y J. Hans D. Jensen
[14] a presentar una nueva descripcion del nicleo con una estructura cortical, en directa
analogia con el modelo mecanocuéntico de Bohr para el &tomo, lo cual les valdria el premio
Nobel en 1963.

Existen numerosas evidencias que refuerzan la idea de que el ntcleo deberia describirse
con una estructura a capas (pueden encontrarse en la mayoria de manuales que dedican

capitulos al estudio del modelo de la corteza nuclear [3] [9]).

Asi pues, se puede interpretar que existen configuraciones de capa nuclear cerrada e

incluso subcapa en los minimos locales secundarios representados por las lineas moradas
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en la figura anterior.

Para poder estudiar lo que supone un modelo nuclear de capas, es necesario identificar
las funciones de onda y autovalores de la energia asociados. En este sentido, la aproxima-
cion mas efectiva a la hora de tratar el problema es el del potencial de campo medio. La
suposicion de que el potencial que actiia sobre todos los nucleones es el mismo permite

plantear la ecuacion de Schrodinger tridimensional para encontrar la funcién de onda:

(;—:jVZ +V(z,y, Z)) o(z,y,2) = Ep(x,y, 2) (1)

Haciendo el cambio de variable a esféricas y partiendo de que es posible separar la

funcion en su parte angular y la parte radial se llega la siguiente expresion:

R (Y d { ,dR R 0 oY R &Y

—h (Y d [ ,dR 2 (sinoZl - YR=FY

D (rzdr (r dr>+r2sin989 (sm 89)+r281n293¢2>+v & .
(2)

Donde se ha empleado la separacion de variables ¢(r,0,¢) = R(r)Y (0, ¢) tal y como
se sigue del desarrollo en el manual de mecanica cuantica de Griffiths y Schroeter (6], se
pueden obtener las soluciones para la parte radial y la parte angular empleando separacion

de variables en la parte angular y manipulando algebraicamente las ecuaciones resultantes.

En el presente trabajo se ha puesto el foco en la parte radial. Puesto que el potencial
de Woods-Saxon es un potencial de campo medio radial, se resolvera esta parte de la

ecuacion de Schrodinger:

d% <T2d§ff)> - 27;;; - (V(r) = B)R(r) = 1(1+ 1) R() 3)

Donde [ es una constante de separacion, que en este caso se identifica como el nimero

cuéantico orbital o azimutal.

Resulta 1til realizar un cambio de variable en esta ecuacion, lo cual permitira escribir
de manera més compacta la misma e incluso trabajar con condiciones de contorno mas
comodas de cara a su resolucion (como se veré en el apartado de metodologia y resultados).
Asi pues, introduciendo la nueva funcion U(r), definida como U(r) = rR(r), la ecuacion

(3) se puede expresar de la manera siguiente:
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—h2d*U(r) R+ 1)

— |4 ——= |U(r)=EU 4
2m  dr? u < (r)+ Pl > (r) (r) (4)

Para resolverla sera necesario especificar el potencial radial ya sea de manera numeérica

o analitica.

1.1.2. Niveles de energia

Es importante establecer ahora una nomenclatura para los niveles de energia en base
a los nimeros cuanticos. Para ello, se presentan las definiciones basicas de los niimeros
cuanticos mas importantes en este campo de la fisica y se adopta un formalismo para el

resto del trabajo.

Asi pues, dentro del modelo nuclear de capas, para un potencial tipo oscilador armoénico
(que funciona relativamente bien para atomos ligeros) es posible discretizar los niveles de

energia, que vienen dados por la resolucion de la ecuacion de autovalores:
E =hw(N +3/2) (5)

Donde N es el ntimero cuantico vibracional asociado al oscilador arménico. Este nimero
cuantico permite definir otros relacionados con el momento angular orbital, [, que puede
tomar valores desde N, N-2, ... hasta 1 6 0 en funcién de si N es par o impar. También se

define el namero cuéntico radial, k, que es igual a (N —1)/2.

En adelante, se trabajara con n, definido como k, como ntmero cuantico principal.
Ademas, n también designa al nimero de nodos radiales, sin contar el del origen ni el
que aparece en el infinito. En cuanto al niimero cuantico principal, también definira la

paridad de las funciones radiales: —1".

Es importante ver que esta designacion de niveles y su discretizacion esta directamen-
te relacionada con la estructura de capas del niicleo. Se puede observar estudiando la

degeneracion, d, que viene dada por:
d=2k+1+1)2k+1+2) (6)

Asi, se pueden definir la ocupacion parcial y acumulativa dentro de cada capa N como
la degeneracion de la subcapa y la suma de las degeneraciones de las subcapas dentro de

la capa, respectivamente.
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Si ahora se representan estas cantidades y las subcapas, se puede observar que vuelven

a aparecer los niimeros mégicos:

0.4)
/2 09 18) il
s “ad 10 70
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031 ot pyy)
T e
3 13 T e () O
___—é-ﬁd 10l
2 0,2 no s (20 [0
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Figura 3: Representacion de las capas, subcapas y niimero de ocupacién parcial, entre paréntesis,
y ocupacién acumulativa, entre corchetes. Grafico obtenido del capitulo 3, pagina 67 del libro de
K. L. G. Heyde [9].

Este esquema se puede extrapolar al potencial de Woods-Saxon, puesto que la estructu-
ra a capas es un modelo inherente al niicleo y los diferentes potenciales son aproximaciones

que tratan de replicar y describir de manera precisa los resultados experimentales.

1.1.3. Potencial de Woods-Saxon

El potencial de campo medio de Woods-Saxon fue propuesto por Roger D. Woods y
David S. Saxon en 1954 para explicar los resultados obtenidos en los experimentos de
dispersion elastica de protones de alta energia en distintos elementos quimicos (Pt y Ni)
[23]. De acuerdo con los parametros con los que ajustaron en el modelo de superficie
difusa: potencial, V (38 y 40 MeV), parte imaginaria del potencial, W (9 y 10 MeV),
medida del tamano nuclear, 7o (8,24-107!® y 53-107! c¢m) y el coeficiente de difusividad
en la superficie nuclear, a (0,49 - 107 y 0,35 - 107!8) para los dos elementos quimicos

mencionados respectivamente. La forma propuesta para el potencial fue la siguiente:

V+iW

V(T) - 1 + e(r—ro)/a

(7)
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Sin embargo, la forma més comun de este potencial atendiendo a los manuales de fisica

nuclear méas utilizados [12], es la siguiente:

—V

Vi =T reemn

(8)

Donde aqui los parametros de la ecuaciéon toman otro significado: Vg es la profundidad
del pozo de potencial y suele tomarse con valores de cerca de 50 MeV, si bien en trabajos
recientes se emplea el valor 47.78 MeV [1], a es ahora el espesor de la corteza nuclear y
su valor se encuentra en entorno a 0.5-0.6 fm y R es radio nuclear medio, que se define
bajo la aproximaciéon de nicleo esférico como R = 1y A3 -valida para ntcleos de medios
a pesados, es decir, es funcion del ntimero mésico, A [2|, también se pone un limite a la
aproximacion de la superficie nuclear, A >20. En este caso, g seria el radio medio del
nucleén (también se interpreta como la longitud de onda de Compton del proton, es decir,
aquella en la que la energia y la masa de la particula son iguales), y toma valores de cerca
de 1.25-1.29 fm.

-0 Potenciales nucleares tipicos

10 A

—-101

—20 1

V (MeV)

—30 1

_40 4

—— Woods-Saxon
=== Arménico
...... MOrSe

~50 +—= =

K ———
e —-——

_60 d

Figura 4: Comparativa entre el potencial tipo armoénico y el de tipo Morse con el potencial

Woods-Saxon. Usando pardmetros de referencia [3].

En la anterior figura se presenta la comparativa entre tres potenciales tipicos dentro del
campo de la fisica nuclear, de este modo queda patente el comportamiento de la funcion
que describe el potencial de Woods-Saxon y su fuerte atenuacion a distancias superiores

a la del radio nuclear medio.
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El planteamiento de la resoluciéon de la ecuacion de Schrodinger radial empleando este
potencial conlleva dificultades derivadas de la complejidad de la resolucion del sistema
de ecuaciones diferenciales que aparece cuando se tiene en cuenta el momento angular
orbital, [. Existe, sin embargo, un caso para el cual se puede encontrar una solucion
analitica si se resuelve la ecuacion diferencial hipergeométrica que aparece. La resolucion
de este problema es de interés académico [5], si bien algunas publicaciones mencionan
dicha solucion de cara a la validacion de resultados o introduccion a problemas de mayor

complejidad [4].

1.1.4. Potencial generalizado de Woods-Saxon

Con el incremento de la precision en las medidas y la cantidad de datos obtenidos en ex-
perimentos, han sido propuestas numerosas modificaciones sobre este potencial [4][21][18]
con el objetivo de lograr modelizar las interacciones nucledén-niicleo de manera mas rea-
lista, disminuyendo asi la discrepancia entre las simulaciones numéricas y las evidencias

experimentales, asi como extender la simetria esférica del mismo.

B _Vb N _Woe(r—R)/a
T 1+eMR/a T (] 1 or-B/ay?

V(r) (9)

Esta expresion es resultado de quedarse a segundo orden en el desarrollo en serie que
origina el potencial de Woods-Saxon, asi, W, hace referencial a la profundidad del pozo.

Notese que si W, se anula, se recupera la expresion clésica del potencial.

Existen otras aproximaciones de cara a la resoluciéon de la ecuacion radial cuando
se trabaja con modos en los que el momento angular orbital es distinto de cero. En
publicaciones que estudian la influencia del término de acoplamiento spin-érbita en la

ecuacion de Dirac para un fermion [24], se aproxima dicho término de la siguiente manera:

I(1—1) _4c”l(l—1)e 2

r2 ~ (1 _ €2ar)2

(10)

Donde « seria un parametro de ajuste. Esta expresion puede adaptarse como sigue

para el problema en cuestion siguiendo el planteamiento de otra publicacion [10]:

RPI(I+1)  RI(+1) e
omr2  ma? (1 — e—20m)?

(11)

Donde aqui o = 1/(2a). Esta aproximacion permite estudiar el limite de la expresion
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cuando r — 0, usando I"'Hopital dos veces se llega a que el limite es 1/2. Lo cual permite

implementar el valor en célculos numeéricos.

La otra opcién con respecto a trabajar con momento angular orbital no nulo de cara
a calculos numeéricos es no tomar aproximacién ninguna y simplemente no tomar r = 0 e

intentar aproximarse suficientemente a dicho valor.

1.2. Objetivos

Se han planteado una serie de objetivos para el presente trabajo, con los cuales se
pretende cubrir los puntos més importantes del mismo siempre dentro del marco de estudio

delimitado en el titulo del trabajo de fin de grado.

En primer lugar, resolver numéricamente la ecuaciéon de Schrodinger con el
potencial de Woods-Saxon. Para ello, se emplearan los métodos o algoritmos que
se consideren mas efectivos y eficientes tras la consulta bibliografica pertinente [17][13].
Con respecto a los resultados, también se pretende comparar los mismos con otros en

simulaciones numeéricas de otros trabajos.

Por otra parte, también es importante en lo referente a la metodologia realizar un
estudio preliminar acerca de los métodos de resoluciéon de ecuaciones diferen-
ciales. Esto permitira plantear el problema de manera mas efectiva y rigurosa, desechando

opciones que devuelvan resultados menos precisos o erréneos.

Por ltimo, este trabajo es una oportunidad para reforzar contenidos aprendi-
dos en asignaturas como Fisica Computacional, Métodos numéricos, Mecanica
Cuantica, y Estructura de la Materia, pero también para adquirir nuevos conoci-

mientos en lo referente a la Fisica Nuclear.

2. Experimental

Para resolver el problema planteado, es necesario en primer lugar clasificarlo. La ecua-
cion de Schrédinger es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden. Para resolver este
tipo de ecuaciones diferenciales existen una serie de métodos, algunos de ellos estudiados
en la asignatura de Fisica Computacional, como lo son los métodos de Euler, leapfrog y

Runge-Kutta entre otros.

Uno de los méas empleados es el de Runge-Kutta de orden 4, implementado en la

funcion Odeint del modulo integrate dentro del paquete de célculo numérico Scipy para
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el lenguaje de programacion interpretado Python.

Para poder explicar este método se comenzaré estudiando el método de Euler, méas

sencillo y que también se enmarca dentro de este tipo de algoritmos.

2.1. Métodos de resoluciéon numeérica de ecuaciones diferenciales

Uno de los métodos més empleados en la resolucién numérica de ecuaciones diferencia-
les es el método de Euler, sin embargo, para este y otros problemas similares este método
resulta ineficaz, desde el punto de vista de la precision, tanto como desde el punto de vista

del coste computacional.

La generalizacion del método de Euler a mayores 6rdenes lleva al planteamiento del
método de Runge-Kutta, que en realidad, podria ser referido como métodos, puesto que
existen varios a distintos 6rdenes y con diferentes variaciones en funcion del problema a

resolver.

Para poder estudiar los algoritmos de Runge-Kutta, conviene introducir brevemente
el algoritmo de Euler, puesto que siendo mas sencillo, encierra la misma mecénica en su

planteamiento.

El método de Euler para resoluciéon de ecuaciones diferenciales requiere de una
condicién inicial, o de contorno, por cada grado de la derivada. Planteemos el problema
més sencillo dentro del campo de las ecuaciones diferenciales, el problema de condiciones

iniciales de la ecuacion diferencial de primer orden:

) (12)

Donde y(z) es una funciéon continua y derivable en su dominio, por simplicidad. Te-
niendo una condicién inicial o de contorno, es posible aproximar el valor de la funcién en
los distintos puntos del dominio de y. Desarrollando en Serie de Taylor dicha funcién en

x+h, se podré ver claramente:

y(x + h) :y(:v)+hd—x+—?+... (13)

Aqui, h es el tamano del paso (Ax), y haciendo esta cantidad suficientemente pequena

es posible expresar esta ecuacion como:

y(z +h) = y(x) + hf(z,y) + O(h?) (14)
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Donde ya se estan despreciando términos de segundo orden y superiores en h. Se
puede saber, entonces, el valor de la funciéon y en el punto x + h, si se conoce el valor
de la funcion en x. Normalmente, x sera el valor inicial de la funcion, 6 yo = y(z¢), pero

puede ser empleado cualquier valor conocido de la misma. Asi pues se tendra:

y(x+h) =y(z) + hf(z,y) (15)

De este modo, se puede conocer el valor de la funcién en los puntos deseados del
dominio de la misma aplicando una y otra vez la expresion anterior (15) para ir avanzando

paso a paso.

Si bien su implementacion es sencilla y se obtienen resultados razonablemente precisos,
su uso es marginal en favor de los algoritmos de Runge-Kutta. Una de las razones es la
acumulacion de incertidumbre con el nimero de pasos realizados. Anteriormente se ha
hecho patente la aproximacion a primer orden en la solucion (14), es decir, a cada paso
se van ignorando términos de segundo orden. Esta incertidumbre acumulada se puede
estimar. Para ello, supéngase que se quiere calcular el valor de una funciéon desde x = a
hasta x = b. Para ir desde el primer punto al tltimo se empelaran N pasos de tamano h,
donde N vendra dado por N = (b — a)/h y la incertidumbre acumulada sera la suma de

todas las incertidumbres a cada paso:

N—-1
h? [ d?
P (16)
2 dt? | y=ys
=Tk

Donde los z; son las posiciones al dar los sucesivos pasos, que vendran dadas por
)
x, = = + nh, con n el paso. Ahora, tomando un paso suficientemente pequenio se puede

dar el salto al continuo y aproximar el sumatorio por una integral, cuyo resultado es:

5 [ e =5 0.5 - Fula).) (1

Es decir, la incertidumbre total es lineal con h, de manera que a priori, disminuyendo el
valor del paso, se puede disminuir la incertidumbre acumulada. Sin embargo, esto conlleva

un mayor coste computacional, cosa que el método Runge-Kutta puede solventar.

El método de Runge-Kutta de segundo orden esti basado en el mismo meca-
nismo que el método de Euler solo que en vez de extrapolar la pendiente en el punto x,
conocido el valor de dy/dx siguiendo el ejemplo anterior, hasta el siguiente punto x +

h, para obtener el valor de la funcion, se emplea el punto intermedio para x + h/2 para
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calcular la pendiente y extrapolar al siguiente punto x + h. Esto suaviza las pendientes y

minimiza el error cometido.

Esto se puede entender como la realizacion de un desarrollo en Serie de Taylor, solo

que esta vez, centrado en x + h/2:

h (dy h? [ d?y
y(x+h)=ylz+h/2)+ = (—) + — <— + ... (18)
2 \dx othj2 O dz? a+h/2

Este procedimiento se puede repetir para obtener el valor de la funcién en x, y(x):

h (dy h? [ d*y
y(x) =yl +nh/2) — = (—) + — (— + ... (19)
2 \ dx eihj2 8 dz? o+h)2

Notese que el menos que aparece en el término que acompana a la primera derivada
es debido a que el desarrollo esta centrado en x + h/2 y se busca la funcién en un paso

anterior. Restando la primera (18) con (19), se llega a:

y(x +h) =y(@) +hfly(z+h/2),z+h/2) + OR?) (20)

Ahora el término del error es de tercer orden en h, es decir, la incertidumbre acumulada

es potencialmente mucho menor a la del método de Euler.

El requerimiento de este método es la aproximacion de la funcion en el punto x + h/2,
que no es un valor inicial conocido. Esto se acomete empleando el método de Euler, por

lo que para cada paso se deben llevar a cabo los siguientes calculos:

kl = hf(y7 'T)
ko = hf(y + ki/2,2 + h/2) (21)
y(@ + h) = y(z) + ks

Se puede llevar la precision y eficiencia de calculo un paso mas lejos, en lo que se
denomina el método de Runge-Kutta de cuarto orden y cuya derivacion es similar
a la del de segundo orden pero tomando mas puntos intermedios, lo cual disminuye el
término de el error hasta h®. Los célculos que deben realizarse en cada paso son los

siguientes:
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k1= hf(y,x)
ko =hf(y+ki/2, 2+ h/2)
ks = hf(y+ka/2, 2+ h/2) (22)

k4 = hf(y—|— k’3/2,x+ ]’L)
y(x + h) = y(x) + §(k1 + 2kg + 2ks + ky)

Esta expresion se puede transcribir en forma de programa en el lenguaje interpretado

Python de manera muy comoda y sencilla empleando arrays.

Cabe destacar en este apartado el método Leapfrog, el cual es tutil para este tipo de

problemas y tiene una precision elevada (de orden 4).

Partiendo de una ecuacion diferencial de una variable como la usada en (12), se va a
resolver la misma empleando la pendiente en el punto medio, tal y como se hizo para el
método de Runge-Kutta de 2° orden. Siguiendo el mismo procedimiento, se calcularé el
valor de la funcién en este punto intermedio usando el método de Euler, de manera que

se obtienen las siguientes ecuaciones:

Yo+ h/2) = y(a) + 5hf(y,2) (23)
y(x+h)=y(z)+hf(y(x +h/2),z+ h/2) (24)

El cambio con respecto al método de Runge-Kutta de 22 orden viene a la hora de
calcular el siguiente paso, puesto que ya no se sigue iterativamente con el proceso que
aparece en la expresion anterior, si no que se toma el valor de la funcién en y(z + h/2),
el medio paso previo para dar un salto completo hasta x + 3h/2 y asi volver a usar la

derivada en el punto medio, lo cual es mas preciso, como ya se habia comentado.

De esta manera, el algoritmo terminaria con el siguiente par de ecuaciones:

y(x +3h/2)  =ylx+h/2)+hf(y(xr+h),z+h) (25)
y(x+2h) =y(lx+h)+hf(y(z+3h/2),z + 3h/2)
Donde ahora en la primera de las ecuaciones x + h seria el punto medio entre = + h/2

y « + 3h/2.

Este método, no solo es més sencillo de implementar si no que posee otras ventajas:
es simétrico con respecto a la variable independiente, lo cual puede ser ttil resolviendo

problemas en los cuales la energia deba conservarse.
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A continuacién se presenta una comparativa entre los distintos métodos numéricos de

resolucion de ecuaciones diferenciales aplicados al ejemplo de oscilador armonico:

Oscilador arménico

R LR L LA AT A A
SIEAVANINANAWA AW
JEIIRIRIEVRVRYRIRY
FERVARVIRTEIVRVRVETE==1

A4
Y Y Vv —— Analitico

———
0 10 20 30 40 50

Figura 5: Comparativa entre las soluciones numéricas para distintos métodos de resolucion de

ecuaciones diferenciales aplicados sobre la ecuacién del oscilador armonico.

A primera vista parece que exceptuando el método de Euler, que a cada oscilacion va
aumentando de amplitud, el resto de métodos estan bastante préximos entre si en relacion
a su valor numérico y estabilidad. Cabria esperar que el método de Runge-Kutta de 4°
orden diese una aproximacion mejor al valor analitico de la funciéon debido al orden del

desarrollo en serie. Se puede ampliar la imagen para ver si esto es realmente asi:
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I
0.09322 \ \\
0.09320 \
0.09318 \
X
0.09316 \
0.09314 \ Euler H
' —— Runge-Kutta 22
—— Runge-Kutta 4°
0.09312 Leapfrog u
\ —— Analitico
0.00010 0.00015 0.00020 0.00025 0.00030 0.00035
t +2.661lel

Oscilador arménico

1e—9+9.318938e-2

Oscilador arménico

10 \\
8 \
X \
6 .
—— Euler
—— Runge-Kutta 22
4 —— Runge-Kutta 42
Leapfrog
—— Analitico
1 2 3 4 5 6 7 8
t le—9+2.661021246el

Figura 6: En la figura superior se observa la ampliacién de la comparativa entre los distintos
métodos y en la figura inferior se pone el foco entre la discrepancia entre la solucién numérica

del método Runge-Kutta de orden 4 y la solucién analitica.
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2.1.1. Aplicaciéon a resolucion de ecuaciones diferenciales de 22 orden

La expresion presentada anteriormente (12) esta planteada para la resolucion de una
ecuacion diferencial de primer orden, como la del ejemplo. Sin embargo, también puede

ser empleada para la resolucion de ecuaciones diferenciales de orden superior.

En el caso de las ecuaciones diferenciales de segundo orden, como la ecuaciéon de Schro-
dinger, basta con expresar la ecuaciéon como un sistema de dos ecuaciones diferenciales de
primer orden acopladas. Es inmediato ver, por la naturaleza del algoritmo que si para la
ecuacion de primer orden se requeria una condicién inicial en la funcién o en su derivada,
aqui se precisard de una condicion inicial por cada ecuacion (o tantas como el orden de

la ecuacion diferencial a resolver).

El caso mas comiin suele clasificarse bajo la casuistica del problema de valor inicial, es
decir, si se tiene el siguiente sistema de ecuaciones acopladas que proviene de una ecuaciéon

diferencial de segundo orden:

flzyn) =% ==
dz

26
9(z,y,2) = F=zr+c (26)

Se dispondra de una condicion inicial para la funcion, y(zg) = yo, y otra condicion
inicial para la derivada de la funcion, en este caso z(xg) = zp. De esta manera se puede
plantear el problema de la resolucion de este sistema mediante el algoritmo de Runge-
Kutta de cuarto orden. La forma del mismo es similar al caso de la ecuacion diferencial
de segundo orden, solo que se tendran el doble de coeficientes, puesto que se tienen dos

ecuaciones diferenciales de segundo orden:

ki = hf(z,y, )
kig = hg(z,y, )
sz =hf(z+kig/2,y+ kis/2,2+ h/2)
= hg(z + kig/2,y + k17/2,2 + h/2)
kzgf =hf(z+kyg/2,y + kay/2,2 + h/2)
= hg(z+ kag/2,y + ko /2, + h/2)
k4f = hf(Z I kgg,y + k‘gf,l‘ I h)
kig = hg(z + ksg, y + ksg, x + h)
y(x+h) =y(x) + 1/6(k1s + 2koy + 2kss + kay)
2(x 4+ h) = w(z) + 1/6(k1y + 2key + 2ksy + kag)

Donde el subindice hace referencia al niimero del coeficiente del algoritmo de Runge-
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Kutta de cuarto orden y la letra que acompana a dicho ntimero se relaciona con la funciéon

definida para cada ecuacion diferencial del sistema acoplado (26).

2.1.2. Runge-Kutta de paso variable

Cabe mencionar una variante del método de Runge-Kutta que esta basada en la adap-

tacion del tamano de paso a las necesidades en la precision para los calculos a realizar.

Se puede encontrar en los manuales y referencias como adaptative step[17] y su formu-

lacién es sencilla e intuitiva.

En el caso de Runge-Kutta de orden cuatro, la incertidumbre del método queda en
orden O(h®) y es precisamente este hecho el que va a ser empleado para ajustar el tamano

del paso si se quiere conseguir una precision dada, §.

Para ello, se va a comparar el resultado que se obtendria al dar dos pasos de tamano
h (el paso inicial elegido) y calcular la funcién en ese instante f(x (t+2h)) con el que se
obtiene al dar un solo paso de tamano 2h y calcular la funcién. Tedricamente el resultado
debe ser el mismo, en el sentido de que la funcion (en caso de que exista analiticamente)

debe presentar el mismo valor en el mismo punto. Es por ello, que se puede escribir:

x1 = x(t + 2h) + 2ch®
Ty = x(t + 2h) + 32¢ch® (28)
1 = Ty + 30ch’®

Donde z; es el valor de x en la primera aproximacion (dando dos pasos de tamano
h), x5 es el valor de x en la segunda aproximacion (dando un paso de tamano 2h) y c es
una constante arbitraria que da cuenta de la incertidumbre. Se puede observar que como
el paso es del doble del tamano en la segunda aproximacion, la incertidumbre tendré un

factor extra, 2°, derivado del propio error del método de Runge-Kutta de cuarto orden.

Ahora es posible despejar el error (ch®) y expresarlo usando un factor de conversion al

tamano de paso que se quiere obtener, puesto que se busca que la precisiéon sea constante:

€ =ch® = g (x1 — 2)

2%}
€ =ch®=ch® (L)

(29)

De este modo, tomando el valor absoluto en la resta de las aproximaciones (x; — z3) e
identificando la constante ¢ con la precision requerida, J, se puede despejar h’ y obtener

el valor del paso:
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1/4
W= h (Lhé) (30)

|21 — 2]

Esta formulacion es adecuada para el célculo de ecuaciones diferenciales de primer
orden, pero si se quiere aplicar a las de segundo orden, como es el caso, serd necesario

aplicar una pequena y sencilla modificacion.

Si se tiene una ecuacion diferencial de segundo orden, expresada como g = f(y, x,t),
serd necesario aplicar el procedimiento descrito sobre cada una de las variables dependien-
tes (x e y), de manera que se obtendran sendos errores, €, y €, que definiran el equivalente
a |11 —xy|. Para ello se tomara la media Euclidea, definida como /€2 + €2. A continuacion,

se procedera como se indica en (29) y en (30).

Este método, si se implementa de manera efectiva, permite ahorrar tiempo de célculo,
puesto que si el tamafnio de paso efectivo, A’ es mayor que el que se esta utilizando, se
podra aumentar el tamano de paso actual, A y asi serdn necesarios menos pasos y se
conseguira la precision requerida, d. La implementacion de este algoritmo de calculo se

presenta en el apartado de anexos A.

2.1.3. Problema de condiciones de frontera

Un subcaso especial dentro del campo de las ecuaciones diferenciales es el problema
de condicion de frontera|7|, del inglés Boundary Value Problem. Si se tiene por ejemplo
una ecuacion diferencial de segundo orden, se tendran en este tipo de problema, dos
valores para la funcion en distintos puntos. Siguiendo con el ejemplo anterior, se tendrian
y(b) =y e y(a) = ya.

Se observa que el planteamiento de la resolucién del problema ya no se ajusta al
algoritmo presentado anteriormente (22). Debera plantearse una modificacion para poder

abordar el sistema de ecuaciones diferenciales con las condiciones impuestas.

Puesto que se sabe que deben cumplirse las dos condiciones para la funcion y(x), uno
de los métodos efectivos en la resoluciéon de ecuaciones diferenciales lineales es el método
de disparo, del inglés Shooting method. Esta aproximacion consiste en estimar el valor
de la derivada de la funcion, z(x), dada la condiciéon y(a) si a <b y resolver el sistema

mediante el algoritmo elegido, tomando z(a) = z(gl).

En general, por haber resuelto la esta ecuacion diferencial mediante una suposicion,

se llegara a que y(xy) = y}l) # yp, donde z; sera el ultimo punto donde se calcule la
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solucién.

El siguiente paso sera volver a repetir el proceso con una nueva condicién inicial para
la derivada, otra suposicion, z(a) = z(()Q). Al encontrar una nueva solucion al sistema, que
en general tampoco coincidira con la condicion de frontera y(zs) = y](?) # 1 , se tendran
suficientes datos para realizar una interpolacion que dé como resultado el mejor valor para

la condicion inicial de z(a) dado un valor y(b):

1 1
20 = Z(() )+ NOEEND] y(l) (yb — ygc )> (31)

Este proceso se puede realizar empleando més de dos suposiciones, lo cual daré una
mejor aproximacion al valor de z(a), del mismo modo en que un ajuste lineal a una recta
serd mas preciso cuantos més puntos de la misma se dispongan. Si la ecuacion diferencial
no fuera lineal, la tnica manera de llegar a una soluciéon que satisfaga las condiciones de
frontera seria seguir proponiendo valores para z(a) hasta que yf ~ y,, o bien emplear otro

método para la resolucion de la ecuacion diferencial con condiciones de frontera.

2.2. Problema de Autovalores

La soluciéon del problema pasa por la resolucion del problema de autovalores, es decir,
para cada par de valores ( n, 1) se tendra una funcién de onda que ird asociada a ese

estado concreto.

Para el potencial armoénico se puede ver bastante clara la relacion entre el estado, la
energia y la funciéon de onda. Si se plantea la ecuaciéon de Schréodinger unidimensional con

el potencial armoénico se tendra la siguiente ecuacion:

<;_:jv2 + %mw2x2> o) = Bol) (32)

La solucion de esta ecuacion diferencial puede obtenerse por distintas vias, ya sea por
ejemplo definiendo los operadores escaléon, o bien tomando aproximaciones y desarrollando
la ecuacion en forma de serie de potencias [6], de cualquier modo, existe una soluciéon

analitica. Puede expresarse como sigue:

mw _mw .2

onle) = Au ()" () o (33)
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Donde A, es la constante de normalizacion (que sera igual a la unidad para el es-

tado fundamental) y a, es el operador subir escalon, que puede escribirse como a, =

\/Q;LW (—ip + mwx).

El hecho de que exista una solucién analitica al problema es lo que permite encontrar
una relacion entre los sucesivos estados excitados y las funciones de onda asociadas. Para
el caso del potencial armoénico se encuentra que los niveles de energia dependen del ntimero

cuantico principal de la siguiente manera:
1

De esta manera, pueden obtenerse analiticamente las energias del estado fundamental

y los sucesivos estados excitados, asi como las funciones de onda.

Si la ecuacion de Schrédinger tiene solucion analitica se puede llegar a dar una descrip-
cion de este tipo acerca del sistema. Si por el contrario no es posible hallar una solucion
analitica para el sistema (como es el caso cuando | # 0 empleando el potencial de Woods-
Saxon), entonces serd necesario emplear otros métodos para poder encontrar las energias

que permiten hallar los valores de la funcién de onda asociada.

Una primera aproximacion muy util de cara a la resolucion del problema de autovalores
se puede leer en la pagina 51 del capitulo dedicado a la resolucion de la ecuacion de
Schrodinger independiente del tiempo de Griffiths y Schroeter [6]. Aumentar la energia
en incrementos de tamano suficiente dentro de un rango donde se pueda encontrar la
energia correcta permite observar el cambio de divergencia de la funcién de onda de —oo
a 00. Esta sencilla prueba también sirve como diagnostico de la existencia de una solucion
para el sistema, puesto que si la tendencia no cambio ello implica que no se va a poder

encontrar una energia de manera que la funciéon de onda no diverja.

Con esta idea ya se tiene todo lo necesario para poder resolver el problema de auto-
valores. Se debera combinar el método de Runge-Kutta con un algoritmo de busqueda de

autovalores de la energia.

Existen numerosos métodos de prueba y error para encontrar soluciones de ecuaciones
no lineales, o para en este caso, encontrar los autovalores del operador energia en la

ecuacion de Schrodinger.
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2.2.1. Meétodo de Biseccién o Busqueda Binaria

Sea una funcion continua de una variable f(z), se plantea encontrar el valor de x tal que
se anule la misma. Esto no siempre es una tarea facil, mas cuando se trabaja con funciones
no lineales, como pueden ser las trigonométricas, por ejemplo. Para poder encontrar la
solucion al problema, o al menos un valor suficientemente proximo al analitico, se propone
un intervalo de btisqueda [a, b]. Este intervalo debe escogerse tal que la funcion cambie de
signo en el mismo una vez, de este modo es seguro que se encontrard una unica solucion,

que sera la que se busca.

- Método de Biseccién

f(x)
1.54
1.0 1

0.5 A1

f(x)

0.0 T T T T T T —T— T —T T
0.2 04 06 08 1 1.2 1.4x11.6 1.8\2.0x22.2 2.4
_05.
_10.

—-1.5+4

-2.0-

Figura 7: Ilustracion del método de biseccién y la seleccién del intervalo de trabajo, en este

caso [x1,xa).

Esta dltima afirmacion esta respaldada por el Teorema de Bolzano, sobre el cual esta

basado el método de prueba y error:

Teorema 2.1 (Teorema de Bolzano) Sea f una funcion continua en |a,b] y f(a) <

0 < f(b), entonces existe algin nimero x € [a,b] tal que f(x) = 0.

Se puede entonces seleccionar un punto arbitrario entre a y b, por ejemplo x; = %(a+b)
y evaluar f en dicho punto, si tiene el mismo signo que f(a) entonces x; puede sustituir
a como cota inferior del intervalo que contiene la solucién de la ecuaciéon planteada. A
continuacion se repetiria este proceso iterativamente hasta encontrar la solucién. Puede
ser que no sea posible encontrar el valor exacto que anula la funcién, en tal caso, se

suele definir una tolerancia o valor maximo de discrepancia con respecto a la solucion que
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se esta dispuesto a aceptar. Normalmente, esta tolerancia se compara con el ancho del
intervalo, de este modo es posible ahorra recursos y acelerar calculos siempre que no sea

estrictamente necesaria una precision elevada.

Sin embargo, existen limitaciones para este método. Una de ellas es que dependiendo
de la funcion es posible que sea complicado establecer un intervalo de trabajo, por tanto,
es importante tener cierta informacion antes de aplicar el método. Otro problema que
puede surgir es el hecho de que la funcién tenga un ntimero par de raices (o ninguna) en
el intervalo de trabajo, ello hara que la funcién tenga el mismo signo en cada uno de los

extremos del mismo y por tanto, el algoritmo de bisqueda fallara al aplicarse.

2.2.2. Meétodo de Newton-Raphson o de la tangente

Este método también es bastante empleado en la obtencién de soluciones de ecuacio-
nes no lineales y esta basado en el uso de la derivada en un punto de la funcién y su
extrapolacion hasta el corte con el eje de abscisas para poder proponer otro candidato a

mejor aproximacion a la solucion.

- Método de Newton-Raphson

1.5 1
1.0 1

0.5 1

02 04 06 08 1.0 1.2 14 16 1 2.0¢';x2 2.4

Figura 8: Ilustracién del método de Newton-Raphson y la aproximacion a la solucién mediante

tangentes a la funcion.

En la figura anterior puede apreciarse visualmente como funciona el método. En pri-

mer lugar debe seleccionarse un candidato a mejor aproximacion, xg, si no resulta ser la
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solucion a la ecuacion entonces se propone un nuevo valor aplicando una correcciéon Az.

Asi, el nuevo candidato serd x = z¢ + Ax.

Para encontrar el valor de x se procede haciendo el desarrollo en serie de Taylor

centrado en xy a primer orden:

f@)ﬁf@d+§£mAx (35)

Solo resta determinar el valor de dz, para ello se debe calcular la interseccion con el

eje de abscisas. Asi, igualando la ecuaciéon anterior a cero se puede despejar:

Ar — — f (o) (36)

df /dx

0

Si se dispone de la expresion analitica de la funcién involucrada se puede emplear
esta expresion directamente, en caso de no disponer de la misma, puede aproximarse
numéricamente el valor de la derivada, usando por ejemplo las diferencias hacia delante
(la definicion clasica del limite):

df _ fle+h)—f2)
doe h

Existen més métodos adaptados para distintos problemas, para el caso de estudio en

(37)

este trabajo estos dos métodos son suficiente en términos de precision y flexibilidad de

implementacion.

2.3. Implementacién del coédigo

La resolucién de la ecuaciéon diferencial estriba en la expresion de la misma en forma
de un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden. Se puede definir el

siguiente sistema a partir de la ecuacion de segundo orden (4):

d(flff) = W(r) (38)
dwW(r) —2m Vo Rl + 1)
ar R ulr) (E + 14 e(=R)/a) 2 ) (39)

Ahora simplemente se aplica el algoritmo de busqueda de autovalores sobre la resolu-

cion del sistema de ecuaciones diferenciales empleando cualquier método de resoluciéon de
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ecuaciones diferenciales. El flujo de trabajo queda esquematizado en el siguiente pseudo-
codigo:

Datos: Condiciones iniciales (ug, w,), (Ey, Es, E;).
Resultados: Funcion de onda para el estado n, U,(r).
Inicializacion;

while AF >Tol do

for Elemento en r do
Resolucion de ecuacion diferencial acoplada;
if U(r) > Cota superior then
E,=FE,;
E=E+(E,— E;)/2;
break;
Ise if U(r) < Cota inferior then
Es = Ey;
E=FE;+(E;— E;)/2;
break;

®

end

Calcular AF como E, — Ej;
end
Algoritmo 1: Resolucién del problema de autovalores mediante biseccion.

Tal y como se aprecia en el algoritmo, la implementacion de los métodos puede llegar a
ser muy compacta si se emplean llamadas recursivas a las funciones encargadas de resolver

la ecuacion diferencial.

Esta formulacion es ttil siempre que se pueda establecer una cota superior e inferior
de manera efectiva, puesto que permite ahorrar tiempo de calculo (no es necesario de

terminar de calcular la funcion radial en todo el espacio considerado).

Sin embargo, existe una formulacion alternativa para el algoritmo de biseccion que
combina dicho método con el método de shooting, en la seccidon 2.1.2. Basta con modificar
la cota e imponer que la funcién no debe ser mayor o menor que cero a cierta distancia
R, del valor R. Esta distancia se puede estimar empleando valores de otras simulaciones,

en caso de que se encuentren. O bien, puede optimizarse a base de ensayo-error.
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Con esta pequena modificacion, se puede escribir el algoritmo de la siguiente manera:
Datos: Condiciones iniciales (ug, w,), (En, Es, E;).
Resultados: Funcion de onda para el estado n, U, (r).
Inicializacion;
while AF >Tol do
for Elemento en r do
‘ Resolucion de ecuacion diferencial acoplada;
end
if U/R+ R,,) > 0 then
E,=FE,;
E=E+(E,—E;)/2;
break;
Ise if U(R+ R,) < 0 then
Es = Ey;
E=FE;+(E;— E;)/2;
break;
Calcular AF como E, — F;;

end
Algoritmo 2: Resolucion del problema de autovalores mediante biseccién con la mo-

®

dificacion sobre las cotas.
Este método conlleva mas carga de calculos pero el método de biseccion converge

rapidamente, por lo que si el codigo esta adecuadamente vectorizado no habréd mucha

diferencia entre la dos versiones.

Es posible combinar esta aproximaciéon con la anterior, introduciendo una compro-
bacién de indices para imponer la condiciéon de que la funcién se anule en cierto valor
un poco anterior al ultimo del intervalo, siendo entonces el algoritmo similar al primero
presentado, pero comprobando el valor de la funcion radial en U(r[i]) para un cierto i. Sin
embargo, habré que tener en cuenta que para ahorrar tiempo de calculo serd necesario
que R, sea mayor y por tanto, o bien se mantiene constante el diferencial de r, dr, o bien
se aumenta en caso de que se decida trabajar con el mismo nimero de puntos en la dis-
cretizacion del espacio. La influencia de este pardmetro sobre los resultado sera discutida

en apartados posteriores.

Las funciones principales pueden encontrarse en el apartado de anexos, si bien el
codigo desarrollado en el lenguaje de programacion interpretado Python|20| y empleado
para obtener las funciones y los autovalores de la energia se puede encontrar en el siguiente

enlace: https://github.com/Cajondesastre-cloud/Woods-Saxon.


https://github.com/Cajondesastre-cloud/Woods-Saxon
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3. Resultados

3.1. Potencial clasico de Woods-Saxon

Los resultados obtenidos para la resolucion de la ecuacion de Schrodinger usando el
potencial clasico de Woods-Saxon (6) se presentan para lo sucesivos ntimeros cuénticos
principales. Cabe destacar que una serie de pardmetros de la simulaciéon se han man-
tenido constantes, A = 56, 1o = 1.285 fm y a = 0.65 fm. Esto es debido a que se ha
observado que son ampliamente usados en simulaciones, y en el caso del nimero maésico,
el hierro es un elemento de masa media y encaja bien dentro de la aproximaciéon de ni-
cleo esféricol2|. Principalmente se observan las distintas funciones de onda normalizadas
usando los diferentes métodos de resolucion de ecuaciones diferenciales presentados en el

apartado experimental:

Comparativa entre distintos métodos de resolucién numérica de EDO

0.35 A1
—— Runge-Kutta 42 orden
Runge-Kutta 29 orden
0.301 Euler
Leapfrog
0.25 A
0.20 A
<
€ 0.15 -
0.10 A
0.05 A
0.00 A

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
r (fm)

Figura 9: Funciones de onda radiales para el estado fundamental (n,l) = (0,0).
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Comparativa entre distintos métodos de resolucién numérica de EDO

0.345 - —— Runge-Kutta 49 orden
Runge-Kutta 29 orden
Euler
0.340 1 Leapfrog
0.335 A1
<
)
g
0.330 A1
0.325 A1
0.320 A1

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
r (fm)

Figura 10: Zoom sobre los primeros puntos de la funcién radial del estado fundamental.

Parametros de las simulaciones y autovalores de la energia asociados a cada método:

Parametro | Valor
R, (fm) 15 Método ‘ Energia (MeV) ‘
Vo (MeV) | 47.78 Euler -38.4560
E, (MeV) | -30 Runge-Kutta 2° -38.4221
E; (MeV) | -60 Leapfrog -38.4218
E, (MeV) | -39 Runge-Kutta 4° -38.4217
Tol (MeV) | 10717

Tabla 2: Autovalores de la energia del es-

Tabla 1: Parametros referentes a las si- tado fundamental para diferentes métodos
mulaciones realizadas para el estado funda-  de resolucién de la ecuacion de Schrédinger.

mental.

Se representan a continuacion las funciones de onda para los tres primeros niveles con
momento angular orbital nulo (n;,0), ¢ = 0,1,2 usando el método de Runge-Kutta de
orden 4. Los parametros y la comparativa de energias pueden verse en la secciéon de anexos

reservada para otros resultados.
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Método de Runge-Kutta orden 4

0.4 — (n,l) = (0,0)
— (n,1) = (1,0)
— (n,l) =(2,0)
0.2 A
T 0.0 : : : ; : ; : .
o (5 R 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
r (fm)
_02 4
—0.4 -

Figura 11: Funciones de onda radiales de los primeros tres estados ligados (I = 0) obtenidas

mediante Runge-Kutta de orden 4.

A continuacion, se presentan algunos de los estados con [ # 0. Sus respectivas energias
)
se presentan en una tabla, en los anexos se adjuntan las comparativas de las energias para

los distintos métodos de resolucién de las ecuaciones diferenciales.

Estado | Energia (MeV)
(0,0) -38.4217

(0,1) -33.4493

(0,2) -27.3770

(1,0) -18.5744

(1,1)

(1,2)

-12.1698
-5.4902

Y

Y

Tabla 3: Autovalores de la energia para distintos estados obtenidos con Runge-Kutta de orden
4.
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Método de Runge-Kutta orden 4, estado fundamental

0.35 A1
— () =(0,0)
— (n)=(0,1)
0397 — () =(02)
0.25 A
0.20 A
S
< 0151
0.10
0.05 A
0.00 T T ¥ T T T T 1
2.5 R 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0

r (fm)

Figura 12: Funciones de onda radiales para el estado fundamental radial (n = 0) con distintos

valores de niimero cuantico orbital obtenidas mediante Runge-Kutta de orden 4.

Método de Runge-Kutta orden 4, primer estado excitado
— (n,1) =(1,0)

0.1 — (n)) =(1,1)
— (n,1) =(1,2)

0.0 T T 7 T T T ]
2 R 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0

r (fm)
_01 -

Rn(r)

_02 -

_0.3 -

_0.4 -

_0.5 -

Figura 13: Funciones de onda radiales para el primer estado excitado radial (n = 1) con distintos

valores de niimero cuéntico orbital obtenidas mediante Runge-Kutta de orden 4.
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También se han realizado calculos de las funciones de onda radiales del estado funda-

mental para distintos niimeros masicos:

Método de Runge-Kutta orden 4, estado fundamental

0.5 - T A=4
: A =10
— A =20
0.4 1 = A=l
— A=56
— A =180
0.3
=
<
0.2
0.1
0.0 . : . . . : : .
2.5 5.0 75 100 125 150 175  20.0

r (fm)

Figura 14: Funciones de onda radiales para el estado fundamental (n,l) = (0,0) con distintos

valores de niimero masico obtenidas mediante Runge-Kutta de orden 4.

3.1.1. Resultados con el método de Newton-Raphson

Se presentan los resultados obtenidos al emplear el método de Newton-Raphson en
combinaciéon con Runge-Kutta de orden 4 para obtener las funciones de onda radiales de
los tres primeros estados con | = 0 para distintos valores de la energia inicial (primera

suposicion):
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Comparativa entre distintos valores de energia inicial

0.35 1
— E=-385
E;i= —38.4
0307 E = —383
—— E=-382
0.25
0.20
=
< 0.15
0.10
0.05
0.00 . : . : : : : .
2.5 R 75 100 125 150 175  20.0

r (fm)

Figura 15: Funciones de onda radiales para el estado fundamental (n = 0) con distintos valores

para la energia inicial obtenidos mediante Runge-Kutta de orden 4 y usando el método de

Newton-Raphson.

0.1 A

0.0

Comparativa entre distintos valores de energia inicial

—0.1 A

Ri(r)

_02 -

—0.3 A

_04 4

—0.5 -

2[5 R 7.5 ?OI.O 12I.5 15I.0 17I.5 20I.0
r (fm)
— F;=—18.5
E;= —18.4
Ei= —18.3
— Ej=—18.2

Figura 16: Funciones de onda radiales para el primer estado excitado (n = 1) con distintos

valores para la energia inicial obtenidos mediante Runge-Kutta de orden 4 y usando el método

de Newton-Raphson.
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Comparativa entre distintos valores de energia inicial

0.5
— Ei=-04
E;= —0.35
0.4 1 Ei=-0.3
— E;j=-0.29
0.3
S 024
o<
0.1 A
0.0 T T T T T T T !
R 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
r (fm)
—0.11

Figura 17: Funciones de onda radiales para el segundo estado excitado (n = 2) con distintos
valores para la energia inicial obtenidos mediante Runge-Kutta de orden 4 y usando el método

de Newton-Raphson.

Se adjunta también una tabla que recoge los valores de la energia que se obtienen con

cada una de las simulaciones realizadas:

Por ultimo, se adjunta una gréfica en la que se comparan el método de Runge-kutta

de 4° orden con paso fijo y con paso variable.
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Valor inicial | n | Energia (MeV)

-38.5 0 -38.4197
-38.4 0 -38.4198
-38.3 0 -38.4208
-38.2 0 -38.4232
185 1] -18.5730324
184 | 1| -18.5730334
183 | 1| -18.5730333
-18.2 1| -18.5393059
-0.4 2 -7.8371
-0.35 2 -1.3627
-0.3 2 -1.0305
-0.29 2 0.0109

Tabla 4: Autovalores de la energia para distintos estados obtenidos con Runge-Kutta de orden

4.

0.05 A

0.00

Método de Runge-Kutta orden 4, estado fundamental

—— Paso fijo, 0.2
Paso variable

2.5 R 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
r (fm)

Figura 18: Funciones de onda radiales para el estado fundamental obtenidas mediante Runge-

Kutta de orden 4 con paso fijo (h = 0.02) y paso variable.
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3.1.2. Potencial generalizado de Woods-Saxon

Método de Runge-Kutta orden 4, estado fundamental

0.40 —— Wy =0 MeV
—— Wy =50 MeV
0351 —— W, = 100 MeV
—— W, = -100 MeV
0.30
W, = -50 MeV
0.25
= 0.20
0.15 A
0.10 1
0.05 1
0.00 : . ; : : : : .
2.5 R 75 100 1255 150 17.5  20.0

r (fm)

Figura 19: Funciones de onda radiales para el estado fundamental obtenidas mediante Runge-

Kutta de orden 4 para distintas profundidades de pozo, Wj.

3.1.3. Otros resultados

Se adjuntan los armonicos esféricos que representan la forma de los orbitales, asi como
la tomografia de la densidad de probabilidad segtin el plano basal central. Se ha hecho
uso del programa escrito para la realizacion de la préctica correspondiente al &tomo de
hidrégeno para la asignatura Mecdnica Cudntica II en el segundo semestre del tercer
curso de la titulacion y que se puede encontrar en el repositorio junto con el codigo del

programa principal:
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Orbital 0 0 0

Rcos(9)

Figura 20: Orbital del estado fundamental (n, 1) = (0, 0).

Tomografia de distrbucion de probabilidad

Figura 21: Tomografia de densidad de probabilidad en el plano basal central para el estado

fundamental.
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Orbital 100

Figura 22: Orbital del estado fundamental (n, 1) = (1, 0).

Tomografia de distrbucién de probabilidad

Figura 23: Tomografia de densidad de probabilidad en el plano basal central para el estado (n,

1) = (1, 0).

Se adjunta también las figuras correspondientes al estado (0,1):
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Orbital 01 0

Rcos(9)

Figura 24: Orbital del estado fundamental (n, 1) = (0, 1).

Tomografia de distrbucién de probabilidad

Figura 25: Tomografia de densidad de probabilidad en el plano basal central para el estado (n,
1) = (0, 1).
4. Discusién de resultados

En primer lugar, se puede observar en las figuras 9 y 10 que el método que da una

energia para el estado fundamental mas cercana a la encontrada en la bibliografia para
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estudios recientes [1] es el método de Runge-Kutta de orden 4, si bien, el método de

Leapfrog también arroja resultados muy cercanos.

Los tinicos factores que se pueden tener en cuenta a la hora de comparar los métodos
en estas simulaciones son el tiempo de ejecucion, la precision de los autovalores de la ener-
gia y la facilidad de implementacion. Estos pardmetros pueden ser puntuados facilmente
comparando las lineas de codigo requeridas exclusivamente para implementar los algorit-
mos de cada uno de los métodos de resolucién de ecuaciones diferenciales, comparando
los valores de la energia de cada estado con aquellos que se encuentren en la literatura
cientifica, y en el caso del tiempo de ejecucion, empleando la funciéon contador de tiempo

durante la ejecucion del programa, para un mismo experimento.

Para el célculo del autovalor de la energia del estado fundamental, se obtienen los

siguientes tiempos de ejecucion y nimero de iteraciones:

NUmero de iteraciones frente a tiempo de ejecucién

100 - Euler
- 100
90 A
(%] -
Y 80 - 80
k<)
19) n
e @
()
2 70 = s
3 60 9
° T
] i =
E 60
=2
50 4 40
40 -
@7 K2 € La Leapfroo g 20

0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2
Tiempo de ejecucion [s]

Figura 26: Tiempo de ejecucién y ntimero de iteraciones para los métodos de resolucién de

ecuaciones diferenciales utilizados.

En este caso, el color viene dado por el numero de iteraciones por segundo en ca-
da método. Sin embargo, cabe destacar que cada método tiene un numero diferente de
operaciones asociado, como puede verse en el apartado experimental correspondiente 2.1.

Puede observarse que métodos que se basan en desarrollos de orden mayor que 1 necesitan
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menos iteraciones (37 frente a las 100 del método de Euler).

El hecho de que en el método de Euler se puedan realizar mas iteraciones por segundo
que en el resto de métodos, es resultado de que el nimero de operaciones por iteracion sea
menor que en el resto. Mientras que para el método de Leapfrog, la implementacion es mas
complicada, puesto que se deben trabajar con dos arrays simultaneamente, lo cual duplica

el namero de operaciones (comparando con el método de Runge-Kutta de 2° orden).

Otra forma de ver la eficiencia del c6digo y como se gastan los recursos dependiendo
de la funcién que acttua es realizando un perfil del codigo, usando la libreria de Python,
cProfile[19]. Con ella se pueden obtener los tiempos de CPU, asi como el numero de
llamadas de cada funcién, de manera que se pueden identificar los cuellos de botella en
eficiencia. Se han representado los porcentajes sobre el total del tiempo en CPU (en
la parte exterior) y el nimero de llamadas a la funcion, para las funciones principales
del programa empleado para calcular la funcién de onda radial en el caso del estado

fundamental con el método de Runge-Kutta de orden 4 y el método de biseccion:
Tiempos de ejecucién (fuera) y numero de llamadas (dentro).

Runge4

14.7%

norm + f1

56.79
27.5% 6786 Otros

2|

Figura 27: Porcentaje sobre el total del tiempo de ejecucién (fuera) y nimero de llamadas a la

funcién (dentro) para las funciones principales.

En el apartado otros se encuentran las llamadas a funciones primitivas integradas en

Python. El cuello de botella en este caso tiene que ver con la no vectorizacion del codigo,



44 Trabajo de fin de grado

ello queda patente en el tiempo de célculo observado en la funcion f2 [, que representa la
ecuacion de Schrodinger y en la funcion Runge4, que contiene el algoritmo de resolucion
de la ecuacion diferencial. El tiempo total de CPU en este caso es de 3.481 segundos, que
no coincide con el tiempo real (1.419 s) por tener el procesador varios hilos y no estar
paralelizado el calculo. El ntmero total de llamadas a funciones es de 1.001.792, siendo

de ellas 993.559 no inducidas por recursividad, ni llamadas de un programa a otro.

Cabe destacar también que el gasto de RAM aqui es despreciable y no deberfa influir en

el computo. Se adjuntan las especificaciones del hardware usado para realizar los célculos:
Intel(R) Core(TM) i7-3630QM CPU @ 2.40GHz 2.40 GHz.

Para comparar la precision se ha calculado la incertidumbre en el valor de la energia
del estado fundamental como el error absoluto tomando como valor correcto el promedio
de los valores obtenidos de los estudios de referencia|16][1]. De este modo se puede tener

una idea de la precision de las simulaciones.

Comparativa energias estado fundamental

—38.30 - T - T - o o

—38.35 1

—38.40 A

~38.45 s

Energia (MeV)

—38.50 1

—38.55 1

o Referencias
® Experimental 4

—38.60 A

R-K 4 R-K 2 Euler Leapfrog [1] [16] [22]
Estado fundamental (0,0)

Figura 28: FEnergias obtenidas para el estado fundamental en cada método comparadas con

valores de las referencias bibliograficas correspondientes a otros calculos numéricos(1][16][22].

Esta precision no esté relacionada con el error que se obtiene al aplicar iterativamente

cada uno de los métodos de resolucion de las ecuaciones diferenciales, si bien, deberia
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darse que el método con mayor precision sera el que provenga de un desarrollo en serie

quedandose a mayor orden.

En este caso, asi ocurre puesto que el método de Runge-Kutta de orden 4, que se
queda a orden O(h%), que es la que arroja un valor de la energfa més cercano a aquellos

vistos en las referencias disponibles.

Para el caso de las funciones de onda radiales con 1 = 0, se pueden comparar las
obtenidas con las de la bibliografia[16][1]. Si bien el valor de la funcién en el origen es un
poco inferior, la solucién obtenida es similar. Esta discrepancia en el valor de la funcion
normalizada en el origen puede deberse a varios factores, siendo el principal la elecciéon del
método de resolucion de la ecuacion diferencial y el problema de autovalores. Los autores
emplean el método matricial de Jacobi, de ahi que el valor de la energia sea menor que el
obtenido en el presente trabajo. Otros trabajos, que también emplean métodos matriciales

en FORTRAN [22|, también obtienen energias en el mismo rango.

Otros factores que pueden influir en el valor de la energia y por tanto, en la funcién de
onda radial, son el valor del paso escogido para resolver la ecuacion diferencial, la distancia
méxima hasta la que se resuelve la ecuacion y la aproximacion a la hora de normalizar la

funcion.

El primero de estos factores queda claro viendo los algoritmos de cada uno de los
métodos empleados, en todos ellos aparece h, por tanto este valor debe ser escogido
cuidadosamente. Para este problema, se ha escogido un valor de paso lo més pequeno
posible sin representar un gran volumen de célculo. Viendo que disminuyéndolo en 6rdenes
de magnitud no se consiguen grandes cambios en la energia (en la 7-8° cifra decimal), se

toma como (.01, estando el array de la distancia en femtémetros.
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Funciones de onda radiales para distinto valor de dr

0.40 0.40 0.40
—— dr=10"1 - dr=10"2 - dr=10"3
0.35 - 0.35 - 0.35 -
0.30 - 0.30 - 0.30 -
0.25 0.25 - 0.25 -
< 0.201 < 0.20- < 0.20 1
o o o
0.15 - 0.15 - 0.15 -
0.10 0.10 0.10 -
0.05 - 0.05 - 0.05 -
0.00 , ; 0.00 . : 0.00 : .
0 5 10 0 5 10 0 5 10
r(fm) r(fm) r(fm)

Figura 29: Funciones de onda radiales del estado fundamental obtenidas mediante Runge-Kutta

de cuarto orden con distintos valores de diferencial de radio.

Se observa que cuanto menor es el paso, mayor es el valor de la funciéon de onda en
el origen, sin embargo, se va perdiendo definiciéon puesto que el ntimero de puntos del
array del radio va disminuyendo. Al aumentar h también aumenta el error que se comete
al resolver la ecuacion diferencial (en este caso va con O(h®)). Las energias no varfan
significativamente, excepto en el caso del diferencial de mayor tamano (con 100 puntos en
el array, frente a los 1000 y 10000 puntos de los otros dos casos), donde se aprecian cambios
en la 5 cifra decimal, cunando entre las dos otras simulacién se dan en la décima cifra

decimal. Se adjunta una tabla con algunos resultados numéricos de estas comparativas:

Energia (MeV) dr (fm) | N.puntos | t. simulacion (s)
-38.42168750034034 0.13 100 0.143
-38.421693566233444 | 0.013 1000 1.381
-38.42169356681552 | 0.0013 10000 14.011

Tabla 5: Datos comparativos entre las simulaciones con distinto valor del diferencial para el

estado fundamental mediante Runge-Kutta de orden 4.
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Este cambio en la energia, que no llega a ser del orden suficiente para acercarse a
otros valores experimentales de manera significativa, no justifica seguir aumentando el
valor de paso. Cabe senalar, que emplear 100 puntos en el array para resolver el estado
fundamental arroja buenos resultados, tal y como ocurre cuando se emplean 1000 puntos,
cualquier de estos dos valores, para una distancia maxima de 12 fm en el caso del hierro,
A = 56, es adecuado.

Si se permite que el paso cambie de valor para mantener un valor de precisiéon dado
empleando el método de paso variable, se puede ver que los resultados también son sa-
tisfactorios 18. La energia correspondiente a dicha simulacion es de -38.358236 eV que se
acerca mas a las vistas en las referencias. Por tanto, es un método efectivo para resolver

este problema.

Relacionada con esta cuestion esté la distancia méxima del array, puesto que si no se
fija el paso (trabajando con la funcién arange de la libreria Numpy|8|) también afectara
al diferencial en caso de que se quiera trabajar con nimero de puntos del array. Este valor
méaximo también es una condicién de frontera, puesto que en el algoritmo de biisqueda
de autovalores se impone que el valor de la funcién radial sea cero a esa distancia del
centro del nucleo. En general, se ha escogido un valor tipico observado en las referencias,
de unos 20 fm, si bien reduciendo este valor en cerca de 5 fm no influye significativamente
en el valor de la energia. Si se toma un valor escaso, la convergencia del algoritmo se vera
afectada, obteniéndose o bien valores erréneos de la energia, o produciéndose la divergencia

de la funcion de onda.

Para poder realizar esta comparacion de manera correcta, primero se fija el nimero
de puntos del array y se disminuye progresivamente la distancia maxima con respecto al
origen de coordenadas (el centro del nicleo), cuando se observe que la energia disminuye
lo suficiente como para acercarse a los valores de las referencias, entonces se escoge ese
tamano de paso y se trabajara con h fijo y variando solamente la distancia, asi se elimina
la contribuciéon del paso al cambio de energia. Se adjunta la tabla de la evoluciéon de la
energia para un array de 1000 puntos con distancias maximas con respecto al centro cada

vezZ menores:
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Az (fm) Energia (MeV)
20 -38.42165842605027
10 -38.42165500504052
7 -38.410341989401786
6 -38.28344639438001
R -37.33344519776438

Tabla 6: Energias del estado fundamental para cada distancia méxima tomando 1000 puntos

en la discretizaciéon de la coordenada radial.

Asi, se decide tomar un valor interpolado entre 6 y 7 fm de 6.1 fm puesto que la energia
es de cerca de -38.3125 MeV, con un tamano de paso de 0.006 fm. En la figura siguiente

se puede observar el cambio de la energia conforme disminuye la distancia al centro:

Energia frente a distancia maxima

—37.4 1

—37.6 1

—37.8 1

E (MeV)

—38.0 A

—38.2 A

—38.4 1 e o Y ° Y

6 8 10 12 14 16 18 20
dmax (fM)

Figura 30: Energia frente a la distancia maxima al niicleo para el estado fundamental.

Se observa que el comportamiento es el mismo que si se varia la el diferencial de la
variable radial, por tanto, es producto del cambio de la condicién de frontera (que la
funcion se anule en el punto final del array). Incluso si se toma el valor de d,;,; como

6 fm, se observa que el valor en el origen de la funcién de onda radial sigue siendo de
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cerca de 0.35, por tanto, més alla de que el valor en la energia sea mas cercano al de las
referencias, no hay cambio significativo en la funciéon de onda radial y no se ve motivo
suficiente para cambiar este valor de distancia maxima. Puesto que cuanto mayor sea
dicha cantidad, méas probable es la convergencia de la funcién radial (ya que la condicion
general es que debe anularse en el infinito) y mas se posibilita el cilculo de funciones

radiales para modos con energia mayor.

La aproximaciéon a la hora de normalizar la funcién de onda sélo es notoria en el caso
de que r sea igual a 0, puesto que en la ecuacion de Schrodinger (4) se esta obteniendo
U(r) = rR(r) y quiere representarse R(r), por tanto, el primer paso sera dividir dicha
funcion entre r. Esto presenta problemas cuando r tiende a 0. Para comprobar cuanto
afecta esto al valor final de la funcion radial, se han tomado valores cercanos a 0 como
valor inicial del array de posiciones, y no se han observado cambios importantes en el valor
inicial, ello implica que no es un factor a tener en cuenta, si bien puede traer problemas

dentro del programa cuando se detecte una division entre 0.

Comparativa entre distintos puntos iniciales de la posicién

0.35 1 . .
—— Sin el primer punto
1073
0.30 - 10-6
— 1077
0.25 A
0.20 1
o
5
0.15 A
0.10 4
0.05 1
0.00 T T T T T T T |
2.5 R 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0

r (fm)

Figura 31: Funcién de onda radial para distintos valores del origen del array de valores de r y
el caso en que no se toma el primer punto para la normalizacién de la funcién de onda (en color

negro).

Se observa que a excepcion de cuando no se toma el primer valor para la normalizacion,
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que tiene un valor un poco mas elevado en el origen (del orden de 2 x 1073 sobre el resto
de casos, lo cual representa un 0.7 % de discrepancia), el resto de casos tienen un valor
similar de la funcién de onda en el origen y por tanto, este factor no es importante a la

hora de explicar discrepancias en la energia o el valor en el origen de la funciéon de onda.

Asi pues, como los cambios en la energia no conllevan cambios en la funciéon de onda
radial (concretamente en el valor cerca del origen), se concluye que la discrepancia con
los valores de las referencias es principalmente debido al método empleado para resolver

la ecuacion diferencial y el problema de autovalores.

Por lo que respecta al uso del método de Newton-Raphson para encontrar los autova-
lores de la energia, se puede observar en las figuras y las tablas presentadas en la seccion
3.1.1, este método de prueba y error no es eficiente en la obtencion de energias y su varia-
bilidad es alta, cosa que reflejan los cambios en la energia y la forma de la funcion radial,
cuya convergencia se ve afectada de gran manera por pequenas variaciones en el valor de
la primera suposicion (valor inicial) de la energia. Es por ello, por lo que se ha desechado

en favor del método de biseccién.

Esta baja estabilidad puede provenir de la propia naturaleza del método, puesto que al
no conocerse la expresion analitica de la funcion de onda radial (por no haber, en el caso
de que [ # 0, solucion analitica a la ecuacion de Schrodinger) debe aproximarse la derivada
de esta cantidad con respecto a la energia usando la discretizacion de la energia mediante
un valor del diferencial arbitrario, 6, el cuél puede influir de manera importante a los
resultados. Esta variante del método suele conocerse como el método de la secante y

se emplea en casos como este, en el cual no se tiene acceso a expresiones analiticas.

La influencia del ntimero masico también puede ser estudiada en la figura 14 y es
similar al caso en que se considera el potencial generalizado 18. A mayor niimero masico,
mas amplia es la distribucién de densidad de probabilidad, puesto que R, el radio de corte
(en el cual la densidad de probabilidad empieza a ser despreciable), depende de A como

R = 1r9A'3, por tanto, al aumentar A la distribucion sera mas amplia.

En cuanto al potencial generalizado se observa que los resultados son compatibles
con los de la referencia estudiada|16][1]. Esta forma del potencial posee varias ventajas,
como el hecho de poder ajustar de manera mas precisa las funciones radiales para algunas
especies quimicas y poder conseguir emular resultados experimentales, tal y como se hizo
cuando se present6 dicho potencial por primera vez en la literatura cientifica|23]. Cuanto
mayor es el potencial, Wy, més amplia es la distribucién, de manera que a partir de cierto
valor el estado sera no ligado, tal y como ocurriria si se consideraran valores de energia

mas elevados.
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Se comenta finalmente que los orbitales que se obtienen son similares a los del atomo
de hidrogeno, esto es debido a que los armoénicos esféricos que se obtienen son los mismos
que los de dicho sistema puesto que provienen de la misma ecuaciéon diferencial, la parte
angular de la ecuacién de Schrodinger en tres dimensiones 2. La tnica diferencia radica
en la tomografia de densidad de probabilidad, puesto que depende de la solucién en la
parte radial de la ecuacion de Schrédinger. Se observa pues, que efectivamente hay una
relacion directa entre la mayor densidad de probabilidad en la tomografia y el valor de la

funcion de onda radial si se comparan con las figura 11.
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5. Conclusiones

La resolucion de la ecuacién de Schrédinger para potenciales con expresiones mate-
méaticamente mas complejas no solo permite desarrollar instrumentos para abordar otros
problemas en otros campos, sino que permite modelizar procesos y fenémenos naturales
con alto interés como es el caso del potencial de Woods-Saxon en el campo de la fisica

nuclear en el modelo del niicleo a capas.

Se ha decido emplear una serie de métodos de resolucion de ecuaciones diferenciales
que se pueden englobar en su mayoria dentro de los métodos de Runge-Kutta, puesto
que son eficientes y precisos, prueba de ello es que se emplean en algoritmos de calculo
numérico como los del paquete Numpy|8|. A priori, este no es un problema cuya resolucion
se pueda plantear rapidamente mediante el uso de funciones incorporadas dentro del
paquete Numpy como Odeint. Una serie de parametros tienen que ser estudiados, puesto

que se trata de un problema de autovalores.

Para poder resolverlo, se tienen métodos como el de biseccion o el de Newton-Raphson,
que permiten variar el valor de la energia hasta lograr la convergencia. Los valores de la
energia para cada uno de los estados pueden estar recopilados, en cuyo caso se pueden
establecer cotas superiores e inferiores para que estos métodos de busqueda de autovalores
converjan mas rapidamente. De otro modo, deberd procederse con cautela, si bien los

estados ligados tendran una energia menor que el valor del potencial del pozo Vj.

La implementacion de los algoritmos y su combinacién puede ser sencilla y compacta
dependiendo del método empleado. Como el tiempo de ejecucion para el paso elegido no es
elevado, se puede plantear la repeticion en bucle del programa para encontrar los valores
de la energia para todos los estado vistos en este trabajo de manera consecutiva, con la
precaucion de emplear los valores de las energias de los niveles anteriores como nuevas

cotas inferiores o superiores (segun el sentido que se elija).

Los resultados obtenidos para el estado fundamental presentan en promedio una
desviacion de 0.12 MeV con respecto al promedio de los valores de la energia de las
referencias|[16][1], lo cual representa un error relativo de un 0.3 % tomando este promedio
como el valor correcto. Sin embargo, puede representar una discrepancia importante si se
compara con la que existe entre los distintos valores de la energia de las referencias, que

es de un 0.02 % con respecto al promedio de los mismos.

Esta discrepancia no puede ser explicada por cambios en el tamano del paso o la
distancia con respecto al ntucleo, puesto que si bien cambia la energia, el valor de la

funcion radial normalizada en el origen sigue siendo menor que en la referencia|16]. Por
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tanto, es debida al método de resoluciéon de la ecuacion diferencial.

En general, la combinacion de Runge-Kutta de cuarto orden con el método de biseccion
se considera como 6ptima (si no se recurre a métodos matriciales) en comparacion con el
resto de opciones, tanto como por tiempo de ejecucién como por precision de los resultados.
El método de biseccién converge mas facilmente al valor de la energia y no requiere de

cotas superiores e inferiores cercanas al valor correcto.

Los resultados obtenidos para el resto de niveles, si bien no se ha encontrado referencias
en la bibliografia que permitan un comparaciéon (ni en el caso del hierro, A = 56, ni de
otros elementos quimicos que puedan describirse correctamente bajo el modelo nuclear de
capas), las energias parecen respetar la estructura de capas pese a que las energias del
estado (1,0) y el (0,2) estan ordenadas de manera inversa a lo que la figura 3 representa.
Sin embargo, este tipo de fenémenos también tienen lugar en modelos de capas atémicos,
como en el caso del hidréogeno. También ha de tenerse en cuenta que no se han considerado

efectos del spin en los célculos de la funciéon de onda radial y de la energia.
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A. Funciones principales del codigo

Ecuaciones del sistema de ecuaciones diferenciales

def fl(w,u,r, E):
dudr = w
return dudr

def f2 mod(w,u,r,E):
dwdr=-ux*0.0483*(E + VO/(1l+np.exp((r-R)/a))
+WOxnp.exp((r-R)/a)/(1 + np.exp((r-R)/a))**2)
return dwdr

def f2(w,u,r, E):
dwdr=-ux*0.0483*(E + VO/(1l+np.exp((r-R)/a)))
return dwdr

def f2 1(w, u, r, E):
dwdr=-ux*0.0483*(E + VO/(1l+np.exp((r-R)/a))
=1 (1+1)/(0.0483*2xr*x*2))
return dwdr

def f2 1 alt(w,u,r, E):

if r 1= 0:
dwdr=—ux0.0483*(E + VO/(1l+np.exp((r-R)/a))
=1+ (l+1)*np.exp(—r/a)*4*xax*x2/
(0.0483*(1-np.exp(-r/a)))*x*2)

elif r ==
dwdr=—ux0.0483*(E + VO/(1l+np.exp((r-R)/a))
-1*x(1+1)/(0.0483%2))

return dwdr

En este caso, w es la derivada de U(r), definida en la primera seccion 1.1.1, el valor
0.0483 proviene del uso de las unidades tipicas dentro de la fisica nuclear para la expresion
h%/(2m) y el resto de parametros son los que aparecen en la tabla 1. Como se pueden
observar se han definido diferentes ecuaciones de Schrédinger (£2) segtn se quiera trabajar
con el caso de que I =0 (f2) o [ # 0 (f2_1). También se ha tenido en cuenta el caso en que
se trabaja con el potencial modificado (f2 mod) o si se realizaba alguna aproximacion

cerca del origen (f2 1 alt).
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Normalizaciéon de la funciéon radial

def norm(array, h):
tot = 0
for i in range(len(array)):
tot += abs(array[i])x*h
return array/tot

Esta funcién suma el valor absoluto de todos los puntos del array y los multiplica por
el valor del diferencial usado para obtener el drea debajo de la curva. Luego este valor es
usado para normalizar el propio array, de manera que quede normalizado a la unidad y

asi pueda compararse con otros trabajos.

Meétodos de resolucion de ecuaciones diferenciales

def Runge4(h,f,g,w,u,r, E):
kl = hxf(w,u,r,E)
kl g = hxg(w,u,r, E)
k2 = hxf(w +1/2xkl g, u +1/2xkl, r +1/2xh, E)
k2 g = hxg(w +1/2xk1l g, u +1/2%kl, r +1/2%xh, E)
k3 = hxf(w + 1/2xk2 g, u + 1/2xk2, r +1/2xh, E)
k3 g = hxg(w + 1/2xk2 g, u + 1/2+xk2, r +1/2xh, E)
k4 = hxf(w +k3 g, u +k3, r+h, E)
k4 g = hxg(w +k3 g, u +k3, r+h, E)
u2 = u + 1/6x(kl+2xk2+2xk3+k4)
w2 = w + 1/6x(k1l g+2*xk2 g+2*xk3 g+k4 g)
return w2, u2

Se observa que el codigo es practicamente igual a la expresion del algoritmo presente en
la ecuaciéon 27 y de igual manera sucede con el resto de métodos, que pueden consultarse

en el enlace proporcionado en la seccion 2.3.
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Runge-Kutta de 4°2 orden de paso variable

while dEO > prec:
c +=1
if ¢ == Nmax:
break
uo = 0
wO = le-5%(-1)x*x*(n)
urunged = []
urunge4.append(u0)
wrunge4 = []
wrunge4.append (w0)
x =[]
X.append(0)

X act =0
h =0.013
i=0

h list = []

h list.append(h)
while x act < R+15:
w p, up = Runged4(h,fl, f2 ,wrunged4[i], urunge4[i],
x_act, En)
w p2, u p2 = Runge4(h, f1l, f2, w p, up,
x_act + h, En)
w p3, u p3 = Runge4(2+h, f1, f2, wrunge4[i], urunge4[i],
x_act, En)
e u=1/30x(u p2 - u p3)
ew=1/30x(w p2 — w p3)
hnew = hx(30xhxtol/(np.sqrt(e u*x*2 + e wxx2)))*xx(1/4)
if hnew < h:
w p, up = Runged4(hnew, f1l, f2,
wrunge4[i], urunge4[i], x act, En)

h = hnew
else:
k = hx1.005
if kK > 0.05:
h = hnew

else:
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h =k
urunge4.append(u_p)
wrunge4.append(w_p)

X _act += h

x.append(x act)

h list.append(h)

if x act > R+ 15 - h:
if urunge4[-1] > O:

Emin = En
En = Emin + (Emax-Emin)/2
break

elif urunge4[-1] < 0:
Emax = En
En = Emax - (Emax—-Emin)/2
break

i+=1
dEO = abs(Emax—Emin)

El parametro méas importante aqui es tol, que sirve para indicar la precision y calcular

asi hnew.

Se ha decidido acotar el crecimiento del tamano del paso con la cota k >0.05, si bien
puntualmente puede llegar a ser superior. Estos calculos son muy sensibles al valor de
la tolerancia, de manera que si es muy alta (107! -107°) el paso calculado, h’ serd muy
grande y por tanto los cilculos podran no converger. Se han usado valores de entre 10~°

y 10712 para conseguir resultados satisfactorios.

Se adjunta también en el repositorio un script que permite obtener resultados del

problema usando Odeint.

B. Otros graficos y resultados

Se presentan a continuacion otros resultados relacionados con los ya presentados en el
apartado correspondiente referentes a otros niveles de energia u otros valores en algunos
parametros. Se han obtenido siguiendo el mismo procedimiento que los presentados en 3

y por tanto, son comparables.
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Comparativa entre métodos para (n,l) = (1,0)

Comparativa entre distintos métodos de resolucién numérica de EDO

01 | /\
0-0 T T T T T T T 1
2[5 R 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
r (fm)
—0.1 A
E —0.2 A
~0.3 1
—— Runge-Kutta 42 orden
_0.4- Runge-Kutta 22 orden
Euler
Leapfrog
-0.5-
Figura B.1: Funciones de onda radiales para (n,l) = (1,0) para los distintos métodos de
resolucion de ecuaciones diferenciales.
’ Parametro ‘ Valor ‘
A 56
ro (fm) | 1.285 Método Energia (MeV)
a (fm) 0.65 Euler -18.6500
R, (fm) 15 Runge-Kutta 2° -18.5780
Vo (MeV) | 47.78 Leapfrog -18.5753
E, (MeV) | -10 Runge-Kutta 4° -18.5745
E; (MeV) -20
E, (MéV) 15 Tabla B.2: Autovalores de la energia del
- ~ (1 i “to-
Tol (MeV) | 1010 estado (n,l) = (1,0) para diferentes méto
dos de resolucién de la ecuacién de Schro-

Tabla B.1: Pardmetros referentes a las  dinger.

simulaciones realizadas para el estado

(n,1) = (1,0).
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Comparativa entre métodos para (n,l) = (2,0)

Comparativa entre distintos métodos de resolucién numérica de EDO

—— Runge-Kutta 42 orden
0.4 7 Runge-Kutta 22 orden
Euler
Leapfro
0.3 A pireg
0.2
-3
<
0.1 1
0.0 : /\ : ; :
5 R 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
r (fm)
—0.1 A
Figura B.2: Funciones de onda radiales para (n,l) = (2,0) para los distintos métodos de

resolucion de ecuaciones diferenciales.

’ Parédmetro ‘ Valor ‘

A 56
7o (fm) 1.285 Método Energia (MeV)
a (fm) 0.65 Euler -0.4505
R, (fm) 15 Runge-Kutta 2° -0.4191
Vo (MeV) | 47.78 Leapfrog -0.4171
Es (MeV) 0 Runge-Kutta 4° -0.4164
E; (MeV) -2
E, (MeV) 1 Tabla B.4: Autovalores de la energia del
Tol (MeV) | 10-10 estado (n,l) = (2,0) para diferentes méto-
dos de resolucién de la ecuacién de Schri-

Tabla B.3: Pardmetros referentes a las  dnger.

simulaciones realizadas para el estado

(n,l) = (2,0).
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Comparativa entre niveles para cada uno de los métodos

Método de Euler

0.4 1 — (n,l) = (0,0)
— (n,)) =(1,0)
— (n,1) =(2,0)

0.2 A1

:

0.0 T T " 1
7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0

r (fm)

Rn(r)

\fﬁj

-0.2 4

~0.4 -

Figura B.3: Funciones de onda radiales para (n,l) = (i,0),7 = 0,1, 2 para el método de Euler.

Método de Runge-Kutta orden 2

04l (n.) = (0,0
(n,l) =(1,0)
(n,I) = (2,0)

0.2 1

!

0.0 T T T " 1
7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0

r (fm)

Rn(r)

-0.2 4

~0.4 -

T

Figura B.4: Funciones de onda radiales para (n,l) = (i,0),7 = 0, 1,2 para el método de Runge-
Kutta de 2° orden.
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Método de Leapfrog

0.4 - — (n,l) =(0,0)
— (n,1) =(1,0)
— (n,1) =(2,0)
0.2 A
S 00 T T T T T — T T 1
o 5 R 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
r (fm)
-0.2 A
-0.4 -

Figura B.5: Funciones de onda radiales para (n,l) =

frog.

Autoenergias de los primeros 7 estados

(4,0),7 = 0, 1,2 para el método de Leap-

Estado | R-K 49 (MeV) | Leapfrog (MeV) | R-K 2° (MeV) | Euler (MeV)
(0,0) -38.4217 -38.4218 -38.4221 -38.4560
(0,1) -33.4493 -33.4495 -33.4499 -33.4490
(0,2) -27.3770 -27.3772 -27.3777 -27.3764
(1,0) -18.5744 -18.5753 -18.5780 -18.6500
(1,1) -12.1698 -12.1708 -12.1730 -12.1654
(1,2) -5.4902 -5.4909 -5.4930 -0.4858
(2,0) 10.4164 10.4171 10.4191 -0.4505

Tabla B.5: Autovalores de la energia de los primeros 7 estados para diferentes métodos de

resolucion de la ecuacién de Schrédinger.
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Datos comparativas de eficiencia y precision

- R-K 4° | Leapfrog | R-K 2° | Euler Ref 1 Ref 2 Ref 3

E (MeV) |-38.4217 | -38.4218 | -38.4221 | -38.4560 | -38.3004 | -38.3002 | -38.2930
Tiempo (s) | 1.444 | 2.231 0.711 | 0.934 - - -

Tabla B.6: Autovalores de la energia para el estado fundamental y los tiempos de ejecucién

para los distintos métodos empleados.
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