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Introduccion

Un problema de optimizacion en el que o bien el niimero de variables o bien el numero de
restricciones (desigualdades) es infinito es un problema de Programacidon Semi-Infinita
(SIP!, para abreviar). Este modelo surge, de forma natural, en las Ciencias Sociales y
en la Fisica, asociado con la consideracion de restricciones en las variables de estado
o de control del sistema durante un periodo de tiempo o en todo punto de una regién

geométrica.

Los origenes de la SIP pueden relacionarse con el clasico trabajo de Haar [16], pero
el término SIP fue establecido por Charnes, Cooper y Kortanek en 1962, siendo este
ultimo autor quien desarrollo las primeras aplicaciones de SIP en Economia, Teoria de

Juegos, Inferencia Estadistica, etc.

Cuando tanto la funcidn objetivo como las restricciones son convexas, nos
encontramos frente a un problema de Programacion Semi-Infinita Convexa (CSIP?, para
abreviar). En particular, si todas las funciones involucradas son lineales, se denomina
problema de Programacién Semi-infinita Lineal (LSIP®, para abreviar). Asi pues, la
CSIP puede ser considerada como una extension de la Programacién Convexa ordinaria.
Bien conocido es, en este campo, que la denominada Cualificacion de Restricciones
Basica (BCQ*, para abreviar), la cual requiere que el cono normal en cada punto de la
frontera del conjunto factible coincida con el cono de restricciones activas en ese punto,
juega un papel muy importante en el analisis teorico del problema. En particular, la

BCQ se satisface si y solo si la condicion suficiente de optimalidad Karush-Kuhn-Tucker

Del inglés, Semi-Infinite Programming.

Del inglés, Convex Semi-Infinite Programming.
Del inglés, Linear Semi-Infinite Programming.
Del inglés, Basic Constraint Qualification.

W

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2007



Algunas contribuciones a la programacion semi-infinita convexa.Maria Dolores Fajardo Gomez.

2 Introduccion

(KKT) es también necesaria (véase, por ejemplo, [17, Prop. VIL.2.2.1}), cualquiera que

sea la funcién objetivo.

En el trabajo de Puente y Vera de Serio [24], la cualificacion BCQ ha sido
extendida a sistemas infinitos de desigualdades lineales, a través de la nocidn de Sistemas
Localmente Farkas-Minkowski (LFM, abreviado). El texto de Goberna y Lopez [14]
presenta, en el Capitulo 7, un analisis exhaustivo de la Teoria de Optimalidad en
LSIP, cuando el sistema de restricciones del problema es LFM. Ello supone que la
propiedad LFM puede ser considerada como una cualificacidn de restricciones, asi como

su extension a la CSIP, introducida en ese mismo capitulo.

En el trabajo de Li ef al. [19], se obtienen caracterizaciones de la propiedad LFM
(utilizando la denominacion BCQ) en términos de la semicontinuidad superior (en el
sentido de Kuratowski) de dos multifunciones relacionadas con los conos convexos
generados, la primera, por el conjunto subdiferencial, en cada punto, de la funcion
supremo de las infinitas funciones convexas que aparecen en el sistema de restricciones,
y la segunda, por la unién de los subdiferenciales de las funciones asociadas a los
indices sup-activos (es decir, las funciones que en el punto coinciden con la funcidon
supremo). En este mismo trabajo, se proporcionan formulas para la distancia de un

punto al conjunto de soluciones de un sistema convexo que satisface la BCQ.

El Capitulo 1 de esta memoria esta dedicado al estudio de la cualificacion de
restricciones LFM en CSIP, proporcionando caracterizaciones desde una perspectiva
geométrica, y en términos del comportamiento de dos multifunciones relacionadas con
las funciones asociadas a los indices activos (es decir, las funciones que se anulan en el
punto) y sup-activos en cada punto. Se pondra, pues, de manifiesto, el importante papel
que la funcion supremo juega en nuestro enfoque, que, en cierta medida, es proximo al

de [19].

También se presentara una nueva cualificacion de restricciones del tipo de la de
Slater, que generalizara versiones previas que aparecen en los trabajos de Goberna y
Lopez [14] y Lopez y Vercher [21]. Esta cualificacidn garantizard un comportamiento
regular de la funcién supremo, dando lugar a la conocida féormula de Valadier para el

subdiferencial de dicha funcion.
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Introduccion 3

La propiedad LFM tiene importantes repercusiones en la geometria del conjunto
factible del problema. En LSIP se han obtenido caracterizaciones de la dimension
del conjunto factible y del conjunto optimo en el trabajo de Goberna y Lopez {131,
mientras que el Capitulo 5 de [14] estd dedicado a la geometria del conjunto factible,
estableciendo, en primer lugar, diversas relaciones de inclusion del interior y de la
frontera (relativos y absolutos) de dichos conjuntos. En el Teorema 5.9 de [14], que
trata de los sistemas lineales que verifican la propiedad LFM, se proporcionan férmulas
para la dimension de su conjunto factible, para su afinidad, y para su interior relativo
topologico. En dicho teorema, el conjunto interior se caracteriza como el conjunto
de los puntos de Slater del sistema obtenido a partir del original, eliminando todas las

desigualdades triviales.

El Capitulo 2 extiende los resultados mencionados en el parrafo anterior al
problema de CSIP. Resulta fundamental el papel que juega cierta linealizacion del
conjunto factible, expresada en términos de los subgradientes de las funciones convexas
involucradas en el sistema, y que fue introducida en el trabajo de Lopez y Vercher [21,
Def. 4.1]. Los sistemas convexos LFM presentan también similitudes geométricas
con los sistemas lineales, pero las caracterizaciones del interior y el interior relativo
del conjunto factible necesitaran de ciertas hipotesis adicionales. En este capitulo, se

proporcionan numerosos ejemplos que clarifican las diferencias con el caso lineal.

La propiedad LFM puede ser considerada como un estadio intermedio entre dos
familias de sistemas lineales: los sistemas Farkas-Minkowski (FM, para abreviar) y
los sistemas localmente poliédricos (LOP, para abreviar). La caracterizacion de los
sistemas FM como aquéllos tales que su cono caracteristico es cerrado, fue dada de
forma independiente por Zhu [29], como consecuencia inmediata del Lema de Farkas
Generalizado, y por Cernikov [7], quien los denomind "poliédricamente cerrados".
La clase de los sistemas LOP fue introducida en el trabajo de Anderson ef al. [1],
extendiendo la clase de los denominados p-sistemas en Marchi et al. [22], cuyos
conjuntos de soluciones eran cuasipoliédricos. Este ultimo concepto fue introducido
por Klee [18] en relacion con el problema de separacion de conjuntos convexos. En

referencia a LSIP, Anderson et al. [2] describen dos métodos del estilo del simplex para
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4 Introduccion

problemas cuyo sistema de restricciones asociado es LOP.

Existe una correspondencia entre los conjuntos convexos y cerrados (no vacios) y
estas dos familias de sistemas. en el sentido de que todo conjunto convexo y cerrado
puede representarse (es decir. es el conjunto de soluciones) mediante un sistema lineal
FM (y, en consecuencia, LFM). y admite una representacion LOP si y solo si el conjunto
es cuasipoliédrico (véase [14, Th. 5.11]). Dado que toda funcion convexa y cerrada
verifica que su epigrafo es un conjunto convexo y cerrado, puede establecerse una
relacion entre la funcion y una representacion lineal de la misma, que permitird, en el
Capitulo 3. introducir un nuevo enfoque en el estudio de las propiedades de la funcién
en base a las propiedades del sistema que representa su epigrafo.

El concepto de funcion convexa cuasipoliédrica, en correspondencia con una
representacion LOP de su epigrafo. puede entenderse como una generalizacidon del
concepto de funcion poliédrica. Esta clase de funciones es cerrada respecto a
operaciones bien conocidas, como se analiza ampliamente en la Seccion 19 del texto de
Rockafellar [26]. Hemos recogido en la Proposicion 3.7 del Capitulo 3 los principales
resultados en esta direccion, a efectos comparativos. Se prueba que en la familia de
las funciones cuasipoliédricas casi todas las operaciones se¢ preservaran, aunque en
algunos casos necesitaremos ciertas hipotesis adicionales. El capitulo se cerrara con
una aplicacion de la convexidad cuasipoliédrica que "elimina" la parte no convexa de
una funcion continua, sustituyéndola por una funcidon convexa cuasipoliédrica, dando
como resultado final una funcion convexa en todo el espacio.

Los tres capitulos que constituyen el cuerpo de esta memoria estan precedidos por
un capitulo de preliminares, el Capitulo 0, en el que se recoge la notacidn, definiciones
y enunciados de los resultados ya conocidos que se van a utilizar en los demas capitulos,
refiriéndolos a sus fuentes originales. También se incluyen en este capitulo una serie de
ejemplos relacionados entre si, con el fin de aligerar la presentacion de un ejemplo del

Capitulo 2.
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Capitulo 0

Preliminares

0.1 Notacion y definiciones

Sea f una funcion definida en R” con valores en R U {+00}. El conjunto

epi f = { (2) e R

se llama epigrafo de f, y se dice que f es convexa st epi f es un conjunto convexo de

RTL+ 1

flz) < &}

El dominio efectivo de una funcion convexa [ es el conjunto convexo
dom f:={z e R"| f(z) < +0}.

La convexidad de f equivale a decir que, para todo par de puntos z,y € dom f, y para

todo escalar A\, 0 < X < 1, se verifica que

FRz+ 1=y SAf () + (1 -A) f(y).

En particular, si la desigualdad anterior es estricta, para © # y, se dice que f es

estrictamente convexa.

Una funcion convexa f se dice propia si dom f # (. En esta memoria
consideraremos exclusivamente funciones convexas propias. Si, ademds, dom f = R",

decimos que f es una funcion finito-valorada.
5
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6 0. Preliminares

Otro conjunto asociado a f de interés es el grafo de f :
ot

¥y . z n+1
sob S { (.f(x)) <k

La clausura de una funcidén convexa f, cl f, es, a su vez, una funcion convexa. que

r € dom f} .

se define como la envoltura semicontinua inferiormente de f; es decir,

(clf)(z) = lim inf f (y)-

Sicl f = f, decimos que f es cerrada, y esto es equivalente a que epi f sea un conjunto
cerrado en R™™! (ambas condiciones son, a su vez, equivalentes a que los conjuntos
de nivel {z |f () < «} sean cerrados, para todo o € R). La condicion de ser cerrada
también equivale a decir que es semicontinua inferiormente en todo punto de R™; es

decir,

f(z) < lim f(2"),

700
para toda sucesion {z"} -, convergente a z, para todo x € R”, siempre que
lim, . f (z") existaen R U {+oc}.
Toda funcion convexa finito-valorada es cerrada y continua en todo el espacio, dado
que una funcidn convexa es continua en el interior relativo de su dominio.
Si f es una funcion convexa en R” y x € dom f, la derivada direccional de f en x

respecto al vector v € R"

, . flz+ M) = f(z)
“(z:v) := lim '
f'l@;v) = lim 3
siempre existe (+00 y —00 se permiten como limites), siendo

Flaro)  jur 1) = J ()

A>0 A

Un vector u € R"™ es un subgradiente de la funcidn convexa f en un punto
g . p

x € dom f si
fly) > f(x)+ (u,y — x), paratodoy € R",

donde (-,-) denota el producto escalar en R™. El conjunto de todos los subgradientes
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0.1 Notacion y definiciones 7
de f en x se lama subdiferencial de f en x, y se denota Of (x). La multifuncion®
df + x = Jf (r) se denomina subdiferencial de f. El conjunto Jf (z) es cerrado,
convexo y posiblemente vacio. Si Jf () no es vacio, decimos que f es subdiferenciable

en .

Es inmediato. a partir de la definicion de subgradiente, que
O(Af)(x) = AOf (x), para A > (.
Es también obvio que 0,, € Jf () si, y solo si, la funcién f alcanza su valor minimo en
T

A continuacidon introducimos algunas funciones convexas particulares que se
utilizaran en esta memoria. Dado un conjunto convexo no vacio C' C R", consideremos

la funcion indicadora de C'

0, sizel

o=l C) = +oo, sixz ¢ C.

Esta funcidn es cerrada si y solo si C es cerrado.

La conjugada de Fenchel de una funcion dada f es una herramienta crucial en

analisis convexo, y viene definida de la siguiente manera

f*(u) =sup {{u,z) — f(z)| x €dom f}.

Esta funcidén es convexa y cerrada. Si f es convexa y cerrada, se tiene f** = f.

La funcion soporte 6™ (-| C') de un conjunto convexo no vacio C, se define
8 (u| C) :=sup {(u,z)| z € C},

verificindose que, si C es cerrado, esta funcion y la funcidn indicadora de C son
conjugadas una de la otra. Ademas, para cualquier conjunto convexo no vacio C, se

tiene que

0 (u| C) =6 (ulclC) =6 (u]| rint C'), para todo u.

5 Llamarcmos multifuncion a toda aplicacién punto a conjunto.
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] 0. Preliminares

Consideremos el Problema de Optimizacion Conyexa
(P) inf{g ()] fi(x) <0.t €T},

donde las funciones g y f;, para todo ¢ € T, son convexas definidas en R”.

El sistema de restricciones de (P) se representa 0 = {f;(z) <0,t € T}. Si el
conjunto de indices 7' es infinito, estaremos ante un problema de CSIP. A lo largo de
la memoria, 7" serd un conjunto arbitrario, excepto en la Seccion 1.5 del Capitulo 1, en

la que asumiremos que 7" posee cierta estructura.

El conjunto solucion de o, llamado también conjunto factible de (P), se denotara
por £, y diremos que o es consistente si I es no vacio. En otro caso, diremos que ¢s

Inconsistente.

En el caso particular de que las funciones consideradas en (P) sean afines, resulta el

problema de LSIP
(P) inf {{c,z) | {as,z) < b;,t €T},

donde ¢, x, a; son vectores de R™ y b, € R. En este caso, el sistema de restricciones es
o = {{as,x) < by, t € T}. Si o es consistente, cuando todos los coeficientes de cierta
desigualdad son cero (es decir, a; = 0, y by = 0, para cierto t € T), se dice que dicha
desigualdad es trivial, y el mismo término se utiliza para aquellos sistemas donde todas
las desigualdades son triviales.

Introducimos acto seguido alguna notacion que emplearemos en la memoria. Dado
) # X C R™, denotaremos por span X, aff X, dim X, conv X y cone X al subespacio
vectorial generado por X, la envoltura afin de X, la dimension de X (definida como
la dimensidn de aff X), la envoltura convexa de X y el cono convexo generado por
X, respectivamente. Otro cono de interés sera el cono polar de X, X° (supuesto X

convexo), y que esta dado por
X :={yeR"| (y,z) <0, paratodox € X},

verificandose que, si X es un cono, entonces X°° = cl X.

Si consideramos el conjunto de todas las semi-rectas cerradas L =

{4+ Ay| A >0} de R, donde y # 0,, se puede establecer la relacion de equivalencia
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0.1 Notacion y definiciones 9

"la semi-recta [ies una traslacion de la semi-recta L,". Cada clase de equivalencia se
denomina direccion de R™, y la direccion de un vector 1 0,, es la direccion de la
; Y

semi-recta {z + Ay | A > 0}, independientemente del punto » elegido.

Dado un conjunto convexo no vacio X C R” y un vector y # 0,, se dice que la
direccion de y es una direccion de recesion de X st v + Ay € X, paratodo A > 0Oy
para todo » € X. El conjunto de todos los vectores cuya direccion es una direccion de
recesion de X, junto con el vector nulo, constituyen el denominado cono de recesion de

X, 07X ; es decir,

0"X :=={yeR"|z+ \y € X,paratodo A > O0yzr e X}.

En ocasiones utilizaremos también el espacio de linealidad de X (supuesto X
convexo), dado por lin X = (07X) N (- (0*X)), cuya dimension se denomina
linealidad de X, y que denotaremos lineality X. Un conjunto convexo es apuntado si
su espacio de linealidad se reduce al vector nulo. Convendremos que cone X siempre

contiene al vector nulo, y por tanto, cone (¢}) = {0, }.

Las normas euclidea y de Chebyshev de x € R™ seran representadas por ||z y
llz|l, , respectivamente. La bola unidad abierta, en R, para la norma euclidea y
para la de Chebyshev, serd representada por B y B, respectivamente. Mediante R(f)
representaremos el cono de todas las funciones A : 7" — R, , que toman valores positivos
s6lo en una cantidad finita de puntos de 7', conjunto denotado por supp (A). En el 4mbito
topologico, si X es un subconjunto de cualquier espacio topologico, int X, c1 X y bd X
denotaran el interior, la clausura y la frontera de X, respectivamente, mientras que

rint X y rbd X representaran el interior relativo y la frontera relativa de X (respecto de

aff X), respectivamente.

Si {X,.}2, es una sucesion de conjuntos no vacios, en RP, liminf, ., X,
(respectivamente lim sup,_, . X,) es el conjunto de todos los limites (respectivamente
puntos de acumulacion) de todas las posibles sucesiones {z"}> |, =, € X,, para todo
r € N. Puede caracterizarse como el conjunto de los puntos x tales que cada uno de sus
entornos intersecta a todos los X, excepto a un niimero finito de ellos (respectivamente

intersecta a una infinidad de los X,). Se dice que {X,}>2, converge a un conjunto no
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vacio X' en el sentido de Painleve-Kuratowski (véase, por ejemplo, {27, Chap. 4, Sec.

B si X = liminf, . .\, = limsup \-. en cuyo caso se escribe X = lim,_,, X,.

r—xo “*

>0

Si, en particular, la sucesion {.X,.} 7 es expansiva (es decir, X, C X,.,,, para todo

x
r € N), entonces lim,_. . .\, = ¢l U X,

r=1

0.2 Herramientas basicas

Esta seccidn recoge las herramientas del Andlisis Convexo que se utilizan a lo largo de

la memornia.

0.2.1 Conjuntos convexos

Proposicion 0.1 26, Cor. 6.3.1] Sean C| y Cy dos conjuntos convexos en R™. Entonces
clCy = clCy siy solo sirint Cy = rvint Cy. Estas condiciones son equivalentes a la

condicion rint Cy C Cy C cl C.

Proposicion 0.2 [26, Th. 6.4] Sea C un conjunto convexo no vacio en R™. Entonces

z € rint C si y s6lo si para todo v € C existe un escalar j1 > 1 tal que (1 — p) x + pz €
C.

Proposicion 0.3 [26, Th.6.5] Sea C; un conjunto convexo, en R", para i € I, siendo
I un conjunto de indices arbitrario. Supongamos que los conjuntos rint C; tienen al
menos un punto en comun. Entonces
[ (G| =({lCy).

iel =

Si [ es finito, se cumple ademads
rint ﬂ C, | = ﬂ (rint C;) .
s el

Proposicion 0.4 [26, Cor. 6.5.2] Sea C un conjunto convexo. Sea Cy un conjunto

convexo contenido en cl Cy pero no completamente contenido en la frontera relativa de
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C,. Entonces rint Cs C rint C.

Proposicion 0.5 [26, Th.8.2] Sea C un conjunto convexo cerrado no vacio. Entonces
0T C es cerrado, v consiste en todos los posibles limites de sucesiones de la forma

A\ Z1, Ao, ..., donde x,. € C y A\, | 0.

Proposicion 0.6 {26, Th.8.3] Sea C un conjunto convexo cerrado no vacio en R", y

seay # 0,. Si existe algun punto v tal que {x + Xy |\ > 0} C C, entonces y € 07C.

Como consecuencia de la proposicion anterior, un conjunto convexo cerrado es

apuntado si, y solo s1, no contiene ninguna recta completa.

Proposicion 0.7 [26, Cor.8.3.4] Sea A una transformacion lineal de R" en R™. y
sea C' un conjunto convexo cerrado en R™ tal que A7'C := {x e R" | Av € C} # 0.
Entonces 07 (A71C) = A~ (07C) .

Proposicion 0.8 [26, Cor. 14.6.1] Sea C un conjunto convexo cerrado en R" que

contiene al origen. Entonces

lineality (C°) = n — dim C.

Recordemos que un conjunto de m + 1 puntos {a® a’,...,a™} en R" se dice
que es afinmente independiente si dim aff {a°, at,...,a™} = m. El siguiente resultado

proporciona dos criterios equivalentes de este concepto.

Proposicion 0.9 [25, Th. 2.15] Sea S = {a°,a, ..., a™} un conjunto de mn + 1 puntos

en R™. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) S es afinmente independiente;

(i1) los vectores a' — a°, ..., a™ — a° son linealmente independientes en R™;

a

CZO 1 a™
(11t) los vectores ( ) ) , ( ) ) s ( ] ) son linealmente independientes en R" 1.

Proposicion 0.10 {25, Th. 2.31] Sea S un conjunto no vacio en R*, y sea C = conv S.

Entonces x € C siy solo si x puede ser expresado como una combinacion convexa, con
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coeficientes extrictamente positivos, de un subconjunto finito de puntos de S afinmente
o
independiente.
Como consecuencia de la proposicion anterior, la envoltura convexa de un
subconjunto no vacio S C R” coincide con el conjunto de todas las combinaciones

convexas de todos los subconjuntos de, como mucho, n + 1 puntos de S. Este resultado

se conoce como Teorema de Carathéodory.

Recuérdese que una cara de un conjunto convexo C' es un subconjunto convexo C’
de C' tal que cualquier segmento cerrado en C' con un punto de su interior relativo en
C"’ tiene también los extremos en C’. Un punto extremo de C es una cara de dimension
cero. Si C’ es una cara de C' que es una semi-recta, a la direccion de ¢’ le denomina
direccion extrema de C' (punto extremo de C en el infinito).

Una cara expuesta de C es todo conjunto de la forma C N H, donde H es un
hiperplano no trivial soporte a C. Un punto expuesto de C es una cara expuesta de
C' de dimension cero. En particular, si C' es un cono convexo, un rayo expuesto de C' es
una cara expuesta que coincide con una semi-recta que nace en el origen.

Es inmediato, a partir de la definicion de cara, que todo punto extremo o direccidn
extrema de una cara de C es a su vez un punto extremo o una direccion extrema del
propio C. En [26, p. 163], se demuestra también que toda direccion extrema de C es a

su vez una direccion extrema de 07 C.

Proposicion 0.11 [26, Th. 18.1] Sea C un conjunto convexo, y sea C' una cara de C.

Si D es un subconjunto convexo de C' tal que C' Nrint D # (), entonces D C C".

Proposicion 0.12 [26, Cor. 18.1.3] Sea C un conjunto convexo, y sea C' una cara de

C' distinta del propio C. Entonces C' C rbd C, de manera que dim C' < dim C.

Consideremos un conjunto de puntos Sop C R™ y un conjunto de direcciones S;. Se
define la envoltura convexa de S = Sy U S; como el menor conjunto convexo C' tal que

Sp C C'y ademas toda direccion de S, es una direccion de recesion de C.

Proposicion 0.13 [26, Th. 18.3] Sea C = conv S, donde S es un conjunto de puntos y

direcciones, y sea C' una cara no vacia de C. Entonces C' = conv S’, donde S’ consiste
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en los puntos de S que pertenecen a C' y las divecciones en S que son direcciones de

recesion de C'.

Proposicion 0.14 {26, Cor. 18.3.1] Sea C = conv S, donde S es un conjunto de puntos
y direcciones. Entonces fodo punto extremo de C' es un punto de S. Si ninguna semi-
recta en C contiene un conjunto de puntos no acotado de S, entonces toda direccion

extrema de C es una direccion de S.

Proposicion 0.15[26, Th. 18.5] Sea C un conjunto convexo cerrado apuntado, y sea S

el conjunto de todos los puntos extremos y todas las direcciones extremas de C. Entonces

C = conv S.

Proposicion 0.16 [26, Cor. 18.7.1] Sea K # {0,,} un cono convexo cerrado apuntado.
Sea T cualquier conjunto de vectores en K tal que cada rayo expuesto de K es generado

por algun x € T. Entonces K = clconeT.

Definicidon 0.1 Un conjunto convexo poliédrico es aquél que puede ser expresado como
interseccion de un numero finito de semiespacios cerrados en R™; es decir, es el conjunto

de soluciones de algun sistema finito de desigualdades de la forma
<ai,a:> <b,1=1,2,...,p

Si ademads esta acotado, se denomina politopo.
Un conjunto cuasipoliédrico es aquél cuyas intersecciones no vacias con politopos

son politopos.

Proposicion 0.17 [26, Cor. 19.1.1] Un conjunto convexo poliédrico no vacio tiene un

numero finito de puntos extremos y direcciones extremas.

Proposicion 0.18 [26, Cor. 19.3.2] Searn Cy y C, conjuntos convexos poliédricos en

R™. Entonces Cy + Cs es un conjunto poliédrico.

Proposicion 0.19 [26, Th. 19.6] Sean Cy, Cs, ..., C,, conjuntos convexos poliédricos
no vacios en R*, y sea C' = clconv (Cy UCe U ... UCy,) . Entonces C' es un conjunto

convexo poliédrico.
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Proposicion 0.20 [5, Th.8.2] Sea C un conjunto convexo poliédrico en R" tal que
~

dimC' = n, y consideremos una representacion de C
{(a’,z) <b;, i=1,2,...,p}. 0.1)

Entonces las siguientes afirmaciones son ciertas:
14
()bdC = | JH,NC, donde H; := {x | {a',x) = b} ;

i=1
(i) si F' es una faceta de C (es decir, una cara de dimension n — 1), existira | €

{1,2,...,p} tal que F = H; N C;

(iii) cada conjunto H; N C es una faceta de C si y sélo si (0.1) es una representacion
minimal de C, es decir, un sistema de desigualdades de las que ninguna de ellas es

redundante.

Proposicion 0.21 [3, Ch.VII, Th.1.6] Un conjunto convexo no vacio C es

cuasipoliédrico si y solo si el cono de direcciones factibles
D(C,z):={y e R"|z+ Ay € C, paraalgan A > 0},

es poliédrico, para todo x € C.

0.2.2 Funciones convexas

Recordemos que a lo largo de esta memoria se consideraran funciones f : R —

R U {+o0} propias; es decir, dom f # 0.

Proposicidn 0.22 [26, Th. 7.6] Sea f una funcion convexa, y sea o € R, a > inf f.
Entonces los conjuntos de nivel convexos {z | f (z) < a} y {z | f(z) < a} tienen la

misma clausura y el mismo interior relativo, que son, respectivamente,

{z ] (clf)(z) <a}, {z€rint(dom f) | f(z) < a}.

Ademds, ambos conjuntos tienen la misma dimension que dom f.

Recuérdese que si f una funcion convexa , 0% (epi f) puede interpretarse como el

epigrafo de cierta funcidon convexa, llamada funcion de recesion de f, y denotada por
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f0*. Entonces, por definicion
epi (f0F) = 0" (epi f).

Proposicion 0.23 [26, Th. 8.5] Sea f una funcion convexa. Entonces, para todo vector

y € R", se tiene que

(f0%) (v) =sup{f(z+y)~ f(z) |z € dom [}.

Si f es cerrada, entonces fOT también es cerrada, y para cualquier v € dom f,

fOVviene dada por la formula

<f0+) (y) = sup f (LL‘ + )‘?j\) - f (33) ~ Jim f ("C + )‘U) — f (l‘)

A>0 A—+00 A

Recordemos que una funcion convexa [ se dice que es cofinita si es cerrada y epi f

no contiene semi-rectas que no sean verticales, es decir

(f07) () = +oo,

para todo y # 0,,.

Proposicion 0.24 [26, Cor. 13.3.1] Sea f una funcion convexa cerrada. Entonces f*

es finito-valorada, si, y solo si, f es cofinita.

Proposicion 0.25 (26, Th. 23.3] Sea f una funcion convexa y sea x € dom f. Si f no

es subdiferenciable en x, entonces debe existir un vector y tal que
fzy) = =f' (2 —y) = —o0.
De hecho, esto se verifica para cualquier y de la forma z — x, con z € rint (dom f).

Proposicion 0.26 {26, Th.23.4] Sea f una funcion convexa. Para un punto r ¢
dom f, Of (z) es un conjunto vacio. Para x € rint (dom f), Of (x) es no vacio, y

ademds

f'(z;y) =sup {(u,y) |ue df ()} = 6" (y| Of (z)).

Finalmente, Of (x) es un conjunto no vacio acotado (y, por lo tanto, compacto) si y sélo

si z € int (dom f), en cuyo caso, f'(x;y) es finita para todo y.
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Esta proposicion nos permite concluir que ;1 f es una funcion convexa finito-
valorada, para cada © € R”. Jf (r) es un conjunto convexo no vacio y compacto.

A continuacton veamos dos propiedades globales. En este punto sefialaremos que.
dado que las multifunciones que utilizaremos a lo largo de esta memoria estan definidas
en R”, y asignan subconjuntos de R". todos los conceptos y propiedades referidos a
multifunciones los particulizaremos a dicho contexto. Asi, recordemos el concepto de

rafo de una multifuncion p : R® = R", como el conjunto, en R* x R"®
g ) )

ephp = { (fz)
u

siendo dom p := {z € R"| p(x) # 0} el dominio efectivo de p.

r €domp, u€p (73)} .

Proposicion 0.27 [17, Ch. VI, Prop.6.2.1] Sea f es una funcion convexa finito-

valorada, definida sobre R™. Entonces gph 0 f es un conjunto cerrado en R™ x R".

Proposicion 0.28 [26, Th.24.7] Sea f una funcion convexa cerrada, y sea C un

conjunto compacto no vacio en int (dom f). Entonces el conjunto
of (C):=|J{0f (x). z € C}

es no vacio y compacto.

A lo largo de la memoria utilizaremos el siguiente resuitado de dualidad en la teoria

de los subgradientes.

Proposicion 0.29 [26, Th.23.5] Sea f una funcion convexa y sea x un punito

cualquiera. Las siguientes condiciones relativas a v son equivalentes:
@vedf(z);

(b) (z,v) — f(z) alcanza su supremo en z cuando z = x;

(©) f () + 7 (v) < (x,v);

(d) f(z) + /" (v) = (z,0).

Si (cl f) (z) = f (x), pueden afiadirse la siguientes condiciones a la lista anterior:
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@) x € 0f (v);
(b*) {z,u) — f*(u) alcanza su supremo en u cuando u = v;

@ vedldf)z).

En el Ejemplo 2.14 del Capitulo 2, nos interesara obtener el subdiferencial en el
origen de cierta funcion convexa. Debido a la extension de dicho calculo, hemos optado
por introducir en la presente seccidon una serie de ejemplos dirigidos a la obtencion del

mismao.

Ejemplo 0.1 Sea C es un conjunto convexo compacto no vacio, en R”, y consideremos

su funcion soporte
0 (u] C) =max {(u,z) |z € C}.

Podemos observar que y € 96* (0, | C) siy sélosi 0, € 96 (y | C) (hemos aplicado la
equivalencia entre (a) y (a*) en la Proposicion 0.29 ), y esto equivale a decir que, para

todo x € R™,
0(z|C)=26d(y|C),
0, lo que es lo mismo, y € C. Podemos afirmar, por lo tanto, que
96" (0, | C)=C.
Si, en particular, consideramos C = clB, dado que, para todo u € R,
6" (u| cIB) = max {{u,z) | z € cIB} = |Ju|f,
obtenemos

90l = 6% (0,, | cIB) = clB.

Proposicion 0.30 [26, Th.23.8] Sean fi, fa, ..., fm funciones convexas, y sea f :=
fi+ fa+ ...+ fm. Entonces

of (x) D 0fi (z) + 0fa(z) + ... + 0fn (),

para todo © € R". Si ademds los conjuntos convexos rint (dom f;),i = 1,2,....m
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tienen algun punto en comun, entonces
-

Of (x) = Ofs (x) + 0fs (x) + .. + Ofm ().

Proposicion 0.31 [26, Th. 23.9] Sea f (z) = h (Ax), donde h es una funcion convexa

definida en R™, y A es una transformacion lineal de R" en R™. Entonces
Of (x) D A*Oh (Az),

para todo x, siendo A* la transformacion lineal de R™ en R™ cuya matriz asociada
es la traspuesta de la matriz asociada a A. Ademds, si existe algun 1° tal que

Az? € rint (dom h) , entonces, para todo z,

Of () = A*0h (Ax) .

Ejemplo 0.2 Vamos a calcular el subdiferencial en el origen de la funcion convexa,

definida en R3,
f(z) == 1/2? + 3.
Podemos expresar esta funcion f (z) = ||Az||, siendo A la transformacidn lineal de
R3 en R? cuya matriz asociada es ( 0 (1) 8 ) . de acuerdo con la Proposicion 0.31,
10
tenemos que Jf (03) = A*0{|02]| , donde A* tiene como matriz asociada { 0 1
0 0
Hemos calculado en el Ejemplo 0.1 que d[|05] = {u e R% u2+ud <1}, de

manera que obtenemos

Of (03) = {veR v] +v5 <1, v3=0}.

Proposicion 0.32 [26, Th. 25.5] Sea f una funcion convexa en R™, y sea D el conjunto
de los puntos donde f es diferenciable. Entonces D es un subconjunto denso de

int (dom f), y su complementario en int (dom f) es un conjunto de medida cero.

Recordemos que un vector v se dice que es normal a un conjunto convexo C' en un

punto z € C si {y —z,v) < 0, para todo y € C. El conjunto de todos los vectores
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normales a C' en & es un cono, que se denomina cono normal a C' en x, y se representa

N(C,z). Es obvio que N(C,x) = D(C,x)°.

Proposicion 0.33 (26, Cor. 23.7.1] Sea f una funcion convexa, y sea x € int (dom f)
tal que 0, ¢ Of(x). Un vector v es normal a C .= {z | f(z) < f(x)} en x siy solo si

existe un escalar A > 0 tal que v € \Jf(x).

Otro cono que utilizaremos en esta memoria €s el cono tangente a un conjunto
convexo C'en x € C, T(C,z) := clcone(C — x), verificandose que T(C,x) =
N(C,z)°.

Proposicion 0.34 [17, Ch. VI, Th. 1.3.4] Sea [ una funcion convexa finito-valorada,
definida en R™, y consideremos un punto x € R" tal que 0, ¢ Of (r). Sea C =
{z| f(2) < f(x)}. Entonces

T(C,z) = {deR"| f'(x;d) <0}, (0.2)
it (T (C,z)) = {deR"| f (x;d) <0} #0. (0.3)

Proposicion 0.35 [26, Th.9.4] Sea {f;, t € T} una familia de funciones convexas
cerradas, definidas en R™. Si existe un punto z° tal que sup { f;(z"), t € T} < +o0,

entonces la funcion

fri=sup{f, teT}

es convexa propia y cerrada en R™ y, ademas
7 3

fot =sup{fi0*, teT}.

Proposicion 0.36 [17, Ch. VI, Cor. 4.3.2] Sean f1, fo, ..., fm funciones convexas finito-

valoradas, definidas en R™, y sea

f ‘= Inax {fbfZa eey fm} .
Sea S(z) = {i| f(z) = fi(x)}. Entonces

Of(z) = conv {U{@fi(x), i € S(x)}} .
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Ejemplo 0.3 Utilizaremos el Ejemplo 0.2 y la pgoposicion anterior para calcular el

subdiferencial en el origen de la funcion convexa, definida en R,

2

, Va2 +ad - (z, +
flx) = max{ ! 2 — (¢ +0) ,—T1,—To p .

Si denotamos por

Vai+al—(x, +z 1
file) = VOB L ),
folz) = —m,
f3 (ZU) = —Iy,
donde h (z) := — (x; + z4), obtenemos que, en virtud de la Proposicion 0.30 y del
Ejemplo 0.2,
1 pfml
8f1 (03) = 5 (Bg (03) + dh (03)) = —2- Uy — 1 u? + u% <1,
0
y por lo tanto
uy — 1 -1 0
df (03) = conv 3 u20—1 u%%—u% <1 U 8 , —(—)1

Proposiciéon 0.37 [17, Ch. VI, Lem. 4.4.1] Sea {f;, t € T'} una familia de funciones

convexas finito-valoradas, definidas en R™, y supongamos que
flz) =sup{filz), t € T} < 400,

para todo x € R". Si S(z) = {t € T| fi(x) = f(x)} es el conjunto de los indices

asociados a las restricciones sup-activas, se cumple

df(z) D clconv {U{c?ft(x), te S(x)}} :

Proposicion 0.38 [17, Ch. VI, Th.4.4.2] Con las mismas hipdtesis de la Proposicion

0.37, si ademdas T es un conjunto compacto (en algun espacio métrico), en el que la
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funcion t — f,(x) es semicontinua superiormente, para cada x € R", entonces

9f(z) = conv {U{@ft(:z:), te 5@:)}} .

Esta igualdad de conoce como férmula de Valadier.

Debido a la importancia de la funcidon supremo, damos otro resultado. que es védlido
sin necesidad de ninguna hipotesis, y que agranda en conjunto S(x) de manera que
también se consideran los indices asociados a las restricciones que son casi sup-activas.

Se define, por tanto, para cada x € R™ y un escalar 4 > 0 el conjunto

S5 (a) == {t € T| fi(x) > f (z) - 6}

Proposicion 0.39 [17, Ch. VI, Th. 4.4.8] Con las mismas hipdtesis que la Proposicion
0.37, para cada x € R",

df(x) = () cleonv {U{aft(y), te Ss(z), yea+ 513}} .

6>0

Definicion 0.2 Sea f una funcion convexa definida en R", y x € dom f. Un vector

u € R™ es un e —subgradiente, con € > 0, de f en x si
fy) = f(z) —e+{u,y—x), paratodoy € R".

El conjunto de todos los e—subgradientes se denota O.f (x).y se denomina

g—sudiferencial de f en x.

Si consideramos la funcion convexa
hy):=flx+y)—f(z),
cuya conjugada es
h*(u) = £ (u) + f (z) = (u, 7),,

tendremos que h* es una funcidon convexa cerrada no negativa, en R", con domh* =
dom f*, y que el conjunto de vectores donde h* vale cero es precisamente Of (x),

en virtud de la equivalencia entre (a) y (d) de la Proposicion 0.29. Observemos que
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w € 0:f (x) sty solosi P
e (uwy) —h(y),

para todo y € R™. Como el supremo de (u,y) — h (y) en y es h*(u), tendremos que

O.f () ={uedom f* | h"(u) <e&}.

En particular, obtenemos que d. f (x) es un conjunto convexo cerrado, y ademas

M 0.f (x) = Of ().

£>0

Proposicion 0.40 [28, Th.A] Sea {f;, t € T'} una familia de funciones convexas,
definidas en R™, y sea x un punto donde f := sup{fi, t € T} es finita y continua.

Entonces

Of (z) =) cleonv{d. fu(=), t € S.(x)}.

£>0

Proposicion 0.41 [23, Th.3.17] Sea f una funcion convexa cerrada, definida en R".
Entonces, dado un punto z° € dom f, dos escalares ¢ > 0y X\ > 0, y cualquier vector

u € 0.f (z°), existen € dom f y v € R" tales que
vedf @), flr—a"| <5 v Ju—vl <A

Este resultado constituye una versidn finito-dimensional del Teorema de Bronsted-

Rockafellar.

Completamos los principales resultados que se utilizaran sobre el subdiferencial de

una funcion convexa con su caracterizacion en términos de una propiedad de monotonia.

Definicion 0.3 Se dice que un subconjunto G C R” x R" es mondtono si
(v’ =o', 2* —z') >0,
o\ [2*
para todo par de puntos ( 1), < 2) en G.
v v

Definicion 0.4 Una multifuncion p : R* = R se dice mondtona si gph p en un

r

conjunto monotono. Una mutifuncion mondtona es maximal en D C R” si el conjunto
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monotono gph p N (D x R™) es maximal (respecto de la inclusion) en la familia de todos

los conjuntos monotonos contenidos en D x R".

Proposicion 0.42 [27, Th. 12.17] Si f es una funcion convexa, definida en R",
entonces la mutifuncion 0f : &t =3 Of (x) es mondtona. De hecho, una Juncion f
semicontinua inferiormente es convexa si y s6lo si O f es mondtona, en cuyo caso, Jf es

mondtona maximal en R™.

Definicién 0.5 Una multifuncion p : R" = R es semicontinua superiormente en el
sentido de Berge (usc, abreviado) en v € R™ si para todo abierto W en R"™ que contiene
a p(z), existe un entorno U de x en R” tal que p(y) C W, para todo y € U. Se dice

que p es usc en un subconjunto A C R™ si es usc en todo punto © € A.

Proposicion 0.43 [23, Lem. 7.7] Supongamos que D C R™ es un conjunto abierto,
que p : D = R" es una mutifuncion usc y mondtona, y que p(x) es un conjunto no

vacio, convexo y cerrado, para todo x € D: entonces p es mondtona maximal en D.

Finalizamos esta seccion estableciendo las conexiones existentes entre la
semicontinuidad superior y otra nocion de continuidad para las multifunciones, que

utilizaremos en el Capitulo 1.

Definicion 0.6 Una mutifuncion p : R = R™ es cerradaen v € R™ si para todo par
de sucesiones {xT}:Ozla {yr}?«il en R™, tales que lim, oo 2" = x’ y lim, oo Y™ = ,yO’

verificando y" € p(2"), 7 =1,2,..., entonces y° € p(x?).

Sefialaremos que el concepto de multifuncion cerrada en un punto (extraido de [4,
p. 25]) es equivalente al de semicontinua exteriormente en el punto, que se utiliza en [27]

(véase Def. 5.4).

Definicion 0.7 Una mutifuncion p : R* = R" es localmente acotada en z € R
si existe un entorno U de x en R" tal que p (U) := U {p(y),y € U} es un conjunto

acotado en R™.

Proposicion 0.44 [27, Th.5.19] Sea p : R™ =2 R™ localmente acotada en x € R™

Entonces p es cerrada en x si y solo si es usc en &y ademds p () es cerrado.
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0.2.3 Sistemas semi-infinitos de desigualdages

Dado un sistema consistente 0 = {f; (z) <0, t € T}, con conjunto de soluciones F,

para cualquier z € R™, definimos el siguiente subconjunto de indices:
T(7):= {t € T| /(%) = 0}.

Si una solucion z° de o verifica que T (z%) = (), entonces satisface estrictamente todas

las restricciones; es decir
fi (2°) <0, paratodo t € T,

decimos que el punto 2° es un punto de Slater de o.
y q p p

Si, ademads, todas las restricciones se cumplen con cierta holgura; es decir
fi (z°) < —¢, paratodo t € T,

y cierto numero real positivo ¢, z° se denomina punto fuerte de Slater para o (un SS-
elemento®, para abreviar). La existencia de puntos fuertes de Slater es una propiedad
que ya aparece en los origenes de la Programacidon Semi-Infinita (vedse, por ejemplo,
[6]), y juega un papel relevante en la estabilidad de un modelo lineal, como se pone en
evidencia en [15].

SiT € F, los indices en T'(T) son aquéllos asociados con las llamadas restricciones

activas en x. Por esta razon, se denomina cono activo en * & R™ al cono convexo

A(T) = cone <U (0£,3), t € T(f)}) .

En particular, para un sistema lineal, o = {(a;,z) < b;, t € T}, el cono activo en

T € R™ serd A(T) = cone{as, t € T(T)}, donde
T@) ={teT| {a,T) = b}

Proposicion 0.45 [14, Lem. 7.7} Sea o = { f; () < 0, t € T} un sistema consistente.

Entonces, para todo T € F,

D(F,T) C AZ)°. (0.4)

6 Del inglés, Strong Slater.
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Podemos observar que la inclusion (0.4) es equivalente a la inclusion A(T) C
N(F,T),donde N(£,T) es el cono normal a F'en 7.

Dado un sistema lineal consistente o = {{a:,z) < b, t € T}, con conjunto de
soluciones F\ se dice que (a,xr) < b es una consecuencia de o si la satisfacen todos
los puntos de F; es decir, {a,z) < b paratodo z € F. En relacion con este concepto,
el Teorema de Farkas Generalizado (véase, por ejemplo, [14, Th.3.1]) caracteriza las

desigualdades lineales (a,r) < b que son consecuencia de o, como aquéllas que

<Z) cclK,

donde K es el cono caracteristico de 7.y se define

K := cone { (Z;), te T, <01n>} .

Definicion 0.8 Un sistema lineal consistente o es localmente Farkas Minkowski

satisfacen

(abreviado LFM) en T € F si cualquier relacion consecuente de o que determina un
hiperplano soporte a su conjunto solucion F' es también consecuencia de un subsistema
finito.

En particular, si cualquier relacion consecuente de o es también consecuencia de

un subsistema finito, se dice que o es un sistema Farkas Minkowski (FM, abreviado).
Los sistemas FM pueden ser caracterizados en términos del cono K.

Proposicion 0.46 [14, Th.5.3 (i) y (iii)] Dado un sistema lineal consistente o, las

siguientes afirmaciones son ciertas:

(1) o es FM si y solo si K es cerrado;

(i) Si o es FM, entonces A (z)° = cl D(F,x), para todo x € F.

Proposicion 0.47 [14, Th.5.7] Un sistema lineal consistente o es LFM si y solo si,

paratodoT € F,
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Se dice que un sistema consistente o es gjustado, si para todo punto Z €
A, . . ’
bd F,dim A (Z) > 0. En virtud de la Proposicion 0.47, todo sistema lineal LFM sera

ajustado.

Definicion 0.9 Un sistema lineal consistente o se dice que es localmente poliédrico

(LOP, para abreviar) si, para todo T & F,
A(T)° = D(F,7).

Si o es LOP, el cono de direcciones factibles es cerrado en todo punto factible.

Proposicion 0.48 (14, Th.5.5] Sea 0 = {{a,x) < by, t € T} un sistema lineal

consistente no trivial. El conjunto de puntos de acumulacion de

G GG 0oy

se llama conjunto derivado D de o. Cada una de las siguientes condiciones es suficiente

para que o sea LOP:
(1) El sistema o U {(a,z) = b} es inconsistente, para todo (Z) € D,

(11) o es una representacion lineal ajustada de un conjunto cuasipoliédrico de dimension

completa.

Proposicion 0.49 (14, Th. 5.6] Las siguientes condiciones son necesarias para que un

sistema lineal o sea LOP:
(1) A(Z) = D(F,T)°, para todo T € F, siendo ademds un cono convexo poliédrico;

(i1) F' es un conjunto cuasipoliédrico y el conjunto de sus puntos extremos no posee

puntos de acumulacion.

Proposicion 0.50 [14, Th. 5.11] Cualquier conjunto convexo cerrado no vacio F C
R"™ puede ser representado linealmente mediante un sistema FM (y, en consecuencia,
LFM). Ademds, F admite una representacion LOP si y sélo si es un conjunto

cuasipoliédrico.
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Finalmente, utilizaremos las siguientes caracterizaciones de los puntos extremos
y las direcciones extremas del conjunto de soluciones /' de un sistema ¢ =
{{as,x) < by, t €T}, del cual se dice que verifica el supuesto de rango completo si
dimspan {a;, t € T} = n.

Una propiedad general basica de cualquier conjunto de soluciones F' de un sistema
lineal o = {{a;,z) < by, t € T'}, es que sucono de recesion es el conjunto de soluciones
del sistema homogéneo oo 1= {{a;,x) <0, t € T}. De esta manera, Tj (u) denotara el

conjunto de indices asociados a restricciones activas de oy en u € 0T F.

Proposicion 0.51 (14, Th.9.1(1)] Dado T € F, si dim A (T) = n, entonces T es un

punto extremo de F'. Esta condicion es también necesaria si o es LOP.

Proposicion 0.52 [14, Cor.9.2.2] Seau € 0T F, u # 0,,, y supongamos que se verifica
el supuesto de rango completo. Una condicion suficiente para que u sea una direccion
extrema de F es que dimspan {a,, t € Ty (u)} = n — 1. La condicion es también

necesaria si oy es LOP,
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Capitulo 1

Sistemas localmente Farkas-
Minkowski (LFM) en programacion
semi-infinita convexa

1.1 Introduccion

Dedicamos este capitulo al estudio de dos cualificaciones de restriccion en CSIP. La
primera de ellas, la cualificacion de restricciones LFM, fue introducida en la Seccion
7.5 del texto de Goberna y Lopez [14], donde se demuestra que la condicion KKT
es necesaria para la optimalidad cuando el sistema de restricciones es LFM.También
se prueba en [14] que la cualificacidn de restricciones de Slater es mas fuerte que la
LFM, verificAndose aquélla (véase [14, p. 163]) si las siguientes condiciones se cumplen

simultaneamente:
(1) T es un espacio topoldgico compacto Hausdorff;
(ii) la funcion (t,z) € T x R" — f;(z) es continua en 7" x R™;
(iii) existe un punto de Slater z°; es decir, f; (z°) < 0, paratodot € T

Cabe resaltar que la hipotesis de partida, tanto en Programacion Lineal Ordinaria,

como en el texto referido anteriormente y en el trabajo de Li et al. [19], dentro del
29
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contexto de la Programacion Semi-Infinita Convexa, e€ que todas las funciones convexas
involucradas en el problema son finito-valoradas. Con el mismo proposito de simplificar

los argumentos, aceptaremos esta misma hipodtesis de trabajo.

Seiialaremos, no obstante, que la extension de la propiedad LFM para sistemas
convexos de la forma o = {fi;(z) <0,t € T; x € C}, donde T es un conjunto de
indices arbitrario (posiblemente infinito), C' es un conjunto convexo cerrado de un
espacio vectorial topoldgico Hausdorff localmente convexo X y f; : X — RU {+o0}
es una funcion convexa propia semicontinua inferiormente, para todo ¢ € T, puede
encontrarse en ¢l reciente trabajo de Dinh, Goberna, Lopez y Son [8]. En dicho contexto,
se prueba en {8] que o es LFM en un punto factible a, si, y sélo si, para cualquier funcion
convexa cerrada f, continua en alglin punto factible, tal que a € dom f, la condicion

KKT es necesaria para que el punto @ sea una solucion del problema

(P) inf{f(z)| fi(x) <0, teT; z€C}.

Asi mismo, suponiendo que X es un espacio de Banach y las funciones involucradas
en el sistema son convexas y continuas en X, Li y Ng en [20] extienden la propiedad

BCQ asi como ciertas propiedades relacionadas que se introducen en [19].

El sumario del presente capitulo es el siguiente. En la Seccidn 1.2 se recordard
el papel de la propiedad LFM como cualificacién de restricciones dentro de la
Programacion Semi-Infinita Convexa, obteniéndose una caracterizacion geométrica de
los sistemas que satisfacen dicha propiedad. En las Secciones 1.3 y 1.4, analizaremos la
relacion entre dicha cualificacion y la semicontinuidad superior de las multifunciones
denominadas activa y sup-activa. Mencionaremos ya este punto que, asi como la
multifuncion activa esta relacionada con las restricciones activas en el punto considerado
z, la multifuncion sup-activa considera las restriciones cuyas funciones asociadas
coinciden en el punto con la funcién supremo de todas las funciones convexas
involucradas en el sistema de restricciones. Se pone, pues, de manifiesto, el importante
papel que jugara en esta secciones dicha funcion supremo. Ciertas condiciones que
conllevan el cumplimiento de la propiedad LFM se relacionaran estrechamente con un

comportamiento regular de la funcidén supremo, y posibilitaran la validez de la f6rmula
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de Valadier bajo supuestos bastante generales. En estas secciones, el conjunto de indices
no presentara ninguna estructura en particular.

La altima seccion estara dedicada a la segunda cualificacion de restricciones, cuya
formulacion sera de tipo Slater. y generalizard la condicion de Slater que aparece en
[14] y la que introducen Lopez y Vercher en [21]. Nuestra cualificacion se diferencia
de aquéllas en que se relaja el requisito de que el conjunto de indices sea compacto. No
obstante, se requerira, en nuestro caso, cierta estructura para ', y como veremos, nuestra
cualificacion implica a su vez la cualificacion de restricciones LEM.

En cada seccion, presentaremos ejemplos que clarificaran la necesidad de algunas

hip6tesis adicionales para el cumplimiento de los resultados obtenidos.

1.2 Sistemas LFM

Consideremos el Problema de Optimizacion Convexa

(P inf {g(z)| fe(z) <0, t €T},

donde las funciones gy ft, t € T, son convexas finito-valoradas, definidas en R" y, por
lo tanto, para todo t € T, O f: (T) es un conjunto no vacio compacto, para todo 7 € R™.
El sistema de restricciones de (P) se representa 0 = {fi(z)<0,teT},y F

representara el conjunto factible.

Definicion 1.1 Se dice que la condicion Karush-Kuhn-Tucker (condicion KKT) se

satisface en un punto T € F si

9@ [ J{-A@)} # 0,
0, equivalentemente, si existe X € RSLT), tal que supp (X) C T(Z), cumpliendo la
condicion

0, € 99(T) + > _ NOf:(T).

teT

En la Seccion 7.5 de [14], se demuestra que la condicion KKT en T € F

implica la optimalidad en dicho punto. Para lograr que la condicion KKT sea también
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una condicidn necesaria de optimalidad, es neces?rio exigir alguna cualificacion de
restricciones. En esta misma referencia, se dice que un sistema o es LFM en 7 € F

si
A(T) = D(F,T)°,

y se dice que o es LFM si lo es en todo punto factible.

En virtud de la Proposicion 0.45, siempre podemos garantizar, para todo 7 € F)
A(T) C D(F,T)°.

Esta inclusidon puede ser estricta, como ocurre en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1 Consideremos el sistema en R, 0 = { fi(xz) <0, t € T}, donde

0, stz <0,
fi(z) = teT:=12,3].

zt, siz >0

Puede comprobarse que F' =] — 00,0]. Para T = 0, obtenemos que D(F,T) =
] — 00,0}, y por lo tanto D(F,%)° =|0,+oc], mientras que T (Z) = T y A(T) =
cone{0} = {0} .

El Teorema 7.8 de [14] demuestra que si Z es una solucion optima del Problema de
Programacion Semi-Infinita (P), cuyo sistema de restricciones es LFM en T, entonces
la condicidn KKT se satisface en dicho punto, de manera que la propiedad LFM puede,
efectivamente, considerarse como una cualificacion de restricciones.

El objetivo de este capitulo serd proporcionar un estudio mds profundo de la
propiedad LFM. Comenzaremos con el siguiente resultado, que se establece, sin prueba,

en [14, Sec.7.5].

Lema 1.1 El sistema de restricciones de (P) es LFM en todo punto de int F.

Demostracion. Si T € int F, claramente D(F,Z) = R", y por lo tanto D(F,T)° =
{0,}. En el caso de que T sea un punto de Slater de o, A(T) = {0,}, y se verificara
la igualdad. Si ocurriera que 7(Z) # @, tomemos un vector u € 9f,(T), para un cierto

indice t € T(Z). Dado que T € int F, vamos a considerar un escalar § > 0 tal que
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7 + du € F. Entonces
0> fi(+du) = £, (@) + 0 full® = 6 ful]*,

y esto implica que v = 0,,. Por lo tanto, A(T) = {0, } una vez mas. u

La consecuencia directa de este lema es que la propiedad LEM debe investigarse
unicamente en los puntos frontera del conjunto factible. Si o es LFM en 7 € bd F,
tendremos que A(T) # {0,}, ya que D(F,T)° # {0,}; es decir, existen restricciones
activas en T, verificando alguna de ellas que el conjunto Jf;(T) es distinto de {0, }. Ello
a su vez implica que todo sistema LFM es ajustado.

A continuacion, vamos a obtener una caraterizacion parcial de esta propiedad, que
posee un claro significado geométrico. Vamos a denotar por (Pg), al subproblema de (P)

asociado a un subconjunto § de 7"
(Ps) Inf g(z) st fi(z) <0,t€S.

El conjunto factible de (Pg) serd denotado por Fs.

Lema 1.2 Si el sistema de restricciones de (P) es LFM en T € bd F, entonces, para
todo a # 0, tal que F estd contenido en el subespacio {x € R" | (a,z) < (a,T)},
existird un subconjunto finito S C T, de manera que Fs también esta contenido en

dicho subespacio. El reciproco es cierto si o posee algun punto de Slater.

Demostracidon. Supongamos, primeramente, que 0 ¢s LFM enZ € bd F, y que F
C {x € R" | (a,z —F) < 0}, para cierto vector a # 0,. Entonces a € D(F,T)°
y, por lo tanto, a € A(Z), de manera que existe un subconjunto finito de 7', S =
{t1,ta,....,ts} C T(Z), ciertos vectores u' € Of,(T), i = 1,2,...,k, y escalares
positivos Aj, Ao, ..., Ag, tales que a = i \ut. Si z € Fg, podemos escribir, para

=1
i=1,2, ..k
0> ful@) > fu(@) + (W2 —F) = (', —F)

Multiplicando por J;, y sumando todas las desigualdades, para: = 1,2, ..., k, llegamos

aque (a,z — ) < 0; es decir, Fs C {z e R" | (a,z) < {(a,T)}.
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Reciprocamente, si la propiedad considera({a se cumple, y o posee algun punto
de Slater, tomemos a € D(F.7)°\ {0,}, y comprobemos que a € A(Z). Dado
que F C {z € R" | (a.x) < {a,T)}, por hipdtesis, existe un subconjunto finito
S = {ti,to,...,ty} C T talque Fg C {x € R* | (a,z) < (a,T)}. Esta inclusion
es equivalente a afirmar que la funcidn lineal (—a, z) alcanza un minimo sobre Fy en
Z. de acuerdo con el Teorema de Kuhn-Tucker (véase, por ejemplo, [26, Cor. 28.3.1]),

tenemos garantizada la existencia de escalares no negativos A;, ¢ = 1,2, ..., k, tales que

k
0, € {~a} + Y A0f.(T),
i=1
y ademas
M, fe,(T) =0, 1 =1,2.....k (condicion de complementariedad).
En otras palabras, hemos llegado a la conclusion de que a € A(Z), debido a la condicion

de complementartedad. |

La existencia de puntos de Slater es necesaria para obtener el reciproco del lema,
como muestra de nuevo el Ejemplo 1.1. Podemos observar que Fs = F| para cualquier
subconjunto no vacio de indices S, y la condicion del lema se cumple trivialmente en
T = 0, a pesar de que el sistema o no es LFM en dicho punto. Ello se debe a que ningtin

punto factible es un punto de Slater.

1.3 La multifuncion de las restricciones activas

Definicion 1.2 En relacién con el CSIP (P), A : R® = R", que asigna a cada punto
Z € R™ el conjunto A(T) NS, donde S denota la esfera unidad para la norma euclidea,

se llama la mutifuncién de las restricciones activas.

El siguiente teorema muestra que la cualificacion de restricciones LFM puede ser
"casi" caracterizada en términos de la semicontinuidad superior de .4 en £ Para ello,

introducimos la funcidn supremo

f(z) :=sup{fi(z), t€T}.
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Dado que estamos tratando con sistemas consistentes, la funcion f es una funcién

convexa y cerrada, verificando ademas que el conjunto factible /' coincide con el

conjunto de nivel { € R | f(z) < 0}. Veamos, previamente, el siguiente lema.

Lema 1.3 Sea o = {fi(x) <0, t € T} un sistema convexo consistente. Entonces A es

usc en todo punto @ € int F.

Demostracion. Sea T < int F. Tomemos un escalar 6 > 0, de manera que T + 0B C
int F. Como A(x) C D(F,z)° = {R"}° = {0,,} , paratodo x € T + JB, tendremos que

A(z) = A(x) N'S = B, con lo que A es trivialmente usc en T. [ |

Teorema 1.1 Sea o = {fi(x) < 0, t € T} un sistema convexo consistente. Las

siguientes afirmaciones son ciertas:
(1) Si o es LEM, entonces A es usc en F.

(i) Si A es usc en F, A(z) es cerrado para todo x € F, F C int(dom f) y o posee un

SS-elemento 1°, entonces o es LFM.

Demaostracion. (i) Por hipotesis se verifica D(F,z)° = A(x) para todo z € F.
Supongamos que A no es usc en cierto punto T € bd F (en virtud del Lema 1.3, A
serd usc en int F'). Entonces existira un conjunto abierto, W conteniendo A(T), y una
sucesion {x"}2, < R" convergente a T tal que A(z") no esta contenido en W, para

todo r € N.

Para cada r € N, elegimos un elemento a” € A(z")\W; es decir, a” € A(z") NS
y a” ¢ W. Entonces, como a” € A(z"), podemos tomar A" € Rf(zr)) tal que
a = > Nuj, (1.1)
teT(ar)
donde u] € dfi(z"), para todo r € N. Nétese que, aunque en principio, algunos de
estos vectores pueden pertenecer al mismo conjunto subdiferencial 0f;(z"), debido a
la convexidad del mismo, los podemos agrupar y considerar un Unico vector en dicho

conjunto.
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También podemos observar que I
(a",z) < (a’,27), (1.2)
se satisface en todo punto x € F. De hecho, sit € T(z")yz € F,
02 fi(z) 2 filz") + (uf,z — 2") = (uj,z — ")

Muitiplicando por A; y sumando ent € T'(z"), obtenemos (1.2), habida cuenta de (1.1).

Como |la"|| = 1, para todo r € N, podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que lim, ., a” = a, y tomando limites en (1.2), para cada punto fijo z € F’ llegamos a

que {(a,z) < {(a,T) . Por lo tanto,
a€(F—-T)°’NS=D(F,T)°NS=A(Z)NS CW,
lo que contradice que a” ¢ W, para todo 7.
(1) Realizaremos la demostracion en varias partes:
Parte 1. Primero probaremos que, bajo nuestras hipotesis,
bd F = {z € R" | f(z) = 0},

y que int F* # (.

Elijamos z tal que f(Z) < 0, por ejemplo, un SS-elemento. Como Z € F C
int(dom f), f sera continua en 7, de manera que existe un entorno de Z, U, verificando
que f(xz) < 0six € U, es decir, T € int F. Por lo tanto, si T € bd F, necesariamente
/(@) =0.

Reciprocamente, si f(7) = 0y Z € int F), aplicando la Proposicion 0.2, existira un

escalar A > 1 tal que
z(A) = (1-Nz"+ )T € F, (1.3)
y, por lo tanto, f(z(A)) < 0. Debido a la convexidad de f,
0 = flz)=f (-/1‘:1:()\) + (1 - :1\—) SEO> (1.49)
1 1 0
< ;ﬂﬂ»%+@—;>f®)<&

lo que constituye una contradiccion.
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Parte 2. A continuacion, probaremos que si T € bd F, entonces A(Z) # 0.
Por reduccion al absurdo, supongamos que A(Z) = (. Debido a la hipotesis de
semicontinuidad superior de A en 7, llegamos a que A(z) = (), para todo punto

en cierto entorno U de 7.

Por otro lado, como T € bd F, podemos encontrar una sucesion {z"}>°, C R"\ F
convergente a T y un indice f, € T asociado a cada z" tal que f; (z7) > 0, para todo

r € N.

Si f;.(T) = 0 para alguno de estos indices ¢,, como existe un SS-elemento, Z no

seria un minimo global de f;_, en cuyo caso 0,, ¢ 0f; (T), y por lo tanto,

0+ (R,0f;, () NS CA®)

Il

2,

y obtenemos una contradiccion. Esto nos permite concluir que f;, (Z) < 0, para todo
r € N. En virtud del Teorema de Bolzano, para cada r € N, existe un punto 3" €]7, z"|

verificando f;, (y") = 0, de manera que ¢, € T'(y"), y por lo tanto

0 #(RLOf, (¥)) NS CAY").

Pero lim,_, ¥" = T, por lo tanto, a partir de cierto ro, ¥ €U y debe ser A(y") =, lo

que supone una nueva contradiccion.

Parte 3. Probemos, razonando por reduccion al absurdo, que o es LFM en un punto

cualquiera T € bd F.

Supongamos que A(T) & D(F,7)°. Descompondremos la prueba en varias partes,

debido a la extension de la demostracion.

3.1) Dado que int /' # @, En virtud de la Proposicion 0.8, aplicada al conjunto

convexo cerrado [ — T, tenemos
lineality (D(F,Z)°) = lineality((F — %)°) =n — dim(F — T) =0,

y, por lo tanto, D(F,7)°, asi como A(ZT), son conos cerrados y apuntados, distintos
del vector nulo. Aplicando la Proposicién 0.16, existira un vector v € D(F,T)°, que
genera un rayo expuesto de dicho cono, y ademas v ¢ A(Z) (pues, de otro modo, ambos

conos coincidirian). Por la definicion de rayo expuesto, existira un hiperplano no trivial,
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soporte a D(F,T)°, que pasa por el origen, H := {# € R" | {(d,z) = 0}, de manera que
{MAW|X>0}=D(F,T)°NH.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que ||d|| = 1, y como consecuencia de lo

anterior
(d,v) =0,
y, ademas
(d,z) <0, paratodo z € D(F,Z)°\ {\v | A > 0}. (1.5)
En particular,
(d,a) <0, paratodo a € A(Z) \ {0,}. (1.6)

Por otro lado, como v € D(F,Z)° = N (F,ZT),y F ={z e R"| f(z) < f(T)},
la existencia de un SS-elemento asegura, en virtud de la Proposicion 0.33, la existencia

de un vector @ € 9f(Z) y un escalar A, > 0 tal que v = A\, u. Tenemos, entonces

(d, 7)) = 0. (1.7)

3.2) En este punto, vamos a explotar la semicontinuidad superior de A en T. Dado
que A(T) es cerrado, A(Z) es compacto, y (1.6) implica la existencia de un § < 0 tal

que
(d,a) < B, para todo a € A(T). (1.8)
(Podemos tomar, por ejemplo, 8 = 3 max{(d,a) | a € A(T)}).
Vamos a considerar el conjunto abierto
W= {y e R"[{d,y) < B}.

Entonces, (1.8) puede expresarse como A(Z) C W. La semicontinuidad superior de A
en T implicara la existencia de un entorno de 7, U, verificando
(d,a) < B, paratodo a € A(z)y paratodox € UNbdF. (1.9)

»

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que U es compacto, suficientemente
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pequefio para asegurar que U C int(dom f). Ademas, como T € Uy f (%) > f(a").
por la continuidad de f en U, podemos también suponer que f(z) > f (z°), para todo

x € U (pues, si fuera necesario, tomarfamos un entorno mas pequerio).

Si denotamos por

M (z) := conv (U{@ft(fr), t € T(T)}) ;

es evidente que A(x) = R, M (x). Ademas, si x € bd F, f(x) = 0, y la Proposicion
0.37 garantiza que M (z) C 0f(z), de manera que A(x) C R,Of(z). Asi pues, para
todo z € U N bd F, y cualquier vector a € A(x), existira un escalar positivo A, y un
vector u, € Jf(x) tales que a = A,u,. Claramente, |[u,| = 1/, y las desigualdades

en (1.9) nos llevan a que

(dyua) < B/Aa < Binf{|lull | € 9F(U)}, (1.10)

donde Of(U) := U{df(z), x € U}. Debido a las propiedades que posee el entorno
elegido U, la Proposicion 0.28 garantiza que 0 f(U) es un conjunto compacto no vacio,
tal que 0,, ¢ Of(U), pues f (z) > f(x°), paratodo x € U. Por lo tanto, se alcanza el

infimo que aparece en (1.10), y podemos denotar
v :=min{|jul| | v € af(U)} > 0.

Ahora, (1.10) permite establecer que, para todo x € U Nbd F, y para todo a € A(z),
existe u, € df(x) tal que

(d,ug) < By <0. (1.11)

3.3) Como consecuencia, de nuevo, de la Proposicion 0.33,
D(F,T)° = N(F,T) = R,.0f(T).
Si recuperamos las desigualdades de (1.5), podemos escribir
(d,z) <0, paratodo z € Of(Z)\{ \u | A > 0}. (1.12)
A partir de (1.7) y (1.12), y aplicando la Proposicion 0.26, obtenemos

f'(z;d) = max{(d, 2) | z € 8f(z)} =0,
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y, de acuerdo con la relacion (0.2) en la Proposicion 0.347, llegamos a que

d € bd(T(F,7)). (1.13)

3.4) Como consecuencia de (1.13), probaremos que existe una sucesion {x" }°

r=1
bd £\ {T} convergente a T, verificando

lim —— Y — g (1.14)

r= ||lz7 — 7|

Vamos a proceder considerando las siguientes posibilidades:

Caso 1. Supongamos que existe un a > 0 tal que el segmento [T, T + ad] C bd F.

En este caso, es suficiente con tomar 2" := T + (a/r)d, para todo r € N.

Caso 2. No existe ningiin « > 0 verificando [Z,T + ad] C bd F. Ahora bien, la
relacion (0.3) en la Proposicion 0.34 garantiza la existencia de una sucesion {d"}?2, C

D(F,T) convergente a d. Claramente, podemos suponer que ||d"|| = 1, para todo r € N.

En esta situacion, si existiera algun « > 0, verificando que f(ZT+ad") < 0, para todo
r € N, al ser f una funcion convexa, tendriamos que [Z,Z + ad”] C F, para todo r € N,
y, tomando limites, [T, T + ad] C F. Ademas, si para algun aq €]0, o] se verificara que
T + aod € int F, d no podria pertenecer a bd(T'(F, T)), lo cual contradice (1.13). Por
lo tanto, [Z, T + ad] C bd F, y esta posibilidad queda excluida en el Caso 2. De manera

que no existe ningun escalar positivo « tal que f(Z + ad™) < 0, para todo r € N.

Podemos, por tanto, tomar « = k!, k = 1,2,..., y elegir un 7 tal que
f(T + £d™) > 0. Definiremos oy, := 1/k, en el caso de que f(T + £d™*) = 0. Si
ocurriera que f(T + %d’”’“) > 0, como d™ es una direccion factible en T, podemos
encontrar, a partir del Teorema de Bolzano, un escalar positivo ax (ar < 1/k) tal que
f(Z + axd™) = 0. Repitiendo el procedimiento para o = (k + 1)~!, pero empezando
en el término r; + 1, garantizamos que 7y, > 7%, Y, al mismo tiempo, tenemos que

(07790 < (k + 1)——1.

Definiendo z™ := T + o4d™, k = 1,2,..., entonces {z™}32, C bd F, pues

¥

Aunque la hipotesis en esta proposicion es dom f = R™, la demostracion s6lo requiere la finitud de f en uh entorno
de T, y esto es cierto, en nuestro caso, pues T € int(dom f).
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%) =0,y limy .o 2™ =T, yaque |[d™] = 1y ar < 1/k. Ademas,
£ y

'k — 7

lim —————— = lim d"™* = d.

k—o0 Hx’"k — 1‘” k—o0
En cualquier caso, hemos probado la existencia de una sucesion con las propiedades
mencionadas, que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que esta contenida en

el entorno U.

3.5) En esta ultima parte de la demostracion, aplicaremos la monotonia de la
aplicacion subdiferencial, en virtud de la Proposicion 0.42. Para cada punto =" de la
sucesion construida en 3.4), tomemos un vector arbitrario a” € A(z"), y el subgradiente
asociado u,r € Jf(z"), que hemos considerado en (1.11). Para Z, tomaremos el
subgradiente @ € 9f(T), que aparece en (1.7). La monotonia de df implica que, para

todo r € N,
(Ugr —w, " —T) >0,

y también que, para todo r € N,
<u—u-_L—_-§_—> > 0. (1.15)
27 —Z||

Como {ug}2, C df(U), existird un punto de acumulacion @ , y podemos escribir,
sin pérdida de generalidad, que, lim,_, o, 1, = u. Tomando limites en (1.15), y teniendo

en cuenta (1.7), obtenemos

lim < W_—_> > lim <— _:_> =0 (L16)

r—00 T’ — EH r—00

Finalmente, (1.11) y (1.16) nos llevan a

0 = (7.0,) = lim <W_—_ d>

oo\ a2
> — lim (ug,d) > =3y >0,
r—00
obteniendo la contradiccion deseada. [ |

Observacion 1.1 Volviendo al Ejemplo 1.1, nos damos cuenta del importante papel

que desempeiia la existencia de un SS-elemento para el sistema. En dicho ejemplo,
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tenemos que P
[2,3), siz <0,
T(x) =
0, siz >0,

y, consecuentemente, A(x) = {0}, para todo 2 € R. Por lo tanto, A(z) = 0, para todo

x € R,y Aes, trivialmente, usc en F|, a pesar de que 0 noes LFMen 7 = 0.

1.4 La multifuncidén de las restricciones sup-activas

Debido a la estructura, algo complicada, de T'(T), nos interesaria obtener un subconjunto
de indices alternativo, que, ocasionalmente pudiera ser mas cémodo de manejar que
T(Z). Este otro conjunto serd S(ZT), relacionado con la funcién supremo f(z) =
sup {fi(z), t € T'}. Para todo T € R", recordemos que las restricciones sup-activas

en T son aquéllas asociadas los indices del conjunto
S@):={teT| £(@) =@}

Definicion 1.3 En relacién con el CSIP (P), B : R™ == R", que asigna a cada punto

T € R™ el conjunto convexo cerrado (posiblemente vacio)

B(Z) := clconv (U {0fi (%), t € S(T)}) ;

se llama la mutifuncidn de las restricciones sup-activas.

En el caso lineal, B(T) = clconv {as, t € S(Z)}.
B nos va a permitir obtener un resultado homologo a la proposicion (ii) en el
Teorema 1.1, incluyendo como consecuencia, una formula del tipo Valadier. Para tales

propdsitos, recuérdese que, en virtud de la Proposicion 0.378,

B(z) C 0f (7). (1.17)
Teorema 1.2 Sea 0 = {fi(z) < 0, t € T} un sistema convexo consistente,
y consideremos la funcion supremo f(x) = sup{fi(z), t € T}. Supongamos que

Aunque esta proposicion tiene como hipotesis de partida que f sea finito-valorada, sélo es necesario que, para algin
punto z® € R, f (:cﬂ) < 400, siendo €ste nuestro caso, pues tratamos con sistemas consistentes.
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F ¢ int(dom f). Entonces, si la mutifuncion B es usc en int(dom f) y B(x) # 0 en

cualquier punto de este conjunto, se verifica:

() 0f(T) = B(T), paratodo @ € int(dom f); es decir, la siguiente formula tipo Valadier

se cumple:
0f(7) = cleon (| J{0£(@), t € S@)}).

(i1) Si, ademds, el cono activo, A(T), es cerrado para todo T € F,y o posee un SS-

elemento, el sistema o es LFM.

Demostracion. (i) En virtud de la Proposicion 0.42, la mutifuncion 0 f es mondtona,
y debido a la relacion (1.17), B también es monotona. Esto, a su vez, implica que ambas
multifunciones son monotonas en el conjunto abierto D := int(dom f), que es no vacio,

pues contiene a F'. Ademas, se verifica que
(gphdf) N (D x R") D (gph B) N (D x R").

Por otro lado, al cumplirse todas las hipdtesis de la Proposicion 0.43, tendremos que B

es mondtona maximal en D, por tanto, podemos concluir que
(gphdf) N (D x R") = (gph B) N (D x R"),
y ello implica que, para todo T € D,
df(T) = B(T).
(ii) Probaremos que, para todo T € bd F, se cumple que D(F,Z)° C A(Z). De
hecho, si z° es un SS-elemento de o, se tiene que f(z°) < 0. Como f(T) = 0 (vease

la Parte 1 en la demostracidon del apartado (ii) en el Teorema 1.1), la Proposicion 0.33

garantiza que
D(F,7)° =R, 0f(T) = R, B(T). (1.18)
Ademas, como

conv (U (8f(T), t € S(f)}) C A(T),
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al ser A(T) cerrado, tenemos que ~

B(T) = clconv <U {0f(T), t € S(T)}) C A(@),

y, consecuentemente, R, B(Z) C A(T). Asi pues, obtenemos de (1.18) la inclusion

deseada. n

Observacion 1.2 La proposicion (i) del Teorema 1.2 requiere de la existencia de un
SS-elemento para el sistema o. El siguiente ejemplo muestra que no podemos eliminar

dicho requerimiento de las hipotesis:

Ejemplo 1.2 Consideremos el sistema, en R,
o= {2tz <t teT},

con T = [0, +00[. Se puede comprobar que

0, siz<0,

f (%) = sup {2tz — *, teT}:{ i

x®, six >0,

y el conjunto solucion F' =] — o0, 0], verificandose que o no es LFM en T = 0. De hecho,
tenemos que T(T) = S(Z) = {0} y A(Z) = {0} & [0, +o0[= D(F,T)°. Ademas, A(z)
es el conjunto cerrado {0}, para todo = € F'. Asi mismo, se puede obtener

S(z) = {0} y B(z) = {0}, siz <0,

S(z) = {z} yB(z) = {2z}, siz>0.

A pesar de la semicontinuidad superior de B en R, la propiedad LFM no se verifica,

debido a la ausencia de SS-elementos para el sistema.

Observacién 1.3 La semicontinuidad superior de B en int(dom f) no implica que el

conjunto

B'(T) := conv (U (0f,(T), t € S(E)})

sea cerrado, para todo T € int(dom f), como muestra el siguiente ejemplo. Esta

circunstancia justificaria el hecho de tomar la clausura en la definicion de B(Z).
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Ejemplo 1.3. Seac = { f.(x) <0, t € T} el sistema, en R, formado por los siguientes

grupos de restricciones

T, stz < t2/(2t + 1),
t €0, 400 filz) =< (2t+2)x—t* size|t?/(2t+ 1), 1],
z? + 2z, stz > t,
y
x, siz <0,

te} - 170} : ft(x) =
(1 ~t)z, siz>0.

Se obtiene que F' = ]—00, 0], y ademas

z, siz <0,

f@)=$m{ﬂ@%t€T}:{

% + 2z, sixz >0,
de manera que dom f = R. Se puede verificar de forma sencilla que
S(z)=TyB(z)= {1}, siz <0,
5(0)=TyB'(0)=[1,2],
S(z) =|0,z]y B'(z) = {22 + 2}, siz>0.

Claramente, B es usc en R, a pesar de que B'(0) no es cerrado. Obsérvese, ademas, que

df(0) = [1,2], y que o posee SS-elementos.

Observacion 1.4 La propiedad LFM no implica la semicontinuidad de B en F) en

contraste con el Teorema 1.1 (i).

Ejemplo 1.4 El sistema que vamos a considerar es el mismo del Ejemplo 1.3, pero
excluyendo el segundo grupo de restricciones; es decir, aquéllas asociadas con los
indices en el intervalo | — 1,0]. Asi, el conjunto de indices T =]0, +o0.

De nuevo obtenemos que £ =] — oo, 0], y la funcién supremo coincide con la del

sistema del Ejemplo 1.3. Ademas, para T = 0, T(T) = S(Z) = T, por lo tanto
A(Z) = [0, +o00[= D(F,Z)°.

Asi pues, o es LFM. Sin embargo, B(Z) = {1}, mientras que B(z) = {2z + 2}, cuando
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o
x > 0. De manera que Bnoesuscen® = 0.

Observacion 1.5 La semicontinuidad superior de B en int(dom f) no asegura que los
conjuntos B(Z) sean no vacios en los puntos de este conjunto, por lo que debe incluirse

como una hipdtesis independiente.

Ejemplo 1.5 De nuevo consideramos el sistema o del Ejemplo 1.3, ahora excluyendo
las restricciones del primer grupo, correspondientes a los indices en el intervalo |0, +oo[.
El conjunto de indices T = |—1, 0] .
Nuevamente, tenemos que F' =| — oo, 0], siendo ademas
r, sizx<0,
flz) =sup{fi(z), t € T} ={ :
2¢, stz > 0.
Obtenemos que
S(x) =TyB(z)= {1}, siz<0,
5(0) =Ty B(0) = 1,2],

S(z) =0y B(x)

@, siz > 0.

B es usc en int(dom f) = R, pero B(x) es vacio en los puntos del intervalo |0, +o00f.

1.5 La cualificacion de restricciones de Slater
generalizada

Vamos a presentar una nueva cualificacion de restricciones, que también asegura un
comportamiento regular de la funcién supremo f(z) = sup {fi(z), t € T'} . Para tal fin
exigiremos que el conjunto de indices T" sea un espacio topoldogico. A lo largo de esta

seccidn, utilizaremos el conjunto de indices asociados a las restricciones p—activas

T.(z):={t€T| f(T) 2 —p},

donde y¢ > 0. Claramente, si T € F,

(@) = To(®) = () Tu(@).

p>0
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Definicidon 1.4 Decimos que la cualificacion de restricciones de Slater generalizada se

satisface en un punto T € bd F si se verifican las siguientes condiciones:

(i) Para cada x € R" la funcion t — f(x) es semicontinua superiormente y. en

particular, t — f,(T) es continua;
(i1) existe un SS-elemento;
(iii) la funcion supremo f es continua en T;

(iv) existe cierto escalar u, > 0 para el cual T, (T) es no vacio y compacto.

Ho

Teorema 1.3 La cualificacion de restricciones de Slater generalizada en T € bd F

implica que el sistema de restricciones de (P) es LFM en 7.

Demostracién. Como consecuencia de (iit), si Z € bd F' entonces f(T) = 0, siguiendo

el mismo argumento utilizado en la prueba del apartado (i1) del Teorema 1.1.

En virtud de la Proposicion 0.40, tenemos

of(T) = m cleonv {0, fi(T), t € T,(Z)}, (1.19)

#>0
donde 0, f;(T) es el p—subdiferencial de la funcion f; en el punto Z. Procederemos
demostrando, en varias etapas, que la formula de Valadier se cumple; es decir, 9 f(T) =

conv C(T), donde

C@@) = J{0f@), te T@)}.

En una primera etapa estableceremos que T'(Z) # (. Dado que

0= f(@) =sup{fi(@), t € T} =sup {fu(T), t € T,(T)},

y T,,(T) es compacto, la hipdtesis de continuidad establecida en la condicién (i) nos
asegura la existencia de un indice ¢t € T, (Z) tal que f,() = 0. En consecuencia,
T(z) #0.

Dado que, de acuerdo con la Proposicion 0.37, convC(Z) C Of(Z), vamos a

demostrar la inclusion contraria. Para ello, primero veremos que todos los conjuntos

CH(?E_) = U {8uft(f)’ te Tu(T)}
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estan acotados, con 1 > 0. De hecho, si C,,(T) no estuviera acotado, para cierto u > 0,
existiria una sucesion {u" }22, C C,(T) tal que lim,_,, ||u"|] = +oo. Por lo tanto, puede
encontrarse una sucesion asociada {t,}>°, C T,(Z) verificando v € 9, f;.(T) (algun
indice ¢, puede aparecer repetido). En virtud de esto, podemos establecer que, para todo

x € R™,
fi.(x) = fi(T) + (", 2 =) — p. (1.20)
Para cada r € N, consideremos
=T 40 |

donde el escalar 6 > 0 se toma sufientemente pequefio para garantizar que f(z) < M

cuando x € T + d cl B (recuérdese que la funcion f es continua en 7). Obtenemos

M = f(@") 2 fi,(z") > fi.(@) + 6 7| —
> 2p+ou.

La ultima desigualdad constituye una contradiccion cuando hacemos que r tienda a

infinito.

Debido a la hipétesis de continuidad de la condicion (i), los conjuntos 7,,(Z) son
cerrados, para todo p > 0,y como 7,,(Z) C 7T,,(Z), cuando 0 < p < g, tendremos
que 7),(Z) serd compacto, cuando 0 < o < p,. Asi, nuestro siguiente paso se dedicard a
demostrar que C,(7) es cerrado cuando 0 < y < p,. Para tal fin, tomaremos las mismas
sucesiones que en el paso anterior (es decir, {u"}22, C C,(T) y {t"}2, C T,(T)), ¥y
supongamos que lim,_,., u” = u°. La compacidad de T,(T) garantiza la existencia de
una subred {¢,,a € A} convergente a t, € T,(). La condicidn (i) nos permite escribir,

para cada x € R”,

fto(x)

v

limsup fi, ()

acA

> lim sxp{fta (@) + (u*, 2~ T) — p}

Jio @) + (u, 2 — §> - i,

y, por lo tanto, C,,(Z) es cerrado, ya que u° € 9, f;,(T).

-

Debido a la compacidad de C,,(Z) cuando p < pyg, tendremos que conv C,,(Z) es
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compacto, cuando p < pig, y, dado que C,,(T) C C,(T) si i’ < p, (1.19) nos conduce a

0f@) = (] convCu(@) = [ |convC,, (7).

14€10,150) r=1
Por lo tanto, si u € Jf(T), tenemos, asociados a cada r, los siguientes conjuntos (algunos

de cuyos elementos pueden coincidir):
{tra,tra, s trnia } C Ty e (),
{urt w2 L um Y w e O AN A JI=AC L AL (1.21)
{1y Ar2y ey Aen F C R

de tal manera que, para cada r € N, en virtud del Teorema de Carathéodory,

n+1 n+1

u = Z )\mu"“’j Yy Z /\m = 1.
j=1 j=1
Ademas, para cada x € R™ a partir de (1.21), podemos escribir
Jeory () > foo (@) + (W2 = T) — (pg/7). (1.22)

Dado que, para cada j = 1,2, ...,n + 1, las sucesiones {u"’ }:';1 estan contenidas
en el conjunto compacto C), (T), podemos aplicar el usual argumento recurrente para

. >y OC ; .
encontrar subsucesiones {u*~7}" convergentes a u/, paracada j = 1,2,...,n + 1.

El mismo procedimiento se aplica a las sucesiones {\,;} >, C [0, 1]. Sin pérdida

de generalidad, podemos suponer que lim,_,o Ax, ; = Aj, paracada j = 1,2, ...,n + 1,
n+1

y tendremos ademas, que, > A; = 1. Realmente hemos llegado a que
j=1
n+1
u=Y M\, (1.23)
j=1

Ademas, como {ty, ;}ro, C T, (T), paracada j = 1,2,...,n + 1, podemos aplicar
de nuevo un procedimiento recurrente finito que garantiza la existencia de subredes
{ta, o € A} convergentes a t; € T, (). Dado que t,; € T, ,(T), tenemos que

fe.;(T) > —(pe/7), paratodo r € Ny, por continuidad,

f,(7) = lim f,,, (@) 2 0
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es decir, t; € T(T), paratodo j = 1,2,...,n+ 1. Finalmente, tomando limites en (1.22),

restringiéndonos a las subredes asociadas al conjunto dirigido A, llegamos a

() > limsup f,, (z) > f;,(T) + (v, 2 ~ T);
acA

es decir, v/ € Of:,(T), para todo j = 1,2,...,n + 1, que, junto a (1.23) prueba que el
vector u € conv(C(T)), o, de otro modo, que conv(C(T)) D Af(T).
Dado que se verifica la condicion (ii), tenemos f(z°) < 0 = f(Z), y T no es un

minimo global de f. Aplicando de nuevo la Proposicion 0.33, podemos concluir que

D(F,T)° =R, 0f(Z) = cone(C(Z)) = A(T).Por lo tanto, 0 es LFM en T. ||

Observacion 1.6 Las condiciones (i)-(iv) en la definiciéon de la cualificacion de
restricciones de Slater generalizada nos permite relajar la condicidon mas fuerte de
compacidad, requerida para 7', en la Proposicion 0.38. La hipétesis de continuidad de
la funcién t — f,(T), en (i), nos garantiza que los conjuntos C,(Z), para 0 < pu < p,
sean cerrados, y da validez al argumento recurrente que se utiliza en la dltima parte de
la demostracion. Por otro lado, el argumento que se sigue en [17, Cap. VI, Th.4.4.2]
no se aplica aqui (en particular, los conjuntos .J;, que se introducen en la p. 267 de
dicha referencia, pueden no ser compactos). El siguiente ejemplo demuestra que no es

suficiente suponer que 7'(Z) es un conjunto compacto no vacio, en lugar de la condicion
(v).
Ejemplo 1.6 Consideremos el sistema, en R?,

—t.’L’l—“lSO, t e [—‘170[
try—1<0, tel0,1]

Puede comprobarse que F' = {z € R? | z; < 1,z5 < 1}, y que las condiciones (i),

1
(11) y (ii1), se cumplen en el punto T = < 1) :

(1) la funcion t — f;(z) es continua en T = [—1, 1], para cualquier z que tomemos;
(i1) 0, es un SS-elemento (con holgura asociada € = 1);

(iii) como, para cada punto z € R?, el conjunto { f;(z), ¢ € T} estd acotado, tenemios que
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dom f = R?,y f es obviamente continua en T.

Finalmente, la condicion (iv) no se cumple en este caso, y ésta es la causa de que o

no sea LFM en dicho punto. De hecho, se obtiene que

T, sip>1,

T,(7) =

[FLp—1Ul=plf, si0<p<l,
todos ellos no cerrados, y (iv) no se satisface. Al mismo tiempo, (%) = {1}, y
A(T) = [0,400[x {0} G [0, +00[x [0, +00[= D(F,T)°,

de manera que la propiedad LFM no se cumple en 7.
Observacioén 1.7 El siguiente ejemplo clarifica el significado de la condicion (i).

Ejemplo 1.7 Consideremos el sistema, en R?, 0 = {fi(z) < 0, ¢ € T}, donde
T =1[0,400[y
fO(-I) = 2o,

filz) = 1+ 2t)z1 — 2o — 3, ¢ €]0, +0o].
Facilmente se obtiene
F={rcR* |z <0,z >0} U{z €R?* |z, > 0,25 > (11)* + 11 }.
Tomando Z = 0s, T'(02) = {0}y

A(05) = {0} x] — 00,0] G cone { ( 01>, (_11> } _ D(F,7)

Por lo tanto, o no el LFM en = = 0,.

Hagamos un repaso de las condiciones de la cualificacidn de restricciones de Slater

generalizada. Obtenemos:

(i) La funcién ¢t — fi(z) es usc si, y so6lo si, ; < 0. En particular, la funcion ¢t —

f:(02) es continua, pero la condicién no se cumple en aquellos puntos donde z; > 0;

(i) z° = (2) es un SS-elemento de o (con holgura asociada ¢ = 1);
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(iit) dom f = R? (de hecho, f(z) = max{—x,, (x1)*+x; — x4 }),y f es continua en todo

el espacio;
(iv) T(02) = {0} y T,,(02) = [0, \/zl, todos ellos compactos.

Sin embargo, la consecuencia del imcumplimiento de la condicion (i) es que

9f (05) = [ cleony C,(05) = conv { (_OJ (_11> } ,

1>0
) 0
mientras que conv C(03) = { ( 1) } )

Los resultados que se presentan en este capitulo proceden de [9]. Li, Nahak y
Singer, en un articulo posterior [19], establecieron algunos resultados relacionados con
los Teoremas 1.1 y 1.2, precisando en todo momento dichas relaciones, que resumimos
a continuacion.

Cabe seifialar que la hipotesis de partida en [19] referente a la finitud de la funcion
supremo f en todo punto z € R™ se utiliza principalmente para asegurar la continuidad
de dicha funcién en bd F| siendo por tanto equiparable a nuestra hipotesis de partida
F C int (dom f) en los teoremas mencionados con anterioridad.

Asi pues, manteniendo la notacidn que se ha utilizado en este capitulo, las relaciones
que se pueden establecer entre ambos trabajos son las siguientes:

1) El Teorema 3 en [19] afirma que siZ € bd F'y S(z) # @ en un entorno de
Z, entonces o es LFM en 7 si, y s6lo si, las multifunciones Q : z = cone (0f (z))
y Gz =2 cone (U{af(x), t € S(z)}) son cerradas en Z. Este resultado tiene cierta
similitud con el Teorema 1.1 del presente capitulo, como se menciona en [19, Remark 2].

2) El Teorema 11 (a) en [19] establece que 0f(z) = B(z) para todo x € R" si, y
solo si, B(z) # @y B es cerrada en R™. Bajo el supuesto de que f es finito-valorada,
podemos observar que la parte "si" de este resultado es equivalente al Teorema 1.2 (i) del
presente capitulo, puesto que, al ser la multifuncidn B localmente acotada en R” (véase
la Proposicion 0.28) con imagenes cerradas, la semicontinuidad superior de B equivale a

que B sea cerrada (Proposicion 0.44). La analogia entre ambos resultados se menciona,

de hecho, en [19, Remark 3 (a)].

-
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3) Finalmente, en la Proposicion 13 (a) de [19] se afirma que si o posee un SS-
elemento y 9f(z) = B(z) para todo = € bd F), entonces cl A (x) = D (F,z)° para todo
z € bd F. Observemos que si afiladimos la hipotesis de que A (x) sea cerrado para todo
x € F,yenvirtud del Teorema 11 (a) en [19], obtenemos la proposicion (ii) del Teorema

1.2 del capitulo actual, circunstancia que se menciona también en [19, Remark 5 (a)].
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Capitulo 2

Algunos resultados sobre la
geometria facial de los sistemas
semi-infinitos convexos

2.1 Introduccion

Este capitulo estd dedicado a la obtencion de informacion geométrica del conjunto de
soluciones F' de un sistema consistente convexo o, poniendo especial atencion en los

sistemas LFM.

En [14, Sec. 5.1] se plantea el problema geométrico de la caracterizacion del interior
y de la frontera (relativos y absolutos) de F' para sistemas consistentes lineales generales.
En la Seccion 2.2 se obtienen resultados andlogos para sistemas consistentes convexos
generales, salvo para el caso de la frontera absoluta del conjunto. Este problema
serd resuelto en la Seccion 2.3, a partir de ciertas condiciones que garantizaran el
cumplimiento de la relacidon de inclusion buscada. Dichas condiciones nacen de los
vinculos existentes entre los conceptos de cara y conjunto de indices portadores de
cierta representacion lineal de F), obtenida a partir de los subgradientes de las funciones
convexas involucradas en el sistema.

En la Seccion 2.4 se recordaran las propiedades geométricas de los sistemas
55
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consistentes lineales LFM, obtenidas en [14, Sec.5.3], y se analizaran dichas
propiedades en el contexto convexo, sefialando las principales diferencias, que seran
ilustradas mediante una variedad de ejemplos aclaratorios. Como veremos, en el caso
convexo no se podrd obtener una caracterizacidn completa del interior y del interior
relativo de F, de manera que en la Seccidn 2.5 se propondran diferentes condiciones que

facilitaran dichas caracterizaciones.

2.2 Resultados generales

En este punto procede recordar ciertos conceptos y resultados, relativos a un sistema
lineal, a fin de poder ser comparados con los que se obtendran para ¢l caso convexo.
Dado un sistema lineal consistente 0 = {{a;,z) <b;, t € T}, una cara de F
(respecto de 0) F; := {z € F | (as,z) = b}, cont € T siempre es una cara expuesta
de F| es decir, es el conjunto de minimos de una funcioén afin. Si a; # 0,,, entonces ¢l
indice t € T se dice que es propio, y un indice ¢t € T se denomina indice portador si
F, = F. El conjunto de indices portadores se denota 7, y claramente 7> = () cuando o

posee puntos de Slater.

Proposicion 2.1 [14, Th.5.1] Si F # 0 es el conmjunto solucion de o =

{{as, ) < by, t € T}, entonces se verifica:

(1) rint F' (y, en particular, int F') estd contenido en el conjunto solucion del sistema

{<at’m> < bt? tGT\TC, <atvx> :bt; tETC}

(i1) rbd F contiene la union de todas las caras correspondientes a indices no portadores,

mientras que bd F' contiene la union de todas las caras asociadas a indices propios.

Proposicion 2.2 [14, Cor.5.1.1] Un sistema lineal consistente o tiene, al menos, un

punto de Slater si, y sélo si, Tc = ().

Consideremos ahora un sistema convexo consistente o = {fi(z) < 0, t € T},

donde las funciones f; : R® — RU {+00} son cerradas. Asociamos a cada indice t € T
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el siguiente conjunto:

Fo={z e F| fi(z) =0}

A diferencia del caso lineal, F} no tiene porqué ser convexo, como muestra el

siguiente ejemplo:
Ejemplo 2.1 Sea o = {fi(x) <0, t € T } el sistema convexo, en R,
filx)=2*—t, teT=[12]
El conjunto solucién de o es F' = [—1, 1], y los conjuntos

{=1,1}, sit=1,
0, site]l,2].

Claramente, £} no es un conjunto convexo.

Sin embargo, los conjuntos F; si que verifican la propiedad de que todo subconjunto

convexo de un conjunto convexo C' debe cumplir para ser una cara de C.

Proposicion 2.3 Sea o = {f;(z) <0, t € T} un sistema consistente. Para cualquier
t € T, si un segmento cerrado de I' tiene un punto de su interior relativo en F;, entonces

el segmento estd totalmente contenido en Fj.

Demostracion. Supongamos que el segmento [z,y] C F verifica que, para cierto
escalar a €]0, 1], el punto z = ax + (1 — &) € F;. Como x e y pertenecen a F, y a partir

de la convexidad de f;, tendremos que

0= fi(2) < afi(r) +(1-a)fily) <0,

lo que implica que f;(z) = f:(y) = 0y, por lo tanto, = e y pertenecen también a F;.
Esto demuestra que cualquier segmento cerrado contenido en F' cuyo interior
relativo intersecta con F}, verifica ademds que sus extremos se encuentran en £;. Vamos
a utilizar este resultado para demostrar que el interior relativo del segmento [z, y] estd
contenido en F;.
Consideremos, por tanto, un escalar A €]0,1[, A # «a, y el punto asociado z, :=

Az + (1= A)y.
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Si ocurriera que A > q, el segmento [z, y] C F verifica que su interior relativo
corta a £y, pues al menos el punto 2 se encuentra en ambos conjuntos, y, por el resultado
anterior, los extremos del Seégmento. y, en consecuencia, z,, pertenece a £

En el caso de que )\ < @, el razonamiento es andlogo para el segmento [z, 2],

concluyendo que, de nuevo, z, € Fj. |

Corolario 2.1 Seq o = {filzx) <0, te T'} un sistema consistente. Para todo t T,

la siguiente implicacion es cierta:
ENrint F£AQ)=F, = F

Demostracion. Supongamos que z € F, N rint F, y tomemos un punto arbitrario
T € F,x # z Dado que z € rint F, en virtud de la Proposicion 0.2, existira un escalar
p>1ltalquez, := 2+ u(z — 1) € F Porlo tanto, [z, z,] es un segmento cerrado
en £ con un punto del interior relativo, z, en F,. Asi, la Proposicién 2.3 garantiza
qQue z € [z,z,] C F,y, por lo tanto, ' C F,. Como la inclusién opuesta es obvia,

F=F,. n

Procedemos a extender de forma natural los conceptos de desigualdad trivial, indice

propio e indice portador al caso convexo.

Definicion 2.1 s; ft =0, la desigualdad correspondiente en el sistema consistente
o ={fi(z) <0, t € T} se dice que es trivial, y este mismo término se aplicard a los

sistemas en los que todas las desigualdades sean triviales.

Definicion 2.2 Seq o = {filz) <0, t e T} un sistema consistente. Decimos que un
indice t € T es propio si [t no es una funcion constante.
Un indice t € T es portador si F = Fy. El conjunto de indices portadores serq

denotado nuevamente por Tc.

A continuacién, estableceremos las relaciones entre rint F, tbd F, T y los
conjuntos Fi, para todo t € 7. La siguiente proposicion presenta una condicion
suficiente para que rint F esté contenido en un conjunto dependiente de los indices no

-

portadores.
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Proposicion 2.4 Sea 0 = {fi(z) < 0, t € T'} un sistema consistente, y supongamos

que la siguiente condicion se cumple:
FnI=#(Q, (2.1)
donde
I:= ﬂtGT\TC rint(dom f;).
Entonces

rint FC{zel| fi(zr) <0, teT\Tc}. (2.2)

Demostracion. Para cadat € T, consideremos el siguiente conjunto convexo cerrado:
p:={x e R"| fi(z) <0}
G es no vacio, puesto que o es consistente y, obviamente, ' = (. G

Seat € T'\ Tc. Entonces, existe un punto z° € F tal que f;(z°) < 0. Aplicando la

Proposicion 0.22, tenemos que
rint Gy = {z € rint(dom f;) | fi(z) < 0},
y, por lo tanto,

rbd Gy = {G; \ rint(dom f;)} U {z € R" | fi(z) = 0}. (2.3)

Vamos a demostrar que (rint F') N (rint G;) # 0, razonando por reduccion al
absurdo. Si ocurriera que (rint F) N (rint G;) = 0, dado que £ C G, tendriamos

que

rint F' C rbd G;. (2.4)

Supongamos que existe un punto z € rint F' tal que fi(z) = 0; en otras palabras,
que F; Nrint F' # ). Entonces el Corolario 2.1 garantiza que F; = F en contradiccion

cont ¢ Te. Este hecho nos lleva, junto con (2.4) y (2.3), a concluir que

rint ' C G¢ \ rint(dom f;).

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2007



Algunas contribuciones a la programacion semi-infinita convexa.Maria Dolores Fajardo Gomez.

60 2. Algunos resultados sobre la geometria facial de los sistemas semi-infinitos convexos

Dado que G, \ rint(dom f;) es cerrado,
F =clF =cl(rint F') C G; \ rint(dom f;),
y esto contradice la hipotesis (2.1).
Podemos, por tanto, afirmar, que (rint F) N (rint G¢) # @ y, de acuerdo con la
Proposicion 0.3,
rint F = rint(F N Gy) = (rint F) N (rint Gy),
lo que implica que
rint F' C rint G;.

Al cumplirse esta relacion de inclusidn, para todo t € T\ T¢, se verificard, por tanto,

22. =

Cuando las funciones f;, ¢ € T, son todas finito-valoradas, (2.1) se satisface
trivialmente, siendo I = R™. Por otro lado, es evidente que si el conjunto [ es vacio,
la inclusidn (2.2) no puede cumplirse. A continuacion, vamos a obtener una version
relajada de (2.2), que extiende la Proposicion 2.1, y que no requiere ninguna condicion

adicional del estilo de (2.1).

Proposicion 2.5 Sea 0 = {fi(z) <0, t € T} un sistema consistente. Entonces

rint F C {z € R" | fu(z) <0, t € T\ T; filz) =0, t € To}, 2.5)

rbd F O UteT\TC F,. (2.6)

Demostracion. Seat € T\ Tc y Gy = {z € R" | f;(z) < 0}.

Si existiera un punto z € rint F' C G, tal que f;(2) = 0, el Corolario 2.1 nos asegura

que F; = F, en contradiccion con t ¢ T. Por lo tanto

»

rint F C {z € R" | fi(z) < 0}. (2.7
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Ademas, sit € T,
rit F C F C {z € R"| fi(z) =0}. (2.8)
Entonces, (2.5) se obtiene de (2.7) y (2.8), mientras que (2.6) es una consecuencia

inmediata de (2.5), por complementariedad. [ |

Observacion 2.1 La propiedad enunciada en el punto (i1) de la Proposicion 2.1, en
referencia a la frontera de F' para los sistemas lineales, no se extiende a los convexos,
pues puede encontrarse un indice propio ¢ tal que F} no esté contenida en bd £, como

muestra el siguiente ejemplo:
Ejemplo 2.2 Sea o = {f,(z) <0, t € T} el sistema, en R, con
fi(z) == max{0,tz* — t}, T = [1,2].
Puede comprobarse que FF = [—1,1] = F; para todo t € T, mientras que

bd F = {—1,1}.

El Corolario 2.4, en la proxima seccion, establece una condicion suficiente para el

caso convexo que garantiza las inclusiones F; C bd F), para cualquier indice ¢t € T.

Corolario 2.2 Sea 0 = {f:(z) <0, t € T} un sistema consistente. Entonces o tiene

un punto de Slater si y sélo si Tc = (.

Demostracion. Comencemos suponiendo que existe un punto de Slater; es decir, un
punto z° € F tal que f;(2°) < 0, paratodot € T. Entonces F' # F;, paratodot € T,y
concluimos que T¢ = 0.

Reciprocamente, si T = (), obtenemos, como consecuencia de la Proposicion 2.5,
rint F C {z e R" | fe(z) <0, t € T}

Dado que F' es un conjunto convexo no vacio, rint F' # () y, por lo tanto, existe un

punto de Slater para o. n

Recordemos que un sistema consistente (lineal o convexo) es ajustado si, para

cualquier T € bd F, dim A(Z) > 0. En el caso lineal, un sistema es ajustado si y
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solo si bd F' es la unidn de todas las caras F; asociadas con indices propios (vease [14,
p. 103]). De nuevo, esta propiedad no esta garantizada para un sistema convexo ajustado,

como muestra el Ejemplo 2.2, donde el sistema o es ajustado, pues

A(1) = cone U[O, 2t :[0;+oo[,y

teT

A(=1) = cone U[—2t,0] =]-00,0].

teT

Lo que si podemos asegurar es el siguiente resultado:

Proposicion 2.6 Sea o0 = {f;(x) < 0, t € T} un sistema ajustado. Entonces bd F

estd contenido en la union de todos los conjuntos F; asociados con indices propios.

Demostracioén. Si T € bd F) entonces dim A(T) > 0, y, por lo tanto, existe un indice
t € T(T) y un vector v € 0 f:(T) de manera que v # 0,,. Esto implica que T € F; y que
t es un indice propio, ya que si no lo fuera, y f; fuera una funcidn constante, tendriamos

que Of(T) = {0,}. n
La existencia de puntos de Slater nos garantiza la siguiente propiedad:

Corolario 2.3 Sea 0 = {f;(z) < 0, t € T} un sistema consistente, con algiin punto

de Slater. Si o es ajustado, entonces bd F' es la union de todos los conjuntos Fy, t € T.

El reciproco es cierto si, paratodot € T, F C dom df;.
Demostracion. Observemos, en primer lugar, que T = 0, en virtud del Corolario
2.2.

Vamos a suponer que o es ajustado. Por (2.6), bd F' contiene la unién de todos los
conjuntos Fy, ¢t € T, pues bd F' D rbd F. Por otro lado, si £ € T no es un indice propio,
entonce f; serd una funcion constante negativa (pues si f; = 0, entonces ¢ € T, y no
puede ser positiva, por la consistencia de ), y por lo tanto F; = (. Dado que o es
ajustado, la Proposicion 2.6 nos asegura la inclusion opuesta.

Reciprocamente, si se cumpliera que

bdF =| J F, .

teT
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y o no fuera ajustado, existiria un punto Z € bd F, tal que A(Z) = {0,}. Como, por
hipétesis, T € Fi, para algun indice t € T, tendremos que ¢ € T (T), en cuyo caso,
¢ # 0f.(T) = {0,}. Esto significa que T es un minimo global de la funcién f,, siendo
ademas f;(T) = 0. Por lo tanto, f;(z) = 0, para todo punto z € F,y t € T, llegando

de esta manera a una contradiccion. |

2.3 Representacion lineal de un sistema convexo

Vamos a asociar a un sistema convexo o = { f;(z) < 0, t € T} el siguiente sistema de

desigualdades lineales:
op = {{u,z) <{(u,y) — fily), t € T, y € domdfy, u € dfi(y)}.

Puede comprobarse facilmente que o y o tienen el mismo conjunto de soluciones,
F, y, por lo tanto, ambos sistemas son equivalentes. Este hecho proporciona una

representacion lineal de /), cuyo conjunto de indices ¢s
TL = {(tayau)a te T’ Yy € domafta uc 8ft(y)}

Para cada indice (¢,y,u) € T}, la cara expuesta asociada sera denotada por Fiiyuy; €8

decir,

F(t,y,u) = {CI? € F’ (U,SL‘> = <ua y) —ft(y)}

El conjunto de indices portadores para oy, se representara 7}, ¢.Vamos a establecer las

relaciones entre los conjuntos Fy, Fiy .y, Tey Trc.

Proposicion 2.7 Sea 0 = {fi(z) <0, t € T} un sistema consistente. Las siguientes

afirmaciones son ciertas:

(i) Sit € T, entonces F; .y C Fy, para todo y € dom O f, y para todo v € 0 fi(y).
(i) Sit € T y F C dom Of;, entonces

-Ftlf - U{F(t,:v,u) ‘ S Fa u € 8ft(l')}

(ii1) Si F; # 0 es una cara expuesta de F, y F C dom Of,, existira un puntoT € F y un
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vector T € Of(T) tal que Fy = Fy 5.
(iv) Si (t,y,u) € Ty, ¢, entonces t € T En particular T = () implica que Ty, o = 0.
(v) Si F Nrint(dom f;) # 0, para todo t € T, entonces T}, ¢ = 0 implica que T = 0.

(vi)Sit € Te y F Nrint(dom f;) # 0, entonces existe un punto x € F y un vector

u € dfi(x) tal que (t,x,u) € Ty c.
(vi) Sit € T\ To y F C dom O f;, entonces

Fy = | J{Flow | € 1bd F, u € 8fi(2)}.

Demostracion. (i) Supongamos que F{; ., # 0, pues, de lo contrario, la inclusion es

inmediata. Tomemos un punto = € Fy; .. Como z € F, debe ser fi(z) < 0. Ademas,

fe(x) = fily) + (u,z —y) = 0.

Por lo tanto, fi(z) = 0, y ello implica que = € F;.

(ii) Dado que F' C dom df;, y de acuerdo con (i), Fi; 4. C Fi, paratodox € F'y
para todo u € O f;(x).

Para demostrar la inclusion contraria, tomemos un punto z € F;. Comoz € F'y
fi(z) = 0, consideraremos el indice (¢, z,u) en T, donde u € Jfi(z) # 0. Entonces
(u,z) = (u,x) — fi(x), y obtenemos r € F; ;..

(iti) Sabemos por (i) que Fiy,.) C Fi, para todo € F'y para todo u € Jfi(x).
Demostraremos, por tanto, que existe un punto T € F y un vector & € Jf,(T) tal
que Iy C Fuzm)-

Si probamos que (rint F3) N F; 75 # 0 para algin (¢,Z,%) € T}, la Proposicion
0.11 nos conducira a la inclusion buscada.

Por reduccion al absurdo, supongamos que (rint F;) N Fy; 5.,y = 0 para todo (¢, z, u),

conz € F'yu € df;(x). Entonces

(rint Fy) N (U{F(t,w) |z e Fue 8ft(x)}) =0,

y por (ii), llegamos a que (rint F;) N F; = B, y ello contradice el hecho de que F; es un

»

conjunto convexo no vacio.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2007



Algunas contribuciones a la programacion semi-infinita convexa.Maria Dolores Fajardo Gomez.

2.3 Representacion lineal de un sistema convexo 05
(iv) Si (t,y, u) € Ty o entonces Fy, ) = F y por (i), F C F;, por lo tanto F' = F,.
(v) Si Trc = 0, de acuerdo con la Proposicion 2.2, o, tiene un punto de Slater.

Probaremos que o también tiene un punto de Slater, y aplicando el Corolario 2.2,

concluiremos que T = §.

Sea % € F un punto de Slater de o,. En el caso de que z° € rbd F, tomando
cualquier punto z € rint I, puede comprobarse facilmente que, para todo escalar A,
0<A<1,(1—=X)z+ Az® € rint F es también un punto de Slater de 7.

Esto nos Ileva a que podamos considerar la posibilidad de que z° € rint F.

Como F Nrint(dom f;) # 0, y F C cl(dom f;), F no estard enteramente
contenido en rbd (dom f;), para todo ¢ € T, y la Proposicion 0.4 garantiza que
rint £ C rint (dom f;) , para todo ¢ € T. Por lo tanto, df:(z") # 0, paratodo t € T, en
virtud de la Proposicion 0.26. Si ocurriera que f;(z°) = 0 para algan t € T, podemos
tomar el indice (¢, 2°, u) en Ty, con u € Jf,(x°). La restriccion asociada sera activa en
1%, y obtendriamos una contradiccion, pues z° un punto de Slater de 0. Necesariamente

fi(x%) < O paratodot € T,y z° es un punto de Slater de o.

(vi) Tomemos un indice t € T, de manera que F; = F. Primeramente, probaremos

que F' C dom 0 f;.

En el caso de que dim ' = 0, no hay nada que probar, pues £’ N rint(dom f;) # (

implica que F' C rint(dom f;) C dom 8 f;. Por lo tanto, supongamos que dim F' > 0.

De nuevo, aplicando conjuntamente la Proposicién 0.4 y la Proposicion 0.26,
rint F C rint(dom f;) C dom df;.

Si F' no estuviera contenido en dom 3 f;, existiria un punto T € rbd F tal que 3f,(T) =

(). La Proposicién 0.25 nos asegura que, para todo z € rint (dom f;),
i (T2 —T) = —c0.

En particular, para todo z € rint F,

lim fi(T+A(z—-7))

im 3 = —00, (2.9)
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pues f;(T) = 0. Pero, para cualquier escalar A, 0 < A <1,

TH+A(z—T)=(1—=NT+ Az €rint F|

en contradiccidn con (2.9). Por lo tanto, /' C dom df;. A partir de (iii), obtenemos que

Fy = F = Fs4u), paraalgin z € F y algin u € 0f,(x).

(vii) Si aplicamos (ii) a un indice t € T \ T, obtenemos que
| {Fito) | 2 €A F, u € 0fi(x)} C Fu.

Por otro lado, (2.6) garantiza que F; C rbd F'. Por lo tanto, si T € Fj}, tenemos que

T € Fiuzm), paratodo u € 0f,(Z). n

Corolario 2.4 Sea 0 = {f,(z) < 0, t € T} un sistema consistente. Entonces
bdF o) F,

siempre que alguna de las siguientes condiciones se cumpla:

() Te = 0

(i) T # O, F Nrint(dom f;) # @, para todo t € T, y ademds inf f;, < 0 para todo
teTe.

Demostracion. (i) Si 7¢ = ), (2.6) nos permite concluir la inclusién buscada.
(ii) Tomemos un indice t € T'\ T. Entonces, de nuevo por (2.6),
Fi CrbdF CbdF.

Consideremos ahora un indice ¢t € T>. Vamos a demostrar que bd F' = F = F;.

Como t € Tg, por la Proposicién 2.7 (vi), existe un punto x € F' y un vector

u € df(x) tal que (¢,z,u) € T . Entonces

Fc{yeR" [ {vy) = (uv,z) - fi(x)}.
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Pero fi(x) =0,y ademas 0,, ¢ 9f:(x), pues inf f; < 0. Entonces tenemos que
FclyeR" | (wy) = (ua2)},

donde u # 0,,. Esto implica que int /" = ) y, por lo tanto, bd ' = F.

Podemos, de esta manera, afirmar que, en este caso, bd F' = UteT F. |

Observacion 2.2 La condicion F' C dom 9 f; no puede eliminarse en los puntos (ii) y

(i11) de Ia Proposicién 2.7, como muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.3 Consideremos un sistema convexo, en R, con una unica desigualdad,

o = {fo(z) <0}, donde

fo(#) ::{ ~(1-a)F, sifr <1,

+00 stz > 1.

N|—

Se puede comprobar que /' = [—1, 1]. La funcidn f; es subdiferenciable (de hecho,
diferenciable) en z, siempre que |z| < 1, pero dfp(z) = 0 cuando |z| = 1. Obtenemos

que Fy = {—1,1} y, paratodo z € FNdomdfy = |—1,1],
D folz) = {x (1- 322)—%} :
Entonces, para todo = € |—1, 1], tenemos que
Fowore) ={y € Flyz=1} =10,
y, en consecuencia,

U{F(vavu) |z € FNdomafy, u € dfg(z)} =0 # Fo.

Ejemplo 2.4 Sea o = {fy(z) < 0} un sistema convexo, en R, donde

—x%, siz >0,
fo(.’l?) =

+oo  siz <O.

Se obtiene que F' = [0,+oo[. La funcién fy es diferenciable en z > 0, con
Ofo(z) = —(1/2)2=1/? pero 3fy(0) = 0. Ademas, Fy = {0}, es una cara expuesta de
F, y para todo z > 0,

Fozpfay ={y€Fly=—-xz}=0.
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Observacion 2.3 Finalmente, si F' C rbd (dom f;), para algin indice t € T’ en la

Proposicion 2.7, (v) puede no cumplirse, como ocurre en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.5 Sea ¢ = {fi(z) < 0, t € T} un sistema convexo, en R, donde
T={0}UN,y
—1—:1:2%, si|z| <1,
O (L
+0o0 si|z| > 1,

fil@) = le—1j=1 reN.

r?

Se obtiene que F' = {1} C rbd (dom f), y ademas T = {0} .
En este caso, o, es el sistema formado por las siguientes desigualdades (eliminando

las repetidas):
1 1
tr <1, t|]<l,z<14+4-, >0, —o<~-1+—, u>0p,
s U

y podemos observar que Ty, c = 0.
Este ejemplo también muestra que (vi) puede no cumplirse si, para algiin ¢ € T,

F Nrint(dom f;) = 0 (en este caso, t = 0).

2.4 Geometria de los sistemas LFM

En esta seccidon nos proponemos analizar las propiedades geomeétricas de los sistemas
convexos LFM. Por los motivos referidos en la introduccion del Capitulo 1, en
esta seccidn consideraremos solo funciones convexas finito-valoradas y, por lo tanto,
dom f; = R", paratodot € T'.

De nuevo recordamos algunos resultados, relativos a un sistema lineal, que seran

comparados con los que se obtendran para el caso convexo.

Proposicion 2.8 [14, Th.5.9] Un sistema 0 = {{a;,z) < by, t € T’} no trivial LFM

verifica las siguientes propiedades:

(1) ParatodoT € F

lin A(T) = (F ~T)* =span{a;, t € Tc}.
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(i) dim F' = n si, y sélo si, A(x) es un cono apuntado, para todo x € F, o, de forma

Ontr ¢ COHV{ (Zt> <Zt> # 0py1, t € T} .
¢ t

(iii) dim F' = n — dim span {a, t € To}.

equivalente,

Ademds, si Tc # 0, tenemos que

aff F = {z € R"| (a,z) = by, t € T}

(iv) rint F' es el conjunto solucion del sistema

{{ag,z) < by, L € T\ Tc; (as,z) =bi, t €T}

En particular, int F' es el conjunto de los puntos de Slater del sistema equivalente

obtenido al eliminar las desigualdades triviales de o.

(v)Si (a,x) < besun semi-espacio soporte a F' que define una cara expuesta E, en-
) —
tonces E es la interseccion de un nimero finito de caras asociadas con indices pro-

pios. Ademds, a € A (x), para todo © € E.

Teorema 2.1 Las siguientes afirmaciones son ciertas para cualquier sistema no trivial

LFM o = {fi(z) <0, t €T}
(i) Para todoT € F
lin A(T) = (F — 7))t = span {User, Nyer 0f:(y)}. (2.10)
(ii) Si Tc # 0, entonces
aff F = {z € R* | (u,2) = (u, ) ,u € Urery Nyer 9fi(y)}- (2.11)

(iii) Si T = 0, entonces int F es el conjunto de los puntos de Slater de o .

(iv) Si (a,xz) < besun semi-espacio soporte a F que define una cara expuesta E, en-
tonces a € A(y) paratodoy € E,y E estd contenida en la interseccion de un nitmero

finito de conjuntos Fy asociados con indices propios.
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Demostracion. Procederemos de la siguiente manera. En el Teorema 7.10 de [14],
se demuestra que el sistema convexo o es LFM si y solo si el sistema lineal o es
LFM, verificaddose ademas que, si denotamos por A. (%) al cono activo en un punto
T € F respecto de o, entonces A(T) = A (T). Esto significa que o, verificara todas
las propiedades enunciadas en la Proposicion 2.8, pues la hipdtesis de que o no sea trivial
equivale a que su linealizacion tampoco lo sea. De esta manera, trasladaremos dichas
propiedades, cuando sea posible, a o, haciendo uso de las conexiones establecidas en la

Proposicion 2.7.

(1) Dado T € F), de acuerdo con la Proposicion 2.8 (i), obtenemos

lin A(Z) = (F —7)" =span{u € R" | (t,y,u) € Tpc}. (2.12)

Definiendo los conjuntos:

X = {ueR"| (ty,u) € Tre} e

Y = User, Nyer 0f:(y),
demostraremos que span X = span Y. Comprobaremos primeramente, que X C Y.

Sea u € X. Entonces existe un vector y € R™ yunindice t € T'tal que u € 0f;(y) y
ademas (t,y,u) € Ty, ¢. de acuerdo con la Proposicion 2.7 (iv), t € T. Demostraremos

que u € 0fi(x) paratodo x € F.

Como (t,y,u) € Tp ¢, se tiene que F;,,) = F,y, en consecuencia, para todo
$EF, ft(y) = <u,y~:1:)
Por otro lado, dado que u € Jf,(y), para todo z € R", fi(2) > fi(y) + (u,z — y).

Reemplazando f;(y) por (u,y — x) , obtenemos
fi(z) 2wy — o) +{u,z —y) = (u, 2 — 3),
y, como f;(x) = 0, para todo = € F, pues t € T, podemos escribir, para todo z € R™,
fi(z) 2 fi(x) + (u, 2 — z)

para todo x € F. Podemos concluir que u € Jf;(x) para todo z € F, de manera que

u € Yy, consecuentemente, span X C spanY.
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A continuacion demostraremos que también se verifica la inclusion contraria. Para
ello, tomemos un vector v € Y. Existira, por tanto, un indice ¢t € Ty tal que v € Jf,(y),

para todo y € F'. Como consecuencia de ello, obtenemos que

ft(f) Z ft(y) + <U7—'f - y> 3
paratodoy € F.

En particular, también se verificara que v € 0f;(T), de manera que, paratodo y € F),

fily) > f(T) + (v,y — 7).

Teniendo en cuenta que f;(x) = 0, para todo x € F, pues t € T, concluimos que
v € (F —T)t. Asi pues, hemos demostrado que Y C (F — 7)1, de donde se deriva que

span Y C span X,de acuerdo con (2.12)..

(i1) Primero, podemos observar que si tomamos cualquier vector « en el conjunto Y
definido en la demostracion del punto (i), al estar Y contenido en (F — T)*, para todo
T € F, la funcién lineal (u,-) es constante sobre F. En consecuencia, la igualdad en

(2.11) esta bien definida.

Ahora, si T # 0, entonces 17, # 0, de acuerdo con la Proposicion 2.7 (v), y

aplicando la Proposicion 2.8 (ii1), tenemos
aff F = {z e R" [ (u,2) = (u,y) — fe(y), (t,y,u) € Trc}- (2.13)
Definamos el conjunto afin

={z e R"| (u,2) = (w,¥), u € Uer, Nyer Ofe(y)},

y probemos primero que aff £ C Z.

Tomemos un vector z € aff F'. Entonces, segun (2.13), (u, z) = (u,y) — fi(y) para
todo (t,y,u) € T . Para demostrar que z € Z, solo debemos ver que, sit € Ty
u € Nyerdfi(y), entonces (¢, z,u) € Ty, ¢, paratodo z € F. Razonando por reduccion
al absurdo, supongamos que existiera un punto z € F' tal que (¢,2,u) € T, \ Tpc.
Ello implicaria a su vez la existencia de otro punto 2° € F verificando que {(u, 2°) <
{u, z) — fi(2). Pero f;(2) = 0, y por lo tanto (u, 2°) < (u, z), contradiciendo el hecho de

que la funcion lineal (u, -) es constante sobre £'. Podemos concluir que (u, z) = (u, z) ,
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paratodo z € 'y, por lo tanto, z € Z.

Probemos ahora la inclusidén contraria. Tomemos un punto x € Z y un indice
(t,y,u) € Trc. Se ha demostrado en (i) que t € Ty u € Jf;(z) para todo z € F,
de manera que u € Uer. Nyer Ofi(2), y como z € Z, tendremos que (u, z) = (u, 2),
para todo z € F. Por otro lado, Fi;,.) = F,y, para todo z € F, se verificard que
(u, z) = (u,y)— fi(y). Concluimos que (u, z) = (u,y)— fi(y) y, por lo tanto, = € aff F.

(iii) Si Tc = 0, en virtud de la relacion (2.5), y habida cuenta de que int F' C rint £,

obtenemos
int F C {x eR"| fi(z) <0,t €T}, (2.14)

de manera que int F' estd contenido en el conjunto de puntos de Slater de o, que es no
vacio, de acuerdo con el Corolario 2.2.

Por otra parte, aplicando la Proposicion 2.7 (iv), se tendra que T, ¢ = 0, y no puede
haber, por tanto, desigualdades triviales en ;. Asi pues, segin la Proposicion 2.8 (iv),

se verifica la igualdad
int F* = {CL‘ e R" | (u,x) < <uay> - ft(y)v (t,y, u) € TL}

Ahora bien, si z es un punto de Slater de o, y tomamos un indice (¢, y, u) € T}, entonces
0> fi(z) > fely) + (u,z —y), y por lo tanto (u,z) < (u,y) — fi(y). Asi, hemos

obtenido
{r eR"| fi(z) <0, t €T} Cint F,

que, junto con (2.14), nos conduce a la igualdad buscada.

(iv)Sea E = Fn{z € R" | (a,z) = b} y supongamos que {a,z) < b para todo
x € F. Aplicando la Proposicion 2.8 (v), a € Ar(y) = A(y), paratodoy € E,y
ademas, se cumple

E= ﬂ Flts yiui)»
i€l

donde u; # 0,, paratodo ¢ € I, siendo [ finito. En virtud de la Proposicion 2.7 (1), cada
cara expuesta Fis, .. ..,y estd contenida en F},, y ninguna funcion f;;, puede ser constante

(de lo contrario, df;,(z) = {0,}, para todo z). Podemos afirmar, por tanto, que ¢; es un
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indice propio, para todo 7 € [, y ademds E C (., £3,. [ |

Corolario 2.5 Sea o = {f;(x) <0, t € T} un sistema no trivial LFM. Entonces:

() dim F' = n si y sélo si A(zx) es apuntado, para todo © € F,y esto ocurre siempre

que
Ouss & conv ({J {gph /7, t € TH\ {0:1}) (2.15)

(il) dim ' = n — dim span {Uier, Nyer 0fi(y)}.

Demostracidn. (i) La equivalencia es una consecuencia directa de la Proposicion 2.8
(ii), dado que Ar(x) = A(x), para todo z € F. A su vez, A(x) es apuntado si, y solo
si,

Ops1 ¢ conv { <<u’ " ¢ ﬂ(y)) £ 0psr, (ty,u) € TL} . (2.16)
De acuerdo con la Proposicion 0.29, u € 0 fi(y) es equivalente a f,(y) + f;(u) = (u, y)
y por lo tanto, (2.16) puede reformularse

u

O7l+l ¢ conv { <ft*(u)> 7& On+17 u € range aft) te T} 3

siendo

rangedf; := U {0fi(z), x € R*}.

La implicacion (a) = (d) de la proposicion mencionada anteriormente nos permite
deducir la inclusion range 0 f; C dom f;, con lo cudl obtenemos la condicion suficiente
(2.15).

(i1) Es una consecuencia directa de (2.10). |

Observacion 2.4 En el caso de que o no sea un sistema LFM, los tres subespacios

involucrados en (2.10) verifican siempre las siguientes inclusiones:

span {Urer, Nyer 0fe(y)} C (F —2)*,
linA(Z) C(F-17)-
Sin embargo, estas inclusiones pueden ser estrictas, y los subespacios lin A(T) y

span {Uier, Nyer 0f:(y)} no tienen por qué coincidir, como se comprueba en el
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siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.6 Consideremos el siguiente sistema lineal, definido en R
O':{fEl SO, —I St, o) St, —flfggt, tE}O,l]}
Se puede comprobar que F = {0,}, pero o no es LFM, ya que D(F,05)° = R?y,

A
por otro lado, A(02) = {(()) JA > O} . En este caso, (F — 02)* = R?y lin A(0y) =

A
{0,}, mientras que span{a;, t € Te} = {(()) JAE R} .

Observacion 2.5 Aplicando la Proposicion 2.8 (iv) al sistema lineal o, puede
establecerse que int [ es el conjunto de los puntos de Slater del sistema equivalente que
se obtiene al eliminar todas las desigualdades triviales. Esto, sin embargo, no puede
generalizarse para el sistema convexo. De hecho, para el sistema del Ejemplo 2.2,
obtuvimos que F' = [—1,1] = F;, paratodot € T'; y por lo tanto T = T'. El sistema o

es LEM y el conjunto de los puntos de Slater esta vacio, mientras que int £ # .

Observacion 2.6 De nuevo, aplicando la Proposicion 2.8 (iv) al sistema lineal o,

resulta que rint F' es el conjunto de soluciones del sistema

(2.17)

&
8
l

{ (u,z) < (u,y) — fily), (t,y,u) €T\ TLc, }
wy) = fily), (ty,w) € Trg '

Sin embargo, para el sistema convexo, no podemos afirmar que
rint F' = {z e R" | fi(z) <0, t € T\ T¢; filx) =0,t € T},
como muestra el siguiente ejemplo:
Ejemplo 2.7 Sea 0 = {fi(z) < 0, t € T} un sistema convexo, en R, con

T={0}u[23]y

0, siz <D,
z, six >0

fo(I) = {
fi(z) = e*—t, te[2,3].
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Observemos que F' =] — oo, 0], el sistema o es LFM, y T = {0}. Sin embargo, en

este caso, como Fy = (), para todo ¢ € [2, 3], tenemos

rint F=int F G F ={zeR| fi(z) <0, t € [2,3]; folz) =0}

Observacion 2.7 La ultima comparacién que podemos realizar respecto a los
resultados obtenidos en la Proposicion 2.8 y en el Teorema 2.1 atafie a las proposiciones
(v) y (iv), respectivamente. Mientras que en el caso lineal toda cara expuesta E definida
por un semi-espacio es la interseccién de un nimero finito de caras F; asociadas con
indices propios, en el caso convexo sélo podemos garantizar la inclusion de £ en la
interseccion de un nimero finito de conjuntos F; asociados con indices propios. Si
consideramos otra vez el sistema del Ejemplo 2.7, tomando £ = {0}, cualquier indice

es propio, y ademas F; = (), paratodot € [2,3], Fp = Fy E & F.

2.5 Caracterizacion del interior y del interior relativo
del conjunto de soluciones

Como se apunt6 en la Observacion 2.5, si o = {f;(z) < 0,¢ € T'} es un sistema convexo

no trivial LFM, no podemos garantizar la igualdad

int £ = {wERn

fi(x) <0, te’f}, (2.18)

dode T = {t € T'| f: no es idénticamente cero }; es decir, el conjunto de indices del
sistema equivalente o obtenido al eliminar las desigualdades triviales en . El Teorema
2.2 nos va a proporcionar condiciones necesarias y suficientes para el cumplimiento de

la igualdad (2.18). Su prueba requiere el siguiente lema:
Lema 2.1 Sea 0 = {fi(z) <0, t € T} un sistema consistente, y supongamos que
Te # 0. Si existe un indice t € T¢ tal que inf f, < 0, entonces int F = (.

Demostracién. Dado que ¢ € T, aplicando la Proposicion 2.7 (vi), F' = F{; 4., para
algan punto y € F y algiin vector u € 8 f;(y); entonces F C {z € R" | (u,z) = (u,y)}.

Si ocurriera que u = 0,,, obtendriamos que y es un minimo global de f;, pero f.(y) =0
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y se verifica que inf f; < 0. Conclutmos, por lo tanto, que u # 0, lo cual implica que

dim F' < n 'y, en consecuencia, int £ = (. [ |

Teorema 2.2 Sea o = { fi(z) < 0,t € T} un sistema no trivial LFM y sea & el sistema
equivalente obtenido al eliminar todas las desigualdades triviales. Cada una de las

siguientes condiciones es suficiente para que o verifique (2.18):
(i) Te = 0;
(i) Te +£ 0y existe un indice t € Te tal que inf <0
(111) Te £ () y existe un indice t € T tal que fino es diferenciable en ningun punto de F'.

Ademas, si o verifica la igualdad (2.18), entonces una de las condiciones (1)-(iii)

debe cumplirse.

Demostracion. (i) Si Te = (0, como F es el conjunto solucion del sistema LFM 7, se
obtiene el resultado del Teorema 2.1 (iit).

Procederemos ahora de la siguiente forma: si suponemos que Te # ), entonces
Te # 'y, para algun indice t € T, f; no es idénticamente cero. Ademas, el conjunto
de puntos de Slater de ¢ es vacio, en virtud del Corolario 2.2. Vamos a analizar todas las
posibilidades, y veremos que so6lo en los casos especificados en (i) y (iii), ocurrira que
int ' = (). De esta manera, habremos demostrado tanto la implicacion directa como la
inversa.

Caso 1 (que corresponde al caso (ii)). Si existe un indice { € Ty tal que inf 7 <0,
entonces int F' = {}, en virtud del Lema 2.1.

Caso 2. Para todo t € T, inf f; = 0. Esto equivale a que 0,, € 3f:(z), para todo
z € F,ytodot € T, de manera que 0,, € N,crdf;(2), paratodo t € T¢.

de acuerdo con el Corolario 2.5 (ii),
dim £ = n — dimspan {Uier. Nzer 0f:(2)},

y se pueden presentar dos posibilidades:
Caso 2.1. Para todo ¢ € Tg, f; es diferenciable en algin punto z; € F'. Esto implica

que {0,,} = 8fi(z;), por lo que User,, Myer Ofi(2) = {0,}. Entonces, dim F' = n y por
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lo tanto int F* # (). En este caso, el conjunto de los puntos de Slater de & no coincide

con int F.

Caso 2.2 (que corresponde al caso (iii)). Existe algun indice ¢ € T} tal que f;noes
diferenciable en ningun punto de F. de acuerdo con la Proposicion 0.32, el conjunto D C
R™ de los puntos donde f; es difenciable es un subconjunto denso de R", y podemos

concluir que int F' = ) (pues, de otro modo D int F' # (). n

A continuacidn, vamos a caracterizar el interior relativo del conjunto solucién F
de un sistema no trivial LEFM. El objetivo serd, de nuevo, proporcionar condiciones

necesarias y suficientes para que se verifique la igualdad
rint F = {z € R" | fi(z) <0, t € T\ T; fez) =0,t € T}, (2.19)

que es valida, en ¢l caso lineal, pero no lo es, en general, en el caso convexo (recuérdese

la Observacion 2.6).

Supondremos que F' no es una variedad afin. En otro caso, rint F' = F y por lo
tanto, rbd ' = ). A partir de la inclusion (2.6), se deduce que, sit € T \ T, entonces
F; = 0. De esta manera, si t € T\ T¢, entonces fi(z) < 0, para todo z € F, mientras
que, sit € Te, fi(x) = 0, para todo « € F. Esto quiere decir que la igualdad (2.19) se
cumple trivialmente.

El hecho de suponer que F' no es una variedad afin implica la existencia de
puntos en la frontera relativa de F'. Ello justifica los argumentos que seguidos en las

demostraciones de los resultados que se obtienen a continuacion.

Vamos a empezar viendo dos condiciones necesarias que no involucran la propiedad
LFM para el sistema o, siendo la segunda de ellas incluso suficiente en el caso de que

dim F = n.

Proposicion 2.9 Sea o = {fi(x) <0, t € T} un sistema consistente no trivial. Si se

cumple la igualdad (2.19), entonces existe un indice t € T \ T¢ tal que F; +# ).

Demostracion. Procedamos por reduccion al absurdo, y supongamos que F; = (), para

todo t € T'\ T¢. Entonces para cualquier punto x € rbd F, fi(z) < 0,sit € T\ T,y
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fi(xz) =0, sit € Tc. Teniendo en cuenta (2.5), podemos concluir que
rint F G {x e R"| fi(z) <0, t € T\ T¢; filz) =0, t € T},
contradiciendo (2.19). |
El siguiente ejemplo demuestra que la condicion necesaria de la Proposicion 2.9 no

es suficiente, incluso en el caso de que F; # (), para todo indice t € T \ T. En este

ejemplo el sistema ¢ ademas es LFM.

Ejemplo 2.10 Consideremos el sistema, en R, 0 = {fi(z) < 0, ¢ € T}, con

T =]1,+0c0[y
-3z -6, st x< -2
fi(z) = 0, si —2 <x <0,
T, siz > 0.

fi(x):= 22+ (2 -tz —2t, t> 1.

Se obtiene F = [—2,0], To = {1}, F, = {2}, paratodo ¢t > 1,y
int FFG]-20={zeR|fi(z) <0, t>1; fi(z) =0}

Proposicion 2.10 Sea 0 = {fi(z) < 0, ¢t € T} un sistema consistente no trivial
que verifica la igualdad (2.19). Entonces para todo punto T € rbd F, existe un indice

t € T(Z) tal que inf f; < 0. Ademads, si dim F' = n el reciproco también es cierto.

Demostracion. Claramente podemos deducir de (2.5) que se verificara la igualdad

(2.19) si y sélo si, para todo = € rbd F,
T(x)N(T\Te) # 0. (2.20)

Razonaremos por reduccién al absurdo. Si existiera algin punto ¥ € rbd F' tal que

inf f; = 0, para todo t € T(T), entonces
0= f(T) < fi(x) <0,

para todo z € F, y llegariamos a que T'(Z) C T¢, lo que contradice (2.20).
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Supongamos ahora que dim F' = n. Demostraremos que se verifica (2.20), para
todo z € bd F.

Sea T € bd F, y tomemos un indice ¢ € T(T) tal que inf f; < 0, el cual, por

hipotesis, existe. El conjunto
Gr = {zx e R"| fi(z) <0},

es un conjunto convexo cerrado en R™, que contiene a F' y, por tanto, dim G, = n.

Consecuentemente, y en virtud de la Proposicion 0.22, se verifica que
intGy = {x € R"| fi(x) <0}y bdGy = {z € R" | fi(z) = 0}.

Como dim F' = n, entonces F' Nint G; # @ y esto asegura la existencia de un punto

2% € F que verifica f;(2°) < 0. Por lo tanto ¢ ¢ T. [ |

De acuerdo con la Proposicion 2.10, la igualdad (2.19) no se cumple en el Ejemplo
2.10 debido a que, parael puntoZT = 0 € bd F, inf f; = 0,si ¢t € T(z) = {1} .
El siguiente ejemplo muestra que, si dim F' < n, la condicidn necesaria que se

establece en la Proposicion 2.10 no es suficiente, incluso cuando el sistema es LEM.

Ejemplo 2.11 Sea o = {fi(x1,22) < 0, t € T} el sistema convexo, en R?, donde
T =100, u{2}y

fo(z1,22) == |oa| + [22] . = |21 + max {0, 22},

ft($1,$2) = ’L'% =+ t.CEQ — t, t e ]0, 1] ,

fg(l‘l,l'Q) = .

Deducimos que el conjunto solucién F' = {0} x |—00,0] y que T¢c = {0,2} =
T'(02). También se verifica que inf f, < 0. Obtenemos, por tanto, que {0;} = rbd F y
que T(0z) N (T \ T¢) = @, de manera que no se cumple la igualdad (2.19). Veamos a
continuacién que ¢ es LFM.

Si denotamos por g1 (1, Z2) = |21]y ga(z1, T2) = [22], , sabemos que para T = 0,

T(Z) = {0, 2} y se obtiene

o (T) = {ueR*|-1<u <1, up =0},
agg(f): {UER2|U1:0,0SUQS1}.
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Aplicando la Proposicion 0.30, 9 fo(Z) = 8¢, (F) + g2(T). Por lo tanto,

0fo(T) = {ueR* | -1<u; <1, 0<uy <1}.

Porotrolado, 05 (Z) = { <é> } . Entonces
A(Z) = cone {0fo(Z) U f2(Z)} = R x [0, +00[ = D(F,T)°.

También para T = ( 0

. >, T3 < 0, obtenemos T(Z) = {0,2} y
2

0n(T) ={ueR? | -1<u; <1, uy = 0}, 8g2(Z) = {0,}.

En consecuencia

0fo(T) ={ueR*| -1 <wu; <1, ug = 0}.

Teniendo en cuenta que O f»(Z) = { (é) } , obtenemos
A(T) = cone {0fo(T) UDf(T)} = R x {0} = D(F,7)°.

Exceptuando el caso dim F = n, no existe ninguna otra relaciéon entre las

condiciones necesarias que se han establecido en las Proposiciones 2.9 y 2.10, que

denotaremos:

(C.1) existe un indice ¢t € T\ T¢ tal que F} + 0;
(C) puatodo punto T € rbd F, existe un indice ¢ € T'(Z) tal que inf f, < 0.

Dehecho, en el caso dim F' = n, (C.2) es equivalente al cumplimiento de la igualdad
(2.19),yéstaa su vez implica (C.1). Sin embargo (C.1) no garantiza que se cumpla (C.2),
y el Ejemplo 2.10 es prueba de ello, al fallar la igualdad (2.19). Basta observar que, para
elpuoT=0 € rbd F, se verifica T (0) = {1} e inf f; = 0.

Por otro lado, si dim F' < n, el sistema del Ejemplo 2.11 verifica la condicién
(C2). Sin embargo, para todo t € T \ Te = 10,1], F; = @, y por lo tanto (C.1)
no s¢ cumple. Finalmente, la condicién (C.1) tampoco implica (C.2),como muestra el

-

siguiente ejemplo:
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Ejemplo 2.12 Sea 0 = {fi(z1,72) < 0, t € T} el sistema convexo, en R* con
T=1[1,2y

f1($1,fL‘2) = ‘Tlf + [x2]+’

fe(ry, @) = 234+ (2—t)zy —2t, t €]1,2[.

p4]

Se tiene que F' = {0} x [=2,0]y T = {1} . Paratodot € T\ T¢, F; = {(_()9)} y,
por lo tanto, (C.1) se cumple.

Por otro lado, paraZ = 0, € rbd F, T(Z) = {1}, einf f; = 0. De manera que (C.2)
no se verifica.

Como en ejemplos anteriores, el sistema es LFM:

Para T = (s, fue calculado en el Ejemplo 2.11 el subdiferencial
OfT) ={ueR|-1<u; <1,0<u, <1},

por lo tanto A(T) = cone {3f1(T)} = R x [0, +o00[ = D(F,T)°.

-2

P4

SiZ = < 0 >, T(z) =T,y ademas
0fE) = {veR*|-1<u <1, uy =0},
on@ = (vh@ ={(_,_ )} ren
(El calculo de 0 f1(T) se ha realizado en el Ejemplo 2.11, para el caso z < 0.)

Por lo tanto, A(T) = cone {U af(T),t € T} =R x |—00,0] = D(F,T)°.

0
), —2 < 13 < 0, obtenemos T(T) = {1}y
T3

Finalmente, para los puntos T = <
afl(f):{u€R2(~1§u1§1, u2:0}’
de manera que A(T) = R x {0} = D(F,T)°.

Nos centraremos ahora en los sistemas convexos no triviales LFM y buscaremos
condiciones suficientes para que se verifique la igualdad (2.19). Primero, establecemos

los siguientes lemas:

Lema 2.2 Sea o0 = {fi(x) < 0, t € T} un sistema no trivial LFM y T € rbd F.

Entonces existe un indice t € T(Z) y un vector u € 0f,(T) tales que, para todo z € F,
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(u,z) < {(u,T),yademads (u,z) < (u,T), para algun z € F.

Demostracién. Habida cuenta de (2.17) en la Observacion 2.6, si T € rbd F, debe

verificarse que
T(Z) N (T \ Tr.c) # 0.
Por otro lado, se puede obtener la siguiente relacion entre 77 (Z) y T(Z) (véase [14,
(7.1D)]):

To(@) = {(t,F,0) | t € T(Z), u € Dfu()}.

De manera que existe un indice ¢t € T(Z) y un vector u € JOf,(T) tales que
(t,Z,u) ¢ Tr ¢,y ello implica que, como f;(T) = 0, paratodo z € F, (u,z) < (u,T),

y ademas (u, z) < (u,Z) para algin z € F. [

Sea o = {fi(z) <0, t € T} un sistema convexo no trivial LFM.y sea T € rbd F.

Definimos el siguiente conjunto, que denotaremos por Usz:
{ueR"| (u,z) < (u,Z),paratodoz € F; (u,2) < (u,T), paraalgin z € F'}.
Evidentemente, Uz = N(F,T) \ (F - %)".

Lema 2.3 Sea 0 = {fi;(x) < 0, t € T} un sistema no trivial LFM y T € rbd F. Uz
es un conjunto convexo no vacio tal que, si t € T(T) verifica que 0 f(T) N Uz # 0,

entonces rint 0 f,(T) C Us.

Demostracion. La primera afirmacion es consecuencia del Lema 2.2.

Ahora, sea t € T(T) tal que 0f,(T) N Uz # 0. Tomemos un vector u € O f,(Z) N Ux.
En el caso de que v € rint 3f,(Z) y sea distinto de u, entonces, de acuerdo con la
Proposicion 0.2, existe un escalar ¢ > 1 tal que w := (1 — p)u + pv € 9f(Z). Por lo
tanto, v = Aw + (1 — A)u, tomando A = .

Al ser ¢ un indice en T'(T), y dado que w € 3f;(Z), se cumplira, para todo z € F,
0> fi(z) > (w,z — 7).

En consecuencia, w € N(F,T) y, por convexidad, v € N(F,T).
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Si ocurriera que v € (F — T)™ , tendriamos que, para todo = € F,
(v,2—T) =X w,z—T) + (1 = \) {u,z — T) =0,

lo que obligaa que u € (F — )", y esto es imposible, puesto que u € Uz. Concluimos,

por tanto, que v € Us. |

Teorema 2.3 Sea o = {f,(x) < 0, t € T} un sistema no trivial LFM verificando
la condicién (C.2). Cada una de las siguientes condiciones es suficiente para que o

verifique la igualdad (2.19):
(1) dim F' = n;
() dim F' < n y, para todo T € rbd F,

(U {8f,(rint F), t € T(E)}) N Uz 0. (2.21)

Demostracion. (i) Ya ha sido demostrado en la Proposicion 2.10.
(i1) Vamos a probar que, para todo 7 € rbd F, T(z) N (T'\ T¢) # 0.
Si T € rbd F, entonces Uz # 0, de acuerdo con el Lema 2.3. Tomemos un vector

u € Uz y consideremos el semiespacio
H,:={z e R" | (u,z) < (u,T)}.

Se verifica que F' C H,, pero F no esta completamente contenido en bd H,,. En
virtud de la Proposicion 0.4, rint F' C int H,. Observemos ademas que esta condicion
implica que, si u € Uy, entonces (u,y) < (u,T) , para todo y € rint F.

Como se verifica (2.21), existira un indice ¢ € T(T) y un punto y € rint F' tales que
df:(y) NUz # 0. Vamos a tomar un vector v € Jf;(y) N Uz. Entonces

0= ft(T) 2 ft(y) + <U,T— y> y <U7T_y> > 0.

Por lo tanto f(y) < 0, lo que implica que ¢ ¢ T¢. |

Observacion 2.8 Ahora podemos analizar qué es lo que fallaba en el Ejemplo 2.11,

donde dim F < n, cumpliéndose (C.2), pero incumpliéndose la igualdad (2.19). Se
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observa que, para el punto T = 0y, Uz = {u € R* | uy > 0}, mientras que
J{0f(int F), t € T(Z)} C R x {0}
Teorema 2.4 Sea o = {f;(z) <0, t € T} un sistema no trivial LFM, verificando que,
paratodot € To y paratodo® € rbd F,
df(@) c (F-7)".

Entonces se cumple la igualdad (2.19). Ademas las siguientes afirmaciones son

ciertas:

(1) ParatodoT € F

lin A(Z) = (F — Z)* = span {Uter, Nyerbar 0f:(y)} .
(11) dim FF =n — dim span {UteTc ﬂy@bdp 8ft(y)} .

Demostracion. Para demostrar que la igualdad (2.19) se cumple, probaremos
nuevamente, que T(T) N (T \ T¢) # 0 para cualquier punto T € rbd F. De hecho,
en virtud del Lema 2.2, existe un indice ¢ € T(Z) y un vector u € 0 f;(T) tales que, para
todo x € F, (u,z) < (u,T) y ademds (u, z) < (u,Z) para algiin punto z € F. Entonces
u ¢ (F — %)y, por hipbtesis, t ¢ Tc.
Por otro lado, aplicando el Teorema 2.1 (i), tenemos que, paratodo T € F,
lin A(T) = (F —%)* = span {User,. Nyer 0f:(y)},

y resulta obvio que

span {User, Nyer 0fi(y)} C span {User, Nyerva r 0ft(¥)}

Tomemos ahora un vector v € Jf;(y), para todo y € rbd F y cierto indice ¢ € T¢.

Entonces, por hipétesis, v € (F — y)* y, en consecuencia,

{(v,y) = (v,z), paratodoz € F. (2.22)

Por otro lado, como v € 0 f(y), para todo z € R™, tenemos que

fe(2) = fily) + (v, 2 —y) . {2.23)
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Al ser t un indice portador del sistema o, f;(y) = 0, pues y € rbd F, y a su vez,

fi(x) = 0, para todo = € F' . De manera que, a partir de (2.22) y (2.23), obtenemos
fi(z) > fi(z) + (v,2 — z), paratodo z € F,

paratodo z € R", lo que implica que v € Jf;(x), para todo z € F. Hemos probado, por

tanto, la igualdad en (1), mientras que (ii) es una consecuencia directa de ella. ||

En el caso de que dim F' = n, la hipdtesis del Teorema 2.3 es consecuencia de
la hipotesis del Teorema 2.4, pues el hecho de que se verifique la igualdad (2.19) es
equivalente a (C.2), en virtud de la Proposicion 2.10. Los siguientes ejemplos muestran

que ambas hipotesis son, en general, independientes.
Ejemplo 2.13 Sea o = {f,(x1,22) < 0, t € T} el sistema convexo, en R?, con
T=1[0,1]u{2}y

folzy,m0) = o] + 2],
fe(m1,20) = x?+txe, t €]0,1],

fz(l"l,ifz) = Iy

El conjunto solucién es F' = {0} x]—00,0]y T = {0,2} . Eneste caso, T(0z) = T
y tenemos que inf f, < 0. Vamos a comprobar que o es LFM.

Para el punto T = 05,
0fo@) ={ueR?| -1<u; <1, 0<u, <1}, 0f() = {<1>}
tal como se obtuvo en el Ejemplo 2.11. Por otro lado, 0f,(T) = { (0> } , t€10,1].
Entonces

A(Z) = cone {U Of.(T),t € T} =R x [0, +00] = D(F,T)°.

0 .
Tomemos ahora un punto 7 = ( ), 2 < 0. Dado que tenemos las mismas
L2

restricciones activas en T que en el Ejemplo 2.11, se cumplird igualmente que A(Z) =

D(F, 7).
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Este sistema cumple la condicion (ii) del Teorema 2.3 ya que, para T = 0o,

UE:{uER2|u2>0},

. 0 ,
y tomando cualquier indice ¢ € |0, 1], para todo ( ) € rint F|

X2

0f:(0,29) = {(3)} C Us.

Sin embargo, la hipétesis del Teorema 2.4 falla, pues
0fo(@) & (F —7)* = R x {0}.

Ejemplo 2.14 Sea o = {f,(z1,29,23) < 0, t € T} el sistema convexo, en R3, con

T =10,+o0[y
.’E2 2" x
f0($1,$2,$3) = max{ V 1+3322( 1+12)7 —z, —.’L'Q} ’
fi(z1, @0, 23) == tlzz], t > 0.

La convexidad de la funcién f; sobre R® es una consecuencia directa de la

convexidad de la funcion

g(mlax%x?)) = V ',‘U% + $%,

y de la Proposicién 0.35. Realmente, g es la norma Euclidea restringida al subespacio
{xER3]x3:0}.
Se puede comprobar facilmente que

FZ{JIERleT]ZO, 56220, 1133———‘0}

y, por lo tanto, dim /' = 2. De nuevo probaremos que ¢ es LFM vy, para ello,

analizaremos lo que sucede en cada punto = € F.

(1) ParaT = 03, T(Z) = T. Se obtiene de forma simple que, para los indices ¢ > 0,

0fi(@) ={ueR|us =up =0, |ug| < t}. (2.24)

En el Ejemplo 0.3 obtuvimos
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Uy — 1 -1 0
O fo(T) = conv 5 Uy — 1 wl 4wl <1 U 0 o 1 ;
0 0 0

que, en conjuncion con (2.24), nos conduce a

A(Z) = cone {8f0(35) U (Ut>0 Gft(f))}
= ]—00,0] x ]—00,0] x R

= D(F,T)°.
Ty
(2) Para los puntos T = { 0 |, conz;, > 0, de nuevo T(Z) = T. Si ¢t > 0,
0
se verifica (2.24), pero en este caso la funcion g es diferenciable, de manera que
1
99(Z) = {Vg(T)} = 0 y, por lo tanto,
0
0 0
O fo(Z) = conv —% 1 . (2.25)
0 0

De (2.24) y (2.25) obtenemos

A(T) = {0} x |-00,0] x R = D(F,T)".

0
(3) Para T = Ty |, zo > 0, podemos utilizar un razonamiento simétrico al
0
seguido en (2).
I
(4) Finalmente, paraZ = | 22 |, 21 > 0yaxy > 0, T(Z) = |0, +00], de manera
0

que, a partir de (2.24), calculamos
A(T) = {0} x R=D(F,T)".

En conclusion, o es un sistema LFM.
Las hipétesis del Teorema 2.4 se satisfacen ya que, para todo t € T = ]0,+o0[y
para todo T € rbd F, tenemos

Of(@) = {ue R us =up =0, |us| <t} ClinA®T) = (F—%)".
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Sin embargo las hipdtesis del Teorema 2.3 no se verifican. De hecho, para T =

Yo
0 |),conz; >0, tenemosque T'(Z) =T y
0
f:{uER“Q'[ul:O, u2<0}.
‘o
Siz = T € rint F, podemos observar que 0f;(x) N Uz = 0, para todo indice
0
t > 0. Ademas
I B T
Ofo(z) = 3 (23 + 23) T2 | =3 1
0 0
Dado que x5 # 0, se tiene
z (27 +23) 7 —1<0,

y podemos concluir que 9 fy(z) N Uz = 0.

Ejemplo 2.15 Consideremos el sistema convexo 0 = {fi(z) < 0, t € T}, en R, con
T=112y

H(z) = 2% -1,
—tr—t, sizx< -1,

fi(x) == 0, si—l<xz<1, 1<t<?2,
tr —t, siz > 1.

Resulta ser FF = [-1,1], T¢ = |1,2] y F; = {—1,1}. Se comprueba facilmente
que el sistema o es LFM y, para T, = —1y Z» = 1, podemos tomar { = 1, que
verifica inf f; < 0. Como dim F' = 1, estariamos en el caso (i) del Teorema 2.3. Pero
las condiciones del Teorema 2.4 no se verifican, pues si tomamos T = —1 y el indice

2 € T, entonces —2 € Jf»(T) y, sin embargo, (F — T)L = {0}.
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Capitulo 3

Representaciones de una
funcidon convexa. Funciones
cuasipoliédricas

3.1 Introduccion

En este capitulo introducimos el concepto de representacion de una funcion f convexay
finito-valorada, definida en R™, con el fin de establecer un nuevo marco que nos permitira

obtener caracterizaciones de algunas propiedades conocidas atribuibles a la funcion.

Procederemos, en primer lugar, a establecer la relacion entre la funcion f y un
sistema de desigualdades lineales o, en base a que el epigrafo de f coincida con el
conjunto de soluciones de o. Ello motivara la definicién de representacion de f que

proponemos en la Seccion 3.2.

La Seccidn 3.3 se centra en el estudio de las representaciones LFM. Se obtendran dos
caracterizaciones de tales representaciones, la segunda de las cuales vendra expresada en
términos de una formula de tipo Valadier. Las representaciones LFM no caracterizan a
la funcién f en forma alguna, pues toda funcidén convexa finito-valorada poseerd una
representacion LFM. No ocurrira asi con las representaciones LOP, estudiadas en la

Seccion 3.4, las cuales daran lugar al concepto de funcion convexa cuasipoliédrica.
89
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Asi como los conjuntos convexos cuasipoliédricos pueden ser considerados
como una generalizacion de los poliédricos, las funciones convexas cuasipoliédricas
generalizan las poliédricas. Ello ha motivado la investigacion sobre qué operaciones,
que ya preservan la convexidad poliédrica de las funciones, siguen preservando la
convexidad cuasipoliédrica: conjugacidn, la imagen y la imagen inversa bajo una
transformacidn lineal, la adicidn (punto a punto) y la multiplicacion a la derecha por un
escalar A positivo, que incluird el caso A = 07 De este modo, la Seccion 3.5 se ocupa del
estudio de la conjugada de una funcidn cuasipoliédrica, derivandose una representacion,
para esta Gltima, en términos de los puntos extremos del epigrafo de su conjugada. El

resto de operaciones se recogen en la Seccién 3.6.

En la Seccién 3.7 se obtendra una caracterizacion del subdiferencial y del e-
subdiferencial de una funcion cuasipoliédrica en un punto, pudiendo este tltimo también
ser representado en términos de los minorantes afines de una representacion FM de la

funcion, representaciones introducidas en la Seccién 3.8.

Finalmente, en la Seccién 3.9, presentaremos una aplicacion de la convexidad
cuasipoliédrica, que nos permitird construir una funcidn convexa a partir de una funcion
no convexa, pero continua, con la particularidad de que ambas funciones coincidiran en

los conjuntos (convexos) donde la funcion de origen sea convexa.

3.2 Representacion de una funcion mediante
minorantes afines

En virtud de la Proposicion 0.35, la funcién supremo de una familia arbitraria no vacia

de funciones afines definidas en R"™,

f(z) :=sup{{as,z) — b, t € T}, (3.1

donde x y a; son vectores en R", b; en R, es convexa y cerrada. Ademds, si existe un

unto z° € R™ tal que f (z°) < 400, también es propia.
p q

Por otro lado, si f es una funcién convexa propia y cerrada, como consecuencia de
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la igualdad f = f**, se verifica
flz) =sup {(u,z) - f*(u), v € dom f*},

siendo f* la funcion conjugada de f.

Podemos, por tanto, representar cualquier funcidén convexa y cerrada como el
supremo (punto a punto) de una coleccion de funciones minorantes afines. Con objeto de
simplificar las pruecbas, vamos a suponer que f es una funcidon convexa finito-valorada.
Esto implica que f es continua en R™, y por lo tanto cerrada, pudiendo ser expresada

como (3.1) si, y solo si, epi f € R™"! es el conjunto de soluciones del sistema
o= {{at, 1) = Tpi1 < by, t €T}, (3.2)

De hecho, si epi f es el conjunto de soluciones de (3.2), tenemos

flz) = min{aER (2) Eepif}

= min{a € R |a > (a,x) — b, t € T}

= sup {{a¢,z) — b, t € T}.

. z .
Reciprocamente, si f puede ser expresada como (3.1), para todo ( ) € epif, se
o

verifica
a > f(x) > (as,z) — by, paratodot € T
y, por lo tanto, ( ) es una solucion del sistema (3.2).
(83
Diremos que ¢ es una representacion de f en términos de los minorantes afines

asociados a las desigualdades de o.

Observacion 3.1 Aunque por representacion de una funcién convexa finito-valorada
entendemos un sistema de la forma {{a;, ) — z,4+1 < b, t € T}, de cualquier sistema
cuyo conjunto de soluciones sea epi f podemos derivar una representacion de f. Basta

observar que si epi f C R™*! es el conjunto de soluciones del sistema
6 ={{d,z) +vZnt1 <, t €T},

0, X
donde d; € R™, v,, ¢; € R, para todo ¢t € T, dado que el vector ( 1) € 0% (epi f),
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se verificard que si € epi f, entonces € epi f, para todo escalar
Tn41 $n+1+'A

A > 0y, en consecuencia,
(di, T) +7; (Tng1 + A) <y,

para todo indice ¢t € T’ lo que obliga a que v, < 0, para todo ¢ € T. Vamos a denotar

mediante 7} al subconjunto de indices ¢ € T tales que v, < 0.

Obviamente, si para algin indice, v, = 0, necesariamente d; = 0,, y ¢; > 0, pues
todo punto z € R™ debe satisfacer la restriccion (d;, ) < ¢;. Llamando a, := d;/ |7,],

bs := ¢/ ||, para todo t € T}, obtenemos que el sistema
o ={(a,z) — Tpy1 < by, t €T}

es equivalente a 6 y, por lo tanto, sera una representacion de f.

>€epif

Si (3.2) es una representacion de f, podemos asociar a cada punto (
Tn1

el conjunto de indices correspondientes a las restricctones activas en dicho punto

T< o )z{téT’(at,x>—zn+1=bt}.

Tpt1
En el caso de que z,,,1 = f(x), obtenemos la siguiente equivalencia

T

te T(f(:c)) < f(z) = (as, z) — b,

mientras que si z, > f(z), es decir, ( > € int (epi f) , tenemos que

Tni

T( ¢ ):@.
Tn+1

Esto nos permite concluir que los puntos que son realmente de interés son aquéllos que

se encuentran en la frontera de epi f. Por lo tanto, en lugar de T( ), vamos a

T
f(z)

utilizar una notacion mas simple

T(z):={teT| f(z) = (a,z) — b}, z € R™.
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Por esta razén
A, () := cone { (ﬁg), te T(x)} (3.3)

se denominara cono de los minorantes activos en x asociado a o.

De una forma similar, en el caso en que =, > f(z) tendremos que

(s (7)) <o (o (7)) - 0

De acuerdo con el convenio notacional anterior, D (epi f, z) y N (epi f, z) representaran
el cono de las direcciones factibles y el cono normal a epi f en el punto ( £ )>,
x

respectivamente; es decir,

D (epif,z) = {w c R™!

( o >+/\w€epif, paraalgﬁn)\>0},
f(z)

y N (epi f,z) = D (epi f, z)°.

Tendremos, entonces, para todo x € R" y de acuerdo con la Proposicion 0.45,

A, (z) C N (epif,x). (3.4)

Recordemos el siguiente resultado, que sera de gran utilidad en este capitulo. Si f

es una funcidn convexa finito-valorada, se tiene para todo z € R"

Of(x) = {u € R" (_“1> € N (epi f,x)} . (3.5)

3.3 Representaciones LFM

Iniciamos el estudio de las representaciones LFM presentando una primera

caracterizacion de las mismas.

Proposicién 3.1 0 = {{(a;,2) — 2,41 < by, t € T} es una representacion LFM de

una funcion convexa finito-valorada f si, y solo si, para todo x € R",

A, (z) = N (epi f,7). (3.6)
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Demostraciéon. En virtud de la Proposicion 0.47, el sistema o es LEM si y solo si
el cono activo en cualquier punto de su conjunto de soluciones, epi f, coincide con el
cono normal a epi f en el punto. Si el punto estuviera en int (epi f), ambos conos se
reducirian al origen, por lo que los tnicos puntos que tiene que ser investigados son los
de la frontera de epi f. Podemos por tanto concluir que o es LFM si, y sélo si, se verifica

3.6). ®

En la Proposicidn 3.17 probaremos que toda funcidén convexa finito-valorada admite
una representacion Farkas-Minkowski (FM, para abreviar) y, en consecuencia, admitira
también una representacion LFM. Este tipo de representaciones presenta una interesante

segunda caracterizacion.

Proposicion 3.2 0 = {{(as,z) — zpq1 < by, t € T} es una representacion LEM de
funcion convexa finito-valorada f si, y solo si, para todo x € R", se verifica la formula

del tipo Valadier

Of(z) = conv{ay, t € T(x)} 3.7)

Demostracion. Sea o una representacion LFM de f, de manera que se cumple la

igualdad (3.6). Si reemplazamos en (3.5), obtenemos

u € df(z) = (_“1> € A, (z),

y, de acuerdo con (3.3), esto equivale a que u € conv {a;, t € T'(z)}.

Reciprocamente, si se verifica (3.7), para todo x € R”, obtenemos, en virtud de

(3.5),
<_u1) € N (epi f,z) <= (_ul) € conv { <ft1)’ te T(m)} : (3.8)

Tomemos un punto (a) € N (epif,z),donde a € R"y o € R, y demostremos que
a

(Z) e A, (z).

Como N (epi f,z) = D (epi f,z)° y ademas <01") € 0t (epif) € D (epi f,’a:),
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tendremos que
(a,0,) +a <0,

y, en consecuencia, & < 0.

En particular, si & = 0, por la definiciéon de cono normal, ocurriria que, para todo

y € R" (a,y — z) <0,y esto implica a = 0, por lo que (a) =0p11 € Ay (2) .
o
Podemos afirmar, entonces, que si <a> # 0,1, debe ser a < 0, y ello nos permite
e

(0)-(2)

a

Dado que V (epi f, x) es un cono, ocurrird que (’?’1) € N {epi f, ),y aplicando (3.8),

escribir

(ﬁ) € conv { (i), te T(m)} C A, (z),

. [a
¥y, en consecuencia, ( ) € A, ().
o

obtenemos

En virtud de (3.4) y (3.6), concluimos que ¢ es una representacion LFM de f. |

3.4 Representaciones localmente poliédricas (LOP).
Funciones cuasipoliédricas.

Recordemos que una funcion convexa f es poliédrica si epi f es un conjunto poliédrico.
Si ademas f es finito-valorada, este tipo de funciones puede estudiarse como un caso

particular de las siguientes:

Definicion 3.1 Se dice que una funcion f convexa finito-valorada es cuasipoliédrica si

epi f es un conjunto cuasipoliédrico.

Obsérvese que, en virtud de la Proposicion 0.49 (i1), si o es una representacion LOP

de una funcion convexa finito-valorada f, el conjunto solucién de o, que es epi f, serd
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un conjunto cuasipoliédrico, y por tanto, f sera cuasipoliédrica.

Reciprocamente, si f es una funcion convexa finito-valorada y cuasipoliédrica, la
Proposicion 0.50 nos permite afirmar que existira una representacion LOP de f: basta
observar que si {(d;,z) + v, Zns1 < ¢, t € T} es un sistema LOP cuyo conjunto de
soluciones es epi f, podemos obtener, de acuerdo con la Observacidn 3.1, un sistema
equivalente 0 = {{a;, ) — xpy1 < b, t € T1} (donde T} C T') que conserva el cono

activo en cada punto de epi f, de tal manera que o sera también un sistema LOP.

Asi pues, podemos caracterizar una funcion cuasipoliédrica en términos de una
representacion LOP de la misma, en contraposicion con las representaciones LFM, que
no caracterizan a la funcion de forma alguna (recordemos que toda funcién convexa
finito-valorada admitira una representacion LFM), por lo que no tiene ningun sentido
hablar de funciones LFM.

Establecemos, inicialmente, un resultado analogo a la Proposicion 3.1, cuya prueba

omitimos por su similitud.

Proposicion 3.3 0 = {{(as,z) — z,1 < bs, t € T} es una representacion LOP de

una funcion convexa finito-valorada f si, y solo si, para todo r € R",

Ay (z)° = D(epif,z). (3.9

Claramente, si o es una representacion LOP de f, 1a Proposicion 0.49 (i) nos permite
afirmar que también sera una representacion LFM, de manera que la igualdad (3.7) es

también valida para aquellas representaciones.

Sea C' un conjunto no vacio en R™ y ¢ una representacién de una funcion convexa

finito-valorada f. Vamos a utilizar la siguiente notacion

T(C):=|J{T(z), z € C}.

A continuacion presentamos una caracterizacion de las funciones convexas finito-
valoradas y cuasipoliédricas que constituird una herramienta fundamental en la prueba

de los principales resultados de este capitulo.
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Proposicion 3.4 Una funcion convexa finito-valorada f es cuasipoliédrica si, y sélo
si, existe una representacion de f, o = {{as,x) — Ty < by, t € T}, tal que T(C) es
un conjunto de indices no vacio y finito, para todo conjunto compacto no vacio C en R™.

Ademas, o es una representacion LOP de f.

Demostracidon. Sea f una funcion cuasipoliédrica. Vamos a considerar la sucesion de

politopos, en R™, {rclB..} -, y denotemos
my :=min{f(z), z € rclBy} y M, := max {f(x), x € rclBu},
para cada r € N. Como {r cl B, x [m,, M,]} es un politopo en R**!, el conjunto
C,:=epi f N {rclByx [m,, M)}
sera un politopo, para todo r € N.

Definamos la siguiente funcion convexa
frlx) = f(z)+6(z | rclBy).
Es facil demostrar que epi f, = C,. U D, para todo r € N, donde
D, :=rcl By Xx [M,, +o0].

Por lo tanto, epi f,, que es un conjunto convexo cerrado, es la union de dos conjuntos
poliédricos y, en virtud de la Proposicion 0.19, epi f,. es un conjunto poliédrico.

Podemos concluir que f, es una funcidn poliédrica, para todo r € N.

Consideremos una representacion minimal de epi f,. (es decir, una representacion

sin desigualdades redundantes),

{{al,2) = sy < U, i =1,2,ky, ||zl <7}, (3.10)

A, = {(Z) i= 12k} ,

para todo r € N. Dado que epi f, C R"*! es un conjunto poliédrico y dim (epi f,) =

y definamos

n + 1, si denotamos
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H = { ( ¥ ) e R"™ (al,z) — zpp1 = bi},
Tnyi

entonces H: Nepi f, es una faceta de epi f,, para todo i € {1,2, ..., k,} ,en virtud de la

Proposicion 0.20 (iii). Pero f,,, restringida a r ¢l B, coincide con f,, por lo que cada
una de estas facetas coincidira o estard contenida en una faceta de epi f,, 1, y por lo tanto
H! Nepi f,11 es una faceta de epi f,,,, de manera que, aplicando la Proposicién 0.20
(1), podemos concluir que A, C A, 1, para todo r € N.

Sea entonces A := lim, o A, = cl{UX A, } y definamos el sistema

o= {(a,z) a1 <0b, (Z) € A}.

Vamos a demostrar que o es una representaciéon de f, comprobando que su conjunto de

soluciones es epi f.

Supongamos primero que ( ) es una solucion de o, y que z € rclB,,

Tnt1
para cierto r € N. Dado que A, C A, se cumpliré que {(a%,z) — Ty < bi, para

todo i = 1,2, ..., k., de manera que z,,,; > {(a’ ‘,paratodo i = 1,2,.... k., y

consecuentemente z,+1 > fr(z) = f(z) por tanto, ( ) € epi f.

oz
Reciprocamente, si ( ) € epifylz|l, < k, para cierto £ € N, entonces
x

n+1

z € rclBy, para todo r > k por tanto f(z) = f.(z), para todo r > k. Esto, a su vez,

implica
<a7i~ax> - b:, S fr(x) S Tni1,
para todo i = 1,2, ..., k. para todo » > k. Por otro lado, A, C Ay, para todo s < k, de

manera que ( ) verificara (a, z) — z,41 < b, para todo <Z> ecl{ux A} = A

T4l
Ademads, como consecuencia de la minimalidad de las representaciones (3.10),
tendremos que o es ajustado. En virtud de la Proposicion 0.48 (ii), este sistema es LOP.
La representacion o verifica la propiedad que estamos buscando ya que, para
cualquier conjunto compacto no vacio C' en R”, existird un r € N tal que C' C # cl B,

de manera que el numero de indices en T(C) serd a lo sumo &, y, por tanto, finito.
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Ademas, debido a que o es ajustado, para todo x € R™, T(z) # (), y tendremos que
T(C) # 0.

Demostremos a continuacion que, si 0 = {{(a;,z) — Tpp1 < b, t €T} es una
representacién de f, tal que T(C) es un conjunto de indices no vacio y finito,
para cualquier conjunto compacto no vacio C en R", entonces epi f es un conjunto
cuasipoliédrico. Observemos que, bajo nuestra hip6tesis, T () # ), para todo x € R™.

Sea C' un politopo arbitrario de manera que cn epi f # (). Consideremos una

representacion minimal de dicho politopo

6::{( o >€R"+1
xn-{—l

y tomemos la proyeccion de C' en el espacto de las n primeras coordenadas

<aiax> + CiTnyl S bia L= 1727 )p} )

C’:z{:EG]R”

( v > € 5, para algin z,, 1 € R} .
Tn+1

Vamos a demostrar que cn epi f es el conjunto de soluciones del sistema

(,\) (a3, ) — Tpy1 < by, teT(C),
o
(i, ) + CiTpyr < by, 1=1,2,...,p

Como C es compacto, entonces C' sera también compacto, y por lo tanto T(C) es no
vacio y finito. Llegaremos entonces a que C MNepi f sera un conjunto poliédrico acotado;
es decir, un politopo.

Es evidente que cn epi f estd contenido en el conjunto de soluciones de ¢ (5) ,

pues es el conjunto de soluciones del sistema
<at’$> — Tnt1 S bt, t e T,
(@i, ) + CiTnyr < b, 1=1,2,...,p

y las desigualdades de o (5) pertenecen también a este sistema.

Por otro lado, si (_
Tnt1

> es una solucion de o (C) , entonces (_

) € 6 Yy, por
Tn41

tanto, T € C. Tomando cualquier indice ty € T () C T(C), tendremos que

f (T) = (ato,f> — bty
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Dado que <_

) satisface la desigualdad asociada con ¢y, tenemos que T, >
Tt

(a4, T) — by, = f (T). Por lo tanto, <_
Tn+1

)Gaﬂepif. [ |

Los puntos extremos del epigrafo de una funcion convexa finito-valorada

cuasipoliédrica pueden ser caracterizados de la siguiente forma:

Proposicion 3.5 Sea f una funcion convexa finito-valorada y cuasipoliédrica, y

consideremos la representacion de f
g = {<at’$> — ZTpy1 < bt, te T},

que verifica que, para todo conjunto compacto no vacio C C R™, T(C) es finito y no

[ (@)
dimaff {at, t € T(Z)} =dim9f (T) = n. (3.11)

vacio. Entonces ( ) es un punto extremo de epi f si, y sélo si,

Demostracion. Sabemos, en virtud de la Proposicion 3.4, que esta representacion
existe. Ademas, el sistema o es LOP.

Como epi f es el conjunto de soluciones de o, aplicando la Proposicion 0.51,

f (@)

tenemos la siguiente equivalencia: ( ) es un punto extremo de epi f si, y sélo

si,

dimaﬁcone{(ftl), te T(T)} =n+1,

que es equivalente a

dimspan{(ftl), te T(’x’)} =n+1,

y también a
dimspan{(alt>, tET(E)} =n+ 1. (3.12)

En virtud de la Proposicion 0.9, la igualdad (3.12) se verificara si, y solo si,

dimaff {a;, t € T (T)} = n. (3.13)

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2007



Algunas contribuciones a la programacion semi-infinita convexa.Maria Dolores Fajardo Gomez.

3.5 Conjugada de una funcion cuasipoliédrica 101

/(@)

se cumple (3.13). Como todo sistema LOP es LFM, a partir de la Proposicion 3.2

Hemos probado, por tanto, que ( ) es un punto extremo de epi f si, y solo si,

concluimos que dim aff {a;, t € T (7)} = dim df (). |

3.5 Conjugada de una funcion cuasipoliédrica

Iniciamos esta seccion investigando bajo qué condiciones, si f es una funcidén
convexa finito-valorada cuasipoliédrica, su conjugada f* posee las mismas propiedades.
Caracterizaremos, en primer lugar, la finitud de f*. La Proposicion 0.24 establecia que,
bajo nuestras hipotesis actuales sobre f, su conjugada es finito-valorada si, y sélo si, f
es cofinita.

La Proposicion 3.6 presentard, para una funcidon convexa finito-valorada, tres
criterios equivalentes a la cofinitud. Uno de ellos, por su propia relevancia, lo
presentamos como un lema anterior, aunque sefialaremos que se menciona en [17,

p. 181] sin demostracion.

Recordemos que f es I-coerciva si

=) _ +00. (3.14)
lzll—+o0 |||

Lema 3.1 Sea f una funcion convexa y cerrada, definida en R™. Entonces f es cofinita

si, y solo si, es I-coerciva.

Demostracién. Supongamos primero que f es 1-coerciva y que, por lo tanto, (3.14) se
cumple. Tomemos cualquier punto € dom f y cualquier y # 0,. Como f es cerrada,
en virtud de la Proposicidn 0.23,

(F0*) () = tim L&) = f@)

A—+o00 )\ ’
pero
. flx+ ) . flz+Ay) |1
lim 12T gy AETAY S -
Ao A Ao |z + Ayl Y| T

y, por lo tanto, (f0*) (y) = 400, de manera que f es cofinita.
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Reciprocamente, if f fuese cofinita y no se verificara (3.14), existiria una constante
M > 0, tal que, para todo € N, podriamos encontrar un punto z” € R", con ||z"|| > r,

de manera que

@)

e~

(3.15)

Por otro lado, al cumplirse que f*(0,) > (0,,z) — f(z), para todo z € dom f,

obtenemos
f(z") = = f*(0n),

y, €n consecuencia,

f(z") f7(0,) .
M Z 2 - Z mln{oa _f*(on) ’

Tl = T }
para todo » € N. Hemos demostrado, pues, que la sucesion de (3.15) también esta
acotada inferiormente, pues 0,, € dom f* = R". Por lo tanto, podemos suponer, sin

pérdida de generalidad, que existe 7 € R tal que
lim ___f(x ) =

r=oo [lzr]

y ademas

A

T
lim =y, |yl =1
r—oo [|27||

21 (5ie) = ()

y, en virtud de la Proposicidn 0.5,

(;‘;) € 0" (epi f) = epi (f0*).

Por lo tanto,

De esta manera hemos obtenido

(f0%) (y) <, cony # 0O,

contradiciendo el hecho de que f es cofinita. ]
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Proposicion 3.6 Dada la funcion, definida en R",
f(x) =sup {{a,z) — b, t €T},

v suponiendo que sea propia, las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f es cofinita;
(ityconv {as, t € T} =R™;

(i1) f es I-coerciva.

Ademas, si f es finito-valorada, podemos aiadir a la lista anterior la siguiente condi-

cion:
(iv) conv d f(R™) = conv df* (R") = R™.
Demostracion. Primero, probaremos que (i) = (ii) = (iii), puesto que la equivalencia

(iii) < (i) fue probada en el Lema 3.1. A continuacién, demostraremos que, si f es

finito-valorada, entonces (i)-(iii) = (iv) = (ii).

(1) = (i1) Aplicando la Proposicién 0.35, para todo y € R",

(f01) (y) =sup {(f:07) (), t € T},

donde f,(x) := (a¢, ) — by, paratodo ¢ € T'. Ahora, de acuerdo con la Proposicion 0.23,

(f:0%) (y) = sup { fi(z + v) — fi(z), £ € R"} = (ay,y),

y por lo tanto
(f0*) (y) =sup {(ar,y), t € T}.
Definamos A := conv {a¢, t € T'}. Entonces
0" (y|clA) =6"(y | A) = sup{(a,y), a € A} =sup{{as,y), t € T},
y obtenemos

(f0%) (y) =07 (y [ c14).

Como f es cofinita, tendremos que §* (y | cl A) = 400, para todo y # 0,, y esto implica
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que, para un punto x € R™,

d(x|clA) = 0 (z|clA)
= sup{(z,y) — 0" (y|clA),y € domd* (- | clA)}
~ 0,

pues dom ¢* (- | cl A) = {0,,}, siendo ademas
6% (0, | LAy = (f0*) (0,) = 0.

Entonces c1 A = A = R", en virtud de la Proposicion 0.1.

(i1) = (iii) Procederemos por reduccion al absurdo, suponiendo que la funcion f no
es l-coerciva. Entonces existird una constante A/ > 0, tal que, para todo r € N, podra
encontrarse un punto z" € R, con {|z”|| > r, de manera que

f@r)

lzr)l

Para cualquier indice ¢ € T, tenemos
(ar,2") — by < f(z7) < M |lz"]. (3.16)

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

lim — =7, |7 =1
TEEOM—U’ [zl = 1.

Entonces, de (3.16), obtenemos que, para todo r € N,

<at’ " > by < f(z") < M,

[l VA i 1

y tomando limites cuando r tiende a co
<ata H> S M7

y esto se cumple para todo ¢ € T'. Como conv {a;, t € T} = R", concluimos que, para

todo a € R”,
(a,7) < M,

y esto supone una contradiccion (témese, por ejemplo, a = (M + 1) ).
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Supongamos ahora que f es finito-valorada.

(1)-(111) = (iv) En virtud de la Proposicion 0.37, para todo = € R™,
Of(z) D cleonv{ay, t € T(x)}.

Evidentemente, para que (ii) se verifique, T' no puede ser finito.
Vamos a considerar dos casos:
Caso 1. Si T(R™) = T, entonces {a:, t € T'} C df(R") y, por (i),
R"™ = conv {a;, t € T} C convdf(R").
Caso 2. Si T\ T(R") # (), consideremos la representacién de f
o={{as,x) —xpy; < by, t€T}.
a) € R tal que

b

(a,z) — x,,1 < bes una relacion consecuente de o, y ademas el conjunto solucion de

Denotamos por D al conjunto (posiblemente vacio) de vectores <

oU{{a,z) — zpny1 = b}

€s una cara expuesta no vacia de epi f.

Definimos la funcidn convexa

g(x) == sup {(at,x> — b, t € T(R™); (a,z) — b, (Z) e D} .

Vamos a probar que, para todo z € R”, f(z) = g(z).
Primero, es evidente que f(z) > g(x). Tomemos ahora un punto 7 € R™. En el caso

de que f(T) = (as, T) — by, para algin indice t € T', entonces ¢t € T'(R™), y por lo tanto
f(@) < g(2).
Alternativamente, si

f(@) > (a:,7) — b, (3.17)

para todo ¢ € T, podemos encontrar una sucesion {¢,} -, C 7T tal que

F@) T < a0, ) ~ b, < F(3), (3.18)

paratodor € N.
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. ., Q¢ * . , . . , . .
Si la sucesion tuviera un nimero infinito de términos repetidos,
tr r=1

r a/t r LA
llamémosles ( g), con s € T, podriamos obtener una subsucesion convergente,
S

asg

evidentemente, a ( b ) , y tomando limites en (3.18), restringiéndonos a la subsucesion,

S

tendremos que
(as,T) — by = f(7T),

lo que contradice (3.17).

Podemos, por tanto considerar, sin pérdida de generalidad, que

-1

C CLtr atr
8 | =tmf[| -1 1.
gl TN b b,

con § < 0. De esta manera, se obtiene que (c,z) + Bzr,y1 < < es una relacion
consecuente de o.

Ademas, a partir de (3.18), tenemos que

1
= < A{at,,T) — by, — f(T) <0,

para todo € N. Entonces

Ay, T
-1 ) f (ZE)
1 bs, -1
< < 0. (3.19)
at, at,
T -1 -1
by, b,
as, >
En el caso de que -1 estuviera acotada, podemos suponer sin pérdida
bt" r=1
de generalidad que
ag,. d
lim| -1 |=1{ -1 ], .
r—00 bt,, 5
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y, €n consecuencia,
g, d
lim —1 = -1 > 0.
7T—0Q btr 5
Q..
Sino estuviera acotada, es decir, lim, _, o —1 = 400, tendremos que, en ambos
by

casos, tomando limites en (3.19),
() + Bf(@) — 7 =0, (3.20)
de manera que el conjunto solucidn del sistema

o U{{c,z) + frni1 =7}

€s una cara expuesta no vacia de epi f.

Vamos a demostrar que 8 < 0, por reduccion al absurdo. Si ocurriera que 8 = 0,
obtendriamos que (¢, z) < + seria una relacion consecuente de o, y, por tanto, tendria
que ser verificada para todo = € R™, lo que obligaria a que ¢ = 0, y, de acuerdo

con (3.20), necesariamente v = (. Esto representa una contradiccion, pues el vector

c
B | tiene norma unitaria. Debe ser, por tanto, § < 0, y dividiendo por [3] en (3.20),
y

obtenemos

<a?f> —-b= f(f),

siendo ademas (a,z) — T,y < b una relacion consecuente de o, lo que implica que

b
Como f es l-coerciva, g sera también 1-coerciva y, teniendo en cuenta que (iil)

<a> € D. Hemos llegado, pues, a que f(T) < g(T).

implica (ii), concluimos que

conv ({at, t € T(R™), } U {a, <Z> eD }) — R

Pero la funcién g verifica la condicion del Caso 1, y por tanto conv df (R") =

conv dg(R") = R™.
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Ahora, como f es finito-valorada y cofinita, f* sera también finito-valorada y

cofinita, con

f(u) =sup {{u,z) — f(z), z € R"},
con lo que podemos aplicar lo anterior para afirmar que conv df* (R") = R™.
(iv) = (ii) Aplicando la Proposicion 0.39, para todo = € R,
0f(z) = () clconv {as, t € Ts(x)},
6>0
donde
Ts(z) ={t €T | {as,x) — b > f(z) —&}.

Dado que {a:, t € T5(z)} C {at, t € T}, para todo escalar 6 > 0, concluimos que

Of(z) C cleconv {as, t € T}, para todo z € R", y por lo tanto
R™ = convof(R™) C clconv{as, t € T},

de manera que obtenemos conv {a;, t € T} = R™ n

A continuacion, presentamos el primer resultado sobre conjugacion.

Proposicion 3.7 Sea f una funcion convexa finito-valorada cuasipoliédrica que

ademdis es cofinita. Entonces f* posee las mismas propiedades.

Demostracion. La finitud y la cofinitud de f* son inmediatas, pues dom f = dom f**.

Probaremos, por lo tanto, que f* es una funcién cuasipoliédrica.

Sabemos que f*(u) = sup {(u,z) — f(z), £ € R"}. Ahora bien, para cada vector
u € R™, al ser dom f* = R, y en virtud de la Proposicion 0.26, se cumplird que

Of*(u) # 0, siendo, ademds, un conjunto compacto. Vamos a considerar, para cada

Pe) = (1) €2

Al ser 9 f*(u) un conjunto compacto, y f una funcion continua en todo R", F*(u) es

u € R™, el conjunto

xeaf*(u)}.

un conjunto compacto, y por lo tanto, acotado. Podemos también expresarlo
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Flu) = { <”E:+1> R (xil)

pues, si (;c ) € epi f verifica que (u,z) — T,41 = f*(u), entonces (u,z) > f(z) +
n+1

<u’$> — Tptl = f*(u)’

’ SM}ﬂepiﬂ

f*(u), y, de acuerdo con la Proposicion 0.29, z € 9f*(u) y, ademas, z,,,1 = f(z). De
esta manera, hemos expresado F'(u) como la interseccion de un politopo y un conjunto
cuasipoliédrico, y por lo tanto, es un politopo. En virtud de la Proposicion 0.17 en
conjuncion con la Proposicion 0.15 (un politopo no tiene direcciones extremas), F'(u)
puede ser expresado como la envoltura convexa del conjunto (finito) de sus puntos

extremos

F(u) = conv { (f Zfz))) i=1,2, .., k(u)} .

(4, ) — Tt = f*(u)} es

un hiperplano no trivial soporte a epi f y, dado que F'(u) = H, Nepi f, obtenemos que

Por otro lado, el hiperplano H, := { ( v > c Rl
Tnt1

F(u) es una cara expuesta de epi f. Asi, todo punto extremo de F'(u) serd un punto

extremo de epi f, de manera que hemos probado que, para todo u € R" existe cierto

z € R™ tal que f*(u) = (u,z) — f(z) y ademas <fév)

) es un punto extremo de epi f.

Vamos a denotar por

E:z{xeR"

x :
( )es un punto extremo de epi f } .
f(2)

Podemos por tanto expresar
f*(u) =sup{(u,z) — f(x), z € E},
de manera que el sistema
o" = {{u,x) —ups1 < f(x), 2 € F} (3.21)
es un representacion de f*. Ademas, para todo vector u € R",
T"(u) = {o € B| {u,a) - f (2) = f*(u)} #0.

Vamos a demostrar que f* es cuasipoliédrica a partir de la Proposicién 3.4, que
q p p p q

aplicaremos a la representacion (3.21) de f*.
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Sea C un conjunto compacto no vacio en R, y 7*(C) = U{T*(u), ue€ C}.
Hemos demostrado ya que T*(C') # (). Veamos ahora que es finito.

Procedamos por reduccion al absurdo. Suponiendo que 7*(C') no fuera finito,

existiria, paratodor € N, u” € C'y 2" € T*(u") tales que
fflw) =" z" — f(z"), (3.22)
siendo < o ) un punto extremo de epi f.
f(z)

x" *
En el caso de que {( >} fuera una sucesion convergente de puntos

f(zr)

r=1
extremos (no repetidos, pues la sucesion {(z")},-, tiene infinitos términos no repetidos)

T

r z
de epi f, con lim, ( ) = < _ ), entonces el politopo
f () f (@)

x

(CARE

tendria un nimero infinito de puntos extremos, y esto es imposible. Podemos por tanto
afirmar que los puntos extremos estan aislados, y por lo tanto, lim, ., |z"|| = +oc.
Como {u"}.2, C C,y éste es un conjunto compacto, tomando una subsucesion, si

fuera necesario, tenemos que

y ademas
lim —— = Y.
r—oo ||z” |
A partir de (3.22), obtenemos
(@,y) = lim <u s >: fim L0 7T (3.23)
r=oa \ -t /0 ool 27

Ahora bien, al ser f* continua en R", tendremos que lim,_,, f*(u") = f*(@) y, por otro
lado, como f es cofinita, en virtud del Lema 3.1, también es 1-coerciva, de manera que
lim, ’ﬂ%} = +00. Asi pues, tomando limites en (3.23), llegamos a que (u, y) = +o0.

Por lo tanto 7*(C) debe ser finito. [

El siguiente lema, en conjuncién con la proposicion anterior, permite obtener una
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representacion especifica de toda funcidn convexa finito-valorada cuasipoliédrica y

cofinita.

Lema 3.2 Sea f es una funcion convexa finito-valorada cuasipoliédrica y cofinita.

Entonces epi f tiene un numero infinito numerable de puntos extremos.

Demostracidn. Al ser la funcion f cofinita, se verificara que (f0%) (y) = +oc, para

todo y # 0,,, y ademas, aplicando la Proposicién 0.23,

<f0+) (0n) = sup {f(z +0,) — f(z), z€ R"} = 0.

On

/\),)\ > 0} = 0% (epi f) . Podemos

En consecuencia, obtenemos que epi ( f01) = { <

concluir, por tanto, que < 1" es la unica direccion de recesion de epi f. Ademas,

lin (epi f) = (07 (epi £)) N (=0% (epi f)) = Ony,

y, por lo tanto, epi f es un conjunto convexo apuntado.

Dado que toda direccion extrema de epi f es una direccion extrema de 0 {epi f),
0 Y . . :
y claramente ( 1”) no puede ser una direccidn extrema de epi f, se deriva que epi f no

puede tener direcciones extremas, y en virtud de la Proposicion 0.15, epi f es la envoltura
convexa del conjunto de sus puntos extremos. Ello ya nos asegura que dicho conjunto
debe tener cardinal infinito. Demostraremos que ademas es numerable.

Si consideramos la sucesion de politopos {rclBo,} o, , en R"*! tendremos que
(rclBy) Nepi f es a su vez un politopo, para todo » € N. Esto implica que cada uno
de ellos tiene un nimero finito de puntos extremos. Como todo punto extremo de epi f
estard en algln politopo r cl B, serd a su vez un punto extremo de (r clB.,) N epi f.
Podemos concluir que el conjunto de puntos extremos de epi f estard contenido en la

union de todos los conjuntos de puntos extremos de los politopos (r cl B,,) Nepi f, para

todo € N, y esta union tiene cardinal numerable. |

Corolario 3.1 Toda funcion convexa finito-valorada cuasipoliédrica y cofinita f puede

representarse mediante el sistema

o:={(a",z) — zp+1 < by, r € N}, (3.24)
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donde {(Z >, r e N} es el conjunto de puntos extremos de epi [*, siendo b, =

T

f*(a),reN.

Demostraciéon. En virtud de la Proposicion 3.7, f* es una funcion cuasipoliédrica
finito-valorada y cofinita y, aplicando el Lema 3.2, el conjunto de los puntos extremos

de su epigrafo tiene cardinal infinito numerable. Denotemos dicho conjunto por

{(Zr>, re N}, conb, = f*(a”).

Como consecuencia de la finitud de f* y de la igualdad f = f**, tendremos que

f(z) = sup {(u,z) = f* (u), u € R"},

de manera que, claramente, f (z) > sup {(a",z) — b, r € N}.
Por otro lado, podemos utilizar un argumento similar al seguido en la demostracion
de la Proposicion 3.7, reemplazando f por su conjugada, y concluir que, para cada

punto x € R", existe un vector u € R" tal que f(z) = (u,z) — f*(u), siendo

7o

ademas < ) un punto extremo de epi f*, es decir, (Z ) para algin 7y € N,y

u
S (u)
verificandose que f(z) = (a™,z) — b,,. Por lo tanto, o en (3.24) es una representacion

de f. |

T0

Observacion 3.2 Aplicando el corolario anterior a la conjugada de una funcién

convexa finito-valorada cuasipoliédrica y cofinita, obtenemos que, denotando por
{ <;:), reN } al conjunto de punto extremos de epi f, donde d, = f (¢"), podemos
expresar f* de la forma:

fr(u) =sup{{(c",u) — d,, r € N},
de manera que el sistema asociado

o= {(c",z) — Ty < d,, r € N}, (3.25)

sera una representacion de f*. Ademas, (3.24) y (3.25) verificaran que pa}a cualquier

conjunto no vacio compacto C' C R™, T(C') y T*(C) son finitos y no vacios.
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Ejemplo 3.1 Sea f(z) :=sup {(2r + 1)z — (r* +r), r € Z}. Es facil demostrar que

f es finito-valorada cofinita y cuasipoliédrica. El conjunto de los puntos extremos de

() es)

Por lo tanto, su conjugada puede expresarse de la forma

epi f es

f*(u) = sup {ru -7 re Z} ,

y el conjunto de los puntos extremos de epi f* es
2r +1
{ ( Tt ) re z} |
ré4r

3.6 Operaciones con funciones cuasipoliédricas

La propiedad para una funcién convexa de ser poliédrica se conserva bajo algunas
importantes operaciones que resumimos en la siguiente proposicion. El apartado (a)

de esta proposicidn es un resultado auxiliar que utilizaremos en esta seccion.

Proposicion 3.8 Sea f una funcion convexa poliédrica en R™ y C un conjunto convexo

poliédrico en R™ . Se verifica:

(a) [26, Th. 19.3] Para cualquier transformacion lineal A de R™ en R™, el conjunto con-
vexo AC = {Azx | x € C} es poliédrico en R™. Ademas, si D es un conjunto con-
vexo poliédrico en R™, A™'D := {x | Az € D} es un conjunto convexo poliédrico

en R™.

(b) [26, Cor. 19.3.1] Para cualquier transformacion lineal A de R™ en R™, (Af) (y) :=
inf {f (z) | Az = y} es una funcion convexa poliédrica en R™. Ademds, si g es una
funcion convexa poliédrica en R™, (gA) (y) := g (Ay) es una funcion convexa polié-

drica en R™.

(c) [26, Th.19.4] Si f es propia y h es otra funcion convexa propia poliédrica en R™,

entonces f + h es poliédrica.
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(d) [26, Cor. 19.5.1] Si f es propia, para todo escalar X > 0, (f\) (z) := Af (/\_1.7;) es

una la funcion convexa poliédrica, asi como fO%.

Estudiemos el efecto de la aplicacion de las operaciones que aparecen en la
Proposicion 3.8 sobre las funciones convexas finito-valoradas y cuasipoliédricas.

Algunos de los resultados se derivan de la siguiente proposicion.

Proposicion 3.9 Sea A una transformacion lineal de R™ en R™, donde m > n.

Entonces el conjunto convexo en R™
AC ={Ax |z € C}

es cuasipoliédrico, para cada conjunto convexo cuasipoliédrico C en R" si, y sélo si,
o bien Ar = 0,,, para todo v € R", o bien ker A = {0,}. Ademdas, si esta ultima

condicion se cumple, el conjunto convexo en R™
AT'D={zeR"| Az € D},

siempre que no sea vaclo, es cuasipoliédrico, para cada conjunto convexo

cuasipoliédrico D en R™.

Demostracion. Si Az = 0,,, para todo z € R™, AC se reduce a un punto, de manera
que, trivialmente, es un conjunto convexo cuasipoliédrico. Por lo tanto, vamos a suponer
que ker A = {0, } , en cuyo caso A es una aplicacion biyectiva entre R" y AR™.

Sea P un politopo en R™, tal que (AC) N P # (). Demostraremos que (AC) N P es
un politopo. Como esta acotado, sera suficiente probar que es un conjunto poliédrico en
R™.

La Proposicion 3.8 (a) garantiza que A™'P es un conjunto convexo poliédrico en
R™. Por otro lado, puesto que C N (A™1P) = A~1 ((AC)N P) # 0, tendremos que
AP # 0, y la Proposicién 0.7 en conjuncion con la hipétesis ker A = {0,}, nos

conduce a que
0t (A7'P) = A7 (0"P) = A7 (0,) = Op,.

Podemos, por tanto, concluir que A~!P es un politopo en R™, y, en consecuencia,

C N (A7'P) es un politopo en R". De nuevo aplicando la Proposicion 3.8 (a),
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A(C N (A~'P)) es un conjunto convexo poliédrico en R™. Ademas,
A(CN(ATIP)) = (AC)NA(AT'P)
= (AC)NA (A7 (PN ARY))
(AC)N
(AC) N

AC)N

(PN AR")

De esta manera, hemos llegado a que (AC) N P es un politopo en R™.

A continuacion, procedemos a probar el reciproco. Supongamos, por tanto, que AC
es cuasipoliédrico, para todo conjunto convexo cuasipoliédrico C'.

Si Az # 0,,, para algin z € R™, y ademas ker A # {0,}, podemos elegir dos
vectores u € ker Ay v € R" \ ker A, tales que [|u|| = ||v|| = 1. Vamos a considerar el

conjunto numerable

1
S::{sk:ku—kgv,k;eN},

y definamos C := conv S + cone {u} . En el subespacio vectorial L := span {u,v},

cada punto podra expresarse en términos de sus coordenadas repecto de la base {u,v}.
k

1) , para todo k € N.

k

Primero, probaremos que C' es cerrado. Sea z € clC) tal que z = lim, o, 27,

Asi, por ejemplo, s* = <

donde z" € C viene expresado por sus coordenadas respecto de {u,v}, para todo

r € N. En virtud del Teorema de Carathéodory, existiran tres sucesiones, en N, {k] }° |

iel=1{1,23},tales que,siz" = (21> para r € N, tenemos que
2
To> ) MK, (3.26)
el
T, = Al —, 3.27
2 ZGZI ? k.r ( )

donde ), ., A{ = 1y A} >0, paratodoi € [.

Por otro lado, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
lHm A =\, i €1, (3.28)

T—00

donde A; > 0, paratodoi € [ y ademds ) ., A; = 1.
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Consideremos el conjunto de indices

Ji={iel|X >0}

Dado que la sucesion {z]}27, es convergente (y, consecuentemente, acotada), resulta

evidente a partir de (3.26) y (3.28) que, para todo i € J, la sucesion {k[} 2

-1 esta

acotada. Asi pues, tomando subsucesiones adecuadas, que denotaremos de la misma

forma, podemos escribir

lim &7 = k;, i € J

r—00

Esto implica que, a partir de (3.26),

r; = lim ] >Z/\k1,

e 1€J
y ademas, a partir de (3.27),

v =l = lm 3 SN SN
ieJ 1 i¢J

= Zx\——#hmsupZAlkT

i€J ’ i¢J

Sea lim su = = « > ( y tomemos una subsucesién verificando
r—00 zéJ T

ll—lglo )\:l k! -
i¢J
Como = < 1, paratodo [ € N, tenemos
0<a<lhm Al = 0.
—00

¢ J
Reemplazando en (3.30) obtenemos

Z)\

ieJ

(3.29)

(3.30)

(3.31)

de manera que, de acuerdo con (3.29) y (3.31), z € C'y C es cerrado. En virtud de la

Proposicion 0.14, todo punto extremo de C es un punto de S. De hecho, S es el conjunto

1

de los puntos extremos de C, puesto que la funcion h (o) = = es estrictamente convexa

en el intervalo ]0, +o00].

Ademas, para cualquier par kq, ky € N\ {1}, k1 # ko,
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1 1
k1 ko
s —s = [(ki—k)u—{———]v
H H (k1 2) (k2 k, )
1 1 1 1
> by k- —— = >1 ==

y los puntos extremos de C estan aislados. La Proposicion 0.21 nos permite concluir que
C' es cuasipoliédrico.

Sin embargo, su conjunto imagen

AC = A(conv S + cone {u})
= A(convS)
= conv {%Av, k€ N}
= ]0,1] Av,

ni siquiera es cerrado, puesto que Av # 0.

Ahora, supongamos que D un conjunto convexo cuasipoliédrico en R™, y sea P un
politopo en R”, tal que (A~1D) N P # §. De nuevo probaremos que es un conjunto
poliédrico en R”.

Aplicando la Proposicion 3.8 (a), AP es un conjunto convexo poliédrico en
R™ y ademas es compacto. De manera que D N (AP) es un politopo en
R™, y A? (D N (AP)) ¢s un conjunto convexo poliédrico en R”™, verificandose
A1 (D N (AP)) —(A"'D)nP. =

Observacion 3.3 Si C es un conjunto convexo cuasipoliédrico en R™, su conjunto de
puntos extremos no tiene puntos de acumulacidn, en virtud de la Proposicion 0.49 (ii).
Cuando se aplica una transformacién lineal A, verificando ker A 2 {0, } , puede ocurrir

que aparezca una sucesion de puntos extremos convergente en el conjunto AC.

Ejemplo 3.2 Vamos a considerar el conjunto, en R3,

1/k
S:={s" keN}, cons*:=| 1/k* |,
k
0
yelvectoru := | 0 | .Definamos C := conv S +cone {u} . Utilizando un argumento
1
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similar al de la prueba del reciproco de la Proposicion 3.9, podemos afirmar que C' es un
conjunto convexo cerrado, cuyo conjunto de puntos extremos es .S.

A continuacion, demostraremos que C' es un conjunto convexo cuasipoliédrico en
R3. Aunque la Proposicién 0.21 puede utilizarse nuevamente para tal fin, vamos a dar
una prueba alternativa, basada en el estudio de las caras de C.

La Proposicion 0.13 nos garantiza que si C’ es una cara no vacia de C, y S’ es el
conjunto de los puntos de S que pertenecen a C’, entonces C’ = conv S’ + cone {u},
en el caso de que u sea una direccion de recesion de C”, y en otro caso, C' = conv 5’.
Ademds, de acuerdo con la Proposicion 0.12, si C’ es distinta del propio conjunto C,
entonces dim C’ < dim C.

A continuacidén probaremos que cada cuatro puntos diferentes en S forman un
conjunto afinmente independiente. A tal efecto tomemos ki, ko, k3, ks € N, tales

que, k&1 < ky < k3 < k4. En virtud de la Proposicion 0.9, probaremos que

Skl Sk2 Sks Sk)4
< ; ), ( ] ) < ! ) y < ] ) son linealmente independientes en R?, calculando el

determinante formado por estos cuatro vectores y viendo que no puede ser cero.

o U g Ul U

s gt gh ghy 1/ky 1/k; 1/k35 1/k%

det < 1111 ) i S S S
11 1 1

Multiplicando la i-ésima columna por k2, para cada i = 1,2, 3, 4, € intercambiando las

filas primera y segunda, asi como las filas tercera y cuarta, obtenemos que

1 1 1 1
sk gk2 gks 5'“4) 1 ki ko ks ky

det = ————det
( 1 1 1 1 (k1kaksks)? ki k) k3 K
kj k3 k3 K}

1
- _-—_V(klakQakfiakél))
(kykakska)®

donde V' (ki, ko, ks, k4) es el determinante de la matriz de Vandermonde asociada a

k1, ko, k3, k4. Tenemos, por tanto, que

k1 oke ks oka 1
1 1 1 1 (k1k2k3k4)2 1311:[154 ’
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Esto, a su vez, prueba que dim C' = 3.

Por lo tanto, si C' es una cara no vacia propia de C, y denotamos por J :=

{1,...,dim C’" + 1} , tenemos las siguientes posibilidades:
(1) ¢’ = conv {s%, j € J},enelcasode queu ¢ 0% (C');
(2) C" = conv {ska jed— 1} + cone {u},siu e 0" (C').

Observemos que en el caso (2), dim C’ > 1y el conjunto {u, s*, s*2} es afinmente
independiente, para todo par k1, ko € N, k) # ko.

Podemos, por tanto, concluir, aplicando la Proposicion 0.18 para el caso (2), que
todas las caras de C' son poliédricas. Este hecho nos ayudara a demostrar que, si P es un
politopo, tal que C' N P 5 (), este conjunto es un politopo de nuevo.

Si denotamos por {e1, s, €3} la base canonica de R?, para todo par ki, k, € N\ {1}

tal que /Cl 7é kg,

1 1 1 1
k1 ka2 —
I =l = Il(k”k?)e“(k_z#k—l)e”(k?‘k?)e?
1 1 1 1
> ki — kol — | — — =
e P I A
L1
- 2 4 4

y los puntos extremos de C estan aislados. De manera que P s6lo cortara a un nimero
finito de caras de C, y la interseccion de P con cada una de esas caras es un politopo.
En consecuencia, 2 N bd C es una unidn finita de politopos, y por lo tanto C' N P es un

politopo.

Concluimos que C' es un conjunto convexo cuasipoliédrico, siendo .S el conjunto
de sus puntos (aislados) extremos. Consideremos ahora la proyeccion de C' en las dos

primeras coordenadas. Su imagen es el conjunto

1
C’::conv{<’f>, keN},
72

el cudl, ademads del hecho de que no es cerrado, pues 0, € cl C \ C, tiene una sucesion

convergente de puntos extremos, que provienen de la proyeccion de S.
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Corolario 3.2 Sea A una transformacion lineal de R" en R, donde m > n y
ker A = {0,}. Si g es una funcion convexa finito-valorada y cuasipoliédrica en R™,

entonces la funcion convexa gA en R™ verifica las mismas propiedades.
Demostracién. Dado que
(94) (z) = g (Az) < +o0,

para todo x € R™, la funcién convexa g A es finito-valorada.

Por otro lado, si consideramos la transformacion lineal, de R**! en R™*!,

3 on) = (0)
Tn+1 Tnt1

donde z € R" y 2,41 € R, se cumple ker A = {0,,;,} y, ademds,

(4) ™" (epig) = { < v ) c R

Tnt1

g(Az) < x,m} — epi (gA).
Concluimos que gA es cuasipoliédrica, en virtud de la Proposicidn 3.9. |

Corolario 3.3 Sea A una transformacion lineal de R™ en R™ no singular. Si f es una
funcion convexa finito-valorada cuasipoliédrica en R™, entonces la funcion convexa Af

cumple las mismas propiedades.

Demostracién. Para todo y € R™ tenemos que

(Af)(y) =inf{f () | Az =y} = inf {f (z) |z € A7 {y}}.
Al ser A una biyeccion, el conjunto A~ {y} es no vacio y unitario, de manera que
(Af) (y) < +oo, verificindose ademas que (Af) (y) = f (A7 {y}).
Si consideramos de nuevo la transformacion lineal del Corolario 3.2, particularizada

al caso n = m, obtenemos

Alepi f) = {( Az )eRnH

xn—f—l

N(ERES
Tn+1

f(z) < Cvn+1}

FAT ) < } — epi (4f).
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Aplicando de nuevo la Proposicion 3.9, epi(Af) es un conjunto convexo

cuasipoliédrico en R™*!, y por lo tanto A f es cuasipoliédrica. |

Observacion 3.4 El hecho de exigir en las hipdtesis del corolario anterior que la
transformacion lineal A sea una biyeccion se debe a que, si relajamos las condiciones
para A a las especificadas en el Corolario 3.2, podria ocurrir que A™* {y} fuera vacio,
para algin punto y € R™ y, por lo tanto, Af no seria finito-valorada, a pesar de que

epi f seguiria siendo un conjunto convexo cuasipoliédrico.

Proposicion 3.10 Si f, y fy son dos funciones convexas finito-valoradas
cuasipoliédricas en R"™, entonces la funcion convexa fy + fo cumple las mismas

propiedades.

Demostraciéon. Aplicando el resultado de la Proposicion 3.4, consideremos sendas

representaciones de f1 y fa,

oy = {<a’tax> — Tp4l S bt: te T} )

oy = {{cs,x) — Tns1 < ds, s €S},

verificando que, para todo conjunto compacto no vacio C' en R™, T(C) y S{C) son

conjuntos no vacios y finitos.

Para cada (t,s) € T' x S, definimos

€ts = Q¢ + Cs,

hts @ =0b +ds.
Consideremos el sistema
o= {(ets, ) — Tnt1 < hes, (£,8) €T xS},
Vamos a demostrar que o es una representacion de f; + fo; es decir,
(fi + f2) () = sup {{ers,2) — hes, (t,8) € T x S},

paratodo z € R™.

Como f; (z) > (as,z) — by, paratodo t € T,y fo(x) > {(cs,x) — ds, para todo
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s € S, tendremos que
(fi+ f2) (z) > (ers,x) — hes, paratodo (¢,8) € T x S.

Por otro lado, T'(x) # 0y S(z) # @, de manera que existe un indice (¢,s) €
T(z)x S(z)CT x Stal que

(fi + f2) () = (ets, T) — hys.

A continuacion, demostraremos que esta representacion de f; + f» verifica que, para
todo conjunto compacto no vacio C en R™, (T' x .S) (C') es no vacio y finito. En virtud
de la Proposicion 3.4, obtendremos el resultado deseado.

Hemos visto anteriormente que, paratodo z € C, @ # T'(z) x S(z) C (T x S) (z).
Por lo tanto (T x S) (C) # 0.

Por otro lado, T(C) y S(C) son conjuntos finitos, y vamos a probar que
(T'x S)(C) C T(C) x S(C). Si(t,s) € (T xS)(C), entonces, para cierto punto
xeC,

(fi+ fo) () = (et,s, T) = Py s,

donde e; s = ar+cs y hes = by +ds. Pero fi (z) > (ar,z) — by y fa(z) > (c5,2) —ds, y
ninguna de las dos desigualdades puede ser estricta. Por lo tanto t € T(C) y s € S(C).
Se obtiene que (T'x S)(C) c T(C) x S(C), y podemos por tanto concluir que
(T x S) (C) es finito. [

Proposicion 3.11 Sea C un conjunto convexo cuasipoliédrico en R". Entonces \C

es un conjunto convexo cuasipoliédrico en R™, para todo A € R.

Demostracion. Consideremos la transformacion lineal A de R™ en R", z — Azx. Se
tiene que o bien Az = 0, para todo x € R" (cuando A = 0), o bien A es singular,
y aplicando la Proposicion 3.9, A\C' = AC es un conjunto convexo cuasipoliédrico en

R”™. |

Corolario 3.4 Si f es una funcion convexa finito-valorada cuasipoliédrica en R",

entonces la funcion convexa f X cumple las mismas propiedades, para todo A > 0.
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Demostracidn. En primer lugar, es evidente que f A es finito-valorada, puesto que
(fAN) (2) = Af (A 'z) < +o0,

para todo z € R".

Por otro lado, tenemos que

A(epi f) =

Ay
RTL+1
{ ( )‘y'n,+1 ) <
= T e Rt
Tnt1
— r c Rn—l—l
Tp+1

= epi(fA).

) < y}

A (A i) < xn+1}

() (@) < }

Concluimos, por tanto, que fA es cuasipoliédrica, en virtud de la Proposicion

3.11. |

Observacion 3.5 En el caso de que A = 0,

0, six=0,,

(f0) (z) :=6(z | 0n) = oo, siz£0,

para cualquier funcién convexa propia f definida sobre R™. Por lo tanto, epi(f0) =
{0,} x R*, que es un conjunto convexo poliédrico, y fO es una funcién convexa

poliédrica, verificando que dom ( f0) = {0,}.

Finalmente, ;qué podemos decir de la funcion de recesion de una funcién convexa
cuasipoliédrica f? Primero, veamos que el concepto de cuasipoliédrica no tiene sentido

para fO%.

Proposicion 3.12 Sea K un cono convexo en R". Entonces K es cuasipoliédrico siy

solo si es poliédrico.

Demostracion. En virtud de la Proposicion 0.21, un conjunto convexo no vacio C' es

cuasipoliédrico si y sélo si D (C, ) es poliédrico, para todo z € C.
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En particular, s1 K es un cono, 0,, € K| y tenemos que
D (K,0,) ={y € R" | ay € K, paratodo o > 0} = K.

De manera que si K es cuasipoliédrico. entonces D (K,0,) = K es poliédrico, y el

reciproco se verifica siempre. |

Como epi (f07) = 0% (epif), de acuerdo con este resultado, la pregunta que
surge es si fOT sera una funcion convexa poliédrica cuando f es cuasipoliédrica. Sin
embargo, si C' es un conjunto convexo cuasipoliédrico, 07C' no es necesariamente un

cono convexo poliédrico.

Ejemplo 3.3 [14, Example 5.1] Sea F el conjunto de soluciones del sistema, en R3,
o= {——x;; <0y —zy — t{t+ 1)zy — P25 < =2t — 1, tEN}.

En la referencia citada, se demuestra que este sistema es LOP, a partir del hecho
de que es ajustado y F' es un conjunto cuasipoliédrico de dimension completa (es decir,
dim F' = 3), por lo que puede aplicarse la Proposicion 0.48 (ii). La prueba de que F' es

cuasipoliédrico aparece de forma detallada en la citada referencia.

Sabemos que 0 F sera el conjunto de soluciones del sistema homogéneo
og = {—:ztg <0; —xy —t{t+ Dap, — P23 <0, t € N} )

Asignando el indice t = 0 a la restriccion —z3 < 0, tendremos que 7' = {0} U N,
Vamos a demostrar que 0" F' no es un cono convexo poliédrico, pues encontraremos un
numero infinito de direcciones extremas (véase Proposicion 0.17). Este problema forma

parte del Ejercicio 9.8 de [14].
Consideremos, para todo r € N, el vector
rt+4r3 +4r? 4 r

U= ~3r? —-3r -1
2r +2

Primero, demostraremos que u” es una direccidn de recesion de F, paratodo r € N,

comprobando que es solucion del sistema homogéneo.

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2007



Algunas contribuciones a la programacion semi-infinita convexa.Maria Dolores Fajardo Gomez.

3.7 Subdiferencial de una funcidn cuasipoliédrica en un punto 125

Tomemos un numero natural cualquiera, » € N. Entonces v € 07 F siy solo si
(r* +4r° +4r® +r) +t(t+1) (=3 = 3r — 1) +£* (2r + 2) 2 0,

para todo t € N.

Consideremos el polinomio
P(z) =% (2r +2)+a® (=3r* = 3r — 1)+z (—3r* = 3r — )+(r* + 4r +4r? 4 1)

Se puede comprobar que P (r) = P(r + 1) = 0. Aplicando la regla de los signos de
Descartes a P (—z) = 0, se obtiene que P (z) = 0 posee una raiz real negativa, que
denotaremos por «. Podemos, por tanto, expresar P (z) = (x —7) (r —7 — 1) (z — ).
Esto nos garantiza que P (z) < 0siysolosiz < « obienr < x < r + 1. De manera
que P (t) > 0, para todo t € N. Por lo tanto, «" € 0" F. Ademas, Ty (u”) = {r, 7+ 1}.

Al verificar o el supuesto de rango completo (los vectores ag, a1 y aq son linealmente
independientes), y teniendo en cuenta que dimspan {a;, t € Ty (u")} = 2, para todo
r € N, u” serd una direccion extrema de F, para todo r € N, en virtud de la Proposicion

0.52 y, en consecuencia, también serd una direccion extrema de 0 F.

3.7 Subdiferencial de una funcién cuasipoliédrica
en un punto

En esta seccion vamos a caracterizar el subdiferencial y e —subdiferencial, para ¢ > 0,
de una funcién convexa finito-valorada cuasipoliédrica f en un punto T € R". Dicha
caracterizacion vendra expresada en términos de cierta sucesion de funciones poliédricas
derivada de f y dependiente del punto Z.

Veamos, en primer lugar, el siguiente resultado auxiliar que se establece, sin prueba,

en [17, Ch. VI, Example 2.3.5].

Lema 3.3 Sean f y g funciones convexas finito-valoradas, tales que f (z) = g (z) para

todo x en un entorno de T. Entonces Of (T) = 0g (T) .

Demostracion. Supongamos que f (z) = g(z), para todo x € T + éB, con § > 0.
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Tomms un vector u € Of (T). Entonces, para todo y € R™,

fly) 2 f(Z) + (u,y — 7). (3.32)

Size T + 0B, (3.32) puede reescribirse de la forma
9(z) 2 g (T) + (v, 2 —T).

Entones, para un punto cualquiera y € R™, y # 7, como podemos encontrar un escalar

0 < <ltal que

= y+(1—-NZT €T+ IB.
la conxidad de ¢ nos garantiza que

g@) <A (y)+ (1 -XNg(T).
Esto implica, a su vez, que

o) > 1g@) - (@)

§ g@%ﬂmx—f%%@_l>g@>

A A
— 1 - ~ ~
= 9@+ (5 @= 1)) =@+ (uy 7).
Por lotao, y € dg (Z), y por simetria, concluimos que 0f (Z) = dg (T) . |

Proposicion 3.13 Sea f una funcién convexa finito-valorada y cuasipoliédrica, y

consideremos la representacion de f
o={{a,x) = xpns1 Kby, t €T},
que verifica que, para todo conjunto compacto no vacio C C R, T(C) es finito y no

vacio.

SiTE€R" para todo r € N, definimos la funcién
fr(z) == max {{as,z) — by, t € T(T+rclB)}.
Entonces 0f (T) = O f, (T), para todo r € N y, ademas, para todo ¢ > 0,

0.1 (®) = lim 0.1, ().
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Demostracioén. La primer afirmacion es consecuencia directa del Lema 3.3, pues

flz) =sup{({ay,z) — by, t €T},

y, por lo tanto, f y f,. coinciden en el entorno = + rIB del punto T.
A continuacion, demostremos la igualdad 0. f (Z) = lim, . O-f, (T) , siendo > 0.
Obsérvese que, por hipdtesis, el conjunto de indices T (T + rclB) es finito y no
vacio, para todo » € N; de manera que f, es una funcion convexa finito-valorada y

poliédrica. Ademas, para todo x € R", se verifica que

fr(x) < fr+1(x)a

coincidiendo ambas funciones en el punto T, en consecuencia se cumplird que

aefr (f) - asfr-f-l (f) »

y podemos concluir que la sucesion de conjuntos no vacios {0, f, ()}, es expansiva,
por lo tanto lim, o 0. f, (T) = cl{Ux,0.f. (T)}. Demostremos, entonces, que
0.f () = ol {UR,0.f, (%)}

Por un lado, y dado que, para todo r € N y para todo z € R";se verifica

fr(x) < f(x)y f-(T) = f(T), podemos concluir que
0.1+ (T) C 0.1 (T),

para todo 7 € N. En consecuencia, {U,0.f. (Z)} C 0.f(T), y al ser O.f (T) un

Conjunto cerrado, tenemos que
a{ | Jo.f. (f)} co.f@).
r=1

Veamos ahora el otro contenido. Siu € 0. f (%), y de acuerdo con el Teorema de
Bronsted-Rockafellar, tomando sucesivamente A, := %, para todo r € N, existird un
punto z” € R y un vector u” € 9f (¢7) tales que ||T — z"|| < Ly |lu—u"|| < %. Por
lo tanto, para todo 7 € N, 2" € int (T + r ¢l B) y ademds lim,_, o, " = u.

Vamos a particularizar este resultado a un vector v € rint (0. f (Z)). Para ello

consideraremos la funcién

h*(v) := f* (v) + f (T) = (v,T), v € dom f~.
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Entonces h*(v) > 0, para todo v € dom f*, y ademas
O-f(Z) = {v € dom f*, h*(v) <¢e}.
Como 0f (T) # 0, tendremos que inf h* = 0 < &, y por lo tanto
rint (0. f (Z)) = {v € rint (dom f*), A" (v) < e},

en virtud de la Proposicion 0.22.

Entonces u € rint (0. f (T)) si, y solo si, v € rint (dom f*) y A*(u) < &. Como
{u'}2, C dom f*ylim, ot = u, existira cierto ry € N tal que, para todo r > rg,
u” € rint (dom f*). La funcidn conjugada f* es continua en rint (dom f*), y h* hereda
estas propiedades, de manera que podemos encontrar ; € N, r; > 7y, tal que, para todo

r > 1y, h*(u") < e. Esto implica que v~ € 0. f (%), para todo r > ry.

Por otro lado, como w” € Jf (z") paratodor € N,y f,.(x) = f(z) en un entorno de

x", el Lema 3.3 nos garantiza que u” € 9f, (z") . Tenemos, paratodo z € R*yr > ry,
f@)2 f@) et (- T), (3.33)
y ademas
fo®) 2 fr (@) + (02— o). (3.34)
Reemplazando z por 2" en (3.33) y teniendo en cuenta que f.(z") = f(z"), obtenemos
fr (@) 2 f(@) —e+ (W 3" - 7).
A partir de (3.34) y, como f (Z) = f, (T), podemos concluir que
@) > [ (@) —e+ W,z —7),

para todo z € R y todo » > r;. Entonces " € 0. f, (T), para todo r > 7y, y por lo
tanto u € cl {UX 0. f. (ZT)}.

Hemos llegado a que rint (0. f (7)) C cl{UX,0.f. (T)}, y tomando clausuras,

obtenemos la inclusion deseada

0:f (z) C cl{u 0. fr @}. =
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Finalizamos esta seccion presentando un resultado general que verifica cualquier

representacién de una funcidn convexa finito-valorada. Para ello, vamos a dar

previamente la siguiente definicion:

Definicion 3.2 Sea f una funcion convexa finito-valorada en R™ y sea o =
{{as, ) — xpy1 < by, t € T'} una representacion de f. Para todoT € R" y e > 0,

definimos el conjunto

US () := {th M) €RT D N =1, A {{an7) — b} zf(?f)—s}.

teT terT teT

Proposicion 3.14 Sea f una funcion convexa finito-valorada, y sea o =

{{as, z) — xpyy < by, t € T} una representacion de f. Entonces, para todo T € R”

ytodoe > 0,UZ (T) C O.f (T).

. s T
Demostracién. Tomemos un vector u € U de maneraqueu = ), 1 Ay, (As) € ]R& )

Y 2 ier At = 1. Entonces, para todo z € R", podemos escribir

f@—ct+wa-7) = (fF@ -+ > Mla,z—7)

teT
< D> Mf(an® — b} + > A,z —T)
= Z/\t{(at,l’) — bt} < (Z/\t> f(:c) = f(:r)
teT teT

Por lo tanto u € 0. f (T) . ||

El siguiente ejemplo muestra que, en general, UZ (Z) & 0. f (T) , incluso en el caso

de que o sea una representacion LOP de f.

Ejemplo 3.4 Consideremos la funcion, definida sobre R,

f(z) = SUP{—r(rl—%l)x+ rz(:j_ll), r e N}.

Esta funcidn es finito-valorada y cuasipoliédrica; de hecho, el sistema

1
r{r+1) r(r+1)
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es LOP, pues verifica que para cualquier conjunto compacto no vacio C' C R, T(C') es
finito y no vacio.

Para cualquier punto Z € R, y cualquier escalar ¢ > f(Z), tenemos que 0 €

0.1 (T), pues f(x) > 0, para todo = € R. Sin embargo 0 ¢ conv {— L re N} :

r(r+1)’

3.8 Representaciones Farkas-Minkowski (FM)

Proposicion 3.15 Si o = {{a:,x) — 241 < by, t € T} es una representacion FM de
una funcion convexd finito-valorada f, entonces, para todo punto T € R™ y todo escalar
e>0,U2(ZT)=0.f(T).

Demostracidon. En virtud de la Proposicion 3.14, demostraremos que 0. f (T) C
Ug (7).

Aplicando la Proposicion 0.46 (i), o es un sistema FM si, y solo si, el cono

at On
K (o) := cone -1 |,teT;{ O ,
by 1

es cerrado.

Tomemos un vector u € 0. f (T) . Entonces, para todo z € R"™,
flz)> (@) —e+ (u,z—7).
Esto implica que

(U, z) — Tpyy < (u,T) — (f(Z) —e),

es una relacidén consecuente de o. En virtud del Teorema de Farkas Generalizado,

tendremos que

0, de forma equivalente,

<<u,§>_f}<§)_€)) EC‘”N{@’ teT}“One{<of)}‘ |
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Podemos, por tanto, encontrar un A = () € Rf), Y ter At = 1, y un escalar y > 0,

verificando
u = th, (3.35)
teT
W)~ (f@) —e) = Y Abi+p. (3.36)
teT

Reemplazando (3.35) en (3.36), obtenemos

f@ - = (u,‘x‘)—z/\tbt—u

= > M{(anm) — b} —p
ter

< Z At {{as, T) — b},
teT

de manera que v € U? (T) . [

Observacion 3.6 Si (a,z) + ax,1 < b es una relacién consecuente del sistema,
en R™™! o = {{as, ) — xpy1 < by, t €T}, entonces o < 0, como consecuencia del
Teorema de Farkas Generalizado. Si, ademas, la dimensidn del conjunto de soluciones
deocesn+1ya = 0, necesariamente a = 0, y b > 0. Excluyendo este tipo de
relaciones consecuentes, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que @ = —1,y

considerar solo relaciones consecuentes de la forma
(a,2) — Tpy < b (3.37)

Por lo tanto, si o es una representacion FM de f, (3.37) es una relacidon consecuente de

o siy solo si

y el hiperplano
<(1,fl?> — Tpy1 = ba

es un minorante afin de f.
Podemos establecer las siguientes propiedades asociadas a representaciones FM de

una funcion convexa finito-valorada f.
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Proposicion 3.16 Si 0 = {{a:, z) — 41 < by, t € T} es una representacion FM de

f, entonces, para todo x € R",
A, (z)° =clD(epif,z).
Demostracion.  Aplicando la Proposicion 0.46 (iii), y siguiendo el mismo

razonamiento que en la demostracion de la Proposicion 3.1. |

Proposicion 3.17 Sea f una funcion convexa finito-valorada. Entonces existe una

representacion FM de f.

Demostracién. Aplicando la Proposicion 0.50, el conjunto convexo cerrado no vacio

epi f C R™"! es el conjunto de soluciones de un sistema FM
g = {<dta'r> + YiTln41 S Ct, t e T} )

donde d; € R", v,, ¢; € R, para todo ¢ € T. En base a la Observacion 3.1, v, < 0, para
todo t € T\ y.si para algin indice v, = 0, necesariamente d; = 0, y ¢; > 0. De esta
manera, el cono caracteristico de o, que es cerrado, de acuerdo con la Proposicidn 0.46

(1), se puede expresar

dy 0,
K (0) = cone Ve 1,7 <0, teT; 0
Ct 1

1 dy 0On

= cone< — | v |, <0, teT, 0

17l e 1

De esta manera, el sistema equivalente a o
o = {{a,,r) — Tpy1 < b, t € T1},

donde a; = di/ ||, bt := ¢/ |7v,|, para todo t € T, siendo T; al subconjunto de
indices t € T tales que v, < 0, verifica que su cono carateristico K (&) coincide con
K (o) y, por tanto, es cerrado. De esta manera, concluimos que & es una representacion

FM de la funcién f. |

Corolario 3.5 Sea f una funcion convexa finito-valorada en R™. Entonces existe

una representacion o de f tal que, para todo punto T € R" y todo escalar ¢ > 0,
74 que, p p y
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Ug (f) = asf (E)

Demostracion. Es una consecuencia directa de las Proposiciones 3.17 y 3.15. |

3.9 Una aplicacion de la convexidad cuasipoliédrica

Dada una funcion no convexa f definida en R™, es bien conocido que podemos construir
bl

la mayor funcion convexa mayorizada por f, denominada la envoltura convexa de f :

<Z> & conv (epi f)} .

En esta seccidn, también construiremos una funcidn convexa a partir de una funcién

Fle) =t {u

continua no convexa f, con la particularidad de que ambas funciones coincidiran en los
conjuntos (convexos) donde f es convexa. La clave sera reemplazar la funcion f en los
conjuntos donde no sea convexa por una funcidn cuasipoliédrica que la mayorice.

Como la convexidad de una funcion en un conjunto convexo C' C R™ es equivalente
a la convexidad de la funcidn en cada segmento de C, trasladaremos el problema original
al contexto unidimensional, y aplicaremos las definiciones y resultados apropiados a este
contexto.

Recuérdese que si f es una funcion convexa, definida en R, y z( es un punto en el
interior de su dominio, entonces la funcion admite una derivada por la izquierda y una

derivada por la derecha finitas [17, Chap. I, Th. 4.1.1]:

D_f(xg) := lim M = sup f_(ﬂ’)_"f_(‘”ﬂ_)’ (3.38)
zTIO r — .’EO <z xXr — ZL‘O

D, f(zo) := lim f (@) — f (@) — inf M, (3.39)
zlxzo r — 2 T>To r— Xy

Respecto a los puntos en la frontera de dom f, si zy es un extremo a la izquierda
(respectivamente a la derecha), la igualdad (3.39) (respectivamente (3.38)) se mantiene

en RU {—o0} (respectivamente en RU {+o00}) [17, Chap. I, Prop. 4.1.3].

Observacion 3.7 Si f no es convexa en todo R, sino en un conjunto convexo cerrado
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no vacio C' C R, podemos obtener resultados idénticos para los puntos de int C' y para
los puntos de bd C, definiendo la funcion convexa en R auxiliar f : R — RU {+o0},
tal que f (z) = f(2),siz € C,y f (z) = 400, si x ¢ C. De esta manera , para todo

Ty € int C'
D_f(zg) = D_f(zo) € R, (3.40)

D.f(zs) = D.f(z) € R,

Similarmente, si z; (respectivamente ) es un extremo a la izquierda (respectivamente

a la derecha) de C, tendremos que

D f(z1) = Dyf(z;) € RU{-o0}, (3.41)
D_f(zy) = D_f(xs) € RU{+oc0}.

El conjunto C' debe ser cerrado, pues, en otro caso, las igualdades (3.38) y (3.39) podrian

no cumplirse en los puntos de bd C"

Ejemplo 3.5 Consideremos la funcidn, definida en R,

2 +1, siz <1,

flz) = zl/?, siz > 1.
Esta funcion es convexa en C' = |—00, 1] y podemos calcular
-/
D_f() =tim L& =S
z11 z—1
mientras que
z<1 z—1

Asi mismo, es sencillo calcular D_ f (1) = +oo.

Extraeremos un corolario del siguiente resultado que nos sera de gran utilidad en

esta seccion.

Proposicion 3.18 [26, Th.24.1] Sea f una funcién convexa propia y cerrada en R.

Por conveniencia, extendamos las funciones derivadas a la derecha y a la izquierda de
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la siguiente forma:

D, f(x) = D_f(z) = +o0, sixz >y, paratodoy € dom f, (3.42)
D f(x)=D_f(z) = —o0, sixz <vy,paratodoy € dom f. '

Entonces D f y D_f son funciones crecientes en R, tales que, si z1 < © < 2z, se

verifica

D, f(z) < D_f(z) < Dif(z) < D_f(z).

Corolario 3.5 Sea f una funcion continua en R, convexa en un conjunto convexo no
vacio C' C R. Entonces las funciones D, f y D_f, definidas en cl C, son crecientes en

cl C, y tales que si zy < x < z son puntos de c1 C, se verifica

Dyf(21) < D_f(x) < Dy f(z) < D_f(z).

Demostraciéon. Al ser f continua en R, sera convexa en clC, y la funcion auxiliar
f:R = RU{+oo}, tal que f(z) = f(z),siz € clC,y f(x) = 4o0,siz ¢ clC,

sera convexa y cerrada; de hecho, para todo o € R, los conjuntos de nivel

M f(x)ga}:{zEdle(:r:)ga}

son cerrados. Basta, por tanto, aplicar la proposicion anterior a la funcién f , habida

cuenta de (3.40) y (3.41). n

El siguiente resultado serd fundamental en esta seccion.

Proposicion 3.19 ([17, Chap. I, Th. 5.3.1]) Sea f una funcion continua en un intervalo
abierto C de R. Si f posee una derivada por la derecha creciente, o una derivada por

la izquierda creciente, entonces f es convexa en C.
Previamente al resultado principal, presentamos un lema auxiliar.

Lema 3.4 Sea [ una funcion convexa finito-valorada y cuasipoliédrica en R, y

consideremos una representacion LOP de f

o:={ax—y<b, teT},
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verificando que, para cualquier conjunto compacto no vacio C C R, T(C) es finito y no
vacio. Entonces, para todo T € R, existe un escalar & > 0y un indice t € T(T) tal que,

SIiT<x<T+9,T(z)={i}.

Demostracion. En virtud de la Proposicion 3.4, la representacion o existe. Vamos

a suponer, sin pérdida de generalidad. que no existen desigualdades repetidas en o; es

ay ay
() (2)

Tomemos un punto T € R. En el caso de que T'(T) = {f} , elijamos un escalar

decir

paratodot,t' € T.

cualquiera ¢ > 0, y consideremos el conjunto compacto C := [Z,7 4 ¢|. Tendremos

entonces, que
T(C) = {f}, obien
T(C) = {tt,...t;} ,cons > 1.

En el primer caso, no hay nada mds que hacer, pues basta tomar § = €. Si estuviéramos

en la segunda situacion entonces, para todo: = 1, ..., s, se cumpliria que

(ati — le)f - (bf — b‘t‘) < 0.

Esto implica que, por contuidad, podemos encontrar un escalar 0 < §; < ¢, para todo
i=1,..,s talque, siT < z < T + ¢;, se verifica

(ati - CLE) T — (bm - bf) < 0.

El resultado deseado se consigue tomando § = min;~1,. s 06; ya que, para todo z,

T <z < T+ 6, tendremos que
tiy..nts & T(x) C T(C),

y, como consecuencia de ello T'(z) = {7} (recuérdese que no puede ser vacio).

Supongamos ahora que [T (T)] > 1. Vamos a caracterizar, en primer lugar, el
conjunto de los puntos extremos de epi f. Este conjunto no puede tener cardinal infinito

no numerable, siguiendo el mismo razonamiento que aparece en la segunda parte de la
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demostracion del Lema 3.2.

Por otro lado, en virtud de la Proposicion 3.5, ( ) €s un punto extremo de epi f

T
f(z)
siy s6lo sidim df(x) = 1. A partir de la Proposicion 3.2 (o es LOP y, en consecuencia,

LFM) podemos deducir que

df(x) = [as,, ar,] ,donde a;, = min a; y a;, = max ay, siendo a, < ay,,
teT(x) teT(z)

y necesariamente (T (z)] > 1. A su vez, esta condicion también es suficiente para que
x _ .

( £ )> sea un punto extremo de epi f puesto que, en otro caso, dimdf(z) = 0, de
x

manera que a;, = a, y, €n consecuencia, by, = b;, (pues ambos indices pertenecen a

T'(x)). Al no existir desigualdades repetidas, concluiriamos que |1 (z)| = 1.

Podemos, por tanto, garantizar que ( ) sera un punto extremo de epi f siy solo

f(x)

si|T (x)] > 1. Denotemos por

o {() meres}

al conjunto de puntos extremos de epi f .

Vamos a suponer, primero, que el cardinal del conjunto E es finito, y

representémoslo de la forma

b= {<f fx)) (f &)) }

tomando z; < ... < z,,. Sabemos que T debe ser alguno de estos puntos.
Consideremos primero el casom > 2y T = x4, k € {1,...,m — 1}. Tomemos
el escalar & := x4, — T. Paratodo 2, T < & < T + 9, tenemos que [T (z)| = 1.
Primero, demostraremos que todos estos conjuntos unitarios 7(x) son en realidad el
mismo conjunto, {f} , para un cierto indice t € T ([E, T+ ﬂ) .
Por reduccién al absurdo, si existieran dos puntos, T < y; < y2 < T + 6, tales que

fln) = apyn — by, y f(y2) = ag,y2 — by, conty # to, esto implicaria que

(a’tl—ah) b — (bt1 - btz) > Oa y (343)

(a‘tl—-atz) Y2 — (bt1 - btz) < 0.
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Aplicando el Teorema de Bolzano, existird un punto y3, tal que y; < y3 < yo,

verificando
ag, Yz — btl = Qt, Y3 — btz' (344)

Ademas, como y; < Yoy, en virtud de la Proposicion 3.2, 0f(y;) = {as, },i = 1,2, 1a
monotonia de la aplicacion subdiferencial (recuérdese la Proposicion 0.42) nos conduce
a que a;, < ag,. Pero si fuera a;;, = ay,, por (3.43), obtendriamos b;, = b;,, de manera
que a;, < a,.

Ys

f (y3)

La igualdad (3.44) implica que, como ( ) no puede ser un punto extremo de

epif:T(y?)) = {t3} 7& {ti}?i = 1)27y

(at; —as, ) ys — (b, — b)) > 0,
(ats - atz) Ys — (bt3 — bt2) > 0.

Teniendo en cuenta que

(at3 - atx) nh — (bta - btl) < 07

(at; — ag,) Y2 — (b, — be,) < 0,

obtenemos que a;, < ay, < a,, y, ademas, podemos encontrar otro punto, y; < ¥4 < Y3

verificando
AtsYs — bt3 = a4, Y4 — bt1'

Si continuamos de esta manera, podemos construir una sucesion estrictamente
creciente en el conjunto finito {at, te T([E,E+5})} con tantos términos como
queramos, y esto es imposible. Entonces T'(z) = {f}, paratodo z, T < =z < T + 6.
También se cumple que df(z) = {az}.

Como f es una funcion convexa finito-valorada, el grafo de su funcién

subdiferencial es un conjunto cerrado en R?, en virtud de la Proposicién 0.27. Tomando

o0
r=1"

donde z, := 7T + 53; € }E,T+3[, para todo r € N, se verifica la

{()} comen, :

la sucesion {z,}

relacion
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t

y, consecuentemente, lim,._, (ZT> = < x) € gph (9f). Concluimos por tanto que
ag

a; € Of (%).

Finalmente, demostraremos que ¢ € T (7). Como, para todo y € R,
f) > f@) +aly—7),
tomando cualquier punto z, T < 2 < T + 0, tendremos que
azz — by = f () > f(T) + az(z —7T),

Esto nos conduce a que f (Z) = a;7 — by.
En los casos T = z,,, 6 m = 1, las demostraciones siguen los mismos pasos que en
el caso anterior, tomando cualquier escalar 6 > 0.

Finalmente, si E es infinito numerable, la demostracion es analoga, exceptuando el

caso en quUe T = T,. [

Teorema 3.1 Sea f una funcién finito-valorada continua en R", y convexa en
los conjuntos convexos Cy,C,...,C,, de R". Sea g una funcion convexa finito-
valorada y cuasipoliédrica en R", y consideremos una representacion LOP de g,
o = {{ay,x) —xp1 < by, t € T}, verificando que para cualquier conjunto compacto
no vacio C C R™, T(C) es finito y no vacio. Supongamos que se cumplen las siguientes

condiciones:
(1) Si x € U, C;, entonces f(x) > g(x);
(ii) si z ¢ U™, C;, entonces f(x) < g(x);
(iti) siz € bdC; Nbd Cj, i # j, entonces f(z) = g(z).
Definamos la funcion h(z) :=max { f(x), g(z)} . Entonces h es convexa en R".

Demostracion. En primer lugar, observemos que h es continua en R”, al ser f y g

funciones continuas en todo el espacio.

En segundo lugar, es claro que la convexidad de h en R" es equivalente a la

convexidad de la restriccion de h a cada segmento en R™. Esto es lo mismo que la
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convexidad de la funcidn
P(A) == h(a+ \d)

en R, para todo punto a € R" y todo vector d € R”.

Por lo tanto, tomemos cualesquiera a, d € R", y definamos primeramente
o(A) == fla+ M), A € R.

Dado que f es una funcion continua en R”, ¢ sera continua en R.

Para cada conjunto convexo C;, i € {1,2,...,m}, consideremos el conjunto en R,

Claramente, A; es un conjunto convexo (posiblemente vacio) en R. Ademas, para todo
i €{1,2,..,m}, ¢ es convexa en A;, debido a la convexidad de f en C;. También se

verifica que

para todo A € U2, A;, en virtud de (1).

Es evidente que, si para alglin z, A; = R, 1 sera convexa en R. De manera que
consideraremos el caso en que A; & R, para todo i = 1,2,...,m, y sin pérdida de
generalidad, supondremos también que A; # @, para todo i = 1,2, ..., m; es decir, los
conjuntos A; son, o bien un punto, o bien un intervalo (acotado o no acotado) de R.

Pero si algun A; es un conjunto mono-clemental, el hecho de que ¢ sea convexa
en A; no tiene interés, pues toda funcion es convexa en un punto. De esta manera,

consideraremos que todos los conjuntos A; son intervalos.

Estos intervalos pueden ser abiertos, cerrados, o ninguna de las dos cosas. Vamos a

suponer que todos son abiertos y, si no fuera asi, tomariamos sus conjuntos interiores.

Por otro lado, tenemos que si A € bd A;, para algin 4, podemos encontrar dos

~ oo
sucesiones, {\,}>° Ar ,en A; y R\ A;, respectivamente, convergentes a
r=1 y =1 y p g

A, que implica que las sucesiones {a + A\ d} o, ¥y {a + ;\Td}oo en C; y R* \ C,

r=1

respectivamente, convergen a a + Ad, y por lo tanto a + Ad € bd C;.

Reciprocamente, si un punto ¢ = a + Ad € bd (;, para algun ¢, se tendrd que
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para todo escalar ¢ > 0, x + €B intersecta con C; y con R™ \ C;, de manera que el
segmento relativamente abierto |a + (A —€) d,a + (A + €) d[ intersecta con C; y con
R™ \ C;; entonces |\ — &, A + ¢[ intersecta con A; y con R \ A;, lo que implica que

A € bd A,

Considerando que estamos tomando intervalos abiertos, si ocurriera que A;NA; # 0,
para algun par de indices ¢ # j, entonces A;; := A;UA; serd también un intervalo abierto

en R. Vamos a demostrar que ¢ sera convexa en A,;.

Como ¢ es continua en R y convexa en A; (respectivamente A;), aplicando el
Corolario 3.5, su derivada por la derecha, D, ¢, sera una funcion creciente en A;
(respectivamente A;). En virtud de la Proposicion 3.19, sera suficiente probar que D, ¢

¢s una funcion creciente en A,;.

Tomemos dos puntos A\; < Ag, en A;;. Si ambos estdn en A; (o en A;), no hay
nada que probar, de manera que supondremos que Aj, A, € (A; UA;)\ (A; NA;)y, por
gjemplo, que Ay € A;, y A2 € A5

Tomemos cualquier punto )\ tal que A\ < A< Aa, = A; N A;; entonces
Dip(M) < Dyp(A) y Dyp(R) < Dyg(ha).
Este resultado nos permite considerar sélo el caso en que los intervalos abiertos son
disjuntos dos a dos, pues en otra situacion, considerariamos el intervalo union.
A continuacion definimos
d(A):=gla+Ad), NeR.

¢ es una funcién convexa finito-valorada y cuasipoliédrica en R; de hecho, para todo

t € T, ytodo A € R, podemos escribir
(at,a + /\d> — bt = A <(Lt,d> + (at,a> - bt = Oét)\ — Bt’

siendo «; := (as,d) y B, := by — {(as, a) . Al ser o una representacion de la funcion g, se

verificara que, para todo x € R",

g (z) =sup{{as,z) — by, t € T},
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de manera que, para todo A € R,
d(A) =sup{auA — G, t € T}.

Asi pues, el sistema 6 := {ayA — 0 < 3,, t € T} es una representacion de la funcion
¢. Si tomamos un conjunto compacto no vacio en R, C' := [A1, \s], y considaremos
el conjunto compacto no vacio C' := la + A\1d, a + A\2d] en R™, entonces, por hipétesis,
T (C’) es no vacio y finito. Ademas, t € T (C") st y solo si existe un A € C tal que
g(a+ M) = (a;, a + Ad) — by, y esto es equivalente a decir que ¢(A) = oA — 3, 0, lo
que es lo mismo, ¢ € T'(C) . Por lo tanto, T (C) = T (C’) y, como consecuencia de la

Proposicidn 3.4, ¢ es cuasipoliédrica.

Finalmente, tenemos que

P(A) = max {p(N), #(N\)}, paratodo A € R.

Podemos reformular las hipotesis del teorema en el contexto unidimensional, como
sigue:

Sea ¢ una funcidn continua finito-valorada en R, que es convexa en m intervalos
abiertos no vacios, disjuntos dos a dos, Ay, As,...,A,. Sea ¢ una funcidén finito-
valorada y cuasipoliédrica en R, y consideremos una representacion LOP de ¢, 6 =
{aud — 6 < B,, t € T}, verificando que para cualquier conjunto compacto no vacio
C C R, T(C) es finito y no vacio. Definimos ¢()) := max {¢(\), #(A)} . Supongamos
que las siguientes condiciones se cumplen:

(a) Si A € U, A, entonces ${(A) = p(A);
(b) si A ¢ U™, cl A;, entonces ¥(A) = @(N);
(c) si A € bd A;, para alglin 4, entonces (\) = p(A) = ¢(A).

El punto (c) requiere una pequefia discusion, puesto que pueden presentarse dos
casos: si ocurriera que A € bd A; Nbd A, para algin par ¢ # j, por (iii), @(A) = ¢()\).
Si fuera el caso A ¢ bd A;, para todo j # ¢, podrian encontrarse dos sucesiones, { A, } o,
y {;\T}oo ,en A; y R\ U, cl A;, respectivamente, convergentes a A, verificando que

r=1

©(A) > d(A) y o(Ar) < ¢(X,), para todo r € N. Esto implica que ¢(A) = ¢()), pues
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la funcidon ¢ — ¢ es continua en R.
Demostremos, con estas condiciones, que 1 es convexa en R.

Supongamos que los m intervalos estan ordenados, de manera que
sup{A | Ae Ay} <inf{A| A€ A1}, paratodoi = 1,2,...,m — 1.

Podemos incluso suponer que todas estas desiguladades son estrictas; es decir,
clA; NeclA;i1 = 0, paratodoi = 1,2,...,m — 1. Larazon es que, si clA; Ncl Ay =
{;\} , para algun i, el intervalo abierto A; U A;;;1 U {5\} , puede reemplazar a ambos
intervalos, pues ¢ sera convexa en dicho intervalo. Si no fuera asi, podemos encontrar
dos puntos A; € A; ¥y Aiy1 € Ajiy, yunescalar o € 10, 1], tal que A = o+ (1—a)Ais1,

y ademads
$(N) = () > ap(\) + (1 = @)p(Xin1) 2 ad(X) + (1 = a)g(Aip),

contradiciendo la convexidad de ¢.

Al ser la funcion A continua en R”, v serd continua en R, y aplicando la Proposicion
3.19, probaremos que D, es una funcidn creciente en R. Procedamos a calcularla.
Teniendo en cuenta las hipétesis (a)-(c), obtenemos:

Si A € U A;, entonces Do (X)) = Dip(N).

Si A ¢ U™, clA;, entonces D p(A\) = Dyo(N).

Si A € bdA;, para algin i, dependera de si A es un extremo a la derecha o a la

izquierda. En el primer caso, D, ()\) = D,¢(\), mientras que en el segundo caso,
Dy(A) = Dap(N).

Tomemos dos puntos cualesquiera A; < Aq. Debemos probar que
Dyw(M) < Diyp(Ag), (3.45)
en cada posible caso.

Caso 1. Ambos puntos estan en A;, para algun i € {1,2,..,m} . Entonces es
inmediato, pues ¢ es el maximo (punto a punto) de dos funciones convexas en A; vy,

por lo tanto, ) sera convexa en A,;.

Caso 2. A € A; y A; es un extremo a la derecha de clA;, para algin ¢ €

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2007



Algunas contribuciones a la programacion semi-infinita convexa.Maria Dolores Fajardo Gomez.

144 3. Representaciones de una funcion convexa. Funciones cuasipoliédricas

{1,2,...,m} . Demostremos, en primer lugar, que

D (%) < Did(M). (3.46)

Dado que ¢ e una funcion finito-valorada y cuasipoliédrica, y su representacion &
verifica las hipdtesis del Lema 3.4, existe un escalar 6 > 0 y un indice t € T()\Q) tal que,

sidy < A< Ay + 6, entonces T(A) = {t}. Por lo tanto

Dyg()s) = inf =

A> A2

n = (V3.
A2 AaH0>A>h A — Ao

¢ (A) — ¢ (Na) X (A=)
J

Por otro lado, para A < A, (suficientemente cerca, para garantizar que A € A;),

tenemos que
©(A) > d(N) 2 ouh — B, = arhg — B, + ar(A = A2).
Teniendo en cuenta que ¢(A2) = ¢(A2) = a2 — B, obtenemos
O(A) = ©(A2) + (X — Ag).

Como A < Aq, estd claro que

©(A) — <P(/\2) < ay,
A — Ao

y podemos concluir que D_¢(A\y) < oy = D, ¢p()2), obteniendo (3.46).

Ahora bien, dado que ¢ es convexa en A; y continua en R, de acuerdo con el

Corolario 3.5, se cumplira que
Dyo(A1) < D_p(Aa),
de manera que, haciendo uso de (3.46), se verifica
Diyp(M) = Dip(M) < D_wp(Xe) < Dig(Ag) = Dyb(Ag),

obteniendo la desigualdad (3.45).

Caso 3. A; es un extremo a la izquierda de clA; y Ay € A;, para algin i €

{1,2,...,m}. Aplicando de nuevo el Corolario 3.5, obtenemos

Dip(M) < Diw(Ag).
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Podemos escribir, por tanto,

D (M) = Dyp(M) < Dyp(Aa) = Ditp(Ag),
y obtenemos (3.45).

Caso 4. )\ es un extremo a la izquierda y Ay es un extremo a la derecha de cl A;,
paraalgun i € {1,2,...,m} . Podemos obtener la desigualdad buscada, combinando los
casos 2y 3, aplicados a A\s y A, yahy A, respectivamente, si tomamos cualquier A que

verifique A; < A < As.

Caso 5. A € Ay y Ay € Ajyq, para algin @ € {1,2,...,m — 1} . Tomemos
X el extremo a la derecha de cl A, y A el extremo a la izquierda de clA;;. Como
clA; Ncl Ay = 0, tenemos que A\ < A< A< Ao,

Utilizando el caso 2,

Dop(M1) < Dytp(A). (3.47)

Por otro lado
D p(A) = Dyp(A) < Dig(N), (3.48)

pues ¢ es una funcion convexa en R.

Teniendo en cuenta que, para todo Ay > A Ao € Ait1, se cumple que ¢(Ag) >
d( o), y ademas o(X) = $()), podemos escribir
. Ao) — d(A Xo) — (A
D.¢(A) = inf M < inf M—%l (3.49)

)\0>5\ /\0 — )\ )\0>:\ /\0
— Dyo(Y) = Dyp(R).

Finalmente, utilizando ¢l caso 3,
D¢(}) < Ditp(Aa). (3.50)
A partir de (3.47), (3.48), (3.49) y (3.50), obtenemos de nuevo (3.45).

Caso 6. \; € clA; y Ay € clAj, donde i, j € {1,2,...,m}, i < j. Tomemos el
extremo a la derecha de cl A; (observar que es posible que A= A1), ¥ A el extremo a la

izquierda de A; (es posible, asi mismo, que A= A2).

Tesis doctoral de la Universidad de Alicante. Tesi doctoral de la Universitat d'Alacant. 2007



Algunas contribuciones a la programacion semi-infinita convexa.Maria Dolores Fajardo Gomez.

146 3. Representaciones de una funcion convexa. Funciones cuasipoliédricas

Por la convexidad de ¢ y (3.49), obtenemos

Dip(N) = Dyg(N) < Dyd(N) < Dyp(N),

Por lo tanto, en el caso de que A= X\ y A = ), concluimos que se verifica la

desigualdad (3.45).

Si fuera A; < A, aplicando el caso 4 o el caso 2, segun A; sea o no extremo a la

izquierda de A;, respectivamente, tenemos que

Dyb(\) < Dyp(h),

y si fuera A < Ao, aplicando el caso 4 o el caso 3, segun A, sea o no extremo a la derecha

de A;, respectivamente, obtenemos
D.w (1) £ D).
En cualquier caso, concluimos que
Diw(n) € D) < Dytp (3) < Diw(o),

Caso 7. Ay € clA; y Ay ¢ U™, clA;. Tomemos A el extremo a la derecha mayor,

que verifica que A < g (es posible que A = A1)

A partir del caso 6,
Dip(M) < Dip(). (3.51)
Por otro lado,
Dip(X) = Did(A) < Dyd(ha) = Dap(Ma), (3.52)

como consecuencia de la convexidad de ¢. Obtenemos (3.45) a partir de (3.51) y (3.52).

Caso 8. Ay ¢ U, clA; y A2 € cl A;. Tomemos \ el menor extremo a la izquierda

tal que A\ < X (es posible que A= Az2). Tenemos
D.p(M) = Dy(M) < Dig(N), (3.53)
y, por (3.49),

Dy¢(X) < Dyip(). (3.54)
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Considerando el caso 6, tenemos que

D (X)) < Datp(a). (3.55)
De nuevo, obtenemos (3.45) a partir de (3.53), (3.54) y (3.55).

Caso 9. A, ¢ U™, clA;y Ay ¢ U™, clA;. Tomemos A el menor extremo a la

izquierda, tal que \; < A. Utilizando el caso 8,

Dip(M) < Dap(N), (3.56)

y considerando el caso 7,

Dip(A) < Dip(Na). (3.57)

(3.56) y (3.57) nos llevan, finalmente, a la desigualdad (3.45). |

Ejemplo 3.6 Consideremos la siguiente funcion, definida en R?,

|$1‘ + leI 3 st T1ZT2 2 O,
f ($1,3?2 =

max {|z1|, |z2|} + 122, siz122 < 0.

Esta funcion es continua en R?, y convexa en los conjuntos convexos

012:{<$1>€R2 17120, iEQZO},

)

CQZ:{< >ER CC1§O,.’172§0}.
T2

DIZ:{<x1>ER2 z; <0, .Z'2>O},

T3

D2::{< )GR CE1>O,SE2<O}.
T2

-1 -2 . -3
Tomemos, por ejemplo, los puntos ( 9 ), ( 5 > en Dy, y su punto medio, %( 5 )

Obtenemos que

3 5 5 1 1
f (—'2_75) = _Z > §f (—1,2) + -Q_f (_253) = 5
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2

1
En el caso de D5, podemos tomar los puntos ( 2) , ( 5

H(%)

Buscamos ahora una funcidn finito-valorada, cuasipoliédrica, g (x4, 23) , tal que

> y, de nuevo, su punto medio,

Sz
f(z1,22) 2 g(x1,2), si (;) € Cy UGy,
2
Az
f(z1,22) < g(z1,22), si (;) € DU Ds,
2

y ademas f (0,0) = ¢ (0,0).
Es evidente que, por motivo de simplicidad, nos preguntemos primero si nos basta

con una funcidn poliédrica, que satisfaga estas condiciones.

(T
Como f (z1,x2) = |z1| + |z2], si ( 1> € C1 U Oy, tenemos que
i)

fz1,22) > |z, y

flz,m2) = |zof,
lo que implica que f (x1, z2) > max {z1, —21, T2, —Za} .
Vamos, por lo tanto, a considerar la funcion
g (21, T2) := max {x1, —21, T2, —Ta} .

T

Para un punt0< ) € Dy U Ds, ocurre que

T3
f(x1,za) = max {|z1], |z2|} + z122 < max {|z1], |z2|} = g (x1,22),

y ademas f (0,0) =0 = ¢(0,0).

Podemos concluir que la funcion

h(z1,z2) = max {f (z1,22),9 (z1,22)}

es convexa en R2.
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