Capitulo 3

Caracterizacion de familias de
conjuntos cerrados convexos

3.1 Introduccion

La caracterizacion de familias de conjuntos convexos cerrados puede ser Util
desde diferentes puntos de vista. Un problema PSIL consiste en la minimizacion
de un funcional lineal sobre un conjunto convexo cerrado de R™ que se describe por
medio de infinitas desigualdades linedles. Si e conjunto factible es la suma de un
conjunto convexo compacto con un subespacio vectorial, veremos que la acotacion
del problema PSIL implica su resolubilidad. Por otra parte, asumiendo las hipotesis
necesarias sobre el sistema de restricciones, es posible obtener un punto extremo del
conjunto factible desde cualquier solucion factible sin pérdida del objetivo (se pueden
encontrar algoritmos de purificaciéon en [3] y [19]) y después, comenzando en este
punto extremo inicial, es posible construir una poligonal de aristas conectadas a lo
largo de las cuales el funcional 6ptimo decrece (se ha propuesto un método simplex
PSIL en[ 2]). Obviamente, laviabilidad de un algoritmo progresando sobre lafrontera
de laregion factible requiere su conexion por arcos. En este capitul o caracterizaremos

la clase de conjuntos convexos cerrados cuya frontera rel ativa es no vaciay conexa por
83
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arcos (Seccion 3.5).

Por otra parte, son problemas tipicos de combinatoria geométrica, la
caracterizacion de aquellos cuerpos convexos (conjuntos convexos cerrados de
dimensién completa) paralos cuales e minimo nimero de puntos (o direcciones) que

los iluminan en un cierto sentido tienen una expresion dada (véanse [27] vy [28]).

Este capitul o trata sobre | os diferentes modos de caracterizar familias de conjuntos

convexos cerrados.

Cualquier conjunto convexo cerrado C' C R™ admite diferentes representaciones.
En primer lugar, C se puede descomponer como la suma de su espacio de linealidad,
lin C, con C'N (lin C)* (este es el cono apuntado de C, si C' s un cono convexo). Este
ultimo conjunto es, a su vez, la suma de la envoltura convexa de su conjunto de puntos
extremos, £ (C') # (), con la envoltura convexa conica de su conjunto de direcciones
extremas, D (C) [32, Th. 18.5], demodo que C' = 1inC' + E (C) + D (C). El triplete
(linC, E (C), D (C)) congtituye larepresentacion interna de C.

Por otra parte, C' es e conjunto de soluciones de un cierto sistema semi-infinito
lineal o = {ajz > b;, t € T}, cona, € Ry b, € Rparatodot € T', el cual constituye

una representacion externa de C. Dicha representacion no es Unica, pero el cono

K (0) :clcone{(zz), teT; (8’1)}

es e mismo para todas las representaciones externas de C' # (), de modo que, €l
cono de referencia, K (C), se puede considerar como una representacion conica de
C. A partir de K (C) se pueden obtener diferentes representaciones externas de C'
(por ggemplo, < a’z > b, Z € I 7, dondeel conjunto deindices / esun subconjunto
denso arbitrario de K (C)). Sin embargo, existe una correspondencia biyectiva entre
los conjuntos convexos cerrados no vacios de R™ y los conos convexos cerrados de
R™*! que contienen a (2’1) pero no contienen a (Oln) (sus correspondientes conos

dereferencia).

El interés de la representacion conica derivadel hecho de que K (C) capturatoda
la informacion relevante sobre C. Por giemplo, dim C' = n — dimlin [K (C)] [19,

Th. 5.8]) y e valor del problema de optimizacion P (¢) : Mindz s.a. = € C,
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donde ¢ € R™, essupqa € R | (;) eK (C)} [19, Th. 8.1(ii)], de modo que las
propiedadesde K (C) y P (c¢) estan intimamente rel acionadas unas con otras. Ademés,
dos conjuntos convexos cerrados, C; y Cy, se pueden separar mediante un hiperplano
s,y solos, K (C1) N[—K (Cy)] contiene al menos un rayo.

La unicidad, tanto de la representacion interna como de la cénica, es una
caracteristica Util, de modo gue grandes familias de conjuntos convexos cerrados no
vacios se pueden caracterizar por medio de las propiedades de sus correspondientes
representaciones interna 'y conica. Asi, por gemplo, resulta sencillo caracterizar la

familia de |os semiespacios cerrados.

PROPOSICION 3.1 Dado un conjunto convexo cerrado C # (), las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) C es un semiespacio,

(i) E(C) es singular, dim D (C) =1y dim (linC) =n—1;y

(ili) K (C) es un cono convexo cerradoy apuntado, dim K (C') = 2y (Oﬂi) € rbd K (O).

Demostracion. (i) = (ii) Supongamos
C={xzeR"|dz>b},

cona € R"\{0,} yb € R. Entonces, linC = {z € R"|dx =0}, por lo que
dim (linC) =n — 1y (linC)" = span {a}.

b ,
Tomando 7 := Wa, resultaevidente quez € C' N (linC) "y
a

{Z+Xa, A >0} cCN(in0)*.

Para demostrar la inclusién contraria, tomamos z € C N (linC)". Al ser
x—T € (linC)L, existe A € R tal que z = 7 + Aa, pero, dado que x € C, debe

cumplirse
d (T + Xa) = b+ \a||* > b,

por lo que A > 0.
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Asi pues
E(C)+D(C)=CN@inC)" = {Z + Aa, A >0},
de donde se obtiene £ (C') = {z} y D (C') = cone {a}.

(i) = (iii) Supongamos que E (C) = {z}, D(C) = cone{a}, a # 0,, y
dim (linC) = n — 1. Como

T+ cone{a} =CN(linC)" C (linC)"
y dim (lin C)*" = 1, setiene

(lin C)" = span {a}

linC ={x € R" | d'z =0} .

Entonces, dado cualquier x € C,x =7+ Aa+ zcon XA > 0y a’z = 0. Tomando

b := a'T, seobtiene
dz=a T+ a+z)=b+\|al* >0,

por lo que, aplicando &l Lema de Farkas, (Z) € K(C).

Probaremos que
K (C) zcone{<a), <0n>} (32
b —1
En efecto, s (2) € K (C), entonces, de nuevo por e Lemade Farkas, ¢z > d

paratodo z € C'y, en particular, ¢y > d paratodo y € C N (lin C)L. Tomando

ye CN(inC)" fijoy z € lin C arbitrario, setiene
dly+az)=Ccdy+adz>d

paratodo o € R, de donde obtenemos que ¢’z = 0 paratodo z € linC. Asi pues,

¢ € (lin C)L y existe 4 € R tal que ¢ = pa. Enrealidad, © no puede ser negativo ya

d—cdz

2
p llall

que, si lo fuese, ¢'a = 1 |al|* < 0y, tomando \ > > 0, setendria

(T + Xa) <d,
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conz + Aa € C, contradiciéndose €l hecho deque ¢’z > d paratodo z € C. Asi pues,
p > 0.

Por otra parte, puesto que ub = ¢’z > d, podemos escribir

(o) =) o= () et () ()

Por lo tanto, se cumple (3.1) y, dado que {(Z), (8”1)} son linealmente
independientes, concluimos que K (C) es un cono convexo cerrado apuntado

bidimensional y (01) € rbd K (C).

(iif) = (i) Supongamos que

wer=cone{(1).()}.

con { Z , (2)} un conjunto linealmente independiente en R"*!. Puesto que

(E’;) € K (C), podemos escribir

(%) =(3)+2(:),

a>0ypB >0 Sifuesena >0y [ > 0, por la Proposicion 0.6, tendriamos
( ) € rint K (C'), lo que contradice la hipétesis.

Por lo tanto, podemos suponer (2”1) = ﬁ(é) conf >0y

K (C) = cone { (Z) (E”l) } ,

demodo que C' = {x € R™ | ’x > b} s un semiespacio. [

En la Tabla 3.1 se resume la informacion obtenida, en la proposicion anterior,
para los semiespacios cerrados y se recogen las caracterizaciones, ya conocidas [19,
Ths. 5.8y 5.13], de otras familias de conjuntos convexos cerrados. Dichatablapodrair
completandose con |os resultados obtenidos, en |as distintas secciones de este capitul o,
parafamilias como la de las sumas de conjuntos convexos compactos con subespacios
vectoriales (Seccion 3.2), lade los simplices (Seccién 3.3), sandwiches (Seccion 3.4)

o0 paraelotopos (Seccion 3.6) (las tres subfamilias de la anterior), la de los conjuntos
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continuos (Seccion 3.7) o la de los cuerpos convexos suaves (Seccion 3.8).

C

Representacion interna

Representacion conica

semiespacio cerrado

E(C) singular,
dim D (C) =1,
dim(linC) =n—1

K (C) apuntado,
dim K (C) =2,

C”l) € thd K (C)

El cono apuntado de

CUErpo Convexo

+dim [E (C)+ D (C)]=n

, . E (C) sngular,
variedad afin D(((;) — 10, K (C) es cone { (Onl> }
conjunto convexo E (C) politopo, L
poliédrico D ((C)) poliédrico K (C) poliedrico
E(C) singular,
conjunto singular D (C)={0,}, K (C) semiespacio
linC ={0,}
dim (lin C) +

K (C) apuntado

Tabla 3.1

En la Udltima seccidn caracterizaremos algunas familias de cuerpos convexos

utilizando ciertos conceptos de iluminacion.

3.2 Caracterizacion de las sumas de conjuntos convexos

compactos con subespacios vectoriales

PROPOSICION 3.2 Dado un conjunto convexo cerrado C  # ), las siguientes
condiciones son equivalentes:

() C es la suma de un conjunto convexo compacto con un subespacio vectorial;

(i) E(C) es compactoy D (C) = {0,};

(iii) (8”1) € rint K (O); y

(iv) (linC)" =1 (K (C)), donde 1 denota la proyeccion vertical

H($1,...,$’n+1) = (ZIZ’l,..

C T) -
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Demostracion. (i) = (ii)) S C = F + L, con E conjunto convexo compactoy L
subespacio vectorial, entonceslinC = Ly C N L+ = (E + L) N L+ eslaproyeccion
ortogonal de E sobre L+, de modo que C' N L+ es compacto por ser laimagen continua

de un conjunto compacto. Por lotanto, D (C') = {0,} y E (C) = CNL* escompacto.

(if) = (iii) Asumamos que C' = E (C) + linC, con E (C') compacto, E (C) C
(linC)*". SilinC =R*, C =R"y K (C) = cone { (0”1) } de modo que se verifica
(iii). -

Sea {u!,...,u"} una base ortonormal de (linC)" # {0,} y seap > 0 ta que
lyll < p paratodoy € E (C).

Dado = € C, podemos escribir z = y + 2,y € E(C) Yy z € linC, de modo que
|+2'w!| = |+y'u!| < py +2'v/ > —p. Por lo tanto, (i_lg) eK(O),j=1,....,p
(por e Lema de Farkas).

Dado Z € K(C),dz > bpaatodoz € C. S z € linC, tomando
un punto arbitrario z € E (C), setienequez + az € C paratodo a € R, de
modo que o' (T + az) > b paratodo @ € R, y esto implicaque o’z = 0. Por lo

p , i
tanto, a € (linC)" y podemos escribir a =" «;uf para ciertos escalares o; € R,
j=1

j=1,...,p
Puesto que
0 )]
2pp + ;
(%) =1 (0) ()
setiene

(5) zg%(fp)_ (z) (") e { (27). 5= 1},

y e ultimo conjunto resulta ser span K (C). Por lo tanto, podemos aplicar la
Proposicion 0.6 para concluir que (O 1) € rint K (C).

(iii) = (iv) Puesto que IT : R**! — R” eslineal y <0”1> € rint K (C), se
tiene que 0,, € rint II[K (C)] (Proposicion 0.3), siendo IT [K (C')] un cono convexo.
Entonces 11 [K (C')] es subespacio vectorial.

SIT[K (C)] = {0,}, entonces K (C') = cone { (E’;) } y C' = R", demodo que
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lin C = Ry (linC)" = I [K (C)]. Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que
K (C)] # {0n}.

Sea {v',...,v?} una base ortonormal del subespacio vectoria I1 [K (C)]. Dado
ke {l,...,q}, existen escaares oy, y (3, tales que

() exier () emer

de maneraque oy, < 2'v* < 3, paratodo z € C.

Probaremos quelin C = [II [K (C)]]".

En efecto, s z € linC, tomando = € C arbitrario, setiene, parak € {1,...,q},
ar < (T+az)v* < B, paratodo o € R,y esto implica z/v¥ = 0. Por lo tanto,
linC C {o',...,07}" = [I[K (O)]]*.

Reciprocamente, s z € [II [K (C)]]*, entonces «’z = 0 paratodo a € R” tal que
(a) € K (C) paracierto b € R. Puesto que

b
{a'm > | (Z) € K(C)}

es una representacion lineal de C', £z es una solucion del correspondiente sistema
homogéneo, de maneraque +z € O*C'y z € lin C.

Por lo tanto, [II[K (C)]]" = lin C'y se verifica (iv).

(iv) = (i) S II[K (C)] = {0,}, C = R™y se verifica (i). Asumamos, pues, que
dimII[K (C)]=¢,1 < ¢ <n.

Sea{v',...,v?} unabase ortonormal dell [K (C)]y seanay, ..., aq fy,-..,0,
escalarestalesque oy, < 2'v* < 3, paratodoz € C, k=1,...,q.

S ¢ = n, C escompacto y se verifica (i).

En otro caso (linC)" = II[K (C)] # R™ y podemos seleccionar vectores
v* € 1linC, k= q+1,...,n, tdesque {v!,...,v"} esunabase ortonormal de R".
Dadoz € CN(linC)", setienequeay, < 2/v% < 3,,k=1,...,q (puestoquez € C)
yzvb =0,k=q+1,...,n (puestoquez € (linC)"). Por lotanto C N (linC) " es
compactoy C' = [(J N (lin (J)L} + lin C' es la descomposicién buscada. [ |

El siguiente resultado justifica € interés de esta clase de conjuntos convexos
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cerrados en PSIL.

COROLARIO 3.3 Sea C' la suma de un conjunto convexo compacto con un subespacio
vectorial y sea P (c¢) = Inf dx s.a. x € C. Si P (c) es acotado, entonces es resoluble,
discretizable y tiene salto de dualidad nulo.

Demostracion. Asumamos que C' es la suma de un conjunto convexo compacto
con un subespacio vectorial. De acuerdo con la Proposiciéon 3.2, podemos escribir
C' = E(C)+1inC, con E (C) compactoy I1 [K (C)] = (linC) ™.

Seao = {a,x > b, t € T} cuaquier representacion externade C'y sea M €
primer cono de momentosde o. Dadot € T', setieneque a; = I (a}, b;) € II[K (C)],

de maneraque M C II[K (C)]. Por otraparte, s z € I1 [K (C')], existe unasucesion

o (4. er (%)

tal que z; =lim 2,7 = 1,...,n. Paracada 2" existen \" ¢ R(f) y u” > 0 tales que
Qg

0y, .
2r =3 )\I(bt) +p"(_1>. Puestoque > Aja; € M,r=1,2,..., setiene

teT teT

z=lim (2],...,2") zlimz Aja; € cl M.

r
teT

Hemos demostrado que M C (linC)" C ¢l M, de modo que cl M = (linC)™.

Por lo tanto,
(linC)" = rint (linC)" = rint I M = rint M € M € (linC) ",

y estoimplicarint M = (linC)".

Si P (c) tiene valor finito, v (c), entonces ¢ € (linC)" (en otro caso, existiria
y € linC = (OTC)N (-O*C)td queody < 0ey € OTCod(-y) <0y
—y € OTC, demodo que v (¢) = —oo en ambos casos). Por lo tanto, ¢ € rint M y
esto implicalaresolubilidad de P (c), su discretizacién (una solucién Gptima se puede
obtener como limite de soluciones 6ptimas de una sucesi 6n de subproblemas finitos) y
€l salto de dualidad nulo [19, Ths. 8.1(v) y 8.2]. [ |

Aunque bajo las hipotesis del Corolario 3.3, P (c) es resoluble y € salto de

dualidad esnulo, D (c) puede no ser resoluble, como veremos en el siguiente gjemplo.



92 3. Caracterizacion de familias de conjuntos cerrados convexos

EJEMPLO 3.4 Consideremos el problema PSIL
(P) Inf

sa. x> =1/t t=1,2,...,

cuyo conjunto factible es C' = ([0, 1] x {0}) + span { ((1)) } suma de un conjunto

convexo compacto con un subespacio vectorial.

Se puede ver fécilmente que v (P) = v (0) = 0, por lo que, como era de esperar,
(P) esresoluble.

Consideremos ahora el problemadual de (P)

(D) Sup — > A — X
=1t

s.a. ti Y ((1]) + )\0(_01)

)\tZO, t:O,]_,

(o)

Desde luego, ¥ (\) < 0, paratodo A € A, por loquev (D) < 0. Veremos que, en
realidad, v (D) = 0. En efecto, si {\"}~, C A estal que

) Lt=r
)\t_{ 0, t#r "’
1
alser\IJ()\T):—;,lim\If()\T) =0 <wv (D). Porlotanto, v (D) = 0.

Sin embargo, (D) no es resoluble ya que, si lo fuese, existiria A € A tal que

e’} )\ S )\ . ,
—Zf—AO:O. Como)\t2Oparatodot:0,1,...,—Zf—A0<Osalgun
= =

At # 0. Por lotanto, A, = 0 paratodo¢ = 0,1,...,encuyocaso > A\, — Ao # 1,10
t=1
gue se contradice con que A € A.

COROLARIO 3.5 Dado un conjunto convexo cerrado C +# (), las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) C es un conjunto compacto,

(i) E(C) es compactoylinC = D (C) ={0,};
(iii) (8’1) € int K (C);

(iv) IL(K(C)) =Ry
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(V) P (c) es resoluble para todo ¢ € R™.

Demostracion. La equivalencia entre las cuatro primeras afirmaciones es
consecuenciadirectadelaProposicion 3.2. Puesto que (i) = (v) estrivial, acabaremos
lademostracion probando que (v) = (i). En efecto, si no se verifica (i), entonces existe
y € OtC,y # 0,,Y P (—y) noesni siquieraacotado. Por |o tanto, tampoco se verifica
(V). [ |

3.3 Caracterizacion de los simplices

C es a k-simplice s es la envoltura convexa de k& + 1 puntos afinmente

independientes. Obviamente, cualquier k-simplice es compacto.

PROPOSICION 3.6 Dado un conjunto convexo cerrado C  # ), las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

() C es un k-simplice,

(i) E(C) tiene k + 1 puntos extremos, dim E (C) = kylinC = D (C) ={0,}, »

-1
k + 1 rayos extremos.

(iii) (On) € int K (C), dimlin [K (C)] = n — k y el cono apuntado de K (C') tiene

Demostracion. (i) = (ii) Dado que C' es un conjunto convexo compacto, por el
Corolario 3.5, setienequelin C' = D (C) = {0,} y, por tanto, £ (C) = C.
Si C = conv{z',..., 2"}, con {z!,... 2"} afinmente independientes, es

obvio que z!, ..., 2**! contiene a todos los puntos extremos de C. Por otra parte, S

) L kAl )
z/, 5 €{1,...,k+ 1}, nofuese punto extremo de C, podriamosescribir z7 =" \;z",
=1
1#£]
k+1 k+1 ‘ ,
Ni>0,i=1,....;k+ 1,7 # 7, >, A = 1. Entonces >_ \; (z' —2?) = 0,41, de
i=1 =1
i#] i#]

modo que {z' —x’, i =1,...,k + 1} son linealmente dependientes, lo que resulta
ser una contradiccion. Asi pues, los puntos extremosde C son !, ..., 2%+
Por lo tanto, £ (C) = C = conv {',..., 2"} tiene exactamente k + 1 puntos

extremosy dim £ (C) = dim C' = k.
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(i) = () linC = D(C) = {0,} implicaque C = E(C). S {a',... 2"}
es € conjunto de puntos extremos de E (C) = C, entonces, por el teorema de
representacion, ¢ = conv {z!,... 2"}, S {a! ... 2¥} fuesen afinmente
dependientes, entonces dim £ (C) = dimaff {z!,... 2"} < k — 1, lo que

contradice la hipétesis.

(i) = (iii) Puesto que todo k-simplice es compacto, por el Corolario 3.5, se tiene

que (2’1) € int K (C). Por otra parte, de acuerdo con laformula dimensional,
dimlin[K (C)]=n—dimC =n — k. (3.2

Puesto que C' esun simplice de dimensién completaen lavariedad afin V' .= aff C,

condim V' = k, existen vectores no nulos
{ai,i=1,... k+1} CV -V
y correspondientes escalares
{biyi=1,...,k+1},

tales que {z € R" | ajxz = b;} es un hiperplano soporte en los puntos del interior
relativo de la i-ésima faceta, © = 1,...,k + 1. Podemos asumir, sin pérdida de
generdidad, que ax > b; paratodox € C,i =1,...,k + 1, demodo que

C={zeV]axz>b,i=1,...,k+1}.
Ademas, puesto que dim V' = k, podemos escribir

V={zeR"|dxz=0b,i=k+2,...,n+1},

{(Zi),i:k+2,...,n+1}

linealmente independientes (si C' esun n-simplice, entonces V' = R” y esta parte de la

con

prueba se puede simplificar).
Entonces,
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—f-span{(zi),i:k+2,...,n+1},

0, - L
y demostraremos que ( 1) se puede eliminar en esta expresion. Para €llo,
apelaremos a la conocida caracterizacion de los puntos interiores de un cono convexo
dada en la Proposicion 0.6.

Puesto que (g’i) € int K (C'), podemos escribir

0,, a; 0, .
. X < k+ > .
( 1)—5 )\Z<bi)+,u( 1),)\Z>OS|@ E+1, u>0, (3.3

i€l

paraun cierto conjunto I C {1,...,n + 1}, con

span{(?), iEI}:R"HSi,u:O
7 . On .
span{(Z),zE[;( 1)}:R”+1Su>0.

S 0<pu<1,de(3.3) sesigue

(Oq) €cone{(zi>,z':1,...,k+1}+span{<zi),@':k+2,...,n+1}.

(3.4)

Probaremos que €l caso 1 > 1 no se puede dar, por lo que (3.4) se cumple siempre.
En efecto, sl 1 > 1, entonces (1 — 1) (Oln) => N\ (ZZ) € K (C)y esto implica
i€l i

a;

= (). Por otra parte, s ;1 = 1, entonces de (3.3) se sigue que > \; = Op11

. b,
el i
exisiraun j < k+1tadque); > 0(enotrocaso I C {k+2,...,n+1}y

C
y
{ Z"), i=k+2,...,n+ 1} son lineal mente dependientes). Entonces,

aj —1y [ @i
— = AN K ,
(bj> . Z ’ (b) < K©)
icl\{j}
de modo que a’;z = b; paratodo x € C. Por lo tanto,

a; € (V-V)N(V=V)" ={0.},

es decir, a; = 0,, y esto es una contradiccion.
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De (3.4) sesigue

K(C):cone{<zi),z':1,...,k+1}+span{(zi>,@':k—|—2,...,n—l—1}.

Comparando dim span 5 ) i=k+2,...,n+ 1} = n—k con (3.2), concluimos
gue el cono apuntado de K (ZC)

[A((C’) :zcone{(zi),i:1,...,k+1}.

S Cone{(zj:) },j € {1,...,k+ 1}, noesun rayo extremo deIA((C), entonces
podemos escribi rj

s k+1 a
(bj): ’72([;)772207Z:177k+1ul7é]7
7 7

i=1
i#]

M

demodoqueK zcone{( ) k41, z#]}ydimf((C’) < k.
Entonces dim K (C) = dim K (C) 4 dimlin [K (C)] < n y esto contradice e hecho
dequeint K (C) # (). Asi pues,

(G

esel conjunto de rayos extremos de K ().

(iii) = (i) Las hipotesis (01) € int K (C) y dimlin [K (C)] = n — k garantizan

gue C' escompacto y dim C' = k, respectivamente. Sea

S (G—

el conjunto de rayos extremos de K (C). Deacuerdo con el teorema de representacion,

lA((C):cone{(zi)@':l,...,k—i-l}.
{(Z?),@':k+2,...,n+1}

una base de lin [K (C)]. EntoncesC' = {z € V | afx > b;, i =1,...,k + 1}, donde
V={zeR"|dz=0b,i=k+2,...,n+1}.
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. , k+1
Asi pues, el nimero de puntos extremosde C' esp < Z = k+1. Asumamos

quep < k+1ysea{z!,... 27} e conjunto de puntos extremos de C'. El teoremade
representacion estableceque C' = conv {z', ..., 2P}, demodo quedim C' < p—1 < k.
Por lotanto, p = k + 1y {z',..., 2"} esafinmente independiente (en otro caso,
dim C < k). Esto completala prueba. [ |

3.4 Caracterizacion de los sandwiches

Dos variedades afines de la misma dimension en R”, U; y U,, son paralelas s
Uy — Uy = Uy —Us y Uy NU; = (). Diremos que un conjunto es un k-sandwich cuando
es la envoltura convexa de la union de dos variedades afines paralelas de dimension
k — 1. El siguiente resultado establece algunas propiedades elementales de los k-
sandwiches que se usaran mas adelante.

PROPOSICION 3.7 Sea C' = conv (U; UUs), donde Uy y U, son variedades afines
paralelas, condimU; = k—1,i=1,2. SeaV = U, —U; = Uy—U,, U;NV+ = {27},
i=1,2yw = 2% — 2'. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(i) C =V +[z',2?] (3, por tanto, C es la suma de un conjunto convexo compacto con
un subespacio vectorial),

(i) dimC = k;

(iii) aff C = U; + span{w},i=1,2;

(ivy Ui={zeaf C|uw' (z—2")=0},i=1,2,y
(V) thdC =U, Ul yrint C =V + |zt 2%

Demostracion. Por ser U; unavariedad afin paralelaaV, U; N V+ sereduce aun
solo punto, por lo que z* estd bien definido, i = 1, 2.

ComoU; =2t +V,i=1,2yU NU, = 0, necesariamente ! # z?, es decir,
w = 2% — ! #0,.

Procedemos ala prueba:

(i) Si z € C, podemos escribir z = (1 — \) (z! +o') + A (2* +v?), donde
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A€ [0,1]y !, v* € V. Entonces

z=[1-Nz" +A?] + (1 =X v+ ? € [z',2°] + V.

Reciprocamente, siv € V'y A € [0, 1],

v+ (1=Na'+ A= (1= ) (z' +v) + A (2* + v) € conv (U Uls) = C.

(ii) Obviamente, para{i, j} = {1, 2}, setiene
U; +span{w} =2’ + V + span {w} = V + (2" + span{w}) =V + aff ([z',2?]),
variedad afin que contienea U, y al,. Asi pues, si {i,j} = {1,2},

conv [U; U {2’}] € C C U; + span {w} . (3.5
Puesto que z? ¢ U; y w € V+, sesigue de (3.5)
k < dimconv [U; U {2?}] < dimC < dim [U; + span {w}] =
= dim [V + span{w}] = k.

Por lo tanto, se verifica (ii).

(iii) Es consecuencia de la segundainclusion en (3.5) y de la ecuacion dim C' =

dim [U; + span {w}] que hemos probado antes.

(ivyDadox € U; = 2* + V,w' (z — 2*) = 0 debido aquew € V.
Reciprocamente, si = € aff C satisface que v’ (z — z*) = 0, entonces podemos
escribir (en virtud de (iii)) * = 2 + v+ aw, v € Vya € R, conw' (v + aw) =

a|jw||* = 0. Esto implicaque a = 0, esdecir, z = 2 + v € U,.

(v) Es consecuenciadirecta de la Proposicion 0.4 aplicada a (i). |

A continuacién, damos tres caracterizaciones diferentes de | os sandwi ches basadas
en las representaciones interna, externay conica de los mismos. En la Seccién 3.5 se
dard una caracterizacion topol 6gica.

PROPOSICION 3.8 Sea C' un conjunto convexo cerrado no vacio y sea K (C') su cono
de referencia. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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() C es un k-sandwich.
(i) D(C) ={0,}, E(C) es un segmento cerrado propio y dim (linC) = k — 1.

(iii) existe subespacio vectorial V C (aff C') — C con dim V' = k — 1, un vector no nulo
w e VI [(aff C) — C1" y dos miimeros reales oy y o, tales que oy < ap y

C={zeaff C|a; <wz<a}.
(iv) K(C) = K + W, donde K es un cono convexo cerrado y apuntado y W es un

—1

i (w s { (%)) eone{ (%)}, 36)

Demostracion. Probaremos (ii) < (i) = (iii) = (iv) = (i).

()= (@) S E(C)+ D (C) = [z',2?], con ' # z?, definiendo U; = z* + 1in C,
esfacil probar que C' = conv (U; U U,), siendo U; y U, variedades paralelas, tales que
dimU; =k —1,i=1,2.

O,
subespacio vectorial tales que dim K = 2, dimW =n — k, ( ) erint Ky

(i) = (ii) Es consecuencia directa de la afirmacion (i) de la Proposicion 3.7.

(i) = (iii) SeaC' = conv (U; U U,), donde U; y U, son variedades afines paral el as.
Sean V, 2!, 22 y w definidos como en la Proposicion 3.7, cuyas afirmaciones (i) y
(iii) demuestran que dimV = dimC — 1y V C V + span{w} = (aff C) — C,
respectivamente. Retomando la definicién de w, se tiene que w € V+\{0,} y
w e (aff C) — C, por loquew € V4\ [(aff C) — C]".

Sean o; = w'z’, i = 1,2. Obviamente, o, — a; = ||w||* > 0.

Puesto que U; = {z € aff C' | w'z = o;}, i = 1,2, de acuerdo con la afirmacion

(iv) delaProposicion 3.7, se obtiene

C=conv(UjUly)={zecaf C|a; <wz < as}.

(iii) = (iv) Sead = dim C. Digtinguiremosloscasosd =ny d < n.

Supongamosqued = n. Puestoque C = {z e R" | oy < w'z < as}, oy < ag,

- () () ()

setiene
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()= ama () - Gl

de modo que K (C') = cone { (;U), ( ;U)} y la Proposicion 0.6 establece que
1 — G2

(O"1> € rint K (C).

Ademas,

Es més, puesto que a; # ao, w) y (_w> son linealmente independientes y
aq — Q9
K (C) esun cono apuntado bidimensional .
Acabaremos esta parte de lademostracion probando que K (C') = K (C)+{0,,41}

es la descomposicion deseada. En efecto, si

z € K(C’)ﬁspan{(?rbl)},
se puede escribir

w —w On
z= pl(al) +p2<_a2) = 7(_1),p1 >0,py >20,7€R,

loqueimplicaquep, = p,y v = p; (a2 — 1) > 0, demodo que z € cone { (8"1) }
Esto prueba que

k@ ()} comed (%)),

mientras que lainclusién opuesta se cumpletrivialmente. Por o tanto, se verifica(3.6).

Supongamos ahoraque d < n. Sea
af C={zeR"|ax=0b,i=1,...,n—d},

con{a;,i =1,...,n — d} unsubconjunto linealmente independiente de R y b; € R,
1=1,...,n—d.

Puestoque C' = {z € aff C | a1 < w'z < i}, setiene ahora

c0-emn{a (D) (2 (2 ()
(-2 (D)
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w s { ()1 )
cmoml(2)(2) ()

W es un subespacio vectorid de R™*!, con dimW = n — d, y K (el mismo cono

que en € caso d = n) es un cono convexo cerrado y apuntado, con dim K = 2y

e { (")} e ke (") b (i { (%)) @

Consideremos ahora z € K N (W + span { (E"l) }) arbitrario. Podemos

escribir
w —w =< fa O,
() E) ) om

conp; >0,p,>0,8,€eR,i=1,...,n—d,yvy € R. De(3.8), se deduce

On . . .
( 1) € rint K. Ademés, es obvio que

n—d
(P2 — p1) wt Z Bia; = Op,
i=1

siendo {w; a;,i = 1,...,n — d} un conjunto de vectores linealmente independientes,

debidoaquew # 0, y

w ¢ [(aff C) — C]" =span{a;,i=1,...,n—d}.

Por lotanto, p;, = p, Yy 5, = 0,7 =1,...,n — d, de modo que (3.8) se convierte

L 0, B 0,
=N 01 — 0 =7 1

y sellegaaquey = p, (ag — al) > 0. Asi pues, z = ’y(Enl) € cone { (Eq) }

Hemos probado que

k(e { (")) cemed (%)),
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gue junto con (3.7) demuestra que se verifica (3.6).

(iv) = (i) Cualquier cono convexo cerrado apuntado bidimensional eslaenvoltura

convexa conica de dos direcciones extremas (es decir, un angulo agudo plano).

Sea K = Cone{(a), (b>} donde {(a), (b>} €s un conjunto linealmente
Q 16} Q 16}

: , , (0 :
independiente en R"*!. Puesto que estamos asumiendo que ( 1) € rint K, podemos

escribir (por la Proposicion 0.6),

n b
(El) = pl (Z) +p2 (ﬁ)) pl > 07 p2 > 07 (39)

de modo que a # 0, (enotrocasoa = b = 0, y {(a), (;)} es linealmente
«
dependiente).

Definiendo w = p;a # 0, Y v = p,, Se obtiene de (3.9)

o2}

Sea{(a’), 1= 1,...,n—d} unabasede W, cond = dim C.

8%
Dado que estamos suponiendo que K (C') = K + W, setiene

K(C):cone{i(ai)i:l,...,n/—d; (w)’( v )}’
de modo que
C={zeR"|dz=ao;,i=1,....n—d; vy <wz <~y+1}. (3.10)
Seany, = 7,7, =7+1y
Uj:{'IERn’a;x:ahi:l)"'an_d; w/x:PYj}’jzl,Q.

Probaremosque U; # 0, j = 1, 2.
Si Uj - @,

() e sy =smn{ (). =1 ()}

y podemos escribir

n—d
(Oln) :Z 5(2) +50(;”), B, €R, i=0,...,n—d, (3.11)
i=1 ¢ /

J
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de donde se deduce que 3, <w> € W + span { <0”1> }
Y _

J

Si 3, > 0, entonces (w) € W—Fspan{(gnl)}. Sj=1,

Vi

() e ()] = ()}

de acuerdo con (3.6), contradiciendo que w # 0,,. Alternativamente, si j = 2, entonces

() sl ()] = ()}

y obtenemos otravez que w = 0,,.

Si 3, < 0, seobtiene w = 0,, del mismo modo.

Finamente, s 5, = 0, (3.11) implica que {ajx = ;,i=1,...,n —d} €S
inconsistente, en contradiccion con (3.10) (yaque C # 0).

Se concluye que U; y U, son variedades afines paralelas y se puede demostrar
fécilmente que C' = conv (U; U Us).

Esto completala demostracion. |

3.5 Caracterizacion topologica de los k-sandwiches

Por la afirmacion (v) de la Proposicion 3.7, esté claro que la frontera relativa
de cualquier k-sandwich no es ni siquiera conexa. En la siguiente proposicion
demostraremos que lano conexion delafronterarelativa es, en realidad, una propiedad

gue caracteriza alos k-sandwiches.

PROPOSICION 3.9 Sea C un conjunto convexo cerrado no vacio de R™ que no es una
variedad afin, con dim C' = k. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) rbd C es no conexa;
(i) rbd C' es no conexa por arcos; y

(iti) C es un k-sandwich.

Demostracion. (i) = (ii) Estrivial.
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(if) = (iii) Supongamos, en primer lugar, que C' tiene dimension completa. Asi

pues, la hipdtesis sera que bd C' no es conexa por arcos.

Sin =1, puestoquedim C' = 1y C # R, C serao unasemirrectacerrada (lo cual
es imposible porque cualquier conjunto singular es conexo por arcos) 0 un segmento

cerrado propio de R. Por lo tanto, C' es un sandwich unidimensional.
Asi pues, podemos suponer sin pérdida de generalidad quen > 2.

Seanz' € bd C, i = 1,2, puntos que no se pueden conectar por medio de ninguna

curva enteramente contenidaen bd C.

Sean ¢; # 0, talesque
¢ (x — ') > 0 paratodoz € C, i =1,2. (3.12)
Denotaremos por
Hi={zeR"|d(z—2a") =0}, i=1,2,

los correspondientes hiperplanos soporte de C. Probaremos que H, N Hy = () por

reduccion al absurdo. Asi pues, seaz € Hy N Hs.

Para{i,j} = {1,2}, puestoquez € H;y 2/ € C, setiene
c;(z—xj) = ¢ (z—x"—l—xi—m]’) = ¢ (xi—xj) <0.
S ¢ (z —27) = 0 entonces z’ € H; (yaque z € H;), de modo que
[mi,x]} CCNH;CbdC

(ya que H; es hiperplano soporte de C), y esto contradice la hipétesis acercade z' y

x2. Por |o tanto,
d(z—a') <0s {i,j} ={1,2}. (3.13)
Consideremos ahora €l vector u = 2z — (z! + z?). De (3.13), se obtiene
du=d(z—a")+¢ (z—a7) <0,9 {i,j} ={1,2}. (3.19)
De(3.12) y (3.14) se deduce que, parai = 1, 2, ¢; essolucion del sistema

{yu<0; ¥ (z—2")>0, z€C}
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y, por la Proposicion 2.4, esto implica que z° € end (C;u), i = 1,2. Entonces,
podemos aplicar la Proposicién 2.21 para obtener |a deseada contradiccion.
Asi pues, hemos probado que H; N H, = (), de modo que span {c;} = span {¢,}.
Probaremos, a continuacion, que C' = conv (H; U Hs).
Puesto que z* ¢ H,y x> ¢ H, (en caso contrario Hy N Hy # 0), ¢ (zt — 2%) > 0
y ¢} (x! — z?%) < 0, de modo que ¢, es un muitiplo negativo de ¢, y podemos escribir
Hi={zeR"|dr=0q;},i=1,2,dondec # 0,, 2" = o, i = 1,2,y a1 < ax.

Puesto que H; es un hiperplano soportede C' en 2%, i = 1,2, setiene
CclreR"|a; <dz<ay}=conv(H UH,). (3.15)
Para probar lainclusion opuesta, consideremos un vector arbitrario
veV:=H — H = Hy— Ho.
Siv ¢ OTC, existen nimeros reales no negativos
A = max{tE]R | 2' +tv € C}, i=1,2,

yz'+ \v € end (C;v),i = 1,2.

Entonces, por una parte, [z°, 2" + \;v] € C N H; C bdC, i = 1,2, y por otra,
existe un arco conectando z! + \;v con z? + \yv que estd completamente contenido
en bd C (de nuevo por la Proposicion 2.21), y esto significa que z* se puede conectar
con z? por medio de un arco contenido en bd C, compuesto por tres arcos conectados.
Esto es una contradiccion, demodo que V. c O*C.

Asipues, H; =2+ V c C+0"C =C,i=1,2,y seobtiene
conv (H, U Hy) C C. (3.16)

De (3.15) y (3.16), se concluye que C' = conv (H; U Hs) €s un sandwich de
dimensién completa.

Supongamos ahora que & < n. Entonces C' es un conjunto convexo cerrado de
dimension completa, en aff C, tal que su frontera, en la topologia de aff C', no es
conexa por arcos. Aplicando el argumento previo, C' es de nuevo un sandwich de
dimension completaen aff C', es decir, un k-sandwich.
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(iii) = (i) Es consecuencia directa de la afirmacion (v) de la Proposicion
3.7. [

En la Proposicion 2.23, se establecié como condicion suficiente para la conexion
por arcos de la frontera relativa de un conjunto convexo no vacio de dimension mayor
oigual que 2, lacompacidad de dicho conjunto. Sin embargo, solo hay que considerar
el caso en € que C sea un semiespacio para ver que no es una condicion necesaria.
Quedaba pendiente, por tanto, €l estudio de laconexion por arcos de lafronterarelativa
delos conjuntos convexos cerrados no vacios de dimension 1y los de dimension mayor

oigua gue 2 no acotados, cuestion que queda resuelta en la Proposicion 3.9.

3.6 Caracterizacion de los paralelotopos

Un paralelotopo se puede definir como la interseccién de una familia de n n-
sandwiches "independientes’, es decir, un conjunto de la forma C :iri1 C;, con
Ci={zeR" | <dzx<p}, o < p,paai = 1,....,n,y{a;, i=1,...,n}
linealmente independientes. En la siguiente proposicion se caracteriza esta familia de

conjuntos en términos de sus representaciones internay conica.

PROPOSICION 3.10 Sea C un conjunto convexo cerrado no vacio de R™. Entonces,
las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(i) C es un paralelotopo,

(i) E(C) es un politopo de dimension n con 2n facetas paralelas dos a dos y

linC =D (C) = {0,};y

(iii) existe una base de R", {a;, i = 1,...,n}y dos conjuntos de escalares,
{ag, i=1,...,n} y{B,, i=1,...,n},
con a; < f3; paratodoi =1,...,n, tales que

K(C)zcone{(zl), 1=1,...,n; —(gi), 1=1,....,n; (E’i)}

Demostracion. (i) = (ii) Sea C' un paralelotopo, es decir,

C={zeR"|a;<ax<p,i=1,...,n},
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cono; < B; paai = 1,...,nYy {a;, i=1,...,n} linedmente independientes.
Entonces, denotando por o € sistema finito {a; < dlx < j3,, i=1,...,n} que

representaa C, €l primer cono de momentos de o resulta ser
M = cone{+a;, i=1,...,n} =span{a;, i=1,...,n} =R"

y, por laProposicion 0.19, C' es acotado.

Asi pues, C' es un conjunto convexo compacto por lo que, aplicando e Corolario

3.5, setiene
linC =D (C)={0,}
Yy, €en consecuencia,
EC)=C={zeR" | <ax<p,i=1,...,n},

gue es un politopo por ser interseccién de un nimero finito de semiespacios cerrados

y ser acotado.

Por otra parte, como o esun sistemaLFM no trivial, de acuerdo con laProposicién
0.17, dimC = n d, y sdlo s, ninguna combinacion convexa de desigualdades no
triviales de o dalugar ala desigualdad trivial. Por reduccién al absurdo, supongamos
que

On1 Z; Ai (ai) - ; M (ﬁi>7

con \;, p; € [0,1] paratodoi = 1,...,ny >, (X + ;) = 1. Entonces, podemos
i=1

escribir
n=> (Ni—m)a; (3.17)
i=1
y
0 :i Niov; — 11,34 (3.18)
i=1

Puestoque{a;, i = 1,...,n} sonlineamenteindependientes, de (3.17) se deduce
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que \; = u,; paratodoi = 1,...,nY, sustituyendo en (3.18), obtenemos
0 ZZ Ai (@i — B;) -
i=1

Al ser a; — 3, < 0O paratodo i = 1,...,n, setiene que \; = p, = 0 para todo
i=1,...,n,locual secontradice con Zn: (Ni +p;) = 1.

Asi pues, E (C') es un politopo dé_éi mension n representado linealmente por €l
sistema 0. De acuerdo con la Proposicion 0.20 (ii), las facetas de C' deben ser de
laforma {z € C'|dix =o;} 0 {zx € C|dax =0}, coni € {1,...,n}. Porotra
parte, s demostramos que o es una representacion minimal de C' (es decir no tiene
restricciones redundantes), por el apartado (iii) de la misma proposicion, se obtiene
queC; ={zeCldz=a}yC, ={zeCl|dx=p}1=1,...,n, s0nlas2n
facetas, paralelas dosa dos, de C.

Supongamos, pues, que ajr > «j , j € {1,...,n}, esredundante en o (se haria
del mismo modo paraajz < f3;). Entonces, por € Lema de Farkas,

j i . . i , 0,
(aj) Gcone{(a), i1=1,...,n, i # 7, —(a), i=1,...,n; ( )},
(07 (07 ﬁz -1

esdecir, existenescalares \; > 0,i=1...,n,i # j,pu, >0, i=1....nyp >0

talesque

de donde se obtiene

Entonces, por ser {a;, i =1,...,n} linealmente independientes, \;, — p, = 0,

i=1...,n,i%# j,y p; +1=0,loquesecontradice con p; > 0.

(i) = (i) Por hipétesis, C' = E (C') esun politopo de dimensién n con 2n facetas
paradelasdosados. Sean {C},...,C,,C1,...,C)} las 2n facetas y supongamos que
C; y C! son paralelasparatodoi =1, ..., n.

Por ser C' un politopo, siempre podemos encontrar una representacion lineal finita
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minimal paraC'. Sea

O'Z{CLS-ZL‘ij,jZl,...,p}

dicha representacion. Por la Proposicion 0.20 (iii), los conjuntos {z € C' | ajz = b; },
j = 1,...,p, son las facetas de C, por lo que p = 2n. Reordenando s es
preciso las inecuaciones de o, podemos suponer que C; = {z € C |axz =b} y
Cl ={zeC|d,,x=bin}, i =1,...,n. Dadoj € {1,...,n} y puesto que

C; y Cj son paralelos, setiene a;,, = \ja; paraalgun \; # 0, en cuyo caso podemos

Ajtn a; Or
=\ bivr — N\ib; .
(i) =) e ()

Por lo tanto, si fuese A; > 0, entonces a’; . ,,» > b;,, €S consecuenciade ajz > b;

escribir

S bjyn — Ajb; < 0 (Lemade Farkas) y o)z > b; es consecuenciade ),z > b, S

bjtn — Ajb; > 0. En ambos casos o no esminimal.

] bjgn . :
Asi pues,Aj<0ybjga;xgJ)\—+S|,ysolos,er.S|denotam03aj =b;y
j

bis . S
By = ”)\j”,setleneajga;xgﬁjs,ysolos,xec.

Asi pues,

C={zeR"|o;<ax<p,i=1,...,n}.

Desdeluego, o; < 3, paratodoi =1, ..., n, puesto que dim C = n.
Por otra parte, {a;, i = 1, ...,n} son linealmente independientes ya que, en caso

contrario,
M =cone{+£a;, i=1,...,n} =span{a;, i=1,...,n} #R"
y, por laProposicion 0.19, C no seria acotado y, por |o tanto, no seria un politopo.

(i) < (iii) Se obtiene de forma inmediata aplicando la definicion de cono de
referencia y teniendo en cuenta que los conos finitamente generados son cerrados.
[
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3.7 Caracterizacion de conjuntos continuos

Un conjunto convexo cerrado no vacio C' es continuo cuando su correspondiente

funcion soporte, 6* (- | C') definida por
8 (x| C)=sup{z'y |y e C},

es continuaen R™\ {0, }.

6" (-] C) esunafuncion convexay dom 6 (- | C) = R™ si C' es compacto (véase
[32, Th. 5.5]). Por lo tanto, cualquier conjunto compacto es continuo (las funciones
convexas son continuas en el interior de su dominio).

Esta clase de conjuntos fue introducida por Galey Klee en 1959 en un articulo [ 15]
en el que dan algunas caracterizaciones geométricas de estos conjuntos. En particular,
la primera de ellas establece que un conjunto convexo cerrado de R™ es continuo s,
y sdlo si, no tiene ni rayos frontera ni asintotas. Esta caracterizacion muestra que el
epigrafo de una funcién cuadrética estrictamente convexa (por eiemplo, z, = z?) es
continuo, a pesar de no ser acotado. Por |o tanto, todo conjunto convexo compacto es
continuo, pero no todo conjunto continuo es compacto.

Los conjuntos convexos compactos tienen importantes propiedades que no
cumplen, en general, los conjuntos convexos cerrados no acotados. Por g emplo, S
C' es un conjunto convexo compacto no vacio y D es cualquier convexo cerrado no
vacio, secumpleque C' + D escerrado y que C'y D pueden separarse fuertemente en
caso deser C'y D diguntos. En [15] se demuestra que cada una de estas propiedades
caracterizaalafamilia de los conjuntos continuos, por o que ésta es la clase maximal
de conjuntos que poseen dichas propiedades.

Por otra parte, se demostré en el Corolario 3.5 que un conjunto convexo cerrado
no vacio C' es compacto si, y solo s, € problema P (¢) = Infdz sa z € C es
resoluble paratodo ¢ € R™ y, en ese caso, su conjunto optimo también es compacto.
Lacondicién andloga que caracterizaalafamiliade |os conjuntos continuos en general
es la que damos en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 3.11 [4, Pro. 2.4] Sea C un conjunto convexo cerrado no vacio.
Entonces C' es continuo si, y solo si, el conjunto optimo de cualquier problema acotado
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P (c), ¢ # 0, es un compacto no vacio.

La condicion de la Proposicion 3.11 garantiza la anulacién del salto de dualidad
paratodo ¢ € R (si¢ = 0, 0 v (¢) = —oo laafirmacion es trivial, mientras que si
¢ # 0,Yyv(c) > —o0, laconclusién se obtiene de la Proposicion 3.11 y de [19, Th.
8.1]). Sin embargo, aungue la proposicién

“S P (c), c # 0, esacotado entonces P (c) esresolubley 6 (¢) = 0"
se cumple tanto para la familia de los conjuntos continuos como para la de
las sumas de compactos con subespacios vectoriales (Corolario 3.3), ésta no
caracteriza a la union de ambas familias (basta considerar €l semiespacio cerrado

C = {z €R?|z,+2, >0}y € Unico problema, con conjunto factible C, que es
acotado: P = Inf (21 + z5) sa z € C).

En esta seccién, obtendremos una caracterizacion de los conjuntos continuos en
términos de su cono de referencia, pero para ello sera necesario probar previamente

dos lemas.

LEMA 3.12 Dados dos conjuntos convexos cerrados no vacios, C y Cy, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) C1NCy #£0;
(i) K (C1) + K (Cy) estd contenido en el hipografo de una funcion lineal; y

(i) (01”) ¢ d{K (C)) + K (Co)}.

Demostracion. (i) = (ii) Seaz € C; N Cs, arbitrario.

{a’x > b, (Z) €K (Ci)}

— !/
€s una representacion lineal de C;, i = 1,2, se cumple ( ‘Tl) (Z) > 0 para todo

Dado que

(Z) € K (C1) UK (Cy). Por lo tanto, (i) z > 0 paratodo z € K (C4) + K (Cy)

y K (C) + K (Cs) estacontenido en el hipografo delafunciénlinea f (z) = 7'x.

(if) = (iii) La hipotesis implica que cl{K (C;) + K (Cy)} esté contenido en
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el hipografo (cerrado) de una funcion lined f(z) = d'z. Si falase (iii), (01”>
perteneceria a dicho hipografo, por loque 1 < «’0,,, lo cual esimposible.

(iii) = (i) Por la Proposicion 1.2 (ii.a), la hipotesis implica la consistencia del

sistema

{a’x > b, (Z) e K(C)UK (02)} , (3.19)

yaque su cono de referencia es

clcone {K (C1)UK (Cy) U { (E"l) H =cl{K (C}) + K (Cy)},

de acuerdo con la Proposicién 0.1. Se llega a la conclusion observando que (3.19) es

una representacion linea de C; N Cs. [ |

LEMA 3.13 Sean Cy y Cs dos conjuntos convexos cerrados no vacios. C7 y Cy son
fuertemente separables si, y s6lo si, existe un subespacio vectorial de R"', W, tal

que (Oln) e W, dimW =2y c{W\[K (C1) UK (C3)]} es un cono apuntado.

Demostracion. Sean C; y C, fuertemente separablesy sea a # 0, tal que
sup{d'z |z € C1} <inf{dy |y e Cs}.

Sean@ := sup{d'z |z € C1} y B := inf{a'y | y € C,}. Como d'z < @ para
todoz € C, y a'y > 3 paratodo y € C,, setiene

)eminn(ers
SeaV := span { (g), (Oln) } Obviamente, (01”) eWydimW = 2.

Probaremos que
a On a On
W N K (Cy) C cone { (B)j (_1) } U cone {— (&)’ (_1> } :
En efecto, sea (?) € WnK(Cy),convy,é € R. Sepueden dar los siguientes
Casos:

i)S~y>0, (7a15> € K (Cy), porloquea’y > vy~ paratodoy € C, y v~16 < 3.

e () =2(5) +07-9 (%) econe{ (2). (%) }-
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(i) S v =0, (?) = (O(S") € K (Cy), debiendo ser § < 0 puesto que Cy # 0.

(V) = o (B) e f (5)- (B)}

(iiYSiy<0yrya < é dsera<f, 6 <~ya <8y, como (?) y 7] (%) son
elementos de K (C5), tendriamos

(- [(2) ()] e

en contradiccion con C, # (. Por lo tanto, para~y < 0, secumpleya — 6 > 0y

(5) =1 () oo (%) cone{-(3)- ()}

Se cumple, pues, ladobleinclusion

e {(2) ()} e w i ¢
cone (9 (" e [ () (")} e

De forma semejante, se demuestra que

e {- (7). (%)} ewnrico e
(o ()

De (3.20) y (3.21) se deduce que

W N [K (Cy) UK (Cy)] = cone { (%) (2”1)} U cone {— (;) (2”1) } ,

de donde (véase Figura 3.1)

L {IW\ [K (C1) U K (C5)]} = cone { (%) - (;) } . (3.22)

Entonces,

Si {(ﬁ)_(ﬁ)} fuesen lineamente dependientes, seria posible escribir
(8

(0%

(%) = A ﬁ) con A € R. Entonces, A\ = 1y 3 = @, en contradiccion con
@ < (3. Como €l cono convexo generado por dos vectores linealmente independientes
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wn[K(C)O K(C3)]

Figura 3.1

es siempre apuntado, (3.22) es un cono apuntado.

. . . : 0,
Reciprocamente, si W es un subespacio vectorial de R™*! tal que ) e w,
dimW = 2y cl{W\[K (C;) UK (C3)]} es un cono apuntado, podemos escribir

(3.22) paraun vector a # 0,, y dos escalares@ y (3 tdlesque @ < f3.

Dado que —(ﬁ) y (%) pertenecen a la union de K (C,) y K (Cy), deberén
«

pertenecer a uno de dichos conos. Supongamos (%) € K(Cy). S — (ﬁ) € K (Cy),

(1)=0-2"[G)- )

contradiciendo C, # (). Supondremos, por lo tanto, —(

entonces

€ K (Cy)

f) e K (Ch).

Deacuerdo con €l Teoremade Farkas, setiene, parax € C, ey € C, cualesquiera,

(0%

—d'z > —ayady > 3. Porlotanto,
sup{d'z |z €O} <a< B<inf{dy|yecCy},

estando C y C, fuertemente separados. |

PROPOSICION 3.14 Sea C un conjunto convexo cerrado no vacio. C es continuo si,

r . . n .
y s6lo si, para todo cono convexo cerrado, K, que contiene a ( 1), no contiene a
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0, Op, . . .
( . ) y tal que ( . ) € cl{K (C) + K}, existe un subespacio vectorial de R™ 1, W,

con (Oln) e WydimW = 2, tal que cl {W\ [K (C') U K|} es un cono apuntado.

Demostracion. Se sabe que los conos de referencia de los cerrados convexos no

n

vacios son los conos cerrados convexos gque contienen a ( 1) pero no contienen

a (01”). También se sabe [15] que C; = C es continuo s, y solo si, cualquier
otro conjunto cerrado convexo no vacio, Cs, disunto con C; puede ser separado
fuertementede C;. Sellegaalaconclusién combinando estos resultados con los Lemas
312y 3.13. [ |

3.8 Caracterizacion de cuerpos convexos suaves

Dado un conjunto convexo cerrado no vacio C, se dice que un punto de bd C
es suave en C' cuando existe un unico hiperplano soporte de C' en dicho punto. Un
conjunto convexo cerrado C # R”™ es suave cuando todos sus puntos frontera son

suavesen C.

Si dim C < ny C noesunavariedad afin, entoncesrbd C' = () y no hay puntos de

rbd C' que sean suaves. Si C' esvariedad afin, C' essuavesi,y slo s, dimC =n — 1.

Asi pues, los conjuntos suaves son cuerpos convexos o hiperplanos. Dado que
estos Ultimos carecen de interés, se refieren a cuerpos convexos suaves Felcyn [13] y
Bezdek [7] en articulos sobre combinatoria geométrica. El concepto de punto suave
aparece en Valentine [36] para cuerpos convexos. La definicion de otros autores es mas
exigente, imponiendo, por ejemplo, que bd C' sea una variedad diferenciable de orden
p > 1 (véase, por gemplo, [22]).

Como se apunta en [36], la diferenciabilidad de las funciones convexas esta
conectada con la suavidad de su epigrafo. En efecto, s f : R* — RU{+o0} es
una funcion convexay epi f €s suave (en cuyo Caso es CUErpO Convexo, porque los
unicos hiperplanos que pueden ser epigrafo son los verticales y entonces la imagen

de cierta recta de R deberia ser —o0), entonces, para cada x € dom f, existe un
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anico hiperplano que soportaaepi f en * ) y, s dicho hiperplano es no vertical,

entonces tiene asociado un subgracliente< ge(gff) en x. Por lo tanto, S epi f es suave,
la diferenciabilidad y la subdiferenciabilidad de f en un punto de dom f resultan ser
conceptos equivalentes y, en particular, f es diferenciable en rint (dom f) [32, Th.
23.4].

La siguiente proposicion caracteriza los puntos suaves de un conjunto convexo

cerrado en funcion de su cono de referencia.

PROPOSICION 3.15  Sea C un conjunto convexo cerrado. Entonces © € bd C es un
punto suave de C' si, y solo si, el cono convexo

{a cR" | (aaf) e K (C)} (3.23)

tiene dimension 1. En particular, si C' es un cuerpo convexo, T es suave si, y solo si, el
conjunto de (3.23) es un rayo.

Demostracion. Seaz € bd C un punto suavede C'y seaa # 0,, tal qued’z > 'z

paratodo x € C. Por el Lema de Farkas, (ff_ € K (C), es decir, a pertenece a
a'xT

conjunto (3.23), cuyadimension es a menos 1.

Dado ( C/L_) € K (C), tenemosa’x > o'z paratodo = € C' (de nuevo por el Lema
a'T

de Farkas) y se cumple
{zeR"|d (z—7)=0}={z€eR"|d (z —T) =0},

dedonde a = aa paracierto a # 0. Entonces

{a e R"| (;E) € K(C)} C span{a},

dim {a cR" | (be) €K (C)} ~1. (3.24)

Supongamos ahora que © € bd C' satisface (3.24), y seaa # 0, un elemento
de (3.23). S d'x > a7 paratodo x € C, cona # 0,, entonces (;%) € K (C)
y, por la hipétesis, puede escribirse @ = «a para cierto @ # 0, en cuyo caso
{zeR"|d(x—7)=0} = {zeR"|d(x—7)=0}. Porlo tanto, T es punto
suavede C.
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Supongamos ahora que C' es un cuerpo convexoy = € bd C' es un punto suave o,
lo que eslo mismo, satisface (3.24).

Seaa +# 0,, un elemento de (3.23). Entonces, tomando z! € int C arbitrariamente,
setiened (z! —7) > 0yd (2! —7) > 0d (;%) € K (C), lo queimplica, junto

con (3.24), que a = aa paracierto o > 0. Asi pues,

cone{a} C {a € R" | (;E) € K(C)} C cone{a} .
Por lo tanto, {a e R | (;ff) €K (C)} = cone {a} esun rayo. |

Obsérvese que, si C' es un hiperplano, entonces el conjunto de (3.23) es unarecta
por el origen 0,,.
COROLARIO 3.16 Un conjunto convexo cerrado no vacio (cuerpo convexo) C' es

suave si, y solo si, el conjunto de (3.23) tiene dimension I (es un rayo, respectivamente)
en todos los puntos de bd C.

Este resultado caracteriza a los cerrados convexos suaves (CUerpos Convexos
suaves) en funcidn de su representacion conica.

Por otra parte, s 0 = {a,xz > b;, t € T'} es unarepresentacion LFM de C' (cuya
existencia garantiza [19, Th. 5.11]), € conjunto de (3.23) coincide con A (z) para
todoz € C (por [19, (5.18)]) v, por lo tanto, T € bdC es suave s, y sdlo S,
dim A (z) = 1. Obviamente, como consecuencia de esta afirmacion, se puede obtener
una caracterizacion de los cerrados convexos suaves (Cuerpos Convexos suaves) en
relacion con cual quier representaci on externa que sea LFM.

A continuacién, nos proponemos caracterizar estos conjuntos en funcion de su
representacion interna. Con tal fin relgjaremos el concepto de conjunto suave para que
no implique dimension maxima.

Si C es un conjunto convexo cerrado que no es variedad afiny d = dim C, se
dice queun punto = € rbd C' esrelativamente suave en C' S existe una unica variedad
ainV c aff C,dimV =d—1,ta queT € V' y C esta contenido en una de las dos
componentes conexas de (aff C') \V. Decimos que C' es relativamente suave cuando

todos los puntos de rbd C' son relativamente suaves en C.
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PROPOSICION 3.17 Sea C' un conjunto convexo cerrado que no es variedad afin.
T € rbd C es relativamente suave en C' si, y solo si, el cono convexo

{a € (aff C) — C | (aai) c K (0)} (3.25)

es un rayo.

Demostracion. Si d = n, entonces C' es un cuerpo convexo, rbdC' = bdC'y

(aff C') — C' = R™, por lo que los conjuntos de (3.25) y de (3.23) coinciden.
Suponemos, pues, d < n. Sean W := [(aff ) — C]" # {0,} yC = C+ W

(cuerpo convexo). Entonces, como se vid en lademostracion de la Proposicion 2.9(ii),
rbd C' C bd C. Probaremos quez € rbd C esrelativamente suaveen C' s, y solo s,

7 € bd C essuaveen C.

En efecto, s V' C aff C, condimV = d — 1, esla Unica variedad &fin tal que
T € V' y C esta contenido en una de las dos componentes conexas de (aff C) \V,
consderando H :=V + W, setienedim H = dimV +dimW =n—- 1,7 € HY
C' esta contenido en uno delos semiespacios determinados por H (aguel que contenga
a la componente conexa de (aff C') \V' que contiene a C'), por lo que H es el unico
hiperplano que soportaa(j enz € bdC. Reciprocamente, s H es el Unico hiperplano
que soportaa(j‘ enz € tbdC C bd C, tomando la variedad afin V := H N aff C,
resultaqueV Cc aff C, 7 € V,dimV =d—1(yaque H =V + W), C estacontenido
en unadelas dos componentes conexas de (aff C') \V' y ademas | esla unica variedad
afin que cumple todas estas propiedades.

Sea a # 0, ladireccion del hiperplano H y supongamos que o’ (z —Z) > 0
paratodo = € C. Entonces, tomando z = T + \w, w € W fijoy A € R, debe
cumplirse A (¢’w) > 0 paratodo \ € R, y esto sblo esposiblesi a'w = 0. Por lo tanto,
a€eWt=(aff C) - C.

Asi pues, T esrelativamente suave en C' si, y s0lo i, existe un Unico vector (salvo
factor multiplicativo positivo) a € (aff C) — C, a # 0,, ta que o’ (x —Z) > 0 para
todo =z € C, pudiendo sustituirse esta Ultima condicion por acff € K (C) como
consecuencia de Lema de Farkas. Por lo tanto, (3.25) esta formado por los multiplos

positivos de dicho a y por 0,,. [
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COROLARIO 3.18 Sea C un conjunto convexo cerrado no vacio que no es variedad
afin. C' es relativamente suave si, y solo si, el conjunto de (3.25) es un rayo cualquiera
que seaT € rbd C.

PROPOSICION 3.19  Un cuerpo convexo C' es suave si, y solo si, E (C) + D (C) es
relativamente suave.

Demostracion. Sea X := E (C) + D (C), conjunto convexo cerrado no vacio.
Sabemos que C' = X + linC'. Repitiendo €l argumento de la Proposicion 3.17, con

W =1inC, C essuave s, y solo si, X esrelativamente suave. |

Obsérvese que s £ (C') es relativamente suave y D (C') = {0,} se cumple la
condicién de la Proposicion 3.19. Sin embargo, como se puede ver en € siguiente

ejemplo, € reciproco no es cierto.

EJEMPLO 320 SeaC = {z € R?| z3 > 2%} d cilindro parabdlico de laFigura3.2.

Figura 3.2
0 X
En este caso, linC' = span 1 , E(C) = 0 ||azs>aipy
0 €T3

D (C) = cone . Seobservaque C essuave, £ (C) + D (C) = E(C)

_— o O

es relativamente suave, pero D (C) # {03}.

A pesar delo visto anteriormente, no basta con que E (C') searelativamente suave

paraque el cuerpo convexo C' sea suave.
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0

EJEMPLO 321 SeaC = (cl By x {0}) + cone 0 el cono truncado de la
1

Figura 3.3.

N |

Figura 3.3

C' no es suave por no serlo los puntos de la circunferencia de la base, a pesar de
0
quelabase, E (C), esrelativamente suave. Aqui, D (C') = cone 0
1

Tampoco es cierto que C' suave implique que E (C') searelativamente suave.

t 1
EJEMPLO322 Sea C = conv COSt), te [w/2,37r/2]} + Cone{<0)} el
Sen
conjunto convexo cerrado de laFigura 3.4.
AXI
E(C)
c
2
Figura 3.4

En este caso, C' es suave, mientras que E (C) , que es la region sombreada de la
figura, no es relativamente suave por no serlo los puntos z! y z2.
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3.9 Caracterizacion de familias de cuerpos convexos

mediante conceptos de iluminacion

Ademas de | os conceptos de iluminacion que ya hemos tratado en la Seccion 2.4,
existen otros muchos (véase [28]). Entre ellos € siguiente, que fue introducido por
Vaentine [37]: dado un cuerpo convexo C'y z ¢ C, sediceque z € bd C es visible
desde z si ]z, z[ N C' = (). Denotamos por vis (C'; z) e conjunto de puntos frontera
de C visiblesdesde z ¢ C'y por ¢t (C) e minimo nimero de puntos exteriores a C'
necesarios para que sea visible todalafronterade C'.

Soltan [34] demostré que, s C' €S un cuerpo convexo compacto, entonces
2 <t(C) <n+1,porloquevis(C;z) # bd C paracuaquier z ¢ C.

En un reciente articulo de Martini y Soltan [27], se prueba que, dado un cuerpo
convexo compacto C, C es un n-simplice i, y sdlo s, paratodo z' ¢ C existe otro
punto 2* ¢ C tal que vis (C; z') U vis (C; 2%) = bd C, es decir, todo € conjunto C es
visible desde {21, 22}.

La compacidad de C' es esencial en esta caracterizacion, incluso reforzando la
anterior condicion con vis (C'; z) # bd C paratodo z ¢ C. En efecto, dado un n-
sandwichC = {z e R" | oy < d'z < ap},cona # 0,y a1 < as, Y z ¢ C, setiene

{reR"|dr=a1} si dz<ao
vis (C;2) = : (3.26)
{r eR"|dz=ay} si dz>ay

de modo que los n-sandwiches (que son cuerpos convexos no acotados) satisfacen
las condiciones anteriores. Desafortunadamente, no son 10s Unicos cuerpos convexos
no acotados gue satisfacen estas condiciones. Este es el caso de cualquier conjunto
convexo cerrado C' tal que E (C) esun (n — 1)-simplice, lin C' es una recta que pasa
por €l origeny D (C) = {0,} (por eiemplo, € producto cartesiano S x R donde
S es un (n — 1)-simplice de R"~!). Sin embargo, los n-sandwiches (la clase de
cuerpos convexos con frontera no vacia 'y no conexa) también se pueden caracterizar
en términos de visibilidades.

PROPOSICION 3.23  Sea C un cuerpo convexo. Entonces C' es unn-sandwich si, y sélo
si, vis (C'; z) es un hiperplano y vis (C; z) # bd C para todo z ¢ C.
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Demostracion. Laimplicacién directa es consecuencia de (3.26).

Supongamos que vis (C'; z) es un hiperplano distinto de bd C' paratodo z ¢ C.
Puesto que {vis (C;z), z ¢ C'} es un recubrimiento de bd C, bd C resulta ser la
unioén de a menos dos hiperplanos. Suponiendo que bd C' contiene dos hiperplanos no
paralelos, obtendremos una contradiccion. En efecto, sea H; = {z € R" | a,x = b,},
conaix > b; paratodox € C,i = 1,2, conspan{a;} # span {ay}. Puesto que H; no
estacontenidoen {z € R™ | aha > by}, existez! € R tal que ajz! = by y aha! < by.
Entonces z! € H,\C, contradiciendo H; Cc bdC c C.

Puesto que bd C es la unidn de al menos dos hiperplanos paralelos, bd C' no es

conexa, y por tanto C' es un n-sandwich por la Proposicién 3.9. |

Notese que, en esta caracterizacion de los n-sandwiches, se puede sustituir
vis (C; z) por ill (C; u), vis (C;u) 0end (C;u), conu € R™\OTC.

Al igua que los n-simplices y los n-sandwiches, los paralelotopos no sdlo se
pueden caracterizar por medio de sus representaciones interna'y conica sino también
através de sus propiedades de combinatoria geométrica. Un paralelotopo es una clase
particular de n-zonotopo (cuerpo convexo que se puede expresar como la suma de un
numero finito de segmentos compactos). Un n-zonotopo dado, C, es un para elotopo
s, y solo si, el minimo nimero de copias homotéci cas méas pequefias de C' que cubren
C' (o direccionesiluminando C') es exactamente 2" [33].

También existen articulos ([34] y [35], por gemplo) en los que se utilizan otros
conceptos de iluminacion distintos para caracterizar familias de cuerpos convexos
como los semiespacios 0 los conos. Asi, a partir de la caracterizacion de los
semiespacios cerrados que se daen [34, Cor. 1], se puede demostrar facilmente que un
cuerpo convexo C' es un semiespacio s, y solo si, vis (C; z) = bd C paratodo z ¢ C.

Los paralelotopos, n-simplices y n-sandwiches son sélo algunas de las familias
de cuerpos convexos gue tienen buenas propiedades de combinatoria geométrica, de
optimalidad y de separabilidad (véase, por gemplo, [28], [19] y [6], respectivamente).
La caracterizacion de todas estas familias en términos de sus representaciones interna

y conicay sus propiedades de iluminacidn son desafiantes problemas abiertos.



