Capitulo 2

Confin de un conjunto convexo

2.1 Introduccion

Informalmente hablando, e confin de un conjunto convexo C' en una direccion
dadaesel conjunto de puntos de C' que se pueden ver desde €l infinito en esadireccion.
En realidad, el confin de C' es el conjunto de puntos K -extremos de C' (en el sentido
de Yu [39]) paraun cierto cono Ky est& conectado con dos conceptos de iluminacion
gue han sido introducidos para abordar problemas de combinatoria geométrica sobre
cuerpos convexos (véase € reciente articulo de Martini y Soltan [28]). En este capitulo
se analizan las propiedades del confin de los conjuntos convexos en general y de los
conjuntos convexos cerrados en particular (para los cuales los confines no vacios son
conexos por arcos), asi como las relaciones entre el confin y ciertos conceptos de
iluminacion sobre conjuntos convexos. Ademés, se pretende demostrar que el confin
puede ser una herramientamuy Util en andlisis convexoy en temas relacionados (como

los sistemas lineales o la optimizacion lineal).

En la Seccion 2.2, se define e confin de un conjunto convexo C, se recupera
la definicion dada por Yu [39, Def. 4.1] de conjunto de puntos K -extremos, donde
K es un cono, y se establecen relaciones entre estos dos conceptos. De hecho, se

demuestra que € confin de C' en unadireccion dada, u # 0,,, €s el conjunto de puntos
53



54 2. Confin de un conjunto convexo

K-extremos de C parael cono K = cone {—u}. También se dan, en esta seccion, las
propiedades basicas del confin de un conjunto convexo, estableciéndose relaciones con
su estructurafacial y su dimension, con su fronteray fronterarelativa, con su conjunto
de puntos extremos, etc.

Los confines pueden no ser cerrados (incluso para los conjuntos cornvexos
compactos), pero siempre son conexos por arcos cuando el conjunto es convexo
cerrado. Este es e principal resultado de la Seccion 2.3, donde también se obtiene,
como consecuencia, la conexiéon por arcos de la frontera relativa de los conjuntos
convexos compactos de dimension mayor que 1.

En la Seccidn 2.4, se extienden las definiciones de iluminacion por direcciones 'y
visibilidad en una direccion (dadas para cuerpos convexos por Boltyanski [8] y Soltan
[34], respectivamente) a los conjuntos convexos cerrados y se discuten las relaciones
entre e confin y estos dos conceptos de iluminacion.

La ultima seccion de este capitulo muestra algunas aplicaciones del confin a la

teoriade los sistemas lineales.

2.2 Confin: Propiedades basicas

El confin de un conjunto convexo no vacio C' en la direccion de un vector no nulo

u es e conjunto
end(Cyu) ={z € C|u¢ D(C,z)}.

Obviamente, end(C;u) = () tanto si C esabiertocomosi u € OTC'y end(C;u) = C,
para todo v # 0, cuando C' es singular. Por otra parte, dado un cono KX C R”, €

conjunto de puntos K-extremos de C' se define [39] como
Ext[C|K]={reC|z¢y+ K paatodoy € C\ {z}}.

Obsérvese que si C' es singular, Ext [C' | K] = C cualquiera que sea € cono K.

Ademés, esobvio que Ext [C' | {0,}] = C'y, paraC no singular, Ext [C' | R"] = 0.

L as dos siguientes proposi ciones establ ecen relaciones entre estos dos conceptos.
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PROPOSICION 2.1 Si C' es un conjunto convexo no vacio y u € R™\ {0,,}, entonces
end(C;u) = Ext [C | cone {—u}].

Demostracion. El caso C' singular es trivial, por lo que podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que C esno singular.

Sz € C\Ext[C | cone {—u}], entonces existen y € C\ {z} y A > 0 tales que
x =y — A\uo,loqueeslomismo, x + \u =y € C. Estadltimaigualdad implica que
ue D(C,z)y,porlotanto, z ¢ end(C;u).

Reciprocamente, si = € C\ end(C; u), entoncesexiste A > 0 tal quez + \u € C.
Tomando y := = + Au € C\ {z}, setieneque =z € y + cone {—u} Yy, por lo tanto,
x ¢ Ext [C' | cone {—u}]. [

PROPOSICION 2.2 Si C' es un conjunto convexo no vacioy K C R", K # {0,}, es un
cono, entonces

Ext[C|K]= N end(C;—y).
Xt[C K] = 0 end(Ci—)

Demostracion. Supongamos que C' es no singular.

Sz € C\end(C;—y) paradgin y € K\ {0,}, entonces existe A\ > 0 tal que
z— Ay € C. Tomando z := = — \y, setienequez € O\ {z}yz =2+ Ay € 2+ K,
por loquex ¢ Ext [C | K].

Reciprocamente, s = € C\Ext[C | K], entonces existen z € C\{z} e
y € K\{0,} talesquex = z+y,porloquez —y =z € Cyz ¢ end(C;—y). En

consecuencia, = N end(C; —y). |
%yGK\{On} (C;—y)

Podria pensarse que en € caso particular de que K = cone Z, 0 # Z # {0,},
deberia cumplirse que Ext[C | K] :yGZQ{On} end(C;—y) y, por lo tanto, la
Proposicién 2.1 se obtendria como consecuencia, tomando KX = cone {—u}. Sin
embargo, este resultado no es cierto ni siquiera cuando Z es finito.

EJEMPLO23 SeaC = {z € R?* |2 =29, 21 >0, —25 > —1} ysea K = cone Z,
con Z = {—e!, +e?}. Eneste caso, end (C; —y) = C paratodoy € Z\ {0,} y, sin

embargo, Ext [C' | K] = {G) }
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Las siguientes proposiciones proporcionan dos formas diferentes de describir el

conjunto end (C; u).

PROPOSICION 2.4 Sea C' un conjunto convexo, T € C y u € R"\ {0,}. Si existe
y € R" satisfaciendo

{u'y <0; (z —7)y 20, z € C}, (2.2)
entonces T € end(C;u). El reciproco es vdlido en T € C para todo u # 0,, si, y s6lo

si, D(C; ) es cerrado.

Demostracion. Seac € R" tal quedu < 0y ¢(x — ) > 0 paratodoz € C. S
T+ au € C paracierto o € R, entonces0 < ¢ (T 4+ au — ) = ac'u 'y esto implica
quea < 0. Asipues,u ¢ D (C,7)yT € end(C;u).

El reciprocoesciertoen € C'si 7 € end(C; u), conu # 0,,, implicalaexistencia
deceR"tal quecdu <0y d(x —T) > 0 paratodox € C'. Asumamos esta hipétesis

y seau # 0, tal queu € ¢l D(C, 7). Entonces, setiene
uecD(C,T)=clcone{z —T |z € C},

de modo que, por el Lema de Farkas Homogéneo, «'y > 0 es una consecuencia del

sistemalineal homogéneo
{(x —2)y>0,zeC}

y no existe ningn ¢ € R tal que cd'u < 0y ¢/(z — =) > 0 paratodo = € C. Por lo
tanto, = ¢ end(C'; u), esdecir, u € D(C,T). En consecuencia, D(C, T) es cerrado.
Reciprocamente, sea D(C,z) caradoy T € end(C;u). S (2.1) no tuviese

solucién, entonces v’y > 0 seria consecuencia del sistema homogeéneo
{(z—2)y=0,2€C}
de manera que
u € clecone{z —7 |z € C} = D(C,7),

en contradiccion con z € end(C'; u). |

La interpretacion de la proposicion anterior es que, s C' estd contenido en un

semiespacio cuyo hiperplano de frontera, H, soportaa C' en un punto, entonces dicho
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punto esta en e confin de C' para toda direccion que forme angulo agudo con la
direccion normal a H dirigida hacia el exterior del semiespacio. El reciproco no se

verifica en general, como puede verse en el siguiente gjemplo.

. . 1 .
EJEMPLO 25 Sea(C = cl By. S consideramosz = 0 yu= , Se tiene que

1
u ¢ D(C,z), porloquez € end(C;u) (véase Figura 2.1). Sin embargo, el unico
vector, ¢ € R”, que verificaque ¢ (x — ) > 0 paratodo z € C esc = <_01> para el

cua se cumple que ¢'u = 0 (obsérvese que D(C,Z) no esun conjunto cerrado).
N u

0.5

=

05 1

Figura 2.1

COROLARIO 2.6 Un conjunto convexo cerrado C # () es cuasipoliédrico si, y sélo si,
end (C;u) = {7 € C | (2.1) es consistente} para todo u # 0y,

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 2.4, ya que los conjuntos
cuasipoliédricos son aguellos conjuntos convexos cerrados tales que € cono de
direcciones factibles es cerrado en todos los puntos (véanse [1, Lem. 3.2] y [6, VII,
1.6)). [ |

Es bien conocido que €l interior relativo de las caras de un conjunto convexo no
vacio C' forman una particion de C' [32, Th. 18.2]. El siguiente resultado establece
gue un determinado subconjunto de dicha particion de C' es, a su vez, una particion de
Ext [C' | K]y, en particular, de end (C;u).

PROPOSICION 2.7 Sea X una cara del conjunto convexo C' # () y sea K un cono. Si
(rint X) NExt [C' | K] # 0,

entonces X C Ext [C' | K|. Ademds, Ext [C' | K] es la union de cierta familia de caras
de C'y los correspondientes interiores relativos forman una particion de Ext [C' | K].
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Demostracion. S C essingular o K = {0,}, entonces Ext [C' | K| = C'y
la proposicion se cumple trivialmente.  Supongamos, pues, que C' es no singular y
K #{0,}.

Sea7 € (rint X) N Ext[C | K] y supongamos que z' € X\ Ext[C | K].
Entonces, existen y* € O\ {z'} y k! € K\ {0,,} tal que z! = ¢! + k*.

Por ser 7 € rint X, la Proposicion 0.2(iv) nos asegura la existenciade ¢ > 1 tal

que
2 =(1—-p)a'+pze X CC.
Tomando A = (u— 1) /u, setiene0 < A < 1y
T=(1-N2*+Ax' =1 =Nz + ' + k' € (1 - N)2*+ Ny + K,

con (1 — \) z?+Xy! € C\ {7}, demodo que ¢ Ext [C | K| encontradelahipétesis.
Consideremos ahora la familia de todas las caras de C' cuyo interior relativo
contiene, al menos, un punto de Ext [C' | K|y denotémoslacomo {X;, ¢ € I}. Puesto

gue paracualquier i € I, X; esunacarade C tal que
(rint X;) N Ext [C' | K] # 0,
acabamos de probar que
Y X; CExt[C | K]. (2.2

Por otraparte, s = € Ext [C' | K| C C, existeunaUnicacarade C, digamos X, tal
que z € rint X. Puesto que (rint X) N Ext [C' | K] # 0, existe: € I tal que X = X;.

Por lo tanto,
Ext [C | K] cy rint X;. (2.3
Lacombinacion de (2.2) y (2.3) dalugar a
Ext [C | K] =Y rint X =Y X;.

Finalmente, {rint X;, 7 € I'} es una familia de conjuntos disjuntos dos a dos de
acuerdo con [32, Th. 18.2]. [ |
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COROLARIO 2.8 Sea X una cara del conjunto convexo C # (). Si
(rint X) Nend(C;u) # 0,

con u # 0,, entonces X C end(C;u). Ademds, end(C;u) es la union de cierta
Sfamilia de caras de C'y los correspondientes interiores relativos forman una particion
de end(C; u).

Notese que end ([0, 1)*; e!) contiene 3 caras del cuadrado ({(1,0)'}, {(1,1)'} y
{1} x [0,1]) e intersecta (pero no contiene) otras dos caras propias ([0,1] x {0} y
[0,1] x {1}). Por otra parte, bd [0, 1]* se puede escribir, de diferentes maneras, como
unién de confines; por gemplo, bd [0,1]> = end (C;e! + €2) U end (C; —e* — €2).
Veremos gque esto se cumple para cualquier conjunto convexo cerrado.
PROPOSICION 2.9  Dado un conjunto convexo no vacio C, se cumplen las siguientes
proposiciones:

(i) (bdC)NnC :ue% end(Csu), y
(i) xbdC)NC =U{end(C;u), u e S, N[(af C) — C]}.

Demostracion. (i) S 7 € (bdC) N C, existe un semiespacio soporte, v’z > b,

paraC enz. Entoncesz € end (C; —v/ ||v]|), por lo que

(bdC)NC C U end(C;u).

uESy

Reciprocamente, ss T € end(C;u) para algin u € S,, entoncesz € C'y
T + eu ¢ C paracuaquier e > 0, demodo quez € C\ (int C) C bd C.

(if) Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que dim C' < n, es decir, que
W = [(aff ) — C* # {0,}. SeaC := C + W.

Seaz € (rbd C') N C. Entonces, existe unasucesion {z"} C (aff C') \C td que
lign " =T7.

SizmeC, e puede descomponer como 2" = y" +w",cony” € Cyw” € W.
Entoncesz™ — y" = w” € [(aff C') — C]NW = {0, } y llegamos ala contradiccién de
quez” = y" € C. Puestoque € C C C, concluimos queT € bd C y existe
un semiespacio soporte v'z > b para C en z, por lo que T € end (C; —v/ |v]).
Ademés, puesto que W C O*C, deberd ser v'w = 0 paratodo w € W, es decir,
veWt=(@ffC)-Cy—v/|jv]| €S,N[aff C) - C].



60 2. Confin de un conjunto convexo

Reciprocamente, s © € end(C;u), con u € S, N [(aff C) — C], entonces

T+ 1u € (aff C)\C, paratodor € N, y 7 =lim (§+ lu) erbdC. |
T T T

DelaProposicion 2.9 se deducen las siguientes caracterizaciones de |0s conjuntos
convexos cerrados.

COROLARIO 2.10 Sea C un conjunto convexo no vacio. Entonces, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) C es cerrado,

(i) bdC = U end(C;u);y

UES,

(iii) rbd C = U{end(C;u), u € S, N[(aff C) — C]}.

Demostracion. (i) = (i) y (i) = (iii) son consecuencias directas de laProposicion
2.9.

(ii) = (i) Puesto que end(C;u) C C paratodo u # 0,,, setienequebd C C C'y
C' es cerrado.

(iii) = (i) Andogamente, rbd C' C C'y, por lo tanto, C' es cerrado en e conjunto

cerrado aff C'. Asi pues, C' también es cerrado. |

Realmente, como consecuencia de un resultado de combinatoria geométrica que
se mencionard mas adelante, para cubrir bd C'y rbd C' son suficientes dos confines,

aungue su unién puede no ser conexa (considérese [, 3] x R™™!, con a < f3).

El siguiente ggemplo muestra que aungue el conjunto convexo C' sea cerrado 0
compacto, end(C’; u) no tiene por qué serlo. Sin embargo, probaremos que |os confines
de los conjuntos cuasipoliédricos son cerrados y, por lo tanto, los confines de los

pol itopos son compactos.

EJEMPLO 2.11 Consideremos el conjunto convexo compacto

cost 0 0
C = conv 0 s telo,x/2; | 1 |,| O
sent 1 0
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0
y ladireccionu = | 1 |. EnlaFigura2.2 se puede comprobar que
0
1 0 0
end(C;u) = conv O, 11,0 U
0 1 0
cost 0
U U 0 1
t€]0,m/2[ sen ¢ 1
u
Figura 2.2
Obviamente,
cost 0
lim 0 = 0 | €clend(C;u)),
%\ sent 1
0
mientrasque [ 0 | ¢ end(C;u).
1

Por lo tanto, end(C'; u) no es cerrado.

61

PROPOSICION 2.12 Si C' es un conjunto cuasipoliédrico, entonces end (C;u) es

cerrado para todo u # 0,
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Demostracion. Sea {X;, ¢ € I} lafamilia (numerable) de todas las caras de C

tales que
(rint X;) Nend(C;u) # 0.

En primer lugar, probaremos que end (C'; u) es cerrado cuando C' s un conjunto
poliédrico. En efecto, cualquier conjunto poliédrico tiene un nimero finito de caras
[9, Cor. 8.5], todas ellas cerradas como consecuencia de que C' es cerrado [9, Th.
5.1]. Entonces, puesto que / esfinitoy end(C; u) :iLGJI X; (Corolario 2.8), end(C'; u)
resulta ser la union finita de una familia de conjuntos cerrados, de modo que también
es cerrado.

Asumamos ahora que C' es cuasipoliédricoy sea® :lign x",conz” € end(C;u),
r = 1,2,.... Consideremos un politopo P tal que Z € int P. Podemos asumir, sin
pérdidade generaidad, que z” € int P,r =1,2,.. ..

Puestoqueu ¢ D (C,z") = D (C' N P,z"), 2" € end(C N P;u) paratodo r € N,
siendo C' N P un conjunto poliédrico (un politopo). Puesto que hemos demostrado
que end(C' N P;u) es cerrado, obtenemos que € end(C' N P;u) y, por lo tanto,
T € end(C;u). Esto pruebaque end(C’; u) es cerrado. [

Las dos proposiciones siguientes proporcionan caracterizaciones de los puntos
extremosy de la dimension completa de |os conjuntos convexos no vacios en términos

de los confines.
PROPOSICION 2.13  x es un punto extremo del conjunto convexo no vacio C si, y soélo
kYA

z € end(C;u) Uend(C; —u) (2.9
para todo u # 0,

Demostracion. Probaremos la equivalencia entre ambas negaciones para
cuaquier x € C.

S no se verifica (2.4) para cierto u # 0,,, entonces +u € D (C, ), por lo que
deben existire; > 0y ey > Otdesquex +eu € C'y x —eu € C. Entonces

x € |x — equ,x + yu[ C C'Y £ N0 €sun punto extremo de C'.
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Reciprocamente, si = no es un punto extremo de C, entonces existe u # 0,,, ta
quez +u € C, encuyo caso +u € D (C, z) y ho se verifica (2.4). [ |
PROPOSICION 2.14 Dado un conjunto convexo no vacio C, se verifican las siguientes
proposiciones:

(i) end(C;u) = C, conu # 0y, si, y solo si, u ¢ (aff C') — C.

(i) dim C < n si, y sélo si, existe u # 0, tal que end(C;u) = C.

Demostracion. (i) Si end(C;u) # C podemos tomar z € C\ end(C;u). Sea
e>0ta quez +cu € C. Entonceseu € (aff C') — C'y, por lotanto, u € (aff C) — C.

Reciprocamente, asumamos que u # 0,, satisface u € (aff C') — C'. Tomando un
punto arbitrario « € rint C, por la Proposicion 0.7, (aff C') — C' = span (C' — z) y
0, € rint (C' — z). Por lo tanto, existee > Otal quecu € C —xyu € D(C,x).
Entonces, = € C\ end(C; u).

(i) Puesto que (aff ') — C' = span (C' — x) cualquiera que sea = € rint C,
dimC < n g,y sdlos, existeu # 0, tal que u ¢ span (C —z) = (aff C) — C
0, equivalentemente (por la parte (i)), end(C; u) = C. [

La siguiente proposicion establece condiciones suficientes para que un punto de C

Sea punto extremo o punto extremo expuesto.

PROPOSICION 2.15  Sea C' un conjunto convexo no vacio. Si {z} = end(C';u) para
cierto u # 0, entonces T € extr C. Si, ademds, C' es cerrado, entonces T es punto
extremo expuesto de C'y dim C' < 1.

Demostracion. Si T ¢ extr C, entonces existen dos puntos y, z € C'y un escalar

0 < X< 1taesque
T=Ay+ (1 -X)z.

Dadoquey, z ¢ end (C;u) (puesend(C;u) = {T}), existene; > 0y g9 > O tales
quey +cu € CY z+ e9u € C. Por lo tanto,

T+ [Aer + (1 = NegJu= Ay +e1u) + (1 — A) (2 +e9u) € C,

lo cual contradice quez € end(C'; u).
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Supongamos ahoraque C' escerradoy {7} = end(C;u). Si C = {T}, esevidente
gue T es punto extremo expuesto de C'y dim C' = 0.

Sea, pues, C' un conjunto no singular. Probaremos, por reduccion a absurdo, que
C —T C span{u}.

En efecto, s € C estal quexz — T ¢ span{u}, setienequex ¢ end(C;u)y
existee > 0ta quex + cu € C.

Consideremos el conjunto no vacio
L:={aeR|z+aucC}.

Dado que la aplicacion ¢ : R — R" definida como ¢ (o) = x + au €s continua
y L = ¢7'(C), setiene que L es cerrado. Entonces, se puede dar una de las dos
Situaciones siguientes:

(i)supL=maxL =a > 0,conloquex +au e Cy

z+ (a+@)u=(r+au)+aou ¢ C,

paratodo o > 0. Por lo tanto, x + @u € end(C;u) y = + au # T ( s fueran iguales,
x — 7 € span{u}), lo cua contradice lahipotesis end(C; u) = {7}.

(i) sup L = 400, conloque x + cu € C paratodo ¢ > 0. Por lo tanto, u € OTC
y end(C;u) = (), lo cua contradice de nuevo la hipotesis.

Concluimos, pues, que C' — T C span{u} Y, por lo tanto, dim C' < 1. Es més,
puesto que C' no essingular, dim C' = 1.

Por otro lado, puesto que C' es un conjunto convexo cerrado unidimensional
contenido en T + span{u} y T € end(C;u), C deberd ser la semirrecta
{Z — \u; A > 0} ounsegmento [z,7] cony = Z — \u, paracierto A > 0. En ambos
casos

Cn{z eR" | (z—7) =0} = {7},
por |0 que T es punto extremo expuesto de C. |

Lahipotesisend(C; u) = {Z} no implicaque sea punto extremo expuesto de C'.

En otras palabras, la condicion de clausura (referida a C), en la segunda parte de la
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Proposicion 2.15, no es superflua. El siguiente gjemplo justifica esta afirmacion.

EJEMPLO 2.16 Consideremos el conjunto C' de soluciones del sistema
{to; + (1 — t)zy > t — 7, €]0,1[; 21 > 0},
representado en laFigura 2.3.

|
1.2J|r

A
o8l
06!
04f

0.27

e =

0

15

Figura 2.3

Si consideramos el punto 7 = ((1)) y ladireccion u = <_01>, end(C;u) = {7}

y T €S punto extremo de C', pero no es punto extremo expuesto. En efecto, el Unico
hiperplano que soportaa C en el punto 7 es {z € R? | z, = 0} y también contiene a
todos |os puntos del conjunto |1, +oo| x {0} C C.

El reciproco de la primera parte de la Proposicion 2.15 no se verifica en general,
como veremos en el siguiente gemplo. Sin embargo, probaremos que si se verifica
paradim C' < 1.

EJEMPLO 2.17 Sea C € conjunto de soluciones del sistema
{te) + (1 —t)zy > t — ¢*,t €]0,1[},

representado en laFigura 2.4.

Los puntos z!, 22 € C son puntos extremos y, sin embargo, no existe ninguna
direccion enlaque el confin seaigual auno de esos puntos. En efecto, cualquier vector
no nulo, u, del primer cuadrante (incluidos los ges) es una direccién de recesion, por
lo que end (C;u) = (. Las restantes elecciones del vector u # 0,, dan lugar alos
siguientes confines:

Siu € ]—00,0[ x ]0,400[, end (C;u) = {0} x [1,+o00].

Siu= )\(_01), con A > 0, end (C;u) = {z'} U ({0} x [1, +o0) .
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Figura 2.4
Si € ]-00,0[ x |00, 0], end (C;u) = ({0} x [1, +00]) U ([L, +o0] x {0}).
Su= )\( 01>,c0n)\ > 0, end (C;u) = {22} U ([1, +oo[ x {0}).
S u €0, +oo[ X |—00,0[, end (C;u) = [1, +o0[ x {0} .
COROLARIO 2.18 Sea C' un conjunto convexo no vacio tal que dim C' < 1. Entonces,
T es un punto extremo de C si, y s6lo si, existe u # 0, tal que {T} = end(C; u).
Demostracion. Si dimC = 0, entonces C' = {z} paracierto z € R" y
end(C;u) = {7}, cualquieraque seau # 0,,.
S dimC = 1, entonces C' — z C span{v} para cierto v # 0,, es decir,
C C {T+av|acR}. Puesto quez € extrC, aplicando la Proposicion 2.13, se
tiene que T € end(C;v) U end(C; —v) y se puede dar una de las dos situaciones
siguientes:
(i) T € end(C;v) o, lo que es lo mismo, v ¢ D (C,Z). En este caso,
max{a € R|ZT+av e C} =0y {7} =end(C;v).
(i) T ¢ end(C;v), en cuyo cao T € end(C;—v). De mismo modo,
max{a € R|ZT—av e C} =0y {z} =end(C;—v).
El reciproco es un caso particular de la Proposicion 2.15. [ |

PROPOSICION 2.19  Si C' es un conjunto convexo no vacio tal que dim C' < 1, entonces
existe u # 0, tal que end(C'; u) es vacio o singular.

Demostracion. S dimC = 0, entonces C' = {7} paraciertoz € R" y

end(C;u) = {7}, cualquieraque seau # 0.
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S dimC = 1,tomando =z € C, setiene que C — T C span{u} paracierto

u # 0,. Porlotanto, C' C {7 + au | o € R} y se puede dar una de |as dos situaciones
siguientes:

(i) Existe un nimero redl @ = sup{a € R |T+aue C}. ST+ au € C,

entonces
{T +au} = end(C;u)

y end(C';u) essingular. Delo contrario, end(C; u) = (.

(i) sup{a eR|[ZT+aue C} = +oo,conloqueu € OTC y end(C;u) €s
vacio. |

2.3 Conexion del confin

Retomando el Ejemplo 2.17, podemos ver que si u = ( 0 ) entonces

end(C;u) = {z'} U ({0} x [1,+0c]),

gue es launion de dos cerrados diguntosy, por lo tanto, no es un conjunto conexo.

Asi pues, los confines de |0s conjuntos convexos No son necesariamente conexos.
En e siguiente gjemplo veremos que también pueden ser conexos pero No conexos por

arcos.

EJEMPLO 2.20 Sea X un subconjunto conexode [—1, 1]2 gue No Sea conexo Por arcos.
Consideremos la proyeccion estereogréficay : S3\ {e*} — R? queasociaaxz # €3,
la interseccion de la semirrecta que sale de e® y pasa por = con € plano z3 = 0, es

decir
/
. I )
o) = (2 7 20)

Es bien sabido que ¢ establece un homeomorfismo entre S3\ {¢*} y € plano
{z € R® | 23 = 0}, siendo fé&cil comprobar que laimagen mediante ¢ del hemisferio
inferior, {z € S5 | x5 < 0}, esel circulo (cl By) x {0}.

Puesto que ||z, < 1 paracuaquier » € X, setieneque X C v/2cl By, es decir,
1
—X C cl Bs.

V2
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1 .
C:=BgUgp! —2X x {0} | esun conjunto convexo (al ser el resultado de

agregar a unabola abierta un subconjunto de la esfera correspondiente) para el cual

end (C; —e?) — ! (%X x {0}) ,

que es homeomorfo a X y, por lo tanto, conexo, aungue No conexo por arcos.
Una posible eleccion para X es el conjunto

X i fo e s —sen Lo € L1\ 0} U (00} x [-1.2).

representado en laFigura 2.5.

01 0®

Figura 2.5

En cambio, paralos conjuntos convexos cerrados, todo confin es conexo por arcos

(y por lo tanto conexo), segiin veremos a continuacion.

PROPOSICION 2.21 Sea C un conjunto convexo cerrado no vacio y u # 0, tal que
end (C;u) # (). Entonces end (C;u) es conexo por arcos.

Demostracion. Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que end (C';u)
contiene dos puntos distintos, = e 3. Probaremos la existencia de un arco contenido en
end (C;u) queune® ey.

Consideremos f : C' — R, ta que, parazx € C,
f(z) =max{AeR|z+ A ueC}.

Puesto que u no es direccion de recesion (en caso contrario end (C;u) = 0) y C' es
cerrado, f estabien definida. Obviamente, f (z) = f (y) = 0.
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Para probar que f es concava, consideremosz € C,y € C'y p € [0, 1]. Entonces,

puestoquez + f (x)u € Cey+ f(y)u € C, setiene

(I =p)z+py+[(1=p)f(2)+pf(Ylu=

=0 =ple+f@)u+ply+fy)ueC,

de modo que

F((A=p)ztpy) =1 —=p)f(z)+pf ().

En consecuencia, larestriccion de f al segmento [z, 3] es concavay, por lo tanto,
continua en el interior de su dominio, es decir, en |z, y[. Probaremos, a continuacion,
su continuidad en 7 (la prueba eslamismaen ).

Supongamos que glﬁl_)r% f(z) # f(Z) = 0. Ental caso, existes > 0y unasucesion
{z"}, oy C |7, 7[ tal queli7gn 2" =7y f(a") > e paratodor € N,

Paracadar € N setienequez” + f (") u € C, de modo que
' teuez, 2"+ fa")u] C C

Yy, puesto que C es cerrado, seobtiene = + cu :li7{n (" + eu) € C, lo cua contradice
que® € end (C;u).

Por lotanto, lafuncion ¢ : [z, y] — end (C; u) definidacomo ¢ (z) := 2+ f () u
escontinuay satisface () =7y ¢ (y) =y. Seconcluyeque {y (z) | = € [Z,7]} es
la curva buscada. [

Como consecuencia de la conexion por arcos de los confines no vacios de los
conjuntos convexos cerrados, se obtiene la conexién de lafrontera de ciertos conjuntos
convexos compactos. Dicha propiedad es trivial cuando la dimension es menor que n
(ya que cualquier conjunto convexo es conexo por arcos). Por |o tanto, analizaremos

laconexion de lafronterarelativa. Para ello necesitamos el siguiente lema.

LEMA 222 Sea C un conjunto convexo no vacio, Y C R" y u € coneY, u # 0,. Si
z € end(C;u), entonces x € end(C;y) para un ciertoy € Y\ {0,}.

Demostracion. Supongamos que z ¢ end(C,y) paratodo y € Y\ {0,}y sea
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P . ) '
u=>y Ay,con\ >0ey € Y\{0,},i=1,...,p.

i=1
Puesto que z ¢ end(C,y'), existee; > Ot quez +¢e9' € C,1 = 1,...,p.

Definiendo x4 := min {%, i=1,... ,p} > 0, setiene

T+ pAy' € [x,:v—l—&tiyi} cC,i=1,...,p,

y, por lo tanto, su media aritmética = + Puec. por lo tanto, v € D (C,z), lo cud
p

contradice lahipétesis x € end(C; u). [

PROPOSICION 2.23  Sea C' un conjunto convexo compacto no vacio. Entonces rbd C
es conexa por arcos (conexa) si, y solo si, dim C # 1.

Demostracion. Si dim C' = 1, entonces C' = [z, y| parados puntos =,y € R", de
modo querbd C' = {z, y} ni siquieraes conexa.
Para demostrar el reciproco podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que

dim C' > 2. Probaremos que
rtbd C' = U{end (C;u), u € S, N[(aff C) — C]} (2.5

(véase Corolario 2.10) es conexo por arcos. Sea {ul, ce ud} una base ortonormal de

(aff C) — C'y seaudt! := — Zd:l u'//d € S, N[(aff C) — C]. Puesto que
S, N [(aff C) — C] C span {u', ..., u?} = cone {u',... u™™},
se obtiene, de (2.5) y del Lema 2.22,
1bd € =0 end (C;u) .
i=1

Por lo tanto, rbd C' es unidn de d + 1 conjuntos que Son CONEXOS Por arcos
(Proposicion 2.21), por lo que bastara probar que

end (C;u') Nend (C;u't') #£0, i=1,...,d.
S ie{l,...,d— 1}, consideremos una solucién éptima, =, del problema
Inf — (uz + uiﬂ)/x sax e (),

(dicha solucion existe por ser continua la funcidn objetivo y ser compacto el conjunto
factible). Dicho punto satisface — (u’ + v/ (z — 2%) > 0 paratodoz € C, mientras
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que — (u' +u ) v/ = —1,j = i,i+ 1. Porlotanto z* € end (C;u/), j = 4,3 + 1,

de acuerdo con la Proposicion 2.4. En consecuencia,

end(C;ui) ﬁend(C;uiH) #0,i=1,...,d—1.

Finalmente, sea ¢ una solucion éptimadel problema

d—1 oyl !
Inf(Zui—5> r saxel.

i=1

d—1 u !
_ _d>0
(ZZlu 2) T x)_

d—1 ud !
(Zui—5> w <0, j=d,d+1,
=1

se obtiene, de nuevo por la Proposicion 2.4,

Puesto que

paratodoz € C'y

end (C;u) Nend (C;u®™) £0. MW

La demostracion que acabamos de realizar se puede considerar como una mera
aplicacion del confin al andlisis convexo, ya que existen demostraciones alternativas
més cortas. Por gemplo, se puede demostrar considerando que C' €S un cuerpo
convexo compacto en R”, con n > 1, eligiendo un punto cualquiera a € intCy
definiendo la transformacion 7" : R” — R” tal que 7' (z) = || ||
T(a+A(z—a)) = AT (z) s A € [0,1]. Dado que T" es un homeomorfismo de R™

Sz ebdCy

gue llevalafronterade C en la esfera S,, (que es conexa por arcos), resulta que bd C'

también es conexo por arcos.

2.4 El confin y la iluminacion de los conjuntos convexos

cerrados

Los siguientes conceptos son extensiones naturales para conjuntos cornvexos
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cerrados de los dados por Boltyanski [8] y por Soltan [34] para cuerpos convexos
compactos 'y cuerpos Convexos, respectivamente.

Sea C' un conjunto convexo cerrado no vacioy u € R", u # 0,,. Dado x € rbd C,
sedicequez estd iluminado por w S {x + Au | A > 0}Nrint C' # (. Del mismo modo,
diremos que x € rbd C es visible en la direccion u Sl {z — Au | A >0} N C = (.

Denotaremos por ill (C;u) (por vis (C;u)) e conjunto de puntos de la frontera
relativa de C' que estan iluminados por v # 0,, (visibles en la direccion u # 0,
respectivamente).

Lasiguiente proposicion establ ece relaciones entre | os conjuntos que acabamos de

definir y los confines.

PROPOSICION 2.24 Sea C' un conjunto convexo cerrado no vacio y u € R", u # 0,
Entonces, se verifican las siguientes proposiciones:

(i) i1 (C5u) C vis (C;u) C end (C; —u);
(i) il (C;u) # 0 51, y sélo si, u € [(aff C) — C)\ (—O1C);y
(iii) vis (C;u) = end (C; —u) si, y s6lo si, u € (aff C) — C.
Demostracion. (i) Si z € ill (C;u) \ vis (C; u), entonces existen A\; > 0 tal que

x4+ Mu €rintC'y Ay > 0ta quez — Au € C. Como consecuencia del Lema de

Accesibilidad (Proposicion 0.2(iii)), se tiene
x € |x + Mu,z — Au| C rint C,

lo que contradice la hipétesis.
Lainclusion vis (C;u) C end (C; —u) es consecuencia directa de las definiciones

de ambos conjuntos.

(i) S ill (C;u) es no vacio, entonces existen x € rbdC'y p > 0 tales que
T :=x + pu € rint C. Por lotanto, u = l(T—:E) € (aff C) - C.

Por otra parte, s —u € O*C, erﬁonc& x — pu € Cy, por e Lema de
Accesibilidad, setiene

x € |z + pu,r — pu| C rint C,

en contra de la hipdtesis. Por lo tanto, u € [(aff C') — C]\ (-O*C).
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Reciprocamente, s u € [(aff C') — C]\ (—O*C) y tomamos un punto arbitrario

x € rint C, entonces existe 4 > 0 tal quex — pu € C. Sea
e=max{\eR, |z - ueC}>0

(dicho méximo se alcanza por ser —u ¢ OTC'y C cerrado y es positivo por ser
e >p)yseaz := x —eu € C. Denuevo por el Lema de Accesibilidad, se tiene

que |z, z[ C rint C'y, por lo tanto,
D#z,z[C{ZT+ A | A>0}Nrint C. (2.6)

Dado que —u ¢ D (C,7), secumpleque® € end (C; —u) C rbd C' (véase Corolario
2.10 (iii)) y esto, junto con (2.6), implicaquez € ill (C; u).

(iii) S u ¢ (aff C) — C, entonces —u ¢ (aff C) — C'y, por la Proposicion 2.14,
end (C; —u) = C. Entonces, setiene

vis (C;u) CrbdC & C =end (C; —u),

lo que contradice la hipotesis.

Probaremos €l reciproco viendo que end (C; —u) C vis(C;u) para cualquier
vector nonulou € (aff C') — C.

En efecto, sl = € end (C; —u), por ser —u € (aff C') — C'y por €l Corolario 2.10,
setienequex € rbd C. Ademas, —u ¢ D (C,z) porloque{z — Au | A > 0}NC =10
y z € vis (C;u). |

Notese que vis (C;u) # () es conexo por arcos cuando v € (affC) — C
(ya que vis (C;u) = end (C;—u), conexo por arcos por la Proposicion 2.21). S
u ¢ (aff C') — C, entonces vis (C; u) = rbd C' que, como veremos en e Capitulo 3, es
conexo por arcos siempre que C' no sea un sandwich.

La primera inclusion en la Proposicion 2.24 (i) puede ser estricta. Por gemplo,
s C = (0,1 ill (C;e') = {0} x ]0, 1] mientras que vis (C;e') = {0} x [0,1]. Sin
embargo, como veremos en la siguiente proposicién, ambos conjuntos estén bastante

proximos.
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PROPOSICION 2.25 Sea C' un conjunto convexo cerrado no vacio y consideremos
rbd C' dotado de la topologia inducida por la norma Euclidea de R™. Siill (C;u) # 0,
entonces ill (C;u) es abierto, conexo por arcos y denso en vis (C; w).

Demostracion. Sea7 € ill (C;u) y seaX > 0tal quez + \u € rint C. Seap > 0
tal que (Z + A\u+ pB,,) Naff C C rint C. Dado = € rbd C ta que ||z — Z|| < p, se
puede ver facilmente que = + \u € (T + Au+ pB,,) Naff C C rint C', de modo que
z € ill (C;u). Por lotanto, ill (C; u) esabierto enrbd C.

Seg, ahora, z* € ill (C;u), i = 1,2. Lafuncion ¥ : [z!, z%] — R, ta que
U(z)=max{A\eR|z— A ueC}

esté bien definida porque —u € [(aff C') — C]\ (OTC) (en otro caso ill (C;u) = () y
C' es cerrado. Ademés, U es continua (retomemos la demostracion de la Proposicion
221), ¥ (z') = U (2?) = 0yz — ¥ (z)u € end(C;—u) C rbdC para todo
x € [z!, 2%, por €l Corolario 2.10. Tenemos que demostrar quex — W (z) u € ill (C; u)
paratodo x € |z', 2. Dehecho, sz = (1 —p)z! + pz?, con0 < pu < 1,y

'+ M\u € rint C, con \; > 0,4 = 1,2, entonces

[ =0 (@) u] + [(1— o) Ay + pho + 0 ()] u =

= (1—p) (z" + X\u) + p (2% + Aqu) € 1int C,
con (1l —p) A+ pre+ ¥ (z) > 0,demodoquez — ¥ (x) u € ill (C; u). Por lo tanto,
{z — ¥ (z)u |z € [z, 2*]} esun arco contenido enill (C; u) que conectax' y z2.
Findmente, dado x! € vis (C;u), tomemos un z* € ill (C; u) arbitrario, 22 # z!,
y consideremos de nuevo la funciéon ¥. Probaremos que, paratodo x € |z!, 27,
z— VU (z)u € il (C;u).
Sea z? + \u € rint C, con Ay > 0. Entonces, S z = (1 — p)x! + pz?, con

0 < pu < 1, & lemade accesibilidad establece que
[z — U (@) u] + [phe + ¥ (2)]u = (1 — p) &' + p (2% + Agu) € 1int C,

con g + ¥ (z) > 0.
Por lotanto, z' =1lim (z — ¥ (z)u) € clill (C;u). [

z—xl
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Notese que, en la demostracion de la conexion por arcos de ill (C;u) y de su
densidad en vis (C'; u), hemos considerado ill (C; ) no singular. S fuese un conjunto
singular, rbd C' = ill (C;u) = vis (C;u) y se cumpliriatrivialmente la proposicion.

DelaProposicion 2.25, i1l (C; u) C int vis (C'; u) mientrasque lainclusion inversa
también es cierta cuando ill (C; u) # 0.

PROPOSICION 2.26 Sea C' un conjunto convexo cerrado no vacio y consideremos

rbd C dotado de la topologia inducida por la norma Euclidea de R™. Siill (C;u) # ),
entonces ill (C;u) = int vis (C; u).

Demostracion. Sea® € int vis (C;u) \ ill (C;u) y seae > 0 tal que
(Z +¢eB,,) Nrtbd C C vis (C;u) . (2.7

Tomando \ := ﬁ setieneque + \u € (T +¢B,), paratodo 0 < A < A, Y, s
suponemos que quk Au € rbd C, entonces, de acuerdo con (2.7), T + Au € vis (C; u),
lo cual se contradice conz € C. Por lo tanto, 7 + Au ¢ rbd C paratodo A € |0, A[.
Como, por otra parte, © + Au ¢ rint C' (pues = ¢ ill (C;u)), se concluye que
T+ Au ¢ C paratodo A € |0, A[ y, como consecuencia, T € end (C;u) y u ¢ O*C.
Seay € ill(C;u). Puesto que u no es direccion de recesion y C' es cerrado,
podemos considerar larestriccion, a segmento [y, z], delaaplicacion delaProposicion

2.21, esdecir, fi, 7 : [y, 7] — Ry tal que, parax € [y, 7],
f(z):=max{AeR|z+ A ueC}.

Dadoque f (z) = 0y f escontinuaen = (véase lademostracion de la Proposicion
2.21), se cumple que lim (z + f(z)u) = T por lo que, para = suficientemente
proximo az, setienex + f (zr)u € (T +¢eB,). Ademés, por la propia definicion

de f, setienequez + f (z) u € end (C;u) C rbd C, de modo que

z+ f(x)ue (T+eB,) NrbdC
y, sinembargo, = + f (z) u ¢ vis (C; u), lo que se contradice con (2.7). [
COROLARIO 227 Si C es un cuerpo convexo y u ¢ OTC, entonces end (C;u) =

vis (C; —u) y int end (C;u) = ill (C; —u). Ademds, end (C;u) es cerrado si, y solo
si, end (C;u) = clill (C; —u).
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Demostracion. Al ser C' un cuerpo convexo, (aff C) — C = R”, por lo que la
hipétesisu ¢ O*TC implicaque —u € [(aff C') — C]\ (—O*C) o, lo que eslo mismo,
ill (C; —u) # 0 (Proposicion 2.24 (ii)) y vis (C; —u) = end (C;u) (Proposicion 2.24

(iii)). Partiendo de estos dos resultados y aplicando la Proposicion 2.26, se obtiene
ill (C; —u) = int vis (C; —u) = intend (C; u) .

Por otra parte, por la Proposicion 2.25, ill (C; —u) es denso en vis (C; —u) =

end (C;u), por lo que
end (C;u) C clill (C; —u) C clend (C;u),

de donde se deduce la Ultima parte de la proposicion. [ |

Acabaremos esta seccion con algunos comentarios acerca de combinatoria

geomeétrica en conjuntos convexos cerrados.

Dado x € rbd(C, sy € rintC, entonces z € ill(C;y — z). Por lo tanto,
{ill (C;u) | u # 0,} esun recubrimiento abierto derbd C.

Denotemos por b (C') e minimo numero de direcciones que iluminan C' (es decir,
todos los puntos de rbd C) y por u (C') e minimo nimero de direcciones en las que
esvisible C. Si e(C) es e minimo nimero de confines que cubren bd C, entonces
e(C) =1¢ dimC < n (véase Proposicion 2.14 (ii)) y e (C) < u (C) < b(C) para
todo conjunto convexo cerrado C' (consecuencia de la Proposicion 2.24 (i)).

Por lo que respecta a b (C'), obsérvese que solo las direcciones de (aff C) — C

iluminan al menos un punto derbd C'y que
{il(C;u) |ue (aff C) = C, u #0,}

es una familia de conjuntos abiertos en rbd C'. Si C' es compacto, rbd C' es compacto
también, de modo que b (C) < oo. Puesto que b (C') > n + 1 para cuerpos Convexos
compactos [8], seobtienedim C' + 1 < b (C) < oc.

Alternativamente, s C' es no acotado, es posible que b (C') = oo incluso para
cuerpos convexos. S b(C') < oo, la conjetura de Soltan sobre la iluminacion de

CUErpos convexos no acotados [34] se puede reformular como b (C) < 24imE-1,
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Por otraparte, u (C') < 2 si C' esun cuerpo convexo [34] (obsérvesequew (C) = 1

s C esd epigrafo de unafuncion cuadrética estrictamente convexa). En consecuencia,
e (C) < u(C) < 2 paratodo conjunto convexo cerrado C', esdecir, bastan dos confines

para cubrir lafrontera o lafronterarelativa de un conjunto convexo cerrado.

2.5 Algunas aplicaciones a los sistemas de desigualdades

lineales

En esta seccion, consideraremos sistemas en R™ de laforma
o={ax>b,teT},

donde T" es un conjunto arbitrario de indices (posiblemente infinito), a; € R"y b, € R
paratodo ¢ € T. Al conjunto de soluciones de o, que es un conjunto convexo cerrado,
lo denotaremos por F'.

A continuacién, daremos dos propiedades geométricas de F' (una de ellas para

sistemas LFM) y una caracterizacion de los sistemas LOP, através de los confines.

PROPOSICION2.28 Sean F # 0 y K, el comjunto de soluciones y el cono
caracteristico de o = {ajx > by, t € T'}, respectivamente. Si al,x > by (con s € T)
define un semiespacio soporte de F', entonces

Qg . On
(b8>€end(K,< 1 )) (2.8)
El reciproco es cierto cuando F' es compacto.

Demostracion. Supongamos que a,; # 0,,, a’xz > b, paratodo z € F'y a'.x = b,
paraciertoz € F.

Puestoque( T ) (at> 20paratodoteT,( T ) (O">:1y
-1 by -1 -1

( xl ) ( ZS ) = O,Iad&eigualdad< “Tl ) ( o ) > (0 define un semiespacio
— s - Tp41

a/S

bs

Asumiendo que no se verifica (2.8), podemos escribir

() (7)= (s ) en

soporte de K en
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_— !/
paracierto v > 0. Por lo tanto, _“Tl ) ( b C:S_V ) > 0, esdecit, aT — by — v =

—~ > 0,y se obtiene la contradiccion deseada.

Asumamos, ahora, que se verifica (2.8). La compacidad de F' implica (por la

Proposicion 0.19) que
int K = {(Z) € R""! | o’z > b paratodo = € F} :

S alx > b, no definiese un semiespacio soporte de F', entonces a’.x > b, paratodo
s

x € F, demodo que (b

) € int K, o que se contradice con (2.8). [ |

El reciproco de la proposicién anterior puede fallar si F' no es compacto.

EJEMPLO 2.29 Consideremos € sistema
g = {ZL’l —Ft.CL'Q 2 \/l_f, t e [0,1]},

cuyo conjunto de soluciones esta representado en la Figura 2.6, y tomemos €l indice
s = 0, que no define un semiespacio soporte de F'.

Figura 2.6

El cono caracteristico del sistema es

1 0
K = cone t |,tef0,1];{ O
Vit -1

Veremos que,
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En efecto, si tomamos cuaquier € > 0,

1 0 1
0O l+e[ 0 ]=|0]¢K
0 1 €
pues, de lo contrario,
1 1 0
0 =Y M| t |+~ 0
€ tel0,1] \/E —1

paraagin A € R y 4 € R,. De (2.9) seobtiene

=1 ) M=0y > IMi-v=¢

te€[0,1] t€[0,1] t€[0,1]

de donde se deduce que

Lo ftse=0
‘Tlo s t£0 Y TS

con lo que ~y resulta ser negativo.
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(2.9)

PROPOSICION2.30 Sea F # (0 el conjunto de soluciones de un sistema o =

{ajx > by, t € T'} tal que a; # 0,, para todo t € T. Se cumple:

(i) Si T, # 0, entonces F' = end(F';u) = end(F; —u) para cierto u # 0,,.

(ii) Si F =end(F;u) = end(F; —u) para algiin u # 0,, y o es LFM, entonces T, # .

Demostracion. (i) Seas € T,y tomemosz € F arbitrariamente. Dado que

d(z —T) = 0 paratodo z € F, setiene que a, € [(aff F) — F]", a, # 0,, de
modo que +a; ¢ (aff F) — F'y end(F;as) = end(F; —as) = F de acuerdo con la

Proposicion 2.14 (i).

(il) Sea F' = end(F;u) = end(F; —u), u # 0,. Puesto que dim F' < n (por la

afirmacion (ii) de la Proposicion 2.14), existe v # 0,, tal que v'(z — ) = 0 para

todo z € F, siendo T un punto arbitrario de F'. Entonces +v'(x — Z) > 0 son

semiespacios soporte de F' en T, y existe un conjunto finito de indices S ¢ T td

que ambas desigual dades son consecuenciade {a;z > b, | t € S}. De acuerdo con €

Lema de Farkas no homogéneo, podemos escribir

() . Qg On
(o)) e ()

(2.10)
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—(@%)=Z%(ZZ)”(E’1>’ (2.12)
tesS

conp>0,6>0,\ >0paatodot € Sy~, > 0 paratodot € S, no todos nulos.
De (2.10) y (2.11) se sigue que
0, a
peo () =S o () <K 212
€

n

1
obtiene, paratodo = € F', larelacion absurda 0),x > 1.

de modo que € K s u+ 6 > 0. Aplicando, de nuevo, e Lema de Farkas, se

Por lotanto, u = 6 = 0y (2.12) se corvierte en
5o (1) o
t
teS
S As + 7, > 0, entonces,
as A+ [ @
— = K
p)- X A ) ex
( t€S\{s} At s \ O
de modo que a’xz < by es consecuencia de o (de nuevo por e Lema de Farkas no

homogeéneo). Por lo tanto, a’.x = b, paratodoz € F'y s € T.. |

La condicién de que o es LFM en (ii) no es supérflua. Podemos verlo en €l

siguiente gjemplo:
EJEMPLO 2.31 Consideremos € sistema

-1 —1
U:{xQZ—, relN;, —xy > —, TGN;xl—xQZO},
r r

cuyo conjunto factible esta representado en laFigura 2.7.

Se trata de un sistema que no es LFM, pues la restriccion x; > 0 define un
hiperplano soporte de F', pero no es consecuencia de ningun subsistema finito de o.

S consideramos a; = _11 , severificaqueend (F';as) = end (F; —ag) = F,
pero no hay indices portadores.

PROPOSICION 2.32 Sea F' # () el conjunto de soluciones de un sistema o =
{ajx > b, t € T} . Entonces, se verifica:

(i) Siz e Fyu¢ A(x)°, entonces x € end (F;u).
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~

Figura 2.7

(ii) o es LOP si, y sélo si, uw ¢ A (x)° para todo par (z,u) tal que x € end (F;u). En
otras palabras, o es LOP si, y solo si, el reciproco de (i) se verifica en todos los
puntos de F.

Demostraciéon. () Seanz € Fyu ¢ A(Z)°. Entonces, existe un vector
y =Y, Mag, con N\, = 0 paratodot ¢ T(z)y \y > 0 paratodot € T (),

teT
satisfaciendo y'u < 0. Puesto que, paracualquier = € F),

y (x — ) :Z Aay (x — ) :Z At (aix —by) >0,
teT teT

se concluye que y satisface (2.1) y, por tanto, T € end (F;u) de acuerdo con la
Proposicion 2.4.

(il Seaxz € Fyu # 0, td quex € end (F;u). S o es LOP, se verifica que
A(z)°= D (F,z)y,puestoqueu ¢ D (F,z),setienequeu ¢ A (z)°.

Reciprocamente, dado v € A (z)°, la hipétesis implica que =z ¢ end (F;u), de
modo que u € D (F,z). Por lo tanto, A (z)° C D (F,x) mientras que lainclusion
opuesta siempre es cierta. Se obtiene, pues, A (z)° = D (F,x) paratodo = € F, por

loque o esLOP. [ |






