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Introduccion

El conjunto de soluciones de cualquier sistema de desigualdades lineales de la forma
{ajx > b, t € T'}, siendo 1" un conjunto arbitrario de indices (posiblemente infinito),
a; € R"y b, € R paratodo ¢ € T', €sun conjunto convexo cerrado y, reciprocamente,
cualquier conjunto convexo cerrado se puede representar por medio de una infinidad
de sistemas linedles de este tipo. EXxiste, pues, una correspondencia entre sistemas

semi-infinitos lineales (SSIL) y conjuntos convexos cerrados.

Sin embargo, |os sistemas anteriormente mencionados no son |os sistemas lineales

maés general es que podemos considerar. Un sistemaen R™ de laforma
o={ajx > b, t € D;ax>b,teFE},

donde los conjuntos de indices, D y F, son diguntos y no simultdneamente vacios,
a € R"yb € Rparatodot € T := D U E, contiene un nimero arbitrario
(posiblemente infinito) de restricciones de desigualdad débil (dos de las cuales
reemplazan a una ecuacion) y/o estricta. Se trata, pues, de un sistema semi-infinito
lineal general (SSILG) y su conjunto de soluciones es un conjunto convexo, por tratarse

de unainterseccion de semiespacios abiertos o cerrados.

En este punto, cabe preguntarse s, a igual que ocurre con |os conjuntos convexos
cerrados (caso particular de los conjuntos convexos) y los SSIL (caso particular de
los SSILG), todo conjunto convexo se puede representar por medio de un SSILG. Al
ser negativa la respuesta, |lamaremos conjuntos linealizables a la clase de conjuntos
convexos que si cumplen esta propiedad. Estos conjuntos fueron introducidos por
Fenchel [14] (con la denominacion de “evenly convex”) para extender la teoria de

la polaridad, pero sin analizar a fondo sus posibles caracterizaciones ni estudiar
1



2 Introduccién

exhaustivamente sus propiedades. De la existencia de este trabajo tuvimos noticia
a través de una comunicacion privada del Prof. Martinez Legaz, quien ha utilizado
estos conjuntos para definir un tipo de funciones cuasiconvexas importante para la

generalizacion de lateoria de la conjugacion (véanse [24], [30], [ 25] vy [26]).

Aungue los SSIL han sido muy bien estudiados por su conexion con la
Programacion Semi-Infinita Lineal, no ocurre lo mismo con los SSILG, por lo
gue dedicaremos €l Capitulo 1 de la presente memoria a estudio de esta clase de
sistemas y de los conjuntos que admiten este tipo de representaciones lineales. En
é analizaremos la existencia de soluciones, caracterizaremos geométricamente |os
conjuntos linealizables y probaremos que se pueden extender, a esta gran familia
de conjuntos convexos, |la mayoria de las propiedades conocidas para la subfamilia
de los conjuntos convexos cerrados. También mostraremos que es posible obtener
informacion geométrica sobre estos conjuntos a partir de una representacion lineal
dada y, finalmente, discutiremos la teoria'y los métodos para aquellos problemas de

optimizacion lineal que contienen restricciones de desigualdad estrictas.

Dentro delacorrespondenciaque existe entre SSIL y conjuntos convexos cerrados,
hay ciertostipos de SSIL que se corresponden con determinadas familias de conjuntos
convexos cerrados. Asi, por gemplo, los Ilamados sistemas localmente poliédricos
(LOP), sistemas en los que la condicidn de Weyl (siempre suficiente para que un punto
sea extremo) es también necesaria, tienen conjuntos de soluciones cuasipoliédricos
(conjuntos convexos cerrados cuyas intersecciones con politopos son politopos) v,
viceversa, cualquier conjunto cuasipoliédrico admite una representacién LOP. Por lo
tanto, podemos caracterizar 10os conjuntos cuasipoliédricos como aquellos conjuntos

convexos cerrados que admiten representaciones LOP.

La caracterizacion de familias de conjuntos convexos cerrados puede resultar
atil en diferentes campos de las matematicas aplicadas. Asi, por gemplo, una
condicion necesaria para la convergencia de algoritmos de programacion matematica
gue progresan sobre la frontera del conjunto factible (como e método simplex en
programacion lineal ordinariay semi-infinita) es la conexién por arcos de la frontera,

por lo que seria Util caracterizar aquellos conjuntos convexos cerrados que poseen esta
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deseada propiedad. En el Capitulo 3 abordaremos la caracterizacion de determinadas
familias de conjuntos convexos cerrados (algunas de ellas con propiedades muy
interesantes de cara a las aplicaciones) desde diferentes puntos de vista, entre ellos
Sus representaciones lineales.

En particular, para caracterizar la clase de los conjuntos convexos cerrados que
tienen lafronterarelativa conexa por arcos sera necesario € uso de un nuevo concepto,
el de confin de un conjunto convexo no vacio, que introduciremos en el Capitulo 2.
En este capitulo, ademés, analizaremos las propiedades del confin de los conjuntos
convexos en general y de los convexos cerrados en particular, asi como sus relaciones
con ciertos conceptos de iluminacion ya conocidosy sus aplicaciones alateoriade los
sistemas lineales.

Por ultimo, decir que los tres capitul os que constituyen el cuerpo de esta memoria
estan precedidos por un capitulo de preliminares, el Capitulo 0, en €l que se recoge la
notacion, las definiciones y los enunciados de los resultados ya conocidos que se van
autilizar en los demas capitulos. Buena parte de dichos resultados aparecen expuestos
en lareciente monografia de Gobernay Lopez [19] de una manera ordenaday con una
notacion unificada que se hamantenido en esta memoria. Hemos optado por referirnos
a[19], slempre que hasido posible, en lugar de hacerlo alas fuentes originales (que €

lector puede encontrar en las notas finales del correspondiente capitulo de [19]).






Capitulo 0

Preliminares

0.1 Conjuntos convexos

En el espacio euclideo, R, denotaremos por ||-||, 0,,,

B,={z eR"||z]| < 1}

Sp={x e R" | [lz] =1},

la norma euclidea, e vector cero, la bola unidad abierta y la esfera unidad,
respectivamente. La base candnicade R” larepresentaremos por e!, .. ., e”

Un conjunto C C R"™ se dice que es comvexo cuando, para todo par
z,y € C, e segmento [z,y] := {(1 - X))z + Ay | 0 <\ <1} esta contenido en C.
Consideraremos que el vacio es un conjunto convexo por convenio.

Un conjunto no vacio C' C R™ sedice que esun cono S contiene atodos |os rayos
{Az | A >0}, conz € C\ {0,}.

Dado () # C C R", denotaremos por spanC, aff C, conv C, coneC'y C*
subespacio vectorial de R" generado por C, la envoltura afin de C, la envoltura

convexa de C, € cono convexo generado por C (definido como la interseccion de

todos los conos convexos que contienen a origen y a conjunto C) y e subespacio
5



6 0. Preliminares

de los vectores que son ortogonales a todos |os elementos de C, respectivamente. Si
C = (), adoptaremos €l convenio span() = aff ) = cone) = {0,,}. S C es convexo
no vacio, denotaremos por dim C' su dimension (definidacomo ladimension de aff C).
Todas estas envolturas se pueden describir a través del espacio de sucesiones finitas
generalizadas, R, cuyos elementos son las funciones A : T — R talesque \; # 0
s6lo en un subconjunto finito de 7. El cono convexo, en R(™), de las sucesiones finitas
no negativasesR{"".

Supuesto que C' es convexo, diremos que un conjunto convexo X C C' es una
cara de C §, paratodo par v! # v? de C tal que X N v, v?] # 0, se tiene que
[v1,9?] € X. El conjunto vacio también se considera una cara de C' por convenio.
Los puntos extremos, las aristas y 1as facetas de C son las caras de C' de dimension 0,
1y n — 1, respectivamente. Denotaremos por extr C' €l conjunto de todos los puntos
extremos de C'. Diremos que una cara es expuesta Si se puede obtener como conjunto

de minimos de una funcién afin sobre C.

Para C' convexo no vacio definiremos €l cono de recesién de C', O+ C, que viene
dado por

O"C:={veR"|z+ puv e C paratodox € C'y paratodo iz > 0}
y € cono de direcciones factibles de C en x € C, D(C, x), dado por
D(C,z) ={veR"|z+pv e Cparadgin > 0}.
Si C # () esun cono convexo, definiremos €l cono polar positivo de C, C°, dado por
C?:={ueR"|vz>0paatodoz € C}.

Obsérvese que paratodo = € C, D (C, z) = cone (C' — ).

Al conjunto O*C' N (—O*C) le llamaremos espacio de linealidad de C'y se
denotara por lin C.

Un cono convexo es apuntado cuando no contiene rectas, es decir, S su espacio de
linealidad se reduce al vector cero.

Un vector no nulo w € O C' es una direccién extrema del conjunto convexo no

vacio C' s, para todo par de vectores w!, w? € OTC tdesque w = p,w' + pyw?
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(141 Y 1o NUMeros reales positivos), se tiene que
span {w’} =span{w}, i=1,2.

Desde el punto de vistatopol 6gico, denotamospor int C, ¢l C'y bd C' los conjuntos
interior, clausuray frontera de un subconjunto C' cualquieradeR™. Si el conjunto C' es
convexo, definimos los conjuntos interior relativo Y frontera relativa de C', denotados
por rint C'y rbd C, como €l interior y lafrontera de C' cuando consideramos C' como

subconjunto de aff C' con latopologiainducida.

Dado un conjunto convexo C'y un puntoz € bd C, existe un vector a € R™\ {0,,}
tal que o’z > o'z paratodo x € C; alafrontera de este semiespacio le llamaremos

hiperplano de soporte de C enz.

Se utilizaran amenudo las siguientes familias de conjuntos convexos cerrados: |0s
poliedros convexos (definidos como intersecciones finitas de semiespacios cerrados),
los politopos (poliedros convexos acotados) y |0s conjuntos cuasipoliédricos (definidos
por Klee como aquellos subconjuntos de R™ cuyas intersecciones con politopos son
politopos).

Ciertas pruebas por induccion utilizan implicitamente la adaptacion de los
conceptos anteriores a variedades: Las variedades afines en M (variedad afin de R™)
son las variedades afines de R™ contenidas en M, y son hiperplanos en M cuando
su dimension es (dim M) — 1. Si L es un hiperplano en M, cada una de las dos
componentes conexas de M\ L es un semiespacio abierto en M determinado por L;
Su unién con L proporciona los dos semiespacios cerrados en M correspondientes a
L. Lainterseccion de finitos semiespacios cerrados de M es un poliedro convexo en
M, pudiéndose probar que son exactamente los poliedros convexos de R™ contenidos
en M. Del mismo modo, los politopos (cuasipoliedros) de M son los politopos
(cuasipoliedros) de R™ contenidos en M. Las propiedades de |os poliedros convexos,
politopos y cuasipoliedros en una variedad afin de dimension m < n son las
mismas que las de los objetos correspondientes en R™ (sustituyendo |os operadores

topol6gicos, bd eint, por los relativos correspondientes, rbd y rint).

Dado que sera frecuente el uso de resultados de Andlisis Convexo alo largo de la
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memoria, hacemos, a continuacion, una recopilacion de los mismos, dando, para cada
uno de ellos, la adecuada referencia bibliografica. En algunos casos aislados, daremos

el enunciado y su demostracion, por tratarse de nuevas aportaciones.

PROPOSICION 0.1 /32 Th. 3.8] Si K, y K5 son conos convexos que contienen al
origen, entonces K; + Ky = conv (K; U K5).

PROPOSICION 0.2 Sea C' un conjunto convexo no vacio en R™. Entonces, se verifican
las siguientes proposiciones:

() rint C' es un conjunto convexo no vacio [32, Th. 6.2];

(i) rintclC =rint C' y clrint C = ¢l C [32 Th. 6.3];

(iii) siz € rint C e y € clC, entonces [x,y| C rint C' (Lema de Accesibilidad) [32, Th.
6.1];y

(iv) z € rint C si, y s6lo si, para todo x € C, existe > 1 tal que (1 — p)x + pz € C
[32 Th. 6.4].

PROPOSICION 0.3 /32 Th. 6.6] Sea C C R™ un conjunto convexo, y sea A una
transformacion lineal de R en R™. Entonces

rint (AC) = A (rint C) .
PROPOSICION 0.4 /32 Cor. 6.6.2] Para cualquier par de conjuntos convexos de R”,
Cy y Cy, se cumple
rint (C; + Cy) = rint Cy + rint Cs.

Como se ha sefialado, € interior relativo de un conjunto convexo no vacio es no

vacio. Algo parecido ocurre conrbd C.

PROPOSICION 0.5 Sea C' un conjunto convexo no vacio en R". Entonces, se verifican
las siguientes proposiciones.

(i) rbd C es no vacio si, y sélo si, C no es una variedad afin; y

(i) si C' es un subconjunto propio de R"™, entonces C tiene, al menos, un punto frontera.

Demostracion. (i) Parademostrar laimplicacion no trivial, construiremos un par
de sucesiones {z"} C C e{y"} C (aff C') \C convergentes a mismo punto de aff C'
Dicho punto estara en lafronterarelativade C'.

Por ser C' no vacio y no ser una variedad afin ((aff C)\C' # 0), existe un

1 1
punto z' € C'y un punto ' € (aff C)\C. S Tty

(que pertenece a aff C' por
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ser combinacion convexa de elementos de dicho conjunto) pertenece a C', entonces

tomamos
2l gl
22 = Y e y2 _ yl
2
En caso Contrario, tomamos
21 1
P =g eyt = ;‘y

En general, para construir los términos 2" *! e y"*!, setoman

xn + n . xn + n
"t = Y e Tl =g d Lys C,
2 2
y
n+ n . n+ n
" =g" e Yyt = - 5 Y , S Ly ) e (aff C)\C.

De esta manera hemos construido una sucesion {z"} contenida en el conjunto C'
y una sucesion {y"} contenida en e conjunto (aff C') \C' cuyos términos n-ésimos
verifican que

ot =y

2

2" =yl =

Lasucesion {z"} esde Cauchy en R" yaque, paratodon € Ny p > 0, setiene
que
1 1||

o2 =) < =y = L

Del mismo modo, {y™} también es una sucesion de Cauchy en R"™. Ademés, ambas
sucesiones son convergentes en R™ aun mismo punto, el cual pertenece aaff C' por ser
éste un conjunto cerrado.

(ii) El argumento de la demostracion es e mismo que en e caso anterior
sustituyendo aff C' por R™. [ |

Lasiguiente proposicion caracterizalos puntos del interior relativo de laenvoltura
convexa (envoltura convexa conica) de un conjunto no vacio de R™.

PROPOSICION 0.6 /19, Th. A7] Sea C un conjunto no vacio en R" y z € aff C
(z € span C). Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:
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() z € rint conv C' (z € rint cone C, respectivamente),
(ii) existen puntos x* € C, i = 1,2,...,p, con aff {z! 2% ... 2P} = aff C (respecti-
vamente span {z', 2% ... 2P} = span C), y escalares positivos ov;, i = 1,2,...,p,
P ) P
tales que z =Y, a;x' y > oy = 1 (respectivamente >, «; arbitraria); y
i=1 i=1 i=1

(iii) z 4 cone (C — z) = aff C
(R4 [(cone C) — z] = cone [{—z} U cone C] = span C).

En la siguiente proposicién demostramos algunas de las propiedades, claramente

intuitivas, que tienen los puntos del interior relativo de un convexo no vacio.
PROPOSICION 0.7 Sea C' un conjunto convexo no vacio y T € rint C. Entonces se
verifican las siguientes proposiciones:

(i) span (C —T) = cone (C —7) = (aff C) — C;y

(i) 0, € rint(C — 7).

Demostracion. (i) Para demostrar la primera igualdad es suficiente probar
que dada una base en span (C' — T), sus elementos y los opuestos pertenecen a
cone (C — 7). Sea{y'—T,i=1,...,m},cony’ € C paratodoi = 1,...,m, una
base de span (C' — T) .

Puesto que € rint C, existes > 0, tal que
(x+eB,) N (aff C) C C.

Paracadai =1,...,m, €l punto

_ ey -3
r— ———00 € .T+€Bn ﬂ(affC CC,
2y —z) < NI
de modo que
e (@—y) _
—.—_EC—ZL'
2|y =7
y, por lo tanto,

7 —1y' € cone(C —7).

Dado que también se verificaque y' — T € cone (C — ) paratodoi = 1,...,m, se



0.1 Conjuntos convexos 11

obtiene que
cone (C'— ) =span (C — ).
Por otraparte, s 7 € rint C,
(aff C) - C = (aff C) — 7. (0.3)
En efecto, s y — z € (aff C') — C, entonces
y—rx=y+z—-cT—c=y+z—z)—7€ (aff C) — 7.

La segunda igualdad en (i) se obtiene como consecuencia de (0.1) y de la
Proposicion 0.6(iii).
(i) S T € rint C, entonces, por la Proposicion 0.6, existen puntos z° € C,

i=1,...,p,con
aff C' = aff {ml,x2,...,xp},

y escalares positivos o, = 1,.. ., p, talesque

P P
ng ox'y E a; = 1.
i=1 i=1

Entonces
p

p p p
0,, :Z art — T :Z a;xt— Z ;T :Z a;i(x' —T)
=1 i=1 =1 i=1
p
cona; >0,i=1,....p,» a;=1y
i=1
aff(C — ) = aff {x1 — T, 2% —7,...,af —E} ,
y, por la Proposicion 0.6,
0,, € rint conv(C' — T) = rint(C' — 7). |

El siguiente resultado caracteriza la acotacién de un conjunto convexo cerrado no

vacio através de su cono de recesion.

PROPOSICION 0.8 /32 Th. 8.4] Un conjunto convexo cerrado no vacio C C R" es
acotado si, y sélo si, OTC = {0,}.



12 0. Preliminares

PROPOSICION 0.9 /32 Cor. 9.1.1] Sean C4,...,C,, conjuntos convexos no vacios
en R" que satisfacen la siguiente condicion: si zy,...,z, son vectores tales que
2z € O (clCy)) y z1 + ...+ zm = O, entonces z; € lin(clC;) parai = 1,...,m.
Entonces

cd(Ci+...4Cp) =cCy+ ...+l Cp,
O el (Cy+...+Cp)] =01 (clCy) + ...+ 0" (1 Cpy) .

En las dos siguientes proposiciones se dan propiedades acerca de las caras de un

conjunto convexo.

PROPOSICION 0.10 /32 Th. 18.1] Sea C un conjunto convexo, y sea C' una cara de
C. Si D es un conjunto convexo en C' tal que (rint D) N C" # 0, entonces D C C".

PROPOSICION 0.11 /32, Cor. 18.1.3] Sea C un conjunto convexo, y sea C' una cara
propia de C. Entonces C' C rbd C' y dim C" < dim C.

Se dice que un par de conjuntos no vacios, C; y Cs, SOn separables S existe un
hiperplano H := {z € R" | d/z = b} tal qued’z —b < 0 < a'y—bparatodoz € C, y
paratodoy € Cy. Si, ademés, (C; U Cy) \H # (), entonces C; y C,, estan propiamente
separados. En €l caso de que las desigual dades sean estrictas, se dice que H separaa

C1 Yy Cy estrictamente.

Por otra parte, si se cumple ladesigualdad
inf {a'x | z € C1} >sup{d'y |y € Cs},

se dice que C; y O, estén débilmente separados y S esta desigualdad es estricta, se
diceque H separaa C, y C fuertemente.

PROPOSICION 0.12 /32 Th. 11.2] Sea C' un conjunto convexo no vacio relativamente
abierto en R”, y sea M una variedad afin no vacia en R" que no corta a C. Entonces
existe un hiperplano H conteniendo a M, tal que uno de los semiespacios abiertos
asociados con H contiene a C.

PROPOSICION 0.13 /32, Cor. 11.4.1] Sean C; y Cy conjuntos cerrados convexos no
vacios disjuntos en R™ que no tienen direcciones de recesion en comun. Entonces
existe un hiperplano separando fuertemente a Cy y Cl.

Dadaunafuncion f : R” — R U {+oco}, se definen € epigrafo de f, epi f, y
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hipografo de f, hypo f, como los conjuntos

epi f = {@ ER™ | [ (1) < a}

wpof = { (1) e® 7@ 2o,

Diremos que f es convexa 0 concava seguin sea convexo € conjunto epi f 0 bien

hypo f.
Llamaremos dominio efectivo de f, dom f, a conjunto
dom f:={z € R" | f (z) < +o0}.

Una funcion convexa f se dice que es propia Si dom f # 0y f (x) > —oo paratodo
x e R".

Dada una funcién convexa propia, f, y un punto = € dom f, se dice que € vector

u esun subgradiente de f enz 9, paratodo y € R”,

F)z fa)+d (y—a).

Sediceque f essubdiferenciable en un punto x € dom f s existe algun subgradiente

de f enz y, en e caso de que éste sea Unico, se dice que f esdiferenciable en x.

Lasubdiferenciabilidad de f en un punto x € dom f esequivalente alaexistencia

ff )) y cada subgradiente
x
de f en z, u, estd asociado con exactamente uno de estos hiperplanos de soporte

(el que tiene como vector normal a ul ). La existencia de tales hiperplanos de

de un hiperplano no vertical que soporta a epi f en (

soporte no verticales es una propiedad de los puntos de rint (dom f), es decir, f es
subdiferenciable en todos | os puntos de rint (dom f) [32, Th. 23.4].

0.2 Sistemas semi-infinitos lineales

A lo largo de la memoria irén apareciendo repetidamente sistemas lineales de la
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forma

o={ax>b,teT}, (0.2)

donde T" es un conjunto arbitrario de indices (posiblemente infinito), a; € R™y b,€ R
paratodot € T'. En estaseccion haremos unarecopilacion delos principal es conceptos
y resultados que se van a utilizar en relacion con los sistemas semi-infinitos lineales
(SSIL).

Denotaremos por F' € conjunto de soluciones de o y diremaos que o €s consistente
s F' # (). Cuando todos los coeficientes de una desigualdad lineal son cero, se dice
que esta desigualdad €s trivial. El sistema sera trivial cuando todas sus desigualdades
sean triviales.

Lascaras de F' son los conjuntos F; = {x € F' | ajz = b}, t € T', que, de hecho,
son caras expuestas de F. Si a; # 0, entonces diremos que ¢ € T es un indice
propio. Sedicequet € T (a,x > b;) €sun indice portador (desigualdad portadora)
de o cuando F; = F. El conjunto de indices portadores 10 denotaremos por T..
Obviamente, si existe un cierto = € R” tal que a;xz > b, paratodo ¢ € T entonces
T. = (). Tales puntos reciben el nombre de puntos de Slater.

Asociados a sistema o se definen los llamados primer y segundo cono de

momentos

t

M :=conef{a;,, t €T} 'y N::cone{<zt),tET},

y € cono caracteristico

el ({) 1 ()

Cua quier conjunto convexo cerrado no vacio C' ¢ R” eslainterseccién de todos
|os semi espacios de soporte de C', de maneraque C' es el conjunto solucion de un cierto
sistemalineal o delaforma (0.2). Ta sistema o se llama representacion externa de
C'. Llamaremos cono de referencia de C, y 1o denotaremos por K (C'), ala clausura
del cono caracteristico de cualquier representacion externa de C. Esta definicion es
independiente de |la representacion considerada, ya que dos representaciones lineales

distintas del conjunto C' son sistemas lineales equivalentes, y por lo tanto, las clausuras
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de sus correspondientes conos caracteristicos son iguales[19, Th. 5.10].

En ocasiones, asociados al sistema o, definiremos un par de problemas
parametrizados, cuyo parametro, ¢, recorre R™. El primero de ellos es de Programacion
Semi-infinita Lineal (PSIL para abreviar), siendo € parametro el gradiente del

funcional objetivo:
P(c)=Infdz s.a z€F.

Denotaremos por £ (c) €l conjunto dptimo de P (¢) y por v (¢) su valor dptimo, con
v(c) = 400 s F = (). Diremos que un punto z* € F' es una solucion fuertemente
unica para P (c) S existe « > 0 tal que, paratodo z € F, c'z > cz* + a||lz — 2.
Obviamente, en este caso, F* (¢) = {z*}.

El segundo problema es el dual de P (¢) (en € sentido de Haar), de modo que €
pardmetro es el vector de laderecha en el sistema de restricciones,

D (¢) = Sup Z by s.a Z Aag =c¢, N\ € ]RSFT).

teT teT
Denotaremos por ¥ la funcion objetivo de D (c¢), es decir, ¥ : Rf) — R tal que
U (X)) :=>" A\by, por A(e) su conjunto factible, por A* (¢) su conjunto Gptimo y por
teT

vp (¢) suvalor 6ptimo, acordando que v, (¢) = —oo sl A(c) = (). Llamaremos salto

de dualidad, 6 (c), aladiferenciaentre e valor del problemaprimal y el del dual,
6(c) :=wv(c)—vp(c),

gue siempre es no negativo por e Teorema de Dualidad Débil.

Dado un sistema consistente o, se dice que a’x > b esunaconsecuencia de o si la
satisfacen todos los puntos de F', es decir, a’z > b paratodo z € F. En relacion con
este concepto, € Lema de Farkas extendido [40] caracterizalas desigual dades lineales

a’x > b que son consecuencia de un sistema consistente o como aquellas paralas que

(Z) cclK.

Un caso particular es €l Lema de Farkas extendido para sistemas homogéneos

se satisface

[19, Cor. 3.1.3] que dice que la desigualdad o’z > 0 es consecuencia del sistema
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{ajz > 0,t €T} si,ys0los, a € cl M.
En un sistema consistente, para cada x € F, definimos € conjunto de indices

activos
T(x):={teT|az="0}
y €l cono de restricciones activas
A(x) :=cone{as, t € T (x)}

en € punto x.

L os resultados mésimportantes sobre | os sistemas finitos de desigual dades lineales
s0lo son vaidos para ciertas clases de sistemas infinitos.

Consideremos, por giemplo, el Teorema de Weyl [38] que caracteriza los puntos
extremos de F' cuando |7| < oo: T € F es un punto extremo de F' s, y
s0lo s, dim A (Z) = n. En [1] se prueba que este resultado se cumple cuando
A(z)’ = D(F,z) paratodo z € F. Un sistema que satisface esta propiedad se
dice que es localmente poliédrico (LOP). Para aquellos problemas PSIL

(P) Infdzx

s.a. ax>b,tel,
cuyo sistemaderestricciones es L OP, se han propuesto extensiones del método simplex
y del método del gradiente reducido [2].

El Teorema de Karush-Kuhn-Tucker para problemas PL establece quez € F' es
una solucion optima de (P) si, y solo si, ¢ € A(Z). En [31] se demuestra que esta
afirmacion también es cierta cuando cualquier desigualdad que defina un semiespacio
soporte de ' es también consecuencia de un subsistema finito de 0. Los sistemas que
satisfacen esta propiedad se llaman localmente Farkas-Minkowski (LFM).

Para los sistemas LOP se verifica que F' es cuasipoliédrico [19, Cor. 5.6.1] v,
reciprocamente, todo cuasipoliedro admite una representaciéon LOP [19, Th. 5.11].
Cuaquier sistemafinito es LOPy cualquier sistemaLOP esLFM [19, Th. 5.7].

Un sistema o €S continuo cuando T es un espacio topoldgico compacto y

Hausdorff y todos los coeficientes, a; (-), ..., a, (), b(-), soncontinuosen 7.
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PROPOSICION 0.14 /19, Lem. 4.1(i)] Dado un sistema o, se verifica la siguiente
relacion entre las clausuras de N y K :

(Oln) € cl N si, y sélo si, (Oln) €clK.

PROPOSICION 0.15 Si F' # () es el conjunto solucion de o
entonces se cumplen las siguientes proposiciones:

() rint F C {z € R" | ajx > by, t € T\T,; ajx = by, t € T.} [19, Th. 5.1()]; ¥

= {ajx>b, teT}

(i1) dim FF =n — dimlincl K [19, Th. 5.8].
PROPOSICION 0.16 /19, Cor. 5.1.1] Un sistema consistente o tiene, al menos, un
punto de Slater si, y sélo si, T, = ().
PROPOSICION 0.17 [19, Th. 5.9] Cualquier sistema LFM no trivial o, satisface las

siguientes propiedades:
(i) dim F' = n si, y sélo si, ninguna combinacion convexa de desigualdades no triviales

de o da lugar a la desigualdad trivial.

(i)
dim F = n — dimspan {a;, t € T.} .

Ademds, si T, # 0, se tiene

af F={z eR" |ajx =, t € T,}.

(iii) rint F ={x € R" | ajx > by, t € T\T}; ajx = b, t € T,.}.

PROPOSICION 0.18 /19, Th. 9.1(i)] Dado T € F, si dim A (T) = n entonces T es
punto extremo de F. Esta condicion también es necesaria cuando o es LOP.

PROPOSICION 0.19 /19 Th. 93] Si F +# ), las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

(i) F es acotado,

A .

(i) ( 1) € int K;

(i) int K = {(Z) € R"™ | a’z > b para todo = € F};

(iv) M =R";y
(V) existe un subsistema finito de o cuyo conjunto solucion es acotado.

PROPOSICION 0.20 /19, Th. A.11] Sea C un conjunto poliédrico de mdxima
dimension en R"™, y consideremos una representacion lineal de C

{aix > b;, i=1,...,p}. (0.3
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Entonces se verifican las siguientes proposiciones:
() bdC =0 H;NC, donde H; = {z € R | alw = bi}
(i) s X esunafacetade C, existej € {1,...,p}ta que X = H, N C;y

(iii) cadaconjunto H; N C esunafacetade C' s, y solo s, (0.3) es una representacion
minimal de C' (es decir un sistema sin restricciones redundantes).



