Capitulo 3
Métodos bidireccionales

Se considera de nuevo el problema de resolver el sistema
Az =d, (3.1)

donde A es la matriz tridiagonal dada por (3.2), estrictamente diagonal dominante e

irreducible y

dy
da

es el vector de términos independientes.
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112 3 Métodos bidireccionales

3.1 Factorizacion L DU de matrices tridiagonales

Una matriz tridiagonal A de tamano n X n,

a; by

Co A2 by

Cp—1 Qp-1 bnfl

Cn Qn

se puede descomponer como producto de tres matrices

A=LDU (3.3)

donde D es una matriz diagonal y las matrices L y U son bidiagonales con la caracteristica

particular de que su diagonal principal estd formada por unos; mas explicitamente

lg 1 €9 1 U9

véase Golub y Van Loan [50].

Una vez obtenida la factorizacién (3.3) se puede resolver el sistema de ecuaciones
lineales (3.1) en dos pasos: en el primero, se resuelve el sistema bidiagonal LDz = d,
obteniéndose asi el vector auxiliar z; en el segundo, se obtiene la solucion final del sistema

(3.1) resolviendo el sistema bidiagonal Uz = z.
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El producto LDU viene dado por
[ €1 u1€1
1261 Ullgel + es U2€E9
1DU — l362 Ungeg + €3 Usz€s 7
ln71€n72 un72ln716n72 + €n—1 Up—1€n—1
L lnen—l un—llnen—l + €n |
relacionando los elementos de A con los del producto LDU se tiene
ay; = e,
yparai=23,...,n,
¢ = liei,l, (34)
a; = ui_lliei_l + €, (35)
bi,1 = Uj—1€i—1- (36)
De las expresiones (3.4) y (3.6) se tiene
& b;_
li = —, w1 =——-, para i=2,3,....n, (3.7)
€i—1 €i—1

y sustituyendo la expresion (3.7) en la expresion (3.5) se obtiene

bi1 ¢

e = a; — e 1, para 1=2,3,...,n.

€i—16€i—1

Por tanto, los elementos de la diagonal principal de D pueden obtenerse de forma sencilla

mediante la siguiente relacion de recurrencia

€1 = an,

€ = Qi —C , para 1=223,...,n,

y los de las matrices L y U mediante las recurrencias (3.7).
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3.2 Meétodo bidireccional para dos procesadores

3.2.1 Descripciéon del método

Aunque a primera vista la factorizacién (3.3) parece de naturaleza secuencial, es posible
encontrar un paralelismo de grado dos en los cédlculos (véase Ortega [91]), es decir, se
pueden utilizar dos procesadores para obtener una factorizacion no exactamente igual
que la anterior, pero si equivalente en cuanto a complejidad. La idea original aparece en
la eliminaciéon Gaussiana bidireccional (two-sided Gaussian elimination) introducida por

Babuska [4].

Para paralelizar la factorizacién (3.3), se supone ademas que n = 2q para algin ¢ > 1.

Se considera la matriz de coeficientes particionada en bloques del siguiente modo

ap b

ca ay by

Cqg Qg by

Cot1 | Qg1 Dgy1

Cph—1 Qn-1 bn—l
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Sean las matrices

1
lo 1
3
Mo l, 1
lgr1 |1 g
L gy
1
Up—1
I 1
_ .
€2
€3
D= o
€q+1
€q+2
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y
_ - _
1 U9
1
Ug—1
1 U
V= d :
1
lgvo 1
lgys
[, 1
tales que
A=MDV. (3.8)

Si se procede como en la factorizaciéon LDU de la matriz A, los elementos de M, D y

V pueden calcularse mediante las siguientes relaciones

e Seae; = aj.

e Parat1=23,...

y calctlese

e Sea

, (g, Sea

e = ai—liei1u;q
= a; — CilU;—1.

b I . Cq+1

Ug = —, g+l — —/

(3.10)
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e Sea e, = a, y calcilese

=S gy, = b (3.11)
€n €n
e Parat=n—1n—-—2,...,q9+ 2, calcilese
€ = a; — li—i—lei—l—lui
= a; — li11b;. (3.12)
y sea
=G gy, 2 (3.13)
€; e
e Finalmente, calcilese
egr1 = Ag+1 — lgp1€qg — lgpoeqiotigio
= Qg1 — Cqr1Ug — lgy2bgia. (3.14)

Para realizar la implementaciéon de los calculos anteriores en un ordenador con dos
procesadores, se utiliza una técnica similar a la desarrollada por Van der Vorst [103] para
matrices simétricas. Obsérvese que mediante las relaciones de recurrencia (3.10) y (3.12)
se calculan todos los elementos de la diagonal principal de D excepto eqy1, estos cdlculos
pueden realizarse perfectamente en paralelo (sin necesidad de comunicacién de datos)
ya que cada procesador contiene los elementos necesarios. Sin embargo, para calcular
eq+1 (en el procesador P;) mediante la relacion (3.14) se necesita conocer el valor de e,
calculado en el procesador Fy. Por lo tanto, es necesario un paso de comunicacién para
transmitir los datos necesarios desde el procesador Fy al procesador P;. En la figura 3.1
se muestran los calculos en cada uno de los procesadores y las comunicaciones necesarias

cuando n = 8.

Para resolver el sistema (3.1) usando la factorizacién (3.8), se necesita resolver en
primer lugar el sistema M Dz = d, para z, y a continuacién el sistema V& = z, para x.

Como consecuencia de la estructura especial de las matrices M y D, el vector

21

Z2
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Py

€1 = aq,

€2 = Qg — CaU7,

€3 = a3 — C3Uy;

€4 = Q4 — C4U3;

by

Uy = —

€1

U9 =

by

€2
bs

€3
by

€4

€7

€6

eg = ag; g

= a7 — lgby;

= ag — l7bs;

Cs
€8

Cr
Iy =—
€7

Ce
lo =—
€6

Uy —_—

[a]

es = a5 — s U | — lbs

Figura 3.1: Cilculo en paralelo de los elementos de D para una matriz con n. = 8.

se puede obtener directamente de las expresiones

d
21 = —,
€1
d; — ¢z .
zi = ——, parai=23,...,q,
€i
dn
Zn = T,
€n
di — bzzz
+1 .
zi = —————, parat=n—1n—2,... .9+ 2,
€;
g1 = Cqr17g — bgy12442
Zg+1 = :

€q+1

(3.15)
(3.16)
(3.17)
(3.18)

(3.19)

Como consecuencia de la estructura de la matriz V', al resolver V@ = z se obtiene que

y por tanto

X

X

= Z; — UiTi41,

= Z;— lixi—h

Lg+1 = Zg+1

parai=gq,q—1,...,1,

parai=q+2,...,n.

(3.20)

(3.21)



3.2 Método bidireccional para dos procesadores 119

(] ]

by dy c8 ds
er=ay; w=—; 21=— eg =ag; Ilg=—; z=—

€1 €1 €8 €8

by do — com cr d7 — brzg
eg =ag —couy; Ug=—; zm=——|er=a7—Igby; l1=—; z2=———

) () er er

bg d3 — 329 Cg dg — b627
€3 =ag—c3ug; u3=—; 23=—-— |€5=ag—Ithg; l6=—; 2=—"T-—

es es €6 €6

by dy — cqz3
€4 = A4 — C4U3; Uyp = —; Zp =

€4 €4

Uy, 24 ————— ,
@] e
€5 = a5 — C5lg — b5 e5 = a5 — 05 — lgbs
B ds — c524 — b5 B ds — 05 — b5
es

r5 = z5 z5
es
T4 = Z4 — U4TH
T3 = 23 — U3TL4 r6 = 26 — lgxs
Tr9 = 29 — U3 Try = 27 — l7.7)6
T1 = 21 — UL rg = 28 — lgx7

Figura 3.2: Calculo en paralelo de la solucion del sistema (2.4) para una matriz

con n = 8.

Debe observarse que todos los célculos expresados en las relaciones (3.15)—(3.21) pue-
den desarrollarse en paralelo en dos procesadores excepto el del elemento centrales zgy1.
Todas las comunicaciones que deben realizarse estan orientadas precisamente al célculo

de este elemento.

En la figura 3.2 se muestran los calculos realizados en cada procesador para obtener

la solucién del sistema (3.1) cuando n = 8.
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Ejemplo 3.1 Sea el sistema Ax = d, donde

66 1 0 0 0 0 0 0 67
-1 66 1 0 O O 0 O 66
0 -1 66 1 0 0 0 O 66
. 0O 0 -1 66 1 0 0 O v od= 66
o 0 0 -1 66 1 0 O 66
o 0 o0 0 -1 66 1 O 66
o 0 0 0 0 -1 66 1 66
00 0 0 0 0 =1 66| | 65 |

Puesto que cada término independiente se ha obtenido como suma de los coeficientes de

su ecuacion, la solucion del sistema tiene todas sus componentes iguales a 1.

Si se aplican las relaciones (3.10)—(3.14) se obtiene

1 0 0 0 |0 o0 0 0
1
—— 1 0 0 o o0 0 0
66
66
5 0 |0 o0 0 0
66
0 0 0 0 0 0
M= 66 66 ’
0 0 0 4357 ! 4357 00
66
1 -
0 0 0 0 |0 0
0 0 0 0 o o0 L
66
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4357
0 — 0o 0|0 0 0 o0
66
4357
0 — 0 0 0 0
66
4357
0 0 —
=l 0 0o 0 o0
b= 2179 ’
0 0 0 0 |= 0 0 o0
33
4357
0 0 0 0 - 0
66
4357
o 0 0 0|0 0 =<0
66
o 0 0 0|0 0 0 66
1L o0 0 o o0 o]
66
66
JEE 0 0 0 0
66
0 0 — 1 0 0 0 0
4357
66
00 0 1 |—=—= 0 0 0
V= 4357
00 0 0 1 0 0 0
66
00 0 0 |-&= 0 0
66
00 0 0 e 0
00 0 0 0 0 41
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Utilizando las expresiones (3.15)-(3.19) se obtiene la solucién del sistema M Dz = d,

67
66
4423
4357
4423
4357
4423
z = | 4357
1
4291
4357
4291
4357
65
66

Finalmente, mediante las relaciones (3.20) y (3.21) se obtiene la solucién de V& = z que

coincide con la del sistema Ax = d;

T G U U G U GH

3.2.2 Algoritmo BSP para dos procesadores

Todo lo expuesto en la subseccién 3.2.1 sugiere el siguiente algoritmo BSP para dos

procesadores. Se supone que la matriz A y el vector de términos independientes d estan
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inicialmente almacenados en el procesador principal F.

Algoritmo 3.1 Algoritmo BSP para dos procesadores
Superpaso 1

El procesador P, envia a P, los elementos a;, b;, ¢;, d;, parai = qg+1,q+2,... ,n, excepto
b, = 0.

Superpaso 2

Calculo de los elementos ¢; y z;.

e En el procesador P,

o Sea e; = a; y calcilese z; mediante la expresién (3.15).

o Parai=23,...,q, calcilese u;_1, e; y z; usando las expresiones (3.9), (3.10) y
(3.16).

o El procesador Py envia al procesador P los elementos u, y z,.
e En el procesador P,

o Sea e, = ay, y calcilense [,,, z, utilizando las expresiones (3.11) y (3.17).

o Parai=n—1,n—2,...,q+2, calcilense ¢;, [; y z; usando las expresiones (3.12)
y (3.13) y (3.18).

o El procesador P, envia a P los elementos ;15 y 2442.

Superpaso 3

Calculo de los elementos €441, 2441 y de la solucién.

e Ambos procesadores calculan e,1 y z,+1 de acuerdo con (3.14) y (3.19), respectiva-
mente. Sea x,41 = 2441, entonces

o En el procesador Fj se calcula z;, para i = ¢q,q — 1,...,1, usando la expresion
(3.20).
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o En el procesador P; se calcula x;, parat =q+2,q9+3,... ,n, usando la expresién
(3.21).
e El procesador P, envia al procesador F, las componentes x;, parat = q¢+2,9+3,... ,n,

del vector solucion x.

El coste computacional del algoritmo 3.1 viene dado por la suma de los costes indivi-

duales de cada uno de los superpasos que lo integran.

Coste del superpaso 1. En este primer superpaso sélo hay comunicacion, por lo
que el coste aritmético es cero. El coste de comunicacion viene determinado por el envio
desde el procesador principal a P, de 4¢ — 1 elementos, correspondientes a la matriz
de coeficientes y el vector de términos independientes. Por tanto, el coste total de este

superpaso es

(2n—1)g+ 1.

Coste del superpaso 2. El procesador P, realiza una divisiéon para calcular z;, una
divisién para calcular u;, con © = 1,2, ... ¢, dos operaciones para el calculo de d; y tres
operaciones para el calculo de z;, con i = 2,3, ... ,q; en total 6g — 4 operaciones. Mientras
tanto, el procesador P realiza 6¢g— 10 (seis menos) operaciones, que corresponden a las ¢g—1
divisiones necesarias para calcular [;, coni =n,n—1,... ,¢g+2, una divisién para el calculo

de z,, 2 operaciones para calcular d; y 3 para calcular z;, cont=n—1,n—2,... ¢+ 2.

El procesador principal envia dos elementos a P; y éste a su vez comunica dos a Fj.

Luego el coste de comunicacién es 2¢g. En consecuencia, el coste del superpaso es

3n—4+2g9+1.

Coste del superpaso 3. En este superpaso se deben contabilizar las operaciones
realizadas por el procesador principal ya que P; realiza dos operaciones menos. Para
calcular los elementos e,41 y 2441 se requieren 9 operaciones y para el cdlculo de x;, con

1=1,2,...,q, se precisan 2¢q operaciones, luego el coste aritmético es 2q + 9.

En cuanto al coste de comunicacion, el procesador P; envia al procesador principal las

componentes Ty o, Tgis, ... , Ty de la solucién x, lo que supone un coste de (¢ — 1)g. Se
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tiene por tanto que el coste de este superpaso es

n+9—|—(g—1)g+l.

Sumando los costes se obtiene que el coste del algoritmo 3.1 es

5
dn +5 + 3"g + 3. (3.22)

3.3 Meétodo bidireccional para un niimero par de pro-

cesadores

En esta seccién se presenta una generalizacion para p procesadores del método estu-
diado en la seccion 3.2, basada en algunos de los resultados obtenidos en el método de
las particiones superpuestas que se ha estudiado en el capitulo 2. Se supone que tanto el

numero de procesadores, p, como el orden, n, de la matriz de coeficientes es par; asimismo

. , n
se supone que existe un numero natural k£ tal que k = —.

3.3.1 Descripciéon del método

Sea m el valor obtenido al aplicar la expresion (2.14), esto es

B 1 e(l1—672)
m = {log = log - —‘ : (3.23)

donde € es el maximo error permitido al resolver el sistema (3.1) mediante el método de

las particiones superpuestas y

max —
1<i<n a;
lu - 1 . 5_1 )

es una cota superior de la norma infinito de la solucién del mismo. Se define

m =2 [g] . (3.24)
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Se considera el sistema (3.1) particionado en g bloques de tamano 2k x 2k como sigue

_Al By 11 T | [ d; |
Cy Ay By T2 d
= : (3.25)
C%,l A%,l B%,l w%,l d%,l
Cer Az e dr
- 2 2 4 L 2 L 5

y una nueva particion en bloques (basada en la anterior) anadiendo 2m filas (respectiva-
mente, componentes) a cada uno de los bloques intermedios de la matriz de coeficientes
(respectivamente, vector de términos independientes) y m’ filas (respectivamente, com-
ponentes) a los bloques extremos de A (respectivamente, d). Los nuevos bloques estan
solapados y contienen un ntmero par de filas, de este modo se obtiene un conjunto de
subsistemas (los centrales con 2k + 2m ecuaciones e incégnitas y los extremos con 2k +m/

ecuaciones e incognitas)
s P
Aiil}i =d4a;, 1= 1,2,... ,5, (326)

donde

e A eslasubmatriz de A de tamano (2k+m’) x (2k-+m’) formada por las filas y colum-

nas 1,2,... ,2k+m’y d; es el vector formado por las componentes 1,2, ..., 2k+m/
de d;
o A; parai=2.3,... ,g — 1, es la submatriz de A de tamano (2k +2m) x (2k + 2m)

formada por las filas y columnas 2(i—1)k—m~+1,2(i—1)k—m+2,... , 2ik+my d; es
el vector formado por las componentes 2(i—1)k—m+1,2(:—1)k—m~+2, ..., 2ik+m

de d;

o flg es la submatriz de A de tamano (2k +m’) x (2k + m') formada por las filas y
columnas n — 2k —m’ + 1,n — 2k — m' 4+ 2,... ,n y, finalmente, cip,l es el vector
formado por las componentes n — 2k —m’ +1,n — 2k —m’+2,... ,n, de d.

Estos subsistemas son resueltos aplicando el algoritmo 3.1 en cada par de procesadores

(Poi2, Paic1), para i =1,2,. .. ;g‘
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El método consta de tres fases: en la primera, se comunican datos desde el procesador

principal al resto; en la segunda, se aplica el algoritmo 3.1 para resolver el sistema (3.26) en
cada par de procesadores (Py;_g, Poi_1),coni=1,2,..., g; finalmente, en la tercera fase,

cada procesador comunica sus soluciones parciales al procesador principal. A continuacion

se describen cada una de esas fases.
Fase 1

Como se ha comentado anteriormente, cada par de procesadores recibe los bloques A;
y d; de los subsistemas (3.26). En un tnico superpaso, cada procesador recibe los datos
necesarios para ejecutar el algoritmo 3.1 en la siguiente fase, el nimero total de datos

recibidos por el procesador j, para j =1,2,... ,p— 1, es 4¢(j) — 1, con

. k+2 sij=1p-2p—1,
t(j) = 2 (3.27)

k+ m, en otro caso.

La primera fila de A y d que el procesador j, para j = 1,2,... ,p— 1, debe recibir del

principal es ¢1(j), con

t(y) + 1, sij=1,
Gk —mt1, sij=2%  coni=12.. 2 2
910 =0 @i+ 1)k +1, sij=2i+1lconi=12.. 5-2 (3.28)

n—2t(j)+1, sij=p-—2
n—t(j)+1, sij=p-—1;

noétese que si p = 4 la expresion anterior se limita a

1) + 1, sij=1,
$1(j) =4 n—2t(j)+1, sij=p—2,
n—t(j)+1, sij=p-—1
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Ejemplo 3.2 Parap =38, n =40 y m = 3, la particién (3.25) tiene la forma

Al B1 Iy dl
Cy Ay B x d
2 2 2 2 _ 2 (3‘29)
Cg A3 Bg I3 dS
L Cy Ay 1 L T4 | i dy, )
m' =4y
7, sij=1,6,7

8, en otro caso.

Este ultimo valor representa el niimero total de filas que cada procesador debe recibir

de la matriz de coeficientes y del vector de términos independientes.

Al calcular la funcién ¢y, usando la expresion (3.28), se obtiene

#(1) = 8  ¢i(2) = 8  ¢1(3) = 16,
¢1(4) = 18,  ¢1(5) = 26, ¢i(6) = 27,

lo que significa que el procesador P recibe los elementos de A y d situados desde la fila 8
a la 14 excepto b4, Py recibe los elementos situados desde la fila 8 a la 15 excepto cg, Ps
recibe los elementos situados desde la fila 16 a la 23 excepto bys, P, recibe los elementos
situados desde la fila 18 a la 25 excepto c13, Ps recibe los elementos situados desde la fila

26 a la 33 excepto bss, Py recibe los elementos situados desde la fila 27 a la 33 excepto cor

v, finalmente, P; recibe los elementos situados desde la fila 34 a la 40. [
Fase 2
En esta fase cada par de procesadores (Py;_o, Py 1), para i = 1,2,... ,g, ejecutan

el algoritmo 3.1 (excepto la primera y iltima comunicacién) con los elementos que han
recibido en la fase 1. Obsérvese que, en este caso, los procesadores pares ejecutan las

mismas operaciones y comunicaciones que el procesador Py en el algoritmo 3.1, mientras
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que los procesadores impares realizan las mismas operaciones y comunicaciones que el

procesador P; en el algoritmo 3.1.
Fase 3

Tras la ejecucién del algoritmo 3.1 en la fase 2, cada procesador j, paraj =1,2,... ,p—

1, ha obtenido un vector solucién parcial de ¢(j) componentes (la solucién parcial de Py
!

m
tiene k + 5> componentes). El objetivo de esta fase es determinar qué componentes de
su solucién parcial debe enviar cada procesador al principal a fin de obtener la solucion

general del sistema (3.1).

Ejemplo 3.3 Continuando con el ejemplo 3.2, cuando se aplica la fase 2 del algoritmo 3.1
los procesadores P, a Py calculan un vector solucion parcial de 8 componentes mientras
que la solucion parcial de los procesadores Py, Py, Ps y P; tiene 7 componentes. De
cada uno de los cuatro bloques de la particion (3.29) se eligen 10 componentes como
sigue: de x; las 10 primeras componentes, de x4 las 10 tltimas y para el resto las 10
componentes centrales. Obsérvese que parte de las componentes de x;, parat = 1,2, 3,4,
estan en el procesador Py;,_o v parte en el procesador P»;_1, se necesita pues determinar

qué componentes se eligen de cada procesador. [

Todas las componentes del vector solucién parcial del primer y ltimo procesador

forman parte de la solucién general. Se deben tomar las k 1ltimas componentes en los

m/

procesadores pares, excepto en el ultimo procesador par en el que se eligen las k£ — 5

ultimas componentes, y las k primeras componentes en los procesadores impares, excepto
!

: . ) m
en el primer procesador impar en el que se toman las primeras k — 5 componentes. En

la figura 3.3 se muestra, para p = 8, la formacién de la solucién del sistema (3.1) a partir

de las soluciones parciales en cada procesador.

3.3.2 Algoritmos BSP para un numero par de procesadores

El siguiente algoritmo BSP implementa el nuevo método paralelo para resolver siste-

mas tridiagonales, basado en las tres fases que se han descrito anteriormente.
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Figura 3.3: Obtencién de la solucién general a partir de las soluciones parciales

para p = 8.
Algoritmo 3.2 Algoritmo BSP para resolver sistemas tridiagonales para p procesadores.

Superpaso 1
Inicio.
e El procesador principal calcula k = 2 m de acuerdo con (3.23) y m/ mediante (3.24).

p

e Cada procesador recibe desde el procesador principal los correspondientes elementos de
A'y d de acuerdo con la funcién ¢, definida en (3.28), esto es

! !
o P,enviaa P, lafila j-ésima de A, y dy, para j — k+m7+1, k+m7+2, 2k

o Parai:1,2,...,§—2.
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o Py envia a Py; la fila j-ésima de A, y d;, para 7=12... . k4+m.
o Py envia a Py 41 la fila j-ésima de A y d;, para j = k+m+ 1 k+m+
2,...,2k+2m.

!/

. ., P s . m
o Pyenviaa B, oy P, 1 lafila j-ésima de Ag y dg, para j = 1,2,...  k+ 5 Y

/ !/

j=k+ m? +1,k+ m? +2,...,2k +m/, respectivamente.

e El procesador principal envia m al resto de procesadores.
Superpaso 2

e Parai=1,p—2,p— 1, el procesador P; calcula m/'.

: P _ L
e Parai=1,2,... 1 los procesadores (Po;_o, Ps;_1) resuelven el subsistema A;&; = d;

ejecutando los superpasos 2 y 3 del algoritmo 3.1, excepto la comunicaciéon final de
soluciones del final del superpaso 3.

e Comunicacién de soluciones parciales.

!/ /

o P, comunica a F, las componentes k + m7 +1,k+ m7 +2,...,2k de &;.
o Parai=1,2,... ,]—9—2
2
© P,; comunica a Py las componentes m + 1, m +2,... ,m+ k de &;.
© P51 comunica a Py las componentes m+k+1,m+k+2,... ,m-+ 2k de
Tiy1-
m/
o P, 5 comunica a Py las componentes m’ +1,m' +2,... ,k+ > de @p.
2
_ m' m/ P

o P, 1 comunica a Py las componentes k‘+7 +1, k+7 +2,...,2k+m de Zy.

e El procesador principal forma la solucién x del sistema (3.1) haciendo:

o Para j =1,2,...,2k, las componentes j-ésima y (n — 2k + j)-ésima de x igual

a las componentes j-ésima y (m' + j)-ésima de ; y &z, respectivamente.
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o |

4 \ 4 4 \ 4 ) 4 M4 Y M4
L] a] ] [a] a] [ B] [&] 2]
E:::l::::::::[:::::::1:::Eﬁiﬁiﬁri{éiﬁ&m""'a:é'iiiii::I::::::::1::::::::1::]
(R el [r] [a] 2] [B] [R] 2]
L a] 2] [a] ] [B] [&] [ 2]
i barrera de Sincrondzacion.

v Y \ Y Y A Y A
(R ][] [A][A2][R] [R][P]
E‘ Y Y Y Y Y

Figura 3.4: Esquema de comunicacion para 8 procesadores del método descrito en

el algoritmo 3.2.

o Parai=1,2,... ,B—Zyjzl,Z,... , 2k, la componente

2

igual a la componente (m + j)-ésima de &;,1.

(2ik + j)-ésima de x

Obsérvese que el algoritmo 3.2 contiene tres barreras de sincronizacién ya que en

el superpaso 2 se ejecutan los superpasos 2 y 3 del algoritmo 3.1. En la figura 3.4 se

muestra un ejemplo de ejecuciéon del algoritmo para p = 8; obsérvese el especial patréon de

comunicaciones necesario: cada par de procesadores comunican entre si en el superpaso

central.

A continuacién se obtiene el coste computacional del algoritmo 3.2.
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Coste del superpaso 1. Para calcular m, a partir de los pardmetros ¢ y pu, se
necesitan 3n + 12 operaciones (véase la expresion (2.19) en la pagina 77). El célculo de k
requiere una operacion y el de m’ dos. En consecuencia, el coste aritmético del superpaso
es 3n + 15.

Para obtener el coste de comunicacion de este superpaso, debe tenerse en cuenta que el
procesador principal envia 4(k+m)—1 elementos al procesador P;, parai =2,3,... ,p—3,
y envia 4 (k + m?/) — 1 elementos al procesador P;, para j = 1,p — 2,p — 3, ademaés envia
m a todos los procesadores. Como en el peor de los casos m' = m + 1, en total envia
(p—4)(4k +4m — 1) + 3(4k + 2m + 1) + p — 1 elementos, luego el coste de comunicacion
es (4n — 4k — 10m + 4mp + 6)g.

El coste computacional del superpaso es, por tanto,

3n+ 15+ (4n — 4k — 10m + 4mp + 6)g + L. (3.30)

Coste del superpaso 2. Los procesadores que mas operaciones realizan son P,
con i = 2,3,...,p— 3. Cada pareja de procesadores resuelve un sistema de tamano
2(k +m) x 2(k + m), en consecuencia el coste aritmético del superpaso 2 del algoritmo
3.1 es 3[2(k+m)] — 4 y el del superpaso 3 es 2(k +m) + 9 (véase la expresién (3.22)). El

coste aritmético de este superpaso es, por tanto, 8k 4+ 8m + 5.

En este superpaso se pueden considerar dos etapas de comunicacién. La primera
contiene la comunicacién del superpaso 2 del algoritmo 3.1, cada pareja de procesado-
res comunican entre si 2 elementos. La segunda esta relacionada con la obtencion del
vector solucién final en el procesador principal, este recibe en total n — (k + %/) ele-
mentos del resto de procesadores. El coste total de comunicacién de este superpaso es

(n — k-5 + %) g, considerando que en el peor de los casos m' = m + 1.

El coste global de este superpaso es

3
8k+8m+5+<n—k—%+§>g+2l. (3.31)

Sumando las expresiones (3.30) y (3.31) se obtiene el coste computacional del método

descrito por el algoritmo 3.2

21 15
3n+8k+8m+20+<5n—5k—?m+4mp+7>g+3l.
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Ejemplo 3.4 Sea el sistema Ax = d, de 12 ecuaciones lineales, donde

66 1 0 0 O 0 67
-1 66 1 0 O 0 66
-1 66 1 0 0 66

1 0 66
0 66
0 66
0 66
0 66
0 66
0 66
1 66
0O 0 0 -1 66 65

0
0 0
0 0
0 O
0 0
0 0
0 O
0 0
0 0
0 O

Puesto que cada término independiente se ha obtenido como suma de los coeficientes de

su ecuacion, la solucion del sistema tiene sus doce componentes iguales a 1.

A continuacién se va a resolver el sistema aplicando el algoritmo 3.2 para 6 procesa-

dores.

La diagonal dominanza de A vale

. 67 66 66 65
5—111111{T,m,"‘ ,m,T} —33

Una cota superior de la norma infinito de la solucion del sistema viene dada por

67 66 66 65
max§ —, ==, """ s ass ap
66'66° 76666 ( g7

1 se toma un error e = 107, s ien ram iguiente valor
Si se toma erro 1073, se obtiene para m el siguiente valo

1 10-3(1 — 33°2)
1 — 71.989] = 2
log 33-1 & 67 [1.989] =2,

64
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en consecuencia m' = 2.

De las expresiones (3.27) y (3.28) se obtiene

t1) = 3, (1)
t2) = 4,  $(2)
t3) = 4 &B) =
t4) = 3, «(4)
tB) = 3, &)

esto significa que el procesador P; recibe de Py los elementos de A y d situados desde la

fila 4 hasta la fila 6 excepto el elemento bg, P, desde la fila 3 hasta la fila 6 excepto el

elemento c3, P3 desde la fila 7 hasta la fila 10 excepto el elemento bg, Py desde la fila

7 hasta la fila 9 excepto el elemento c¢; y Ps desde la fila 10 hasta la fila 12 excepto el

elemento bys.

Los procesadores Py y P, aplican los superpasos 2 y 3 del algoritmo 3.1 al subsistema

6 1 0 0 0 0
166 1 0 0 0

0 -1 66 1 0 0

0 0 -1 66 1 0

0 0 0 -1 66 1
0 0 0 0 -166]|

obteniendo como solucion del mismo

—_ = =

0.9998
| 1.0151

67
66
66
66
66
66
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Los procesadores Py y Py aplican los superpasos 2 y 3 del algoritmo 3.1 al subsistema

6 1 0 0 0 0 0 0 23 66
166 1 0 0 0 0 0 24 66
0 -1 66 1 0 0 0 0 #s 66
0 0 -1 66 1 0 0 0 i | | 66
0 0 0 -1 66 1 0 0 | |66 |
0 0 0 0 -1 66 1 0 g 66
0 0 0 0 0 -1 66 1 || & 66
[0 0 0 0 0 0 -166] &0 |66]
obteniendo como solucion del mismo
[ 0.9849 |
0.9998
1
) |
o =
1
1
0.9998
| 10151 |

Los procesadores P, y Ps aplican los superpasos 2 y 3 del algoritmo 3.1 al subsistema

6 1 0 0 0 0 & 66
166 1 0 0 0 g 66

0 -1 66 1 0 0 i | | 66
0 0 -166 1 0 || aw| |66]
0 0 0 -1 66 1 || dn 66
0 0 0 0 —1 66 |dn]| |65
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obteniendo como solucion del mismo

En la siguiente tabla se muestra la solucién parcial de cada procesador.

[ 0.9849 |
0.9998

—_ = =

Procesador

Solucion parcial

Fy

1 1 1

P

1 0.9998 1.0151

P

0.9849 0.9998 1

1

Py

1 1

0.9998 1.0151

Py

0.9849 0.9998 1

Ps

1 1 1

Finalmente, el procesador principal obtiene la solucion general a partir de las soluciones

parciales, tomando las tres componentes del vector solucion parcial en Py, la primera en

Py, la tercera y cuarta componentes de la solucion parcial en P;, las dos primeras en Ps,

la tercera en P, y las tres componentes de la solucion parcial en Ps.

En el capitulo 2 se definieron, para:=20,1,... ,p —1,

Wi =

- |a;]
min —_—
ik+1<j<(i+ 1)k | |cj| 4 |bj]

m |d;
ax :
ik+1<j<(i+ 1)k | |aj]

(3.32)

(3.33)
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entonces
o = ogl?gl;lq{&i}’ (3.34)
max {u;}
_ 0<i<p-1
no o= —1_571 . (3.35)

Al igual que se hizo en el capitulo 2, el calculo de los parametros ¢ y u se puede
realizar en paralelo. En este caso, el procesador principal envia a cada procesador P;,
para i = 1,2,... ,p — 1, las filas (ik + j)-ésismas, con j = 1,2,... ,k, del sistema de
manera que éste pueda calcular los parametros 6; y p; de acuerdo con las expresiones
(3.32) y (3.33).

Una vez calculado por F el valor de m, debe comunicar a los otros procesadores el
resto de elementos del sistema (3.1) que se necesitan para que cada pareja de procesadores

pueda resolver el subsistema de (3.26) que le corresponda. Todos los procesadores deben
!/

recibir m filas excepto P; y P,_2 que deben recibir m/' filas y P, ; que debe recibir m7

filas. La primera fila de A y d que el procesador P;, para j =1,2,... ,p— 1, debe recibir
del principal es ¢o(j), con

U +1, sij=1,
20k —m + 1, sij=2 coni=12,...,5-2,
' ‘ o - b
6o(j) = 20+ 1)k + 1, sij=2+1lconi=12,...,5-2 (3.36)

n—2k—m'+1, sij=p—2,
!

n—k:—m?%—l, sij=p—1.

El siguiente algoritmo BSP modifica el algoritmo 3.2 para realizar el calculo de 6 y i
en paralelo.

Algoritmo 3.3 Algoritmo BSP para p procesadores con célculo de ¢ y 1 en paralelo

Superpaso 1

. n
e El procesador principal P, calcula k = —.
p
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e Parai=1,2,... ,p—1, el procesador I} envia a F; los elementos c;xj, Qikyj, biksj Y
dip+j, con 3 =1,2,...  k excepto b, = 0.

Superpaso 2

e Parai = 0,1,... ,p— 1, P, calcula ¢; y u; de acuerdo con las expresiones (3.32) y
(3.33).
e Parai=1,2,... ,p—1, P, envia a F, los valores de los parametros ; y f;.

Superpaso 3

e El procesador P, calcula los pardmetros 6, 1, m y m' haciendo uso de las expresiones
(3.34), (3.35), (3.23) y (3.24).

e Parai = 1,2,...,p — 1, el procesador principal F, envia a P; los correspondientes
elementos de A y d, de acuerdo con la funcién ¢, definida en (3.36), esto es

o P, envia a P, los elementos ¢}, a;, bj y dj, con j =2k + 1,2k +2,... 2k +m/,

excepto bog .

p

o Parai=1,2,... ,5—2
o Py envia a P, los elementos c¢;, a;, b; y dj, con j = 2ik —m + 1,
2tk —m+2,...,2ik, excepto ok ma1-
o Py envia a Pyyq los elementos ¢j, aj, bj y d;, con j = 2(i + 1)k + 1,

2004+ 1)k +2,...,2(i + 1)k + m, excepto baiit1)k+m-

o Py envia a P, 5 los elementos c¢;, aj, b; y dj, con j = n — 2k —m' 4+ 1,
n—2k—m'+2,... ,n— 2k, excepto ¢, or mi1-
m/
o Py envia a P, ; los elementos ¢, a;, b; y dj, con j = n —k — > + 1,
m/
n—k—7+27... n—k.

e El procesador principal envia m al resto de procesadores.
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Superpaso 4

Como el superpaso 2 del algoritmo 3.2.

Al repartir el calculo de § y u entre p procesadores, el nimero de operaciones baja de
3n + 3 a 3k + 3, luego el coste aritmético pasa de 3n + 8k + 8m + 20 a 11k + 8m + 20;
se han introducido dos superpasos mas, por lo que el coste de sincronizacién aumenta de
3l a 5l. La comunicacién se ha incrementado en 2(p — 1) elementos (que corresponden

al envio desde los procesadores remotos a Py de los pardametros 6; y ;) por un lado y
/

. m . ; .
4m’ elementos (correspondientes a las 5 filas enviadas a P, que no seran necesarias

/
. A 5 m . .
para resolver el subsistema A2, = d; y las > filas enviadas a P,_s no necesarias para la

resolucion del subsistema Agfc% = d%) por otro; en consecuencia, el coste de comunicacion

vale

21 15
[(5n—5k—7m+4mp+7> +(4m+4+2p—2)]g

13 19
= <5n—5k—7m+4mp+2p+5> 9,

donde se ha considerado que en el peor de los casos m’ = m + 1.
A continuacién se obtiene con detalle el coste del algoritmo 3.3.

Coste del superpaso 1. Como se ha visto en el capitulo 2 (véase la expresién (2.25)

de la pagina 80), el coste de este superpaso es

1+ (4n— 4k — 1)g + 1. (3.37)

Coste del superpaso 2. En el capitulo 2 se obtuvo el coste de este superpaso (véase
(2.26), pagina 80), que es
3k+ (2p—2)g + L. (3.38)

Coste del superpaso 3. El procesador principal debe realizar tres operaciones para

calcular y, nueve operaciones para obtener el valor de m y dos operaciones para calcular
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m'; en total 14 operaciones. En este superpaso, envia el valor de m a todos los procesado-
res, envia 4m’—1 elementos a cada uno de los procesadores P, y P,_o, envia 2m' elementos
al procesador P,_; y envia 4m — 1 elementos al procesador F;, coni = 2,3,... ,p— 3, por
tanto el coste de comunicacion es [p — 1+ 2(4dm' — 1) +2m’ + (4dm — 1)(p — 4)] g. Como
en el peor de los casos m' = m + 1, se tiene que el coste del superpaso 3 es

14+ (=6m+4mp + 11)g + 1. (3.39)

Coste del superpaso 4. Puesto que este superpaso coincide con el superpaso 2 del

algoritmo 3.2, su coste viene dado por la expresion (3.31).

Sumando las expresiones (3.37), (3.38),(3.39) y (3.31) se obtiene el coste del algoritmo
3.3

13 19
11k;+8m+20+<5n—5k—?m+4mp+2p+7>g+5l. (3.40)

3.4 Resultados numeéricos

En esta seccion se analizan los tiempos previstos tedricamente y los tiempos experi-
mentales de los algoritmos 3.1, 3.2 y 3.3 (a los que se referenciara en las tablas y figuras
como TW, TW1 y TW2 respectivamente). Las pruebas experimentales se han realizado
en el IBM SP2 y el cluster de PC’s cuyas caracteristicas se han descrito en la subsec-
cion 1.5.3. Por comodidad, en la tabla 3.1 se repiten los parametros obtenidos para esas

maquinas que se muestran en la tabla 1.1.

El tiempo tedrico se ha obtenido considerando que el tamano de bloque de los mensajes

que se comunican entre los procesadores es k = — y que el coste de comunicacion de una
p

g(k) = <% + 1) oo

ademads se ha tomado m = 5. Los algoritmos 3.1 (TW), 3.2(TW1) y 3.3(TW2) han sido

implementados en Fortran usando la version v1.3 de la libreria BSPLib, se ha generando

palabra de 32 bits es

(NI

el sistema (3.1) obteniendo aleatoriamente los elementos de la matriz de coeficientes A



142 3 Métodos bidireccionales

s p [ g n s p [ g n1
45 1 423 23 26 45 1 423 2.3 8
2 3294 95 25 2 20235 709.7 3
4 5366 124 25 4 54163 13626 9
6 8164 12.5 25 6 121958 3211.2 9
(a) IBM SP2 switch (b) IBM SP2 ethernet

s p l g ni

164 1 23 02 22

2 2556 6.9 5

4 5152 74 4

6 7538 6.8 4

(c) Cluster de PC’s

Tabla 3.1: Valores de pardmetros BSP.

y, para simplificar, eligiendo el vector de términos independientes d de manera que la
solucién sea © = [1,1,... l]T. A la eleccién aleatoria de los coeficientes se le ha anadido

la restriccién de que m =5 (véase la tabla 2.1 en la pagina 70 ).

En la tabla 3.2 y la figura 3.5 se muestran los tiempos tedricos y experimentales, me-
didos en segundos, del algoritmo 3.1 (TW) en el IBM SP2 con 2 procesadores utilizando
switch y en las tablas 3.3, 3.4 y figuras 3.6, 3.7 se muestran los tiempos tedricos y experi-
mentales, medidos en segundos, de las algoritmos 3.2(TW1) y 3.3(TW2) en el IBM SP2
para 4 y 6 procesadores utilizando switch.

En la tabla 3.5 y la figura 3.8 se muestran los tiempos tedricos y experimentales,
medidos en segundos, del algoritmo 3.1 (TW) en el IBM SP2 con 2 procesadores utilizando
ethernet y en las tablas 3.6, 3.7 y figuras 3.9, 3.10 se muestran los tiempos tedricos y
experimentales, medidos en segundos, de las algoritmos 3.2(TW1) y 3.3(TW2) en el IBM
SP2 para 4 y 6 procesadores utilizando ethernet.
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Tabla 3.2: Tiempos tedricos y experimentales del algoritmo 3.1 (TW), medidos

en un IBM SP2 con 2 procesadores interconectados mediante switch, para

128 < n < 524288.

IBM SP2 2 procesadores switch

T™W

n Teodrico Experimental
128 | 0.0003 0.0003
256 | 0.0003 0.0007
512 | 0.0004 0.0009
1024 | 0.0006 0.0006
2048 | 0.0010 0.0009
4096 | 0.0017 0.0017
8192 | 0.0031 0.0030
16384 | 0.0060 0.0062
32768 | 0.0117 0.0113
65536 | 0.0233 0.0234
131072 | 0.0463 0.0441
262144 | 0.0923 0.0880
524288 | 0.1845 0.1818
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0.004
Bresrico TW
0.003 O Experimental TW
b0.002 |
seg
0.001 F
0.000
128 256 512 1024 2048 4096 8192
n
(a) 128 < n < 8192
0.20
BTeorico TW
0.15 L DOExperimental TW
! 0.10
(seg) 0 [
0.05 +
0.00

16384 32768 65536 131072 262144 024288

(b) 16384 < n < 524288

Figura 3.5: Tiempos tedricos y experimentales del algoritmo 3.1 (TW) en un IBM

SP2 con 2 procesadores interconectados mediante switch.
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IBM SP2 4 procesadores switch

n

Teérico Experimental

TW1

Teérico Experimental

TW2

128
256
512
1024
2048
4096
8192
16384
32768
65536
131072
262144
524288

0.0005
0.0006
0.0007
0.0011
0.0017
0.0030
0.0056
0.0107
0.0210
0.0416
0.0829
0.1653
0.3302

0.0006
0.0006
0.0013
0.0012
0.0017
0.0029
0.0054
0.0105
0.0206
0.0413
0.0805
0.1572
0.3249

0.0007
0.0008
0.0010
0.0013
0.0018
0.0030
0.0054
0.0101
0.0196
0.0386
0.0766
0.1525
0.3043

0.0008
0.0008
0.0014
0.0014
0.0019
0.0029
0.0052
0.0098
0.0193
0.0372
0.0735
0.1478
0.2928

Tabla 3.3: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 3.2 (TWI1) y
3.3 (TW2), medidos en un IBM SP2 con 4 procesadores interconectados mediante

switch, para 128 < n < 524288.
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Breorico TW1
O Experimental TW1

0.005
HTeorico TW2
Experimental TW2
0.004 t
b 0,003 t

0.000 ﬂJ I:IJ ﬂ_l
128 256 512

(a) 128 <n <8192

1024 2048 4096 8192

n

0.35
3 :Teo'rico TW1
Experimental TW1
0.30
3 HTedrico TW2
025 L Experimental TW2
0.20
t I
(seg) 015
0.10
0.05
0.00

16384 32768 65536 131072 262144 524288
n

(b) 16384 < n < 524288

Figura 3.6: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 3.2 (TW1) y
3.3 (TW2) en un IBM SP2 con 4 procesadores interconectados mediante switch.
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IBM SP2 6 procesadores switch

n

Teérico Experimental

TW2

126
252
504
1008
2016
4032
8064
16128
32256
64512
129024
258048
516096

TWI1
Teérico Experimental
0.0007 0.0011
0.0008 0.0010
0.0010 0.0010
0.0013 0.0017
0.0020 0.0020
0.0034 0.0033
0.0061 0.0057
0.0115 0.0112
0.0225 0.0224
0.0443 0.0429
0.0879 0.0878
0.1751 0.1739
0.3496 0.3450

0.0011
0.0012
0.0013
0.0016
0.0023
0.0035
0.0060
0.0110
0.0210
0.0410
0.0811
0.1612
0.3213

0.0016
0.0013
0.0013
0.0021
0.0022
0.0034
0.0059
0.0107
0.0207
0.0409
0.0810
0.1594
0.3168

Tabla 3.4: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 3.2 (TWI1) y
3.3 (TW2), medidos en un IBM SP2 con 6 procesadores interconectados mediante

switch, para 126 < n < 516096.
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0.007
I .Teéricg TW1
0006 L OExperimental TW1
r M Tebrico TW2 v
0005 L Experimental TW2
0.004 +
t -
(se8) 0.003
0.002
0.001
0.000
126 252 504 1008 2016 4032 8064
n
(a) 126 < n < 8064
0.35
I .Teéricg TW1
0.30 F OExperimental TW1
r HTebrico TW2
025 Experimental TW2
0.20 t+
t -
(seg) 0,15

0.10

0.05

0.00

16128 32256 64512 129024 258048 516096
n

(b) 16128 < n < 516096

Figura 3.7: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 3.2 (TW1) y 3.3
(TW2) en un IBM SP2 con 6 procesadores interconectados mediante switch.
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Tabla 3.5: Tiempos tedricos y experimentales del algoritmo 3.1 (TW), medidos

en un IBM SP2 con 2 procesadores interconectados mediante ecthernet, para

128 < n < 524288.

IBM SP2 2 procesadores ethernet

T™W

n Teodrico  Experimental
128 | 0.0040 0.0051
256 | 0.0065 0.0078
512 | 0.0116 0.0122
1024 | 0.0217 0.0245
2048 | 0.0420 0.0503
4096 | 0.0826 0.0807
8192 | 0.1637 0.1935
16384 | 0.3259 0.3267
32768 | 0.6503 0.6570
65536 | 1.2992 1.2962
131072 | 2.5969 2.5170
262144 | 5.1923 4.9264
524288 | 10.3831 10.2384
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0.25
BTesrico TW
020 - OExperimental TW
0.15
t
(seg)
0.10
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Figura 3.8: Tiempos tedricos y experimentales del algoritmo 3.1 (TW) en un IBM

SP2 con 2 procesadores interconectados mediante ethernet.
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IBM SP2 4 procesadores ethernet
TW1 TW2

n Teérico Experimental | Teérico Experimental
128 | 0.0136 0.0159 0.0167 0.0199
256 | 0.0208 0.0192 0.0238 0.0223
512 | 0.0353 0.0397 0.0383 0.0457
1024 | 0.0645 0.0756 0.0673 0.0776
2048 | 0.1227 0.1317 0.1255 0.1353
4096 | 0.2392 0.2581 0.2419 0.2614
8192 | 0.4722 0.4516 0.4747 0.4645
16384 | 0.9382 1.5570 0.9403 1.5768
32768 | 1.8703 1.7849 1.8716 1.8026
65536 | 3.7344 3.7286 3.7340 3.7290
131072 | 7.4625 7.3648 7.4589 7.4057
262144 | 14.9188 14.6156 14.9087 14.6577
524288 | 29.8315 29.5015 29.8082 29.0884

Tabla 3.6: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 3.2 (TW1) y 3.3
(TW2), medidos en un IBM SP2 con 4 procesadores interconectados mediante et-

hernet, para 128 < n < 524288.
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(b) 16384 < n < 524288

3.9: Tiempos tecricos y experimentales de los algoritmos 3.2 (TW1) y

3.3 (TW2) en un IBM SP2 con 4 procesadores interconectados mediante ethernet.
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IBM SP2 6 procesadores switch
TW1 TW2

n Teérico Experimental | Teérico Experimental
126 | 0.0387 0.0530 0.0462 0.0613
252 | 0.0569 0.0693 0.0640 0.0826
504 | 0.0941 0.1485 0.1011 0.1578
1008 | 0.1689 0.1939 0.1758 0.2076
2016 | 0.3188 0.3595 0.3256 0.3873
4032 | 0.6187 0.7034 0.6253 0.6810
8064 | 1.2185 1.2018 1.2249 1.2027
16128 | 2.4181 2.2668 2.4241 2.2816
32256 | 4.8173 5.1613 4.8224 5.2240
64512 | 9.6158 9.3562 9.6191 9.4004
129024 | 19.2128 17.9982 19.2125 17.9316
258048 | 38.4068 37.5757 38.3993 35.7255
516096 | 76.7948 74.5992 76.7730 75.1931

Tabla 3.7: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 3.2 (TW1) y 3.3
(TW2), medidos en un IBM SP2 con 6 procesadores interconectados mediante et-

hernet, para 126 < n < 516096.
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Figura 3.10: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 3.2 (TW1) y
3.3 (TW2) en un IBM SP2 con 6 procesadores interconectados mediante ethernet.
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En la tabla 3.8 y la figura 3.11 se muestran los tiempos tedricos y experimentales, me-
didos en segundos, del algoritmo 3.1 (TW) en el cluster de PC’s para 2 procesadores y en
las tablas 3.9, 3.10 y figuras 3.12, 3.13 se muestran los tiempos teoricos y experimentales,
medidos en segundos, de las algoritmos 3.2(TW1) y 3.3(TW2) en el cluster de PC’s para

4 y 6 procesadores.

Los tiempos han sido obtenidos para diferentes tamanos de la matriz de coeficientes,
en el IBM SP2 el tamano varfa desde 128 a 524288 para 2 y 4 procesadores y desde 126 a
516096 para 6 procesadores; en el cluster de PC’s el tamano de la matriz de coeficientes

varia desde 128 a 65536 para 2 y 4 procesadores y desde 126 a 64512 para 6 procesadores.

En las figuras 3.14, 3.15 y 3.16 se muestra el porcentaje de desviacién del tiempo

experimental con respecto al tedrico en funciéon del tamano n del sistema.

Las mayores diferencias entre el tiempo previsto y el experimental se obtienen en los
sistemas de tamano pequeno en los que, por lo general, suele ser mayor el tiempo experi-
mental que el tedrico. A medida que aumenta el tamano de sistema el tiempo obtenido
experimentalmente se ajusta mejor al esperado, para tamanos grandes la desviacién (salvo

alguna excepcion) oscila entre el 0% y el 5%.

En las tablas 3.11, 3.12 y 3.13 se muestra el algoritmo mas rapido (tedrica y experi-
mentalmente) entre los algoritmos 3.2 (TW1) y 3.3 (TW2), en cada una de las méquinas
para los distintos tamanos de sistema. Se observa que en el IBM SP2 utilizando switch
es mejor calcular m en paralelo (esto es, el algoritmo 3.3) para valores de n > 4100. En
el IBM SP2 utilizando ethernet y en el cluster de PC’s es mejor el algoritmo 3.3 para

tamanos de sistema mayores, por encima de 50000 ecuaciones.

En la tabla 3.14 se muestra el speed-up y la eficiencia de los algoritmos 3.1 (TW),
3.2(TW1) y 3.3(TW2) con respecto al método de eliminacién de Gauss para sistemas
tridiagonales, que es el mejor algoritmo secuencial para la resolucién de sistemas tridia-
gonales, considerando los tiempos tedricos de los sistemas de tamano maximo de los que

se han obtenido resultados experimentales en cada una de las maquinas.

La eficiencia que se obtiene no es muy buena, y en caso del IBM SP2 con ethernet es
pésima; sin duda un factor determinante es el valor de g. Para otras maquinas con menor
valor de g se obtiene mejor eficiencia, como es el caso de un CRAY T3D o un CRAY

T3E. Por comodidad, en la tabla 3.15 se repiten los valores de los parametros de estas
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Cluster de PC’s 2 procesadores
W

n Teérico Experimental
128 | 0.0038 0.0043
256 | 0.0039 0.0042
512 | 0.0041 0.0039
1024 | 0.0045 0.0049
2048 | 0.0053 0.0059
4096 | 0.0068 0.0069
8192 | 0.0100 0.0098
16384 | 0.0163 0.0161
32768 | 0.0289 0.0283
65536 | 0.0541 0.0523

Tabla 3.8: Tiempos tedricos y experimentales del algoritmo 3.1 (T'W) medidos en
un cluster de PC’s, para 2 procesadores y 128 < n < 65536.

maquinas que se muestran en la tabla 2.16, para las mismas se obtiene el speed-up y la
eficiencia que figura en la tabla 3.16 considerando el mismo tamano de sistema que para
la tabla 3.14.
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Figura 3.11: Tiempos tedricos y experimentales del algoritmo 3.1 (TW) en un

cluster de PC’s para 2 procesadores.
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Cluster de PC’s 4 procesadores

n

TW1

Teodrico Experimental

Teodrico Experimental

TW2

128
256
012
1024
2048
4096
8192
16384
32768
65536

0.0101 0.0116
0.0102 0.0112
0.0105 0.0110
0.0111 0.0115
0.0123 0.0193

0.0146 0.0136
0.0193 0.0186

0.0287 0.0268
0.0475 0.0471
0.0851 0.0842

0.0166
0.0168
0.0170
0.0175
0.0186
0.0206
0.0248
0.0331
0.0496
0.0828

0.0199
0.0186
0.0178
0.0171
0.0282
0.0192
0.0237
0.0326
0.0481
0.0820

Tabla 3.9: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritinos 3.2 (TW1) y
3.3 (TW2) medidos en un cluster de PC'’s, para 4 procesadores y 128 < n < 65536.
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Figura 3.12: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 3.2 (TW1) y
3.3 (TW2) en un cluster de PC’s para 4 procesadores.
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Cluster de PC’s 6 procesadores

n

TW1

Teodrico Experimental

Teodrico Experimental

TW2

126
252
504
1008
2016
4032
8064
16128
32256
64512

0.0224 0.0252
0.0226 0.0251
0.0229 0.0223
0.0234 0.0220
0.0246 0.0262

0.0268 0.0260
0.0314 0.0311
0.0405 0.0382
0.0586 0.0582
0.0950 0.0902

0.0373
0.0374
0.0376
0.0381
0.0391
0.0411
0.0450
0.0529
0.0686
0.1000

0.0426
0.0416
0.0381
0.0357
0.0417
0.0403
0.0425
0.0506
0.0675
0.0984

Tabla 3.10: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmnos 3.2 (TW1) y
3.3 (TW2) medidos en un cluster de PC'’s, para 6 procesadores y 126 < n < 64512,
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Figura 3.13: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 3.2 (TW1) y
3.3 (TW2) en un cluster de PC’s para 6 procesadores.
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Figura 3.14: Diferencias porcentuales entre los tiempos tedricos y experimentales
de los algoritmnos 3.1 (TW), 3.2 (TW1) y 3.3 (TW2) en un IBM SP2 con switch.
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Figura 3.15: Diferencias porcentuales entre los tiempos tedricos y experimentales
de los algoritmnos 3.1 (TW), 3.2 (TW1) y 3.3 (TW2) en un IBM SP2 con ethernet.
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Figura 3.16: Diferencias porcentuales entre los tiempos tedricos y experimentales
de los algoritinos 3.1 (TW), 3.2 (TW1) y 3.3 (TW2) en un cluster de PC’s.
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IBM SP2 switch
4 procesadores 6 procesadores
n Teér. Exper. n Teér. Exper.
128 | TW1 TWI1 126 | TW1 TWI1
256 | TW1 TWI1 252 | TW1 TWI1
512 | TW1 TW1 504 | TW1 TW1
1024 | TW1 TW1 1008 | TW1 TW1
2048 | TW1 TWI1 2016 | TW1 TWI1
4096 | TW1  TW2 4032 | TW1  TW1
8192 | TW2 TW2 8064 | TW2 TW1
16384 | TW2 TW2 16128 | TW2 TW2
32768 | TW2  TW2 32256 | TW2  TW2
65536 | TW2  TW2 64512 | TW2  TW2
131072 | TW2  TW2 | 129024 | TW2 TW2
262144 | TW2  TW2 | 258048 | TW2 TW2
524288 | TW2  TW2 | 516096 | TW2 TW2

Tabla 3.11: Algoritino més rdpido (tedrica y experimentalinente) entre los algorit-

mos 3.2 (TW1) y 3.3 (TW2) en un IBM SP2 switch.
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IBM SP2 switch
4 procesadores 6 procesadores
n Teér. Exper. n Teér. Exper.
128 | TW1 TWI1 126 | TW1 TWI1
256 | TW1 TWI1 252 | TW1 TWI1
512 | TW1 TW1 504 | TW1 TW1
1024 | TW1 TW1 1008 | TW1 TW1
2048 | TW1 TWI1 2016 | TW1 TWI1
4096 | TW1  TW1 4032 | TW1  TW2
8192 | TW1 TW1 8064 | TW1 TW1
16384 | TW1 TWI1 16128 | TW1  TWI1
32768 | TW1 TWI1 32256 | TW1  TWI1
65536 | TW2 TWI1 64512 | TW1 TW1
131072 | TW2  TWI1 | 129024 | TW2 TW2
262144 | TW2  TW1 | 258048 | TW2 TW2
524288 | TW2  TW2 | 516096 | TW2 TW1

Tabla 3.12: Algoritino més rdpido (tedrica y experimentalinente) entre los algorit-
mos 3.2 (TW1) y 3.3 (TW2) en un IBM SP2 ethernet.
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Cluster de PC’s

4 procesadores 6 procesadores

n Teér. Exper. n Teér. Exper.
128 | TW1 TWI1 126 | TW1 TW1
256 | TW1 TWI1 252 | TW1 TWI1
512 | TW1 TW1 504 | TW1 TWI1
1024 | TW1 TW1 1008 | TW1 TW1
2048 | TW1  TWI1 2016 | TW1  TWI1
4096 | TW1  TW1 4032 | TW1  TW1
8192 | TW1 TW1 8064 | TW1 TW1
16384 | TW1 TWI1 | 16128 | TW1 TWI1
32768 | TW1  TWI1 | 32256 | TW1 TWI1
65536 | TW2 TW2 | 64512 | TW1 TWI1

Tabla 3.13: Algoritino més rdpido (tedrica y experimentalinente) entre los algorit-

mos 3.2 (TW1) y 3.3 (T'W2) en un cluster de PC’s.
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IBM SP2 switch IBM SP2 ethernet
TW o TW1 TW2 TW o TW1 TW2
p| S E, Sp L, pl Sp E, Sp L,
210.51 25.26% 210.01 0.45%
410.28 7.06% |0.31 7.66% 410.00 0.08% | 0.00 0.08%
61026 4.37% |0.29 4.76% 6| 0.00 0.02% | 0.00 0.02%
(a) IBM SP2 switch (b) IBM SP2 ethernet

Cluster de PC’s

TW o TW1 TW2
SP EP SP EP
0.59  29.50%

0.37  9.36% | 0.39 9.63%
0.33  5.51% | 0.31 5.23%

[ TNV =

(c) Cluster de PC’s

Tabla 3.14: Speed-up (S)) y eficiencia (E,) de los algoritmos 3.1 (TW), 3.2 (TW1)
v 3.3 (TW2) en un IBM SP2 y un cluster de PC’s.
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s p [ g n
12 1 68 03 94
2 164 0.7 71

4 168 0.7 66

8§ 175 0.8 59

16 181 0.9 61

32 201 1.1 28

64 148 1 27

128 301 1.1 20

256 387 1.2 15

5 P l g n
467 1 8 212 9
2 269 087 33

4 357 0.87 40

8§ 506 0.81 40

16 751 1.04 38

32 1252 1.31 45

(a) CRAY T3D

(b) CRAY T3E

Tabla 3.15: Valores de parametros BSP.
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CRAY T3D CRAY T3E
TW o TW1 TW2 TW o TW1 TW2

p Sp L, Sp L, Pl S E, Sp L,
2 | 1.96 97.84% 2 | 1.57 78.60%
4 | 1.27 31.67% | 1.97 49.20% 4 | 117 29.27% | 1.73  43.32%
8 | 1.39 17.38% | 2.56 31.96% 8 | 1.39 17.31% | 2.54 31.72%
16 | 142 891% |2.85 17.84% 16 | 1.35 8.41% | 2.55 15.95%
32 | 1.35  4.22% | 265 829% 32 1.22 7.60% |212 13.25%
64 |1.43 223% |3.03 4.73%
128 | 1.38  1.08% |2.82 2.21%
256 | 1.32  0.52% | 2.61 1.02%

(a) CRAY T3D (b) CRAY T3E

Tabla 3.16: Speed-up (S)) y eficiencia (E,) de los algoritmos 3.1 (TW), 3.2 (TW1)
v 3.3 (TW2) en un CRAY T3D y un CRAY T3E.



