Capitulo 2

Método de las particiones

superpuestas

2.1 Preliminares

En general, se utilizard la siguiente notacién para una matriz tridiagonal A de tamano

nxn

a; by

Co Q2 by

Cp—1 Qp-1 bnfl

Cn A
Se dice que una matriz tridiagonal A de tamano n x n es estrictamente diagonal
dominante si
la;| > |bi] + |ci|, parai=1,2,... n; (2.2)
donde ¢; = b,, = 0.
Sib; 0y ciz1 #0, parai =1,2,... ,n— 1 la matriz es irreducible.
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Es conocido que si A es una matriz tridiagonal, estrictamente diagonal dominante,
entonces es no singular y se puede realizar la eliminacién Gaussiana sin intercambio de
filas en cualquier sistema lineal cuya matriz de coeficientes sea A (véase por ejemplo
Burden y Faires [21], paginas 366 y 372).

Para una matriz A de tamano n x n tridiagonal e irreducible, se define la diagonal

dominanza 6 como

|@z’|

g 1%3“n{|biy+yci1 } (2:3)

Obviamente, si A es estrictamente diagonal dominante, entonces 6 > 1 por la expre-
sién (2.2.)

Si @ es la solucion de un sistema Ax = d y se toma otro vector s como solucion del

mismo, la cantidad de error cometido viene determinada, por ejemplo, por |/e|| ., donde

e =T —S.

2.2 Descripcién del método.

Se considera el problema general de obtener la solucion del sistema
Ax =d, (2.4)

donde A es una matriz tridiagonal, estrictamente diagonal dominante e irreducible, dada

por la expresién (2.1) y

d

es el vector de términos independientes.
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. , n .
Se supone que existen dos niimeros naturales k y p tales que k = — y se considera en

Aik41

Cik+2

subdiagonal

y superdiagonal

bikt1

Qik+2

Cis1 =

A la siguiente particion por bloques

Ao
Ch

bik+2

Cli+1)k—=1  A(i+1)k—1 b(i—i—l)k:—l

By
A

donde cada uno de los bloques diagonales

Ci+1)k

By
Cps Apy By
Cp1 A,

A(i+1)k

es una matriz tridiagonal de tamano k£ x k y, para ¢ =

2

1_

0,1, ..

00 0 Cli+1)k+1
0
0]
0
0
0 -
0 0
0
| b [0 ... 00

es una matriz de tamano k£ x k con un sélo elemento no nulo.

(2.5)

.,p — 2, cada bloque
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En los vectores @ y d se considera una particion por bloques conforme con la realizada
en la matriz de coeficientes A, es decir

T ]
€ d,
x = y d= : (2.6)
Lp—2 dy_s
[ Tp-1 d,
con
BT [ dir |
Tik+2 dik+2
T, = : y d;= : , parai=0,1,... ,p— 1.
T(i+1)k—1 d(i+1)k—1
Ti+1)k | i d(i+1)k

En consecuencia, el sistema (2.4) se puede escribir como

I Ay By 11 T | [ dy |
Cl Al Bl I dl
' = (2.7)
Cpa Apa By Lp—2 d, >
L Cp,1 Ap,1 1 L Tp-1 | i dp,1 i
Si se denota por s; la solucion del sistema
Azwzzdz, ZIO,]_, ,p—]_, (28)
se obtiene el vector
_ . .
S1
s = ,
Sp—2
L Sp—1 ]
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que no coincide exactamente con el vector solucién del sistema (2.4), ya que en su ob-
tencién se ha omitido alguna informacién del sistema (los bloques subdiagonales y su-
perdiagonales); aunque se pueden utilizar las diferentes soluciones de los subsistemas

independientes (2.8) para formar la solucién del sistema (2.4).

Cada una de estas soluciones s;, para i =0,1,... ,p— 1, contiene una cierta cantidad
de error. Como se puede observar en el siguiente ejemplo, dependiendo del valor particular
de la diagonal dominanza de A y del tamano de los bloques, este error se puede hacer

muy pequeno en las componentes centrales de s;.

Ejemplo 2.1 En el sistema (2.4), se considera n = 24, a; = 30, parai = 1,2,... ,n,
b = —ciy1 = 1, parai =1,2,... n—1yd; =¢;+a; +b;, parat = 1,2,... .n (con
bn =C(C1 = 0)

Por la forma en que se ha construido, resulta inmediato que la solucion x del sistema
tiene todas sus componentes iguales a 1.

Para p =4 (y por tanto k = 6) el sistema se puede expresar como

Ay By T dy
C, A B x| | d
Cy Ay By T N dy

i Cs Az | | 3 | | ds |

El sistema Ayxo = dy, esto es

(30 1 0 0 0 0 ][a ]| [31]
13 1 0 0 0] 30
0 -13 1 0 0 ||a| |30
0 0 -13 1 0| |a| [|30]
0 0 0 -1 30 1 || as 30

0 0 0 0 -130]|w]| |30
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tiene solucion

—_ = =

So =
1

0.9989
| 1.0333 |

Los sistemas Ajx1 = dy y Asxs = dg tienen la misma matriz de coeficientes

30 1. 0 0 0 O
-130 1 0 0 O
0 -1 30 1 0 O
Al - AQ -
0o 0 -1 30 1 O
o 0 0 -1 30 1
0 0 0 0 -1 30

v el mismo vector de términos independientes

30
30
30
30
30
30

por tanto sus vectores solucion coinciden

[ 0.9667 |
0.9989

81 = 89 =

0.9989
| 1.0333 |
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El sistema Azxs = d3, 0 sea

30 1.0 0 0 O T1g 30
-1 30 1 0 0 0 20 30
0 -1 30 1 0 O Tor || 30
0 0 -130 1 0 ||an]| [30]
0O 0 0 -1 30 1 To3 30
00 0 0 -1 30 | 2o | | 29 |
tiene solucion
[ 0.9667 |
0.9989
1
S3 =
1
1
L 1 .
Si se toma
o]
s = 51
S2
| S3

como solucion del sistema Ax = d, parai = 1,2, 3 en las componentes Sg;, Sgi+1 S¢ produce
un error igual a 3.33 X 1072, en s¢;_1, Seivo €l error que se comete es 0.11 x 1072 (menor)

v en el resto de componentes no se produce error.

En cambio, si en el sistema (2.4) se considera a; = 20 para i = 1,2,...,24,
bi = —ciy1 = 1, para i = 1,2,...,23 y d; = ¢; +a; +b;, para 1 = 1,2,...,24

(con by, = ¢; = 0) se obtienen las siguientes soluciones de los sistemas A;x; = d;, para
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1=0,1,2,3;
o] [ 0.9501 | [ 0.9501 |
1 0.9975 0.9975
1 0.9999 0.9999
Sp = , S1 =82 = , S3=
1.0001 1.0001 1
0.9975 0.9975 1
| 1.0499 | | 1.0499 | 1

En esta ocasion, el error se produce en las tres iltimas componentes de sy, en las tres

primeras de s3 y en todas las componentes de los vectores 81 y Ss.

Por tltimo, si en el sistema (2.4) se considera a; = 4, parai = 1,2,... ,24, y el resto
de valores como en los dos casos anteriores, se obtienen los siguientes vectores solucion de

los sistemas A;x; = d;, parai=0,1,2,3;

[ 0.9998 [ 0.7637 [ 0.7639
1.0007 0.9450 0.9443
0.9969 0.9837 0.9368
S — , 81 = 89 = , S3 =
1.0132 1.0101 0.9969
0.9443 0.9435 0.9993
| 1.2361 | 1.2359 | 0.9998 |

En este caso, se comete error en todas las componentes de los vectores s;, parat = 0,1, 2, 3.

En los tres casos el tamano de los bloques de la particion no ha variado, en cambio si
ha variado la diagonal dominanza que en el primer caso es igual a 15, en el segundo 10 y

en el ultimo 2.

Si ahora se considera en el primer caso p = 6 (y por tanto k = 4), la diagonal

dominanza es la misma pero el tamano de los bloques es distinto. El sistema (2.4) se
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puede expresar como

Ay By o do
¢y A B T d;
Co Ay By 2 | dy
Cy A; B zs || ds
Cy, Ay By T4 d,
i Cs As 1 L %5 | i ds ]
Se obtienen los siguientes vectores solucion de los sistemas A;x; = d;, para
1=0,1,...,5;
1] [ 0.9667 | [ 0.9667 |
1 0.9989 0.9989
So = ; 81 =82 =83=84= y 85 =
0.9989 0.9989 1
| 1.0333 | | 1.0333 | 1]

Ahora, el error se produce en las dos 1ltimas componentes de sy, en las dos primeras

de s5 y en todas las componentes de las vectores centrales s;, 1 = 1,2,3,4. [

Para minimizar y acotar el error, el método OPM (OQwverlapped Partitions Method)
propone considerar una nueva particién (véase Larriba, Jorba, y Navarro [72]) basada
en la particién natural dada en la expresién (2.7), anadiendo 2m filas (respectivamente,
componentes) a cada uno de los bloques diagonales de la matriz de coeficientes (respecti-
vamente, vector de términos independientes) y m filas (respectivamente, componentes) al
primer y ultimo bloque de la matriz de coeficientes (respectivamente, vector de términos
independientes). Como consecuencia, cada uno de los nuevos bloques esta solapado con

sus adyacentes (véase la figura 2.1) y se obtiene un nuevo conjunto de subsistemas
Agi=d;, i=0,1,...,p—1, (2.9)
donde

e Ay eslasubmatriz de A de tamafio (k+m) x (k4m) formada por las filas y columnas

1,2,... . k+my dy es el vector formado por las componentes 1,2,...  k+m de d;
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__________ ———

,_________
S
=

I e

U
N

a

1

1
e =

Figura 2.1: Particién natural y superpuesta de A y d para p = 4.

~

o A; parai=1,2,... ,p— 2 es la submatriz de A de tamano (k + 2m) x (k + 2m)
formada por las filas y columnas ik —m+ 1,ik—m+2,... ,(i+1)k+my d; es el

vector formado por las componentes ik —m + 1,ik —m+2,..., (i + 1)k +m de d;

o Ap,l es la submatriz de A de tamano (kK + m) x (k + m) formada por las filas y
columnas j=n—k—m+1,n—k—m+2,... ,ny, finalmente, cip_l es el vector

formado por las componentesn —k—m+1,n—k—m+2,... ,n de d.

En la figura 2.1 se muestran, para p = 4, los bloques A;, d; marcados con trazo

continuo y los bloques A;, d; con trazo discontinuo.

Para obtener la solucién del sistema (2.4), se resuelven los subsistemas (2.9) por eli-
minacién Gaussiana (no hay que realizar intercambio de filas por ser la matriz A estric-
tamente diagonal dominante), de cada subsistema intermedio se eligen las & componentes
centrales del vector solucion, del primer subsistema se toman las k primeras y del tltimo
las k dltimas. En la figura 2.2 se muestra, para p = 4, la formacién de la solucion del

sistema (2.4) a partir de las soluciones de los subsistemas (2.9).
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Ago=dy [k m

A, =d, m k m

Ayy = dy m k m

Ay = dy m k]
Az =d | k | k | k | k |

Figura 2.2: Obtencién de la solucién general a partir de las soluciones parciales

para p = 4.

2.3 Precision del método

En la seccion 2.2 no se ha especificado nada acerca de la forma de calcular m, que
representa el nimero de ecuaciones superpuestas entre dos bloques contiguos. En esta
seccion, el parametro m se obtiene como una funcion de la diagonal dominanza 6 de la

matriz de coeficientes y el maximo error permitido e.

Teorema 2.1 Six es la solucion del sistema (2.4) se tiene

i { }
1<i<n
el <

1—61 7

di

a;

(2.10)

con 6 la diagonal dominanza de la matriz A.
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Demostracion: La matriz A se puede descomponer como A = D + B, donde

ay [ 0 bl

a9 Co 0 bQ

an—1 Cn—1 0 bnfl

Qn Cn 0

El hecho de que la matriz A sea estrictamente diagonal dominante implica que es no

singular por lo que D también lo es, con

de manera que A se puede escribir como

A=D(I+D"'B)

y asi
x=A"'d=(+D"'B)"'Dd,
con lo que
el < [/(7+ DBy Y|_ | D td|_. (2.11)
Ahora bien

1 1
DB, 141

|(I+D7'B)7| < (2.12)



2.3 Precision del método 59

ya que

N
o0 1<i<n ||

mientras que

di

a;

|D7'd|| = max { } : (2.13)
o0 1<i<n
Por tanto, de las expresiones (2.11), (2.12) y (2.13) se obtiene la desigualdad (2.10). |
Lema 2.1 Si D = diag(A) y

X1

X2

In

es la solucion del sistema (2.4), se tiene

§—h+1 B .
|z;| < T HD dHOO, parai=1,2,... n;
donde
(i) h=14, sidy=d3=---=d, =0.
(i) h=n—i+1,sidy=dy=---=d, 1=0.
(iii) h=min{i,n —i+ 1}, sido=ds=---=d,—1 =0.

Demostracién: De la expresién (2.13) se tiene

x = (D'd) — N(D™'d) + N*(D'd) — N*(D~'d) + - --
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(i) Obsérvense los siguientes productos.

_*_
0
0
D7 'd =
0
_0_
_O* __*_ _0_
x 0 % 0 *
. * 0 0 0
N(D d) = _
x 0 * 0 0
i * O_ _O_ _0_
_O* __O_ _*_
* 0 % * 0
x 0 % 0 *
N*(D 'd) = _
x 0 x 0 0
i * O_ _O_ _0_
_O* __>|<_ _0_
x 0 * 0 *
x* 0 x * 0
N3(D_1d) = _
* 0 * 0 *
i * O_ _O_ _0_
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Debido a la especial estructura de la matriz N, se tiene que el primer término de la

serie (2.3) que afecta a la componente z; estd en N 1(D~1d). Nétese que los términos

NY(D~'d), N**2(D~d),... no contribuyen en el cdlculo de la componente z;, mientras
que los términos N1 (D~'d), N**3(D~'d),... si. Como consecuencia
;| < |NTHDT'A)|| + |[NTHDT )|+ [[NTEDT )|+

IN

N[ D7+ [N D+ IV | D
(67 + 6+ 6 ] D

= e st Dl

57i+1 B
- ..

(ii) En este segundo caso, los productos tienen la siguiente forma

0]
0
D'd =
0
0
_*_
[0« 1To] T[ol
* 0 =x 0 0
N(DTd) = 0 ol o
* *
x 0 =* 0 *
i *O__*_ _0_




62 2 Método de las particiones superpuestas

[0« 1To] [o]
0 0 0
NQ(Dfld) — * * _
x 0 x 0 *
* 0 * * 0
i *O_ _O_ kN
[0« 1Tol TJol
N3(Dld) — * 0 % 0 |
x 0 x * 0
x 0 = 0 *
i *O_ KN _0_

El primer término de la serie (2.3) que afecta a la componente z; estd en N /(D ~d).
Los términos N"~"1(D~d), N*="3(D~!d), ... no influyen en el cdlculo de x;, en cambio

los términos N"=*2(D~1d), N"="*(D~'d), ... si lo hacen. En consecuencia
el < INTHDT )|+ [[NTTED )+ [NTTHD T
< INILT D7 + NI D7 + NI [ D7
)" ) ) o

= st ) D)

51'771 3
- bl

(iii) Ahora, los productos tienen la forma
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N(D'd) =

N (D7'd) =

D7 'd

0 =
* 0 %

* 0 %

o O O

o O O

o O O

o O O
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-O * 11«1 -O_
* 0 * 0 *
* 0 % * 0
* 0 % 0 *
NY (D 'd) = .
* 0 0 *
x 0 % * 0
* 0 0 *
x 0 * 0

Sii <n—i+1, el primer término de la serie (2.3) que afecta a la componente z; estd

en N"1(D'd). Razonando de forma andloga a la del apartado (i) se tiene que

oo’

Por el contrario, si @ > n — i+ 1 el primer término de la serie (2.3) que afecta a la

componente x; estd en N"~/(D~'d). Actuando como en el apartado (ii) se obtiene

1—n

5
ul s 7%=

D],
]

Teorema 2.2 Sea € > 0 un numero real, m el numero de ecuaciones que se solapan al
resolver el sistema (2.4) mediante el método de las particiones superpuestas y pu una cota

superior de la norma infinito de la solucion del mismo. Si

1 e(1—672)
> .
m > [log = log M —‘ ) (2.14)

entonces el error cometido al aplicar el método es menor que €.

Demostracién: Se considera en el sistema (2.4) la particién en bloques dada en la
expresion (2.7). A partir de ella se obtiene una nueva particién anadiendo 2m filas (respec-

tivamente, componentes) a cada uno de los bloques intermedios de la matriz de coeficientes
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(respectivamente, vector de términos independientes) y m filas (respectivamente, compo-
nentes) al primer y ltimo bloque de la matriz de coeficientes (respectivamente, vector
de términos independientes). Como consecuencia, cada uno de los nuevos bloques esta
solapado con sus adyacentes y se obtiene el nuevo conjunto de subsistemas dado en la
expresion (2.9).

A~

Para simplificar, se redefine cualquier subsistema flﬁ:l = d; como Az =d y los indices
del mismo desde 1 hasta r. La situacién del subsistema A& = d en el sistema general

tiene la siguiente forma

615]0 + dli’l + bli’g - d1
égi’l + &2352 + bQi’g = dg
Cr1Tp—2 + Qpr1Tp1 + brflajr = r—1

CrZr—_1 + a,T, -+ brxr+1 - dr

donde ¢ y b, son los elementos omitidos del sistema general al resolver el subsistema

A% = d. Nétese que ¢, = 0 para el primer subsistema y by =0 para el ultimo.

Si @ es la solucion del sistema general, se representa por @’ a la restriccion de x a las
variables del subsistema A& = d. Se puede escribir entonces

0
)
€XTr = wl = s
T,
/
xr—l—l
verificandose
~ 7 AT o 3
Cl$0+a13§1+b1$2 = d1

oo ~o 7o
Gy tapx, + b, = d,.
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El error que se comete al tomar &’ como solucién del subsistema A% = d viene determi-

nado por
e=x—x,

siendo & el vector solucion del mismo. Como

Az =
dr—l
d,
y
P, lA) ] i d o~
a1Ty + 012, 1— C1X
dy dy
Awl g g s
drfl drfl
AT ~ CZ i) /
Cry_y + Gy L Gr = Orpgq
se tiene
51$6
0
Az — Az’ = =c,
0
T
L bT’xr+1
por lo que
Ae=rc

Aplicando el lema 2.1 al sistema anterior, se tiene la siguiente acotacién para la i-ésima
componente de e
—h+1

T-52 HD_ICHOO, parat=1,2,...,n;



2.3 Precision del método

67

donde

1, en el ultimo subsistema,
h=4¢ r—i+1, en el primer subsistema,

min{i,r —i+ 1}, en los subsistemas intermedios
y D = diag(A).

Ahora bien, para el primer subsistema

| > min L =0
b,| —1=ise | bl 4 e

con lo que
by| |2 ‘
1 _ ) T) Tl —1
D76l = o < 67 el
Para el ultimo subsistema
il 5
61’
con lo que
1 el @l _ 1y
e = 1l ¢ oy
> ||
Finalmente, para los subsistemas intermedios
5y sy
Cl| br
con lo que
~ byl |2 }
_ c| |xy [ Tr41 B B
D] = max ¢ LLEBE L st}
| ||

En cualquier caso
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donde p es una cota superior de ||z v asi

—h
lei] < gt Dara i=1,2,...,r (2.15)

Por otra parte, al ser 6 > 1, se cumple que

1>61t>62>...>6".

En el ultimo subsistema, las m primeras componentes de e provienen de ecuaciones de

solapamiento, en las demas se tiene la siguiente acotaciéon, para j =m+1,m+2,... ,r,
6~ o "

| < < 2.16

|6J|—1_6_2M 1_5_2 M? ( )

En el primer subsistema las m tltimas ecuaciones son de solapamiento. Las r—m primeras

componentes de e cumplen

§—(r—i+1) 5—m
|e.]| S 1_ 6_2 /"L < 1_ 5_2 M? (217)

conj=12...,r—m.

En los subsistemas intermedios las m primeras y ultimas ecuaciones son de solapa-
miento. Las r — 2m componentes intermedias del vector de error estan acotadas como
sigue

5 min{j,n—j+1} §—m

I ——— 218)

1_6_2 /’LJ
conj=m+1m+2 ..., 7r—m.

Si se toma m de manera que cumpla la desigualdad 2.14 entonces

1—62
mlog6~" < log u,
]

esto es
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o
T

Figura 2.3: Valor de m en funcién de 6 para distintos valores de e.

O sea

6—m
T—52°°
lo que implica, por las expresiones (2.16), (2.17) y (2.18), que el error cometido es menor

que €. [ |

Para cada sistema en particular, de las expresiones (2.14) y (2.10) se puede determinar

m y obtener, aplicando el método, la solucion x.

En la figura 2.3 se muestra una grafica de los diferentes valores de m en funcion de la

diagonal dominanza 6 y el maximo error permitido €, donde pu se ha calculado utilizando
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m

5 10 100 200 1000

10792 3.14899 1.88411 1.09877 1.02438 1.01332
e 107% | 18.23523  4.37983 1.19132 1.04131 1.02172
10716 | 1802.18329 42.55320 1.48022 1.08736 1.04409

Tabla 2.1: Rango de la diagonal dominanza 6 dependiendo del maéximo error tole-

rado € y del numero de ecuaciones solapadas m.
la expresién (2.10) para el caso concreto

max { } =1.9.
1<i<n

Para otros valores de i se obtienen graficas con formas semejantes a la de la figura 2.3.

di

a;

Se observa que para valores de la diagonal dominanza no muy proximos a 1, se obtienen
valores de m pequenos (aumentando este valor cuanto menor sea el error € tolerado) y que
para valores de 6 préoximos a 1 el valor de m crece con tendencia a +o0o (para § = 1.01 y
¢ = 10716 se obtiene m = 4626). Ademds, diferentes pares (6, ¢) producen el mismo valor
de m, debido a que este parametro esta determinado por una funcién entera de variable

real.

En la tabla 2.1 se muestra el minimo valor de é necesario para no superar el error ¢,

dado un valor de solapamiento m fijo.

2.4 Paralelizacion del método.

Este método es facilmente paralelizable pues basta con considerar que p es el niimero de
procesadores (generalmente, los procesadores se representardan por P;, para
i =0,1,... ,p— 1) y asignar a cada procesador la solucién de uno de los subsistemas

dados en la expresién (2.9). El siguiente algoritmo describe esa tarea.
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Algoritmo 2.1 Método de las particiones superpuestas en paralelo
Paso 1

Se calcula 6 conforme a la expresién (2.3), se obtiene . mediante la expresién (2.10) y
utilizando la expresion (2.14) se determina m.

Paso 2

A partir de m, se asignan a cada procesador las ecuaciones necesarias para obtener la
particion superpuesta.

Paso 3
Cada procesador resuelve el subsistema correspondiente dado por la expresién (2.9).

Paso 4

El vector solucién del sistema original se obtiene tomando las £ primeras componentes
del vector solucién de Agxy = dy, las k componentes centrales de los vectores solucion de

~ ~

Aix; = d;, para i = 1,2,... ,p— 2, y las k dltimas componentes del vector solucién de

p—1Lp—1 = dp—l-

Ejemplo 2.2 En el sistema (2.4), se considera n = 24, a; = 30, parai = 1,2,... ,n,
b = —ciy1 = 1, parai =1,2,... n—1yd; =¢;+a; +b;, parat = 1,2,... .n (con
b, = ¢1 =0). Por la forma en que se ha construido, resulta inmediato que la solucién del

sistema tiene todas sus componentes iguales a 1.

La diagonal dominanza 6 esta dada por

0 = min —|ai|
1<i<24 | |by] + |
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El parametro p vale

di

(07

max
1<i<24

Heo= 1_61

31 30 29 29
max{ —, —, ..., ==, =—
30" 30 30" 30

1—1571

31

28
= 1.1071.

Si se quiere que el error cometido € sea inferior a 1073, se debe tomar m de manera

que

1
log 151 © 31
28

1 1026
= |- log 1072 +1
log 15 <Og +log 1141)}

I 3+ g 1026
= _ —_ O —
log 15 & T1a1

— [2.5901],

por ejemplo m = 3.
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El procesador Py resuelve el subsistema A%y = dy, esto es

cuya solucion es

—_ = = = e

0.9989
1.0333

(30 1 0 0 0 0 0 0 0][m= 31
13 1 0 0 0 0 0 0]z 30
0 -13 1 0 0 0 0 0|/ 30
0 0 —-13 1 0 0 0 0/ 30
0 0 0 -13 1 0 0 0|/ 30
0 0 0 0 13 1 0 0|/ 30
0 0 0 0 0 -13 1 0/|]|a 30
0 0 0 0 0 0 —1 30 1 || 30

0 0 0 0 0 0 0 -130] | 30

Cada uno de los procesadores P, y P, deben resolver, respectivamente, el subsistema
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d, , esto es

A~

Cil y 142532 =

~

Ay

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

30

Xyg

X5

L6

Xr

xg

X9

Z10

x11

x12

Z13

X14

X15

Z10

x11

x12

x13

X14

X15

x16

X171

x18

x19

20

X1

30

0
1

1
-1 30
-1 30

0
0

-1 30

0

0

0
1

-1 30

1
0

-1 30

0

0
1

-1 30

0

0
1

-1 30

0

0
1

-1 30

0
1

-1 30

0

0

0
1

-1 30

0

0
1

-1 30

0
0

30

0
1

-1 30

1
0
0

-1 30

0
0

-1 30

0
1

-1 30

0

0
1

-1 30

0
0

0
1

-1 30

0
1

-1 30

0

0

0
1

-1 30

0
0

0
1

-1 30

0

0
1

-1 30

0

0
1

-1 30

0
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respectivamente, cuyas soluciones son

0.9667
0.9989

&
)
I
&
)
I
e e e e

0.9989
1.0333

Por tltimo, el procesador P3 debe resolver el subsistema Az&z = ds, esto es

30 1.0 O O O 0 0 O T16
-13 1 0 0 0 0 0 O T17

0o -1.30 1 0 O O 0 O 18

0O 0 -1 30 1 0 0 0 0 219

o 0 o0 -1 30 1 0 0 0 T20

o 0o o o0 -1 30 1 0 0 T2

o o o o0 0 -1 30 1 0 22

o 0o o o 0 0 -1 30 1 23
00 0 0 0 0 0 =130/ | 2

30
30
30
30
30
30
30
30
29
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cuya solucion viene dada por

0.9667 |
0.99891
1

S
w
Il

—_ = = = e

La solucion del sistema original se obtiene tomando las seis primeras componentes de

&y, las seis componentes centrales de &1 y &9 y las seis 1iltimas componentes de 3. [

2.5 Algoritmos BSP

La implementacién del algoritmo 2.1 segin el modelo BSP se describe en el algo-
ritmo 2.2. Se supone que tanto la matriz de coeficientes como el vector de términos

independientes se encuentran en el procesador principal F.
Algoritmo 2.2 Algoritmo BSP del método OPM para un sistema tridiagonal
Superpaso 1

e El procesador principal F, calcula k = % y los parametros 0, 11 y m usando las expresiones
(2.3), (2.10) y (2.14).

e El procesador Py envia al procesador P;, para i = 0,1,... ,p — 1, el bloque A; y las
componentes del vector d;, correspondientes a la particiéon superpuesta.

e El procesador F, envia el valor de m al procesador P;, parai=1,2,... ,p— 1.
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Superpaso 2

e Para i = 0,1,... ,p — 1, cada procesador P; resuelve el subsistema A;&; = d; por

eliminacién Gaussiana.

e Parai=1,2,...,p— 1, el procesador P, comunica al procesador F; las componentes
m+1,m+2,... m+kde&,.

e El procesador principal forma la solucién x del sistema (2.4), haciendo:

o Paraj=1,2,...  k, la componente j-ésima de x igual a la componente j-ésima

de filo.

oParai=1,2,...,p—1yj=12,... k la componente (ki + j)-ésima de x
igual a la componente (m + j)-ésima de &;.

Para obtener el coste computacional del algoritmo, se calcula el coste de cada uno de

los superpasos individuales.

Coste del superpaso 1. El coste aritmético de este superpaso viene determinado
por el calculo en el procesador principal de los pardmetros k, 6, 1 y m. La obtencion
de k requiere una operacion, para calcular la diagonal dominanza se necesita realizar 2n
operaciones, para el calculo de ;1 —de acuerdo con la expresién (2.10)— se necesitan n+ 3
operaciones y para calcular m —mediante (2.14)— 9 operaciones aritméticas. Por tanto

el coste aritmético de este superpaso es 3n + 13.

En cuanto al coste de comunicacion, el procesador que mas comunica es el principal
que envia a P;, parai=1,2,...,p— 1, el valor de m, el bloque A; y las componentes del

vector d;; comunica por tanto p — 1 + [4(k + 2m) — 2|(p — 2) + 4(k + m) — 1 elementos,

por lo que el coste total del superpaso es

3n+ 13+ (4n— 4k — 12m +8mp —p + 2)g + L. (2.19)

Coste del superpaso 2. Resolver un sistema tridiagonal de r ecuaciones mediante
el método de eliminacién de Gauss para sistemas tridiagonales requiere un total de 8r —7
operaciones, por lo que el coste aritmético del superpaso es 8(k+2m)—7, que corresponde

al numero de operaciones realizadas por cualquiera de los procesadores intermedios.
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Los procesadores P;, parat = 1,...,p — 1, comunican k£ componentes de su solucion
parcial al procesador principal, lo que supone un coste de comunicacién k(p — 1). En

consecuencia, el coste del superpaso 2 es

(8k+16m —T7)+ (n—k)g+ L. (2.20)

Sumando las expresiones (2.19) y (2.20), se obtiene que el coste total del algoritmo es
(3n + 8k + 16m + 6) + [5n — bk — 12m + 8mp — p + 2]g + 2.

El célculo de los pardametros ¢ y u requiere 3n + 3 operaciones, tarea que puede

realizarse en paralelo. Aunque esto conlleva un aumento del nimero de superpasos y un

ligero incremento en el numero de comunicaciones, en muchos casos supone una reduccion

en el coste total del algoritmo.

Parai=0,1,... ,p— 1, se definen

§ =  min il U (2.21)
ik+1<5<(i+ 1)k | |c;| + |b;]
d
i = max —| i , (2.22)
ik+1<5<(i+ 1)k | |ay]
entonces
b = Oglglgllr)l_l{éi}, (2.23)
max {p;}
0<i<p-1
= = — 2.24

El siguiente algoritmo BSP modifica el algoritmo 2.3 para realizar el cdlculo de 6 y

en paralelo.
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Algoritmo 2.3 Algoritmo BSP del método OPM para un sistema tridiagonal, con célculo
de 6 y 1 en paralelo

Superpaso 1

e El procesador principal Py calcula k = %

e Parai=1,2,... ,p—1, el procesador F; envia a F; los elementos ¢;xj, @iktj, biksj Y
dip+j, con 3 =1,2,... kK, excepto b, = 0.

Superpaso 2

e Parai = 0,1,... ,p— 1, P, calcula ¢; y u; de acuerdo con las expresiones (2.21) y
(2.22).
e Parai=1,2,... ,p—1, P, envia a F, los valores de los parametros ; y f;.

Superpaso 3

El procesador P, calcula los parametros 6, 11y m haciendo uso de las expresiones (2.23),
(2.24) y (2.14).

Para ¢ = 1,2,... ,p — 2, el procesador principal F, envia a P; las filas j-ésima vy
(m+ k + j)-ésima de A;yd;, conj=1,2... m.

El procesador principal envia a P,_; la fila j-ésima de Ap,l y cip,l, conj=1,2,... ,m.

Parai=1,2,... ,p— 1, el procesador P, envia a P; el valor de m.

Superpaso 4

Como el superpaso 2 del algoritmo 2.2.

Al repartir el calculo de ¢ y p entre p procesadores, el nimero de operaciones baja
de 3n + 3 a 3k + 3 y el coste aritmético de 3n + 8k + 16m + 6 a 11k + 16m + 6; se han

introducido dos superpasos mas, por lo que el coste de sincronizacion aumenta de 2/ a 4l y
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se ha incrementado la comunicacién en 2(p — 1) elementos (ya que desde los procesadores
remotos se envia a Py los pardmetros ¢; y p;), en consecuencia, el coste de comunicacién

vale
[bn — bk —12m +8mp —p+ 2+ 2(p — 1)]g = (5n — 5k — 12m + 8mp + p)g.
A continucacién se obtendra con detalle el coste del algoritmo 2.3.

Coste del superpaso 1. La obtencién de k requiere una operacién. Cada procesador
recibe del principal 4k elementos, por lo que el coste de comunicacién es [4k(p — 1) — 1]g

y el coste del superpaso

1+ (4n—4k—1)g+1. (2.25)

Coste del superpaso 2. El célculo de ¢; en cualquier procesador requiere 2k opera-
ciones mientras que el de y; necesita k operaciones. Cada procesador (excepto Fy) envia
al procesador principal los valores de ¢; y p; que en total recibe 2(p — 1) elementos; en

consecuencia el coste del superpaso es

3k + (2p — 2)g + 1. (2.26)

Coste del superpaso 3. El procesador principal debe realizar 3 operaciones para
calcular p y 9 para obtener el valor de m por lo que el coste aritmético es 12. En este
superpaso el procesador que mas comunica es el principal que transmite m a todos los
procesadores, envia a P, ; la cantidad de 4m —1 elementos y a P, parai =1,2,... ,p—2,
un total de 8m — 2 elementos; o sea, comunica p— 1+ 4m — 1+ (8m —2)(p — 2) elementos.

Se tiene por tanto el siguiente coste para el superpaso 3
12+ (—12m +8mp —p+2)g + L. (2.27)
Coste del superpaso 4. Puesto que este superpaso coincide con el superpaso 2 del
algoritmo 2.2, su coste viene dado por la expresiéon (2.20)

La suma de las expresiones (2.25), (2.26), (2.27) y (2.20) da como resultado el coste
global del algoritmo 2.3

(11k + 16m + 6) + (5n — 5k — 12m + 8mp + p)g + 4l. (2.28)



2.6 Resultados numéricos

81

5 p l g n
45 1 423 23 26
2 3294 95 25
4 5366 124 25
6 8164 125 25

SIS

(a) IBM SP2 switch

5 p l g n1
45 1 423 2.3 8
2 20235 709.7 3
4 54163 13626 9
6 121958 3211.2 9

(b) IBM SP2 ethernet

s p l g ni
164 1 23 02 22
2 2556 6.9 5

4 5152 74 4

6 7538 6.8 4

(c) Cluster de PC’s

Tabla 2.2: Valores de pardametros BSP.

2.6 Resultados numéricos

En esta seccion se analizan los tiempos previstos tedricamente y los tiempos experi-

mentales de los algoritmos 2.2 y 2.3 (a los que se referenciard en las tablas y figuras como

OPM1 y OPM2 respectivamente). Las pruebas experimentales se han realizado en el

IBM SP2 y el cluster de PC’s cuyas caracteristicas se han descrito en la subseccién 1.5.3.

Por comodidad, en la tabla 2.2 se repiten los parametros obtenidos para esas maquinas

que se muestran en la tabla 1.1.

El tiempo tedrico se ha obtenido considerando que el tamano de bloque de los mensajes

que se comunican entre los procesadores es k = — y que el coste de comunicacion de una
p
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palabra de 32 bits es

g(k) = <% + 1) Goos

ademds se ha tomado m = 5. Los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3 (OPM2) han sido im-
plementados en Fortran usando la version v1.3 de la libreria BSPLib, se ha generando
el sistema (2.4) obteniendo aleatoriamente los elementos de la matriz de coeficientes A
y, para simplificar, eligiendo el vector de términos independientes d de manera que la
solucién sea x = [1,1,..., 1]T. A la eleccion aleatoria de los coeficientes se le ha anadido
la restriccion de que m = 5 (véase la tabla 2.1). Si en el ejemplo 2.2 se toma € = 102, se

obtiene de manera sencilla un sistema tridiagonal en el que m = 5.

En general, para medir cualquier tiempo se ha adoptado la estrategia que consiste
en realizar un cierto numero de veces el mismo experimento y quedarse con el valor
minimo, repitiéndose esta rutina en diversos dias y horas, siempre con uso exclusivo de
las méquinas (o los nodos necesarios en el caso del IBM SP2) y tomando como valor
definitivo el minimo de todos ellos. Esta estrategia, si es exhaustiva, permite medir el

mejor rendimiento posible.

En las tablas 2.3, 2.4 y 2.5 y figuras 2.4, 2.5 y 2.6 se muestran los tiempos tedricos y
experimentales, medidos en segundos, de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3 (OPM2) en el
IBM SP2 para 2, 4 y 6 procesadores utilizando switch, mientras que en las tablas 2.6, 2.7
y 2.8 y figuras 2.7, 2.8 y 2.9 se muestran los tiempos tedricos y experimentales, medidos
en segundos, de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3 (OPM2) en el IBM SP2 para 2, 4 y
6 procesadores utilizando ethernet. Estos tiempos han sido obtenidos para diferentes
tamanos de la matriz de coeficientes en un rango que varia desde 128 a 524288 para 2 y
4 procesadores y desde 126 a 516096 para 6 procesadores. En las tablas 2.9, 2.10 y 2.11
y figuras 2.10, 2.11 y 2.12 se muestran los tiempos tedricos y experimentales, medidos en
segundos, de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3 (OPM2) en el cluster de PC’s para 2, 4 y 6
procesadores, en este caso el tamano de la matriz de coeficientes varia desde 128 a 65536

para 2 y 4 procesadores y desde 126 a 64512 para 6 procesadores.
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IBM SP2 2 procesadores switch
OPM1 OPM2

n Teérico Experimental | Teérico Experimental

128 | 0.0002 0.0002 0.0004 0.0004
256 | 0.0003 0.0006 0.0004 0.0009

512 | 0.0004 0.0009 0.0005 0.0011
1024 | 0.0006 0.0006 0.0007 0.0009
2048 | 0.0010 0.0011 0.0011 0.0011
4096 | 0.0019 0.0019 0.0019 0.0020

8192 | 0.0036 0.0034 0.0035 0.0036
16384 | 0.0070 0.0068 0.0066 0.0063
32768 | 0.0139 0.0144 0.0129 0.0123
65536 | 0.0276 0.0268 0.0255 0.0243

131072 | 0.0550 0.0527 0.0507 0.0484
262144 | 0.1098 0.1062 0.1012 0.0974
524288 | 0.2193 0.2187 0.2020 0.2012

Tabla 2.3: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2), medidos en un IBM SP2 con 2 procesadores interconectados mediante
switch, para 128 < n < 524288.



84 2 Método de las particiones superpuestas

0.004
Bte6rico OPM1
OExperimental OPM1
0.003 | oot opyia
b 0.002 t
(seg)
0.001 ¢
0.000 Irall | ﬂ_l ﬂ_l
128 256 512

1024 2048 4096 8192

n

(a) 128 <n <8192

0.25
BTerico OPM1
OExperimental OPM1

0.20 +  ®rerico oPM2

Experimental OPM2
0.15 |
t
(seg)

0.10

0.05

0.00

16384 32768 65536 131072 262144 524288
n

(b) 16384 < n < 524288

Figura 2.4: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2) en un IBM SP2 con 2 procesadores interconectados mediante switch.



2.6 Resultados numéricos

IBM SP2 4 procesadores switch
OPM1 OPM2

n Teérico Experimental | Teérico Experimental

128 | 0.0004 0.0005 0.0006 0.0007
256 | 0.0005 0.0005 0.0007 0.0007

512 | 0.0006 0.0010 0.0008 0.0013
1024 | 0.0010 0.0011 0.0011 0.0014
2048 | 0.0016 0.0017 0.0017 0.0018
4096 | 0.0029 0.0027 0.0029 0.0027

8192 | 0.0055 0.0052 0.0053 0.0053
16384 | 0.0106 0.0105 0.0100 0.0099
32768 | 0.0209 0.0200 0.0195 0.0188
65536 | 0.0415 0.0403 0.0385 0.0370

131072 | 0.0828 0.0812 0.0764 0.0734
262144 | 0.1652 0.1649 0.1523 0.1517
524288 | 0.3301 0.3269 0.3041 0.3006

Tabla 2.4: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2), medidos en un IBM SP2 con 4 procesadores interconectados mediante
switch, para 128 < n < 524288.
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0.006
Bre6rico OPM1
OExperimental OPM1
0.005 t+
HETebrico OPM2
Experimental OPM2
0.004 +
F0.003 |
(seg)
0.002 +
0.001 +
T
128 256 512

1024 2048 4096 8192

n

(a) 128 <n <8192

0.35
3 =£e6ricp OPM} oPAL
030 | xperimental 1
- ';eéricp OPM% OPAS
025 i xperimenta.
0.20
t I
(se8) 0,15
0.10
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0.00

16384 32768 65536 131072 262144 524288
n

(b) 16384 < n < 524288

Figura 2.5: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2) en un IBM SP2 con 4 procesadores interconectados mediante switch.
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IBM SP2 6 procesadores switch
OPM1 OPM2

n Teérico Experimental | Teérico Experimental

126 | 0.0006 0.0008 0.0009 0.0013
252 | 0.0007 0.0008 0.0010 0.0012

504 | 0.0008 0.0008 0.0012 0.0011
1008 | 0.0012 0.0015 0.0015 0.0018
2016 | 0.0018 0.0017 0.0021 0.0019
4032 | 0.0032 0.0029 0.0033 0.0031

8064 | 0.0059 0.0058 0.0058 0.0054
16128 | 0.0114 0.0113 0.0108 0.0106

32256 | 0.0223 0.0221 0.0209 0.0200
64512 | 0.0441 0.0432 0.0409 0.0401
129024 | 0.0877 0.0877 0.0809 0.0808
258048 | 0.1750 0.1682 0.1610 0.1591
516096 | 0.3494 0.3366 0.3211 0.3196

Tabla 2.5: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2), medidos en un IBM SP2 con 6 procesadores interconectados mediante
switch, para 126 < n < 516096.
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0.007
BTesrico OPM1L
OExperimental OPM1
0.006
ETedrico OPM2
0 005 i Experimental OPM2
0.004
(se2) 0.003 |

0.002 +

0.001 | ﬂ‘—H—\J
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(a) 126 < n < 8064

BTe6rico OPM1
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n

(b) 16128 < n < 516096

Figura 2.6: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3

(OPM2) en un IBM SP2 con 6 procesadores interconectados mediante switch.
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IBM SP2 2 procesadores ethernet
OPM1 OPM2

n Teérico Experimental | Teérico Experimental
128 | 0.0037 0.0046 0.0046 0.0056
256 | 0.0063 0.0069 0.0072 0.0076
512 | 0.0114 0.0130 0.0122 0.0130
1024 | 0.0215 0.0235 0.0224 0.0264
2048 | 0.0419 0.0465 0.0427 0.0511
4096 | 0.0826 0.0782 0.0833 0.0815
8192 | 0.1639 0.1764 0.1646 0.1817
16384 | 0.3267 0.3213 0.3271 0.3125
32768 | 0.6522 0.6367 0.6520 0.6581
65536 | 1.3033 1.2936 1.3020 1.3145
131072 | 2.6053 2.6271 2.6019 2.5932
262144 | 5.2095 5.2019 5.2016 5.1770
524288 | 10.4178 10.3532 10.4012 10.3583

Tabla 2.6: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2), medidos en un IBM SP2 con 2 procesadores interconectados mediante
ethernet, para 128 < n < 524288.
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O Experimental OPM1
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(b) 16384 < n < 524288

Figura 2.7: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2) en un IBM SP2 con 2 procesadores interconectados mediante ethernet.
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IBM SP2 4 procesadores ethernet
OPM1 OPM2

n Teérico Experimental | Teérico Experimental
128 | 0.0136 0.0159 0.0162 0.0181
256 | 0.0207 0.0189 0.0232 0.0219
512 | 0.0352 0.0408 0.0376 0.0425
1024 | 0.0642 0.0770 0.0667 0.0757
2048 | 0.1225 0.1309 0.1249 0.1369
4096 | 0.2390 0.2467 0.2413 0.2562
8192 | 0.4720 0.4700 0.4741 0.4612
16384 | 0.9380 1.4150 0.9397 1.4889
32768 | 1.8700 1.8280 1.8709 1.7308
65536 | 3.7341 3.5331 3.7333 3.5249
131072 | 7.4623 7.3731 7.4582 7.3865
262144 | 14.9186 14.3351 14.9080 14.6099
524288 | 29.8313 29.2817 29.8075 28.4591

Tabla 2.7: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2), medidos en un IBM SP2 con 4 procesadores interconectados mediante
ethernet, para 128 < n < 524288.
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Figura 2.8: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2) en un IBM SP2 con 4 procesadores interconectados mediante ethernet.
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IBM SP2 6 procesadores ethernet
OPM1 OPM2

n Teérico Experimental | Teérico Experimental
126 | 0.0412 0.0546 0.0471 0.0622
252 | 0.0586 0.0758 0.0644 0.0824
504 | 0.0954 0.1552 0.1012 0.1627
1008 | 0.1700 0.2054 0.1758 0.2019
2016 | 0.3198 0.3761 0.3255 0.3665
4032 | 0.6196 0.6954 0.6252 0.6916
8064 | 1.2194 1.1769 1.2247 1.1771
16128 | 2.4190 2.3189 2.4239 2.3334
32256 | 4.8182 5.1487 4.8222 5.0714
64512 | 9.6167 9.3015 9.6189 9.2169
129024 | 19.2137 18.8224 19.2123 18.1330
258048 | 38.4077 36.4179 38.3992 37.6399
516096 | 76.7957 75.1663 76.7728 71.9154

Tabla 2.8: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2), medidos en un IBM SP2 con 6 procesadores interconectados mediante
ethernet, para 126 < n < 516096.
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Figura 2.9: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3

(OPM2) en un IBM SP2 con 6 procesadores interconectados mediante ethernet.
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Cluster de PC’s 2 procesadores

OPM1 OPM2
n Teodrico Experimental | Teorico Experimental
128 | 0.0026 0.0028 0.0050 0.0055
256 | 0.0027 0.0029 0.0052 0.0059
512 | 0.0030 0.0029 0.0054 0.0055
1024 | 0.0035 0.0039 0.0058 0.0064

2048 | 0.0044 0.0045 0.0067 0.0077
4096 | 0.0064 0.0064 0.0085 0.0086

8192 | 0.0103 0.0101 0.0120 0.0119
16384 | 0.0181 0.0175 0.0190 0.0190
32768 | 0.0336 0.0319 0.0331 0.0323
65536 | 0.0648 0.0641 0.0613 0.0592

Tabla 2.9: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2), medidos en un cluster de PC’s, para 2 procesadores y 128 < n < 65536.
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Figura 2.10: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y
2.3 (OPM2) en un cluster de PC’s con 2 procesadores.
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Cluster de PC’s 4 procesadores

OPM1 OPM2
n Tedrico Experimental | Teérico Experimental
128 | 0.0068 0.0077 0.0134 0.0152
256 | 0.0069 0.0078 0.0135 0.0144
512 | 0.0072 0.0076 0.0137 0.0151
1024 | 0.0078 0.0079 0.0143 0.0136
2048 | 0.0090 0.0134 0.0153 0.0224

4096 | 0.0113 0.0109 0.0174 0.0169
8192 | 0.0160 0.0158 0.0215 0.0215
16384 | 0.0254 0.0239 0.0298 0.0292
32768 | 0.0442 0.0429 0.0463 0.0446
65536 | 0.0819 0.0807 0.0795 0.0782

Tabla 2.10: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritinos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2), medidos en un cluster de PC’s, para 4 procesadores y 128 < n < 65536.
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Figura 2.11: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y
2.3 (OPM2) en un cluster de PC’s con 4 procesadores.



2.6 Resultados numéricos

Cluster de PC’s 6 procesadores

OPM1 OPM2
n Tedrico Experimental | Teérico Experimental
126 | 0.0150 0.0180 0.0299 0.0353
252 | 0.0152 0.0167 0.0300 0.0336
504 | 0.0155 0.0154 0.0302 0.0302
1008 | 0.0160 0.0150 0.0307 0.0294
2016 | 0.0172 0.0180 0.0317 0.0336

4032 | 0.0194 0.0186 0.0337 0.0330
8064 | 0.0240 0.0230 0.0376 0.0374
16128 | 0.0331 0.0310 0.0455 0.0451
32256 | 0.0512 0.0496 0.0612 0.0585
64512 | 0.0876 0.0867 0.0926 0.0912

Tabla 2.11: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritinos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2), medidos en un cluster de PC’s, para 6 procesadores y 126 < n < 64512.
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Figura 2.12: Tiempos tedricos y experimentales de los algoritmos 2.2 (OPM1) y
2.3 (OPM2) en un cluster de PC’s con 6 procesadores.
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En las figuras 2.13, 2.14 y 2.15 se muestra el porcentaje de desviacion del tiempo

experimental con respecto al tedérico en funcién del tamano del sistemal.

Las mayores diferencias entre el tiempo previsto y el experimental se obtienen en los
sistemas de tamano pequeno en los que, por lo general, suele ser mayor el tiempo experi-
mental que el teérico. A medida que aumenta el tamano de sistema el tiempo obtenido
experimentalmente se ajusta mejor al esperado, para tamanos grandes la desviacién (salvo

alguna excepcion) oscila entre el 0% y el 5%.

Este comportamiento obedece al ajuste teodrico realizado, mediante la curva de Miller
dada por la expresién (1.2), sobre los valores experimentales del coste de comunicacion,
g(x), de una palabra de 32 bits para tamanos de mensaje x y patrén de comunicacién trid.
Por ejemplo, para el IBM SP2 switch y 2 procesadores los valores experimentales de g(x)
para tamanos de mensaje x comprendidos entre 64 y 512 palabras esta por encima del
coste tedrico, como puede observarse en las figuras 1.15 y 1.15, en la practica los tiempos
obtenidos para valores de n comprendidos entre 128 y 1024 son? mayores que los previstos,
como puede observarse en la figura 2.4(a). En esta figura se aprecia, ademds, que para
valores de n comprendidos entre 2048 y 8192 el tiempo obtenido experimentalmente supera
al predicho (aunque en menor proporcién que para los tamanos comprendidos entre 128
y 1024). En este hecho influyen dos factores:

e ¢l primero depende del ajuste realizado mediante la curva de Miller, que puede

variar dependiendo de la estimacion del valor de n;
2

e ¢l segundo esta relacionado con la propia estructura del algoritmo ya que se comu-
nican algunos mensajes de tamano 1 palabra de 32 bits y en el computo tedrico se
considera que su coste es el mismo que el de enviar una palabra para un bloque
de tamano k. El coste para tamano 1 es mayor que para tamano k y aunque tiene
peso en el tiempo obtenido para tamanos de sistema pequenos es irrelevante para

tamanos de sistema grandes.

En las tablas 2.12, 2.13 y 2.14 se muestra el algoritmo mas rapido de los dos, tedrica y

IS¢ considera que si el tiempo tedrico es 100 v el tiempo experimental ¢s 90, se ha producido un 10%

de desviacién y en cambio si el tiempo experimental es 110 se ha producido un —10% de desviacién.

~ . . ~ . n
2Los tamaifios de bloque enviados para un sistema de tamaifio n y 2 procesadores son iguales a 5
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Figura 2.13: Diferencias porcentuales entre los tiempos tedricos y experimentales
de los algoritmnos 2.2 (OPM1) y 2.3 (OPM2) en un IBM SP2 con switch.
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Figura 2.14: Diferencias porcentuales entre los tiempos tedricos y experimentales
de los algoritmnos 2.2 (OPM1) y 2.3 (OPM2) en un IBM SP2 con ethernet.
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Figura 2.15: Diferencias porcentuales entre los tiempos tedricos y experimentales
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de los algoritinos 2.2 (OPM1) y 2.3 (OPM2) en un cluster de PC's.
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IBM SP2 switch
2 procesadores | 4 procesadores 6 procesadores
n Teér. Exper. | Teér. Exper. n Teér.  Exper.
128 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM1 126 | OPM1 OPM1
256 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPMI1 252 | OPM1 OPM1
512 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM1 504 | OPM1 OPM1
1024 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM1 1008 | OPM1 OPM1
2048 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM1 2016 | OPM1 OPM1
4096 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM2 4032 | OPM1 OPM1
8192 | OPM2 OPM1 | OPM2 OPM1 8064 | OPM2 OPM2
16384 | OPM2 OPM2 | OPM2 OPM2 | 16128 | OPM2 OPM2
32768 | OPM2 OPM2 | OPM2 OPM2 | 32256 | OPM2 OPM?2
65536 | OPM2 OPM2 | OPM2 OPM2 | 64512 | OPM2 OPM2
131072 | OPM2 OPM2 | OPM2 OPM2 | 129024 | OPM2 OPM2
262144 | OPM2 OPM2 | OPM2 OPM2 | 258048 | OPM2 OPM2
524288 | OPM2 OPM2 | OPM2 OPM2 | 516096 | OPM2 OPM2

Tabla 2.12: Algoritmo mds rapido (tedrica y experimentalmente) entre los algorit-

mos 2.2 (OPM1) y 2.3 (OPM2) en un IBM SP2 switch.

experimentalmente, en cada una de las maquinas para los distintos tamanos de sistema.

Se observa que, por lo general, a partir de 17000 ecuaciones (excepto en el IBM SP2

switch) es mas rapido el algoritmo 2.3 (OPM2), que realiza el calculo de m en paralelo.

No tiene mucho sentido estudiar el speed-up (incremento de velocidad) con respecto

al tiempo de ejecucion del propio algoritmo en un procesador por que se conoce el mejor

algoritmo secuencial: el método de eliminacién de Gauss para sistemas tridiagonales, cuyo

coste para el sistema dado por la expresion 2.4 es 8n — 7. Con respecto al método de

eliminaciéon de Gauss para sistemas tridiagonales se obtienen los resultados de la tabla

2.15, considerando los tiempos tedricos de los sistemas de tamano maximo de los que se

han obtenido resultados experimentales en cada una de las maquinas.
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IBM SP2 ethernet

2 procesadores | 4 procesadores 6 procesadores

n Teor. Exper. | Teor. Exper. n Teor. Exper.

128 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM1 126 | OPM1 OPM1
256 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPMI1 252 | OPM1 OPM1
512 | OPM1 OPM2 | OPM1 OPMI1 504 | OPM1 OPM1
1024 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM2 1008 | OPM1 OPM?2
2048 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM1 2016 | OPM1 OPM2
4096 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM1 4032 | OPM1 OPM2
8192 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM2 8064 | OPM1 OPM1
16384 | OPM1 OPM2 | OPM1 OPM1 | 16128 | OPM1 OPM1
32768 | OPM2 OPM1 | OPM1 OPM2 | 32256 | OPM1 OPM2
65536 | OPM2 OPM1 | OPM2 OPM2 | 64512 | OPM1 OPM2
131072 | OPM2 OPM2 | OPM2 OPM1 | 129024 | OPM2 OPM2
262144 | OPM2 OPM2 | OPM2 OPM1 | 258048 | OPM2 OPM1
524288 | OPM2 OPM1 | OPM2 OPM2 | 516096 | OPM2 OPM2

Tabla 2.13: Algoritino més rdpido (tedrica y experimentalinente) entre los algorit-
mos 2.2 (OPM1) y 2.3 (OPM2) en un IBM SP2 ethernet.
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Cluster de PC’s
2 procesadores | 4 procesadores 6 procesadores
n Teor. Exper. | Teor. Exper. n Teor. Exper.
128 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPMI1 126 | OPM1 OPM1
256 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPMI1 252 | OPM1 OPM1
512 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPMI1 504 | OPM1 OPM1
1024 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM1 | 1008 | OPM1 OPMI1
2048 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPMI1 | 2016 | OPM1 OPMI1
4096 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM1 | 4032 | OPM1 OPM1
8192 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPM1 | 8064 | OPM1 OPMI1
16384 | OPM1 OPM1 | OPM1 OPMI1 | 16128 | OPM1 OPM1
32768 | OPM2 OPM1 | OPM1 OPM1 | 32256 | OPM1 OPMI1
65536 | OPM2 OPM2 | OPM2 OPM2 | 64512 | OPM1 OPMI1
Tabla 2.14: Algoritmo mds rdpido (teérica y experimentalmente) entre los algorit-

mos 2.2 (OPM1) y 2.3 (OPM2) en un cluster de PC'’s.
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IBM SP2 switch IBM SP2 ethernet
OPM1 OPM2 OPM1 OPM2
p| Sp K, Sp L, p| Sp E, Sp L,
21042 21.25% | 0.46 23.07% 21001 045% |0.01 0.45%
41028 7.06% |0.31 7.66% 410.00 0.08% | 0.00 0.08%
6026 4.38% |0.29 4.76% 6| 0.00 0.02% | 0.00 0.02%
(a) IBM SP2 switch (b) IBM SP2 ethernet

Cluster de PC’s
OPM1 OPM2
Sp E, Sp E

p

0.49 24.61% | 0.52 26.02%
0.39 9.74% | 0.40 10.03%
0.36  5.97% | 0.34 5.65%

[ TNV =

(c) Cluster de PC’s

Tabla 2.15: Speed-up (S,) y eficiencia (E,) de los algoritmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM2) en un IBM SP2 y un cluster de PC’s.
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s p [ g n 5 P l g n
12 1 68 03 94 467 1 8 212 9
2 164 0.7 71 2 269 087 33
4 168 0.7 66 4 357 0.87 40
8§ 175 0.8 59 8§ 506 0.81 40
16 181 0.9 61 16 751 1.04 38
32 201 1.1 28 32 1252 1.31 45
64 148 1 27
128 301 1.1 20
256 387 1.2 15
(a) CRAY T3D (b) CRAY T3E

Tabla 2.16: Valores de parametros BSP.

La eficiencia que se obtiene no es muy buena, y en caso del IBM SP2 con ethernet es
pésima; sin duda un factor determinante es el valor de g. Para otras maquinas con menor
valor de g se obtiene mejor eficiencia, como es el caso de un CRAY T3D o un CRAY T3E.
Los valores de los parametros de estas maquinas se muestran en la tabla 2.16; para las
mismas se obtiene el speed-up y la eficiencia que figura en la tabla 2.17, considerando el

mismo tamano de sistema que para la tabla 2.15.
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CRAY T3D CRAY T3E

OPM1 OPM2 OPM1 OPM2
p Sp L, Sp L, Pl S E, Sp L,
2 | 1.13 56.43% | 1.43 71.57% 2 10.99 49.45% | 1.21 60.70%
4 | 1.27 31.68% | 1.97 49.20% 4 113 28.15% | 1.65 41.19%
8 | 1.39 17.38% | 2.56 31.97% 8 | 1.39 17.32% | 2.54 31.72%
16 | 142 891% |2.85 17.84% 16 | 1.35 8.41% | 2.55 15.95%
32 | 1.35  4.22% | 265 829% 32 1.22 7.60% |212 13.25%
64 |1.43 223% |3.02 4.73%
128 | 1.38  1.08% |2.82 2.20%
256 | 1.32  0.52% | 2.61 1.02%

(a) CRAY T3D (b) CRAY T3E

Tabla 2.17: Speed-up (S,) y eficiencia (E,) de los algoritmmos 2.2 (OPM1) y 2.3
(OPM?2) en un CRAY T3D y un CRAY T3E.



